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Le présent thavail rend compie de nZsultats obtenus en théorie du forcing
de COHEN a parntin de classes de conditions de forcing.

On étudie d'abord certaines classes de conditions de foreing (1,1) dont Les
extensions généniques ont Les memes ensembles que Le modéele initial, ce qui
permet, en démontrant un Lemme de vEALtE poan une relation de forncing simpli-
gite (1,4) de prouvern simplLement que Les extensions génériques satisfont Le
schéma de nemplacement.

Le probleme plus générnal de définition du forcing pouwr une classe quelconque
de conditions est abornde en 11. 1L est nésolu dans Le cas ol La classe de
conditions de forcing se plonge dans une algébre de BOOLE complite pour
Les ensembles.

On traite en 11T des classes de conditions de forcing obtenues comme néunion
d'ensembles de conditions de forcing emboités (I11,2). Les produits d'ensembles
de conditions de foreing (du type (2) par exemple) et Les Ltérnations transfinies
d'extensions généniques (IT1I, 15, 17) nentrnent dans ce cadre.

On etudie en 1V et V des classes de condifions de forcing emboities satis-
fjalsant cerntaines conditions d'automorphismes formulées booLéennement en (IV,2,3).
De telles classes fowwnissent des extensions généniques qui satisfont Le schéma
de remplacement. Les classes de conditions-de foreing qui sont prodults
d'ensembles de conditions de gforcing homogenes (V,4) (du type (2) par exemple)
satisgont ces conditions.

En introduisant La notion de classe faiblLement génénique (V,1) on étudie a ce
propos . La correspondance entre classes de conditions de forcing et algébres de
BOOLE completes pour Les ensembles.

On examine engin (VI) a 2'aide des nésultats prnécédents, centains problfemes
de foncing nelatifs a L'axiome E de GODEL.
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O - DEFINITIONS ET NOTATIONS

Les théories axiomatiques considérées sont écrites avec deux symboles
de relation binaire , = , € , et éventuellement d'autres symboles de
relation & plusieurs arguments et des symboles de constantes. Si par exemple
" est un symbole de relation 4 un argument, on désigne par ZF" 1a théorie
dont les axiomes sont ceux de ZERMELO-FRAENKEL (extensionalité, union,
parties, infini, remplacement) ol le schéma de remplacement est écrit pour
les énoncés comportant le symbole ' (en plus des symboles €& , = et des

symboles logiques).

La notation < M,G > & ZF' (ou par abus de langage < M,G> E ZFG)
signifie que M est un mode€le de la théorie 7F" lorsqu'on interpréte I

par G .

M &tant une structure quelconque (en pratique un modéle de ZF), on
appelle classe de M toute collection définie par un énoncé & paramétres
dans M . Ainsi, par exemple, si G est inclus dans M (au sens intuitif),
on dira que C est une classe écrite avec G s'il existe un énoncé
E(x, G, By seees _@n) 3 wne variable libre x &crite avec les symboles
e, = a deux arguments, G & un argument et les symboles de constante

By oseees B tel que C soit la collection des éléments a de M tels que

seees B )

<M,G, a 1 -

; seees 8> FEE, G, 2

On notera

C=fa/<MG> FE(, & a8, ,..., 8)}

1 L3 ' ~ .
ou encore, lorsqu'aucune confusion n'est a craindre

¢ = { a/E(a, G, 81 seees anH



on écrira a € C pour signifier que a est &lément de la classe C .
Comme il est d'usage, on identifiera les symboles et leur inter-

prétation (en principe lorsqu'aucune confusion n'est & craindre).

a &tant un ensemble de M , on note PM(a) (ou simplement P(a)),

1l'ensemble des parties de a qui sont dans M . Pour chaque ordinal 5

on note V&M (ou simplement V'a) l'ensemble défini par induction sur les
ordinaux par
V.= U BT
p < O
Pour chaque x de ‘M , on note rg(x) 1le rang de x c'est-a-dire
le premier ordinal ¢ tel que x € sz . On note cldt(x) 1le plus petit
ensemble transitif X tel que x < X .

On note On la collection des ordinaux.

C étant une classe de M partiellement ordonnée, on dit que deux
€léments f et q de C sont compatibles s'ils ont un minorant commun ,
c'est-a-dire s'il existe r € C rs<p et rg d . Sinon on dit qu'ils

sont incompatibles.

On dit que C satisfait la condition de plongement si

¥ps;d¢C peg= 3rs<p r incompatible avec ¢ .

On appelle classe de conditions de forcing (respectivement ensemble de
conditions de forecing) , une classe (resp. un ensemble) qui satisfait la

condition de plongement et qui posséde un plus grand élément.

Soit A une partie de C qui peut €tre une classe ou un ensemble.
On @it que A est saturé si ¥p, 9 € C (p € A et
a<p=> q€h)
dense si Vp € C 3Fqehdh (d=<5p)
prédense si V:p € C I4qdeA (d compatible avec 4p)



Dans toute la suite, U désigne un univers satisfaisant
ZF + AF + AC et M désigne un ensemble transitif dénombrable de U qui
satisfait ZF + AF .

G #étant alors une partie de C qui est un ensemble de Ak , on dit

que G est M-générique sur C si

1. Vp,9€G (p et a sont compatibles)
2. VpeG, ¥qgssp (qe0)

3. G rencontre toutes les classes denses de C qui sont dans M .

Le fait que M soit dénombrable entraine gue pour chaque p € C , il
existe un M-générique sur C qui contient p .

Les notations concernant le forcing sont celles de [1 ] . En particulier
Hl—é— désignera le forcing fort sur C et H—E le forcing faible. On
omettra le symbole C si aucune confusion n'est & craindre.

On &crira pl|l- E(’é‘.n seees B 5 b

écrit avec €, = & paramdtres 81 seees B s b,

se++5 b dans toute extension générique contenant p

seees b ) o0 E est un énoncé
Ry bp pour dire que les
interprétations de b

1

sont encore b1 P bp . Ainsi si pli- ¥ cw , pour tout générique G

contenant 4 , on aura

M[G] F eacw (ol ga dénote 1'interprétation de a)

Les symboles logiques utilis@s pour les formules sont

A v - v 3
et ou non pour tout il existe
Les opérations booléennes seront représentées par les symboles

Ay Vg © 8 (ai) est une famille d'éléments d'une algdbre de
ie.I

BOOLE compléte, on notera indifféremment

inf a,. ou inf( { ai/i €I} )
iel



pour dénoter la borne inférieure de la famille (ai) pour 1l'ordre
i€l

< dJéfini par
a£b<«p> IC a=>bAC

Si f est une fonction, on note dom(f) son domaine et Im(f) son

image. Si X C dom(f), on note f/AX la restriction de f 3 X .



I - FORCING SIMPLIFIE

On se propose d'étudier les classes ordonnées C telles que si G
est M-générique sur C , on ait

< M,G > k ZFC

Théoréme I.1.

Soit € une classe ordonnée de M . Les deux conditions suivantes sont

équivalentes
1) VG M-générique sur C , < M,G > = z7r° + AF
2) Pour tout ensemble I et pour toute famille (A.) de classes

1¢1

denses saturées, i@l Ai est une classe dense saturée.

Remarque I.2.

La condition (2) est d'une &criture impropre puisqu'on quantifie sur des

classes. C'est en falt le schéma d'axiomes suivant
VI [VieI(§{p/A(i,p)} est dense saturd) = {p/¥ieI A(i,p)} est dense saturé]]

A parcourant la collection des énoncés écrits avec €, = , & deux variables
libres et & paramétres dans M .

La preuve de ce théoréme nécessite la définition d'une relation de forcing.

Lemme I.3.
Soit r un symbole de prédicat unaire. A chaque énoncé A(r, Xy aeees xk)
écrit avec les symboles € , = , ' et ayant les variables libres

L -~ Pl [} P hd
Xy se++s X, On associe un &noncé A (.p,x1 ye s XK) écrit avec les seuls

symboles €, = et ayant les variables libres 'p,x1 seees X oo
On le note pl|~ A(r Xy seees xk) (forcing fort).




La définition se fait par induction (au sens intuitif) sur la longueur

de 1'énoncé A(F, Xy seees }5:)

pllF x=y est 1'énoncd x=y et pe€C

/p[“- Xey est 1l'énoncé xe¢y et peC

»llF " (x) est 1'énoncé x€C et peC et p<x

Pl A 6uB est 1'énoncéd pll- a4  ou pllF B et pecC

Pl 3xA(x) est 1'énoncé 3x pl A(x) et pecC

p||F non A est 1'énoncé pecC et ¥qeC(q & p = non(g|j} 4))

On note pH A pour non(p|l A) et p‘m\lA pour p|l-A ou
ol non A . (On 1it {o”l—?—A "p décide A ") . On vérifie alers sur la
définition que /pIH—A et g ¢ p entraine q|“— A et que la classe des

4 qui décident A est dense saturée.

Lemme I.k. (Lemme de vérité)

Soit G une partie de C M-générique sur C . Pour que 1'énoncé
A(rm, By seres ak) soit satisfait dans < M,G > lorsqu'on interpréte
par G , i1 faut et il suffit qu'il existe p € G tel gue

pli-4a (i, 8, seev, 8K) .

Démonstration : Par induction (au sens intuitif) sur la longueur de 1'énoncé A .

Clest &vident si 1l'énoncé est de la forme a, =a, ou a €a, .

Si A est 1'énoncé I'(a), il est vrai dans < M,G> si l'ona aeG .

Mais a”l—— ' (a) est toujours vrai pour a € C . Inversement si on a
PEG et /pl”—— i" (a), cela signifie que 4 ¢ a . Par la propriété 2  des

génériques, on a donc a ¢ G c'est-d-dire que < M,G> & I'(a).

Si A s'éerit BouC et si <M,G>E A , alors <M,G>F B ou bien
<M,G>k C c'est-3-dire (hypothdse d'induction) Ip &G p|l—~ B ou bien
3¢e€G ||~ C . Mais 1'on sait que p et g &étant deux &l€ments du
générique, il existe r€G r £ et r< q . On a alors || B ou r||lcC



c'est-a-dire r“l—- B ou C . Inversement si on ap¢G p“l—— B ou C,
on a /P”l_‘ B ou /p“l—— C . Soit (hypothése d'induction) < M,G> E B
ou <M,G> F C c'est-d-dire <« M,G> B ou C .

Si A s'éerit J x B(x) et si <M,G> F A , il existe un objet a de
M tel que <M,G>F B(a) . Donc (hypothése d'induction),Jp €G p”l—— B(a)
donc plll—Fx B(x). Inversement si on a p€G plll-3x B(x) , on a un objet
a de M tel que p|ll~B(a). Donc (hypothdse d'induction), on a
<¢M,G> F B(a) soit ¢M,G> E I x B(x).

8i A s'écrit non B et si <M,6> E B, on a (hypotiadse d'induction)
m p€G plll—B .L'énoncé IpeG plllnon B est donc faux. Inversement si
1l'énoncé Iqe€G glll- non B est faux, comme la classe des £ qui décident
B est dense, on sait qu'il existe p €G qui rencontre cette classe. Par
hypothése ,p\ﬂl\— non B . Donc p“l— B c'est-a-dire (hypothése d'induction)
<M,G>EB. C.Q.F.D. (lemme I.k)

Preuve du théoréme I.1.

(2} == (1) Soit G une partie de C M-générique sur C . Comme
M et <M,G> ont les mémes ensembles, il suffit de prouver le schéma de

remplacement pour les &noncés écrits avec I'.

Soit donc E(x,y) un énoncé 3 deux variables libres & paramdtres dans
M écrit avec le symbole I’ . Soit a un é€lément de M . On suppose que
<M,G > VxVy¥y' [B(x,y) A B(x,57") =¥ = ¥'] A Vxea3IyE(x,¥)
On veut trouver b dans M qul soit 1l'image de a par la relation fonction-
nelle E .

Pour chaque xé¢a , on pose A, = {pec C/p]”:"ia v E(x,y)}. Cette classe
est dense saturée. En appliquant (2), x@a A, est encore dense saturée.
On choisit donc p, €G N x@a A,

,p1 décide 3y E(x,y) pour chaque x¢a . Comme ces énoncés sont vrais

dans <M,G>, on a pTIH— 3 yE(x,y) pour chague x& a .



Or si y #y' , on ne peut avoir 40'1”}" E(x,y) et P‘rl”—— E(x,y') car,

en appliquant le lemme de vérité, on aurait

<M,G> E E(x,y) et E(x,y')
done

<M,G> Fy=y' puisque E est fonctionnelle .

La relation /qull— E(x,y) est donc fonctionnelle dans M . Par schéma

de remplacement dans M ,

b={y/3xea p_l”[-— E(x,y)}
est donc un ensemble de M.

Montrons que b convient.

Soit xea et <M,G> F E(x,y). On sait qu'il existe y' tel que
p1H|— E(x,y') par définition de - Comme p &G , on a par le lemme de
vérité

' <M,G> E E(x,y'")
Comme <M,G> k " E est fonctionnelle " , on a

y =y' donc p1|“—— E(x,y) donc yeb

Inversement si ye€¢b , on a p1”|— E(x,y) pour un xe€a .

Comme p € G , on a par le lemme de vérité
<M,G> £ E(x,y) et par conséquent

<M,G> E Ix ¢ aE(x,y)
C.Q.F.D.(théoréme I.1)
(2) =>(1)

(1) =(2)
Soient I et (Ai)ieI

saturées de C . On veut prouver que M Ai est encore dense saturée.
iel

un ensemble et une famille de classes denses

Soit peC . Soit G une partie de C M-générique sur C contenant
p . Dans <M,G>, on considére la relation fonctionnelle qui & chaque i € I

assocle l'ensemble des éléments de G(\A:.L de rang minimum.



Puisque par hypothése < M,G>E ZFG, on en déduit Qu'ilkexiSte un
ensemble a contenu dans G tel que k
Ve Aiﬂa"FQ‘a“;‘~;f |
Mais puisque M et < M,G> ont les mémes ensembles, on a agM .

On en déduit qu'il existe ¢€ G tel que
¥pea g<p
En effet soit :

D = {p €C/p} minore tous les &léments de a} U{peC/lp incompatible avec tous
les éléments de a } . ‘ o
Comme a €M , cette classe D est donc saturée‘et c'est une classe de

M . Elle rencontre donc le générique G . Soit ¢e€DNG . Par la propriété

1 des génériques,kq ne peut étre incompatible avec un élément de a
puisque a CG . Donc par définition de D , q minore tous les G1éments de a .
q est compatible avec p . On en déduit donc r , TP et rgqg qui
minore tous les €léments de a.

Comme ¥i€I an Al % 8 et comme A, est saturée, on en déduit que

re M Ai
1€l ; : : ;
C.Q.F.D. (théoréme I.1)
(1) =(2)
Exemples

A. Soit C wune classe ordonnée partiellement par ¢ qui vérifie

(3) Tout ensemble de C totalement ordonné par < est minoré dans C

Proposition I.5.

$i M satisfait A.C. alors la condition (3) implique la condition (2)

du théoréme I.1

Démonstration

~ Soit (Ai) wne famille de classes denses saturées de C .
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On veut prouver que N Ai est également dense saturée. Gréce & A.C.
: iel h . ‘
il suffit de prouver le théordme lorsque I est un ordinal.

w (Aoc)  étant donné avec W GOn , soit A 1le premier ordinal tel

~que le théoréme soit faux. A est bien silir limite. En changeant au besoin

() en (Ar) définie par A' = (M A , on peut supposer la
o’y < 2 o’ < A : o 8 < a o’ ;
famille (Aoc) décroissante.
On veut montrer que M A est dense saturée ce qui contredira la

; o<

définition de X . ‘ S o .
Soit donc fo € C . On aéfinit Xq,a pour chague qé&C et chague

o < A par : ‘ ‘

~Xq 0 - l'ensemble des reC de rang minimum tels que. r ¢ g et
k) .

reAd . On définit alors par induection sur les ordinaux ¢ A une famille

(Yoc) par
<
o< Y =X
o p,o
To+1 = LGJY X gt
8i o est limite > O soit i ={ fe I Yﬁ/f est une chaine }
b v ‘ B < a .
On définit alors £
Y, = Y {de A de rang minimum tels que ¢ minore la chaine f.}
fey' o i ~ ~ ‘ ; "
- 5 _
On prouve alors que V_ < A Y, X Q
kSinoh soit o le premier ordinal tel que Yd =Y. aé est limite.
B o ‘ o

Par A.C. 11 existe un bon ordre de

Uo(r Y,)
B<a ¥<B

On construit donc par induction sur les ordinaux < o une famille



I -11

(fg) telle que
B <a
1) ° s €m Y
i ‘
¥
B oy<p
ii) fB prolonge f, sif >¥

iii) ¥8< ¥ <8 fB(G) > fB‘(K)

La réunion des (fB) est alors un élément de Y} qui est dong
‘ < ‘ : ° - )
B <a, S : : S
non vide . Puisque Aa est dense saturée, Y est donc également non

vide - contradiction - : L ;
I, est donc non vide. Soit qe'YA . Par construction, on a ¢ €4

et 4 eaQ)\Au . C.Q.F.D.

- La preuve ci-dessus est compliquée paréeaque l'dn veut utj liser
‘seulement 1'axiome du choix pour les ensembles. k
La démonstration se simplifie beaucour si 1l'on suppose qu'il existe
dans M une classe & qui ordonne bien M . - k

En effet étant donné p €C , on définit (;&) par induction sur
o< A
les ordinaux < A.

P, est le premier &lément de AO selon ® qui minore 4 . Si

o =8+ 1 >, est le premier é€lément de Aa selon ¢ qui minore le

premier minorant selon ¢ de la chaine (ps) .
B <a

Py est donc par construction un minorant de ¢ qui appartientka

N A
a <A ‘ : ‘ : ;
k Gréce au théoréme i.1 et ékla proposition I.5, onkpeut toujoﬁré
supposer dans une démonstration de ZF + AC que l'on & un bon ordre de
1'univers. k

-~

Plus précisément, on a le théordme suivant 4@l & SOLOVAY .



I-12

Théoréme I.6

1Soit & wun énoncé du langage de ZF démontrable dans“la théorie
GB + "Il existe un bon ordre de 1'univers" + AF (ol GB désigne la

théorie de GODEL-BERNAYS). Alors & est démontraeble dans ZF + AF + AC.

Démonstration

Supposons que ¢ ne soit pas démontrable dans ZF + AF + AC. Ilkexisté‘
donc un moddle M (que 1'on peut supposer transitif démohtrable) de ZF +
AF + AC qui ne satisfait pas ¢ .- k k | ;

Soit alors "¢ la classe des fonctions définies sur un ordinal & valeurs
dans M . L'ordre sﬁr C étant défini par 4 <‘q &> pDO g en tant que
graphe. : ‘ - k F

C satisfait ev1demment la condition (3) . ; S

D'agprés la proposition I.5, C satisfait done (2) pulsque M satisfait
l'axiome du choix; D'aprds le théoréme I.1, si G est M-générique sur C,

 -<M,G> E ZFG + AF + AC . Mais G 'est clairement une surjection de On sur M .

On a <M,G>E = 0 puisque M F 1 o @'étant un énoncé du langage de ZF. .-

D'autre part on a ¢M,G>F & par hypothése puisque < M,G> k GB + "Il
existe un bon ordre de l'univers" lorsqu'on prend pour classes toutes celles
définies par un énoncé &crit avec €, = , G & paramétre dans M. :

D'ol la contradiction. C.Q.F.D.

B. Exemglés de classes ordonnées qui satigfont (2)

Théorcéme I.7.

Soient d un ensemble de conditions de foreing dans M et C une classe
de conditions de forcing dans M satisfaisant (3). Alors quels
que soient e M—generlque sur d et G M—generlque sur C , e x G est

| M-générique sur d x C et <M[e] 6 >F 7FC + AF

La démonstration (qui utilise A.C.) résulte du lemme suivent :
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Lemme I.8.

Soit (D.) une famille de classes denses saturées dans d x C
i<y

indexée par un ordinal y . Alors la classe A définie par

A={ feC/iped ¥. <u Iq<p (q,f) € D, } est une classe dense

saturée de C .

Démonstration

Soit A = dxu le cardinal de l'ensemble d > py . Soit ¢ vne bi-

jection de A sur d xp . Pour o < A , on pose ola) = (o1(a), ou(a))

de sorte que g{a)€d et o(a) <y . On définit par induction sur les

ordinaux < A deux familles (fa) et (qa) de la maniére suivante :

o< A o< A

feC &tant donné, on veut trouver g f geA . On choisit fo £ f

q, < o1(0) tels que (qo . fo)G Doé(o),Unxpe; couple existe car _Dcz(o)

étant dense possdde un minorant de (g, (o0),f)

On choisit de méme f < T q < o1(o+1) et

ot1 = o o+ 1

)€ . Un tel couple existe pour la méme raison.

Woe1 201 € D g (1)
- S8i o est limite (> o) , d'apr@s 1'hypothése (3) faite sur C on prend
f' qui minore chaque fB pour B < o . On choisit alors fa g ' et

c tel £ )ebD ui existe car D est dense.
%W < 1(a)  tel que (qoa ’a) oola) . o2(a)

2

Soit alors g un minorant de (fa) qui existe par (3).0n a g&A .
: . o< A , ‘
En effet soit ped et i<y . Il existe o < A tel que o;(a) =p et

=1 . 1 , D. tion. C T
og(a) i On.a a, <P et (qa ,fa)e ; par construction. Comme g < 8

on déduit (qa',g)e Di . C.Q.F.D. (lemme I.9.)
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Remarque I.9

La démonstration utilise un bon ordre de l'univers. Mals comme ce lemme
est un schéma de théorémes de ZF + AC , d'aprds le théoréme I.6, ce schéma

est démontrable dans ZF + AC .

Démonstration du théoréme I.7

I1 faut d'abord prouver que si e est M-générique sur @ et G M-géné-
rique sur C , alors e X G est M-générique sur da x C .

I1 est clair que les éléments de e x G sont deux & deux compatibles
et que tout majorant d'un élément de e X G est encore dans e xG .

Soit alors D une partie dense saturée de d x C . Par le lemme I.8 ,

on sait que
A={feC/¥ped Ja g p (q,f)e D} est dense saturée.

Soit donc h€GMNA . Ona Vped 3Jagp (q,h)eD
L'ensemble des qed tels que (q,h)€ D est donc dense dans C . T1
existe donc gqeée tel que (q,h)e D . On a donc bien DN e x G ¥ §

L AF, il suffit de vérifier que

Pour démontrer que < M[e],G> = ZF
Mre],G> satisfait les axiomes du schéma de remplacement écrits avec G car
Mrel satisfait ZF + AF puisqu'il s'agit d'un foreing ensembliste nusuel.
I1 suffit donc de prouver que C satisfait (2) dans Mfe] . Soit
(A une famille de classes (de M[e]) denses saturées dans C . Soit
i<ao
Py € e tel que

1" . g, |
Pol }-;1 Vi< a A; est dense saturée
On pose
b, = {(p,£)/p < p, et p| l‘g fe Ai}U{(p,f)/p incompatible avec p_}

Di est saturée car si g p et gg f avec (p,f)éDi , alors ou bien p

est incompatible avec p, et (a,g) € Di , oubien q ¢ p, et q| }-a gg T

et e Ai , donc, comme le forcing faible respecte la conséquence logique

R
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et comme on s q”*—d"g T et fe A, —> g€A; » on déduit (q,g)e€ D, .

Di est dense car soit (p,f)edx C avec p < po . On veut trouver
un minorant de (p,f) dans D, (si » est incompatible avec p, > on a

(po ,f)e Di)' Or po] IT " A; est dense ". Donc par forcing faible

Vp<p, Fa<p Ig<f q| I_E g ¢ A . Par conséquent, étant donné
p < D, > il existe bien q < p tel que (q,g)€ Di .

En appliquant alors le lemme I.8, on sait que
A= {feC/¥i< gVped Jqgp (q,f)€ Di} est dense saturée.
On considére alors
A={feC/¥fi<q 3qce (q,f)eD.} . Cette classe A est définie

dans M[e] . Elle est dense sature, En effet soit f € C . Puisque A est

saturée, il existe g f tel que ¥i <o ¥ped 3g< p (g.,g)€¢D. . Donc
i

pour i fixé 1l'ensemble des g¢€d tels que (q,f)é¢ D; est dense saturé

dans 4 , donc rencontre e. On a bien alors
¥i <o Jgee (q,g)sDi
On remarque enfin que A= O A
i<q
Car soit i < g . On a M[e] E fep & Jqee q”—dféAi d'apras
le lemme de vérité pour 4.

C satisfait donc (2) dans M[e] . C.Q.F.D. (théoréme I.8)

I1 est alors facile de trouver un modéle N de ZF + AF et une classe
ordonnée C de N satisfaisant (2) et ne vérifiant pas (3).

On prend par exemple dans M la classe C des fonctions dont le
domaine est un ordinal (1'ordre &tant le prolongement des fonctions). Soit

~

d 1l'ensemble des fonctions définies sur un entier a valeurs dans {0,1}
et soit e un M-générique sur d (e est une fonction de domaine ¢y &
valeurs dans {0,1}).

C satisfait (3) dans M, donc, d'aprds le théoréme I.T € satisfait
(2)  dans M[e] .

waa
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Cependant C ne satisfait pas (3) dans M[€] puisque la famille
(e/‘n)n <w composé d'éléments deux & deux comparables n'est pas minoré

dans C .
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IT - DEFINITION DU FORCING FAIBLE DANS LE CAS QU LA

CLASSE DE CONDITIONS DE FORCING SE PLONGE DE FACON

DENSE DANS UNE ALGEBRE DE BOOLE COMPLETE POUR LES‘

ENSEMBLES.

Définition II.1

Soient C une classe de conditions de forcing de M et € une algsbre
de BOOLE M-compléte pour les ensembles qui est une classe de M .
On dit que C se plonge de fagcon dense dans € s'il existe une fonction

h  (qui est une classe de M) de C dans €-{0} vérifiant :
‘1. h est croissante
2. ¥p,qe¢C p incompatible avec gq=»h(p)ah(g) =0
3. Yee€ - {0} 3IpeC n(p) <ec

On donne alors une caractérisation des classes de conditions de forcing
qui se plongent de facon dense dans une algebre de BOOLE compléte pour les
ensembles.

On définit pour cela une classe F de M obtenue 3 partir de C en
cldturant C par conjonction infinie et négation.

Plus précisément on définit par induction sur les ordinaux une famille
(%) de la manidre suivante :

o0 eO0

n
1 et M &tant deux symboles distincts et distincts de O , on pose

¥ = U s?’BU{(ﬂ,F)/Fe U §ults,e)/e € U Fu(o,p)/pecn v }
® g<a B < a g<a b a

On pose ¥ =U & . Il est clair que {o} x C €% , que
a€0 &
n
FeF = (1,F)eF et que si & est un ensemble d'éléments de ¥ , alors
(4 ,0)eF .
On définit la profondeur d'une formule F €% comme le premier ordinal

o tel que F ¢ ?& .
n.o/
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Dans U , C est un ensemble. On peut donc définir par induction sur la
profondeur de F &€ F une relation notée p B=>F 3 deux arguments pe€C

et Fed,

Les clauses d'induction sont :

P> (0,9) &= p<a
PP (,F) e Vagp qbF
P> ,0)es VF€ ¢ pl=F
On vérifie aisément que pr=F et Q¢ p— q >TF , que 1l'ensemble
(dans U) des p tels que p P> F ou p = (7,F) est dense saturé, que

PI>(‘I,'("1,F))<‘——=> pP>F et que pi>F4 et p;>F1—>F2%p}> F2

(oll 1e symbole — est défini de manidre usuelle 3 partir de =1 etM).

Théoréme II.2

Soit C une classe de conditions de forcing de M , Les deux conditions
suivantes sont &quivalentes

1. La relation est une classe de M .

2. C se plonge de facon dense dans une algébre de BOOLE compléte

pour les ensembles, le plongement étant une classe de M .

Démonstration

1= 2 . On définit la relation de préordre suivant sur & .

F,< F_ <> ¥p&C pp F

:==;r
1S o pE=F,

1
Sur & , on considére alors la relation d'équivalence

= <= < <
F1 .._.F2 F1 A F2 et F2\ F1

On pose [F] = l'ensemble des éléments F' de & de rang minimum tels que
Ft =z F
Soit € = {[Fl/FG F} . ¢ est une classe de M . € peut &tre munie
) /
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d'une structure d'algébre de BOOLE compléte en posant

14 = [(O,’_lc)] (ﬂc est le plus grand élément de C)

[F] A [6] = (s, {F,6} ]
[F1° [(,m)]

On vérifie que ces définitions sont indépendantes des représentants

choisis et que les axiomes des algébres de BOOLE sont satisfaits, en

utilisant les propriétés de [>

Montrons que € est M-compléte pour les ensembles. Soit ¢ un
ensemble d'éléments de € . On peut trouver un ensemble & d'éléments

de F tels que
Y = {[F] /Fe o}
Alors [(M\,8)] est la borne inférieure de ¢ . En effet
¥peC pis (M,0) < VEP pr>F

On a donc

(0] < [F]
Inversement soit GE€% tel que VFE I-G‘] < [F]
On a donc
YpeC pb> G= pp F
donc G < (M ,9)
En passant au quotient [G] < [(Mm,0)]
¢ admet donc une borne inférieure.

On définit alors h : C — € - {0} par

h(p) = [(0,p)]

h est une fonction croissante.

En effet par définition de =, on a

pr> (0,9) e p<a
Soient alors

p et q¢C p<ga
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VreC rp> (o,p) => r<p=>r<qg=>ri (0,q)
donc (o,p) € (0,q) et par conséquent h(p) < h(q)

Soit ceC -{0} et FeF [F] = ¢

I1 existe p€é€C pp> F sinon 1!c> (1,F)

On a donc [(o,p)] < [:F] car q > (0,p) = q<p = q >F

Soient p et qe¢C
Si h(p) A h(g) ¥ 0, il existe reC r > (M,{(o,p),(0,9)})
c'est-a-dire r > (o,p) et r > (o,q) donc r<p et r < q.

p et q sont donc compatibles. C.Q.F.D. (1 2)

2=> 1 Soient € une algébre de BOOLE compléte et h un plongement
dense de C dans € , € et h é&tant des classes de M .
On @éfinit par induction sur la profondeur de F € & , une relation

fonctionnelle h de # dans G , les clauses d'induction étant :

W(F) = h(p) si F = (o,p)
n(F) = (0(e)® si F = (1,6)
T(F) = inf {h(G)/G €@} si F = (M ,p)

On a alors p > F <= h(p) < h(F)

En effet par induction sur la profondeur de F , on a
p & (0,0) <> h(p) € n(q) <> p< ¢ (condition de plongement)
p > (1,F) <> n(p) < (M(F))°<> n(p) A u(F) =0

< ¥g<p h(a)) {N(F) = Va<p qipF
p o> (M ,0)<> hip) < inf {n(e)/Ged}
<> vGeyp n(p) < h(G) &> ¥6eo p[>GC

ce qui prouve que la relation > est une classe de M .

C.Q.F.D. (2 =>1)
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Définition du forcing faible avec une classe C de conditions de forcing

qui satisfait les conditions équivalentes du théoréme II1.2

Théordme II.3

I1 existe dans M une seule relation & deux arguments notée p| ]—-?
ol p décrit € et t décrit la classe des termes de la forme

aéb , a&\b ,a=b, a%b satisfaisant les conditions ci-dessous

p|l-aeb <> ¥g<p 3Irgq J(c,A)ed rgAet r|f-a=c

p| 5.§‘S<=> Vg < P q\N\— aeb

pl{-_g.égl_yé—-% ¥gg p drg q[ﬁ'(c,A)eb r< A et rH—EE\Q ou
He,A)ea r< et r|f-ckb]

p[l-a=b <> Vva<p aqla=hb

Démonstration : Unicité

On munit la classe des.termes de la forme indiquée de la relation bien
fondée suivante

a¥b<cesd <>

I}

[:rga U rgb < rge U rgd] ou Erga U regb = rge U rgd et rga N rgb < rgeN rgd]

ou [rga Urgb = rge U rgd et rga \ rgb = rge N rgd et € précdde € et § précdde =]

lorsque % | ¢ parcourent 1l'ensemble des quatre symboles 6,‘§, =, % . On voit
alors par induction sur les termes pour cette relation bien fondée gqu'il existe

une seule relation satisfaisant les clauses ci-dessus.

Existence

Soient h et @ comme en II.1. On d8finit simultanément
[ae BHC et [a= EJIC par induction sur
(rga U rgb, rga 1 rgb) pour le bon ordre

(,B) < (' B') => a<a'oua =0a' etBKB'

Les clauses d'induction sont

-
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EXR sup h(p)aJz & B[
peC
25D, = sup h(p) A cealls v sup  h(p) Aﬂ_-cﬁbc
L le (c,p)e D L J](C (c,ple a ]]¢
pe¢cC peC

On pose p|R3ed <> hr(p) < [ee?],
pllF 2§% < n(p) < [[ae%];
pll2%D <> n(p) < [[é‘éeiﬂc
|k

(ai) étant une famille d'éléments de € , on sait que
i€l

o1

=T <> n(p) < [F=7];

h(p) < sup a;, => ¥q £p Ir<q 3ieI n(r)< a;
1¢€T

On a alors

plaed <= n(p) < sup h(s) A H_; % 5]8
(c,s)ed
seC

<> Vg<p Ir<q Ie,s)ed n(r) < h(s)/\[[i%ﬁ]]g
- L —je
<> yg<p Ir<q He,s)ebr< shir)< [ask CBC

donc par définition de r II—E. =¢ ,on a
p”—- a€b < Vo<p Ir<qg I(e,s)ébr< s} a=c

Les autres formules se démontrent d'une facon analogue. C.Q.F.D.

On &tend alors cette relation de forecing faible aux é&noncés clos écrits
avec €, = ,0 (symbole de prédicat unaire) & paramétre dans M . La définition

se fait par induction sur la longueur de 1'énoncé.
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8i E est de la forme aeb,a%b,a=b,a=\b, plE a déja
été aéfini.

8i E est Tr(a) on pose

plbr(a) <> Vg <p 3Ir<qg Fs»r rlbs==

Pl EAF <= p|LE et p|lLF

p|F7E = Vq<op q‘N;—-E lorsque E n'est pas de la forme

4 (a¢B) ou 1(a §)

p| b ¥xE(x) < ¥x  p|lE(x)

Proposition II.4  Propriétés du forcing faible

1. Vag¢pr PlfE= q|-E

2. Vpiq ¢P q|l—F ou all- 1E
3. P|FE <« p|-T7E

L, P||-E et p||—E - F = p|}-F

5. Pour tout théoréme T du calcul des prédicats construit sur le

langage ¢, =,T", on a p”——T pour tout p e C

Démonstration

1. On prouve 1. par induction informelle sur la longueur de E .
8i E est de la forme a€b, a§b, a =b, a ¥ b, c'est vrai car h est
croissante.

Si E est T(x) c'est vrai par définition de p“—-l‘!()‘()

Si E est FAG p|FFAGe=D||-F et p|}~ G donc par hypothése
d'induction si on a g ¢p, on aq|F et q|lG c'est-d-dire alFFac

8i E est 1F, soient p et ggp p|l—71E. si q\N-\- 1E, il existe
r¢q r|l-=%E c'est-3-dire 3Ir ¢g Vs <r It s t|lE done
It ¢ tH—— E ce qui contredit le fait que

P|F1E <= Va<p a|lE
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8i E est VxF(x) c'est vrai par hypothése d'induction puisque
pl}—VxE(x) <= ¥x plI-—E()—{)

2. Montrons d'abord que pour tout énoncé E , on a

Pll-TE = ¥Yagp dN E

C'est la définition lorsque E n'est pas de la forme

o
A
o'l

ou
a¢h

8i E est par exemple 565, on a

b~ TE < n(p)< [5@%]8
donc pl|- 1E <> VbePB b/\[[a GE:HC = 0 en particulier
Vg <p 'h(q)/\[["ée%]]e=® soit q‘H:--a_.él_)
Inversement si Vg < p q\t\k— aeb ,ona Vg g¢p hig) .<[{5,63H
clest-a-dire Vg < p hi(qg) A [[5 ESI[; %0

soit par densité

voeB - {0} b<n =bafaes] =0

c'est-3-dire h(p) < ﬂ:aeb] g ou encore p[}——1(5&—5)

Dans ces conditions on a

¥p da<p 4q|F E ou q|}E pour chaque énoncé E .

3. On démontre 3. par induction sur la longueur de E .
C'est évident lorsque E est de la forme aé¢b , a =0>b, a\s-‘b, aX%b
parce que si DbEC ¢ =1

On &
P|p-1-T(x) = V¥a<p 3Irg<qg Vsgr 3tgs 32t'>t t|p x=t"

<> Ya<p Ir¢q 35 pr r|fFX=g = p|fM(x)
on a

PIF1717E «» Yacp drga Y <r | F e=>¥a<p aN-E<=q|-TE
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On a p|11(EAF)<> ¥g<p 3Jr<q r|E et r||~F
<= (hypothdse d'induction) p||- E et p|} F
< p|lE et F
On a p|p11VxE(x)e=> Vo< p 3Ir < aVxr|} E(X), ce qui entraine
Vx ¥g<p 3r<a r|lE(x) donc par hypothdse d'induction ¥x p|j— E(x)
soit p||- ¥xE(x). Inversement si p||~ ¥xE(x) on a évidemment

¥ao<p 3Irgq r| vxE(x)

4. p|lE—F <> p|}- 1(OFATE) <> Vo p q|F1F ou oN—TIE

donc si p|[— E on déduit V¥q < p q‘N—\— F donc p|}—"17F donc d'aprds 3.

o[- F

5. On vérifie que chaque axiome du calcul des prédicats est forcé par

tout €lément de C et que chague régle est compatible avec le forcing.

Le modéle M[G]

Soit G wune partie de C M-générique sur C . On définit une relation

binaire R de domaine M par
aRb <«»3peG (a,p)eb

Cette relation est bien fondée (A.F)

Soit ¥ 1la fonction contractante pour R sur M définie par
&a = {eb/bRa}
On pose M[G] = &(M)

Par construction, M [G] est une ensemble transitif dénombrable.

Proposition II.S

On a Mc M)
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Démonstration

Soit anvw—3> 38 la fonction de M dans M définie par induction sur le
rang de a par
& ={(6,1,)/p¢ca}

ona %$&8 = a . En effet on le prouve par induction sur le rang de a . Si
bca ona b= %P mais (B,ﬂc)e & entraine BRE puisque ﬂcé(} . Done
©Be€d soit beG& . Inversement soit gu € €4 . Par définition de ©,
ona Gu= %6 avec béea . Mais €6 =b donc be %3, C.Q.F.D.

Lemme JII.6 (Lemme de vBrité).

Soit E é&noncé clos écrit avec €, = ,' 3 paramdtres 8y seees 8 € M

Alors <M[6),6> E E(%a seees€a) == IpeG Dl E(51 heves an>

1

lorsqu'on interpréte I* par G .-

Démonstration

On prouve d'abord le lemme pour les formules de la forme a¢€b, ak‘b,
a =b, a Xb par induction sur la classe de ces formules pour la relation

bien fondée utilisée en II.3.

8i ¢ M[Gl,GH:ga ¢€b ,onaun c tel que cRb et Ba= ‘5c
donc 396G (c,a)€b et €a=Ec

Par hypothdse d'induction 3Ipe€CG plla=c
r| |- a€b car

¥s<r 3It<s t<qg et t H- a = ¢ implique r| a€b d'aprds
le théoréme II.3.

Inversement soit p€G p||- a¢b 3 D'aprds le théordme II.3 , on a

Soit reG r<p et rg<q.On

L

¥a<p Ir<q 3J(c,s)ed rgs et rH-—é-,:E

Comme pé€G et comme la classe des 1r tels que F(c,s)edb rgs et

r{ }—— a = ¢ est dense au-dessous de p ., il existe rgp r€G ,

3(c,s)€d rgs et r|lla=c
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Par hypothése d'induction on a donc <M[G] ,G> F %a = Gc
D'autre part on a €ce¥yp puisque (c,r)e b avec ré€G
Donc <M[G],G>kE €actb .

Si « M[G] ,G> = ¥Xaef¥Db alors, par hypothése d'induction

vpeG pPN- aed
donc puisque la classe des p qui décident a€¢b est dense, il existe
geG gq|l-acd
Inversement s'il existe q€G g|j<ac b alors VpeG PN< atb
donc (hypothése d'induction) <M[G],G> E\ Pa c€yp
Clest-3-dire < M[G],¢> F €a§lyp

8i «M[G],G> F Ca X ©b on a par exemple (c,q)eb avec q¢€G
et <M[G],G> F Lc¥'€a donc (hypothdse d'induction)

ipeG¢ p|l-cka

Soit r¢éG r<€p r<q.0na Vsgr It s tH—Elia

Donc par le théoréme II.3 r|}j- a%xb

Inversement soit pPeG p|f aXb

Alors par le théoréme II.3 , on a
¥g<p 3Ir<qfafe,s)ed s >r et r|f c€a ou I(e,s)ea s >r et
s| E%B]

Donc la classe des r tels que

3(c.8)€D s >r et r”— Eiig, ou 3(c,s)€a szr r”— EY:‘B

est dense au-dessous de p . Comme p€G , on déduit qu'il existe reG ,
r < p et par exemple (c,s)eb s>r et r|l cea . Donec Fecebo
et var hypothése d'induction ©ec \gﬁa

C'est-3-dire <M[G],G> = €a ¥ Tb

8i <«<M[G),6>k Ba= Cb alors Vpe¢eG plc a¥bd
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donc puisque la classe des p qui décident a Xb est dense , on a pecC
P I ‘—- a=hb.

Inversement soit p€G p|l- a=Db . Alors ¥p€G pHcaxb
donc (hypothdse d'induction)< MI[G],G> K Ga = ©b

C'est-a-dire < M[G],G> k £a X%b

On montre alors le lemme de vérité par induction (au sens intuitif)

sur la longueur de E .

si< M[G],6>E ©x€G , ona se€G s = Gx . Par hypothdse d'induction,
il existe p€G p <s et p”——s='x—
On a donc ¥r<p r|bx=s donec p|l r(x)

Inversement soit pe€G p|}- (x) clest-a-dire
Va<p Ir<qg Ismr r|- x=s

Par densité sous p , il existe donc r€G et sz r r H——f =g
Par hypothése d'induction on a < M[G],G>F %x = s , et par propriété

des génériques r€G et szr = s5¢G
done M[G].G>k ¥x€EC

si MIG],G>E TE alors VpeG p\ﬁ— E donc puisque la classe des p
qui décident E est dense, il existe peG Pl 71E . Inversement soit
P€G Dp| TE. S E était vrai dans < M[G],G>1il existerait par hypothdse
d'induction q &G q|FE donc on aurait s¢<p s<£4q s H—-E et s |[FE
ce qui contredit la définition de p |FE

donc £ M[GT,G > F T E

51 < M[G],G > F EAF alors 3IpeG D H—E et JqéeG qH—F done
IreG r¢p et r<q r|E et r |LF clest-3-dire r [{-EAF .

Inversement soit peEG p“— EAF . Alors pjp E et pH— F donc par
hypothdse d'induction < M[G],G> F E et <M[G],G> & F

C'est-a-dire < M[G]1,G> E EAF
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Si Vp €G p‘H:— ¥xE(x) alors par densité il existe p &€ G
pl}— T ¥xE(x) c'est-a-dire Vq<p Ir<qix r|}l ) E(x)
(car autrement on aurait g}~ TTE(X) et on a prouvé que
a4/} E = q|}~ T1E). La classe des r tels qu'il existe x r[}— 1 E(x)
est dense sous p . Conme pe€ G ,ona r€G rgpet x tels que
r|}— 7 E(x) c'est-3-dire <M[G],¢> k& TE(Y x) soit <M[G],G> F 7 VxE(x)

Inversement s'il existe p € G p|}— VxE(x), on a ¥x p|}- E(x)
donc { hypoth&se d'induction}M[G],G> k E(€x) pour tout x € M.

Donc < M[G],G> F VxE(x) C.Q.F.D. (Lemme de= vérité).

La fin de ce chapitre est consacrée a 1'étude de quelques propriétés du

3 . P4 .
forcing et des extensions génériques.

Lemme II.7

Soient C et D deux classes de conditions de forcing. On suppose que
C<D et que C est dense dans D .
Soit G un M-générique sur C . On sait que
H={d €D/Ap € G p<g d} est M-générique sur D .
Dans ces conditions on a M[G] < M[H]

Démonstration

Soit © 1a fonction contractante pour la relation Ip e G(a,p)€ b.
Soit ¥ celle pour la relation 3d ¢ H (a,d) € b.

On définit par induction sur le rang de a dans M la fonction

~
a ~—> a par

Aa,‘ = {(g,P)/(b,P) € a et p € C}
On montre par induction sur le rang de a que

%a =ya
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En effet soit ue €a . Il existe (b,p)€a avec p € G tel que
%b = u . Donc (g,p)e’é . Comme G< H,ona Yybé€ yd . Par hypothdse
d'induction on a u = &b = qf‘; done u € y& . Inversement si u e ¢
alors u = yc avec (c,d)€a et A€H . Mais par définition de ¥ , il
existe (b,p)ea avec PEG tel que (B,p) = (c,d) donc Eve Ea
c'est-d-dire

u= Yb=8Eb soit ue€a

C.Q.F.D.

Remarque :

Sous les conditions du lemme ci-dessus, si C est dense saturée

dans D , alors M[G] = M[H]

Théoréme II.8 TForcing prodult

"Soient C et D deux classes de conditions de foreing de M ., On
munit C %X D de 1l'ordre produit. On suppose que la relation de
C-forcing faible est une classe de M .
1. Soit F un M-générique sur C D

Soit G {fe C/Ipe D (f,p) € F}

Soit H = {peD/afeC (f,p)eF}
Alors F=GxH et G est M-génfrique sur C et H est <M[G],6> -

i}

générique sur D .

2. Inversement soit G wune partie de C M-générique sur C et H
une partie <M[G],G> générique sur D . Alors GX H est M-générique
sur C XD

3. De plus si la relation de D-forcing faible est une classe de M ,

on a (sous les hypoth&ses 2)

G est <« M[H],H> générique sur C .

Démonstration

1. Il est clair que F =G x H d'aprés les définitions de

G et H et les propriétés des génériques.
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Montrons que G est M-générique sur C .

I1 est clair que deux &léments de G sont. compatibles et que tout
majorant d'un élément de G est encore dans G .

Reste & prouver que G rencontre toutes les classes denses de M .

Soit X wune classe de M dense dans C . Alors X x D est dense
dans C x D et rencontre donc F . X rencontre donc G qui est la section
de F par C .

Montrons que H est < M[G],G> ~générique sur D .

I1 est clair que deux €léments de H sont compatibles et que tout
majorant d'un &€lément de H est encore dans H .

I1 reste & prouver que H rencontre toutes les classes denses de
< M[c] ,G> .

Soit Y wune classe de <M[G],G> dense dans D . Par le lemme de vérité

he n "
soit f €G fo IFE“ Y est dense dans D

Soit Z = {(f,p)/f incompatible avec fo ou f<f et f[}—a "peY "}
On vérifie facilement que cette classe est dans M (car par hypothdse

la classe [}—E est dans M) et dense dans C x D .
Soit donc (f1 ,p1) € GXHNZ

Comme f1€'G on a nécessairement f1 < fo donc par le lemme de vérité,

on a p1€ Y c'est-d-dire YN H X §
H est donc bien < M[Q],G) -générique sur D .

2. Il est clair que deux &léments de G x H sont compatibles et
que tout majorant d'un élément de G X H est encore dans G X H . Il reste &
prouver que G X H rencontre toutes les classes de M denses dans C X D .
Soit done Z une classe de M dense dans C X D .
Soit Y = {peD/3fe G (f,p)€ Z} . Cette classe est dans < M[G] ,G >
et dense dans D . En effet soit p€D . On pose

Yp:{fGC/HqGD a<p et (f,q)€7}

YP est une classe de M dense dans C car 72 est dense dans C x D

Soit donc f_ €GN Yp . I1 existe g€ D gg p avec (fo ,Q)€ Z



IT - 32

clest—-d-dire qéY
Soit donc p€HN Y . Par définition de Y , il existe f€ G tel que
(f,p)€ Z donec Z NGXH% QY

3. L'isomorphisme &vident entre Cx D et DXC montre en

utilisant 1 en &changeant les r8les de C et D que

G est <M[H],H> ~générique sur C . C.Q.F.D.

Théoréme II.9 Décomposition du forcing

Soient C et D deux classes de conditions de forcing et € une fonction

(qui est une classe) normale de C dans D c'est-3-dire
1. 1'image de C par & est prédense dans D
2. VpeC Vidg %p 3qag¢p Bqgd

On suppose de plus que les relations de C-forcing faible et de D-foreing
faible sont des classes de M .

On pose H = {d€D/3peG d » Bp}

soit c' =%71(n)

Alors H est M-générique sur D et G est <M[H],H> -générique sur C'

La démonstration de ce théoréme est semblable & celle du cas ensembliste

(ef [1]).

Les théorémes II.11 et II.12 é&tendent le théordme de décomposition

-~ A2
a un cas un peu plus général

Lemme II.10

" Soient C et D deux classes de conditions de forcing de M . On suppose
que la relation de C-forecing faible est une classe de M . Soit G une
partie M-générique de C . Soit H une classe de <M[C£l ,G > contenue
dans D satisfaisant

1. de€H et ey d= ec€cH
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2. deH et e€H=> det e sont compatibles
3. VpeC HNZ ¥§ od 7 =Y J Y; avec
Y

P
b = {aen/p|iz "ax "}

et Y; = {d€ D/ d incompatible avec tous les &léments de Y }
On pose €p=1{deD/Yegd 3Fg<0p qH_C "e ¢ H"}
On dit que d » ¥p si Vee¥p egd
Soi . .
oit enfin poeG pOHE- 1TA2A3 (Il existe un tel b, par le lemme
de vérité car 1A2A3 s'exprime par un énoncé)
. . t . 1A
i) Vpgpo Vdé‘ep dq < p d)kgqethgpon plc'de_li——ﬁwpéd
ii) ¥p <p, @p*Q

1"
iii) ¥p < b p”—E" Jaefp N H

Démonstration

i) Soit p <« p, et soit de ¢p . Par définition de ¥p , il existe
a<P > qHE- "d ¢ H" . Montrons que ¥e¢ @q , on a e £d . Sinon par

par 1l'absurde on avrait fe ©q incompatible avec d . Mais fe¢ €y = Ir L q
r| IE— "fe€H" . Mais r| |—C— "d€ H" ce qui est impossible parce que f et 4

sont incompatibles et parce que r < P, =5 r l ]——"deux é1léments du générique
sont compatibles" .

D'autre part soient p < 158 et 4 tels que pHE— "de€H" . On veut
prouver que ¥Yp < d . Supposons qu'on ait e € ‘Qp e {\d . I1 existe alors

f e , f incompatible avec d. Comme e ¢ ¥Yp , il existe q < p tel que
al IEI_ "feH" . On aurait alors
qHE— "f€H et d€H" ce qui est impossible car

q <p, = qu— "deux éléments de H sont compatibles”

ii)  Supposons Pp =R . Alors ¥a a¥ ©p done Fe <£d tel que
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¥e<p al i'(T "e €H" . Par d&finition du forecing faible Fe ¢ 4

p| {—6— "e 8H" ce qui signifie exactement que Zp = Yp . Soit alors G'

un M-générique sur C contenant p . Soit H' 1'image de H dans

< M[G'],G'> . Comme p < p,»ona A'6€H'N Yp c'est-d-dire p”—é«d"s\g"
- contradiction -~

iii) Sinon par l'absurde Ip P, p| }-é— "Yae Yp deH" done
(forcing faible) Vvde p pl f’é" axm"
Mais d'aprds ii) on a Yp ¥ § . Soit de€ ¥p . Par définition il
existe qg<p q }E "3 €H" ce qui contredit le fait que

a<P = alfy "akH"
C.Q.F.D.

Théoréme IT.11

l H est M-générique sur D .

Démonstration

On pose ¥ (G) ={dedMAp<p, PEGC dy¥p} .Ona ¥()==H
En effet si d¢ #(G) 11 existe p <« P, PEG dax ¢ p donc par II.10 iii)
3d1e_ €HN @p donc d? £ d soit 4 € H . Inversement soit 4 € H . Il existe
PSP, s peEG tel que pH—é- "3 €H" donc par II.10 i) ona ¥pg d .

Montrons que € (G) est M-générique sur D .

I1 suffit de prouver que si X est dense dans D (X classe de M) alors
X N¥€(6) % § |

Posons Y = {p < po/gxeX x> ¢r}

Y est dense dans C sous p, + En effet soit p g P, D'aprés II.10 ii)
ona @p%8y . Par densité de X onadonec x € XN ¥p .

Donc il existe q € p q”ff "x €H" donc par IT ii) on a ¥q ¢ X .

C.Q.F.D.
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Théoréme II.12

Soit C' = {p€Cc/3d€ ¥pNnHu}
On suppose que la relation de D-forcing faible est une classe de M .

Alors G est < M[H] ,H> —générique sur C' .

Démonstration

On sait d'aprés II.10 iii) gque G« C'. Il suffit de prouver que G
rencontre les classes de<M[H] ,H> qui sont denses dans C'.

Soit Z une classe de < M[H]|,H> dense saturée dans C' .

Soit A ={qeC/3p>q ¥Vd(de ¢q=> 4| }5 "pe 2™}

Montrons que A NC' T Z

81 qeA NC', il existe p > q tel que V¥d¢ ¥q dH—D~ "pe Z"
Comme q€C' , il existe d€¢H N @q . Donc par le lemme de vérité on a p €%

Montrons que A N\ C! est dense dans C! (c représente la classe
Py Py Po

des minorants de p, dans c').

Soit en effet reCl') . Comme Z est dense dans C' , soit pé€Z
o

p<r . Il existe donc d € H tel que d”—E"p €z" . Comme peC' , il

existe d €HN ©p . Soit d'un minorant commun de 4 et 4, . Ona 4a'€ ¢p .

1
Comme p < p, on peut appliquer II.10.i). Il existe donc q < p tel que
Ye € g e £ d' ce qui signifie par définition que q¢€A .

Soit alors X = A U A€ (ol AS désigne la classe des éléments de C
incompatibles avec tous les éléments de A). X est une partie dense de C .

Soit p\<p0 Ppé€X NG . On ne peut avoir pEAc car péCI') et AﬂCI')
0 o

étant dense dans CI'D , on aurait g<p Qq¢A.
0

Donc p€A NG . Coome ANC'C Z , on abien peZNG . C.Q.F.D.
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ITT - EXTENSIONS GENERIQUES EMBOITEES

Préliminaires

Définition ITII.1

Soient C et D deux ensembles de conditions de forcing. On dit

gque C est emboité dans D et on note C (G D lorsque

1. C<D et ﬂc=11D

2. 51 p et q€C sont incompatibles dans C , ils le sont encore

dans D .

3. Si T C est une partie prédense de C , alors m est aussi

prédense dans D .
I1 est alors clair que si H est M-générique sur D , H NC est
M-générique sur C .
On rappelle que si l'on désigne par ¢ 1'algébre de BOOLE des bons
ouverts de C muni de la topologie de 1l'ordre, l'application h de C
dans € définie par

h(p) = {qeC/q ¢« p} vérifie alors

1. h est croissante
2. p incompatible avec gq =% h(p)a h(q) =0
3. Vce€¢- {0} ,3peC n(p)<e

On appellera h le plongement canonique de C dans €.

Proposition III.2

Soient C et D deux ensembles de conditions de foreing. On suppose
C emboité dans D . Soient € et D 1les algébres de BOOLE complétes
associes comme ci-dessus.

Alors € est isomorphe a une sous-algébre de BOOLE compléte de D .
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Démonstration

Soit i : € — D définie par
./ C c
= (o
1(XC) XD pour X <C

c
(X4

désigne l'ensemble des €léments de C incompatibles dans C avec tous
les éléments de X et Xg désigne l'ensemble des éléments de D incom-
patibles dans D avec tous les éléments de X) .
i est évidemment injectif. Montrons que 1 est croissante . Soit

c ¢
X =Y

C C o e
En effet soit p€XD . On sait que 7 = X U XC est prédense dans C

. On veut montrer que Xg Q;Yg

donc par condition d'enboltement prédense dans D . Alors Vq £ p (1€X§
et q est compatible avec un &€lément de 1 qui est nécessairement dans XB

pulisque q est incompatible avec tous les €léments de X . Comme

Xg S;Yg S&Yg ,ona ¥qg p q est incompatible avec un élément de Y;
c'est—-g-dire I)GY; puisque YS est un ben ouvert de D .
i ‘est donc croissante et par suite est un homomorphisme injectif et
complet d'algebres de BOOLE complétes. C.Q.F.D.
Soit alors (C_ ) ue famille croissante d'ensembles de conditiocns
o €0n

de forcing emboités c'est-a-dire

o< B= qx<é-c

B

on pose ¢ = U ¢ et ﬂc = ﬂC qui ne dépend pas de g . On se

o €0n o a

propose d'étudier les extensions génériques de M & partir de C .

Soient Ga 1'algeébre de BOOLE compleéte associée a qx et lla le
plongement canonique de qu dans gx’ En remplagant les QJ par des algébres
de BOOLE isomorphes notées encore Cu par abus de langage, on peut supposer

que la famille (q}) est croissante et que si g < B Qu est une sous-—
o € On

algébre de BOOLE compléte de CB .
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Dans ces conditions € = (J (Ila est une classe qui est une algébre
0€0n

de BOOLE compléte pour les ensembles. L'application h de C dans ¢ définie
par
h(p) = ha(p) si p¢ Ca vérifie
1. h est croissante
2. S8i p et q sont incompatibles, alors h(p)Ah(g) =0

3. ¥ce€ - {0} 3peCc n(p)<ec.

On appellera h le plongement canonique de C dans € . On sait donc

par le théoréme II.3 dé&finir le C-foreing faible.

Proposition ITI.3

8i (e1dt a U c18t b) N C,g'_.Ca et péCa,ona
pl}—da€1—3<==>pl|——g,ﬁg et \pl-l?)‘a%g@pll-g#‘t_a ol

H—&- désigne le forcing faible sur Ca

Démonstration

Par induction sur (rga U rgb, rga } rgb) pour le bon ordre
(a,B) € (0',B8') => a<a' ou a=aqa"' et B B' pour les couples (a,b)
tels que (c1dt a U cldt )N C = Ca

On a [EGTEUC = (c,f)l)lpeb hip) A ﬂ:é = E:HC = (0’13)1)121) h(p) A I[Ei = E:[]Ca
péeC peCa

puisque 1. (c,p)€b = peCa
2. h prolonge ha
= _ Al o= = = ~ ‘s .
3. [a = cﬂ]c [a c] Ca par hypothese d'induction

done [[563]0 = [ée?ﬂlcd

On prouve de méme que [E-i %T)]C = [5 *T;]]C
o
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D'aprés le théoréme II.3 , on a pour pE€C
Pl EeD <= nle) < [E €T,

p|l aeB == 1 () ¢ [[aeﬁ][c

et les relations analogues pour a X b
Donc peC, => pll-2¢D <« p]l—&-aﬁb

pl-akxbe |l 3 %7
C.Q.F.D.

Soit alors G un M-générique sur C . On pose Goc =GN C . Il est
: o
clair que Ga est M-générique sur COL . On note @ 1la fonction contractante
de M pour la relation IpeG(a,p)éb et L?oc la fonction contractante de

M pour la relation HpeGd (a,p)edb .

Proposition IIT.k

Si a est tel que cldt a ﬂCgCOL , alors ®Ya = q’aa

Démonstration

Par induction sur le rang de a . Soit u € ¥a . Par définition de U,
il existe (b,p)€a avec peG .comme cldtaNC < COL ,on a p 6G0L done
q;ab € waa par définition de ‘-POL . Par hypothése d'induction on a
kPab = @Yb=u donc uét t?aa
Inversement si v & @2 s il existe peGa et b tels que (b,p)€a .
Donc @b € Pa . Par hypothése d'induction on a ¥b = L?ab = v
donec vE€¥Pa C.Q.F.D.

Proposition III.5

Pour chaque ordinal o on définit une fonction de M dans M 'notée

N/ . -
a moy, a par 1lnduction sur le rang de a .

Yy _—
“é.@ = {(b@’p)/pe Ca rgb < rga et pHé- b € a}
"o

: a0 A0
ors a = a8 = a
Al L?a LPoc
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Démonstration (Par induction sur le rang de a).

Soit u € *?aa .Onadonc u= @b avec (b,p)€a et peEG
a
— - . - ~ ~ 0
donc bed ce qui entraine (% a
|, o} (™ ,ple
On a donc par définition de U
o

N
¢ p* e PR
a a

~
Par hypothése d'induction Lpabo‘ Y b donec u € ¢ B0
o o
. “ Y
Inversement soit u € L{’a"éa « Alors u = ‘?aba avec (ba,p) € a®

€G . Donc Pea d'ol b €¢ a . Par hypothése d'induction
) o p| I——ca € “?a ‘?OL yp
— ~O, P - s VO,
b = b donc u € a et par conséquent @ g = a” .

‘?a N o y P q o ?,

Soit u € hPaa . u = L?ab avec (b,p)¢ a et pé&G . Donc (%jo‘ ,p)e B2
o

~

Donc ‘f%ae ‘?"a/.a . Par hypothdse d'induction ®1b* = b donec wu € PE

o

Inversement si ue$wa® , i1 existe pe&G et b tels que (ﬁo‘,p) e 5o

Par définition de l'application a sy B0 ,ona peG et p‘ r_.-__"t_) ca .
3 a - Ca
Done L?ab & L.?aa . C'est-d-dire par hypothése d'induction u € ¢ a .
a
C.Q.F.D.

Corollaire III.6

M[G] = U M[G‘
a €0, o

Démonstration

Soit ueM[G]. Alors u= ¥b avec bE&M . Il existe donc ¢ tel que
cldt b N C_C_.Ca . En appliquant III.4 , on a Yb = b donc u¢ M[G(;_] .
o

Inversement si uEM[Gaj ,ona u= ‘-Paa . D'aprés la proposition III.S
u= 9a% donc ueM

On se propose de trouver ci-aprés des conditions combinatoires sur C

pour que les extensions génériques < MLG],G> satisfaisant ZFG
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Proposition III.T

Les axiomes d'extensionalité, d'infini, d'union et de fondation sont
satisfaits dans < M[G] ,G > . L'axiome du choix est satisfait dans

< M[G] ,G> s'il 1'est dans M .

Démonstration

Les axiomes d'extensionalité et de fondation sont vrais dans < M[@],G?
car M[G] est un ensemble transitif. L'axiome de 1l'infini est vrai car w ¢ M
et LdSEldF{L

Pour vérifier l'axiome de 1l'union, soit u € M[p].D'aprés le corollaire
III.6 , ona u € M[?uj pour un ordinal o . Comme M[GGJ est une extension
générique classiqge, on sait que M[CGJ satisfait 1'axiome de 1l'union. Soit

done Vv = px v est encore l'union des &léments de u dans M[G] donc
X€u

< M[¢],G> satisfait 1'axiome de 1'union.

Supposons maintenant que 1l'axiome du choix soit vrai dans M et soit
ueM[G] . I1 existe un ordinal o tel que uGM[GOL] . L'extension M[GOJ
étant obtenue & partir de M par forcing ensembliste, on sait que M[buj
satisfait A.C. Il existe donc une bijection f (dans M[G&l ) d'un ordinal
¥ sur u . f est encore une bijection de § sur u dans M[C] . Donc
(Ddf?],G>» satisfait 1'énoncé : "tout ensemble est bien ordonnable" .

Remarque III.8 C.Q.F.D.

I1 n'est pas toujours vrai que < M[GJ,G> satisfasse 1l'axiome des parties.
On ne peut donc prouver 1l'existence d'une fonction de choix pour un ensemble

u de M[@] que s8'il existe un ensemble des parties de u dans M[G] .

Afin de simplifier les énoncés des deux théorémes ci-aprés, on suppose

que C= {J Ca satisfait la condition suivante :
aeo
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Condition d'inf :

On dit que C = U ¢q satisfait la condition d'inf si VO € Oy »
o€ Oy
Yp,q€ Coz compatibles dans C , p et g ont un plus grand minorant

commun noté paAagq qui est un &€lément de Ca .

Théoréme IIT.9

Soit (Coc) une famille d'ensembles de conditions de forcing
o €0,
emboités, soit C = UCy . On suppose que C satisfait la condition
czeon
d'inf.

Les deux conditions suivantes sont alors &quivalentes

1. VG M-générique sur C ,< M[G],G> satisfait les axiomes du schéms
de remplacement écrit avec G .
2. Pour tout ensemble I et toute famille (Ai) de classes denses
saturées de C , on a 1€l
Pour tout peC , il existe q € p , 1l existe un ordinal o et
une famille (TTi) d'ensembles prédenses dans Ca tels que
i€l
i L€ 7M. . ! == r. .
vieI Vr.em (r:L compatible avec g qAr; € Al)

Remarque III.10

Cette condition est en fait le schéma d'axiomes suivant

vI VieI[{p/A(i,p)} dense saturée = ¥p3Iq < pIa€0, 1(m;)

1€l
famille de parties prédenses de Ca telles que Vié I Vrie ™.
r. compatible avec q => A(i,ri/\ q)]
A parcourant la collection des €noncés du langage €, = a deux

arguments & paramétres dans M .
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Démonstration

(2) = (1) Soit E(x,y) une relation fonctionnelle dans < M[G] ,G >
écrite avec G & paramtres dans M[G] . Soit ¢ a un élément de M[C] .

On veut trouver b tel que ¢b soit 1l'image de ¥a par E .

On pose I = cldt a et Ai = {peC/p| | 23I¥E(T,¥)A iea}l pour chaque
1€I . On sait que chaque Ai est dense saturée.

En appliquant (2) , la classe des p€C vérifiant E]oceona ('Hi)
i€l

famille de parties prédenses de Coa tels que Vie€I Vrie m.oT. compatible
avec p —» ri/\p € Ai . G rencontre donc cette classe dense. Soit done

poeG , soient ocGOn et (m.)

famille de parties prédenses de C_ tels
Yier ¢

Vi€ I ¥r.€ 7. . i =5 r, L) .
que i rle '|Tl (r:L compatible avec po =5 I'll\ poe Al) On prend

B > o tel que poe CB . Comme CaC> CB , chaque 'Iri est encore prédense
dans CB . On définit alors pour i€I et peC

®(i,p) ={ y de rang minimum/pl l—E(T,?f)ATeE}
On pose
b=‘Hy@L®ECB et 3ieI ye ®(i,p)}

b est un ensemble de M (on utilise ici le schéma de remplacement dans M)

Montrons que b convient

Soit @ue®wb . Il existe p&G et y tels que Yu=Qy et (y,p)eDd
(par définition de la fonction contractante ¥ ). Donc par définition de b ,
il existe i€I tel que p|E(F,y)aTe¢a . Comme pe€G , par le lemme de
vérité on a

<M[g],e> F @wie®a et E(Qi,9y)
Inversement soit E( ¥i,Yu) avec wieWa

On prend p eﬂiﬁ G ( 'lTi rencontre . G N CB puisqu'il est prédense dans

CB). I1 existe donc p16 CB NG p1< P, - Par définition de M. ., ona

-

décide I yE(i,y) et i€z .

[13)

P, € Ai . Par définition de Ai s Dy
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Done P, lFHyE(T,y)AEEE puisque cet &noncé est vrail dans < M[G] ,G >

On a donc <I>(i,p1) ¥ § . Soit ye <I>(i,p1). Comme p &€C, , on a (y,p1)€b

B
par définition de b. Comme P, €G¢ , on a (lemme de vérité)

< M[G] ,G>FE E(®i,Yy)APy e¥Db . Comme E est une relation fonctionnelle
et comme<M[G],G> FE(Yi,9u), on conclut que Wu =Yy c'est-d-dire

PueYd . c..F.D. ((2) = (1))

(1) = (2) Soit (Ai) une famille de classes denses saturées indexées
1€1

par un ensemble I . Soit p€C . On veut trouver g <p,0€0 et ('Iri)
1€
famille de parties prédenses de Ca tels que Vi€ I VriE’lT i(ri compatible

avec g => r.Aq¢ Ai)'
Pour cela soit G wm générique contenant 7p .
<M@LG>F3@1€IGﬂAiﬂCa%Q

En effet on considére la relation fonctionnelle E(i,X) ol
X = {p de rang minimum/pe G N Ai}

Par hypothdse < M[G:[,G> satisfait le schéma de remplacement &crit avec G .
L'image de I par cettevrelation fonctionnelle est un ensemble X Xlg:%( est
donc contenu dans un certain Cy d'ou le résultat annoncé. On a donc (lemme

de vérité) un q€G q<p et OLEOn avec
q“~ﬁ€IGﬁ%ﬂCa#Q
donc Vi¢I gqlfan A N C, %98 (forcing faible)

On pose M, = Ai N Cau (Ai N C(x)c ou (Ai N COL)C désigne 1'ensemble des
éléments de Cy imcompatibles avec tous les &€léments de Ai N Cqy . est
prédense dans Coc .

Soit alors rie T compatible avec q . On veut prouver que riA q€ Ai

Or r.Aggq = r. A al—Isean Aiﬂ Cy c'est-a-dire (forcing faible)

Ir <riAg 1s > r

5 s € A.lﬂ Cy - r. est donc compatible avec un &lément

2
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t e Ai N Ca . Par condition d'emboitement, r et t+ qui sont des éléments

de Coc sont compatibles dans Ca . Donc r. ne peut appartenir a

A. co ! ‘—\_ i o . . l -
( 5 N Ca) Cl'est-3-dire que r. € A N Ca Comme la classe A, est

saturée, r. € Ai et r.AQg T, = r.Agqe A C.Q.F.D. (1) = (2)

Théoréme III. 11

Une condition suffisante pour que VG M-générique sur C,< M[G] ,G> satis—
fasse l'axiome des parties est que
¥p¥I Jg € p o€ On V(Pi) famille d'ensembles prédenses de C
ieT
¥ r<q Is<r3 (ni) famille de parties prédenses de C tels que
ie I o

Vrie ™. compatible avec s , r.AS minore un &lément de Pi .

Démonstration

Soit L?aEM[G:[ . On pose I = cl16t(a). En appliquant 1'hypothdse, on
déduit p €G et o € O tels que V(P.) famille d'ensembles prédenses
° n Yier
de C ,¥p < P, Ja<p 3 ('rri) famille de parties prédenses de C tels
i€l o

que Vrie L compatible avec q , r.AQ minore un &lément de Pi . Soit alors

®b c@Pa . I1 existe B tel que cldt{(a Ub)N CESC . On pose alors

™w

dense dans C_ donc dans

O\

? - —
P, = {pE'CB/PH-—'— i€b pour chaque i€I . P, est pr
C par condition d'emboitement. En appliquant 1'hypothdse, on déduit P, e

p,< p, et (ﬂi) famille de parties prédenses de Ca tels que Vi€l

i€l
. i . i glé P. .
VriETri > T compatible avec P, —_—> rl/\ p, Iminore un é€lément de 3
Soit e ={{(i,p)/ieI , peCa , P compatible avec P, et DA p1H——:"L_€-g}

¢ est un ensemble par schéma de remplacement dans M . Montrons que %c = YD
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Si Yue¢We ona Pu= Yy avec peGet (y,p)éc . Ona y€I puisque
(y,p)ee .p/\p1l|——§f€1—) donc @y €W¥b . Inversement si ¥i eY¥b pour i€I ,

on prend pe€ T, NG ('rri étant prédense rencontre G). On a donc PEC,

D e =
Comme PAD, minore un &€lément de Pi , on a pAp1H-——'-ieb . Comme ieY¥b
et p/\p1€ G , on a nécessairement pAp1H——-§eS . Donc (i,p)€c c'est-a-

dire YWwi€Ye .
Soit alors d={(c,p)/peCa cldt e NCsC, et p[l——caca}
(6

Montrons que @ d est 1l'ensemble des parties de @a qui sont dans M[G]
Si YveYd ,ona Yd= ¢4 d'aprés la proposition III.4 puisque

eldt d(\C_ECa. On a donc pGCu(\ G et (c,p)ed et pH—-‘E=T6.Donc

+ Co
Comme ﬂ?ac = Ye et ((/ua = Ya et Yec=YDb , on déduit que

p[l—— cea d'ol (lemme de vérité) ‘?ac < P a
o

¥y < ¥a .

Inversement soit b < Ya . D'aprés ce qui précéde, on a b = Y

avec c< I X C, . Donc Ye=Ye.Come Y = @ a,ona
o o o
MfGOL] = (?ac = ({’aa . D'oll (lemme de vérité) il existe peGa pH—E(;' c<a.

Done (c,p)€d c'est-3-dire ¥c €%a C.Q.F.D.
Exemples

On donne ci-aprés une méthode [2]permettant‘ de construire des classes
de conditions de forcing emboitées satisfaisant les conditions des théordmes
IIT.9 et IIT.11 .

On donne aussi une méthode permettant de construire des classes de
conditions emboitées satisfaisant les conditions €quivalentes du théorcme
II1.9 .

Exemple 1
Soit (Doc) . une famille d'ensembles de conditions de forcing dont
o€
n

le plus grand €lément est noté ‘!Ia .

On pose C ={f/3afe [ DB}
Bea
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Soient f et g deux €léments de C . On dit que fg g
<> ¥fedom fNdom g f(f) ¢ g(f) et si Vvie domg—domfg(x)=1]5,,

Donc si l'on identifie deux éléments f et g de C tels que

V¥ cdom £N dom g f(y) = g(¥) et Vfe dom g - dom £ g(¥) = 1y et

v¥e dom £ - dom g f£(¥)

i

Ty, la relation de préordre ci-~dessus devient
une relation d'ordre sur C .

On pose alors pour chaqgue ordinal o

c, = {feClo < B ¢ dom £ => £(B) = 116}

I1 est clair que la famille (Ca) est croissante et que C = UC
oceon aeon

Soit o < B. Si deux éléments de Ca sont incompatibles dans Ca , ils
le sont encore dans CB .

Si A est une partie prédense de Ca , alors A est aussi une partie
prédense de CB « En effet soit f€ CB . Alors fro + 1 € qx et est par
conséquent compatible dans Cu avec un €lément g de A . Soit h un mino-
rant commun dans Ca 3 ffa+1 et g . Si on définit n par h(F) = h(})
pour §gaet n(y)==(y) si ¥>o ,h sera clairement un minorant
commun & f et g .

Ca est donc embolité dans CB .

On suppose désormais que pour chaque ordinal o , deux &léments compa-
tibles de Da ont un plus grand minorant dans Da .

On voit alors que Vo € On ¥p¥q (p € Ca et qe'qu et p compatible avec
g dans Ca => p et q ont un plus grand minorant dans Ca qui est aussi

le plus grand minorant dans C . C satisfait donc la condition d'inf.

Définition III.12

K #étant un cardinal et D un ensemble de conditions de forecing, on dit
que D satisfait la condition d'antichalne plus petite que K - et on note
< K c.a.c — si toute partie de D constitufe d'éléments deux a deux incom—

patibles
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a un cardinal strictement plus petit que K .
On dit que D satisfait la condition de chalne plus petite que K si
toute famille d'éléments de D deux a deux comparables de cardinal strictement

plus petit que K est minorée par un élément de D . On note < K c.c.

Théoréme III.13

Si VYA€ 0n il existe un cardinal K > X et un ordinal a tels que
I DT satisfasse la < K c.a.c
¥ <o
et V¥ >a le satisfasse la <K c ¢
alors ¥G M-générique sur C , < Mfg],G > E ZF

G

Notations

Soient fe€C et OL‘EOn . On pose fa= ffa + 1 et on définit £% par
o .
£0(8) = £0f) sif>0a et £(f) =1y si F<a.Onaalors C_={f/rec}

a u . -~
En posant C = {£7/rect , on remarque que C est isomorphe a Cax ch

La démonstration du théoréme III.13 utilise le lemme suivant

Lemme III. 1k

Soit (A.) une famille de classes denses saturées de C . On pose
i€l

o o o o
A = - ] é
3 {recam prédense dans Ca tel que Vgac L gA £f7e A 3 }

. o "
ol @ est tel que Coc satisfasse la <K c.a.c et C satisfasse 1la <« K c.c.

Un tel O existe d'aprés 1'hypothése du théoréme III.13

Démonstration du lemme ITT.1k

La preuve utilise A.C.

o . . . = .
Puisque € satisfait la <K c.c et puisque I < K , on sait que
N AO.L est dense saturé d8s que chaque A? 1'est.
iert

Soit done fgﬁ' ¢% on veut trouver h%€ % n% < fg‘ et T prédense

a .
dans Ca tel que Vgae'n ga/\h € Ai'
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On construit pour cela par induction sur les ordinaux deux familles

(fg) et (g 6) qui sont respectivement une chaine décroissante
Seon o Geon

al . -~ Pl rd
d'éléments de C et une antichaine d'éléments de Co +

Si ¥ =0 on prend :ﬂg et pour €4 o n'importe quel €lément de Ca
Si ¥ =8 + 1, on choisit (A.C) g(:Ca incompatible avec tous les
Y (8" < §) s'il existe. On déduit donc f€ A; > T fg/\g puisque Ag
est dense dans C . On pose alors 2 = P et g = f
¥ a ¥ a
Si ¥ est limite > 0 , (gaé) est une famille de conditions de
§ <¥

Ca deux d deux incompatibles. Par < K c.a.c on a ¥<K.Par < K c.c

la chalne (fg) est minorée par f* . On choisit alors (A.C) ngCu

§ < ¥
incompatible avec la famille (g .) s'il existe. On déduit f'€ A.
(%) S < 6- 1
P . On pose alors = f' et % =10
< AEg n pose alo ga&' o ¥

La construction s'arréte d8s que la famille est une antichaine

g
ad
maximale de Ca . Par < K c.a.c 1il-existe donc ¥ < K tel que

(g ) = (g .) . Par <X c.c , la chaine (f%) est minorée
a8 s ¢ 0, 08’5 ¥ O <¥
par un élément h% de Ca .

Montrons que h% convient. En effet (ga &) v étant une antichalne
maximale de Ca , les éléments de cette famille gozstituent une partie prédense
de Ca .

Si Eys est un élément de cette famille , on a ga6)\fg-€ A; par
construction. Donc gaéﬁ\hu € A; puisque A, est saturée. C.Q.F.D.

(lemme IITI.1h)

Démonstration du théoréme ITI.13

I1 suffit de prouver les conditions combinatoires des théorémes IIL.9 et
III.11 ce qui implique le schéma de remplacement et l'axiome des parties

dans < M[G],G >.
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Soit I wun ensemble et soit (4.) une famille de classes denses
i€

saturées. D'aprés le lemme III.14 , il existe un ordinal g tel que
M A(ix , soit une partie dense saturde de C% .
i€l

Soit alors p¢C . On a pae c% . I1 existe alors par densité
o, a o o
§ec* %< p¥ et o%e N A
o ) o . i

i€l
Donc par définition de Ag , pour chague i€ I , on choisit m

2 o
€ T, .
prédense dans Coc tel que Vga i ga/\ qo € A1

~ o
On a donc prouvé en prenant pour g BN qo que
Ja € Or ¥pIdq £p -j{(ni) famille de parties prédenses de C, tels que
i

iel
i€ . . . 1 . €A,
Vier Vr. € m (r1 compatible avec q = qa r, € l)
La condition combinatoire du théoréme III.9 est donc satisfaite. Comme

0 ne dépend que de I , la condition du théoréme III.11 l'est également.

¢.Q.F.D. (théoréme III.13)

Exemple 2.
Introduction :

Lorsqu'on veut faire une itération d'extensions de COHEN & partir
d'ensembles de conditions de forcing, on est amené a considérer des ensembles

de conditions de forcing Co , C emboités les uns dans les autres.

1 2
Si 1'on veut faire une itération transfinie, le plus simple est de prendre

pour Ca , lorsque O est limite, la réunion des CB B<a.

Théoréme III.15

Soit (Coc) une famille d'ensembles de conditions de forcing emboltés.
0.€0
n
On suppose que cette famille est croissante et continue c'est-d-dire

¢c =UC, d% que ¢ est un ordinal limite > O .
@ gy B

Alors toute antichalne de C est un ensemble .
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Démonstration

On suppose d'abord qu'il existe un bon ordre de l'univers.
Soit alors A une antichaine maximale de C . A est 3 priori
une classe. On définit une fonction F (qui est une classe) de On

4 0
ans O par

F(q) = le ler ordinal B tel que tout élément de Co, soit
compatible avec un &€lément de A F}CB .
Cette fonction est croissante. Elle est également continue car soit

peEC. 1)€CB pour un B < a puisque C, = UCg  p est donc compatible
B<a

avec un élément de A\ C Tout élément de qx est donc compatible avec
F(g)
un élément de A f'\CsuP F(g) " Par définition de F on a donc F(a) = sup F(B)
B <a B <a

La fonction F croissante et continue admet donc un point fixe a .

Tout élément de C. est donc compatible avec un élément de A N Ca .

a, o
ANc est donc prédense dans C et par suite dans C . Comme A est
%6 %o
une antichalne maximale de C , on a A{\Ca = A ce qul prouve que A est
(o}

un ensemble.

On remarque alors que ce théoréme est en fait un schéma d'énoncés du
langage de ZF. Ce schéma est démontrable dans G.B + "Il existe un bon ordre
de 1'univers". Il est donc démontrable d'aprés le théoréme I.6. dans

ZF + AC . C.Q.F.D.

Théordme III. 16

Soit (Ca) une.famille croissante et continue d'ensembles de
aGOn
conditions de forcing emboltés. Alors C = L)Ca satisfalt les conditions
’aeon :
équivalentes du théoréme III.Q.
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Démonstration

Soit A wune classe dense saturée de C . Il existe un ordinal o
tel que AVF\Ca solt prédense dans Ca . En effet grice & un bon
ordre de l'univers, 1l existe une antichalne maximale de A . Cette antichaine
est donc d'aprés le théoréme III.15 un ensemble contenu dans un certain
Ca . AN Ca contient donc une antichaine maximale dans Ca et par suite
est prédense dans Ca .

Soit enfin (Ai). une famille de classes denses saturées indexée par un

1€l
un ensemble I . A chaque Ai on assocle le premier ordinal a; tel que
A f\Ca. soit prédense dans Ca- . Soit o = sup a. - Par condition
1 1 iel

d'emboltement, les A f\Cai sont prédenses dans Ca .

On a donec pour chaque pe€C

Viel Vrié Ay Ca (ri compatible avec p = r.ADE Ai) . La condition

1
(2) du théoréme III.9 est donc satisfaite. Toujours d'aprés le théordme
I.6 , ce théoréme est démontrable dans ZF + AC C.Q.F.D.

On se propose dans la fin de ce chapitre d'étudier les extensions
génériques de M & partir de la classe C des fonctions définies sur un
entier & valeurs dans la classe des ordinaux. On suppose pour simplifier

les démonstrations qu'il existe une classe de M qui bien ordonne M .

Lemme IIT.17

Soit D 1la classe des fonctions définies sur un ordinal & valeurs
dans un entier, l'ordre étant le prolongement des fonctions. Il existe
alors une fonctionnelle ¢ de C damns D injective croissante dont

1'image est dense dans D .

Démonstration

Pour n < w , on pose An = {p€D/n € Im(p)}
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Done m >n=r A < A
m n

I1 est clair que An est dense saturé et que N A=Y
n
n<uw

On définit d'abord une fonctionnelle B ol n parcourt ® ,
sHsQl

p parcourt D et q parcourt On , de la maniére suivante :

ler Cas
n ¢ dom(p). Soit ¢ une bijection de On sur On X (w=-{0})
On pose ¢ (o) = (0, (@),0,(a)) o la)e0 o la)ew - {0}

On définit alors a - comme étant la fonction de domaine
2

dom(p) + Go(oc) + 1 par

B < dom(p) => qn,p,a(s) = p(g)

dom p g B <dom(p) + o (o) = q » a(s) =0

0, 5 (don(®) + 0 (@) = o, (o)

La famille (qn ) est donc une classe propre qui est une
’P Sa 6 O
o
n
antichaine maximale parmi les minorants de p . Il est en effet clair par
construction que deux €léments de cette famille sont incomparables. De plus

si g< p , soit a, le premier ordinal tel que Wy = a(dom(p) + ao) £14]

existe un tel o . Alors q/ (dom(p) +q ) = a, ol ¢ est tel que
o o sD 50,

O‘O(OL) =a 01(oa) = B,

g minore donc un a e
2173

S'il n'existe pas un tel o, s soit oz(') = (dom(g)-dom{(p)) + 1 et a
tel que Go(oz) =0L(') et 0'.](0L) = 1

On a alors aQ 5 B €£q car pour cet o on a
227
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dom(qn p,a) = dom(p) + oo(a) = dom(q) + 1

avec

qnsp,a(dom(q)) = 01(a) =1

et
dom(p) € B < dom q = q, poL(B) =0

c'est-a-dire

4,p, 0< @

Deuxiéme cas

n kdom(p). Soit E 1la classe des q <p tels que n < dom(qg) et

Vr >q n & Im(r).

E est une classe propre d'éléments deux 3 deux incomparables par cons-
truction.

E est maximale dans la classe des minorants de p car soit q un
minorant de p :

ou bien n <Im(q) et alors q minore un élément de E par définition
de E .

ou bien n & Im(q) . Il existe alors r ¢ q tel que n < Im(r).

On prend r' de domaine minimum, r'> r et n < Im(r')

On a done r'€ E . r' est comparable & q puisque l'on a r £ a et
r < r' .On ne peut avoir r' > q puisque n < Im(r'). Donc r's q .

On énumére alors E par (q_n P oc) en suivant le bon ordre de

M ae0

. n
1'univers.

Dans les deux cas, n et p étant fixés, (qn ) est une famille
sPsa a € 0
n
d'éléments de An deux & deux incomparables telle que Vqg p Jq¢ On

q incomparable avec a . o
L B ]

On construit alors & : C — D par induction sur les &léments de C
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pour la relation bien fondée R définie par fRg & g< f de sorte
que dom(f) =n entraine ¢ (f)e€ An .
Les clauses d'induction sont
e(8) = §

81 f est de domaine n + 1 , on pose

9(f) = Qi 0 (rrn),2(n)

Par définition de a P’ on & bien
b H
dom(f) = n = @(f)eAn

Montrons que ¢ est croissante
Par définition de ¢ , on a ¢(f) ¢ ¢(f/n)
En itérant ce procédé, on a donc

f<g= o(f)<alg)
Soient d'autre part f et g dincomparables
Soit n le premier entier tel que f(no) = g(no)
On a

o (£, n0+1) = qno'” 5 (£r no) ,f(no)

1 =
?{8/2t1) = o 119 (ern ) aln,)

/o= i
Comme T n g/ n ., ona par construction de q‘n,p,a

o (gr no+1) incomparable & & (f/ no+1)

Comme @ est croissante, on déduit que
®(f) et ®(g) sont incomparables.

Montrons enfin que ® (C) est dense dans D .

Par définition de & , il existe pour chaque n< y un fne C de

domaine n tel que q soit comparable & ¢ (fn)

q ne peut minorer tous les & (f‘n) puisque 1l'on a
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f)EA et N A =Y
o0 n <o

I1 existe donc un n tel que ¢ soit minoré par ¢ (fn). C.qQ.F.D.

Lemme IITI.18

Soit G un M-générique sur C . Alors M[G] =M

Démonstration

Soit H = {peD/3IfeG &(f) < p}
D'aprés le lemme II.7, on sait que H est M-générique sur D et que
M[G] = M[H].

Posons alors D

{peD/dom(p) < a}

La famille (D ) est une famille emboitdée. On a D= U D

o a
o€ 0 0€0
n n

Si 1'on pose Ha =H F!Da , on sait que Ha est M-générique sur Da et

que M[H] = J M[Hu] d'aprés le corcllaire III.6.
ag0
n

Mais chague Da est un ensemble de conditions de forcing atomique puisque

les éléments de domaine n'ont pas de minorant. Donc M[Hal =M ce qui

entraine M[G] = M[H| =M C.Q.F.D.

Remarque I1T.19

La classe D #&étant réunion d'ensembles de conditions de forcing emboités,
se plonge de facon dense dans une algSbre de BOOLE compléte pour les ensembles.

D'aprés le lemme III.17 , C se plonge aussi de facon dense dans une
algébre de BOOLE compléte pour les ensembles. On sait donc définir une relation

de foreing faible pour C .
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Iv - A PROPOS DES MODELES BOOLEENS

Introduction

Soit B une algébre de BOOLE qui est une classe propre, compléte
pour les ensembles.

On définit simultanément I{E Gf] et I[é._ =T)] pour chague couple
(a,b) d'é1éments de M par induction sur (rg.a U-rg b,rg a Urg b) pour

le bon ordre (a,B) < (a'sB') = a<a' ou ag= o' et BB '

Les clauses d'induction sont

[-a':é Fﬂ = : sup G/\[E = x'r']I

v,0)€D
¢B
ﬂ%:'ﬁ] = int v [FeE] A inr %y [FeT]
(v,0)€0 (v,0)€ a
X1 0EB

Lemme IV.1

o
ol
n
o
fe=nt.
]
ot
1
]

Démonstration

1. On le prouve par induction sur le rang de a.

Pour cheque couple (b,0) qui appartient & a (9€B) on a

b =0 /\ﬂﬁS ='T{K < ﬁf?e?iﬂ
inf 8¢ v [Fea:ﬂ = 1 soit [E = E] =1

(b,0)e a
DEB

donc
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2. La définition est symétrique en a et b .

3.  Supposons que pour tout beéM et tout couple (d,0)c a .avec
0 eB, on ait

[z= 'F Is = ]. [ﬁ'— éE
Soient alors (d,0)¢ a , (e,6')¢b , (£,0")€ec avec 6,0',6",€B
on a

IE=8lr B=clrnoenfa=s]noae=Fnos [x=7[n o

par hypothése d'induction.
En prenant le sup sur les couples (£,0") qui sont dans ¢ , on a en

wtilisant la définition de [l € ]
E=lr F=clnonlg=s]nrerTeee] < [mesl
Par définition de [ .= J] , on voit que
F=cae < [e=<]
On déduit alors
fe=tln B=clronm=2lneo < [71"6"5]
En prenant le sup sur les couples (e,0') qui sont dans b , on a
E=tlrenlr=7 A [Eev] < [Tecal
Mais puisque |5 =15] A 0 < [3¢b], ona
=Tl a0 a5=< < [aecl

que 1'on peut écrire

G=%] al5=%<] < inr [Eee] v et

gl,,

Par symétrie on peut prouver également

=—biﬂ A [‘E: E,iﬂ < inf ['—f‘ég][v o"C
(f,9)ec
8"6 B
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En utilisant encore la symétrie, on d&duit que
[E=T] A[5=¢] « [E=7]
4, Soit (e,0')€Db avec 0'€B . On a d'aprés 3.

[F=3] a [E=%]n o' <[5 =%~ e

En prenant le sup sur les couples (e,f') qui sont dans b, on a
=57 A [3eB] < [5'€T]
Soit (e,p')eb avec 6'€¢ B . On a par définition de EB ='Eiﬂ

[6=30 A 3= A6 < [Eeb']

En prenant le sup sur les couples (e,8') qui sont dans b , on a
l[%='b—'] A [’a’é’ﬁ]‘ < [['aiel?'] C.Q.F.D.

Le procédé classique pour définir EE] pour chaque &noncé E clos

1]

1

€crit avec € , = i paramétres dans M ne s'applique pas pour définir par

exemple HVXE(XZE car il faut prendre un inf sur une classe.

Ce chapitre est consacré a 1'étude d'un cas pour lequel on peut définir
une valeur booléenne pour chague énoncé clos dcrit avec ¢, = .0On montre alors
dans ce cas que le schéma de remplacement est booléennement valide pour les

énoncés écrits avec €, = .

Préliminaires

Soient € et D deux algeébres de BOOLE complétes qui sont des ensembles
telles que € soit une sous—algeébre de BOOLE compléte de D .
Soit T 1le groupe des automorphismes de D qui laissent invariants tous

les éléments de € .

Définition IV.2

On dit que € .est homogénement emboité dans M si tout &€lément de D

invariant par tous les automorphismes de I est déja dans € .
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Définition IV.3

On dit que € est bien homogénement emboité dans O si € est homo-
génement embolté dans ® et si tout automorphisme de € s'étend & un auto-

morphisme de D .

Théoréme IV.h

Soit (B ) une famille croissante d'algébres de BOOLE complétes
o o &0
n

gqui sont des ensembles telle que 00 £ B == Ba est bien homogénement

emboitée dans B, . Alors

B
i)  On peut d€finir une valeur booléenne pour chagque énoncé clos écrit
avec € , = 4 paramétres dans M .
ii) Les axiomes de ZF + AF sauf peut &tre 1l'axiome des parties sont
booléennement valides (les énoncéds du schéma de remplacement étant &crits

avec €, =).

La démonstration se décompose en les lemmes IV.6 , ..., 13 .

Définition IV.5

Soit B un ordinal et O un automorphisme de B . On définit a® par

B

induction sur le rang de a pour les ensembles a de M tels gque

elot a N IBQ_!BB , la clause d'induction &tant

a® = {(bd,g(e))/(b,e)E a avec geB}U{iea/c n'est pas de la forme (b,0),0 € B}

Lerme IV.6
Avec les notations de la @&finition IV.5 , soit ¢' un autre automorphisme

.o 1 O
de [BB.Ona a’ = (a%)

Démonstration

Par induction sur le rang de a

¢ o' oo’
a’ = {v° . coc'(e))/(b,e)é al iy {c€a/c n'est pas de la forme (b,p),0 € B}
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(gf‘“)0 = {(b'9,0(0"))/(b',6')€ a0} U {c€al / ¢ nlest pas de la forme
(b,8),6 € B}

= {((bc')c, GOO'(G))/(b,G) €al v {Cc’ac'/c n'est pas de la forme

(v,0),0 € B}

. < . . 1,9 00"
En appliquasnt 1'hypothése d'induction, on a (bC ) =%b
e 0.0’
(%) = a® C.Q.F.D.

Lemme IV.T

Si ¢ldt a N B Q»IBO: et si O est un automorphisme de B, qui laisse

B

invariant tous les €léments de Ba , on a a® = a

Démonstration

Par induction sur la longueur de a .

Lemme IV.8
Soient a et b tels que (c1dt al/ecldt v)N B C BB et soit ¢ un
automorphisme de IBB .
Alors .
[ace bO:H = of EGTD.]] ) et ][ac = bgjﬂ = G(H:E .=-5:ﬂ )
Démonstration

Par induction sur (rg a U rg b,rg a N rg b) pour le bon ordre

(a,8) < (a'sB'") <> o< a'ou a=qa'et BB

En effet
[[agé bo:ﬂ = sup GA[ta_G =-<-:.:{{ = sup o(6') A H:ac = dg]l
(c,8)e 0 (a,8) €b
EB 6'eB
0¢Pg B

donc par hypothése d'induction on a
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(a,6')€b a,0')€ebd
0'c B 6'eB
g
clest-d-dire H:;ce EG] = o([;eg )
De méme
I[;& = ‘;6]] = inf 6" v ﬁtc.é'a-.—o A inf 6%y HZG?H
(c,0)e v° - (c,0)€ a9
€B R
0% %% 8
Donc par hypothése d'induction
[ac = = inr 6060°v o(Ji€ED) A e o6n° v 0([563])
(a,8') €D (a,0')€ a
'e B '¢ B
0 B 0 8
soit F" = g]} = 0‘[ int 6'C [Ee é:ﬂ/\ inf 6'¢v [[Eé?][]
(d,e')éb (d,e')e a
'e B 'e B
0 8 6 B

c'est-a-dire [[;6 =:b-6] = 0([[}'3.-=F:ﬂ) C.Q.F.D.

Lemme IV.9
A chaque entier n standard et & chaque énoncé E(X1 yeses xn) gerit

avec €, = a4 n variables libres Xy seces X 5 00 fait correspondre

informellement deux relations fonctionnelles XE et BE définies par

induction sur la longueur de E telles que
(1) ¥a, ,.cp & VBEO EfceXE(a1 sy 8 )

cldt cnIB_C_[BB~=> BE(a1 yeees an)erB

o (o}
o‘I:BE(aL1 seves an)] = BE(a1 seees a.n)]

et Vg automorphisme de B

B B

Les clauses d'induction sont
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]

,a,) [a ¢g] 5 __(a ) =3 =‘5][
x1 o 1 1 24 x1 x2 1 2 1 2

) =X _ _ (a
1 o 2 x1—x21

,a,) = cldt a, U cldt a

2 2

I1 résulte du lemme IV.8 que (1) est v8rifié pour ces deux énoncés.

., 8 ) = (BE(a.1 yeees atn))c

2) Boplay ».. n

X,'E(a.1 seees an) =X (a1 se oo, an)

]

BEVF(a1 seves an) BE(aL1 seres an)v BF(a1 yeess a,n)

X5y F(a1 2t a'n)

On vérifie immédiatement en appliquant 1'hypoth&se d'induction que (1)

X_E(a1 seees an)U XF(a.1 yeees an)

est satisfaite.

3) Soit AXE(X’ 81 seens an).

On pose ¢ = le premier ordinal tel que
(cldt a, U cldt ay U 5ev0, U cldt an) ne. Q'Boc
Soit alors a€M . Soit B le premier ordinal tel que

o) c
VbeXE(a,a,1 ye s »an) cldt bN B __iBB

On pose POLB = 1'ensemble des automorphismes de [BB qui laissent

invariant tous les &léments de B
o

sup B_(a%, a
o€ PocB

On pose y(a) PR an)

. . « o] ¢
On sait d'aprds (1) que o€ I‘a == BE(a 28y seees a,n) YBB

B

Soit alors ¢g'¢T .
af

On a 0'[(1} (a):' = sup U'I,’BE(B‘U’EH 2t an)]
oeI‘aB
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soit par hypothése d'induction

0'
ov[w(a)] = sup BE[(ao) . ac:',..., az':l
GEPOLB
o' o'
Mais d'aprés le lemme IV.6 et VI.T , on a (%) =a0©
' o!
et 8y T 8y seees an =a -

Comme d'autre part lorsque o0 décrit ch Gc')c décrit aussi

89
I‘as,ona

o [u(a)] = v(a)

lp(é) est donc invariant par tous les automorphismes de I’u . En

8
appliquant 1'hypothése, on a Y(a)€ B, -

B, &étant un ensemble, il existe par schéma de remplacement un ordinal

¥ tel que VaeM Ib €V Y(a) = P(b) .

On prend le premier ¥ qui convient.

On pose Xo ='V'r et on définit par induction sur les entiers

x, = U [{a"}uxE(ac’, By seres an)l

n+1

a €X
n
c€ET
uBa
ol Ba est le premier ordinal tel que cldt anfB_C_BB
a
et %e%w@1,“,%) d&anEB%
On pose X (a, 5...,a )= U X
3 xBE(x) "1 n n<wh
Bi_(xE(x) = sup BE(aL,a1 seees an)

an.st(X)(an seees 8p)

' g < cee
On remarque que VaeM BE(a.,aL1 seses an) < BaxE(x)(a1 R . an)
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En effet BE(a.,,aL1 senes B ) ¢ yla) et il existe bG'V;~ tel que

p(a) = p(b) et 1l'on a

P(b) ¢ sup B (c,a1 seves an) < sup BE(c,a,1 yeans ah)
ct'sX1 ceX (aL1 seves an)
J xBE(x)

I1 faut vérifier que (1) est satisfaite.

Soit done B tel que VeceX (a1 yeeos an) cldt cNBCB

3% (x) B

Montrons qu'on a

B (a, 5..., & JEB
1°°7°2 "n 8
3 xB(x)
En effet
B (8.1 PRICIIRY an) = Sup BE(a,8.1 ss ey an) s et
3 xE(x) BXE(X)(a s s 8
an a B (a,a, ,..., & )& B, pour a€X (a, 500., a_) car
B n B 1xE(x) n
XE(aL,aL1 seres an)g"x (a1 ye s an). Donc Ve eXE(a,a1 seens an)
' IxE(x)
cldt c N B _C..'(BB donc par hypothése d'induction BE(a:,a,1 senes an)e BB
Scit alors o un automorphisme de B 8
Soit Y =X (8, 5e-es 8 )U X (af,...,a‘r’l)
1 xE(x) 3 xE(x)
Soit %J = sup B . Par hypothése d'induction, si a€Y on a
a€yY

BE(a.,a1 yeves an) ¢ '[Bév

Soit alors § un automorphisme de By qui &tend o . On a

o |B (a, 5.0, 8 ) =7| sup B.(a,a, ,..., & )| puisque Y contient
1 n E 1 n
3 xB(x) a€ey

X (a1 seees an) . Par conséquent

G Pgﬂ(x)(a1 seoos an)] [asupB (a, By seees an)]
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Par hypothése d'induction on a alors

s ~/ s
'5[]3 : )(a1 SR an):l = sup BE(ac N a? P ai)
IxE(x a€eyY
Donc "6[]3 (a1 EHELY an)‘lg B (a? g 5 ag)
1xE(x) - IxE(x)
~ o~
; ¥ _ .o ¥ _ o
puisque a; =a) ,...; 8 a,
D'autre part on a
- e T N I |
o Bg ( )(a1 SERE R an) =G |sup Bpa,a; ,..., a | puisque Y contient
xE(x eY

X (a? ki v g ag) done
IxE(x)
o e ~ ~‘_
T 1E3 ( )(a? SR NG ag {I = sup BE(ao 1, 8y seees an) par hypothése
IxE(x a€eY -
d'induction. On a donec
ot o~
B (a?,...,ag)s'b’EB, (8,1 ,...,an)]
IxE(x) IxE(x)
Comme B (a.1 I an)€ (B6 , et comme T prolonge ¢, on a
IxBE(x)
o‘[B (a ,...,a)‘[ =B (a7 ,..., a%)
IxE(x) | o IxE(x) | .
(1) est donc vérifiée. C.Q.F.D.

On pose alors BE(a1 . an) = [E(“e?1 yeees a."“n)]
On a par construction de BE et de XE
[-2] = [E1° Tevel = [g] v [F]

Exex)] = suwp  [E(X)] et vxeM [E®] ¢ ExE(x)]
x€X
IE(x)
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Lemme IV.10

Soit & wun énoncé écrit avec , = & paramétres dans M .

Alors si u,veM , on a [ﬁ = Tr]i A [@(ﬁ)ﬂ < [@(V)jﬁ

Démonstration

Par induction sur la longueur de &.

C'est vrai lorsque & est atomique d'aprés le lemme IV.10
51 & est 9y ou Yyv w2 c'est évident
S5i @ est JIxyP(x) , on pose Y =X

y(w) U X, y(v)

IxP(x

on a done ﬂj—:{mp(x,ﬁ)q_ﬂ = sup l[w(é‘,ﬁ‘)] A u:ﬁ ="V]
agyY

donc par hypothése d'induction

J[ﬁ = :f] A [[Zi\')cll)(x,'ii):ﬂ;< sup ﬂ}[)(a,\—rﬂ]
a€yY

Comme Y 2 X3

ap(x

(v) , on a

xp(x)
s [w30] = fo@En]  cero.
acY

Lemme IV.11
Soit E un énoncé écrit avec €, = 3§ paramtres dans M et soit
ue€M . Alors [3 x(erAE(x)]I = sup 0 A[[E(?)]l
(Yae)e u
6EB
—_ . c —
et H:Vx(xéu — E(x)‘JI = inf Gw[E(yiH
(y,0)€u
0eB
Démonstration

Montrons par exemple la premiére assertion. Pour cela soit
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X 5] ' X
3x € uE(x) b telL'c}lue Ix(x =b E(x))
rgh < rgu

On a alors [;I-xeﬁE(x)] = sup [E('é’)]/\ [565 puisque YD X € uE(x)

a€cyY
done E!xe'ﬁE(x):ﬂ = sup 6!\[3 = éﬂ A [E(éiﬂ = sup eA[sup’I:a-, =Tb] AH:E(E)]]
a€Y (b,8)€u
(b,0) eBu 9 EB
0 ¢

D'aprés le lemme IV.10 , on a [E=%]l A ﬂ:E(E):H < H:E(B)j[[

Par définition de Y , sup HZE ='E}I A {[:E(E)._H = [[3 x(x =D A E(x)]]
a €Y

et ":Tb =—bj' A [E(g)] < [HX(X =Db A E(X))]
c'est-a-dire H:E(E)] = ﬂ:; x(x =Dba E(x)):H

On a donc bien

H:RXGTJE(X)-_H = sup GAH:E(B)] C.Q.F.D.
' (b,0)eu
e
Lemme IV.12

Les axiomes d'extensionalité, d'union, de fondation et d'infini sont

booléennement valides.

Démonstration

Classique i partir du lemme IV.11

Lemme IV.13

Le schéma de remplacement est booléennement valide pour les énoncés

écrits avec €, =
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Démonstration

I1 suffit . de prouver que les deux schémas suivants sont booléennement

valides.

(1) Vudv¥x (x€v &> x€uAE(x) pour tout énoncé E 3 une variable
libre écrit avec €, = & paramstres dans M

(2) YvudvixeuIyev [E!y o(x,y) —> @(X,y):[ pour tout énoncé ¢
8 deux variables libres écrit avec €, = & paramdtres dans M

Montrons que (1) est booléennement valide

Soit u€M . On pose a = cldt(u).

Soit v = {(x, H}EF@] A [[E(SE):H )/x €al

I1 suffit de prouver que [VXE\_/‘(XEEA E(x))]] =1
et [Vxeﬁ (B(x) —> xGTr)]I =1

D'aprés le lemme IV.11, il suffit de prouver que

¥i{x,6)ev , 0€B , on a ﬂ:&‘éﬁ/\E('i)]]v 6° = 1 ce qui est évident par
définition de v et que ¥(x,0)¢éu , 06€¢B , on a GCVI]:E(E) — EG“\%ﬁ =1

or (x,0)eu =0 < ﬂ:}?eﬁ = § A[E(i)][Q H:E(E)]IA H:ieﬁ][

=> BAH:E(E):H < [‘i_éﬂl car xé€a

ou encore & V[E(im—) EQGVH =1

Montrons que (2) est booléennement valide.

Soit ®'(x,y) 1'énoncé 3y &(x,y) —> &(x,y)
On a donc I[Vx?!y @'(x,y)]j = 1

Donc pour tout x €M , on a ﬂ:ﬂy @'(i,ym =1

Par construction de la valeur booléenne, on sait que

][Ey @'(i,yiﬂ = sup H:@'(E,y)l

VEXy or(x,y)
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Soit alors uéM . On pose a = clét(u) et Y =

on a donc

vxeaave (zy)] =sw [o'xF)] =1
yey

On pose v={(y,1)/ye¥}
” i - e — —
On vérifie alors que ﬂ_VxEtuev @'(x,y)]] = 1
En effet soit (x,0)eu avec O€BR
on a

[[3 yET <I>'(‘i,y)] = sup 1A 9 (%,7) = 1
z €Y

U x
1
xcg 3V0 (x,y)

C.Q.F.D.
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V - EXTENSIONS FAIBLEMENT GENERIQUES

Introduction

Soient C wun ensemble de conditions de forecing, € 1'algébre
de BOOLE compléte des bons ouverts de C muni de la topologie de 1l'ordre
et h le plongement canonique de C dans € .

On sait que si G est M-générique sur C , alors la fonction ®

de € dans {0,1} définie par
@G(c) =1 <« 3peG hip)< c

est un homomorphisme M-complet d'algébres de BOOLE . Et inversement si @

est un homomorphisme M-complet de € dans { 0,1} , alors

Gy = {pec/®&hl(p)) = 1} est M-générique sur C

De plus G® défini par ¢ GG@) 4> B(c) = 1 est une partie M-générique
de ¢ - {0}

On a donc M[(x—@} = M[G®] puisque M[G@)] est caractérisé comme le
plus petit modé€le transitif de ZF qui contient G_ et tous les éléments

C]
de M et que M[GG] possé&de la méme propriété relativement & G®

On se propose d'étudier ces correspondances lorsque C est réunion d'une

famille d'ensembles de conditions de forcing emboltés.

Définition V.1

Soit C une classe de conditions de forcing . Soit G une partie de C .

On dit que G est M-générique faible sur C si
1. Vp,q€G p et q sont compatibles.
2. Vp&G Vg 2p q ¢ G

3. G rencontre tous les ensembles prédenses de C qui sont dans M .
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Soit alors (C ) une famille d'ensembles de conditions de
0Lo:,&O
n
forcing emboités. Soit C = & C_ . On considére C, € , h, h
n

comme en III pages 37-38 .

Proposition V.2

Soit G wun M-générique faible sur C . Alors la fonction ®G de
€ dans {0,1} définie par
0y(c) =1 &> JpeG h(p)<ec

est un homomorphisme M-complet de € dans {0,1}, Inversement soit ®

un homomorphisme M-complet de € dans {0,1} , alors

G@ = {pec/ &nlp)) = 1} est M-générique faible sur C

Démonstration

Soit G wun M-générique faible sur C . Pour chaque o , on pose

Ga =GN Ca qui est clairement M-générique sur Ca .
On sait alors que 8 défini par
o
@ (¢) =1 ¢> 3p<€G  h(p)gec
G o o
o

est un homomorphisme M-complet de Ca dans {0,1}

o Gy
n

I1 est clair que ®G = U )
o €

® . est donc un homomorphisme 4'algébres de BOOLE . Pour prouver qu'il

G

est M-complet, soit (ci) une Tamille d'é1éments de € (ci) étant
iel i€l

dans M) telle que
Vi€l @G(ci) = 1

Cette famille &tant indexée par un ensemble, il existe donc o tel que

Vi€¢I c.€C, . On a donc ®G(ci) = ®Ga(ci) ce qui entraine
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®Ga (inf ci) = 1 puisque est un homomorphisme M-complet.

G
iel o
Inversement si ® est un homomorphisme M-complet, on pose

®a = ®4fCa . Chague ®a est alors un homomorphisme M-complet de Ca dans
{0,1} . On sait que

= e R - i e Pl 3 ‘.
G®a {p Ca/®a(hu(P)) 1} est M-générique sur Ca On a
clairement G, = U G
® OLGOn ®a

I1 suffit donc de voir que G® rencontre tous les ensembles prédenses

de C . Soit donc T un ensemble prédense de C . 7 étant un ensemble, il

existe o tel que T s:Ca . 7 est donc prédense dans Ca . 11 rencontre
done G® . Par conséquent il rencontre G@ qui contient G@ C.Q.F.D.
o o
On pose alors € = € - {0} Ca = Ca - {0}
I1 est clair que (Ea) est une famille d'ensembles de conditions

a€o
n

de forcing emboités.
Soit @ wun homomorphisme M-complet de € dans {0,1}

On définit E® < € par
bea@ < 6(b) = 1

On définit E@)OLC Ea par

€ =
b G®a<=> @a(b) 1

I1 est clair d'aprés ce qui précéde que G® est M-générique faible

sur € et que G® est M-générique sur Ca.. Fn utilisant les résultats
Q

du chapitre III , on a
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Si on pose G = {peC/8(h(p)) = 1} et Ga =GN Coc

on a
M[EQ] M[G ] =
(xCO
puisque
M|G = M|G ]
[eg | = (e,
o
On suppose désormais que (Ca) est une famille d'algbres de
a€o0

n
BOOLE complétes bien homogénement emboitée. On sait donc d'aprés le théoréme
IV.h définir une valeur booléenne pour chaque énoncé dcrit. avec € y = a
paramétres dans M .

On pose €= U ¢

aeo ¢
n
Soient € , _(YJ; .0 Eq;) 5 ®0L s G®a comme ci~dessus.
Soit ¢ 1la fonction contractante sur M pour E}g .
Proposition V.3
Pour chaque énoncé E clos écrit avee , = & paramétres dans M , on a

u[G] & B(9a, ,ees 9a) e 6([EE, .ees ) =

Démonstration

C'est la définition si E est de la forme a€b ou a =D>b . Puis par
induction informelle sur la longueur de E , on le vérifie aisément lorsque
E est 1F ou FvG . Le seul cas non trivial étant celui ou
E est 3IxF(x). Dans ce cas si M[G] EE, il existe x,€¢ M tel que
M[G] E F(y x ) donc par hypothése d'induction on a @([F(X )] ) =1 .

Comme H-ExF(x > [[F(E;)I[ , on a
o[ 3xr(x)]) =
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Inversement si @ EXF(XiH) =1 on a

ﬂjng(xiﬂ = sup [F(;ﬂ]
)

anH xF(x
® étant un homomorphisme M-complet pour les ensembles, il existe
- - -~ 'o 3
ae'XaxF(x) tel que @([F(a)ﬂ) 1 , donc par hypothdse d'induction

r
MLG®] E F(wa) c'est—-a-dire M[GGJ EdxF(x) C.Q.F.D.

Définition V.k

On dit qu'un ensemble C de conditions de forcing est homogdne si

Vp,q €C il existe un automorphisme ¢ de C tel que o(p) soit

compatible avec q .

Soit alors (Da) une famille d'ensembles de conditions de foreing
a €0
n
homogeénes .
Soit (C ) la famille d'ensembles de conditions de forcing
o a €0
n
emboités associée & (D ) comme 3 la page
% 6eo
n
Soit enfin (€ ) la famille croissante d'algébres de BOOLE
0‘ocGO
n
complétes associde & (C ) comme 3 la page
o 0 €0

Théordme V.5

La famille (Ca) est bien homogénement emboltée.

€O
n

La démonstration résulte du lemme suivant
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Lemme V.6

Soient C et C' deux ensembles de conditions de forcing ayant pour

plus grand €lément respectivement HC et ﬂC‘ . On suppose C' homogéne.

Soit ‘€ 1'algébre de BOOLE compléte des bons ouverts de C muni de la
topologie de 1l'ordre

Soit D 1'algdbre de BOOLE des bons ouverts de D =C X C' muni de la
topologie de l'ordre produit.

Alors € est isomorphe & une sous-algébre de BOOLE compléte de D bien

emboitée dans D .

Démonstration

I1 est clair que C X {IC,} est embolté dans D . On note encore €
1'algébre de BOOLE des bons ouverts de C X<{1C,} muni de la topologie de
1l'ordre.

Avec les notations de la proposition III.2 1la fonetion i de C dans
D définie par

./ C _
1(x, >'<{1C.})_

X](; oli X50X{1C,}
est vn homomorphisme complet injectif de € dans D .
Soit alors ¢ un automorphisme de C' . On définit O automorphisme

de D par

G(z;) = {(p,o(p'))/(p,p")€ 27}  pour chaque Z <D .

Soit alors Y €D . On suppose que Yg est ‘invariant par tous les

automorphismes de D qui laissent invariant tous les éléments de i(€) .
.

D est invariant par tous les automorphismes de la forme

En particulier Y
o .
Montrons que si (p,p')€ Yg alors ¥q'€ C' (p,q')e€ Y;
Il suffit de prouver que V(p1 ,q;) < (p,a'), il existe

e . c
(p2 ,qé) < (p1 ,q%) tel que (p2 ,qé)€ Y, puisque Y est un bon ouvert.
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Soit donc (p1 ,q{) € (psq'). Soit g@' wun automorphisme de C
tel que o(p') soit compatible avec q; . 11 existe donc r' < p' tel
que o'(r') < q{ . Par hypothése on a (p, 0'(p'))€'Y;_. Comme P, < P

et r'< p' , on a aussi (p1 ,o'(r'))e Yg puisque Y; est un ouvert.

Et par construction (p1 ,o'(r')) < (p1 ,q;)
On en déduit que si l'on choisit X © C;<{ﬂb,} tel que

XSX{1Cl} ={(P:‘BC|)/3Q'€C' (P:q')EYg}

c _ e c_ .
alors XD = YD done YDe i(e)

Montrons enfin que tout automorphisme o de i(€) s‘'étend & un auto-
worphisme de D .

En effet T =0/ (i(€)-{0}) est un automorphisme de i(€)-{0} donc
(O,idc,) est un automorphisme de (i(€)-{®} X C' qui s'étend de maniére

unique & un automorphisme de [ . C.Q.F.D. (lemme V.6)

Démonstration du théoréme V.5.

Soit (D) la famille d'ensembles de conditions de foreing homogénes.
0 €0p
Soient B et ¥ deux ordinaux avec B £ ¥. On pose
G,= I D c' = I D
B o< B o B<og¥ b

I1 est clair que C et C' sont homogénes. Avec les notations du chapitre IIT
page GB est une algébre de BOOLE compléte bien homogeénement embolitée dans
Cy d'aprés le lemme V.6. C.Q.F.D. (théoréme V.5)

On obtient finalement le théoréme suivant

Théoréme V.T

Soit (Da) une famille d'ensembles de conditions de forcing
o¢0
n

homogénes. Soit (Ca) la famille d'ensembles de conditions de

0€0
n
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forcing emboités qui 1lui est associée comme au chapitre III pages 46-47

On pose C = U Ca . Alors si G est un M-générique faible sur C,
a€0
n

M[G] satisfait tous les axiomes de ZF + AF sauf peut—étre 1'axiome

des parties. Et si M satisfait AC ,,M[G] le satisfait aussi.

Démonstration

Le fait que M[é] satisfasse les axiomes d'extensionalité, d'union,
d'infini et de fondation, résulte de la proposition III.T7 . Le fait que,
si M satisfait A.C, M[Q] le satisfasse aussi résulte de cette méme
proposition.

Pour vérifier que M[G] satisfait le schéma de remplacement pour les
énoncés écrits avec €, = on considére la famille (C,) d'algebres

o €0
n
de BOOLE complétes bien homogénement emboitées associée & la famille
(Ca) . Onpose €= {J €, - Ennotant h le plongement canonique
a€0 ae0
n n
de C dans € , on définit @ par @(c) =1 <= IpcCG hip)gec

® est un homomorphisme M-complet de € dans {0,1} d'aprés la proposition
v.2.

Avec les notations de la proposition V.3 , on a
M[G] =M[Gg] et M[G] =E < o([E] ) =

lorsque E est un énoncé clos avec parametres dans M €crit avec €, = .
D'aprés le lemme IV.11 , on a [EE = f pour chague axiome du schéma
de remplacemnent.

On en conclut que M[Q] satisfait le schéma de remplacement. C.Q.F.D.
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VI - A PROPOS DE L'AXIOME E DE GODEL

Avec axiome de fondation l'axiome E de GODEL peut s'éecrire sous la

forme suivante dans la théorie de GODEL-BERNAYS
HQEVXVyVy'[(x,y)eQ A(x,y')ep — y = y'] ~ Vy¥x [(xy)€e0 — xeon]
A ¥y 3 x[(x,¥) € ¢]]

Autrement dit, il existe une surjection de la classe des ordinaux
sur 1l'univers .
On note A’U‘ la classe des fonctions de M définies sur un ordinal
& valeurs dans U (qui est une classe de M).
On munit A,, de l'ordre usuel : fg g &> g=7f/domg
On suppose alors que M satisfait AC . D'aprés le théoréme I.6 , on
sait que si G est M-générique sur AM , <M,G> E ZFG + E.
On peut montrer que si H est M=générique sur A2 alors
(M,E> F 7r + B parce que M est forcé d'étre €gal A L[H] classe des

constructibles 3 l'aide de H).

On se propose de prouver que ges deux forcings sur AM et sur A2

sont équivalents.

Notation

G et H étant deux parties de M (non nécessairement des classes de M)
on écrira< M,G> =<M,H> pour signifier que <M,G> et <M,H> ont les mémes
classes, autrement dit que G est défini par un énoncé 3 partir de H et

inversement.

Définition VI.1

C et D étant deux classe de conditions de forcing de M , on dit

qu'une application & (classe de M) est un plongement dense de C dans D si
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i} & est croissante

ii) Si f et g sont incompatibles dans C , &(f) et ¢(g) sont

incompatibles dans D .

iii) VpeD 3feC (f) < p

Lemme VI.2

I1 existe un plongement dense de AO dans A
n

2

Démonstration

On 3éfinit &(f) par induction sur f pour la relation bien fondée
g2f &> g= 1/ dom (g)

S8i dom(f) est un ordinal limite, on pose

o(f) = Y e(frp)
g <dom(f)

Si dom(f) =B + 1 , ¢(f) est le fonction définie sur
dom(®(fra)) + fla) + 1 (somme d'ordinaux) 3 valeurs dans 2 telle que
&(f) / dom(d(f/ d)) = o(fra) et o(£)(i) = O pour tout i tel que
dom(¢(fra)) € 1 <dom{d(fira)) + £la)

et o(f)[dom(e(£/ a)) + £(a)] =1
Montrons par induction sur dom(g) que

Ve Ay fgg = o(f)/ domle(g)) = o(g)
n

Si dom(g) est un ordinal limite, on a

o(g) = Y elgrg)= Y o(£)) domla(glrB))
B <dom(g) B <dom(g)

En appliquant 1'hypothése d'induction, on a alors

o(g) =o(f) M U aom(grp)) =o(£)/ donlo(g))
B < dom(g)
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Si dom(g) = B+ 1, on a par hypothése d'induction

®(g/'B) = ®(£)/ dom[cb(gf Bil et comme f < g entraine f£(B8) = g(B) ,
on déduit Que

d(g) (i) =[<I>(f)/‘ dom(d(g))] (i) = 0 lorsque i est tel que
dom(®(g/ B)) < i < dom[e(gAB)] + e(B)
et @(g)[aom(®(g/B)) + g(B)] = o(£)[aom(2(g/B)) + g(B)] = 1

® est donc une fonction croissante

D'autre part si O(f) £ ®(g) , ona f< g.

En effet par définition de @, on a dom(f) = 1'unique ordinal
isomorphe & 1l'ensemble des i &€ dom(®(f)) tels que ®(£f)(i) = 1

Donc &(f) ¢ o(g) =—> dom(f) 3» dom(g)

Supposons alors que l'on ait f §g . Soit B 1le premier ordinal de
dom(g) tel que f£(B) % g(B) (pour fixer les idées f(B) < g(B)).

Alors f£/8 =g/ B et &(£/B+1) ¥ d(g/ B+1) puisque

o(erpt)(F) =1 et @(glBt1)(¥) =0 ol 1l'on a posé

¥= dom(p(£/g)) + £(g) . I1 y a donc contradiction.

Done &(f) < ¢(g) => f< g .
En combinant avec le fait que f g g => &(Ff) < ®(g) , on en déauit que
si f et g sont incomparables, ®(f) et &(g) 1le sont également .
Reste & vérifier iii). On prouve par induction sur 1l'ordinal B que

toute fonction p€ A2 de domaine B + 1 telle que p(B) = 1 est atteinte

par ¢.
Pour cela soit ¥ = sup{i < B8/p(i) = 1}

ler cas

¥<pg et p(f) =1.0nadonec p/r¥ + 1= 09(f) par hypothdse
d'induction. On définit alors g par g(8) = £(§) si & < dom(f) et
g(8) = g -(f+1) si & = dom(F)

Par définition de & , on aura ¥(g) = p
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2éme cas

¥ <8 et p(yY) =0 ou ¥ =8 . 0n a nécessairement § 1limite.
Par hypothdse d'induction, pour chaque i < § tel que p(i) =1, il
existe fi tel que @(fi) =p/ti+ 1

On pose f =U £, - On définit alors g par g(8) = £(§) =i
§<dom f et g(§) =8-¥ si &

dom £ . Par définition de & , on a

o(g) = p C.Q.F.D.

Lerme VI.3

I1 existe un plongement dense ¥ de A, dans A2 X A

2 2’

Démonstration

Soit p€A, . On définit V¥(p) = < TO(P)aT1(p)> par :

2

Wo(p) est la fonction de domaine 1'unique ordinal isomorphe aux

-1

ordinaux pairs de dom(p) ( T, étant 1'isomorphisme) telle que

Yo(p)(i) = ¥(p( To(i))) > W1(p) étant définie de la méme facon 3 1l‘'aide
des ordinaux impairs. On vérifie aisément que ¥ est un plongement de A

X
dans A2 A2 C.Q.F.D.

2

Théoréme VI.L

Soit G un M-générique sur AM

Il existe alors K M-générique sur A, tel que

2
<M,G> = LMK >

Démonstration

Soit ¢ la fonction de A, dans A définie par : ¥ (f) est la

2
fonction de domaine dom(f) telle que si B € dom(f) alors

@(r)(B) = 0 &> 1le rang de f(B) est pair.
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I1 est clair que ¢ est une fonction normale.

Soit alors G un M-générique sur AM . D'aprés le théoreéme II1.9 ,
on sait que

H= {peAz/ZfE Gp3p P(f)} est M-générique sur A,_, et par conséquent
que <M,H> satisfait l'axiome E de GODEL.

2

-1 . o = . .
Donc ¥ '(H) est isomorphe dans <M,H> 3 Ag,. Soit 0 cet isomor-

phisme. Puisque G est < M,H> - générique sur ‘(’51(H) (théoréme II.9)
o(G) est ¢ M,H> —générique sur Ao, -

Soit ' = {pEAz/erG p » ®(a(£))} .

Puisque & est un plongement dense de AO dans A2 , I' est
< M,H> - générique sur A2 . n
Dtaprés le théoréme I1I.8 , H X I' est M-générique sur A, x A2 .

2
K est bien définie 3 partir de G puisque H et T' le sont

La classe K = {p 6A2/‘P(p)€H‘x T} est donc M-générique sur A

Inversement on a H = {pé€ AZ/HQC‘K ‘¥1(Q) < p}
et G = {fEA.M/‘{’(f)e'H et o(c(f))€T}

On a donc bien < M,G> =< M,K> C.Q.F.D.

Etant donné un modéle M qui ne satisfait pas l'axiome E de GODEL ,

on se pose le probléme de savoir si toute extension générique non triviale

< M,G > (qui ne rajoute pas d'ensemble) qui satisfait VA régénére
1'axiome de GODEL .
La réponse est consistamment non. Plus précisément :
Soit M satisfaisant l'axiome E de GODEL. Soit (Da) la
@ €0,
famille d'ensembles de conditions de forcing suivante :
4& régulier => Da est l'ensemble des fonctions définies sur un

ordinal < ‘f/(’x a valeurs dans 2 .

N
77

. . D =
" singuller = o {lﬂ-a}
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Soit G wun M-générique sur A2 . On sait que ¢M,G> satisfait .ZFG .
I1 est facile de vérifier que (D ) satisfait les hypothéses du
“aco0
n
théorémes III.13 dans < M,G~> .

Soit alors (Cu) la famille d'ensembles de conditions de
o €0
n

forecing emboités associée & (D) comme au chapitre III pages L6-ULT.
o €0
n

En appliquant le théoréme III.13 , on a donc

VHE<M,G > -générique sur ¢ = U Co ,(M[H] , G,H> = ZFG’H
€0

n
On sait que M[H] ne satisfait pas l'axiome de GODEL.
(< M[H] ,H> le satisfait évidemment).

Théoréme VI.S

< M[H],G> ne satisfait pas l'axiome E de GODEL.

Démonstration

Supposons par l'absurde que l'on ait une fonction 9 (classe de

M[H’],G> ) , définie avec G , qui surjecte On sur M[H] . On sait

d'aprés le théordme II.8 sur le forcing produit que G est M[H]-générique
sur A2 .

Soit donc p0€ A2 s poll——A- " @& surjecte On sur MIHI"
2

En notant A la classe des minorants de v, dans A‘2 , soit ¥
o

x 0

la fonection de domaine Ap {écrite sans &) & valeurs dans M[H]
o n

définie par

¥(p,0o) = le seul XGM[HI tel que p”—A "o(a) = x"
2

si un tel x existe

= 0 sinon



1t 1" " 1"

Y est bien. une fonction car si plb: o(a) = x et plfzr o(a) = x'
2 2 .

1"

1"
on aura (forcing faible) ple— d(a) = x A 0(a) = x"
o .

Comme polfzf" ® est une fonction" et comme p <P, » Onen déduit
2

p[fK x = x' c'est-a-dire x = x' .
2

¥ est surjective car poifK-" ® est surjective" c'est—-d-dire
2

1

t
vx € M[H] Vp<p, Ia<PIn€0 qH—K (o) = x
2

"

On a donc un couple (q,a) avec q < po tel que ¥(q,0) = x .

Mais par hypothése A2 est bien ordonnée puisque c'est une classe de

M qui est supposée satisfaire l'axiome E de GODEL.
A2 x On 1'est donc également. ¥ étant surjective, on aurait donc un bon

ordre de M HI ce qul est contraire & 1'hypothdse. C.Q.F.D.
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