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0 - DEFINITIONS ET NOTATIONS 

Les théories axiomatiques considérées sont écrites avec deux symboles 

de relation binaire , = , E , et éventuellement d'autres symboles de 

relation à plusieurs arguments et des symboles de constantes. Si par exemple 

î" est un symbole de relation à un argument, on désigne par ZF 11 la théorie 

dont les axiomes sont ceux de ZERMELO-FRAENKEL (extensionalité, union, 

parties, infini, remplacement) où le schéma de remplacement est écrit pour 

les énoncés comportant le symbole r (en plus des symboles E 

symboles logiques). 

= et des 

< M,G > t= ZF f' (ou par abus de langage <. M,G > F= ZFG) La notation 

signifie que M 

par G. 

' ,, . r ' . ' est un modele de la theorie ZF lorsqu on interprete r 

M étant une structure quelconque (en pratique un modèle de ZF), on 

appelle classe de M toute collection définie par un énoncé à paramètres 

dans M. Ainsi, par exemple, si G est inclus dans M (au sens intuitif), 

dira que C est classe écrite G s'il existe un 
,, ,, 

on une avec enonce 

E(x, Q, ..ê-1 , ••• , -ê-n ) ' a une variable libre X écrite avec les symboles 

= à deux arguments , Q. ' argument et les symboles de constante ~ , a un 

~
1

. , ••• , .§.n tel que C soit la collection des éléments a de M. tels que 

<M,G, a
1 

, .•• , an> t= E(~, Q: ~, ,.,.,.§.n) 

On notera 

ou encore, lorsqu'aucune confusion n'est à craindre 
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on écrira a f C pour signifier que a est élément de la classe C • 

Comme il est d'usage, on identifiera les symboles et leur inter­

prétation (en principe lorsqu'aucune confusion n'est à craindre). 

a étant un ensemble de M, on note PM(a) (ou simplement P(a)), 

l'ensemble des parties de a qui sont dans M. Pour chaque ordinal 

on note V-a.M (ou.simplement V-a.) l'ensemble défini par induction sur les 

ordinaux par 

Pour chaque X de -M 

le premier ordinal a. tel 

V-a.= LJ P(~) 
J3 < a. ,.., 

, on note rg(x) le rang de X 

que X ~ V- . On note clôt(x) 
a. 

c'est-à-dire 

le plus petit 

ensemble transitif X tel que X C X . 
On note 0 la collection des ordinaux. n 

C étant une classe de M partiellement ordonnée, on dit que deux 

--1--e ements p et 9 de C sont compatibles s'ils ont un minorant commun , 

c'est-à-dire s'il existe r f C 

sont incompatibles. 

r ~ ,p et r ~ q • Sinon on dit qu'ils 

On dit que C satisfait la condition de plongement si 

V.p;qEC ,p~q==}3r:!i:p r incompatible avec q. 

On appelle classe de conditions de forcing (respectivement ensemble de 

conditions de forcing) , une classe (resp. un ensemble) qui satisfait la 

condition de plongement et qui possède un plus grand élément. 

Soit /). une partie de C qui peut être une classe ou un ensemble. 

On dit que /). est saturé si V .p , et E: C (p t /). et 

q ~.p =9 q t /). ) 
dense si V f) (: C 3q (; /). (q ~ p) 

prêdense .Sl. V ,p (: C 3 q (: /). (et compatible avec e) 
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Dans toute la suite, U désigne un univers satisfaisant 

ZF + AF + AC et M désigne un ensemble transitif dénombrable de U qui 

satisfait ZF + AF. 

G étant alors une partie de C qui est un ensemble de f\Ji. , on dit 

que G est M-générique sur C si 

1 • V .p, q E: G (.p et q sont compatibles) 

2. V .p t G, V cj ~,p (q E: G) 

3. G rencontre toutes les classes denses de C qui sont dans M. 

Le fait que M soit dénombrable entraîne ~ue pour chaque lp e. C , il 

existe un M-générique sur C qui contient ~. 

Les notations concernant le forcing sont celles de [1 J. En particulier 

Il~ désignera le forcing fort sur c et I rc le forcing faible. On 

omettra le symbole C si aucune confusion n'est à craindre. 

On écrira Ill- E(a ,-P . n'···, a , b 1 , ••• , b) où E est un énoncé 
n f> 

écrit avec t , = 

interprétations de 

à paramètres a 1 , •.• ,an, b
1 

, ••• , bp pour dire que les 

sont encore 

contenant .,p 

dans toute extension générique contenant p b
1 

, ••• , b 
p 

b1 , .•• , bp. Ainsi si .PIII-acw, pour tout générique G 

, on aura 

M [G] I= <e a è w ( où '(J a dénote 1 'interprétation de a) 

Les symboles logiques utilisés pour les formules sont 

A, 

A 

et 
V 

ou 
, 

non 
V 

pour tout 

;1 

il existe 

Les opérations booléennes seront représentées par les symboles 
C 

V ' • Si ( a. ) 
1 i € . I 

est une famille d'éléments d'une algèbre de 

BOOLE complète, on notera indifféremment 

inf a. 
. I i l. € 

ou inf( f a. /i € ·r J ) 
l. 
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pour dénoter la borne inférieure de la famille (a. ) pour l'ordre 
1 i E I 

6. défini par 

a ~b <,;::=;> 3 C a= b AC 

Si f est une fonction, on note dom(f) son domaine et Im(f) son 

image. Si X Ç dom( f) , on note f t X la restriction de f à X . 
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I - FORCING SIMPLIFIE 

On se propose d'étudier les classes ordonnées C telles que si G 

est M-générique sur C , on ait 

Théorème I. 1 . 

Soit C une classe ordonnée de M. Les deux conditions suivantes sont 

équivalentes 

1) VG M-générique sur C , < M,G > = ZFG + AF 

2) Pour tout ensemble I et pour toute famille (ll.) de classes 
J. • I 

J. € 

denses saturées, i~I !li est une classe dense saturée. 

Remarque I.2. 

La condition (2) est d'une écriture impropre puisqu'on quantifie sur des 

classes. C'est en fait le schéma d'axiomes suivant 

VI [Vi<::.I({.p/ll(i,p)J est dense saturé)~ fp/Vi€I Mi,p)J est dense saturé] 

ll parcourant la collection des énoncés écrits avec È , = , à deux variables 

libres et à paramètres dans M. 

La preuve de ce théorème nécessite la définition d'une relation de forcing. 

Lemme I.3. 

Soit r un symbole de prédicat unaire. A chaque énoncé A( r , x 1 , •.• , ~) 

écrit avec les symboles E. , = , r et ayant les variables libres 

on associe un énoncé A'(,p,x 1 , ... ,~)écrit avec les seuls 

symboles € , = 

On le note ,p Ill-
et ayant les variables libres ,p,x 1 
A( r ,x

1 
, ••. , ~) (forcipg fort). 

, ... , ~ . 
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La définition se fait par induction (au sens intuitif) sur la longueur 

de l'énoncé A( r1 , x1 , ... , ~) 

,p Ill- X= y est l'énoncé X= y et ,p E C 

-t>III-x€y est l'énoncé X é y et .p E C 

,p IH-r (x) est l'énoncé xEC et 1P € C et ,P ~ X 

-PIII-A 61.i B est l'énoncé 1)111-A ou .f'II~ B et ,p EC 

,pllt-:JxA(x) est l'énoncé 3X f> Ill- A(x) et .,p G. C 

,p 111-non A est l'énoncé 4> E. C et vqec(q~.,p -9 non( q lîi- A)) 

? 
On note ..PÎik-A pour non(p Ill- A) et .p~A pour ,p Ill-A ou 

? .,pl!~ non A • (On lit 10111:__A ".tp décide A ") . On vérifie alors sur la 

définition que .p Ill-A et q ~ f> entraîne qljl- A et que la classe des 

,p qui décident A est dense saturée. 

Lemme I.4. (Lemme de vérité) 

Soit G une partie de C M-générique sur C. Pour que l'énoncé 

A( f1, a
1 

, ••• , 8k) soit satisfait dans < M,G > lorsqu'on interprète 

par G , il faut et il suffit qu'il existe ,p e G tel que 

..PIII-A (fi, a
1 

, ... , ak.) • 

Démonstration : Par induction (au sens intuitif) sur la longueur de l'énoncé A. 

C'est évident si l'énoncé est de la forme a
1 

= a 2 ou a
1 

€ a2 • 

Si A est l'énoncé l'1 (a), il est vraÏdans < M,G> si l'on a ai::G. 

Mais alll- r (a) est toujours vrai pour a E C • Inversement si on a 

,p € G et 1PIII--r (a), cela signifie que .p ~ a • Par la propriété 2 des 

génériques, on a donc a <:: G c'est-à-dire que < M,G > i= r (a). 

Si A s'écrit Bou C et si <M,G>F A , alors < M,G > I= B ou bien 

<M,G> ~ C c'est-à-dire (hypothèse d'induction) :1,PEG ,plll- B ou bien 

3qEG '1111-C . Mais l'on sait que .,p et q étant deux éléments du 

générique, il existe r€G r .:f ,p et r~ q • On a alors rlll- B ou rlll- C 
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c I est-à-dire r Ill- B ou C . Inversement si on a ip E G .p Il~ B ou C , 

on a ,pll~B ou it=>lll- C. Soit {hypothèse d'induction) <M,G> F B 

ou <M,G > l= C c'est-à-dire< M,G> l= B ou C • 

Si A s'écrit .3 x B(x) et si <. M,G > != A ; il existe un objet a de 

M tel que< M,G > I= B(a) . Donc {hypothèse d'induction) ,3 ,p € G ,p Il~ B( a) 

donc ,plll-Jx B(x). Inversement si on a tf)fG ,plll-3x B(x) , on a un objet 

a de M tel que ..Pli!- B(a). Donc (hypothèse d'induction), on a 

< M,G > t= B(a) soit <M,G> r :I x B(x). 

Si A s'écrit non B et si < M,G> I= B , on a (hypothèse d'induction) 

un ,p E G ,plll- B .L.'énoncé 3,p E G ..plll-non B est donc faux. Inversement si 

l'énoncé :I q é G <1111-non B est faux, comme la classe des ,p qui décident 

B est dense, on sait qu'il existe ,p ~G qui rencontre cette classe. Par 

hypothèse ,p'lf.k-non B • Donc ,rlll- B c'est-à-dire (hypothèse d'induction) 

< M, G > I= B • C • Q. F. D. ( lemme I. 4) 

Preuve du théorème I.1. 

(2) =?- (1) Soit G une partie de C M-générique sur C • Comme 

M et < M,G > ont les mêmes ensembles, il suffit de prouver le schéma Qe 

remplacement pour les énoncés écrits avec ~. 

Soit donc E(x,y) un énoncé à deux variables libres à paramètres dans 

M écrit avec le symbole~. Soit a un élément de M. On suppose que 

< M,G > l= VxVyVy' [E(x,y) I\ E(x,y') ===$> y = y'] A Vx ~ a 3 yE(x,y) 

On veut trouver b dans M qui soit l'image de a par la relation fonction­

nelle E. 

Pour chaque x E a , on pose t:,. = 
X 

est dense saturée. En appliquant (2), 

On choisit donc ,p E G (\ n t:,. 
1 x~a x 

,p
1 

décide 3 y E(x,y) pour chaque 

{ ,P ç_ C/pljf: 3 y E(x,y)}. Cette classe 

r'\ t:,. est encore dense saturée. xea x 

x E: a . Comme ces énoncés sont vrais 

dans <M,G>, on a p 1 Ill-J yE(x,y) pour chaque x.f a . 
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Or si y 'f y', on ne peut avoir .p1!1!-E(x,y) et f>
1
111-E(x,y') car, 

en appliquant le lemme de vérité, on aurait 

< M,G > I= E(x,y) et E(x,y') 

donc 

< M,G > I= y = y' puisque E est fonctionnelle . 

La relation ,p
1
III-E(x,y) est donc fonctionnelle dans M. Par schéma 

de remplacement dans M, 

b = { y/3 xea p
1
III-E(x,y)} 

est donc un ensemble de M. 

Montrons que b convient. 

Soit x E a et <. M,G> I= E(x,y). On sait qu'il existe y' tel que 

.p
1
111-E(x,y') par définition de .p

1
. Comme ,p ~ G , on a par le lemme de 

vérité 

<: M,G > F E(x,y') 

Comme < M,G > I= " E est fonctionnelle " , on a 

y = y' donc p
1 
Ill- E(x,y) donc y E b 

Inversement si y E b , on a .p
1 
Ill- E(x,y) pour un x E a • 

Comme .p ~ G , on a par le lemme de vérité 

Soient I et 

< M,G> F E(x,y) et par conséquent 

< M,G> t= 3.x es: aE(x,y) 

C.Q.F.D.(théorème I.1) 

(2) ~(1) 

(ô.). I un ensemble et une famille de classes denses 
l l E: 

saturées de C • On veut prouver que r-i t:,. 
i e: I l 

est encore dense saturée. 

Soit ,p e C . Soit G une partie de C M-générique sur C contenant 

p . Dans < M,G>, on considère la relation fonctionnelle qui à chaque i E I 

associe l'ensemble des éléments de GA /1 • de rang minimum. 
l 
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Puisque par hypothèse < M,G'> f:= ZFG, on en déduit qu'il existe un 

ensemble a contenu dans G tel que 

Mais puisque M et < M,G ">' ont les mêmes ensembles, on a a E M • 

On en déduit qu'il existe q e G tel que 

En effet soit : 

D = {P E C/.p} minore tous .Les éléments de a} U{,p (i; C/,p incompatible avec tous 

les éléments de a} . 

Comme a E M , cette classe ]'.) est donc saturée et c'est une classe de 

M • Elle rencontre donc le générique G • Soit q ~ D f\ G • Par la r,ropriété 

1 des génériques, q ne peut être incompatible avec un élément de a 

puisque a CG. Donc par définition de D , q minore tous les éléments de a. 

q est compatible avec .p • On en déduit donc r , r ~ p et r ~ q qui 

minore tous l~s éléments de a. 

Comme Vi G I 

r E (l A. 

an A. ~ & et comme A. est saturée, on en déduit que 
l l 

• l lEI 

Exemples 

C.Q.F.D. (théorème I.1) 
(1) =9(2) 

A. Soit C une classe ordonnée partiellement par ~ qui vérifie 

( 3) Tout ensemble de C totalement ordonné par ~ est minoré dans C 

Proposition r.5. 

1 
Si M satisfait 

du théorème I. 1 

Démonstration 

A.C. alors la condition (3) implique la condition (2) 

Soit (A.) une famille de classes denses saturées de C. 
l if:: I 
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est également dense saturée. Grâce à A.C. 

il suffit de prouver le théorème lorsque I est un ordinal. 

( 6 ) étant donné avec ]J E O , soit À le premier ordinal tel 
a a < JJ n 

que le théorème soit faux. À est bien sûr limite. En changeant au besoin 

(6) 
a a< À 

en = (l 6 , on peut supposer la 
f3 < a a 

famille (6) décroissante. 
a a < À 

On veut montrer que 

définition de À • 

n 6 est dense saturée ce qui contredira la 
a < À a 

Soit donc .p E C • On définit 

a<À par 

X pour chaque q,a et chaque 

X = 1' ensemble des r € C de rang minimum tels que r ~ q et q,a 

r € /;). • On définit alors par induction sur les ordinaux ~ À une famille 
a 

(Ya) par 
a.~À y = X 

0 ,P ,o 

Y,..+1 = U X 
\.h y q,a.+1 

q E a, 

Si a est limite > 0 soit Y' = { f E, II YS/f est une chaîne } 
a 

f3 < a 
On définit alors 

ya. = u {q C: 6 de rang minimum tels que q minore la chaîne f.} 
f' E Y' a 

a 

On prouve alors que 

Sinon soit a.
0 

le premier ordinal tei que Ya. = ~. a.
0 

est limite. 
0 

Par A.C. il existe un bon ordre de 

On construit donc par induction sur les ordinaux < a 
0 

une famille 
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( f13) telle que 
s < a 

0 

i) f E TI y~ s iS < s 

ii) fs prolonge fi si f3 ? f 

iii) V ô .(. ~ < s f
13

(ô) ~ fs (~) 

La réunion des ( fs) 
13 < a 

est alors un élément de Y~ qui est donç 
0 

0 

non vide . Puisque /),.a est dense saturée, Ya est donc également non 
0 0 

vide - contradiction -

Y À est donc non vide. Soit q E": Y À • Par construction, on a q ~ .P 

et q e a 0 ·/'a C.Q.F.D. 

La preuve ci-dessus est compliquée parce, que l'on veut utiliser 

seulement l'axiome du choix pour les ensembles. 

La démonstration se simplifie beaucour si l'on suppose qu'il existe 

dans M une classe ~ qui ordonne bien M. 

En effet étant donné .p ~ C , on définit (.p ) Par induction sur 
a a~ À 

les ordinaux ~ À. 

.Po est le premier élément de !),. selon ~ qui minore ,p . Si 
0 

a= s + 1 , •.Pa est le premier élément de !),. selon ~ qui minore le 
a 

premier minorant selon ~ de la chaîne (ps) 
13 < a 

,pÀ est donc par construction un minorant de q qui appartient à 

n t, 
"' a ex < /\ 

Grâce au théorème I.1 et à la proposition I.5, on peut toujours 

supposer dans une démonstration de ZF + AC que l'on a un bon ordre de 

l'univers. 

Plus précisément, on a le théorème suivant dû à SOLOVAY. 
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Théorème I.6 

Soit tJ) un énoncé du langage de ZF démontrable dans la théorie 

GB + "Il existe un bon ordre de l'univers"+ AF (où GB désigne la 

théorie de GODEL-BERNAYS). Alors tJ) est démontrable dans ZF + AF + AC, 

Démonstration 

Supposons que ~ ne soit pas démontrable dans ZF + AF + AC. Il existe 

donc un modèle M (que l'on peut supposer transitif démontrable) de ZF + 

AF + AC qui ne satisfait pas tJ). 

Soit alors C la classe des fonctions définies sur un ordinal à valeurs 

dans M • L'ordre sur C étant défini par .,p ~ q ~ ,p .:J q en tant que 

graphe. 

C satisfait évidemment la condition (3) • 

D'après la proposition I.5, C satisfait donc (2) puisque M satisfait 

l'axiome du choix. D'après le théorème I. 1, si G est M-générique sur c, 
<M,G> I= ZFG + AF + AC . Mais G est clairement une surjection de 0 sur M 

n 
. 

On a <M,G"> I= 7 tJ) puisque MF 7 tJ) tJ) étant un énoncé du langage de ZF. 

D'autre part on a < M,G> t= tJ) par hypothèse puisque < M,G"> I= GB + "Il 

existe un bon ordre de l'univers" lorsqu'on prend pour classes toutes celles 

définies par un énoncé écrit avec e, =, G à paramètrffi dans M. 

D'où la contradiction. C.Q.F.D. 

B. Exemples de classes ordonnées ~ui satiqfont (2) 

Théorème I. 7. 

Soient d un ensemble de conditions de forcing dans Met C une classe 

de conditions de forcing dans M satisfaisant (3). Alors quels 

que soient e M-générique sur d et G M-générique sur C , ex G est 

M-générique sur d >< C et < M[e] ,G > F ZFG + AF 

La démonstration (qui utilise A.C.) résulte du lemme suivant 
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Lemme I.8. 

Soit (D.) une famille de classes denses saturées dans d ~ C 
]. . 

]. < µ 

indexée par un ordinalµ. Alors la classe /1 définie par 

11 = { f E C /VfJ i;; d V i < µ 3 9 ~ ,P 

saturée de C • 

Démonstration 

(q,f) ED. } est une classe dense 
]. 

Soit À = cl .x µ le cardinal de l'ensemble d >< µ . Soit cr lme bi-

j _ection de À sur d >' µ • Pour a < À , on pose cr(a) = (cr1 (a), cr2 (a)) 

de sorte que cr/q) é d et • On définit par induction sur les 

ordinaux < À deux familles et (q) de la manière suivante 
a a< À 

f E. C étant donné, on veut trouver g ~ f g f- /1 • On choisit f ~ f 
0 

q ~ cr1 (o) tels que (q , f_ ) E D ( )·Un.tel couple existe. car D o o o o-2 o • - cr 2 ( o) 

étant dense possède un minorant de (cr1 (o),f) 

On choisit de même f ~ f 
a+1 a 

et 

(cta+1 ,fa+ 1)E-Dcr_
2
(a+ 1). Un tel couple existe pour la même raison. 

Si a est limite(> o) , d'après l'hypothèse (3) faite sur C on prend 

f' qui mînore chaque 

c:ta ~ o-1 (a) tel que 

fS pour S <a. On choisit alors fa~ f' et 

(q ,f )~ D ( ) qui existe car D ( ) est dense. 
a a cr2 a 02 a 

Soit alors g un minorant de (fa) 
. a < À 

gui existe par (.3) .On a g G /1 

En effet soit ,p € d et 

cr
2

(a) = i . On a qa < .p 

on déduit (q . ,g) E D .• 
a i 

i < µ . Il existe a< À tel que cr1 (a) = -.P et 

et (q ,f ) ED. par construction. Comme 
a a 1 

C.Q.F.D. (lemme r.9.) 

g < f 
a 

. . . / 
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Remarque I.9 

La démonstration utilise un bon ordre de l'univers. Mais comme ce lemme 

est un schéma de théorèmes de ZF + AC , d'après le théorème I.6, ce schéma 

est démontrable dans ZF + AC • 

Démonstration du théorème I,7 

Il faut d'abord prouver que si e est M-générique sur d et G M-géné­

rique sur C , alors e ~ G est M-générique sur d ~ C • 

Il est clair que les éléments de e ~ G sont deux à deux compatibles 

et que tout majorant d'un élément de ex G est encore dans ex G. 

Soit alors D une partie dense saturée de d x C . Par le lemme I.8 , 

on sait que 

/:J.. = {fe: C/VpE. d :Jq ~ p (q,f) €. D:} est dense saturée. 

Soit donc h€Gf\/:J..Ona VpEd 3q~p (q,h)ED 

L'ensemble des q E d tels que ( q ,h) € D est donc dense dans C • Il 

existe donc q te tel que (q,h) <: D • On a donc bien D () e x G =v l\) 

Pour démontrer que <M[e],G>= ZFG + AF, il suffit de vérifier que 

M[eJ,G> satisfait les axiomes du schéma de remplacement écrits avec G car 

MCeJ satisfait ZF + AF puisqu'il s'agit d 1 lm forcing ensembliste usuel. 

Il suffit donc de prouver que C satisfait (2) dans M[e] . Soit 

(/:J..) une famille de classes (de Mfel) denses saturées dans C • Soit 
1.i<CI. 

p E e tel que 
0 

On po~ 

Di= {(p,f)/p ( p
0 

D. est saturée car si 
1. 

est incompatible avec 

et 

q~ 

Po 

/:J.. 
1. 

est dense saturée" 

Pl 1a f .é /:J.i}U{(p,f)/p incompatible avec Po} 

p et g~ f avec (p,f) f D. , alors ou bien 
1. 

et (q,g) € D. , ou bien q ~ p et ql 1-cï· g~ 1. 0 

et f ~ /:J.i , donc, comme le forcing faible respecte la conséquence logique 

p 

f 

. . . / 
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et comme on a q I la g ~ f et fG' !:,. ~ gE' /:,.. , on déduit (q,g)e D .• 
1 1 1 

D. est dense car soit (~,f)é d ~ C 
1 

avec p ~ ~ . On veut trouver 
0 

un minorant de (~,f) dans D. (si ~ est 
1 

incompatible avec ~ , on a 
0 

(p , f) E D. ) • Or p 11- " /:,.. est dense " o i o d i 
• Donc par forcing faible 

Vp ~ p
0 

:lq ~ p 3g ~ f ql Id g f !:, • • Par conséquent, étant donné 
1 

p ~ Po , il existe bien q ~ p tel que 

En appliquant alors le lemme I.8, 

1:,. = { fE C/V i < a Vp e d ]q ~ p 

On considère alors 

(q,g) é D .• 
1 

on sait que 

(q,f) ~ D.} est dense saturée. 
1 

X = { f E C /V i < a 3qE e (q,f)ED.} . Cette classe /:,. est définie 
1 

dans M[e} • Elle est dense saturée, En effet soit f E C • Puisque/:,. est 

saturée, il existe g ~ f tel que Vi < a Vp ~ d 3 q ~ p ( q ,g) (: D. • Donc 
1 

pour 1 fixé l'ensemble des q~d tels que (q,f)E- D. est dense saturé 
1 

dans d, donc rencontre e. On a bien alors 

On remarque enfin que 

Vi < a 3q ~ e 

Ll = n /1. 
1 i < a 

(q,g) ED. 
1 

Car soit 1 <a. On a M [ e J ~ f € /:,.i ~ 3 q f; e q I rci" f é /:,.i d'après 

le lemme de vérité pour d. 

C satisfait donc (2) dans M[e] . C.Q.F.D. (théorème I.8) 

Il est alors facile de trouver un modèle N de ZF + AF et une classe 

ordonnée C de N satisfaisant (2) et ne vérifiant pas (3). 

On prend par exemple dans M la classe C des fonctions dont le 

domaine est un ordinal (l'ordre étant le prolongement des fonctions). Soit 

d l'ensemble des fonctions définies sur un entier à valeurs dans {0,1} 

et soit e un M-générique sur d ( e est une fonction de domaine w .... 
a 

valeurs dans {O, 1 } ) • 

C satisfait (3) dans M, donc, d'après le théorème I.7 C satisfait 

(2) dans M[e]. 

. . . / 
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Cependant C ne satisfait pas (3) dans M[el puisque la famille 

(etn) composé d'éléments deux à deux comparables n'est pas minoré 
n < w 

dans C . 
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II - DEFINITION DU FORCING FAIBLE DANS LE CAS OU LA 

CLASSE DE CONDITIONS DE FORCING SE PLONGE DE FAÇON 

DENSE DANS UNE ALGEBRE DE BOOLE COMPLETE POUR LES 

ENSEMBLES. 

Définition II. 1 

Soient C une classe de conditions de forcing de M et C une algèbre 

de BOOLE M-complète pour les ensembles qui est une classe de M. 

On dit que C se plonge de façon dense dans C s'il existe une fonction 

h (qui est une classe de M) de C dans ~-{~} vérifiant 

1. h est croissante 

2. Vp,q(: C p incompatible avec q ~ h(p)" h(q) = © 

3. Yc 1: C - {(o} 3p e c h(p) ~ c 

On donne alors une caractérisation des classes de conditions de forcing C 

qui se plongent de façon dense dans une algèbre de BOOLE complète pour les 

ensembles. 

On définit pour cela une classe :f" de M obtenue à partir de C en 

clôturant C par conjonction infinie et négation. 

Plus précisément on définit par induction sur les ordinaux une famille 

( q:) de la manière suivante 
ClO:,EO 

n 
, et I'.<\ étant deux symboles distincts et distincts de O , on pose 

U $"$ U {('1,F)/F € U 1i°'S}U{(-1:\,4>)/1 C: U fS}LJ{(o,p)/pEC n V} 
s < 0: s < 0: s < 0: 0: 

On pose !fi= u 
Cl€ 0 

n 

!fi' • Il est clair que {o} x C ~ 'Y , que 
~ 

F € ~ ~ (1 ,F) E a1 et que si qi est un ensemble d'éléments de g;' , alors 

(M ,4>) € ~ • 

On définit la profondeur d'une formule F € [J{ comme le premier ordinal 

o: tel que F E 'F' . 
0: 

. . . / 
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Dans U, C est un ensemble. On peut donc définir par induction sur la 

profondeur de F e. 9-" une relation notée p P F à deux arguments p E C 

et F €if. 

Les clauses d'induction sont 

p l> (o,q) ~ p < q 

p p (, ,F) ~ Vq < p 

pp- (M ,cp) ~ VFE: cp 

On vérifie aisément que p ~ F et q ~ p ===} q j::> F , que 1 'ensemble 

Ça.ans U) des p tels que p t>- F ou p t:::> (-r ,F) est dense saturé, que 

p p- (ï, (7 ,F)) ~ p l>- F et que p t:> FI\ et p p- F 1➔ F 
2 

9 p .l:> F 
2 

(où le symbole -> est défini de manière usuelle à partir de 1 et M). 

Théorème II.2 

Soit C une classe de conditions de forcing de M. Les deux conditions 

suivantes sont équivalentes 

1. La relation p- est une classe de M. 

2. C se plonge de façon dense dans une algèbre de BOOLE complète 

pour les ensembles, le plongement étant une classe de M. 

Démonstration 

1 ~ 2 • On définit la relation de préordre suivant sur ~ • 

Sur [Jï' , on considère alors la relation d'équivalence 

F 
1 

.:. F 
2 
~ F 

1 
~ F 

2 
et F 

2 
~ F 

1 

On pose [F 1 = 1 'ensemble des éléments F' de or de rang minimum tels que 

F' = F 

Soit ~ = { (F 1 /F€. ~} • Œ! est une classe de M • 6:: peut être munie 

/ 
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d'une structure d'algèbre de BOOLE complète en posant 

1l = [(0,1c)J (1 est le plus grand élément de C) 
C 

[F J A [G] = [(~, {F, G} j 

[F}c = [( 7 ,F)] 

On vérifie que ces définitions sont indépendantes des représentants 

choisis et que les axiomes des algèbres de BOOLE sont satisfaits, en 

utilisant les propriétés de f> . 

Montrons que C est M-complète pour les ensembles. Soit l/J un 

ensemble d'éléments de ~ • On peut trouver un ensemble <fi d'éléments 

de tf tels que 

l/J = { [F] /F e <fi} 

Alors [(M, <fi)] est la borne inférieure de l/J • En effet 

Vp E. C PC:-- (M,<fi) ~ VFE <fi p t>F 

On a donc 

[(M,<ïi)] ~ [_FJ 
Inversement soit G €. (y' tel que VF E-<fi r Gl ~ [F] 

On a donc 

Vp €. C pC> G ====;,, p P,- F 

donc G ,< (IX\, <fi) 

En passant au quotient [G1 ~ [(M, <fi)} 

l/J admet donc une borne inférieure. 

On définit alors h : C ~ t - {O} par 

h(p) = [(O,p)] 

h est une fonction croissante. 

En effet par définition de D , on a 

pt> (o,q) ~ p ~ q 

Soient alors 

p et q E. C p ~ q 

. . . / 
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VrêC r[>- (o,p) s. r, p ~ r < q ~ r C> (o,q) 

donc (o,p) ~ (o,q) et par conséquent h(p) ~ h(q) 

Soit c € C -{©} et F € ~ [F] = c 

Il existe p € C p t>- F sinon 1 C> (1' ,F) 
C 

On a donc [(o,p)J ~ [F) car q t>- (o,p) =4- q < p ~ q t> F 

Soient p et q € C 

Si h(p) A h(q) ~ (l), il existe r€.C r I> (M,{(o,p),(o,q)}) 

c'est-à-dire r f> (o,p) et r [> (o,q) donc r ~ p et r ~ q. 

p et q sont donc compatibles. C.Q.F.D. ( 1 2) 

2 ~ 1 Soient ~ une algèbre de BOOLE complète et h un plongement 

dense de C dans C , Cet h étant des classes de M. 

On définit par induction sur la profondeur de F E !'F , une relation 

fonctionnelle h de 5 dans œ , les clauses d'induction étant : 

h(F) = h(p) si F = (o,p) 

h(F) = (h(G))c si F = (7,G) 

h(F) = inf {h(G)/G E <I>} si F = (M ,<I>) 

On a alors p I> F ~ h(p) ~ h(F) 

En effet par induction sur la profondeur de F, on a 

p [> (o,q) ~ h(p) ~ h(q) ~ p ~ q· (condition de plongement) 

h(p) /\ h(F) = (!) 

~ Vq ~ p h( q) -\ h(F) ~ 'fq ~ p q (\,- F 

p C> (M ,<I>)~ h(p) ~ inf {ÏÏ ( G) / G 1:: <I>} 

~ VG E <I> h(p) ~ h(G) ~ \l'G E. <I> p t> G 

ce qui prouve que la relation t> est une classe de M 

C.Q.F.D. (2 ~ 1) 

. . . / 
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Définition du forcing faible avec une classe C de conditions de forcing 

qui satisfait les conditions équivalentes du théorème II.2 

Théorème II.3 

Il existe dans M une seule relation à deux arguments notée Pl~ t 
où p décrit C et t décrit la classe des termes de la forme 

a f b , a~ b , a = b , a ~ b satisfaisant les conditions ci-dessous 

Pl 1-atb ~ Vq ~ p 3r ~ q 3 ( c ,fi) E. b r ~ fi et ri r-a= ë 

Pl 1-i\b ql'k-
- -

~ Vq-~ p a E: b 

Pit-;" b~ Vq ~ p 3r ~ q [3 ( c ,fi ) E-b r ~ fi et rll-ë6-a ou 

3( C ,fi) 1: a r , fi et rll-ë\b] 

-a=b ~ Vq ~ p ql 1- a= b 

Démonstration: Unicité 

On munit la classe des .. termes de la forme indiquée de la relation bien 

fondée suivante 

a*b<c•d~ 

[rga U rgb < rgc U rgd J ou [rga U rgb = rgc U rgd et rga () rgb < rgc n rgd] 

ou [rga U rgb = rgc U rgd et rga A rgb = rgc () rgd et f précède E et \ précède ~ 

lorsque ;t:.-
1 

• parcourent l'ensemble des quatre symboles E,,, = , ~. On voit 

alors par induction sur les termes pour cette relation bien fondée qu'il existe 

une seule relation satisfaisant les clauses ci-dessus. 

Existence 

Soient h et œ comme en II.1. On définit simultanément 

[a€ i;ff IC et Il a = b] IC par induction sur 

(rga U rgb, rga O rgb) pour le bon ordre 

( a ,8 ) ~ ( a ' ,8 ' ) ~ a < a ' ou a = a ' et 8 ~ S ' 

Les clauses d'induction sont 
. . . / 
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sup h(p) A [c ~ a]~ V sup h(p) A [c t b]~ 
( C ,P) e b ( C ,P) E. a 

pEC ptC 

On pose Plf-ae"'t ~ h(p) ~ [aEb]~ 

Pll-a~b ~ h(p) ~ [a<; b]~ 

PI t- a\ b ~ h(p) ~ [a \ lilq: 

P 11-a: = 13" ~ h(p) i- 1c ~ a= b Q:: 

(a.) 
1 i E I 

étant une famille d'éléments de ~ , on sait que 

h(p) ~ sup a.~ Vq <P 3r ~ q 3i6 I h(r), a. 
i~I l l 

On a alors 

p 1 ~ aéb ~ h(p) ~ sup h(s) A [a:\ ëJ~ 
(c,s) € b 

sEC 

~ Vq~ p 3r ~ q 3(c,s)e b h(r) ~ h(s) /\[a:\= ë]c 
C 

donc par définition de r 1 ~a= ë , on a 

Les autres formules se démontrent d'une façon analogue. C.Q.F.D. 

On étend alors cette relation de forcing faible aux énoncés clos écrits 

avec E. , = , r ( symbole de prédicat un aire) à paramètre dans M . La définition 

se fait par induction sur la longueur de l'énoncé. 
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Si E est de la forme a E b, a\ b, a = b, a :\ b, p 11-E a déjà 

été défini. 

Si E est r(a) on pose 

pl f-r (~) ~ Vq_ ~ p 3 r ~ q_ 3 s ~ r r 11-s = a 

p I f- E .A F ~ p 11-E et p 1 1-F 

Pll--iE ~ 
, (~ ~ b) ou 

Vq_ ~ p q_l'k- E lorsque E n'est pas de la forme 

1 (~ ~ b) 

p 1 1-VxE(x) <:=.> Vx p I t- E(x) 

P+oposition II.4 Propriétés du forcing faible 

1. Vq_ ,.;; p p 1 1-E =-9 q_ I f- E 

2. Vp 1 q_ ~ p q_ 1 1-E ou q_ l 1- 7 E 

3. Pl!-E ~ Plf-ï1E 
4. p I r E et p 1 1-E -?' F =:?;> p I r F 

5. Pour tout théorème T du calcul des prédicats construit sur le 

langage c-.: , =,r, on a p 11-T pour tout p E C 

Démonstration 

1. On prouve 1. par induction informelle sur la longueur de E. 

Si E est de la forme a E b, a\ b, a = b, a ~ b, c'est vrai car h est 

croissante. 

Si E est r (x) c'est vrai par définition de p 11-rr (x) 

Si E est F /\ G p 11-F A G <a===> p 11-F et p 11-G donc par hypothèse 

d'induction si on a q_ ~ p, on a q_ 1 1-F et q_ 1 f--G c'est-à-dire q_ 1 1-F /\ G 

Si E est 7 F, soient p et q_ ~ p p 11-7 E • Si 

r ~ q_ r 11-7 "1E c'est-à-dire 3 r ~ q_ Vs ~ r 3 t ~ s 

;J t ~ p t I r E ce q_ui contredit le fait q_ue 

p I r-1 E <=> Vq_ ~ p q_ 1 f- E 

q_ 1',k-1 E, il existe 

t 11-E donc 
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Si E est VxF(x) c'est vrai par hypothèse d'induction puisque 

Pl 1--VxE(x) ~ Vx Pl 1-E(x) 

2. Montrons d'abord que pour tout énoncé E, on a 

Pl 1-ïE <=9 Vq ~ p ql't- E 

C'est la définition lorsque E n'est pas de la forme a~ b ou 

Si E est par exemple a E: b, on a 

Pl 1-, E <'~ h ( p) ' f â 'b] ~ 
donc Pl 1-1 E ~ Vb E !B b/\[a Gb] C = (]) en particulier 

Vq <p h(q) A [aEb] C = ID soit q}k-- a ~b 

Inversement si Vq ~ p q'N: a€ b , on a Vq ~ p h(q) -~ra é bJ 
c'est-à-dire Yq ~ p h(q) A [a Eb]~ "(]) 
soit par densité 

Vb~/B - {©} b ~ h(p) =9b /\ [aEb] ~ = © 

c'est-à-dire h(p) ~ [af:b] ~ ou encore Pl l-1(a€.b) 

Dans ces conditions on a 

Vp ,3q ~ p ql f- E ou ql 1-, E pour chaque énoncé E • 

3, On démontre 3, par induction sur la longueur de E. 

C'est évident lorsque E est de la forme a €:b , a= b, a \b, a~ b 

parce que si b E ~ bec = b 

Oria 

Pl 1-,-rr(x) <?=> Vq < p :Ir~ q V.s-$ r 3t ~ s 3t';,,. t tl 1-x = t' 

~ Vq < p :Ir~ q 3s -~r ri!- X= g ~ Pll-r(x) 

on a 
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On a p 11-1 , ( E A F) <=> J/ q ( p 3 r , q r 11-E et r 11-F 

~ (hypothèse d'induction) p I 1-E et p I t--F 

~ Pl r E et F 

On a p I f- 7 1 VxE(x) ~ Vq ~ p 3 r ~ q Vx r 1 1-E(x), ce qui entraîne 

Vx Vq ~ p 3 r , q r 1 1-E(x) donc par hypothèse d'induction Vx p I r E(x) 

soit p I r V.xE(x). Inversement si p I r 'f.xE(x) on a évidemment 

Vq, p 3r ~ q ri 1-VxE(x) 

4. Pl r E-'.► F ~ Pl r ,(,FA7,E) ~ vq ~ p q 11-, F ou q'N,_-,,E 

donc si p 11-E on déduit V q <. p q* F donc p I f-ïïF donc d'après 3. 

Pl 1-F 

5. On vérifie que chaque axiome du calcul des prédicats est forcé par 

tout élément de C et que chaque règle est compatible avec le forcing. 

Le modèle M [GJ 

Soit G une partie de C M-gênérique sur C. On définit une relation 

binaire R dè domaine M par 

aRb ~]p €. G 

Cette relation est bien fondée (A.F) 

(a,p) E b 

Soit~ la fonction contractante pour R sur M définie par 

'Ga = { 'e b/bRa} 

On pose M f G] = e (M) 

Par construction, M [G] est une ensemble transitif dénombrable. 

Proposition II.5 

jon a MCM[Gj 
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Démonstration 

Soit a~ â la fonction de M dans M définie par induction sur le 

rang de a par 

on a If; â = a • En effet on le prouve par induction sur le rang de a • Si 

b ~ a on a b = ~ ô mais (ô, 1LC) € â entraîne ôRâ puisque 11c é G • Donc 

~ô €. <e â soit be:~ â • Inversement soit 'eu 6 'eâ • Par définition de 'G, 

on a ~u = ~ô avec b E. a • Mais 'eô = b donc b € 'e â. C.Q.F.D. 

Lemme II.6 (Lemme de vérité). 

Soit E énoncé clos écrit avec E , = , I"' à paramètres a
1 

, ••• , an€ M 

Alors < M[G],G> t= E( ~a1 , •.• , 'ean) ~ lP E G p Il- E(a1 -,. , • , an) 

lorsqu'on interprète r par G • 

Démonstration 

On prouve d'abord le lemme pour les formules de la forme a ~ b, a\ b, 

a= b, a~ b par induction sur la classe de ces formules pour la relation 

bien fondée utilisée en II. 3. 

Si < M[G} ,G> \= &a ê ~b c tel que cRb et 

donc 3 q E. G 

Par hypothèse d I induction 3 p E.. G p 11--a = ë 
Soit r (.. G r ~ p et r ~ q • On a ri j- â f b car 

Ys ~ r ;Jt ~ s t ' q et t Ir a = C implique ri r 
le théorème II.3. 

- -
afb d'après 

- -Inversement soit p E; G p 11-a E. b ; D'après le théorème II. 3 , on a 

Vq~ p :l'r~ q 3(c,s)fb r ~ s et r I t-" â = ë 

Comme p € G et comme la classe des r tels que 3 (c,s) E b 

ri j- a = ê est dense au-dessous de p , il existe r ~ p r € G , 

r ~ s et r I l-â = ë 

r ~ s et 
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Par hypothèse d'induction on a donc <M[G],G> I= ~a= <ec 

D'autre part on a t c € 'e. b puisque ( c ,r) e b avec r E G 

Donc < M[G] ,G.> l= <e a é: 'e b • 

Si < M[G] ,G.> = 'e a E- fb alors, par hypothèse d'induction 

Vp E:. G 

donc puisque la classe des p qui décident a ~b est dense, il existe 

q{:G ql/-aE.b 

Inversement s'il existe q f G qj ~ a E b alors Vp € G 

donc (hypothèse d'induction) < M[G] ,G > ~ Fa E 'f: b 

C'est-à-dire <. M[G] ,G ::> i= f. a\ fb 

Si < M[G] ,G > I= f- a °' î;ob on a par exemple ( c ,q) <:. b avec q E. G 

et < M[GJ ,G> I= '&c \ 'e-a donc (hypothèse d'induction) 

3péG Pit- ë\a 
Soit r E G r, p r ~ q • On a Vs ~ r 3 t ~ s 

Donc par le théorème II. 3 r 1 1-a ~ b 
Inversement soit p E G p 11-a ~ b 
Alors par le théorème II.3 , on a 

Yq ~ p 3 r ~ q [3 ( c, s) E b 
- -

s ~ r et r 11-c E a ou J ( c , s ) E a s .;;;i,, r et 

si~ ë \b] 
\ 

Donc la classe des r tels que 

3(c.s) f b s ;;. r et r 11-ë \ a ou 3 ( c, s) " a s ?' r 

est dense au-dessous de p . Comme p f G , on déduit qu'il existe r E G , 

r~ p et par exemple (c,s)E. b s ;►,. r et r 11-ë E: a . Donc 'f.cEtb 

et nar hypothèse d'induction 'ec \ ~a 

C'est-à-dire < M[G] ,G > \= 't'a ~ L·b 

Si < M [GJ ,G > i= 'e a = t b alors Vp ~ G P'!-k a \: b 
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donc puisque la classe des p qui décident a ~ b est dense , on a p E. G 

Pjt--a=b. 

Inversement soit p E G Plr a= b • Alors Vp E G prk;, a~ b 

donc (hypothèse d'induction)< M[G] ,G > 'l\ ~a= ~b 

C'est-à-dire < M [G], G >- t= ~ a ~ <eb 

On montre alors le lemme de vérité par induction (au sens intuitif) 

sur la longueur de E. 

Si< M[G] ,G>I= txEG, on a s EG s = ~x. Par hypothèse d'induction, 

il existe p€G p ~ s et Pli- S = X 

On a donc Vr ~ p rlr-x=s è.onc Pl r r(x) 

Inversement soit p~G Plr r (x) c'est-à-dire 

Vq .~ p 3 r ~ q 3 s ?;, r ri 1- x = s 

Par densité sous p , il existe donc r € G et s 7 r r I t- x = s 

Par hypothèse d'induction on a < M [G] , G > I= t x = s , et par propriété 

des génériques r E G et s 3' r ~ s f G 

donc M[G] ,G>-~ \;x tG 

Si M[GJ ,G :> F 1E alors Vp E. G Pfr E donc puisque la classe des p 

qui décident E est dense, il existe p E: G p I r 1 E • Inversement soit 

p E G p I t- 7 E • Si E était vrai dans < M [G] , G > il existerait par hypothèse 

d'induction q (: G q 11-E donc on aurait s ~ p 

ce qui contredit la définition de p If- ï E 

s ~ q s I r E et s l 1-7 E 

donc < M[G J,G > I= ï E 

Si < M [G ], G > I= E A F alors 3 p E. G p Ir E et 3 q E G 

:l r ~ G r ~ p et r ~ q r 11-E et r 11-F c'est-à-dire 

Inversement soit p (: G Pl 1- E /\ F • Alors Plr E et 

hypothèse d'induction < M[G] ,G > I= E et < M[G] ,G > t= F 

C'est-à-dire < M[G] ,G > I= E" F 

q Ir F donc 

r lt--EAF . 
Pl j- F donc par 
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Si Vp t G 

p If-- ï VxE(x) 

p'ti:-VxE(x) alors par densité il existe p E G 

c'est-à-dire Vq_ ~ p 3' r ~ q_ :1 x ri j- ï E(x) 

(car autrement on aurait q_l 1-·17 E(x) et on a prouvé q_ue 

ql f- E -<.==;> ql r- "l ·1 E). La classe des r tels qu'il existe x rit- 7 E(x) 

est dense sous p. Comme p € G, on a r e G r ~pet x tels que 

ri j-- 7 E(x) c'est-à-dire < M[G] ,G> I= ï E((t' x) soit < M[G] ,G > i= 7 VxE(x) 

Inversement s'il existe p € G p I j- VxE(x), on a Vx p 11-E(x) 

donc { hypothèse d'induction )<M [GJ ,G > I= E( '(; x) pour tout x f M • 

Donc < M[G] ,G-;, I= VxE(x) C.Q.F.D. (Lemme de vérit8). 

La fin de ce chapitre est consacrée à l'étude de quelques propriétés du 

forcing et des extensions génériques. 

Lemme II.7 

Soient Cet D deux classes de conditions de forcing. On suppose que 

Cc D et que C est dense dans D. 

Soit G un M-générique sur C • On sait que 

H = {d é D/Jp E G p ~ d} est M-générique sur D • 

Dans ces conditions on a M[G] c M[H] 

Démonstration 

Soit ~ la fonction contractante pour la relation 3 p E G(a,p) E b. 

Soit~ celle pour la relation 3d ~ H (a,d) ~ b. 

On définit par induction sur le rang de a dans M la fonction 
,V 

a ,..,-+ a par 

a= {(b,p)/(b,p) E a et p € C} 

On montre par induction sur le rang de a que 



II - 30 

En effet soit U E 'e a . Il existe (b ,p) é a avec p E G tel que 

~b = u • Donc 
,..,, ) ,..,, 

(b ,P € a . Comme GC H 
' 

on a 'fb E 'l1â' • Par hypothèse 

d'induction on a = 'e;; b 
,V ,V 

Inversement si u e 'l'â'.' u = 'fb donc U E 'fa . 

alors u='fc avec (c,d)Eâ' et dEH.Maispardéfinitionde ~,il 

existe (b ,p) € a avec p E G tel que (b,p) = ( c ,d) donc 'G' b E ta 

c'est-à-dire 

C.Q.F.D. 

Remarque 

soit u E <e a 

Sous les conditions du lemme ci-dessus, si C est dense saturée 

dans D , alors Mf G] = M [H] 

Théorème II.8 Forcing produit 

Soient Cet D deux classes de conditions de forcing de M. On 

munit C x D de l'ordre produit. On suppose que la relation de 

C-forcing faible est une classe de M. 

1. Soit F un M-générique sur C :>< D 

Soit G = {fE C/Jpt.. D (f,p) E: F} 

Soit H = {p f D/3 f t: C ( f ,P) e F} 

Alors F = G>< H et G est M-générique sur Cet H est c:::M[G],G>­

générique sur D. 

2. Inversement soit G une partie de C M-générique sur C et H 

une partie < M (GJ ,G > générique sur D • Alors G 7'- H est M-générique 

sur C ;,<. D 

3. De plus si la relation de D-forcing faible est une classe de M, 

on a (sous les hypothèses 2) 

G est <. M [HJ ,H > générique sur C • 

Démonstration 

1. Il est clair que F = G ~ H d'àprès les définitions de 

G et H et les propriétés des génériques. 
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Montrons que G est M-générique sur C. 

Il est clair que deux éléments de G sont compatibles et que tout 

majorant d'un élément de G est encore dans G. 

Reste à prouver que G rencontre toutes les ~lasses denses de M. 

Soit X une classe de M dense dans C . Alors X~ D est dense 

dans C X D et rencontre donc F. X rencontre donc G qui est la section 

de F par C. 

Montrons que H est < M[G] ,G> -générique sur D • 

Il est clair que deux éléments de H sont compatibles et que tout 

majorant d'un élément de H est encore dans H. 

Il reste à prouver que H rencontre toutes les classes denses de 

<: M[G] ,G>. 

Soit Y une classe de < M[G] ,G > dense dans D • Par le lemme de vérité 

soit f E G f I L - " Y est dense dans D " o o rc 

Soit Z = { ( f ,p) /f incompatible avec f ou f ~ f 
0 0 

et fi ~ "p € y "} 

On vérifie facilement que cette classe est dans M (car par hypothèse 

la classe I r-c est dans M) et dense dans C ~ D. 

Soit donc ( f 
1 

,P 
1 

) E G X H f'I Z 

Comme f
1 

E" G on a nécessairement f
1 
~ f

0 
donc par le lemme de vérité, 

on a p
1 

f Y c'est-à-dire Y fî H ~ ~ 

H est donc bien < M[G] ,G> -générique sur D . 

2. Il est clair que deux éléments d~ GX H sont compatibles et 

que tout majorant d'un élément de GX H est encore dans G x H. Il reste à 

prouver que Gx H rencontre toutes les classes de M denses dans C ~ D. 

Soit donc Z une classe de M dense dans C x D. 

Soit Y= {p€D/JfE G (f,p)E Z} • Cette classe est dans < M[G] ,G> 

et dense dans D • En effet soit p f D • On pose 

Y = { f <: C/3 q ED 
p 

et ( f ,q) é Z} 

Y est une classe de M dense dans C car Z est dense dans C x D 
p 

Soit donc f € G f'\ Y . Il existe q E. D q ~ p 
0 p avec (f ,q)E Z 

0 
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c'est-à-dire q € Y 

Soit donc p f H n Y • Par définition de Y , il existe f~ G tel que 

(f,p)€ z donc z n G x H ~ ~ 

3. L'isomorphisme évident entre C;,< D et DXC montre en 

utilisant 1 en échangeant les rôles de Cet D que 

G est <::M[H] ,H> -générique sur C • C.Q.F.D. 

Théorème II.9 Décomposition du forcing 

Soient Cet D deux classes de conditions de forcing et 'e une fonction 

(qui est une classe) normale de C dans D c'est-à-dire 

1. l'image de C par ~ est prédense dans D 

2. Vp E C 

On suppose de plus que les relations de C-forcing faible et de D-forcing 

faible sont des classes de M. 

On pose H = { d <= D/3p E G d ~ é p} 

Soit C' ='e- 1 (H) 

Alors H est M-générique sur ,D et G est <M[H] ,H> -géntrique sur C' 

La démonstration de ce théorème est semblable à celle du cas ensembliste 

Les théorèmes II.11 et II.12 étendent le théorème de décomposition 

à un cas un peu plus général 

Lemme II.10 

Soient C et D deux classes de conditions de forcing de M. On suppose 

que la relation de C-forcing faible est une classe de M . Soit G une 

partie M-générique de C • Soit H une classe de < M[G] ,G > contenue 

dans D satisfaisant 

1 • d f: H et e ~ d ')- e E: H 
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2. d <: H et eE-H =4> d et e sont compatibles 

3. Vp f. C H()Z :V~ ... z = y lJ yC ou avec p t p p 
y = {dt D/p j fc "d \ H"} p 

et Yc = {d E D/ d incompatible avec tous les .éléments de Y } 
p p· 

On pose <ep = { d E.D/Ve ~ d 3'q ~ p qj 1-ë "e EH"} 

On dit que d ► ~ p 

Soit enfin p € G 
0 

si Ve t 'ep e"'d 

(Il existe un tel 

de vérité car 1 A 2 A 3 s'exprime par un énoncé) 

p par le lemme 
0 

i) Vp ~ p
0 

Vd€ <ep 3q ·~ p d ~ 'e,q et Yp ~ p
0

Vd p j rc'd ~]_"~ 'fp ~ d 

ii) Vp ~ p 
0 

iii) Vp ~ p 
0 

Démonstration 

i) Soit p ~ p
0 

et soit d E 'ep . Par définition de <f p , il exi3te 

q ~ p , q l lc-"dé: H" • Montrons que Ve f ({)q , on a e ~ d • Sinon par 

par l'absurde on al:rait f e IE'q incompatible avec d • Mais f G <E'q ==:> :l r ~ q 

r I rc "f E H" • Mais r j ~ "d € Jr' ce qui est impossible parce q1:,_e f et d 

sont incompatibles et parce que 

sont compatibles" • 

r ~ p ➔ r 1 ~ "deux éléments du générique 
0 

D'autre part soient p ~ p 
O 

et d tels que p I le-"d E H" • On veut 

prouver que <(> p ~ d . Supposons qu'on ait e C: ~ p e ~ d • Il existe alors 

f ~ e , f incompatible avec d. Comme e E ~p , il existe q ~ p tel que 

q I le "f E H" • On aurait alors 

q l fë-"f € ]_ et d EH" ce qui est impossible car 

q ~ p
0 
~ q l lc-"deux éléments de H sont compatibles" 

ii) Supposons t' p = ~ • Alors Vd d \ <fit> donc 3 e ~ d tel que 
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Vq ~ p qJ ~ "e f H" • Par définition du forcing faible 3. e ~ d 

p J fc "e ~H" ce qui signifie exactement que Zp = Yp . Soit alors G' 

un M-générique sur C contenant p • Soit H' l'image de JL dans 

< MfG'] ,G'> • Comme 

- contradiction -

p ~ p , on a 
0 

d' 6 H' (\ Yp c'est-à-dire 

iii) Sinon par l'absurde 3 p ~ p 
O 

p I le nvd € If p d € H" donc 

(forcing faible) Vd E. ~p Pl rc d\ H" 
Mais d'après ii) on a 'fp \: ~ • Soit d € ~p • Par définition il 

existe q ~ p 

Théorème II.11 

1 L "d f H" q IC ce qui contredit le fait que 

1 H est M-générique sur D. 

Démonstration 

C.Q.F.D. 

On pose <f (G) = {dED/Jp ~. p
0 

pG G d:;;:, ~p} • On a 'e(G) = H 

En effet si d € t'(G) il existe p ~ p
0 

p E G d 9 tep donc par II.10 Hi) 

3d 1 E H n '( p donc d
1 
~ d soit d <;: H • Inversement soit d € H • Il existe 

p ~ p
0 

, p € G tel que pj f-ë "d E:.!i." donc par II.10 i) on a 'f p" d . 

Montrons que ce ( G) est M-générique sur D • 

Il suffit de prouver que si X est dense dans D (X classe de M) alors 

X n <e'(G) ~ \ 

Posons Y= {p ~ p /3x'2X x ~ rp} 
0 

Y est dense dans C sous p • En effet soit p ~ p • D'après II.10 ii) 
0 0 

on a ~ p :.\: ~ • Par densité de X on a donc x é X () 'f p • 

Donc il existe q ~ p ql le 11x € H" donc par II ii) on a 'e q ,( x . 

C.Q.F.D. 
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Théorème II.12 

Soit C' = {p ~ C/ 3 d E f p n H} 

On suppose que la relation de D-forcing faible est une classe de M. 

Alors G est < M[H] ,H> -générique sur C' . 

Démonstration 

On sait d'après II.1O iii) que G c C'. Il suffit de prouver que G 

rencontre les classes de< M[H] ,H > qui sont denses dans C'. 

Soit Z une classe de < M[H] ,H > dense saturée dans C' • 

Soit A ={q e. C/ 3 p ~ q Vd(dE ~ q ~ dl~ "p € 2_")} 

Montrons que A ('\ C' C Z 

Si qEA (\ C', il existe p ~ q tel que Vdf lf q dl~ 11p€_~" 

Comme q E:. C ' , il existe d <f. H (1 Cf q • Donc par le lemme de vérité on a p 6. Z 

Montrons que A(\ C' 
Po 

est dense dans représente la classe 

des minorants de p dans C'). 
0 

Soit en effet r t C' . Comme Z est dense dans C' , soit p € Z 
Po 

p ~ r . Il existe donc d E H tel que d 11-n"p (.1._" • Comme p ( C' , il 

existe d
1 

€ H n <fp • Soit d'un minorant commun de d et d
1 

. On a d' € lfp • 

Comme p ~ p on peut appliquer 
0 

II.1O.i). Il existe donc tel que 

VeE'fq e~d' ce qui signifie par définition que q E A • 

Soit alors X= AU Ac (où Ac désigne la classe des éléments de C 

incompatibles avec tous les éléments de A). X est une partie dense de C • 

Soit p ~ p p E'. X n G • On ne peut avoir p E Ac car p f C~ et A n C' 
o o Po 

étant dense dans C' , on aurait q ~ p 
Po 

Donc p E A () G • Comme A () C' C Z , on a bien pt Z () G • C.Q.F.D. 
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III - EXTENSIONS GENERIQUES EMBOITEES 

Préliminaires 

Défini tian III. 1 

Soient C et D deux ensembles de conditions de forcing. On dit 

que C est emboité dans D et on note C ~ D lorsque 

1 • C c D et 1lc = \ 

2. Si p et q E: C sont incompatibles dans C , ils le sont encore 

dans D • 

3. Sin c C est une partie prédense de C , alors n est aussi 

prédense da~s D. 

Il est alors clair que si H est M-générique sur D , H ne est 

M-générique sur C. 

On rappelle que si l'on désigne par t l'algèbre de BOOLE des bons 

ouverts de C muni de la topologie de l'ordre, l'application h de C 

dans t définie par 

h(p) = {q E. C/q .~ p} vérifie alors 

1. h est croissante 

2. p incompatible avec q ~ h(p)A h(q) = © 

3. Ve (: !V - {O} ,:JpCiC h(p) ~ C 

On appellera h le plungement canonique de C dans œ . 

Proposition III.2 

Soient Cet D deux ensembles de conditions de forcing. On suppose 

C emboité dans D. Soient œ etl) les algèbres de BOOLE complètes 

associées comme ci-dessus. 

Alors t est isomorphe à une sous-algèbre de BOOLE complète de ID. 
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Démonstration 

Soit i : C ----'> ]) définie par 

pour X SC 

(Xc désigne l'ensemble des éléments de C incompatibles dans C avec tous 
C 

les éléments de X et ~ désigne l'ensemble des éléments de D incom­

patibles dans D avec tous les éléments de X) • 

est évidemment injectif. Montrons que i est croissante . Soit 

• On veut montrer que ~ ç;;_ Y~ 

f . C O • XC ef et soit p ~ XD . n sait que n = X U C est prédense dans C 

donc par condition d' enboîtement pré dense dans D . Alors Vq ~ p q E. ~ 

et q est compatible avec un élément den qui est nécessairement dans ~ 

puisque q est incompatible avec tous les éléments de X . Comme 

XC C yc 
C - C 

C::: yC 
-D , on a Vq~ p q est incompatible avec un élément de yC 

D 

c'est-à-dire C yC est un ben ouvert de D p E YD puisque 
D 

. 
1 est donc croissante et par suite est un homomorphisme injectif et 

complet d'algèbres de BOOLE complètes. C.Q.F.D. 

Soit alors (C) une famille croissante d'ensembles de conditions 
a a €On 

de forcing emboîtés c'est-à~dire 

a~ S ~ Ca~ CS 

On pose C= LJ C 
a e On a 

et 11c = 1lc qui ne dépend pas de a. On se 
a 

propose d'étudier les extensions génériques de M à partir de C. 

Soient a: 
a 

l'algèbre de BOOLE complète associée à C 
a 

plongement canonique de C 
a 

dans C • 
a 

En remplaçant les t 
a 

et h 
a 

le 

par des algèbres 

de BOOLE isomorphes notées encore t 
a 

par abus de langage, on peut supposer 

croissante que la famille (t) 
a a E On 

est 

algèbre de BOOLE complète de tS . 

et que si a~ S C 
a 

est une sous-
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Dans ces conditions C = 1J t est une classe qui est une algèbre 
Cl, 

aEOn 

de BOOLE complète pour les ensembles. L'application h de C dans œ définie 

par 

1. h est croissante 

h(p) = h (p) 
Cl, 

si p f C vérifie 
Cl, 

2. Si p et ~ sont incompatibles, alors h(p)Ah(q) - © 

On appellera h le plongement canonique de C dans ~ • On sait donc 

par le théorème II.3 définir le C-forcing faible. 

Proposition III.3 

Si ( clôt a U clôt b) () C c: Ca 

p 1 ~ a f b ~ p 1 1-a e b et 

et p € C , on a 
a 

Pl~ a: :\= b 4=>- Pl 1-a :\= b a 

Ir;; désigne le forcing faible sur C a a 

Démonstration 

Par induction sur (rga V rgb, rga n rgb) pour le bon ordre 

.... ou 

(a,B) <. (a',B') <§==>- a < a' ou a= a' et B ~ B' pour les couples 

tels 

On a 

que (clôt aU clôt b) n c.sc 
a 

[aEijc = sup h(p) /\ [a 
(c,p)eb 

pEC 

(c,p)~b=:> pEC 
a 

= ë]c = sup h(p) A [a= ë]c 
(c,p) E. b a 

pEC 
a 

puisque 1. 

2. 

3. 

h prolonge h 

[a = ëll =[a= aël par hypothèse d'induction 
:JIC -C 

donc [a E t]c = [a ~ b]c 
~ 

a 

On prouve de même que [a \ o] C ~ 

(a,b) 
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D'après le théorème II. 3 , on a pour p E C 
a 

PI ra tb ~ h(p) ~ r € iJf c 

Plla_a€b~ ha(p) ~[afb]c 
a 

et les relations analogues pour a~ b 

Donc p E: Ca==,> Pl~ aEb ~ Pl la aEb 

Pl~ a\ b~ Pl la a ~li 

Soit alors G un M-générique sur 

clair que G est M-générique sur C 
a a 

de M pour la relation 3 p E. G(a,p) f b 

M pour la relation 3 p E: G (a,p) E b • 
a 

Proposition III.4 

C.Q.F.D. 

C • On pose G = G n C • Il est 
a a 

. On note 4' la fonction contractante 

et <f' la fonction contractante de 
a 

j Si a est tel que clôt a () C c:. Ca , alors 

Démonstration 

Par induction sur le rang de a . Soit u (; ~ a . Par définition de 'f, 

il existe (b,p) E a avec p € G ~ comme clôt a(\ CS Ca ,on a p E Ga donc 

par définition de q> • Par hypothèse d'induction on a 
a 

donc u E. ~ a 
a 

Inversement si v <= y, a , il existe p E. G et b tels que (b ,p) E':: a • 
a a 

Donc (fb € Cf a • Par hypothèse d'induction on a '-Pb = ~ b = v 
<Y, 

donc v E if a C.Q.F.D. 

Proposition III.5 

Pour chaque ordinal a on définit une fonction de M dans M notée 

a M.+ Ïa, par induction sur le rang de a. 

Alors 

r,1a tva, 
a = { (b ,P) /p t C 

<Y, 
rgb < rga et 
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Démonstration (Par induction sur le rang de a). 

Soit u é ~ a . On a donc u = ~ b avec (b ,p) E a et p E: G 
a a a 

1 h - - ("'ba ) "'a donc p Ca b G a ce qui entraîne ,P f.. a 

On a donc par définition de t.pa 

l(ba €. 4' aa 
a a 

i.p ba = lf b donc 
a a 

Par hypothèse d'induction U (;" <.p~Cl 
a 

I • ,.;Cl rD ,-vba nversement soit u é: Cf a . Alors u = , avec 
a a 

,.;a Cl 
(b ,p) E a 

p e G • Donc p I hc o € â d'où '? b ECf' a . Par hypothèse d'induction 
a ~ a a 

~ w Nb(l ~ , b = , donc ·.i € lf a et par consequent 
a a a 

(f a = 
a 

u = <f b avec (b ,P) E a et p E-G 
a a 

Soit Donc 

Donc , · ,o"'ba Par hypothese d'induction, = donc 

Inversement si u E. 1f a.a , il existe p € G et b tels que (ba ,p) € ~a 

Par définition de l'application a ~~a , on a p E G et 
a 

Donc 'f b G L,? a , C'est-à-dire par hypothèse d'induction 
a a 

Corollaire III.6 

Dé:::nonstration 

p I r-c-;5 f. a . 
Uf'fa• 

a 
C.Q.F.D. 

Soit u E M[G}. Alors u = 4>b avec b E M . Il existe donc a tel que 

clôt b () CC. C • En appliquant III.4 , on a lp b = <f b donc u E M[G 7 
- a a ~ 

Inversement si u E M [G J , on a u = <f a . D'après la proposition III. 5 
a a 

u = tf;a donc uf M 

On se propose de trouver ci-après des coRditions combinatoires sur C 

pour que les extensions génériques < M[G] ,G > satisfaisant ZFG 
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Proposition III,7 

Les axiomes d'extensionalité, d'infini, d'union et de fondation sont 

satisfaits dans < M[d] ,G > • L'axiome du choix est satisfait dans 

< M[ G] ,G > s'il l'est dans M • 

Démonstration 

Les axiomes d' extensionalité et de fondation sont vrais dans < M[ q] ,G ;,­

car M [GJ est un ensemble transi tif. L'axiome de l'infini est vrai car w E M 

et M ~ M[G]. 

Pour vérifier l'axiome de l'union, soit 

III.6 , on a u € M[G ] 
a 

u G M[G].D'après le corollaire 

pour un ordinal a • Comme M [G;] est une extension 

générique classique, on sait que satisfait l'axiome de l'union. Soit 

donc v = Ux 
X€U 

v est encore l'union des éléments de u dans M [GJ donc 

< M[G],G.> satisfait l'axiome de l'union. 

Supposons maintenant que l'axiome du choix soit vrai dans M et soit 

u f M [GJ . Il existe un ordinal a tel que u € M [G a1 . L'extension M [G aÎ 
étant obtenue à partir de M par forcing ensembliste, on sait que M [G ] 

a 
satisfait A.C. Il existe donc une bijection f (dans M[G]) d'un ordinal 

a 
?i sur u • f est encore une bijection de ~ sur u dans M [G] . Donc 

< M[G],G> satisfait l'énoncé : "tout ensemble est bien ordonnable" • 

Remarque III.8 C.Q.F.D. 

Il n'est pas toujours vrai que< M[G] ,G> satisfasse l'axiome des parties. 

On ne peut donc prouver l'existence d'une fonction de choix pour un ensemble 

u de M[q] que s'il existe un ensemble des parties de u dans M[GJ . 

que 

Afin de simplifier les énoncés des deux théorèmes ci-après, on suppose 

C = U C satisfait la condition suivante : 
a 

a"O n 
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Condition d'inf 

On dit que C = U Ca 
aE (h 

satisfait la condition d 'inf si va E On , 

Vp, q <: Ca compatibles dans C , p et q ont u..11. plus grand minorant 

commun noté p II q qui est un élément de C 
a 

Théorème III.9 

Soit (Ca) une famille d'ensembles de conditions de forcing 
a EOn 

emboités, soit C = On suppose que C satisfait la condition 

d'inf. 

Les deux conditions suivantes sont alors équivalentes : 

1. VG M-générique sur C , < M[G] ,G> satisfait les axiomes du schéma 

de remplacement écrit avec G. 

2. Pour tout ensemble I et toute famille 

saturées de C , on a 

(Â.) de classes denses 

Pour tout p € C , 

une famille ( rr. ) 
1 i €' I 

1 i E I 

il existe q < p, il existe un ordinal 

d'ensembles prédenses dans C tels que 
a 

a 

Vi € I Yr. € rr. (r. compatible avec q ==>-qA.r. E Â.) 
1 1 J. 1 J. 

Remarque III. 10 

Cette condition est en fait le schéma d'axiomes suivant 

et 

VI Vif I({p/Â(i,p)} dense saturée =9 Vp l q ~ p j a€ 0 3 ( rr.) n 1 . 
J. € I 

famille de parties prédenses de C telles que Vil: I Vr. E. rr. a i 1 

ri compatible àvec q =9' Â(i ,ri A q)J 

Â parcourant la collection des énoncés du langage 

arguments à paramètres dans M. 

à deux 
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Démonstration 

(2) ==> ( 1) Soit E(x,y) une relation fonctionnelle dans < M[GJ ,G > 

écrite avec G à paramètres dans M[G] • Soit ~ a un élément de M[G] . 

On veut trouver b tel que ~.b soit l'image de if a par E • 

On pose I = clôt a et /1. = {p E C/p 1 µ 3 yE{i ,Y) A if; i} 
]. 

pour chaque 

i € I . On sait que chaque l. est dense saturée. 
1. 

3aE.O 3(TI.) En appliquant (2) , la classe des p E C vérifiant 
n i ifI 

famille de parties pré denses de C tels que Vi € I Vr. E TI. r. compatible a. 1. 1. 1. 

avec p ~ r. Ap E: /1. . G rencontre donc cette classe dense. Soit donc 
1. ]. 

Po E-G 
' 

soient aEO et (TI.) famille de parties prédenses de C a tels n iif:I 

que Yi€. I Vr. E TI. (r. compatible avec p i>- r.A p f 11.) • On prend 
1. l l O l O 1. 

f3 ~ a tel que p
0 

E c
8 

. Comme Ca C.)- c
8 

, chaque 

dans C f3 • On définit alors pour i E I et p f C 

TI. 
]. 

est encore prédense 

<I>(i,p) ={ y de rang minimum/pl 1-E(I,y) A iG~} 

On pose 

b = { (y ,P) /p E C f3 et :I i E I y€ <l>( i ,P) } 

b est un ensemble de M (on utilise ici le schéma de remplacement dans M) 

Montrons que b convient 

Soit 4> uE'f b • Il existe p ~ G et y tels que 4' u = '? y et (y ,p) E b 

(par définition de la fonction contractante 4'). Donc par définition de b , 

il existe iEI tel que PII-E(i,y)Ai~a. Comme pfG 'par le lemme de 

vérité on a 

Inversement soit E( '-Pi, l.f> u) avec i.Ç i é '-\' a 

On prend pt TI. il G ( TI. rencontre G (') Cf3 puisqu'il est prédense dans 
]. 1. 

Par définition de TI. , on a 
]. 

décide :J yE ( i ,Y) ..... -et 1. E a • 
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Donc p
1 

1 }-3yE(i,y)/\ Te:~ puisque cet énoncé est vrai dans <. MfG] ,G > 

On a donc 4>(i ,p
1

) ~ ~ • Soit y€ 4>(i ,p
1

). Comme p
1 

E c
13 

, on a (y ,p
1

) € b 

par définition de b. Comme p 
1 

€: G , on a (lemme de vérité) 

< M[G] ,G> j= E( '4>i, \fy)Ai.fY €; 4'b • Comme E est une relation fonctionnelle 

et comme<M[G],G>I= E(l.fi,lf'u), on conclut que 'fu = 4' y c'est-à-dire 

tpu E \fb • C.Q.F.D. ((2) =:> (1)) 

(1) ~ (2) Soit (/J..) une famille de classes denses saturées indexées 
J. i € I 

par un ensemble I • Soit p E C • On veut trouver q ~ p , a E O et ( '1T • ) 
n i i~I 

famille de parties prédenses de 

avec q ==> r. A qf b,..). 

C 
a 

tels que Vi E I Vr. E '1T • (r. compatible 
l l J. 

l J. 

' Pour cela soit G un générique contenant p. 

<M[G],G>l=3aViEI G{)/J..() C =\ ~ 
l CX 

En effet on considère la relation fonctionnelle E(i,X) où 

X = {p de rang minimum/p E G f'l b..} 
]. 

Par hypothèse < MfG] ,G> satisfait le schéma de remplacement écrit avec G , 

L'image de I par cette relation fonctionnelle est un ensemble X. UX est 
X€X 

donc contenu dans un certain Ca d'où le résultat annoncé. On a donc (lemme 

de vérité) un q E G q~ p et a E O avec 
n 

q 11-vi e:: I G () A. n c :\: q 
l O'. 

donc Vi € I q 1 ~ G lî A. ('a C :\: ~ ( forcing faible) 
l O'. 

On pose 1r. = A. n c u ( /J.. n c ) c où ( A. n c ) c 
l la la la désigne l'ensemble des 

éléments de Ca imcompatibles avec tous les éléments de /J.i n Ca TT. est 
l 

prédense dans 

Soit alors 

C 
a 

r. f 'IT. 
l l 

r. 
l 

compatible avec q. On veut prouver que r. /\ qE b.. 
l l 

Or. r.A q_ ~ q ~ r. A q l l--1 s ~ G r'i A.() C c'est-à-dire (forcing faible) 
l l J. CX 

r. est donc compatible avec un élément 
]. 
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t f Lii f\ Ca. Par condition d'emboîtement, r et t qui sont des éléments 

de C sont compatibles dans 
Cl, 

C . Donc r. ne peut appartenir à a, 1 

(Li. n C )c. C'est-à-dire que 
1 a, r. E Li. n C • Comme la classe Li- est 

1 1 a, 1 

saturée, r. e:· Li. 
1 1 

Théorème III.11 

et r.A q-!:: r. ~ r./\ q e: Li
1
-

1 1 1 
C.Q.F.D. (1) ==+ (2) 

Une condition suffisante :pour que VG M-générique sur C, < M[GJ ,G.> satis­

fasse l'axiome des parties est que 

\+pVI 3' q_ ~ p 3 a. E 0 
n 

\l'(P.) 
1 

i€ I 
famille d'ensembles prédenses de C 

Vr ~ q :I s ~ r ~ ( 1T. ) famille de parties pré denses de C tels q_ue 
1 if I a, 

Vr.E TI. compatible avec s , r.A s minore un élément de P .• 
1 1 1 1 

Démonstration 

Soit Cf a E M[G] . On pose I = clôt(a). En appliquant l'hypothèse, on 

déduit et a.€ 0 
n 

tels que V(P.) famille d'ensembles prédenses 
1 i E I 

de C ,Vp ~ p 
0 

iq ~ p 3 (TI.) 
1 i E. I 

famille de parties prédenses de C 
a, 

tels 

que Vr. c;: TI. 
1 1 

compatible avec q, r.Aq minore un élément de P .• Soit alors 
1 1 

q>b c <{> a . Il existe S tel que clôt(a U b) f'\ C Ç c
8 

. On pose alors 

? - -
P. = { p E Ca /pl ~ if b pour chaque i G I . P. est pré dense dans C donc dans 

1 µ 1 S 

C par condition d'emboîtement. 

p
1 
~ p et (TI. ) famille 

o 1 iE I 

En appliquant l'hypothèse, on déduit p
1 

E G 

de parties prédenses de C tels que Vi E I 
Cl, 

minore un élément de P .• 
1 

Soit c = { (i ,p) /i E I , p E Ca, , p compatible avec p
1 

et PA p 1 1 ~ i E-b} 

c est un ensemble par schéma de remplacement dans M • Montrons que 4> c = \f b 
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Si ~uf Ife on a 4' u = fy avec p E. G et (y,p)6c . On a yEI pm.sque 

(y ,p) E c •p/\p 11-yE"b donc i_fyE't'b . 
1 

Inversement si -fié ~b pour if I , 
on prend pf'IT. () G (TI. 

J. J. 
étant prédense rencontre G). On a donc pEC 

Ci. 

Comme minore un élément de 
? ,.;_ -

Pi , on a p A p 1 1 ~ i ~ b . Comme lf i C: \.f b 

et pAp
1

~G, on a nécessairement pAp
1
j!-iEb. Donc (i,p)Ec c'est-à­

dire 4' i G lf c • 

Soit alors d = { ( c ,p) /p E: C clôt c fî C C C et 
Ci. Ci. 

Montrons que ~ d est l'ensemble des parties de lpa qui sont dans M[G] 

Si 'f b E. lf d , on a lf d = ~ ad 

clôt d {) C _c Ca . On a donc p G Ca î\ G 

Pl!---ca ë C. a d'où (lemme de vérité) 

d'après la proposition III.4 
' et ( c ,P) E d. et p 1 ~ ë = b 

lfcc<.j'a 
Ci. Ci. 

puisque 

. Donc 

Comme ~ c = If c et Cf' a = Y' a et lf c = \f b , on déduit que 
Ci. Ci. 

\f b C lfa. 

Inversement soit q>b c lf a • D'après ce qui précède, on a lf b = lf c 

avec c ~ I x Ca . Donc If c = lf c • Comme 
Ci. 

l{' = 
Ci. 

y>· a , on a 
Ci. 

M[aJ I= <fac s lf a • D'où (lemme de vérité) il existe 
Ci. 

Donc (c,p)E d c'est-à-dire C.Q.F.D. 

Exemples 

- -Pl rc cc. a. 
Ci. 

On donne ci-après une méthode [2 J permettant de construire des classes 

de conditions de forcing emboîtées satisfaisant les conditions des théorèmes 

III.9 et III.11 . 

On donne aussi une méthode permettant de construire des classes de 

conditions emboîtées satisfaisant les conditions équivalentes du théorème 

III.9 • 

Exemple 1 

Soit (D) une famille d'ensembles de conditions de forcing dont 
Ci. Ci. f: 0 

n 

le plus grand élément est noté 16, 

On pose C = { f/3 af E II D
13

} 

B~ Cl 
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Soient f et g deux éléments de C • On dit que f ~ g 

~ V(E dom f(\ dom g f('â) < g(t ➔ et si V!f: dom g - dom f g(ô) = 11Ô. 

Donc si l'on identifie deux éléments f et g de C tels que 

V 't Edom f f'i dom g f(t) = g(t) et Vf f:. dom g - dom f g(ô) = 110 et 

Vô€. dom f - dom g f(ô) = 110 , la relation de préordre ci-dessus devient 

une relation d'ordre sur C . 
On pose alors pour chaque ordinal a. 

C = { fG C/a < S ~ dom f > r(S) = 1s} Cl. 

Il est clair que la famille (Ca.) est croissante et que C = U Ca. 
a.G.0 

n 
a. E 0 

n 

Soit Cl.~ S. Si deux éléments de 

le sont encore dans CS 

C 
Cl. 

sont incompatibles dans 

Si b. est une partie prédense de Ca. , alors est aussi une partie 

prédense de CS • En effet soit f € CS • Alors 

conséquent compatible dans C avec un élément 
a. 

ffa. + 1 € C et est- par 
Cl. 

g de b. • Soit h un min0-

rant commun dans C à fta. + 1 et g. Si on définit h par h(t) = h(o) 
Cl. 

pour t ~ a. et h(f) = f(t) si Y > a , h sera clairement un minorant 

commun à f et g • 

C Cl. est donc emboîté dans CS 

On suppose désormais que pour chaque ordinal a , deux éléments compa-

tibles de D ont un plus grand minorant dans D 
a a 

On voit alors que Va. € 0 Vp"lfq (p €: C et q€ G et p compatible avec 
n a Cl. 

q dans C ? 
Cl. 

p et q ont un plus grand minorant dans C qui est aussi a 
le plus grand minorant dans C . C satisfait donc la condition d'inf. 

Définiti~n III.12 

K étant un cardinal et D un ensemble de conditions de forcing, on dit 

que D satisfait la condition d'antichaîne plus petite que K - et on note 

< K c.a.c - si toute partie de D constituée d'éléments deux à deux incom­

patibles 
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a un cardinal strictement plus petit que K. 

On dit que D satisfait la condition de chaîne plus petite que K si 

toute famille d'éléments de D deux à deux comparables de cardinal strictement 

plus petit que K est minorée par un élément de D. On note< K c.c. 

Théorème III. 13 

Si V), €. 0 il existe un cardinal K ? À et un ordinal a tels que 
n 

TI Dr satisfasse la < K c. a. c 
t ~ a 

et V :t > a Dt satisfasse la < K c c 

alors VG M-gênêrique sur C , < M 1g J ,G > I= ZFG 

Notations 

Soient 

fa (t) = f('t) 

f~ C et 

si t > a 

a(On • On pose fa= 

et fa( t) = 1l t si 

fta + 1 et on définit a. f par 

En posant C 

On a alors C ={f/ff.C} a a 

est isomorphe à 

La démonstration du théorème III.13 utilise ·1e lemme suivant 

Lemme III. 14 

Soit ( /),_) 
i i 6 I 

une famille de classes denses saturées de C. On pose 

,.a_-_{ a a1 ,,. 
u f E C 3 1T predense dans 

i 
Ca tel que 

a 
Vg c.; 1T g A f G !J. • } a a i 

' . < Ca . ou a est tel que Ca satisfasse la K c.a.c et satisfasse la < K c.c. 

Un tel a existe d'après l'hypothèse du théorème III.13 

Démonstration du lemme III.14 

La preuve utilise A.C •. 
a 

Puisque C satisfait la< K c,c = et puisque I < K , on sait que 

(\ /).a est dense saturé dès que chaque t{f_ l'est. 
i E I i 

dans 

Soit donc fa <:: Ca. On veut trouver ha E Ca ha ~ fa et 1T prédens e 
0 0 

Ca tel que Vg é1r 
a 
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On construit pour cela par induction sur les ordinaux deux familles 

(f~ et 
ôeo 

(g"'.t-) qui sont respectivement une chaîne décroissante 
u.U O € 0 

n n 

d'éléments de Ca. et une antichaîne d'éléments de Ca • 

est 

Si 'l) = 0 on prend et pour n'importe quel élément de 

i = ô + 1 , on choisit (A.C) g € C incompatible avec tous les 
a. 

~ ô) s'il existe. On déduit donc f € tii , f ~ ~Ag puisque 

dense dans C • On pose alors 1/ = 11- et ga. r = f 
a 

Si '( est limite > 0 , ( ga.ô) est une famille de conditions 
ô < t 

... 

de 

C 
a. 

C deux deux incompatibles. Par < K a 
a. c.a.c on a '( < K • Par < K c.c 

la chaîne (fa.) est minorée par 11' . On choisit alors (A.C) gEC 
ô ô < t a. 

incompatible avec la famille ( g 
O 

) s'il existe. On déduit f' E ti. 
a. ô < ô 1 

f' ~ fl Ag . On pose alors ga.t = f~ et f~ = f'a. 

La construction s'arrête dès que la famille ga.ô est une antichaîne 

maximale de C • Par < K c.a.c il existe donc O < K tel que 
a 

(g ) 
a.ô ô <:: 0 

n 

= (g ,t') 
a.u Ô < 't 

C 
a 

Par < K c. c , la chaîne (fa) 
ô ô < t 

est minox-ée 

par un élément ha. de 

Montrons que ha convient. En effet (g .t-) étant une antichaîne 
a.uô<t 

maximale de C , les 
a. 

éléments de cette famille constituent une partie prédense 

de C 
a 
Si est un élément de cette famille , on a 

construction. Donc ga.
0

A ha E tii puisque 

Démonstration du théorème III.13 

ti. est saturée. 
1 

par 

C.Q.F.D. 

( lemme III. 14) 

Il suffit de prouver les conditions combinatoires des théorèmes III.9 et 

III.11 ce qui implique le schéma de remplacement et l'axiome des parties 

dans < M [ G] , G > . 
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Soit I un ensemble et soit (~.) une famille de classes denses 
1 if I 

saturées. D'après le lemme III. 14 , il existe un ordinal a. tel que 

("\~~,soit une partie dense saturée de Ca.. 
i<: I 

1 

Soit alors p<:C.Ona 
(l (l 

p <: C • Il existe alors par densité 

~~ E ca. qa. ~ pa. et qa. é (') l: 
o o i E I 1 

Donc par définition de ~~ , pour chaque iE I, on choisit TI. 
1 1 

prédense dans C tel que Yg é TI. 
(l (l 1 

g A qCl € ~-
Cl o 1 

\/ i € I 

On a donc prouvé en prenant pour 
(l 

q ga. A qo que 

Vr.E: TI. (r. 
1 1 1 

famille de parties prédenses de 

compatible avec q =? qA r. €' ~-) 
1 1 

C Cl tels que 

La condition combinatoire du théorème III.9 est donc satisfaite. Comme 

~ ne dépend que de I, la condition du théorème III.11 l'est également. 

C.Q.F.D. (théorème III.13) 

ExemE_le 2. 

Introduction 

Lorsqu'on veut faire une itération d'extensions de COHEN à partir 

d'ensembles de conditions de forcing, on est amené à considérer des ensembles 

de conditions de forcing C
0

, c
1 

, emboîtés les uns dans les autres. 

Si l'on veut faire une itération transfinie, le plus simple est de prendre 

pour C Cl , lorsque a. est limite, la réunion des C f3 S < Cl • 

Théorème III.15 

Soit (Ca.) une famille d'ensembles de conditions de forcing emboîtés. 
a. E O 

n 

On suppose que cette famille est croissante et continue c'est-à-dire 

(; = U C 
(l f3<a, f3 

dès que (l est un ordinal limite> 0 • 

Alors toute antichaîne de C est un ensemble • 
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Démonstration 

On suppose d'abord qu'il existe un bon ordre de l'univers. 

Soit alors A une antichaîne maximale de C • A est à priori 

une classe. On définit une fonction F 

dans O par 

(qui est une classe) de 

Il 

F(a) = le 1er ordinal 

t "bl /1/ t d compa 1 e avec un~ emen e 

S tel que tout élément de 

A() CS • 

soit 

0 
Il 

Cette fonction est croissante. Elle est également continue car soit 

p € C • pour un S < a puisque C = U Cs 
a S < a 

p est donc compatible 

avec un élément de A{) C Tout 
F(S) 

élément de C est donc compatible avec 
a 

un élément de An Csup F(s)· Par définition de Fon a donc F(a) = sup F(S) 

S < a S < a 

La fonction F croissante et continue admet donc un point fixe a 
0 

Tout élément de C est donc compatible avec un élément de 
à 

0 

A() C est donc prédense dans 
a o 

C et par suite dans C . Comme A est 
a o 

une antichaîne maximale de C , on a ce qui prouve que A est 

un ensemble. 

On remarque alors que ce théorème est en fait un schéma d'énoncés du 

langage de ZF. Ce schéma est démontrable dans G.B + "Il existe un bon ordre 

de l'univers". Il est donc démontrable d'après le théorème I. 6. dans 

ZF + AC • C.Q.F.D. 

Théorème III.16 

Soit (C ) 
a a€ o 

n 

une.famille croissante et continue d'ensembles de 

conditions de forcing emboîtés. Alors satisfait les conditions 

équivalentes du théorème III,9, 
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Démonstration 

Soit ~ une classe dense saturée de C • Il existe un ordinal a 

tel que ~ n C soit prédense dans C . En effet grâce à un bon 
a a 

ordre de l'univers, il existe une antichaîne maximale de~. Cette antichaîne 

est donc d'après le théorème III.15 un ensemble contenu dans un certain 

C • ~ f) C 
a a contient donc une antichaîne maximale dans 

est prédense dans C 
a 

C 
a 

et par suite 

Soit enfin (~.) 
l i E I 

une famille de classes denses saturées indexée par un 

un ensemble I • A chaque ~­
J. 

on associe le premier ordinal a. tel que 
J. 

~ () C soit prédense dans C . Soit a = sup a. . Par condition a. a. . I i l J. lf 

d'emboîtement, les ~ f"I C sont pré denses dans C a. a 
l 

On a donc pour chaque p€C 

ViczI Vr.E~rtC (r. compatible avec p=> r./\p€~.). La condition 
J. Œ. J. l l 

l 

(2) du théorème III.9 est donc satisfaite. Toujours d'après le théorème 

I.6, ce théorème est démontrable dans ZF + AC C.Q.F.D. 

On se propose dans la fin de ce chapitre d'étudier les extensions 

génériques de M à partir de la classe C des fonctions définies sur un 

entier à valeurs dans la classe des ordinaux. On suppose pour simplifier 

les démonstrations qu'il existe une classe de M qui bien ordonne M. 

Lemme III. 17 

Soit D la classe des fonctions définies sur un ordinal à valeurs 

dans un entier, l'ordre étant le prolongement des fonctions. Il existe 

alors une fonctionnelle ~ de C dans D injective croissante dont 

l'image est dense dans D. 

Démonstration 

Pour n < w, on pose ~ = {p E D/n c: Im(p)} 
n 



Donc m 9 n =9' 

Il est clair que 
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6. C: 6. m - n 

fi n 
est dense saturé et que n .6. = ~ 

n < w n 

On définit d'abord une fonctionnelle q où n parcourt w, 
-n,P,a 

p parcourt D et a parcourt 0 , de la manière suivante : 
n 

1er Cas 

n c: dom(p). Soit cr 

On définit alors 

dom(p) + cr (a)+ 1 par 
0 

une bijection de 0 
n 

cr (a) E o o n 

sur O )( ( w - { 0 } ) 
n 

cr 
1 

(o;) c w - {O} 

comme étant la fonction de domaine 

B < dom ( p) ~ q ( B ) = P ( B ) -n ,P ,a 

dom p ~ B < dom ( p) + cr (a ) l> q ( B ) = 0 
o -n ,P ,a 

q ( dom( p) + O" (a)) = cr 
1 

(a) 
-n,p;a o 

La famille (4n ) est donc une classe propre qui est une 
,p,a € O 

a n 

antichaîne maximale parmi les minorants de p. Il est en effet clair par 

construction que deux éléments de cette famille sont incomparables. De plus 

S1 q ~ p , soit a · o 
le premier ordinal tel que a.

1 
= q{dom(p) + a,

0
) s'il 

existe un tel a . Alors q/ ( dom(p) + a ) = q 
0 0 -n,p,a 

.... ou a est tel que 

cr 
O 

(a ) = a 
O 

cr /a ) = a 1 

q minore donc un 

S'il n'existe pas un tel a , soit a'= (dom(q)-dom(p)) + 1 et a 
0 0 

tel que cr 
0

(a) 

On a alors 

=a' 
0 

et cr 
1 

(a ) = 1 

4n,p, a ~q car pour cet a o.n a 
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dom(q ) = dom(p) + cr (a) = dom(q) + 1 
""ll,p,a o 

avec 

q (dom(q)) = cr
1

(a) = 1 
""ll,p,a 

et 

dom(p) ~ S < dom q ~ q (S) = 0 
11 ,P ,a 

c'est-à-dire 

Deuxième cas 

n ~ dom(p). Soit E la classe des q < p tels que n c dom(q) et 

Vr > q n ~Im(r). 

E est une classe propre d'éléments deux à deux incomparables par cons­

truction. 

E est maximale dans la classe des minorants de p car soit q un 

minorant de p: 

ou bien n cim(q) et alors q minore un élément de E par définition 

de E • 

ou bien n ~ Im(q) • Il existe alors r ~ q tel que n c Im(r). 

On prend r' de domaine minimum, r ':;:.. r et n c. Im( r' ) 

On a donc r'f E. r' est comparable à q puisque l'on a r ~ q et 

r ~ r' ,On ne peut avoir 

On énumère alors E 

l'univers. 

r' > 

par 

Dans les deux cas, net p 

q puisque n c Im(r'). Donc r'< 
" 

q • 

(4n ) en sui va...'1.t le b0n ordre de 
,p,a a<: O 

n 

étant fixés, ( Q ) 

""ll ,p ,a E 0 
a n 

est une famille 

d'éléments de /J. deux à deux incomparables telle que Vq ~ p 3 a é 0 n n 

q incomparable avec q • 
""ll,p, a 

On construit alors cJ"? C ~ D par induction sur les éléments de C 
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pour la relation bien fondée R définie par fRg ~ g < f de sorte 

que dom(f) = n entraîne cp ( f) f /J. • 
n 

Les clauses d'induction sont 

Si f est de domaine n + 1 , on pose 

<P ( f) = 
~+1,<P (fi' n) ,f(n) 

Par définition de q on a bien -n,p,a, 

dom ( f) = n ~ cp ( f) € '1 
n 

Montrons que <P est croissante 

Par définition de <P , on a <P ( f) < cp ( f /' n) 

En itérant ce procédé, on a donc 

f < g ;) cp(f) < cp(g) 

Soient d'autre part f et g incomparables 

Soit n le premier entier tel que f(n) = g(n) 
0 0 0 

On a 

<P(f/'n +1) = 
0 

<P(gJ-n +1) = 
0 

~ +1,qi (fi' n ) ,f(n ) 
0 0 0 

~ +1,<P (gl' n ) ,g(n ) 
0 0 0 

Comme fi' n = g/\ n , on a par construction de 
0 0 

<P (gl' n +1) incomparable à <P (fi' n +1) 
0 0 

Comme <P est croissante, on déduit qûe 

<P ( f) et <P ( g) sont incomparables . 

Montrons enfin que <P ( C) est dense dans D • 

Par défini tian de <P , il existe pour chaque n < w 

domaine n tel que q soit comparable à <P ( f ) 
n 

q ne peut minorer tous les <P ( f ) puisque 1 'on a 
n 

un f E C de 
n 



Il existe donc un n tel que 

Lemme III. 18 
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et (î b. = ~ 
n < Ci.l n 

q soit minoré par~ (f ). 
n 

j soit G un M-générique sur C . Alors M[G] = M 

Démonstration 

Soit H = {pE: D/ 3ft': G ~(f) ~ p} 

C.Q.F.D. 

D'après le iemme II.7, on sait que H est M-générique sur D et que 

M[G] c M[H]. 

Posons alors D = {p E; D/dom(p) ,< a} 

La famille (D) est une famille emboîtée. On a D = 
a a€ O 

Ü D 
afO a 

n 

que 

n 

Si l'on pose H = H n D , on sait que H est 
a a a 

M[H] = U M[Ha] d'après le corollaire III.6. 
a E 0 

n 

M-générique sur D 
a 

et 

Mais chaque D 
a 

est un ensemble de conditions de forcing atomique puisque 

les éléments de domaine 

entraîne M[G] = M[IÏ] = M 

:Remarque III.19 

n'ont pas de minorant. Donc M[HJ = M ce qUJ. 

C.Q.F.D. 

La classe D étant réunion d'ensembles de conditions de forcing emboîtés, 

se plonge de façon dense dans une algèbre de BOOLE complète pour les ensembles. 

D'après le lemme III.17, C se plonge aussi de façon dense dans une 

algèbre de BOOLE complète pour les ensembles. On sait donc définir une relation 

de forcing faible pour C. 
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IV - A PROPOS DES MODELES BOOLEENS 

Introduction 

Soit ~ une algèbre de BOOLE qui est une classe propre, complète 

pour les ensembles. 

On définit simultanément ~ = b] pour chaque couple 

(a,b) d'éléments de M par induction sur (rg ,a U··rg b,rg a U rg b) pour 

le bon ordre ( èi., f3) ~ (a' , f3' ) ~ a < a' ou a = a' et f3 ~ f3 

Les clauses d'induction sont 

sup 0/\fa = v} 
(v,e) E b 

= 

0E B 

inf 
(v,e)eb 

e € U3 

ec V fve a:J A inf ec V fveol 
(v,e)€a 

0t B 

Lemme IV .1 

1 • [a= a] = 11 

2. [a=oÎ = ~=a:] 

3- fa= bJ A f1ï = c'.[ ~ [a= ë} 
4. [a= aj /\ [aEb] ' [a/Eb] 

5. lb= b'J /\ f aEb} ~ [a€ bJ. 

Démonstration 

1. On le prouve par induction sur le rang de a. 

Pour chaque couple (b,0) qui appartient à a (e E 18) on a 

e = e A f ïï = ï;J , [ 'b e ;J 
donc 

inf 0 c V [b ~ a] = 11 
(b,0)€a 

soit fa = "ij = 11 

0 E 1B 
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2. La définition est symétrique en a et b . 

3. Supposons que pour tout b t: M et tout couple {d,0)~ a .avec 

e f 1B ' on ait 

Soient alors ( d, e) € a , ( e, e I) (ô b , ( f, e Il)€ C avec e, e I , 0 Il, é (B 

on a 

par hypothèse d'induction. 

En prenant le sup sur les couples (f,0") qui sont dans c , on a en 

utilisant la définition de j[. E ] 

Wa =o] /\ lJ55 = cj /\ e A [a= eJ A e, A [ëf cl ~ [aE cJ 
Par définition d.e f. = • 1 , on voit que 

[b = ë] A 0' ~ ~ = ëJ 
On déduit alors 

En prenant le sup sur les couples (e,8 1
) qui sont dans b ,. on a 

fa:-= bj /\ e /\ ~ =ca! A [à.Ebj ~ [a.( a] 

Mais puisque [a= bjJ A e -~ rd E bl , on·a 

fa = 15) " e Afo = a ~ [a_ Ec] 

que l'on peut écrire 

inf J[a. E c] v ec 
(d,0)E a 

e € tB 

Par symétrie on peut prouver également 

inf [f f a} V 0 11
C 

(f,0) € C 

0"€ 1B 
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En utilisant encore la symétrie, on déduit que 

4. Soit (e,e')E b avec 8'E œ. On a d'après 3, 

[a = a'] A [a = ë] /\ e ' ~ [a' = è] A e ' 

En prenant le sup sur les couples (e,8') qui sont dans b, on a 

5. Soit (e,0 1)~b avec 8 1 € œ • On a par définition de [b =l:iiJI 

[b =bl /\ [a= ë] A e' ~ [at=b'] 

En prenant le sup sur les couples (e,8') qui sont dans b , on a 

C.Q.F.D. 

Le procédé classique pour définir pour chaque énoncé E clos 

écrit avec E, = à paramètres dans M ne s'applique pas pour définir par 

exemple [vxE(x)} car il faut prendre un inf sur une classe. 

Ce chapitre est consacré à l'étude d'un cas pour lequel on·peut définir 

une valêur booléenne pour chaque énoncé clos écrit avec E, = .On montre alors 

dans ce cas que le schéma de remplacement est booléennement valide pour les 

énoncés éCrits avec E, =. 

Préliminaires 

Soient œ et O deux algèbres de BOOLE complètes qui sont des ensembles 

telles que i soit une sous-algèbre de BOOLE complète de ID . 

Soit r le groupe des automorphismes de ID qui laissent invariants tous 

les éléments de œ • 

Définition IV.2 

On dit que œ est homogènement emboîté dans ID si tout élément de lD 

invariant par tous les automorphismes de r est déjà dans t. 
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Définition IV.3 

On dit que ~ est bien homogènement emboîté dans ID si t est homo­

gènement emboîté dans ID et si tout automorphisme de € s'étend à un auto­

m~rphisme de ~. 

Théorème IV.4 

Soit (~a) une famille croissante d'algèbres de BOOLE complètes 
a r: O 

n 

qui sont des ensembles telle que a~ 8 =? {Ba est bien homogènement 

emboîtée dans 1B 
8 

. Alors 

i) On peut définir une valeur booléenne pour chaque énoncé clos écrit 

avec E , = à paramètres dans M • 

ii) Les axiomes de ZF + AF sauf peut être l'axiome des parties sont 

booléennement valides (les énoncés du schéma de remplacement étant écrits 

avec E , =). 

La démonstration se décompose en les lemmes IV.6 , ... , 13. 

Définition IV.5 

Soit f3 un ordinal et <:J un automorphisme de • On définit 

induction sur le rang de a pour les ensembles a de M tels que 

clôt a "- 1B C 1B f3 , la clause d'induction étant 

par 

a<:J = {(bd,a(e))/(b,S)E a avec 9efB}!J{iE: a/c n'est pas de.la forme (b,0),SEIB} 

Lemme rv.6 

Avec les notations de la définition IV.5 , soit a' un autre automorphisme 

<:J a' ' <:J 
de m

8
. On a a O = (a<:J) 

Démonstration 

a 
(J <:J' 

0 

Par induction sur le rang de a 

a a' 
= {(b o , a cr'(e))/(b,S)f a} U foE" a/c n'est pas de la forme (b,e) ,0 flB} 

0 



IV - 61 

(acr')°" = {(b'cr,cr(0'))/(b',0')é acr·'} tJ {cEacr' / c n'est pas de la forme 

(b,0) ,0 E 03} 

' 1) {cf acr /c n'est pas de la forme 

(b, e) , e , IBJ 

a cr cr' 
En appliquant l'hypoth~se d'induction, on a (bcr') = b 0 

C.Q.F.D. 

Lemme rv.7 

1 
Si clôt an IB ~ffi et si cr est un automorphisme de IDS 

invariant tous le~ éléments de 1B , on a acr = a 
(), 

qui laisse 

Démonstration 

Par induction sur la longueur de a. 

Lemme IV.8 

Soient a et b tels que (clôt a U clôt b) n B Ç IBS et soit cr un 

automorphisme de IBS. 

Alors 

[acr € -bcr] = cr( [a€ b] ) et 

Démonstration 

Par induction sur (rg a U rg b,rg an rg b) pour le bon ordre 

(a., S) , (o.' , S ' ) ~ o. < o.' ou o. = o. ' et S ~ S ' 

En effet 

[acr~ bcrJ = sup 0A~ = ~] = 
(c,0) E bcr 

e E IBs 

donc par hypothèse d'induction on a 

sup cr(e I) 
( d,0') E'b 

0' f lB s 



sup cr(e').A 
(d,0')Eb 
0 'G ID 

13 

c'est-à-dire 

De même 

Donc par hypothèse d'induction 

["acr = bcr] = 

c'est-à-dire 

Lemme IV.9 

inf 
(d,0')Eb 
e, ~ œ 

13 

= a[ inf e'c 
(d,e')Eb 
e'E-03 

13 
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C.Q.F.D. 

A chaque entier n standard et à chaque énoncé E(x 1 , ••• , xn) écrit 

avec E, = à n variables libres x 1 , ••• , xn, on fait correspondre 

informellement deux relations fonctionnelles XE et BE définies par 

induction sur la longueur de E telles que 

(1) Va1 , ... , an Vl3EOn ~ct:~(a 1 , ••• , an) 

clôt c n 03 c 18
13 

è> BE(a 1 , ••• , an)E œ
8 

et Va automorphisme de m
13 

cr[:eE(a1 , ... , an)] = BE(a~ , .•• , a~)] 

Les clauses d'induction sont 
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Il résulte du lemme IV.8 que (1) est vérifié pour ces deux énoncés. 

' ... ' a ) 
n 

, ... , a ) 
n 

, ••• , a ) 
n 

' ... , ' ... , a ) 
n 

' ••• , a ) n 

On vérifie immédiatement en appliquant l'hypothèse d'induction que (1) 

est satisfaite. 

3) Soit 3xE(x, a 1 
, ... , a). 

n 

On pose a= le premier ordinal tel que 

( clôt a, U clôt a
2 

U , ... , U clôt a ) n 113 ~ B 
n a 

Soit alors a e M • Soit f3 le premier ordinal tel que 

On pose ra/3 
invariant tous les 

On pose 

= l'ensemble des automorphismes de 

éléments de IB 
a 

sup BE(a<T, a 1 
(J € r af3 

, ... , a ) 
n 

Soit alors cr' '= r a/3 • 

qui laissent 



soit par hypothèse d I induction 

= sup BE Ea
0

) 

cr € r 
aB 

Mais d'après le lemme IV.6 

et 
(J' 

a 
n 

= a 
n 

Comme d'autre part lorsque 

raB , on a 
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(J f 
(J' a, , ... , 

et VI.7 , on a 

(J décrit r aB , 

= a 
a'a 

0 

cr'cr décrit aussi 
0 

1/J(~) est donc invariant par tous les automorphismes de raB • En 

appliquant l'hypothèse, on a 1/J(a) e; B 
a 

Ba étant un ensemble, il existe par schéma de remplacement un ordinal 

'f tel que VatM3'bEV'tl/)(a)=l/J(b) 

On prend le premier t qui convient. 

On pose X
0 

=vr et on définit par induction sur les entiers 

u 
aEX 

n 
(JE r aB 

a 

où Ba est le premier ordinal tel que clôt anli3cIB
13 

a 

On pose 

B:txE(x) = 

clôt b n 1B ç;: [BB 

, ... , a ) = 
n 

a 



En effet 

~(a)= ~(b) et l'on a 

~(b) ~ sup BE(c,a 1 ci: x
1 

, •.• ,a)~ 
n 
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et il existe 

sup 
c € X ( a

1 g xE(x) 

Il faut vérifier que (1) est satisfaite. 

b E"( tel que 

, ... , 

Soit donc S tel que Vc~X (a
1 

, ••• , an) clôt c n [B~\BS 
3 xE(x) 

Montrons qu'on a 

En effet 

, ... , 

B (a 
3 xE(x) 1 , •.• ,a)= 

n , ••• , a ) , et . n , ... , 

X~(a,a
1 

, ••. ,a) CX (a
1 

, .•• ,a). Donc 
-""E n 3 xE ( x) n 

car 

'. • • ' a ) n 

clôt c n iB c !BS donc par hypothèse d'induction BE ( a,a 1 , •.• , an) E. IBS 

Soit alors (J un automorphisme de 1B S 

Soit Y = X ( a 1 , ••• , an) U X ( af , ••• , 
3 xE(x) 3 xE(x) 

,V 

Soit S = sup S • Par hypothèse d'induction, si a f Y on a 
a€Y a 

Soit alors cr un automorphisme de 113.....,.. qui étend a s • On a 

êf f B ( a
1 

, ••• , a )1 r 3 xE(x) n:J 
puisque Y contient 

X (a
1 

, ••• ,a) • Par conséquent 
:J xE(x) n 

êf fË (a1 , ••. , an)l = cr[ sup BE(a,a1 , ••• , an)l 
L 3' xE(x) J a E: Y 

a ) 
n 



IV - 66 

Par hypothèse d'induction on a alors 

' ... ' 

Donc 'cr [B ( a 1 
, ... ., 

~xE(x) 

~ 
puisq_ue a a 

a1 = a l , ... ' 
D'autre part on a 

a )]< n ' 

IV 

aa = n 

= sup 
a~Y 

'cr B (a · 
E 

B (a0 

3.xE(x) 1 
, ... , 

aa 
n 

aa) 
n 

cr-1 
IB (a~ , ••• , a~ )] = cr-1 

fsup BEa,af , ••. , ~] puisq_ue y contient 
3.xE(x) L; G. y 

X (a~, ••. , a0
) donc 

3.xE(x) n 

cr-1rB (a~, ... , acr ~ 
r3xE(x) n J 

ô'-1 = sup ~ (a , a 1 aE:Y . 
, ••• , a ) 

n 
par hypothèse 

d'induction. On a donc 

~ a r ~ B ( a
1 

, ••• , a ) -$- a B _ ( a
1 

, •• • , a ) 
3.xE(x) n -3 xE(x) n 

Comme B (a
1 :l xE(x) 

a ) f.'. {B , et comme cr 
n f3 

prolonge a, on a 

a rB ( a 1 , • • • , a )1 
L3.xE(x) n~I 

= B (ao- , ... , a<T) 
3xE(x) 1 n 

(1) est donc vérifiée. C.Q.F.D. 

On pose alors ' ... ' 
On a par construction de BE et de ¾ 
[, ,E] = {E] c IEvFJ = [E] " [F] 

f3xE(x)] = sup [E(x)] et VxtM [Ë(x)J ~ (WxE(x)J 
xEX3xE(x) 
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Lemme IV. 10 

1 
Soit <I> 

Alors si 

un énoncé écrit avec = à paramètres dans M. 

u,v€M, on a fû =~A [<I>(u)] ~ [<I>(v)] 

Démonstration 

Par induction sur la longueur de <I>. 

C'est vrai lorsque <I> est atomique d'après le lemme IV.10 

Si <I> est , l/J ou l/1
1 

v l/1
2 

c'est évident 

Si <I> est 3xt/J(x) , on pose Y = X
3
xl/J(x) (u) U x

3
xt/J(x) (v) 

on a donc [.rxtJJ(x,u)) = sup {l/J(a,u)] A [u = v] 
a«:Y 

donc par hypothèse d'induction 

[;; = v] A ~xl/J(x,üJ~ sup [l/J(a,;~ 

Comme 

Lemme IV. 11 

a€Y 

sup 
a~Y 

on a 

C.Q.F.D. 

Soit E un énoncé écrit avec €, = à paramètres dans M et soit 

u€M • Alors 

et = 

Démonstration 

= sup 0 A [E(ym 
(y,0)f: u 

0 E 1B 

inf ev[E(yill 
(y,0) Eu 

0 ( 1B 

Montrons par exemple la première assertion. Pour cela soit 
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Y=X U Ü X 
3x <: uE(x) b tel q_ue .3' x(x = b E(x)) 

donc 

rgb < rgu 

sup e"[â = ~ A [E(a~ = 
a E Y ~I 

(b ,e) e u 
0 E 1B 

0 E 113 

D'après le lemme IV.10 , on a Îa = J /\ [E(aill ~ [E(bill 

Par définition de Y , sup [a = ii] A [E(aill = [:1 x(x = b A E(xill 
a E-Y 

et [b = füÎ A [E(bill , 
c'est-à-dire [E(b_~ 

On a donc bien 

tx t!ÜE(x] = 

Lemme IV. 12 

[:1 X ( X = b A E (X) J 
= t X ( X = b A E (X))] 

C.Q.F.D. 

1 

Les :,Xiomes d' ext~nsionali té, d'union, de fondation et d'infini sont 

booleennement valides. 

Démonstration 

Classique à partir du lemme IV.11 

Lemme IV. 13 

1 

Le schéma de remplacement 

écrits avec E , = 

est booléennement valide pour les énoncés 
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Démonstration 

Il suffit de prouver que les deux schémas suivants sont booléennement 

valides. 

( 1) Vu 3 vVx (x e v ~ x Eu /\E(x) pour tout énoncé E à une variable 

libre écrit avec E, = à paramètres dans M 

(2) Vu3vVxEu3'yE:.v [:!y <I>(x,y) "'-7 <I>(x,y)J pour tout énoncé <I> 

à deux variables libres écrit avec t, = à paramètres dans M 

Montrons que (1) est booléennement valide 

Soit u E M • On pose a = clôt ( u). 

Soit v = {(x, [xF.~ .A. [E(xill )/x E a} 

Il suffit de prouver que [vx E v(x Eu A E(x))} = 1 

et [vx ~ Ü (E(x) -""7 X G vill = 1i. 

D'après le lemme IV.11, il suffit de prouver que 

V{x,0)f.v, 0E(B, on a [xEÜAE("x)]v ec = 1L ce qui est évident 

définition de v et que V(x,0) € u , 0 f. ffi , on a ecv [E(x) ➔ x E~ 

Or 

ou encore 

( x, e ) r: u ~ e ~ [; € ~} ==> 

~ e A [E(xill ~ [xE v]f car 

f Y rE(xlli ➔ f X~ v] = 11 

e /\ [E<xJ ~ [E(x)K A [xe: u} 
xfa 

Montrons que (2) est booléennement valide. 

Soit <I>'(x,y) l'énoncé 3y <I>(x,y) --4 <I>(x,y) 

On a donc [v-x:l y <I>'(x,y)] = 11 

Donc pour tout x fM , on a [3y <I>'(x,y}]_ = 11 

Par construction de la valeur booléenne, on sait que 

= 3Up [<I> 1 (x,yill 
YE·X ) 3Y <I> l (x,y 

par 

= .11. 
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Soit alors u E M • On pose a= clôt(u) et y= U X 
xE-a 3y4>'(x,y) 

on a donc 

'</xf. a [:~yqi'(x,y)] = sup [qi'(x,y)] = 11. 
y f: y 

On pose v::{ (y, n) /y C: Y} 

On vérifie alors que [vx E ü :I y€ v <I>' (x ,Y)] = 1l 

on a 

En effet soit (x,0) E-u avec 0 f 1B 

[ 3 y f v 4>' (x ,Y~ = sup 11 A 4>' (".x, z) = 1 
zfY 

C.Q.F.D. 



71 

V - EXTENSIONS FAIBLEMENT GENERIQUES 

Introduction 

Soient C un ensemble de conditions de forcing, t l'algèbre 

de BOOLE complète des bons ouverts de C muni de la topologie de l'ordre 

et h le plongement canonique de C dans V • 

On sait que si G est M-générique sur C alors la fonction ® 
G 

de Œ: dans {O, 1} définie par 

h(p) < c 

est un homomorphisme M-complet d'algèbres de BOOLE. Et inversement si ® 

est un homomorphisme M-complet de (1: dans { 0, 1 } , alors 

a
8 

= {p G c/®(h(p)) = 1} est M-générique sur C 

De plus G@ défini par c 'G@ ~ ®(c) = 1 est une partie M-générique 

de Œ: - {©} 

On a donc M[G8J = M[Gel puisque M[G®l est caractérisé comme le 

plus petit modèle transitif de Z'F qui contient G® et tous les éléments 

de M et que M .[_Gel possède la même propriété relati Yement è: 

On se propose d'étudier ces correspondances lorsque C est réunion d'une 

famille d'ensembles de conditions de forcing emboîtés. 

Définition V. 1 

Soit C une classe de conditions de forcing. Soit G une partie de C • 

On dit que G est M-générique faible sur C si 

1. Vp,q E G p et q sont compatibles. 

2. Vp ( G V q ~ p q E G 

3, G rencontre tous les ensembles prédenses de C qui sont dans M. 
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Soit alors (C) une famille d'ensembles de conditions de 
a a,E:O 

.n 

forcing emboîtés. Soit C = u 
a. é O 

n 

comme en III pages 37-38 . 

Proposition V.2 

C 
a 

. On considère C, œ , 
a. 

h, h 
a 

Soit G un M-générique faible sur C • Alors la fonction eG de 

«: dans {O, 1} définie par 

h(p) ~ c 

est un homomorphisme M-complet de ~ dans {O,î}, inversement soit ® 
un homomorphisme M-complet de ~ dans {0,1} , alors 

= {p€C/ ®(h(p)) = 1} est M-générique faible sur C . 

Démonstration 

Soit G 

= G () C 
a 

un M-générique faible sur C • Pour chaque a , on pose 

G 
a 

qui est clairement M-générique sur C 
a, 

On sait alors que ®a 
a 

défini par 

@ (c) = 1 ~ 
G 

a 

est un homomorphisme M-complet de C dans 
a 

Il est clair que 6) = 
G 

u 
a ~ o 

n 

3p~G 
a 

{O, 1} 

h (p) ~ c 
a 

®a est donc un homomorphisme d'algèbres de BOOLE. Pour prouver qu'il 

est M-complet, soit (c.) une famille d'éléments de t 
l i € I 

(c.) étant 
l i€ I 

dans M) telle que 

Cette famille étant indexée par un ensemble, il existe donc a tel que 

Yi E I ci E Ca . On a donc 
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(ï,G ( inf c . ) = 1 
a, 1 

i E I 

puisque @G est un homomorphisme M-complet. 
a, 

Inversement si ® est un homomorphisme M-complet, on pose 

® = ® t C • Chaque ® 
a, a, a, 

est alors un homomorphisme M-complet de 

{0,1} . On sait que 

G® = {p<::C /® (h (p))=1} 
O'. O'. a, 

a, 

clairement G@ LJ G® 
a,e:O a 

= 

n 

est M-générique sur C 
O'. 

• On a 

dans 

Il suffit donc de voir que G@ rencontre tous les ensembles prédenses 

de C • Soit donc TI un ensemble prédense de C . TI étant un ensemble, il 

existe a tel que TI .S:.. C 
O'. 

TI est donc prédense dans C . Il rencontre 
O'. 

• Par conséquent il rencontre G® qui contient C.Q.F.D. 

On pose alors 

Il est clair que 

de forcing emboîtés. 

C = œ - {O} 
(~ ) 

a, a.€0 
n 

Q! = Q! - {O} 
a a. 

est une famille d'ensembles de conditions 

Soit ® un homomorphisme M-complet de ~ dans {0,1} 

On définit 

On définit 

G CC 
® 

par 

c: CC par 
a, 

b 1: G · · 'il'(b) = 1 "' ® ~ ~ 

Il.. est clair d'après ce qui précède que G® est M-générique faible 

sur € et que G® est M-générique sur 
et 

= u 
a,60 

n 

~ • En utilisant les résultats 
O'. 
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Si on pose G = {p E C/®(h(p)) = 1} et G = G f"I C 
a a 

on a 

M[GJ = u MrGa] = M[GJ 
a <: O n 

puisque 

On suppose désormais que 

M[G8] = M[G] 
a a 

(C) 
a a E o 

n 

est une famille d'algèbres de 

BOOLE complètes bien homogènement emboîtée. On sait donc d'après le théorème 

IV.4 définir une valeur booléenne pour chaque énoncé écrit avec 

paramètres dans M. 

On pose u 
a~ o 

n 

Soient œ , Œa ,®, G®, ®a, G® comme ci-dessus. 
a 

Soit <p la fonction contractante sur M pour G® • 

Proposition V.3 

€ -, - ... 
a 

Pour chaque énoncé E clos écrit avec = à paramètres dans M, on a 

Démonstration 

C'est la défini tian si E est de la forme a E b ou a = b • Puis par 

induction informelle sur la longueur de E , on le vérifie aisément lorsque 

E est 1 F ou F v G • Le seul cas non trivial étant celui où 

E est 3 xF(x). Dans ce cas si M[ael F E , il existe Xo e M tel que 

M[a-~J I= F(l.f' x
0

) donc par hypothèse d'induction on a G<J([F(x
0

)] ) = 1 

Comme [ 3 xF(x)] :p [F(x
0

)} , on a 

9([3xF(x)}) = 1 
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[ 3 xF(xill = 
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on a 

@ étant un homomorphisme M-complet pour les ensembles, il existe 

a E x3 xF(x) tel que ®([F(;;_)J) = 1 , donc par hypothèse d'induction 

M[GJ I= F( '€ a) c'est-à-dire M[GJ F3 xF(x) C.Q.F.D. 

Définition v.4 

On dit qu'un ensemble C de conditions de forcing est homogène si 

Vp,q e C il existe un automorphisme cr de C tel que cr(p) soit 

compatible avec q. 

Soit alors (D) une famille d'ensembles de conditions de forcing 
a a t 0 

n 

homogènes. 

Soit (C) la famille d'ensembles de conditions de forcing 
a aEO 

n 

emboîtés associée à (D) comme à la page 
a a<. o 

n 

Soit enfin (C) la famille croissante d'algèbres de BOOLE 
a aE o 

complètes· associée à 

Théorème V.5 

n 

(C) 
a a E o 

n 

comme à la page 

La famille (C) est bien homogènement emboîtée. 
a a( O 

n 

La démonstration résulte du lemme suivant 
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Lemme v.6 

Soient Cet C' deux ensembles de conditions de forcing ayant pour 

plus grand élément respectivement ]C et 11c, • On suppose C' homogène. 

Soit C l'algèbre de BOOLE complète des bons ouverts de C muni de la 

topologie de l'ordre 

Soit D l'algèbre de BOOLE des bons ouverts de D = C XC' muni de la 

topologie de l'ordre produit. 

Alors ~ est isomorphe à une sous-algèbre de BOOLE complète de ID bien 

emboîtée dans ID • 

Démonstration 

Il est clair que C X { 1c,} est emboîté dans D. On note encore ~ 

l'algèbre de BOOLE des bons ouverts de C >< { 1C ,} muni de la topologie de 

l'ordre. 

Avec les notations de la proposition III.2 la fonction i de C dans 

D de finie par 

où 

est un homomorphisme complet injectif de ~ dans ID . 

Soit alors cr un automorphisme de C' . On définit cr automorphisme 

de ID par 

pour chaque Z C.D. 

Soit alors Y cD. On suppose que est invariant par tous les 

automorphismes de ID qui laissent invariant tous les éléments de i(C) . 

En particulier 

(1 

est invariant par tous les automorphismes de la forme 

Montrons que si (p,p')€ Y~ alors Vq'G: C' (p,q')f Y~ 

Il suffit de prouver que V(p
1 

,q 1) ~ (p,q'), il existe 

(p
2 

,q2) ~ (p
1 

,q 1) tel que (p
2 

,q2)€ Y~ puisque Y~ est un bon ouvert. 
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Soit donc (p
1 

,q 1) ~ (p,q'). Soit a' un automorphisme de C' 

tel que o(p') soit compatible avec q' • Il existe donc 
1 

que 

et 

a' (r') ~ q 1 • Par hypothèse on a (p, o'(p'))ey~. 

r' ~ p' , on a aus s 1 (p
1 

, o'(r'))e Y~ puisque 

Et par construction (p
1 

,cr'(r')) ~ (p
1 

,q 1) 

r' ~ p' tel 

Comme p
1 
~ p 

est un ouvert. 

On en déduit que si l'on choisit X c C~{1i.C,} tel q_ue 

Xc = { ( p' iC ' ) / 3 q' € C ' ( p 'q' ) t YDc} 
C;<{1C,} 

alors donc 

Montrons enfin que tout automorphisme a de i(œ) s'étend à un auto­

morphisme de [). 

En effet o= o/'(i(a:)-{©}) est un automorphisme de i(Œ!)-{©} donc 

(o,idc,) est un automorphisme de (i(œ)-{©} XC' qui s'étend de manière 

unique à un automorphisme de ID. C.Q.F.D. (lemme v.6) 

Démonstration du théorème v.5. 

Soit (D) la famille d'ensembles de conditions de forcing homogènes. 
0: 

o: €: On 

Soient f3 et '( deux ordinaux avec f3 ~ "t. On pose 

C' = 

Il est clair que Cet C' sont homogènes. Avec les notations du chapitre III 

page , œf3 est une algèbre de BOOLE complète bien homogènement emboîtée dans 

Cr d'après le lemme V.6. C.Q.F.D. (théorème V,5) 

On obtient finalement le théorème suivant 

Théorème v.7 

Soit (D) une famille d'ensembles de conditions de forcing 
a.a.C.0 

n 

homogènes. Soit (C) la famille d'ensembles de conditions de 
a. a.~0 

n 
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forcing emboîtes qui lui est associée comme au chapitre III pages 46-47 
On pose C = U C • Alors si G est un M-genérique faible sur C, 

a€O a 
n 

M[G] satisfait tous les axiomes de ZF + AF sauf peut-être l'axiome 

des parties. Et si M satisfait AC , M [ G] le satisfait aussi. 

Démonstration 

Le fait que M[G] satisfasse les ax:i,omes d' extensionalité, d'union, 

d'infini et de fondation, résulte de la proposition 111.7. Le fait que, 

si M satisfait A.C, M[G] le satisfasse aussi résulte de cette même 

proposition. 

Po111· vérifier que M[G] satisfait le schéma de remplacement pour les 

énoncés écrits avec€,= on considère la famille (~a) d'algèbres 
a. € 0 

n 

de BOOLE complètes bien homogènement emboîtées associée à la famille 

(C) 
aa e o 

n 

• On pose (C = u (l! 

a Go a 
n 

• En notant h le plongement canonique 

de C dans~ , on définit ® par ®(c) = 1 ~ 3pfG h(p) ·( c 

est un homomorphisme M-complet de C dans {O, 1} d'après la proposition 

V.2. 

Avec les notations de la proposition V.3 , on a 

lorsque E est un énoncé clos avec paramètres dans M écrit avec f , = • 

D'après le lemme lV.11 , on a [EJ = û pour ch~~ue axiome du schéma 

de remplacement. 

On en conclut que M[GJ satisfait le schéma de remplacement. C.Q.F.D. 
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VI - A PROPOS DE L'AXIOME E DE GODEL 

Avec axiome de fondation l'axiome E de GODEL peut s'écrire sous la 

forme suivante dans la théorie de GODEL-BERNAYS 

3rI>[VxVyVy' [(x,y) E. rI> A (x,y') € rI> ~ y = y'J /, VyVx [(x,y) f rI> ~ x G on] 

I\ Vy3 x[(x,y) E rI>]} 

Autrement dit, il existe une surjection de la classe des ordinaux 

sur l'univers • 

On note AV la classe des fonctions de M définies sur un ordinal 

à valeurs dans V (qui est une classe de M). 

On munit Av de l'ordre usuel : f ~ g ~ g = fi' dom g 

On suppose alors que M satisfait 

sait que si G est M-générique sur ~ 

H 

AC . D'après le théorème 
G , <. M, G > t= ZF + E • 

alors 

I.6 , on 

On peut montrer que si 

< M,H :> F ZFH + E parce que M 

constructibles à l'aide de H). 

est M~générique sur A2 
est forcé d'être égal à L[H] classe des 

On se propose de prouver que ç.es deux forcings sur ~ et sur A2 
sont équivalents. 

Notation 

G et H étant deux parties de M (non nécessairement des classes de M) 

on écrira< M,G > = < M,H )- pour signifier que < M,G > et < M,H,. ont les mêmes 

classes, autrement dit que 

inversement. 

Définition VI.1 

G est défini par un énoncé â partir de H et 

C et D étant deux classe de conditions de forcing de M, on dit 

qu'une application rI> (classe de M) est un plongement dense de C dans D si 
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i) 4> est croissante 

ii) Si f et g sont incompatibles dans C , q,(f) et q,(g) sont 

incompatibles dans D. 

iii) Vpf D 3ff C .)(f) ~ p 

Lemme VI.2 

1 Il existe un plongement dense de 

Démonstration 

On définit q,(f) par induction sur f pour la relation bien fondée 

g ~ f ~ g = f Î dom ( g) 

Si dom(f) est un ordinal limite, on pose 

q,(f) = u q,(ft f3) 
B <dom( f) 

Si dom(f) = 8. + 1 , q,(f) est le fonction définie sur 

dom(q,(fl'a)) + f(a) + 1 (somme d'ordinaux) à valeurs dans 2 telle q_ue 

q,(f)fdom(q,(f/d)) = q,(fl'a) et q,(f)(i) = 0 pour tout i tel q_ue 

dom(q,(f/'a)) ~ i < dom(q,(ft a))+ f(a) 

et q,(f)[dom(q,(f/a)) + f(a)J = 1 

Montrons par induction sur dom(g) q_ue 

VfE Ao f~ g ~ q,(f)t dom(q,(g)) = q,(g) 
n 

Si dom(g) est un ordinal limite, on a 

4>(g) = u q,(gtf3) = 
f3 <dom(g) 

U q, (f)f dom(q, (gt B)) 
f3 <dom(g) 

En appliq_uant l'hypothèse d'induction, on a alors 

<I>(g) =-q,(f) ~ U dom(<I>(g/' B)) =-w(f)f dom(cI>(g)) 
f3 < dom(g) 



VI - 81 

Si dom(g) = 8 + 1 , on a par hypothèse d'induction 

4>(gf8) = <l>(f)t dom[<l>(gl' 8Ù et comme f ~ g entraîne f(S) = g(S) , 

on déduit que 

g;(g)(i) =[<l>(f)/' dom(<l>(g))J (i) = 0 lorsque i est tel que 

dom ( <l> ( g /' 8 ) ) ~ i < dom [ <l> ( g /' 8 )] + g ( 8 ) 

et <l>(g)[dom(<l>(g/'8)) + g(S)] = <l>(f)[dom(<l>(g/'8)) + g(S)] = 1 

<l> est donc une fonction croissante 

D'autre part si <l>(f)-' <l>(g) , on a f ~ g • 

En effet par définition de <l>, on a dom(f) = l'unique ordinal 

isomorphe à l'ensemble des i ~ dom(<l>(f)) tels que <l>(f)(i) = 1 

Donc q,(f) ~ cp(g) ;> dom(f) ?' dom(g) 

Supposons alors que l'on ait f ~g. Soit 8 le premier ordinal de 

dom(g) tel que f(S) ~ g(S) (pour fixer les idées f(S) < g(S)). 

Alors fl'S = gl'S et <l>(f/'8+1) :\ <l>(g/' 8+1) puisque 

<l>(f/'S+1)(t) = 1 et <l>(gt S+1)(f) = O où l'on a posé 

(= dom(q,(f/' p)) + f(S) • Il y a donc contradiction. 

Donc cp(f) ~ <l>(g) ~ f < g • 

En combinant avec le fait que f ~ g ~ <l>(f) ,< <l>(g) , on en déduit que 

si f et g sont incomparables, <l>(f) et <l>(g) le sont également 

Reste à vérifier iii). On prouve par induction sur l'ordinal 8 que 

toute fonGtion p € A
2 

de domaine 8 + 1 telle que p ( 8) = 1 est atteinte 

par <P· 

Pour cela soit 't = sup{i < 8/p (i) = 1.} 

1er cas 

t < 8 et p('t) = 1 . On a donc p /' 7Î + 1 = <l>(f) 

d'induction. On définit alors g par g(ô) = f(ô) si 

g ( ô) = 8 - (t + 1 ) si ô = dom ( f) 

Par définition de <l>, on aura <l>(g) = y 

par hypothèse 

ô < dom(f) et 
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2ème cas 

( < S et p(() = 0 ou t = S • On a nécessairement t limite. 

Par hypothèse d'induction, pour chaque i < Ô tel que p(i) = 1 , il 

existe f. 
l. 

tel que '1> ( f. ) = pl' i + 1 
l. 

On pose 

o < dom f et 

Lemme VI.3 

f = U f .. On définit alors 
l. 

g(o) = S- f Sl O = dom f 

<I>(g) = p 

g par g(cS) = f(o) 

Par définition de 

C.Q.F.D.· 

1 Il existe un plongement dense 'l' de A
2 

dans A2 X A2 . 

Démonstration 

par: 

Sl 

<I> , on a 

'l' (p) est la fonction de domaine l'unique ordinal isomorphe aux 
0 

ordinaux pairs de dom(p) ( T -
1 étant l'isomorphisme) telle que 

0 

'1'
0

(p)(i) = 'l'(p( r
0

(i))) , 'l' 1(p) étant définie del.a même façon à l'aide 

des ordinaux impairs. On vérifie aisément que 'l' est un plongement de A
2 

C.Q.F.D. 

Théorème VI.4 

Soit G un M-générique sur ~ 

Il existe alors K M-générique sur A
2 

tel que 

< M,G > = < MiK >-

Démonstration 

Soit V? la fonction de ~ dans 

fonction de domaine dom(f) telle que si 

A
2 

définie par ; lf ( f) 
SE dom(f) alors 

<f(f)(S) = 0 ~ > le rang de f(S) est pair. 

est la 
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Il est clair que ~ est une fonction normale. 

Soit alors G un M-générique sur ~. D'après le théorème II.9, 

on sait que 

H = {p €-A2/ :"J f E G p ~ 'f ( f)} est M-générique sur A2 et par conséquent 

que -< M,H> satisfait 1 1 axiome E de GODEL. 

Donc '-E'-1(H) est isomorphe dans <M,H> à A0 • Soit o cet isomor­
n 

phisme. Puisque G est <M,H> - générique sur <e-\H) (théorème II.9) 

o(G) est< M,H> -générique sur Aon. 

Soit r = {p( A/ :îfE G p? <I>(o(f))} . 

Puisque <I> est un plongement dense de dans est 

< M,H '>' - générique sur A
2 

• 

D'après le théorème II.8 , H ~ r est M-générique sur A X A 
2 2 

La classe K = {p 6A/'l.'(p)EHx r} est donc M-générique sur A
2 

• 

et 

K est bien définie à partir de G puisque H et r le sont 

Inversement on a H = {p E A
2

/ 3 q f K 'f 
1 

(q) ~ p} 

G = { f E ~/ lf ( f) €' H et <I> ( o ( f) ) E r} 

On a donc bien < M,G > = ( M,K > C.Q.F.D. 

Etant donné un modèle M qui ne satisfait pas l'axiome E de GODEL 

on se pose le problème de savoir si toute extension générique non triviale 

< M,G > (qui ne rajoute pas d'ensemble) qui satisfait ZFG régénère 

l'axiome de GODEL. 

La réponse est consistarnment non, Plus précisément 

Soit M satisfaisant l'axiome E de GODEL. Soit (D) la 
(l 

a EOn 

~amille d'ensembles de conditions de forcing suivante : 

-in 
'a 

ordinal 
.J, 
'a 

régulier ) D est 1 1 ensemble des fonctions définies sur un 
. (l 

< f' à valeurs dans 2 • 
(l 

singulier ~ D a= { 11.a} 
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Soit G un M-générique sur A
2

. On sait g_ue<M,G>- satisfait ZFG. 

Il est facile de vérifier que (D) satisfait les hypothèses du 
Ci, 

théorèmes III. 13 dans < M,G >- • 

a, E 0 
n 

Soit alors (C) la famille d'ensembles de conditions de 
a,a,€.0 

n 
forcing emboîtés associée à (Da,) comme au chapitre III pages 46-~7. 

a, € 0 
n 

En appliquant le théorème III.13 , on a donc 

VH < M,G > -générique sur C = LJ Ca, , .t: M[H] 
a. <:o 

n 

G H> = ZFG,H , , 

On sait que M[H] ne satisfait pas l'axiome de GODEL. 

( < M [H] ,H > le satisfait évidemment). 

Théorème VI,5 

1 < M .[à],G> ne satisfait pas l'axiome E de GODEL. 

Démonstration 

Supposons par 1 1 absurde g_ue l'on ait une fonction 4> ( classe de 

M[H] ,G :> ) , définie avec G , g_ui surjecte 0 
n sur M [HJ • On sait 

d'après le théorème II.8 sur le forcing produit g_ue G est M[H]-générique 

sur A
2

• 

Soit donc p E A2 , p lh-A " q, surjecte 
0 0 2 

En notant A la classe des minorants de 
Po 

0 
n 

dans A
2 

, soit~ 

la fonction de domaine A O {écrite sans G) à valeurs dans M[H] 
Po>< n 

définie par 

~(p, a.) = le seul x f M [H 1 tel g_ue 

si un tel x existe 

= 0 sinon 

= x" 



'l' est bien une fonction car si P I k 
2 

" 
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tt 

<I> ( a) = X 

li 

Plbi:-
li 

et <I>(a) 
2 

" on aura (forcing faible) p 11-x-<I>(a.) = X/\ q>{a,) = x' 
2 

Comme p 1 ~ li <I> est une fonction" et comme 
0 2 

p ~ p , on en déduit 
0 

Plt"I x = x' 
2 

c'est-à-dire x = x' • 

est surjective car p jh- li <I> est surjective" c'est-à-dire 
o •A

2 
Il Il 

qj 1-J;:-<I>(a) = X 

2 

= 

On a donc un couple (q,a) avec q ~ p tel que 
0 

'l'(q,a) = X • 

li 

x' 

Mais par hypothèse A
2 

est bien ordonnée puisque c'est une classe de 

M qui est supposée satisfaire l'axiome E de GODEL. 

A
2 
~ On l'est donc également. 'l'étant surjective, on aurait donc un bon 

ordre de M[H] ce qui est contraire à l'hypothèse. C.Q.F.D. 
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