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Propri~tés statistiques des séries de Dirichlet et des produits d'Euler 

H . Queffelec 

Il y a en mathématiques plusieurs théorèmes d I existence : ceux liés à la notion de 

point fixe ( théorème des fonctions implicites, solution locale des équations différentielles 

y' = f(x, y)) ou ceux liés à la notion de cardinalité (théorèmes de Chevalley et Warning, de 

Sylow, existence de nombres réels transcendants) par exemple. Nous nous intéresserons 

ici exclusivement à deux sortes de théorèmes d'existence : ceux liés au théorème de Baire 

(méthodes quasi-sûres) et ceux liés à la théorie des probabilités (méthodes presque sûres). 

Ces deux méthodes ont déjà donné lieu à de nombreux théorèmes : existence de fonctions 

continues partout sans dérivée, existence de fonctions C
00 

partout non analytiques, 

existence d I ensembles de Kronecker parfaits (Kaufman) par le quasi-sûr, existence de réels 

t tels que (tn) soit équirépartie modulo 1 (Koksma), existence de nombres normaux au 

sens de Borel, existence d'ensembles de non-synthèse par le presque sûr, etc ... 

Comme 11 observe Rudin dans "Real and Complex Analysis" par ces méthodes on montre 

souvent qu'un ensemble n 1 est pas vide en montrant qu'il est très gros : par exemple l'en­

semble des t tels que tn soit équiréparti modulo un n'est pas vide puisque son 

complémentaire est de mesure nulle ; mais on ne sait 11citer 11 aucun t ayant cette proprié-

té 

On se propose d'appliquer ces méthodes dans la théorie des séries de Dirichlet 



2. 

oo an( 1) 
I; s celles-ci ont été étudiées en détail, par des méthodes sûres, par Harald Bohr 
1 n 

qui s I est surtout intéressé à la sommabilité et à la croissance des séries ( 1) ; Bohr 

considère les abscisses suivantes ( on pose comme d I habitude s = a + it) : 

abscisse de convergence absolue 

oo I a 1 

a = inf{a II; _n_ converge pour a > a
0

} 
a o 1 0

a 

abscisse de convergence simple 

a = inf {a 
S 0 

converge pour 

abscisse de convergence uniforme 

1 
oo a 

a = inf {a E ..E u 0
1 s 1 n 

converge uniformément dans le demi-plan 

a > a o} ; 
abscisse d' holomorphie 
(a hs a ss a us a) 

ah= inf { a 
0 

1 

oo a 
z:; ..!! se prolonge en une fonction analytique 
1 ns } dans le demi-plan a > a 

O 
• 

f(s) 

Il considère aussi la "fonction de Lindelof" associée o.. ( 1) et à son prolongement éventuel 

f(s). 

D'après la théorie des fonctions analytiques, µ, est convexe déc11 oissante positive 

sur ] ah , + oo [ ; Bohr a démontré qu 'inversement toute fonction µ ayant ces proprié­

tés et telle que µ, 1 s -1 était la. fonction de Lindelëf d'une série du type ( 1). (Théorème 

1). 

Citons encore un complément donné par Bohr à un théorème de Stieltjes. 

oo a oob 

Théorème (Bohr-Stieltjes) : soient !; ..E et E ..E deux séries de Dirichlet 
1 ns 1 ns 

d'abscisses de convergence simple respectives a s(a) s O, a s(b) s O ; soit 
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1 c = a * b ( c = I; ad b ) ; alors as( c) ~ 2- ; et c 1 est la meilleure majoration 
n d/n a 

qu I on puisse donner ( cette dernière affirmation étant la contribution de Bohr). 

Les constructions de Bohr dans les démonstrations des théorèmes 1 et 2 sont 

extrêmement compliquées ; la méthode quasi-sûre les remplace avantageusement dans le 

théorème 2 et il aur•ait été souhaitable d'en faire autant avec le théorème 1 , malheureu-

sement on n'y est pas parvenu, quoique 11 on arrive à des séries de Dirichlet à coefficients 

:t 1 , se prolongeant en des fonctions entières, et dont la fonction de Lindelof est connue, 

étant exactement, dans un cas, celle conjecturée pour la série sûre : 

oo ( )n 
I; 2- = (2 1-s - 1) ~(s) 
1 ns 

{
o si a > 1/2 

à savoir µ(a)= (conjecture de Lindelof). 
1/2-a si a ~ 1/2 ' 

I. Ce travail contient d'abord la rédaction détaillée d'une note de J. -P. Kahane [1], 

avec des prolongements divers ; il s'agit d'étudier les propriétés qs et ps des 

séries 
+1 

I; =­s n 
déduites de la série 

CX) 1 
I;-=((s). 
1 ns 

II. On étudie ensuite les propriétés qs et ps des produits 

de 11 expression de ( sous la forme 1 
l;;(s) = Il 1 ~ 

pE:P 1 - -·-
ps 

Il 
1 déduits 

E:P 1 + -1 ' p - s 
p 

On rencontre en II des propriétés assez différentes d<-:, celles de I. 

I 

N 
Soit n = { -1 , + 1} , muni de la topologie produit de la topologie discrète sur 

chaque facteur, et de la probabilité produit de la probabilité de pile ou face sur chaque 

facteur. On note w = (E1, E2 , ... , En' ... ) le "point cour•ant" de n, ses composantes 



E ( w) apparaissent comme des variables de Rademacher indépendantes sur n. n 

4. 

n est un espace de probabilité : une propriété qui a lieu sur un ensemble de proba-

bilité 1 est dite presque sûre (en abrégé ps). 

n est un espace topologique comp9ct (donc de Baire) : une propriété qui a lieu sur 

une intersection dénombrable d' ouvePts denses ( ensemble de seconde catégorie) est dite 

quasi-sûre (en agPégé qs). 

(1) 

(2) 

On s'intéresse aux propriétés ps et qs des séries de Dirichlet : 

oo E 
I; ..!! = f(s) 
1 ns 

00 

( 1 1 ) I; E -- - -- = g(s). 
1 n (2n+ 1 )5 (2n)s 

THEOREME A. 

1 . Les séries ( 1) ont les propPiétés qs suivantes a = a = ah = 1, s u 
la droite 

a = 1 est une coupure pour f. 

2 . Les séries ( 1 ) ont les propriétés ps suivantes a = 1, u la 

1 droite a = 2 est une coupure pour f, µ(a)= 0 si a > ! 
2 

et plus précisément 

f( a + it) = O(log I t 1 ) 
1-a o uniformément quand I t ! ttoo pour a ~ a 

O 
> J. 

Preuve du théorème A . 

1. Il suffit clairement de démontrer que a = 1 est qs une coupure pour f, 

mais ceci va résulter du théorème plus général suivant 

00 -À S 

THEOREME A 1 . Soit I; a e n une série de Dirichlet à coefficients réels, 
1 n 

00 -À S 

d I abscisse de convePgence simple as = ex > -oo ; alors la série I; E a e n admet 
1 n n 

quasi-sûrement la droite r = ex comme coupure. 
s 
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Preuve du théorème A 1 . 

Soit ex une suite de + 1 n - telle que ex' a = la 1 n n n ' 
et soit ex' = (a1 , ... , a~ , .. 

•• ) E: n ; la multiplication par ex' est un homéomorphisme de n, et (E ex') a = n n n 

e:n lan I, donc on peut se limiter à an> O. D'autre part, l'ensemble des w = (En) 

pour lesquels ffts = ex n 1 est pas une coupure peut s'écrire comme 

U E avec a N + 1· t t ,,... Q .,,.. c Q+. N entier >_ 1 • 
N , = 1.,1, ' C, ' J. \;.., , , a r N a,r, 

' ' 
et E N = {w/L E (w) a e-Àns = fw(s) possède un prolongement analytique, toujom~s ar n n · 

noté fw, dans le disque Da,r={s/ls-al <r}, et !fwlsN sur Dar}. 

Chaque E
8 

r N est fermé, en effet, si w € E
8 

r N' il existe une suite 
' ' ' ' 

i i w E: Ea r N telle que w +w. 
' ' 

Si f.(s) = f .(s), 
1 Wl 

1 f. l s N sur Da , 
1 r donc les 

fi forment une famille normale sur Dar' donc quitte à prendre une sous-suite , on 

peut supposer fi ~g uniformément sur tout compact de Dar' avec g holomorphe 

et I g 1 :::;: N sur Dar. 

Or, Wi .,,._ W ~ E~ + En \/ n ; mais il est clair que, pour ms > cx, cette conver-

gence entraîne la convergence simple 

00 • -À S 00 -À S 
I; i a e n +!; E a e n , 
1 n n 1 n n oû f.(s) +f (s). 

1 W 

On a donc g = f w sur D n Rs > 1, a,r et g définit donc un prolongement s N en 

moduk de fw sur Da r' 
' 

donc w E: E
8 

r N. 
' ' 

Si un des E n'est pas d'intérieur vide, a,r,N 

EarN :, { "n,} x ... x { "n) X n~ntn = U 

avec Dn = {-1 , + 1}. Soit alors w' quelconque dans n ; pom, Rs > o:, on peut 

écrire 



6. 

00 -À S -À S -À S -À S 

f , (s) = E E1 a e n = E E a e n + E E1 a e n + E (E' - E ) a e n 
w 1 nn nn 1 nn n n n 

n. nr=n
1
. n

1
. 

1 ______ _/ ------ ---✓ ,- ,,-
::::: fonction entière 

On voit donc que fw' admet un prolongement analytique à D • Soit 
a,r 

E > 0 assez 

petit pour que si / u - t 1 :::; E, le disque de centre ex + E + iu et de rayon 2 E soit 

inclus dans D .,,.,. (Avec a= ex+ it). Pour t-E:::; u:::; t+E, a, .... prenons E' = sign cos À u n n 

et posons b = ex+ E + iu, c ::::: o: - E + iu, f = fw, . 

Nous avons 

oo (2 E)m oo m -À (o:+E+iu) 
f(c) = I; I; E 1 a À e n D'où -m•. n n n 

m=O n=1 
oo (2 )m oo m -À (o:+E) 

ffi.f(c) = I; ~, I; a À e 
11 

/ cos À u I . 
m=O • 1 n n n 

Tous les termes étant positifs, nous pouvons intervertir 11 ordre des sommations, et 

donc 
oo -À (o::+e:) oo m 

Rf( c) = E a e n I cos À u / I; ( 2 E.} À m 
1 n n ~" m. n n= m=v 

oo -À (o:-E) 
Rf ( c) == E a e n I cos ), u 1 < oo. 

1 n n 

Mais nous en déduisons 

oo -À {o:-E) 
i) I; a e n < oo 

1 n 

d'après le 

LEMME 1. 

de Lebesgue), alors 

00 

si I; b / cos À t / < oo, 

1 n n 
(X) 

I; b < oo. 
1 n 

t € E, m(E) > 0 (m = mesure 

C'est tout simplement le fait connu ( [2]) qu'un ensemble de mesure positive n'est 

pas un ensemble de convergence absolue. 
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Mais i) contredit la définition de ex ; chaque E N est donc d I intérieur vide. a,r, 

UEarN est donc un ensemble de première catégorie, ce qui démontre le théorème A1 .rm 

2. Montrons d'abord que au= 1 ps. Soit P = {p 1, ... , pn' ... } l'ensemble 

des nombres premiers ; les log pli sont rationnellement indépendants, donc par le 

théorème de Kronecker !)] 

1 

n itLog pli I n 
sup :E E e 1 = :E I E 1, 
tE:R 1 li 1 V 

t:
1 

, ... , En E: <C quelconques. 

Si 11 on applique ce résultat aux séries ( 1 ) avec Eli = E (w) et sil' on utilise 11 estima­
Pv 

tion de Bohr [3] 

avec 
E (w) 

00 pli 
h(s) = :E s 

1 Pv 

a (h) = lim u 
n+-J--OO 

log U n 

log n 

et U = sup 1 ~ E (w) eit Logpv 1 = n , 
n tE:R V=1 pli 

on trouve a (h) = 1 sûrement. D'autre part, soit P l'ensemble des nombres u 

premiers, Q 11 ensemble des nombres ~ 1 non premiers, et ex un réel tel que 

p.s. 
1 
2 <ex<1. Admettant provisoirement que toutes les séries considérées convergent pour 

1 Rs > 2, nous avons 

et introduisons 

E En 
g(s) = :E .E - :E 

p ns Q ns 

Considérons les évènements : 

A : sup I f ( a + it) 1 == +oo 
ex c,> -ex 

tE:R 

B : sup lg(a + it) I= oo 

(X CJ~ex 
tE:R 

C : sup lh(a + it) I= oo 
ex o-~ex 

tE:R 

C c A U B puisque f + g = 2h ex ex ex 
P(C ) = 1 

(X 
puisque C = O. ex 

(DI après un théorème de Bohr, le plus grand demi-plan-où une série de Dirichlet est 
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bornée est égal au plus grand demi-plan où elle converge uniformément) et P(A ) = P(B ) 
(X (X 

puisque -e: a même distribution que n (principe de symétrie), donc 

et comme A est un évènement asymptotique, P(A ) = 1 par la loi du zéro-un. 
(X (X 

Comme ceci a lieu pour tout ex < 1 et d'après le théorème de Bohr cité plus haut, on a 

o (f) = 1 ps. œ 
u 

Avant de démontrer 1 
as=ah=2' rappelons quelques résultats classiques de 

probabilités. 

1. Loi du logarithme itéré [5]. on a 

lim ps. 
n-H-oo V2n log log n 

2. Théorème des trois séries [5] . Soit u une suite de nombres complexes, alors n 
00 

bEU 
1 n n 

00 12 converge ps <==? I; 1 u < oo . 
1 n 

_ 00 -À S 

3. Théorème de la coupure Gi J . Soit I; X ( w) e n une série de Dirichlet à 
1 n 

coefficients indépendants et symétriques (Xn et -Xn équidistribuées) ; alors 

et sy 
11 abscisse de convergence simple os ( w) est ps une constante ras > -oo' 

o = o est ps une coupure pour la série. s 

as = J ps pour ( 1 ) résulte de la loi du logarithme itété, via 

log ls 1 

O' s = lim log nn , aussi bien que de 2 puisque 11 on a : 
00 

-2a 1 
:I;n <oo~a> 2 . 
1 

la droite 

1 
ah = 2 ps résulte de 3 . Enfin, 2 démontre les convergences ps admises lors 

du calcul de au . ~ . 

L'estimation de la fonction µ ( a ) repose sur le lemme classique suivant (S. Bern-
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stein) dont nous donnons la démonstration pour éviter toute recherche au lecteur. 

LEMME 2. Soient a 1 , ... , aN € a::, e:1, ... , ~ des Rademacher indépendantes, 

N N 2 et X = ~ e: a . Posons M = ~ 1 a 1 , et soit x un nombre positif 2:: 1 • Alors 
1 

n n 
1 

n 

P( 1 X 1 > 2 V M log X) ::; i-
Preuve. Supposons d'abord les a réels, et soit a un nombre réel positif ; n 

nous avons, si À > 0, 

P(X >a)= P(eÀX > eÀa)::; e-ÀaE(eÀX) = e-Àa ~ ch À a , 
1 n 

faisons À = ~, il vient 
~ 

-21v1 
P( lx I> a)::; 2 e M. Si 

À2 
-Àa+M-

P(X > a) :s: e 2 

a.i 

-2M 
P(X > a)::; e . Comme X et 

a = u + iv , X = U + iV, avec n n · n 

-X sont équidistribuées, 

2 2 V= :E E v , et soit M1 = :E un::; M, M2 = :E v ::; M. Nous avons 
n n n 2 a-2- a2. a 

P( lx l>a) :s: P( lu I> ~) + P( lv I>~)::; 2 (e- 4M1 + e-4Mi-)::; 4 e- 4M. 
V2 V2 

Le lemme 2 en résulte, en faisant a = 2 V M log x . 

Le lemme 2 a pour conséquence le lemme suivant. 

LEMME 3. Soient O < n1 < n2 < . . . une suite strictement croissante d'entiers 

strictement positifs ex > 1 , f3 2='. 0 des réels, T un réel ~ 1 , et 

Alors, si 1 
0- > 2' 

E 
f.ts) = :B n = f.(o- + it). 
J n.<n:S:n. 

1 
(<X +{3)8 J 

J J+ n 

Pd!tjll r; J~ o--~/ 2 Vlog Tnj+ 1)::; ~- pour tout j ~ O, 
i.Q,T n. J 

J 

on a 

où C est une fonction de a ,cx,{3 seulement, et où: lldl r0 T]= sup IL(o-+it) 1. 
J U ' 0$ t :s;T J 
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Preuve. Soit N un entier à fixer par la suite ; divisons [o, T] en 

k = O, ... , N-1 
T et posons tk = k N, k = O, 1 , ••• , N . Considé-

rons désormais fj comme fonction de t seul et écrivons Il Il pour Il Il [o, T], 

nous avons 

(3) 

Log y+ Log n 

(<:m+f3 f 

avec y= 2 sup(cx, f3) (3' ). Ou encore 

Log n < 2 Log y L ~ 1 
a - a og nj+ 1 a 

n ex n.<n~n. 1 n 
J J+ 

< 2 Log y Log n. j nj+ 1 dt < 2 Log y L j nj+ 1 dt 
- a J+ 1 ta - a og nj+ 1 . â ' 

a: nj a: nj vt. 

d'où 

(4) li ,li Log y ,c-- < Log y f. :::; 4 --------Log n. 1 v n-:, 11 - 4n. 1 -----. J a J+ J+ J+ a a: a: 

' 

Soit d'autre part 1 1 joo dt 1 
M= ~ 2 <~ --;,,;:::-= 2 2 1' a - ~a . ~a a a -n.< n:::;n. 1 (<:m+.B) a: n. t (2a-1)cx n. 

J J+ J J 

D 'après le lemme 2, avec x . en place de x , nous avons 
J 

Donc 

(5) 

Soit 

(5') ( Logy 2) C 1 = sup 4 --a- , 
0 

• 

a: a: v'2'a=1 

(3) donne alors, via (4) et (5), 

ll1jll :5 0~1
172 [v1og xj +; n~-l/Z nj+,], 

nj 
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(6) 

avec une probabilité 

Prenons maintenant ' . . 
OU lCl [ ] désigne la partie 

entière, et X.== Sn.N, nous avons, puisque n. 1 2:: 2 : cr+2 cr+5 XJ· :::; 8Tn. 1 :::; (T ) , 
J J J+ 

(7) 1111 
2c1F 

fj :::; 0 _ 112 \Jlog T nj+ 1 
nj 

avec une probabilité 2:: 1 - 1... n. 
J 

D' où le lemme 3, avec 

(8) 

J+ nj+1 

oo E 

Revenons à f ( a + it) == ~ an . t , 
1 n +1 

1 f" , a > 2 ixe. Nous avons (on peut supposer 

a < 1 puisqu'il est évident que µ(a) == O si a > 1) 

(9) 
00 

f(a + it) == E
1 

+ ~ f.(a + it), 
j=0 J 

Appliquons le lemme 3 à f., en prenant ex: == 1 , f3 == 0, n. = 2j, il vient, en tenant 
J J 

compte du fait que n. 1 = 2n. et en supposant T > 2 (ce qui entraîne 
J+ J 

(n.T)2 et donc log n. 
1
T:::; 2 log n. T) 

J J+ J 

(10) 

( 10') 

Il Il r - C'"(cr) 
fj LO, T] < n<:-1/2 

J 

C'(a)= V2 C, où 

V log T n., avec une probabilité 2:: 1 - 2-j. 
J 

C est la constante du lemme 3, donnée par ( 8). 

Désignons par AjT l'événement lltj!I [o,T] > n~~(-~;S Vlog T nj" D'après (10), 

J 
nous avons 

D'après le lemme de Borel-Cantelli, il existe nT c n, P(OT) = 1, tel que si 

w € OT' toutes les inégalités (10) ont lieu pour j 2:: jT(w), où jT, qui est choisi 

aléatoire/ 
le plus petit possible, est une variable/sur n. Nous avons 
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(11) 

Donnons maintenant à T la suite de valeurs et posons jT = jk, 
k 

nous avons d I après (11 ) 

donc :E P(jk?: k) < oo, et il existe Sc n, P(S) = 1, tel que 

(12) si w € s, il existe k
0

(w) entier?: 1 tel que pour k?: k
0

(w), jk{w) :5 k. 

00 

Soit d'autre part A= n OT , et E =An S. Alors P(E) = 1. Soit wE:E 
k=1 k 

et soit t > T k (w) ; soit d I autre part k l'unique indice tel que : 
0 

T k-1 :5 t < T k = T~-1 :5 t2. 
On a nécessairement k > k

0 
( w). 

D'après (9), 

(13) lr(o- + it) 1 :5 1 + :E lr.(a + it) 1 + :E lt.(o- + it) I. 
j<k J j?:k J 

Si j?: k, j?: jk puisque k > k
0

(w), mais on peut alors appliquer (10) avec 

T=Tk' puisque wE:OTk' d'où: 

(14) 

Si j < k, on majore 

compte tenu de ( 14) 

lt.(o-+it) 1 
J 

1-o-

par 

(15) lr(a +it) I< f-o- + c•(o-) :E o-~112 \/îog Tk nj" 
j?:k n. 

Majorons cette dernière somme en posant 
J 1 -ex 

ex = o- - 2 , q = 2 , nous avons 

:5 :E -.!.. ( Vlog T k + j) = 
j?:k q-J 



qk k k qk+ 1 .ir--- k 1 
= \/log T k 1=q + 1 ~ q + 2 s 3 V log T k q 2 • (1-q) (1-q) 

Posons 

( 15') "( )- ( 1 3c'(o-) ) • 
c cr - sup 1-o-' ( -(o--1/2))2 ' 

1-2 

(15) devient, compte tenu du fait que nk = log Tk 

/f(c, +it) /,:; c"(c,) ~log Tk)l-cr + ljliogc,~~;J= 2 c"(c,) (log T/-", 
(log Tk) 

or 

lt(o-+it) 1 :::; 2c"(o-) (log t2) 1-0- = 22
-0- c"(o-) (log t) 1-0-. 

Autrement dit : w € E =} 1 f(o- + it) 1 s c "'(o-) (log t) 1-a dès que t > T k (w) , 
0 

et donc f(o- + it) = O((log t) 1-cr) quand t -i,.. +oo ; mais comme f(a-it) = f(o-+it), 

on voit que 
w € E =9f(cr + it) = 0 ((log lt 1 )

1-o-) quand lt 1 ++oo, 

uniformément quand a 2:: cr 
O 

> J. 
Comme P(E) = 1, ceci achève de démontrer le théorème A.~ . 

THEOREME B. 

13. 

1 . Les séries (2) ont les propriétés qs suivantes : cru = 1 , as = ah = 0, la 

droite cr = 0 est une coupure pour f, µ ( a ) = 1 - a si O < cr s 1 . 

2. Les séries (2) ont les propriétés ps suivantes : 

la droite cr = - ; est une coupure pour f, et : 

. 1 < 1 
Sl - 2 O' S 2 

µ(cr)= 
> 1 

O' - 2· 

Preuve du théorème B. 

1. Soit un(s)=(2n+1f 8 -(2nf 5
; la formule de Taylor, appliquée à f(x)=x- 5

, 

donne 



( 16) 

1 
Un(s) = -s(2nrs-l + s(s+1) j

0 

(1-t)(2n+tfs- 2 dt 
.. ___ _,,, 

-....,r 
V (s) n 

00 OOE 00 

g{s)==~ Eu(s)= -s
1 

~_!!_
1

+s(s+1)~Ev(s). 
1 n n 2s+ 1 ns+ 1 n n 

14. 

La deuxième série écrite converge absolument pour a > -1 , et dans la première on 

reconnaît f(s+ 1). Le fait que as = ah = 0, et que o- = 0 soit une coupure pour 

(2) résulte aloPs du théorème A, 1 °). Quant à o-u = 1 , cela découlera de 11 estimation de 

µ ( a ) . Auparavant, nous allons introduire, pour une fonction f 
00 

C sur 

ses différences successives : 

.!.\
0
f(n) = f(n) 

1 
A1f(n) = f(n+ 1) - f(n) = j

0 

ft (n+x1) ctx1 

t 2f(n) = A/(n+2)-A 1f(n) = f(n+3)-f(n+2)-f(n+1)+f(n) = Jj f"(n+x
1
+x2 ) ctx1 ctx2 

Qs;x
1
::;;1 

O::;;x
2

::;;2 

~f(n) = ~f(n+4 )-~f(n) = f(n+7 )-f(n+6 )-f(n+5)+f(n+4 )-f(n+ 3 )+f(n+2 )+f(n+ 1 )-f(n) 

= Jjj f 111(n+x 1+x2+x3) dx 1ctx2ctx3• 
Qs;x 

1
::;; 1 

O::;;x
2

::;;2 

O::;;x
3

::;;4 

Et de façon généx•ale : 

A f(n) = A _,t(n+2P-
1

) - A _1f(n) =J•··J /P)(n+x 1+ •. +xp) ctx1 •.• dxp 
P P P Qs;x ::;;1 

~x~::;;2 

(16') 

Ô::;;x ::;;2P-l 
p 

À f(n) = ~ + f(m) = somme de 2P termes. 
') n::;;m::;;n+2P - 1 -
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1 . . t, f( ) -s f(p )(x) = (-1 )p s(s+ 1 )s·+·p· (s+p-1) ' Dans e cas qm nous 1n eresse, x = x , 
X 

donc 

~. f(n) = (- 1 f J J 
P • · • ?::;x

1
::;1 

( 17) s(s+ 1) ... (s+p-1) dx dx 

( )s+p 1 • • • p · 
n+x 1+ ... +xp 

D::;x ::;;2p-1 
p 

A propos de ces différences successives, nous avons le 

LEMME 4. Soit f(x) = x-s, s = a + it, m un entier :2: 1, j un entier :2: 1. 

(2j- 1) 
Si O ::;; t ~ ::;; 1, on a . (j- l) 

J-2-

1~. f(m) l :2: c ls(s+1) ... (s+j=1) 1 2 . . 
J (m+2Jf+J 

1 avec c = cos 2. 

Preuve. Par (17), nous avons 

( 18) 

L' argument e de l' élément d'intégration est -t Log(m + x 1 + ... + xj) ; il a donc 

une variation V en valeur absolue, avec 

. . 1 . 
V= t Log(m + 1 + 2 + .. + 2J- ) - t Log m::;; t Log(m+2J-1) - t Log m 

2j-1 2j- 1 
V ::;; t Log ( 1 + -) ::;; t -- ::; 1 . m rn 

On peut donc trouver un angle ex tel que 

'°' c J-· · Jos:x
1
s: 1 

Ô<x.<2j-l 
- J-

1 1 - 2 ::;; cx: + e ::;; 2 et on a 

cos(cx:+0 )dx1 .. dxj 

( )a+j 
rn+x1+ ... +xj 
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D'où le lemme 3, via 18œ 

Revenons à 11 estimation qs de µ(a-) ; nous avons 

00 

donc 

, et cette dernière série converge pour a- > O, donc 

on voit que 

( 19) 

DI autre part 

(20) µ(1)=0 

par continuité à droite de µ en 1 . DI après la convexité de µ , il suffit donc de 

1 1 montrer que µ (2) ;;::: 2 . qs pour avoir le 1) du théorème B . 
1 

Soit N un entier ;;::: 1 , et posons '¼ = { w/ Jgw(J+it) 1<1~5 lt 1
2 V lt I> N }, 

où c est la constante du lemme 3 i c = cos J . ON est évidemment fermé dans n ; 

soit d'autre part t réel, avec lt l ;;::: N, et soit .w E:. '¾· Si lt 1 ~ n ~ 2 lt l, le 

lemme 4 entraîne 

( ) 1 1 . ) 1 1 ( ) l C I s I C I t I C I j-1/2 
21 un(2 + it = L-i.1f 2n ;;::: 3/2 ;;::: j j 3/2 ;;::: 12 t . 

(2n+ 1) (5 t ) 

Un des 11triants 11 [o , ; 17
] , [;ri , j 17

] , [t'\ 2n] contient au moins I t 1 /3 des 

points un (J + it) (projetés sur I z l = 1 ) pour I t 1 ~ n ~ 2 1 t 1 ; supposons par 

exemple que 

277 
<X= 3· 

[o , ; 1T J en contient au moins soit J leur ensemble ; et soit 

Si nE:.J, un(d + it) = eie lun(i + it) 1, avec o < e < ;1r et 

(22) 1 1
-1/2 

ffi,(ei<X un(J + it)) = cos(a + 0) l un(d+it) 1 ~ - ~ rz t , par (21 ). 

Sur une partie convenable J w de J, 

par exemple En = + 1 • 

de cardinal > 4-l , 8n ( w) est constant, 
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Soit w' la suite obtenue en changeant le signe des e:n exactement sur J w. On a 

f , (2} + it) - f (2! + it) = -2 r: un(
2
! + it), 

w w nE:Jw 

par (22). D'où 

1 
1 . 1 1 t l 1 / 2 

1 t l 1 / 2 
1 t 1

1 / 2 
fW l (2 + lt) 2;:: 72 - 145 > 145 1 

donc w' f/.. ON. Or w' est arbitrairement voisin de w, puisqu 1 il a les mêmes 

[I t IJ-1 premières coordonnées que w, et que I t I est arbitrairement grand. Ceci 

montre que w f/., ~' et donc que ~ = ~. Soit maintenant A = U nN, et 
N2:: 1 1 

C B = A . B est qs. Si w E: B, 

1 1 1 (1 . 1 C 1 11/2 pour tout N 2:: 1, 3~, ~ 2::N tel que gw 2 + 1~) > Î45 ~ , 

donc 

lim 
lt l ➔+oo 

lg (-
2
1+it)I 

W > C 

lt1112 -m 

Via ( 19) et (20), ceci achève la preuve du 1 . du théorème B. ~ 

2. Les assertions ps concernant les différentes abscisses découlent du théoreme A 

et de ( 16). L'estimation ps de µ ( a ) utilisera les deux lemmes suivants : 

N' 
LEMME 5 (Ingham, [6] ). Soit f(t) = !; 

N 
a e 

n 

-iÀ t n 
À E: R. n 

À - À ~ y> 0 (N < n :S: N' ). Soit T = 1T + E > ~. Alors n n-1 · y y 
T ~la 12 ::s:a(e:)J lr(t)l 2 dt 

n 2T -T 

où a(e:) est une fonction de E telle que E a(e:) "? a > O quand 

On suppose que 

> 
E-+ 0. 

LEMME 6. Soit 1 
a> 2' x 1 , ... , xp des réels avec O :s: x 1 :s: 1 , 



. . o ::; xp ::; 2P- 1 , ex un entier ~ 1 , T un réel ~ 1 nj une suite strictement 

E 
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croissante d'entiers positifs, f.(s) = ~ n s , avec s = a + it, 
J nj<n::;nj+ 1 (cxn+{3+x1+ ... +xp) 

O ::; t ::; T. Posons l !f. l l == ftU{v If.( t, x 1 , ... , x ) 1 . Alors 
J O:s;t::;T J p 

(23) 

?::;x 1::; 1 

Ô::;x ::;2P- 1 
p 

C2 ---
~ 

0
_ 112 V log Tnj+ 1) 

n. 
J 

<.!. 
- n. ' avec 

J 

2 ) 
\n-' v~a-1 

C'est une généralisation du lemme 3 ; divisons chacun des segments [o , 2q- lJ en 

2q-1 
segments de longueur ~, 

q 
et soit 

M entier qui sera choisi plus tard. Nous avons clairement : q 

Il e1 eP I' P 2q- 1 
1 s 1 

S e sup e f .(. ,x 1 , .. ,x ) 1 r0 T]+ I; ~ 
1 ' • • ' p J P U ' q= 1 q a ( cxn. )° 

J 

ou encore 

O<e::;M, - q q 

(24) Il Il Il e1 eP Il 4T P 2q-1 
fj; ::;; sup f/. ,x 1 , ... ,xp )1, [o,T]+ crër • ~ y-· 

e1 , .. , ep ex nj q- 1 q 

eq entier, 

D 1 autrepart, pour e1, ... 1 ep fixés, l'inégalité(6) (oùonremplacedansl'expression 

de C 
1 

la quantité f3 p CT a+1/2J-par f3 + 2 et N par 2 nj+ 1 + 1 , en 

laissant X . variable) donne 
J 

Il 1 Pli - 2c1v1ogxj 
P( fj(.,x1 , ... ,xp) ~,TJ ~ n<?"-1/2 ) 

J 
D'où 

< 8N< 8T --1 )a+1/2 
- X . - X .• ,nj+ 1 • 

J J 
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Et d'après (24): 

(25) 

(25) devient 

dl Il 2C1 va+1/2( PJ 4p ) ::;;..!.., 
P fj 2: a- 1/ 2 V p+1Jlog(Tnj+l 4 + a a n. 

nj ~ a: nj J 
-a Puisque 4i:x s C 1 , cela donne encore, ' quelques majorations triviales : 

3/2 

Il Il > 16p c1 va+ 1/2 =---=-- 1 
P( fj _ 

0
_ 112 Vlog Tnj+l ) sri-:-

n. J 
J 

d 1oùlelemme6avec c 2 = 16p 3/ 2 Vo-+1/2 c 1. m.i 

A l'aide du lemme 5, montrons que µ ( 0) 2: J ps. Soit N un entier 2: 1 et 

N 
posons pN(t) = :E E u (it). La distance de deux fréquences consécutives dans pN 

1 
n n 

est log m - log(m-1) 2: l 2: 2N1+ 1 2: 3~ donc on peut appliquer le lemme 5 avec 

1 277 
Y = 3N, T = y = 61rN. On aura alors : 

T 
:E I a 12 = 2N s a

2
(1ïTi) j 

n -T 

sup lpN(t) J. On a donc 
ltls61rN 

où a est une constante universelle. Considérons maintenant 

Soit ~ 11 .événement : 

N 
g(it) == I; 

1 

N 
cp(it) = :E 

1 

00 

E U (it) + i:; E U (it) 
n n N+l n n 

00 

E U (it) - i:; E U (it). 
n n N+l n n 

sup I g(it) 1 2: a \[N. 
lt ls 61rN 

Soit 9N 11 événement : sup I cp(it) 1 2: a ,JN. 
1 t ls61TN 
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P (AN) = P(BN), par symétrie des En. Et AN U BN = n, compte tenu de 11 égalité 

et de (26). Donc, P(lim AN) ~ i et ainsi 
N 

P(µ(0) ~ ;) ~ ;. D'après la loi du zéro-un (µ est une var asymptotique) 

(27) µ (0) ~ ; ps . 

A l'aide du lemme 6, montrons que µ (- j + 0) :s: 1 

oo En E1 oo 
cp{t,x) = I; --- = -- + z; cp .(t,x), avec 

1 (2n+x)s (2+x)s j=0 J 

ps. Soit 

s = a + it, 1 > a > ~ fixé. Reprenons les estimations ( 13), ( 14), ( 15). . . du 

théorème A, où le lemme 6 remplace le lemme 3, et où 

1 Jf .11 10 T 7, nous arrivons de façon analogue à 
J lJ ' kJ 

sup lc,o(t,x) 1 = 0((log lt 1 )
1-a) quand lt 1 

0:s:x:s:1 

sup 
O:s:t:s:T k 
0:s:x:s:1 

ps, 

c 'està-dire si wE:E, P(E) = 1. Soit alors 1 a > - 2 fixé, et 

tel que lt! ~t (w), 0:s:x:s: 1 
0 

(28) 

D ' autre part, 

oo 1 E 

Jcp.(t,x)I remplace 
J 

wE:E. ~t (w)~O 
0 

(29) jl ; En-

0 1 (2n+xf +it+ 1 dx=L J n 
1 o (2n+xf+it+ 1 dx, 

. > 1 car s1 a -2, 
oo E 

1 , . ...-. n a ser1e '-- 1 1 (2n+x,S+ 
converge ps uniformément pour O :s: x :s: 1 , 

comme on le voit aisément en faisant une transformation d'Abel et en utilisant 

e:
1 

+ ... + e:n = 0( Vn log log n) ps. (28) et (29) donnent alors 

Jg;a/N) 1 = 1 ~ /: it[c2n+ 1 ra-it - \2nra-it] 1 :,; Ca (log lt Ira 
si ltl~t

0
(w). Onendéduitimmédiatement µ(a):s:1 ps, pour a>-;, 

et donc 

µ (- J + 0) :s: 1 ps . 



Pour finir, on remarque que 

(31) µ(a)= 0 ps si 

En effet, en écrit alors 

oo E oo -E 

1 
a> 2· 

g(s) = E n + E n = A(s) + B(s), 
1 (2n+ 1 )s 1 (2n)s 

et d I après le lemme 3 on a, si 1 
a> 2' µ tA, a ) = µ (B, a ) = 0 ps. 

21. 

(27), (30) et (31) , joints à la convexité de µ , achevent de démontrer le théorème 

B. m 

Nous allons maintenant prouver deux théorèmes qui montrent qu'en prenant des 

différences successives de plus en plus élevées à partir des séries 

00 

oo E 
'E _E 

s ' 
1 n 

on peut 

"pousser" ah jusqu I à -oo, et obtenir des séries -s 'E + n pour lesquelles le 
1 -

µ(a) est bien contrôlé. 

THEOREME C. 

suivantes : a = 0, 
s 

00 

Il existe une série de Dirichlet 'E + n-s, 
(0 . > 1 1 -
J Sl O' 1 

ah= - oo, et µ, (a )=l . 
1-a si a:::::;1 

avec les propriétés 

Preuve du théorème C. Elle découle des deux lemmes suivants. 

LEMME 7. Considérons une série de la forme 

00 

E ( 'E E .6..f(u.,n)', 
·=0 < nJ J / J- n. n::;n. 1 J J+ 

(32) 

où E = + 1, où ~J_.f désigne les différences j-ièmes associées à la fonction n -

flx) = x -s, les nJ étant une suite strictement croissante d 1 entiers (avec n
0 

= 0 ), 

et les u. étant des entiers choisis pour que (32) s'écrive formellement 
J, n 

(32') 
00 

-s 
E + n . 
1 -

Alors, pour tout choix des En et des nj, on a, pour (32 1 ) 



(j = o, s ah= - oo, 
(=0 si o-> 1 

µ(a)= } l :::.; 1-0- si o- :::; , 
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Preuve. Le prolongement analytique de (32 1 ) est défini par (32) ; montrons que (32) 

est une fonction entière ; soit S. == :E E A.f(u., n) ; nous avons, d'après ( 17) 
J n J J 

nj<r6nj-f 1 

1 
. 1 / /2 .2 nj+ ,-n3 

s(s+l). · .(s~J-l) 2 :::; ls(s+1) ... (s+j-1) l2J 12 :E ! •, 
tu.,n)°" +J f::1 (e2Jf+J 

ls. l < :E 
J n.<n::::;n. 1 J J+ J 

( ) j-1 ( )· j-1 j puisque u., n.+ 1 = 1 + n
1 

+ 2 ~-n
1 

+ ... + 2 n.-n. 1 ;:::: 1+ 1+2+ ... +2 = 2 , 
J J ~ J J-

et qu'ensuite les u. varient de 2j quand n varie de 1 . D'où : 
J,n 

1 1 1 1 
- .2 /2 - . 2 

Sj :::; s(s+ 1) ... (s+j-1) 2 J 2 Jo- 1T /6, dès que j+o- ::::: 2. 

Donc, (32) est une fonction entière, et o-h = - oo. 

Soit maintenant p un entier ~ 0, et supposons o- > -p ; écrivons (32) sous 

la forme: 
:E ( > + :r; ( ) = s 1 + s2 , 

j:::.;p j:::::p+1 

et intéressons-nous seulement à s 2 , s
1 

n'influant pas sur le µ,o-); or, dans s 2 , 

chaque /l. se casse en 2j-p- l 
J 

k ) ( j-p-1) dtiférences Ap+ 1f(À k,j 1 ::; k :::; 2 . 

D I après ( 17 ), nous avons 

1 1 
1 1 

p(p+ 1) 
Al< f(>.. .) ::; s(s+1) •.• (s+p) 2 2 , 

p+ 1 k,J (À _f +P-+ 1 

p(p+ 1) 

(33) ls 2(o-+it)I::; ls(s+l) ... (s+p)l2 
2 

k,J 

:E 1 
1 

:::; 1 s(s+ 1) ..• 
k . (À .)o-+p+ 

,J k,J 
p(p+ 1) 

.. (s+p) 12 2 êj (a+p+1), 

puisque les Àk . sont deux à deux distincts. Par (33) µ(a) ::s; p+1 si o- > -p. 
,J 

D.' autre part, il est évident que µ l o-J = 0 si o- > 1 ( cr 
5 

:::; 1). La convexité de µ 

entraîne alors les inégalités annoncées. Reste à montrer que (j = o. 
s 
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(32' ) s' écrit : 
oo o:n 
I; s' 
1 n 

Considérons, pour s = cr + it, a > 0, 

une somme partielle 

Soit j
0 

le plus petit indice tel que N figure dans S . , et j
0 

étant ainsi 
JO 

fixé, soit n
0 

le plus petit indice > n. tel que N figure dans les indices de 
JO 

on va montrer que S + ... +S. - sN ~ 0 quand N ++oo, 
0 JO 

ce 

qui démontrera bien cr s = 0, d'après ah = -co. Or 

On voit facilement, en utilisant ( 17) et les minorations de u. , que R (s) +-0 
J
0

,n o 

quand N + oo j R(s) représente, au signe près, les termes qui restent dans 

A. f(u. ) quand on a épuisé les indices jusqu'à N ; soit M le nombre de termes 
Jo Jo,no 

P1 P2 pk 
restants_; écrivons M = 2 + 2 + ... + 2 , avec p

1 
> ... > pk;:?: O, et 

j 
p

1 
:5 j

0
, puisque M :5 2 °. 

Groupons les M termes de R(s), 
P1 

à partir de la droite, en 2 termes, 

P2 
puis 2 termes, etc. . . • nous obtenons au signe près des différences d I ordre p 

1 
, 

p2' etc ... , soit R(s) = + !::. + ... + A , 
- P1 - - pk 

avec, si m. est le premier indice 
1 

apparaissant dans i.\p. , et utilisant ( 17) 
1 

Puisque, 

d'où 

1 1 
1 s(s+ 1 ) ... (s+p

1
.-1) l p~ /2 

À f(m.) :5 ------- 2 l . 
p. 1 O'+Pi 

1 m. 
jo 

m. > u. et n. + 1 ;:?: 2 
l JO JO 

1 

1 1 
-j O' 1 1 -p~ 12 

À :5 2 ° s(s+1) ... (s+p.-1) 2 1 
, 

pi l 

-j 0-

1 R(s) l :5 2 ° CO 1 1 2 /2 -j 0-
2::; s(s+1) ... (s+n-1) 2-n = c(s) 2 ° . 

n=1 

Comme o- > O, R(s) +O quand N, et donc j
0

, tend vers +oo. Ceci achève 

la démonstration du lemme 7. œ 
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LEMME 8. Dans la série (32) du lemme 7, choisissons par récurrence les nj 

de façon que le premier bloc Â. démarre à l'indice 
J 

. 1 .4 . 
u. 

1 
=m.= 1 +(n

1
-n )+2(n 2-n

1
)+ ... +2J- (n.-n. 

1
)=2J 2J 

J,nt J o J J-

pour un tel choix des n., 
J 

on a quasi-sûrement en 

(34) µ(0)?:1. 

Preuve. Remarquons que pour choisir n. 1' J+ 
les précédents étant choisis, on 

est amené à résoudre l' équation 

qui a bien une solution en nombre entier nj+ 
1 

. On va montrer que VE > 0, 

µ (0) ?: 1-e: qs. Le lemme 8 s'ensuivra. Soit, pour E > 0 

V I t 1 ~ N} N entier ?: 1 , y constante, à fixer 

plus tard, fw désignant la somme de (32). ON est évidemment fermé ; montrons 

.4 
qu'il est d'intérieur vide. Posons t = tj = 2J , j étant tel que t ?: N et considérons 

dans (32) la somme 

:E 
n.<n~n. 1 

e: /1 .f(u. ), 
n J J,n 

j étant fixé. 

J J+ 

Le premier bloc, ~.f(m.) démarre à un indice tel que 
J J 

2j 
t - = 1, m. 

J 
les suivants à des 

2j 
indices m! tels que t.- 1 ~ 1 ; on peut donc leur appliquer le lemme4, et obtenir 

J m. 
J 

la minoration 

si n. < n ~ n. 
1 

, 
J J+ 

1 
> . 1 2j(j-1 )/2 

A.f(u. ) I _ c. ls(s+1) ... (s+J-1) .. 
J J,n (u. +2J)3 

J,n 

ou 

puisque a= O. 

Le nombre de différences 



25. 

Pour la t-ième différence 6. .f( u. ) (n = n .+ e), on a : 
J J, n J 

u. +2j=m.+ e.2j:s;2m. si 
J,n J J 

.4 e :s; 2J = t. Considérons seulement les t 

premières différences 6.., pour lesquelles on a donc la minoration : 
J 

1 1 
c tÎ 2j(j- 1 )/ 2 tÎ 2-J -2l 

/l.. f(u. ) > . > C -:-:- ~ C. 2 OU 
J J,n (2m.}1 (t2J}1 

J 

2 Jlog t 
IA. f(u. ) 1 ~ c.2- log 2 ~ cE pour j assez grand. 

J J,n 

On a donc ~ 1 A .f( u. ) 1 > t l-E. Un argument déjà vu dans la preuve du 
n.<n:s;n.+t J J,n 

J J 
théorème B. 1) (cf. (21), (22) ... ) montre qu'il existe 

si n::::;; n. tel que 
J 

!fw1 (it) - fw(it) 1 ~ i t 1-e:, 
D'où 

avec t = t .. 
J 

w' , avec 

lfw, (it) 1 ~ (i -y) t 1-e > yt 1-e si y < 
1
1
2 (il suffit de prendre y ainsi). 

On a donc w' f, ON, et n~ = f, . 

On a prouvé µ (0) > 1-E qs, VE> 0, et en faisant décroître E vers 0 

11le long d'un dénombrable 11, on a µ (0) ~ 1 qs. o 

Les lemmes 7 et 8, joints à la convexité de µ , entraînent le théorème C. 

Le théorème C était de nature quasi-sûre ; voici maintenant un théorème presque 

sûr qui correspond à une conjecture célèbre de Lindelof [7] , citée page 2 • 

THEOREME D. Il ·existe une série de Dirichlet 

suivantes : as = 0, ah = -oo, et 

00 
-s 

I; + n ' 
1 -

avec les propriétés 
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LEMME 9. Posons n = O, 
0 

. 1 . . 
et n. = eJ og J = jJ si j ?: 1 

J 
considérons la 

fonction 
00 

(35) F(s) = E ( E € A.f(2jn - µ !)) , 
n J J j=O n.<n::;n. 

1 J J+ 

où les entiers µ ! ?: 0 sont choisis de façoh que (35) s'écrive formellement 
J 

(35') 

Alors, on a ps en En' 

00 

E + n -s, avec toujours f(x) = x -s. 
1 -

Preuve. En fait, lemme 9 contient évidemment le théorème D ; le lemme 9 s I appuiera 

lui-même sur le lemme suivant. 

LEMME 10. Soient O ::; p ::; j des entiers positifs, (3 un entier tel que 

1 a > -p+ 2, et posons 

F. (s) = E E A f(2jn + f3 - µ !) ; 
J,P n.<n::;n. n p J 

J J+1 
alors 

(36) 

avec 

(36' ) C(j, p, o-) = 16 .4 ° \l'a+ j+ 1 jJ / 2 22p-jcr-jp+p21 2 sup G(j-t-2) , . 1 ]. 
\/2t0-+p)-1 

Preuve. Soit v. le plus petit entier tel que 2jv. > µ ! et écrivons, si 
J J J 

n. < n::; n. 
1

, 
J J+ 

avec Nous avons 

(37) F. (s) = E E A f(2jn + f3 + p.). 
J,P n.-v .<n-sn. 

1
-v. n P J 

J J J+ J 

introduisons 
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G. (s) = :E 
J,P n.-v .<ns;n. 

1
-v. 

J J J+ J 

En 
j s+p , avec 0 ::::;x 1::::; 1 , ... 

(2 n + {3+p .+x1+ ... +x ) 
J p p-1 

••• , O::::; xp::::; 2 • 

D' après le lemme 6, et avec ses notations, il existe E c O, P(E) 2:: 1 - J_, tel que 
nj 

si wE:E, 

(38) 1 b. 11 :5 c
2 

1 /2 vlog T n. 1 ' 
J,P (n.-v .)°"+P- J+ 

J J 

s 16ll 2v a+j+ 1 2-j(a+p) sup G(j+2) 1 ] . 
v'2(o-+p )-1 

D'autre part, nous avons µ ! = 2j(n.+1) - 2j- 1(n.-n. 
1
) - ... - 2(n2-n

1
) - (n

1
-n )- 1, 

J J J J- 0 

ou 

' 2j 2j-1 j-2 µ. = + n. + 2 n. 1 + ... + 2n,... + n1-1, J J J- . ~ 

donc 
µ ! n. n.-1 n1 3 J J J 

V j < 2j + 1 ::S; 2 + 2 + --;r+ ... + 2j ::S; 4 nj 

pour j assez grand. (38) s'écrit alors : 
40-+p-1/2 C 

(39) lbj,pll ::::; n?"+P-1/~ y1og T nj+ 1. 

J 

Si w E:E . Intégrons maintenant (39), w € E et 0 ::::; t ::::; T étant fixés, par 

rapport à ctx1 ... dxp' 0::::; x 1 ::::; 1, ... , 0::::; xp s 2P- 1, il vient d'après (17) 

1 1 

4CY+p-1/2C 2 
,P En j ' 2 p /2v (-1r :E ----- tJ. f(2 n + fJ -µ .) ::::; 

112 
2 log T n. 1" 

n.<ns;n. s(s+1) (s+p-1) P J nC:+P- J+ J J+ 1 . . . J 

D'où le lemme 10, avec 

C(j,p,a) = 16 .4 a Vc,+j+ 1 j 3/z 22p-jCJ-jp+p
2 

/Z sup G(j+2), 1 ] 11!11 
y2{a+p)-1 . 

Revenons à la preuve du lemme 9 ; tout d' abord, on a sûrement (T = o, 
s ah= -09, 

d I après le lemme 7 , valable pour tout choix des 

Reste à prouver qu'on a ps 

1. µ(0)2::; 

1 2 . µ (- p + 2) s p pour tout entier p 2:: 0. 

E et des n. (u. = 2jn-µ !). 
n J J,n J 
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1. Soit N un entier~ 1, très grand, soit j
0 

le plus petit indice tel que N 

figure dans 

(40) 
j 

:E E A. f(2 °n - µ ! ) 
n J J n. <n::;n(. 1) o o 

JO JO+ 

et j
0 

étant ainsi fixé, soit n
0 

le plus petit entier tel que N figure dans 

jo 
E 1:::... f (2 n - µ ! ) ; ce dernier bloc commence à 11 indice 
no Jo O Jo . 

. J 
finit à 11 indice 2Jon - µ ! + 2 ° - 1 :s: 2N. En effet, nous avons 

0 J 
. . 0 
J J 

2 O :S: j O = n. :S: e . si 
O JO JO 

e. est le premier indice où commence (40) et 
JO 

Par conséquent, si on pose 

les "fréquences" apparaissant dans ~ sont au plus égales à 2N. Le lemme 5, 

le "principe de symétrie" et la loi du zéro-un donnent alors 

µ(O)~J ps. 

2. Soit p un entier > 0 et supposons 1 a > - p + 2 fixé. Ecrivons (35) 

sous la forme 

F(s) = :E ( :E ) + :E ( :E ) = s 1 + s2 . "< < "> < .... ..-.... J p nj n:s:nj+ 1 J-P nj 11.:::i!j+ 1 

La somme finie S 1 n'a aucune influence sur µ ( a ) , on peut se borner à estimer 

Nous avons: 

s2 = I; E t::.. + :E E (A 1 + t::..2) + :E E (t::..1 + 1:::..
2 

+ t::..P3 + Â~ 
n <n:s:n n P n <n:s:n n P P n <n::;n n P P P 

p p+ 1 p+ 1 p+2 p+2 p+ 3 

+ ... + }::; 
n e<n::;n e 1 p+ p+ + 

où à la e-ième étape 

1 2e 
En(Ap + ... + Âp ) + ... 

A 1 2e 
L,). 1:::.. désignent, au signe près, les différences p' ... ' p 
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d I ordre p obtenues en coupant en 2 e morceaux la différence d'ordre p+ e . 

De façon précise, on a 

[ p+e , J 1 2e 
~ e:n Â +ef 2 n - µ +e = A + ... + /ip , 

n <n5n P P P 
p+e p+e+1 

avec 

où les signes ()'. = + 1 m -
ne dépendent que de p et e , et sont donc indépendants de n. 

Donc 

Appliquons maintenant le lemme 10 aux sommes entre deux barres, avec j = p+e, 

(41) 

Soit E e l'événement ci-dessus, et Fn = U E 1) m· Nous avons 
,m c, m=1 e,, 

1 2e. CO 

P(E e ) ::5 -, P(FI)) ::5 - et donc I; P(Fe) < CO 

'm np+e t, np+ e. e.=0 

d'après le lemme de Borel-Cantelli (T et p étant fixés) il existe J2T(p) = OT' 

P(OT) = 1 tel que si w € OT' toutes les inégalités contraires à (41) ont lieu pour 

p+e, > jT(w), où jT est choisi le plus petit possible et est une var. On a, comme 

pour (11): 
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(42) E(ji) = À < oo, où À est une constante universelle. 

Donnons maintenant à T la suite de valeurs et remarquons que 

00 

Soit A= n nT , s un ensemble, avec P(S) = 1, tel que si w € s, il 
k=1 k 

existe k (w) entier~ 1 tel que pour k ~ k (w) jT (w) :s; k, et soit E =An S 
o o k 

(la dépendance de E par rapport à p est sous-entendue). P(E) = 1 . Soit 

w € E, posons t > T k ( w), et soit k l'unique entier tel que (nécessairement 
0 

Nous avons, avec s = a + it 

S 2(s) = :E :E e: A f [2P+en-µ 1 ] + I": 
p+e<k n <n:s;n . n p+e p+e p-!P-k 

p+B p+e+1 

= + 

Posons 

s3 
U = s-.( ..... s-+ .... 1 )..-.-. -. (_s_+_p_-..,...1) ' 

s4 
V = s(s+ 1) ... (s+p-1) · 

Une majoration sûre des différences Ap est, d' après ( 17) 

2 

1 

Â f( V) 1 2p /2 
p < --- d'où 

s(s+1) ••. (s+p-1) - vo-+p ' 

2e 2 
1 :E _1_ :s; 2p /2 :E 

m=l na+p O< e<k 
p+e. 

a+p-1 n 

1 1 
2P

2 
/

2 -a -p+2 ( )-a-p+2 
U(s) ~ 

1 1 
nk = 0 log T k • 

a+p-2 
(43) 

e, 
1 :s; m :s; 2 , ont 

lieu, donc 



1 V(s) 1 s I: 
p+e2::k 

l 
I: C(p,p+e,o-)Vl T 

m=1 o-+p-1/2 og k np+e.+1. 
np+e 

D' après (36 ' ) , à a et p fixés, on a : 

donc 

2 e e, 3 2- e ( a +p) , /. 

p+f 2::k µ n~E-1/2 - vlog T k np+B+ 1 

où µ est une constante ne dépendant que de a et p. Ou encore 

(44) 1 1 
2 e e,3 . I 

V(s) $ I: µ 112 y log T k n n+l • 
e2:: k (ne,)° +p- c, 

31. 

La présence de e 1 
ne,= e , et le fait que l'on ait o- + p - 2 > 0 font converger la 

série suffisamment vite pour que le somme écrite soit de l'ordre du premier terme. On 

a donc 

Vu que nk = log Tk, 

l 1 
2k k3 . / 

V(s) s v a+p- 1/ 2 Vlog Tknk+ 1 (v = v(a ,p)). 
nk 

cela conduit à une estimation V(s) = O(log T k),8, avec 

fj > 0 ne dépendant que de a et p. D'où, d'après (43) 

(U+V)(o-+it) = 0(log Tk)b pour un certain b > O. 

6(k-1) 6(k-1) ( ) Mais Tk-l $ t < Tk s Tk-l $ t implique log Tk $ 6 k-1 log t < 

6 log t log log t. D'où; si w € E, (U+V)(o-+it) = 0(log lt l1og log lt If; quand 

1 t l ?-t=. Comme s
2 

= U + V , on a 
s(s+ 1 ) ..• (s+p-1) 

µ(F,o-)$p si wE:E=E(p), etsi o->-p+J. 
(X) 

Si --Ô = n E(p), P('Ô) = 1, 
p=Ü 

et finalement si 

l J o si a > 2 . 

l 1 . 1 2 - 0- Sl 0- $ 2 

Ceci achève la démonstration du théorème D . fa . 

Indiquons pour finir comment la théorème B, 1) permet de retrouver la contribution 



00 

de Bohr au théorème 2 ; soit I; + n -s une série de Dirichlet avec 
1 -

a = O, et s 

oo En 
-; s f(s) = ~ 

1 n 

c =a* b. Si 

Jüsio>1 
µ(a)= l 

1-a si o :=.; 1 
soit f(s) sa somme ; 

avec les notations du théorème 2 , prenons a = b = E et soit n n n 

1 > o > o- (c), 
s 

oo C 

~ ..E = i(s), 
1 n5 

en 
donc µ(I; - , a)= 2(1 - o-), 

ns 

d'autre part suivant un résultat connu, On en déduit 

( ( )) , , ( , 1 
2 1 - as C :=.; 1, d OU a S C};:::: z , 

1 et donc a s(c) = 2 d'après le résultat de Stieltjes. 

Ceci achève la première partie. a 

32. 

mais 
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II 

Soit P = {p1, ... , pn' ... } 1 'ensemble des nombres premiers rangés par ordre 

croissant, et soit (E f:i 
1 

une suite de variables de Rademacher indépendantes ; on 
P n= n 

définit une variable aléatoire En pour tout entier n 2:: 1 en posant : 

(i) 

Pour tout w € O, 

0:1 
si n = p 1 

n --+ E (w) est donc une fonction strictement multiplicative n 

sur N, à valeurs + 1 . On a le lemme suivant 

LEMME. Si q et q' sont deux entiers quadraŒrei distincts, Eq et Eq' 

sont deux variables de Rademacher indépendantes. 

Preuve. D'abord, Eq et Eq' sont deux Rademacher, comme produit de Radema­

cher indépendantes ; de plus, on peut écrire q = rs, q 1 = rt avec (s, t) = 1 • Donc 

D'autre part 

Considérons alors les deux "produits d'Euler" suivants : 
00 

(1) 1 
Il -s =F(s) 
1 1 - E p 

Pn n 

(2) 

et soit 
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oo En 
I.; = f(s) 
1 ns 

(3) 

où les En sont définis pari) ; enfin, si h est une fonction holomorphe dans un demi-

plan, on pose, pour a fixé, 

j À(h,o-)=À(o-)=inf{~;:co I h(o-+it)=O(eltl~) quand 

l µ(h,a) =µ(a)= inf{ ç 20 l h(a+it) = 0( lt I ç) quand 

µ n'est autre que la fonction de Lindelof associée à h. 

Nous avons les résultats suivants. 

THEOREME 1 . Le produit infini et la série qui définissent F et f sont ps 

convergents pour 5c.s > J et on a 

F(s)=f(s) si tRs>J. 

Preuve. Remarquons d' abord que l' énoncé donne un exemple d' une série de Dirichlet 

à coefficients ± 1 , d'abscisse de convergence simple J, qui possède un produit 

d I Euler "jusqu'à J. Il 

vu___t 
Cela dit ,ri' indépendance des E et la relation 

pn 

( -s) -s ( -2a) log 1 - E p = - E p + O p 
Pn n Pn n n 

la convergence ps du produit pour a > ; est évidente. D'autre part, l'égalité 

F(s) = f(s) 

a lieu pour $.s > 1 pour des raisons de convergence absolue ; il suffit donc de montrer 

que la série (3) converge ps pour $.s > d. 
Soit Q l'ensemble des nombres quadralfrei ; d' après le théorème de Menchoff [s] 

la série 
p~ 

converge (pour puisque les Eq sont des variables 
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orthogonales d'après le lemme. Soit donc A un ensemble de probabilité 1 tel que 

w C A =9 ~ 
qCQ 

E (w) 
q 

s 
q 

converge pour 1 ats > 2 . 

Montrons que 
oo En 

w E: A ~ ~ converge pour 
1 ns 

Sts > J. Il suffit de supposer s > d 
nous avons alors, si N < M sont des entiers 

Pour tout entier m, 

2~ 
N:s;mq<M 

q~YN 

Eq E 
--=---+ ~ q = 

2s s N< 2 <~2s s m q _fi q :1v1t1 q 
q<ffl 

2 
l'ensemble des qCQ tels que N ::; m q < M, 

est soit vide soit un intervalle lm dans les quadrafrei. On a donc : 

oo 1 Eq 
8 1 = ~ 2s ( ~ s). 

m=1 m qCim q 

et q ~ VN, 

Comme I c [VN , +oo L la somme entre parenthèse est o( 1 ) quand N + +oo, et 
m 

donc S 
1 

-+ 0 quand N ++oo. On a de même 

1 Eq 
8 2 = ~ 1/4 2s ~ s 

m~N m qCJm q 

où Jm désigne l'intervalle [1 , VN [ n [ 4 , ~ [ dans les quactralfrei ; 
m m 

s 
qCJm q 

0( 1 ) quand N -+-oo et donc 

théorème 1 . a 

THEOREME 2. 

s
2 
➔O quand N '?'oo • Ceci démontre le 

1) La droite ffis = 1 est quasi-sûrement une coupure pour F. 

2) La droite ffi.s = J est presque sûrement une coupure pour F et on a ps 

µ (F , o-):::: 0 1 si o- > 2 . 

THEOREME 3. La droite !Rs:::: 0 est quasi-sûrement une coupure pour G et 

on a qs : 1 ~ À (g,o) ~ 1 - o- 1 
si o- > 2 . 
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Preuve du théorème 2 . 
00 

Le 1 ) est facile ; si on pose 1 
F (s) = Il s, 

W n= 1 1 - E ( W) p -
Pn n 

l'ensemble m._ des 

points réguliers de cr = 1 peut s ' écrire sous la forme 

ffi.. = U EarN , avec 

EarN = { w If w possède un prolongement analytique borné par N dans I s-a 1 < r, 

avec a = 1 + it, tE:Q, rE:Q +, N entier ~ 1 } . 

Chaque E N est fermé (familles normales) ; si l'un d'eux, avec a = 1 + it , ar o 

n'était pas d'intérieur vide, on en déduirait que pour toute suite En de + 1 

F w(s) aurait un prolongement borné dans I s-a 1 < r et en particulier 

oo I cos(t log p ) 1 2 cos 2(t log p ) 
I; 0 n < oo ; mais alors :E O n < oo , ou 

n=1 Pn Pn 

1 + cos(2t log p ) cos(2t log p ) 
:E O n < oo alors que :E O n converge et que 

Pn Pn 

(cf Titchmarsch, theory of Riemann zêta function). 

2) Le produit infini converge presque sûrement pour 1 ffi.s > 2 puisque 

E 

:E -Jo. < oo et :E ; converge presque sûrement. D'autre part 
pn Pn 

E 
+ log F(s) = - :E log(1 - E p-s) = :E (-2:! + - 2

1 + O(p-Js)), ou 
nn ps s n 

n Pn 
E 1 

log F(s) = :E ~ + :E 25 + R(s), avec R(s) analytique pour donc régulière 
Pn Pn 

au voisinage de Ut s = i I :E -ds essentiellement égale à log ,(2s), 
Pn 

régulière au voisinage de tout point de m.s = J, sauf J lui-même. 

donc 

E 
:E ~ pour laquelle tout point de ffi.s = d est ps une coupure, puisque les En 

Pn 
sont indépendantes. 

Donc si ffi. s = ; et si s f. J, s est un point singulier pour log F(s). Comme 
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les points singuliers forment un ensemble fermé, 1 ffi.s = 2 est ps une coupure pour 

log F(s). 

Supposons maintenant que s
0 
=; + it

0 
soit régulier pour F ; F se prolonge 

analytiquement dans I s - s
0

1 < r ; il existe au moins un point s 1 du segment 

]s
0

-ir , s
0

+:i.r [ où F ne s'annule pas, puisque les zéros de F sont isolés. Il existe 

donc r' assez petit tel que F ne s'annule pas dans l s-s 1 1 < r' ; donc log F 

possède une détermination holomorphe dans ce disque, ce qui signifie que s 1 , ffi s 1 = ; , 

est régulier pour log F, contrairement à ce qu 1 on a vu avant. D'où la coupure. 

1 D'autre part, pour tout O' > 2 , on a une majoration du type : 

IF(s) 1 < C(CT) exp( 1; En 1) 
1 Ps 

oo E n 
et on obtient facilement, pour H(s) = L _!! une majoration du type : 

1 s Pn 
O' > J ; donc V E > 0, pour lt I assez IH(CT+it) 1 :s; D(a )V log lt I pour tout 

grand, on a: IH(CT+it) 1 :s; E 109 lt l, et ce qui achève de 

démontrer le théorème 2 . 
CO 

Preuve du théorème 3. Tout d'abord, on a G(s) = Il ( 1 + u (s}), 
1 n 

avec 

; d 1 où pour cr > O une majoration du type : 

Et la série 
co P2n - P2n-1 
:t; o-+ 1 < oo pour tout 
1 P2n-1 

cr >. O, puisque 

; Pn+1 - Pn 

1 Pn logXpn 
< oo pour tout À > 1 ( [9] ) . Donc la fonction G est sûrement 

holomorphe pour o-> 0. 

L'étude quasi-sûre de la fonction À(G,o-) est basée sur le lemme suivant, dû à 
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Saffari, et qui sera démontré plus loin. 

(où 

LEMME (Saffari). Soit J 11 intervalle [~ 3 77
] sur le tore , et posons , si 

4 ' 4 

1 
·t NE(t) 1 

NE(t) = N(t :s:ps;t 
1
+E p

1 
E: J) ; ç1lors l!: 'IT(t 1+E) ~ ? 

7T(t)= :E1). 
p:S:t 

Fixons a > J ; nous avons 

00 

1 w 1 ~ - p
2
-o-(p

2
-o- + p

2
-a 

1
) C(o-), avec C(a) = ( 1 - 2-a f 2 . Donc :E 

n n n n-
1 

lw 1 ~ - D(a ), n 

fonction uniquement de a . On voit de même que ; 1 u · 1
2 ~ -D 1 (a). 

1 n 
Cn a 

00 00 2 00 

1,u :Eü(u ) :E~u ( ) 
J G(s) 1 == ifl( 1 + u ) 1 == 1 e T n e 

1 
n 1 ~ e 1 11 e -CD' a , ou 

n 

1 G(s) 1~ E(a) exp(; .ffi.u ) ~ E' (a) exp(; ffi. v ), avec E' (a)> 0 ne dépendant 
1 n 1 n 

que de a. 

ID 1 (i) ( -S -S ) 
v\. v n = l 1 - c- -s 12 En vt P2n - P2n-1 . Mais 

~nP2n 

-s -s j P2n -s-1 Jp2n -a-1 -it log x 
P211_ 1 - P2n = s x dx = s x e dx, 

P2n-1 P2n-1 

d'où: 

j p?n -a-1 JP2n -a-1 a ... x cos(t log x) dx + t x sin(t log x) dx 

P2n-1 ~ P2n-1 ~ 

; E <X ~ - ; lo: 1 ~ - aJ
00 

x-a-l dx = E
1
(a). D'où finalement 

1 nn 1 n 2 

1 G(s) 1 ~ E 1 (a) exp(C(a) F 
1 
(a)+ ; E (3 ) = E"(a) exp( ; E f3 ). 

1 
n n 

1 
n n 



Reste donc à minorer quasi-sûrement la fonction 

00 

<I?(s) = :E E f3 (s). 
1 n n 

39. 

Il t ( ) > 1 ( 1+E) (D, , Soit E > 0. existe une suite tj +oo telle que NE tj _ fa 7C tj . apres 

1 it. 
le lemme).à t. fixé, regardons les t. :s; p :s; t. +E tels que p J appartienne à J. 

J J J 
it. 1r 3 

p J € J ~l k entier;;::: 0 tel que 4 + 2k. 7T :s; tlog p :s; 
4

1r + 2k1r, ou 

ak = exp( 4} + 2kt) :s; p :s; exp (,?t~ + 2k ;_ )= bk. 
J J J J 

Soit Ik = [ak, bk] . Les p qui nous intéressent sont ceux qui appartiennent 

aux Gk , bk] pour des indices k tels que :r + ~~1T :s; (1 + E) log tj, c'est à dire 
J J 

tels que 

Le nombre des intervalles Ik favorables est donc 0(tj log tj). Les Ik sont disjoints 

dans R. On dira qu' un couple (p2n- l 'p 2n) de nombres premiers est adapté si on a : 

P2n- l € Ik et p2n € Ik. (Appartenance à un même intervalle Ik). 

On dira au contraire que le couple (p2n_ 1, p2n) est inadapté si 1' on a : 

Le nombre de couples ~daptés est au plus égal au nombre d'intervalles Ik' c'est-à-

dire que c'est un 0(t. log t.). 
J J 

Le nombre de couples adaptés est donc ;;::: -
2
1 N ( t.) - C t. log t . >< 

E J J J 

t 1+€ 
_j_;;::: t~+E/2 
log t. J 

J 
pour tj assez grand. 

Mais si (p2n-l , p2n) est un couple adapté, x € Lp2n-l , p2n] ~tj log x € J 

JPzn -o--1 ( ) 1 Jp2n -o--1 1 P2n - P2n-l 
==} x sin tJ. log x dx > 2 x dx > 2 1 

P P P
O"+ 

2n-1 2n-1 2n 



d'où {3 ~ f"O"-E(1+0"). 
n J 

40. 

Quasi-sûrement, les termes grands s'additionnent, ce qui donne pour t(s) la minora-

tion qs : 

'r/ E > O d'où quasi-sûrement 

si 1 a > 2, er donc 

À(G,o-)~1-o- si 

Ceci achève la démonstration du théorème 3, modulo le lemme. 

LEMME DE Saffari (preuve). Soit J 1 c J, 1T 4 avec une longueur À 2, 5 < À < 1, 

de mànière que 5 translatés 

_ NE(t) 
Posons lim 

1 
= p, 

h+oo 1T (t +E) 

3: t I t ~ t ~ NE (t) 
O O 7T(t1+E) 

-iu 
J' = J' e k 

k 1 ' 

et soit ex> O. 

::::; p + ex, er si a 

pour t assez grand, puisque 
1T [(t+a) 1+E] 

1T (t 1+E) 

1 ::::; k ::::; 5, recouvrent le tore T . 

N (t+a) 
est majoré, E ::::; p + 2cx 

11(t1+E) 

Soit alors C une constante > 1 fixée ; pour 
t 1+E 

t assez grand, t ::::; -"c 

et regardons seulement les nombres premiers p tels que 
1+E 

(1)t::::;tC ::::;p::::;t1+E. 

Nous avons alors : log p = ( 1+E) log t - e log C, avec O ::::; e ::::; 1 • Posons aussi 

uk 
ak = ---- , de manière que ak ::::; 1 

(1+E) log t 

Piak = ei (l+E~\og t fri+t)log t - Blog c] 

Soit p vérifiant ( 1 ). Nous avons 

pour t assez grand. Nous avons 

Pit€ J' 
k' pour un k € [1 ,5], 

-iu 
it C J' k ou P c... 1 e 

i(t+ak) (î) 
==► P € J 1 e

0 
c J pour t assez grand. 

{ 
1 j i(t+ak) } 

Donc, p € t ::::; p ::::; t +e: p € J ; mais le nombre d' éléments de ce dernier 
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ensemble est NE(t + ak) + O(tE), si bien que nous arrivons à l'inégalité 

1+E 5 
'IT(t 1+€) - 'IT(~) s I;N (t + ak) + o(l) s 5(p + 2a:) 1r(t 1+E) + O(tE). En utilisant le 

k=1 € 

théorème des nombres premiers, et en passant à la limite, nous avons 1 - b s 5(p+ 2cx). 

Comme ex > 0 et C > 1 sont arbitraires, on an déduit p > 5. ~ 
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