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CHAPITRE IV : LES DETAILS DE LA DEMONSTRATION DU LEMME FONDAMENTAL.

Dans le chapitre précédent, un grand nombre d'énoncés ont
été donnés sans démonstration, On va remplir cette lacune, maintenant,

#*
en les prenant un par un et en les démontrant )

4.1, Démonstration du lemme 3,3,

On considére le 2-polyédre singulier collapsible (KZ’ f, MB)’ K2
étant triangulé et muni d'une suite de sous-complexecs
(d) : Koclclc:".,..cl(qnl(2
tels que @ 1°, kK® est un complexe de dimension 1, contractible.

2°. Pour chaque 1 € i < q, il existe un simplexe

de dimension 2 de KZ : 0; ct unc ardte c; CLBC; , tels que
K- - Kl_l = int G; + int Gi o

On a la proposition suivante

Proposition 3.3.1. "Soit F <& K, un ensemble fini tel que s(K2)CT.

P y19'°-3y ) ot

Désignons les points de F par F = (x,,...X >

1 r

(Xl"'°’xr) = s(Kz) et y, € (1(2)2 . On peut trouver 2r+p sous-polyédres de

dimension 1 de K2 (c'est-a-dire des sous-complexes d'une sous-

#*) Chaque paragraphe de ce chapitre contient la démonstration

d'un lemme du chapitre III. On a laissé de cOté un certain nombre

de lemmes (faciles) qui ont été laissés au lecteur, comme exercice .
On remarque aussi, que, tri&s souvent, la démonstration d'un

lemme fera appel & des paragraphes précédents du chapitre 1V et pas

seulement au chapitre IIT.
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division de K2) : Ajg Lk ot : (i =1,2), (j=1,...,v), (k=1,...p),
tels que

1°. Aiet Lk sont contractibles, On va désigner par
) A? » oLy l’en;emble de leurs bouts.

2°. %, €D h Ly €3 L.

3°.  Les {(A; -xj), Lk} sont deux & deux disjoints, et
ne touchent ni au O-squelette de K2, ni a k%,

4¢, Chaque point de aLk - ou de 9 A} - X,

J

appartient & 1'intérieur d'un l-simplexe de KZ’ qui est incident

Y

a un seul 2-simplexe,

5°, Si 0; est un 2-simplexe de Kys c; N L, et

C; N A? sont des variétés de dimension 1 (pas nécessairement

connexes). Chaque composante connexe est un intervale fermé ayant

une extr@mité dans G; N Kl_l, 1'autre dans int 0;,

6°. Soit 0, un l-simplexe de K, et p € o, N Lk =

1 2

= int 9 n Lk (ou p € 9 N A, = int 9 N A?), On considére un

i
i
petit voisinage W de p dans K,, tel que : W N o, N L, =p.
8i W est assez petit, l*inclusion L, < K2 induit un iso-

morphisme :

TTO(W N L, - P) —> ‘TTO(W -0, AwW) (et de

m@me pour A)'. (On suppose ici que # no(cl nw) =1 e.a.d.s,)

Cette proposition se déduit facilement, par induction

sur la longueur (q) de la suite (d). Plus exactement, en supposant

la proposition vraie pour Klu1 et F N Kl-l, on la prouve pour

K' et FAK,
Le lemme 3.3 résulte de la proposition 3.3.1, si l'on

prend F = s(Kz)v
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Figure 3.3.1.

Y1 € BLI

Il suffit de couper K2 le long des A? - Xj (c'est-a-dire

de faire éclater en deux chaque point de A? - Xi) et de montrer

que le 2-polyédre Ké sans singularités, ainsi obtenu, est

collapsible,
L'éclatement des A; - xj ; correspond & une projection

canonique d'espace-quotient : T : Ké _— K2. Considérons

w_l(Kl) CIKé . On a : ﬂ_l(KO) = %° (2 cause de la condition 3°),

mtxd) = K.

A partir de la condition 5°, on montre sans peine que
-1, i+l -1
ui )

(K collapse sur 11 (Ki), e.a.d.s. 0,

4.2) Démonstration du lemme 3.4.

Définition 3.4.1. Une construction, est un quadruple :

=0

o] [¢] - 0
{x3, £, Y5, (Yl,...,Yn(o), Yiseeas¥ =0y

1 2

, 1 2
¥ ¥y Yo oY)
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8,

o2}
ott : X, est un variété compacte, C, de dimension 3 (2 bord # ¢),

i
d Y3 #F 0, £f¢€ Imm(X3, Y.), Yj S Imm(D2 x I, Y3),

3
¥ € Tom((S, x T) X I, Y,).
i 1 3

On suppose, aussi, que :

0) Les immersions f, Y;, ?? sont génériques,

1) Y§(D2 X I) est un voisinage tubulaire trés mince
de Y;(DZ X 0) = Y§(D2) (et de méme pour ?j).

2) Yj(sl x I) < £(d Xy) - £ (£))
(et de m@me pour ?? ; plus exactement :
?ci’((s1 X 0) x 1) € £(3 X,) ~ FOO(£)).)

3) Pour chaque (i,j), il existe un ensemble E§ SN
tel que : a) # Ej =i,

b) (wj | s, x D eodc]a X)) 2 E? x 1,

1

¢) Les deux assertions suivantes sont &quivalentes :

i -1, 2 i
(T)) x € ¥, | s (ra™(r | 3 X)) - By

(r,) x € (Y; | Sl)_l(f(Mz(f | 3 X4))) est tel qu'il existe un

(2
germe de plongement C : Sl,x 3 > 3 X3 (o Sl,x est
le germe de §; au point x € Sl)’ avec la propriété :
_ .1
foo, = ¥, | 51

4) Chaque x € (?? | S, x 0)'1(f(M2(f|ax3))) satisfait

3 la condition (Tz), ci~dessus.

5) Au voisinage de ‘i’l(S1 X I) (respectivement de

J
??((Sl X 0) x I)), Y;(D2 X I) (respectivement ??((82 x I) x 1))

se trouve 2 1l'extérieur de f(DS)'

6)

s Y? + 3 ?? +£: LD, x 0) + (D, x 1)) pris
SR
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(n(0) + nil) + n(2)) fois] + [((S1 XIxO0)+ (S1 X I x 1)) pris

n(0) fois] + 3 Xy —> ¥,

est générique, D

Exemple, Une formation est un cas spécial de construction (avec :

n(0) = n(0) = n(2) =0 et n(l) = 1)

Pour chaque Y? considérons les deux arcs IS, Igt: S1

caractérisés par les propriétés :

2
I'! + 1" =5, I'N1I" =231 I"=E7cS
] j 1 j A} JnaJ J 1

On définit 1'espace (avec singularités) :

(o] -0
z3 = x3 @ \1/1(1)2 XI)®...... @ ‘i’l(Slx1xI)
[e] -0
‘i’l(SlxI) Yl(slxoxl)

2] & 11/1(1) x 1) & & ‘1’2(1) X I) &
...... (D, 1(D,
1 2

‘i’l(SlxI) ‘i’l(IixI)

Tout & fait comme pour les formations (chapitre I) on peut construire

un diagramme commutatif :

A £

ced))
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ott H(X3,f,Y3,..a) est une (vraie) variété, et h(....) une
immersion Cm, générique,

A difféomorphisme pres :

h(x3,f,Y3,..,) : H(XB,f,Y3,,ua,) —>,

ne change pas quand on interchange (indépendamment) les r8les des

Ij, Ig (a4 condition que les points doubles de f , correspondant a E?

identifiées par ),

Lemme 3.4.01 , "Soit (D3,f,Y3,(Y§,.,.)) une construction, telle que :

©
£ € P4 (Dy, Y,)
Alors : 1) n(l) = n(2) = 0.
2} 11 existe un 2-polyddre singulier compl&tement
. o
collapsible (K2, g Y3), tel que H(D3,f,Y3,(Y1,...)) et

®3(K2 / ¥(g)) soient g-équivalents", O

La démonstration est un exercice facile laissé au lecteur.

Avant de démontrer l'analogue du lemme 3,4,0l, pour des

-

constructions tout & fait générales, on aura besoin de quelques

préliminaires,

Lemme 3.4.02, "Soit

£ € Imm (D3, Y3)

[+ -]
une immersion générique, ot Y, est une variété C , telle que

3
oY, = 0.
Il existe une homotopie réguliere :
% € ImmI(D3 X I, Y3 X 1I)
telle que

A) Q(l) = fl’ o : o) 3

§(0) = f = un plongement ¢ f D>V,

soient
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B) La restriction au bord

¢ | ap, € Tnm (8, x T, ¥, x 1)

3
est une homotopie réguliadre générique .
C) Pour chaque t, € 0(8) = o(g | 6D3),

il existe un voisinage de coordonnées R.3 < Y3 tel que :

Cl) En dehors de R3, él[to - €, to + e¢] varie par isotopie

m ~
¢ (& la source et au but).

-1
t = cao oo b 1 .
Cz) &( O) (RB) W, ot mn(to)+ v+ +Vp(to) ot les W, vJ
sont des voisinages (de coordonnées), disjoints, de D3, avec

My M Rys Uy MRy
Cg) &(t) | W, est un difféomorphisme W, ———> R

de t(si t €[t -¢, t +¢])
O O

32 indépendant

) #(t) (V) cRy (siteft -e¢, t +e)) et @(t)])ij v,
est donuné (& difféotopie prds), par l'une des 6 formules de la fin

du chapitre O.

CS) Quand t', t" € [to - € t_+ €], et t' <t" ona:

&(t") (Vi) c &™) (vi) "o

La démonstration est une conséquence facile du théoréme 0.11.
Pour la commodité, on a intér&t & remplacer les
"mouvements élémentaires" génériques, du lemme précédent, par

des mouvements non-génériques.

Lemme 3.4,02, "Soit :
fl € Imm(DS,Y3)
une immersion générique (® ¥, = 8)
Il existe une homotopie régulieére

@EImmI(D3xI,Y X I) ,

3

telle que :
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4) §0) = £, € P&(DB, Y3) ; 8(1) = £, -

B) Il existe un ensemble fini : F < I, tel que :
@l((l - F) x2? D3) soit générique et que pour chaque composante
connexe JC I - F, ¢&(t) (t € J) varie par isotopie c”.

C) Si t, € F, il existe un voisinage de coordonnées R3 C:Y3,

tel que : a) pour € >0 suffisamment petit et en dehors de R3,

3 | [to - ¢, t_+ ¢], varie par isotopie C .

[}

b) 1Ils existent des nombres :

n = n(to) € (0,1,2...), p = p(to) € (2,3,4), tels que

-1
@(to) (R3) =W b e F wn(to)+ v1+...+vp(to),

ol les Wi, Vj sont des voisinages de coordonnées, disjoints, de
+
D3, et Wi RS R3, Vj ~ R3 .
c) §(v) | W, est un difféomorphisme W, —>R,,
i i~ 3
indépendant de t € [to CTI e].

d) &(v) (V,) © Ry (tEEto-e, to+e]) .

D) 1Ils existent des nombres ) = x(to) € (0,1,2),
el = e'(to) € (-1, +1), qui, avec p(to), décrivent complétement

(2 un changement de coordonnées prés)

3(t) | vy (t€ [to -6 £+ €]) de la fagon
i

suivante :(On va supposer que Vi est muni de coordonnées

X, , z, 20) :
i y1 » 24 )

Cas 1°. (p =2, A\ =0, €¢'=+1).

>4
!}
™
<
It

yl, Z=+2z

2 2
yps Z = (t - to) - Xy - Y, 5 -

"
I

Cas 2°. (p=2, A\ =0, ¢' = -1)
X = Xys Y= ¥y° Z = -z,

2 2
X =x, Y=y, Zs=(t -~ to) =Xy =Y, -z, .



3°.

X

1’

Xy

Cas 4°.

X

1’

X2,

5°.

Xl,

X2,

6°.

”
[}

Xl,

X2,

7°.

Xl,
Zz,

x3,

8°.

]
[}

xl,
Zys
X33

9°.

Cas

X =

X =

X =

Xl,

22,

X3,
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(p=2,2x=1, ¢'=+1)

Y-yl,Z-+z

Y =

(p

Y =

yz’ z

2,
yl’ Z

Yy, L

'}

1
2 2
(t - to) - X, ty, -z

=2, A=2, €' = +1)

Yy» s

Yo Z

=2, A=2, €' =1)

vy 2=

Y 2

=3, A

yl’z=

X Z

2’

Ygs Z =

=3, A=0, ¢' = -1)

¥y 2

=1, ¢' = -1)
2 2
(t - to) - Xy Yy -z, .
+ z1
2 2
(t - to) + X, ty, -2
2 2
(t-to) +x, ¥, -2, .
0, €' = +1)
%1
Y2
2 2
(t - t) -x3-y5- 2z,
72
(t-t ) - %, - y2 -z
0 3 3 3
=3, 2=1,¢e'=+1)
1
y
2
2 2
(t - to) - Xy +yy - Zg .

9 -
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Cas 10°. (p =3, x=1, ¢ =)
X = Xys Y yqo Z = - zq
X = 22, Y = X2, Z = y2
X=%x,Y=vy,,2Z=(t-¢t) - xz + y2 -z
3’ 3° o 3 3 37

Cas 11°, (p =4, A =0, e = + 1)

13 Y y1’ z = zl

X = zz, Y = x2, Z = Yy
X = Xqs Y = 23, Z = y3

_ 2
X=x,Y=y,,Z (¢ -t ) -x, - Yo = %4
CaS 120. (P = 4, x = 0; € = _1)
X = Xys Y Yys Z= - 2
X = Zy> Y = Xy Z = Y,
X = x3, Y = z3, Z = y3

= = = - - 2 - 2 - LA
X =z, Y Y4 Z = (t to) Xy =V, T %y u

C'est un corollaire facile du lemme précédent.

Lemme 3.4.03. " Soient

fo, fl € Imm(X3, Y3) s

telles qu'il existe une homotopie régulidre : & € ImmI(X3XI, Y3XI),

avec §(i) = fi (i =0,1), ayant les propriétés du lemme 3.4.02,

avec ¥ F = 1., On supposera que mXy = 0.

Soit
0 0 -0 1 2
(X3, fl’ Y3’ ( Yljuc-, Yn(o), Ylgoo-,\ylg..',\fl,.,.))

quelconque. Il existe une construction :

1 2

(o] (e} <0
(Xs, fO’ Y (élgo.-,ém(o), @1,..¢y§1,.-o,§1,-

3’

les variétés :

une construction

..)) telle que



H(X,, £, Y5, (\y‘l’,...)) et H(Xy, £, Yg, (qfl’,,,,)) soient
#-équivalentes, " O
(Remarque : 1'hypothese Xy = O est probablement inutile. Mais

o = o =
elle fait que m H(X3,f1,Y3,(Y1,.,,)) ™ H(XB,fO,Y3,(§1,°¢V) 0
Ceci fait la vérification de 1'#-é&quivalence plus facile, car en
ajoutant unc anse d'indice 2, quelconque, & un espace simplement

connexe, on ne sort pas de la classe d'#-équivalence ...).

Démonstration. (esquissée) : La dérmonstration est facile mais fasti-

dieuse, puisqu'il faut analyser les 12 cas du lemme 3.4.02.

On va se contenter de regarder le cas 1° ( p = 2, X = 0,
€' =+ 1). Les autres cas () = 0, ¢' = + 1) se traitent de la
m2me manidre ; quant aux cas : (A =0, ¢' = -1), » =1, X = 2, ils
sont plus faciles,

On va considérer le 2-disque :

A=(z=(1-c)~x2-Y2)n(zzo)cf_ (3 X))
14) 1 3

et tous les Y%, ?0

i 3 qui le touchent,

Cas I : Ils existent des Y?(Eg) Nd 4% P. Soient lea,a.,Y.g

les Y? tels que Y?(Ej) Nd3A#0G etque : 1 =1 ou:i=2et,

2 2
en mdme temps y? (E%) & 3 A, Soient, de m@me y2 seaos¥s 5 les ¥
3 Y Le

tels que Y?(E?) <3 A

Enfin, A coupe (U Y;(Sl)) U (UY2(S, X 0)) suivant des

al o "'7T\L_;kf"_“‘ o,

~ i i i
segments ! A, ,... A, , B. ,... B ot : A CV¥ "(S)-E, ,
Bl Bk 61 6r Bi Bi 2 Bi
—
By 1i'&'(s2 x 0).
i i
Les Yi vont devenir des Ez , (iei, la remarque que H, h
i i

ne dépend pas du choix I; » IH, joue un rdle important).
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Pour le reste, on procéde comme dans la figure 3.4 a.

Figure 3.4. a. i, s1i
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Cas II. Il n'y a pas de Y;(E?) N3 A# @. Dans ce cas on procdde

comme dans la figure 3.4 b ; les détails sont laissés au lecteur, 0O

Fig. 3.4, b.

Le lemme suivant est la conclusion de tout ce qu'on vient

de faire (depuis le début du paragraphe)

Lemme 3.4.04 : '"Pour toute comstruction (D3, f, Y3, (Y?,oeg)) s
il existe un 2-polyédre singulier (K2, g, YB)’ complétement collap-
sible, tel que H(Dy, £, (¥],...)) et B8 ( K,/¥(g)) soient #-équi-
valentes"., O

Le lemme 3.4 est impliqué par le lemme 3.4.04, et le lemme

que voici

Lemme 3.4.05. '"Dans les conditions du lemme 3.4, il existe une

construction :

k e} 0o 1 1
(p,, £, Yo, (Yl,,..,‘fn(o), Yl’“”\yn(l))) s

a3
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telle que Xk;l et H(D3, £, Yg, (Yi,,°°)) soient #-équivalents," @O

Démonstration. On passe de X; a Xigl par 1'un des quatre procédés
suivants
a) Xigl = X§ / C&Z(xi,yi)
b) Xigl = Xi/CLZ(xi,yi) + (une anse d'indice 2 : D; X Ii)
c) Xigl = ; + (une anse d'indice 2 : D; X Ii)
d) Xigl = Xé + (une anse d'indice 3, D;')°

(Les cas a, b correspondent aux formations), En multipliant le

nombre des D; x I du point c¢) on peut supposer que D3 = Xl
Considérons
- 2 k+1 k
D3 X3 ——EI———> X3'—E;—ﬁ> cese —> X 3 ——;EII-—>~Y
g

de méme que les immersions

i

q;i:DZxIl—-————>Yk

cpj:Dg —_—

Par des homotopies réguliéres des fl, on peut changer g =>» f' |

®; = @i, wi =3 Yi de telle maniére que les Qi’ Yi soient des
plongements, que @i soit trés petit, et Yi(D;) trés petit par

rapport a Yi(Il). Aprés cela, on oublie les @i et on remplace le
"long saucisson" Yi(D; X I) par = beaucoup de "tranches" paralliles.

Chacune de ces tranches, est essentiellement un Dk

9 dont

le bord est dans f'(d X;)o



(voir

Fig. 3.4 c)

Les D2 tels que le nombre d'intersections (essentielles)

k Vil e 1 o .
3D, NE ™ (£']3 X3)) est < 2 sont laissés en place, pour fabriquer
notre construction. Quant aux autres, on modifie f' par homotopie
réguliére, en un f, comme dans la figure ci-dessous : (et & partir

de 13, on laisse les détails au lecteur),

H

T
14

i

I

T

L

i e

f'

4.,3) Démonstration du lemme 3.4.1.

On va donner une démonstration esquissée : On peut trouver
une triangulation T de f(XB) C:N3 ayant les propriétés suivantes :
A) Si l'on considére le plongement :
£ s(xy) & s(Xy) —> £(X,) ,

alors f(s(X3)) est un sous-complexe,
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B) Il existe une triangulation T de XB’ telle que
S(XB) soit un sous-complexe et que f : X, —> f(XB) soit une
application simpliciale.

c) X3, muni.de la triangulation T est collapsible,

Le lecteur n'aura aucune peine & construire T et 1T
s

de m@me qu'2 prolonger T 3 une triangulation de N,, Considérons
q P g g 3

une suite de sous-complexes

tels que v° soit un simplexe OO, sz,(Yl+1 - Yl) soit un

, i . .
simplexe .1 et Oi+1 ny c:aoi+1 soit collapsible. Pour chaque
2

Y', considérons la relation d'équivalence Q(lel) c sy,
Soit ¥, C:@(fIYl), la relation d'équivalence la plus

petite, telle que, dans le diagramme commutatif ci-dessous

i £yt

Y > N

3

i
Y /‘fi

. . . i . .

(ob m;, est la projection canonique), Y /¥; puisse &tre muni d'une
structure simpliciale telle que : a) un soit une application
simpliciale.

b) 84 soit une (vraie) immersion simpliciale., Mdintenant,
i g i i P » . «© i

considérons X3 ol 4 /Yi, un voisinage régulier C de Y /Yi et

i i . . ® . o o (o i Al

£° € Imm (X3, NS) une immersion C  qui étende, g,. (et qui sdit
"tras proche de gi"),

On peut vérifier que les conditions 1°, 2°, 3°, 4°, 5°,

sont satisfaites. O
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4.4) Démonstration du lemme 3.5.

Soit X, wune variété singuliére, et :

3
= < P =
X3 = M3 U K3 u...u K3

=1 =2 =p
=M, & K, 6 K, &...8& K
3 71 3 352 °3 =p 3

5K3 6K3 6K3

une décomposition canonique., Chaque E; est un exemplaire du modele

-— . 17
local K3 . Soit V3 _—> X3

perdre la généralité, on peul supposer que V3 ——E——> X

une résolution des singularités, Sans

3 spécifie les

branches Bl c:E; pour i £ q S p et les branches Cl C:E; pour

q<i=np.

On considere M3 X I, et :

XI) UM, x1 .,

><0U(aM3 5

a(M3><I)=M3

On a le plongement c”

i(M3) PM, > d (M3 X I)

qui identifie M avec M_ X O.

3 3
. _1 _i T _i 1. . .
Pour i <gq, m (K;) ——=> K, s'identifie 2a
i 3 3
_— . —1 -1 — .
v,(8%) () Ky, et pour i>gq, T 1(K§) 1 K; s'identifie
. iy —.
a v, (ch m(c Ky (déf. 3.12).
Considérons pour chaque i wun exemplaire de D4 : DZ et

un plongement : (déf. 3.14)

e(BY) : 63(Bl) —_— S; (si 1< q)
ou : e(ch) : ?1'3(01) — s; (si i >q). On considére le plon-
(=]

gement C

5 Ky >3 V,(87) si isq, (ou

Yy
=i - i o
) K.3 > 3 V3(C ) si i>q, )
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tel que mely . §; = identité  (respectivement ﬂ(Cl)o¢i =

= identité (& i;)), On considére des plongements :
=i i
¥, : 8K, x1 ———=> §
i 3 3
.. —i — i
tels que (si i < q) : Yi l ) K3 X0=e(B) o wi , et

v, (& E; X I) N e(Bi)(vg 3ty = e(Bi)ollJi (8 ig)o (et avec des

conditions analogues pour i > q).
Remarquons que les plongements naturels :
8Ky >0 M, =31, X0 induisent canoni-
quement, des plongements :
8Ky X I—=>23 M, X I =230, x 1) .

On peut définir alors :

- 1 2 P
®4(X3) =M, xI1& D, & D, &...8 . D, s

=1 =2 =P
6K3XI 6K3XI 6K3XI

B(m = i) & e & ... 8 e3H 8 e(c™) 8.0 e(cP)

On laisse au lecteur le soin de finir la démonstration., O

4.5) Démonstration du lemme 3,18, On va commencer par introduire une

certaine terminologie utile pour la démomstration : Soit K C:M3 un
(sous)~-poly2dre de dimension 2 de la variété (de dimension 3), My,

et R, CM

3 4 un voisinage de coordonnées, tel que K N R.3 contienne

1'ensemble :

y=0N20)U x=0) N z0))
On va considérer deux plongements du simplexe standard de

dimension 2, A2 e

H
(g
~

g

L}

0) N (x =20), et :

i“:Az-——-—>(x 0Ny =20),
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tels que : i(Az) Nx=y=0)=1 @ Az) N{x=y=0)-=
S () NG=y=0=1' @A) N(x=y=0) =(x=y=0N
n(lz|=1).

On suppose qu'il existe un plongement Yy : A3 ———>'R3,
tel que :

y(A3) NK = v(d Ag) NK = i(AQ) Uiﬁ(Az)

Il existe alors un chemin de Whitehead glissant (voir la définition

3,21;), commengant par K C M3, oll motre ¥y : A3 —_— R3 C:Mé joue

le méme r8le que le vy : A3 —= M, de la définition 3.21, et

3
ott 1'on glisse (x = 0) N (y 2 0) le long de i(Az).

En principe, il pourrait y avoir deux y(A3) possibles :
des deux cbdtés de i(Az) U i’(AZ). Ceci donnerait deux chemins
différents (chacun déterminé & isotopie prés). Si K N R3 est

tel que deux y(AB) distincts sont possibles, on va spécifier,

aussi, de quel c8té de i(AZ) on fait le glissement, (c'est-a-dire

de quel cBté de i(Az) se trouve Y(A3))°
Soit K C:M3 un (autre) polyddre de dimension 2, et
R3 CIN% un voisinage de coordonnées tel que :

Rq NK=(x=0N(E=0)UNy=0 N(z=<1).

Soit b, c(y=0)N(z <1) le triangle de sommets :
(-1, 0, 1), (1,0,1), (0,0,-1), et : Y& (y=0) N(z =1) Ila
fermeture du complémentaire de AZ, On consideére K' C:M3, oty
K' - Ry 2 K - Ry (identité entre sous-espaces de M3) et :
K'NR, = (x=0 N(z=<0)U¥Y.
I1 existe un chemin, contractant, de Whitehead, unique

3 isotopie prés, (déterminé par AQ), qui passe de K 3 K' (et,

respectivement, un chemin dilatant, qui passe de K' a K). On va
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dire qu'on contracte K le long du segment (x =0) N (y =0) N

N (0 =z =<1), (ou, respectivement, qu'on dilate K' le long du

i

segment (x = 0) N (y = 0) N (-1 £ z £ 0)), Enfin le passage de

K, = (x=0,z=s-1)U(y=0, 2z<0) 2 K, = (x =0, z £0) U
Uy = 0, z < 0), s'appelle "dilater Kl strictement le long du

segment : (x =y =0) N (-1 <z = 0). Le passage inverse va s'appeler

"contraction stricte" (le long du segment (x =y =0) N (0= 2z < 1)).

On va utiliser maintenant les notations de la définition 3.20.
Pour rendre notre construction "canonique", on aura besoin de préciser

une "orientation'" (= relation d'ordre) sur AN B = £(A) N £(B) R3.

De toute facon, (voir 1la partie du chapitre III qui suit 1'énoncé

du lemme 3.18), on se donne aussi une séquence principale

i i , . ‘
(1,, & M3) de (Lz, g» M), et les paires de points m € A,

m, € B, ayant la propriété : f(ﬂl) = g(ﬂl) = g(ﬂz) = f(ﬂé), seront

. il

i
2 —=> L

identifiées par une projection d'espace-quotient : 1 2

p; est engendrée par un point singulier o(pi) € dlﬁgl) (voir la
déf. 3.19) et on va supposer que 1'orientation ( = ordre total) sur
£(A) N £(B) est telle que, "les points de f(A) N f(B) deviennent
de plus en plus grands, en s'éloignant de G(pi)". Par convention

de "langage" notre orientation va de gauche a droite, Ce sera l'ordre

de y croissants.

Sans perdre la généralité on peut supposer due M3 est
orientable et orienté. L'orientation de 1'axe des z est déja impli-
cite dans la définition 3.20. Enfin le systéme de.coordonnées (x,v,2)
est choisi de telle maniére qu'il soit compatible avec l'orientation de

Enfin, toujours pour rendre notre construction canonique on
aura besoin de préciser, dés le début, une certaine résolution des

singularités qu'on va décrire : on commence par considérer le 2-polyeédre
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singulier : ((A U B))/¥{(g), i, R3> (ot i estinduite par les plonge-

ments naturels A, B C R3) et une séquence principale

(A UB/MN(E)) —> (AU B)/¥(L) = ((A UB¥(ED/Y() R,

qui consiste d'exactement p opérations élémentaires 0(3)., On

va se donner une résolution des singularités

T Uy ———> 0, ((AUB) / v(g))

3
pour laquelle toutes les p opérations O(3}) sont cohérentes. En
particulier, toute résolution des singularités : 7 : W, —> @3(L2)
induit une résolution comme ci-dessus (d'une manidre canonique),
et ceci justifie le complément au lemme 3.18.

Avant d'aller plus loin on va décrire certains chemins de Whitehead

"standard" dont on aura besoin, Il est entendu que ces chemins sont décrits a
isotopie prés, par ce qui suit,

On considére, dans un voisinage de coordonnées R,, le polyédre

39

52 o R3 défini de la maniére suivante

=(x=008(x20)N(EZ=0) &z =20)N(z=-1)),

o

2
Sur (x =0) N(z=0) et (x=0)N(z = =1) on va se

donner des relations d'ordre compatibles entre elles {par exemple
celles des y croissants) et, par convention de langage, ces relations

d'ordre vont de gauche a droite.

(=]
On va considérer une appliecation z = h(x,y), C, identique-
ment égale & -1 en dehors d'un compact telle que la surface z = h(x,y)
coupe la droite x = z = 0, transversalement, en deux points b1 et

b,, et que (z = h(x,y), x 2 0)) coupe (z = 0, x = 0) transversalement,

2’
suivant un arc 4L < (z= 0, x = 0), d'extrémités b1 et bzo On

peut considérer (z = h(x,y}, x 2 0) comme 1l'image de 1'application

(désignée toujours par h)
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h: (z=-1), x20) —=> R3 s

donnée par : h(x,y, -1) = (x,y, h(x,y))., Dans (z = -1, x 2 0), 4

correspond & un arc ) . On va supposer que b est a gauche de b

1 2

et considérer deux décompositions en sommes de chemins, compatibles

entre elles vig h :

R

>
1]

+

2 €L .

]

L+ m+ &+, avec b, € L, b,

On va se donner deux 2-disques plongés différentiablement :

®: D, —>(z=0, x>0)

f : D, —> (z

-1, x > 0)

qui coupent £ , (respectivement )), transversalement suivant m(y). On

se donnera aussi, deux disques de dimension 2, plongés différentiablement :

AZC(z=O,x>O)-&—cp(D2)

[ - . w -
AZC(Z 1, x >0) = ) f(D2>

séparés de 1'infini par 4()\).
On considére, enfin, des 2-disques, différentiablement

plongés, 2 a 2 disjoints

o ___,_5 * )
glsuwo’gq ° Dz int A2

On va considérer le polyédre P2 Cifz, défini comme suit :

P, = (x=0) @[((x20)U(z=0)) -pO,) -Ugp @)

®[((x20) U (z=-1)) -0 - U gj<52)],

Soit, aussi, P% C:R3 le polyedre :
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Py = (x =0) @,[;(x 20) N (z=0)) - @(52) - U mi(BziJG

& n[((x=20).N(z=-1)) - £0,) -Ug®) | .

On va décrire (2 isotopie prés) deux chemins de Whitehead Ch(+),

Ch(-) allant de PZ a, Pég (Le lecteur, remarquera que, de toute

facon, en dehors d'un compact C & R3 3 P2 - C = Pé - C, comme

sous~espaces de R3)o

T
) ¢
F‘fg\\[;{; (z = O’ X 2 O)

(z = =1, x 2 0)

(x = 0)

Figure 3,18.1 P2 C::R3
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On va se donner, maintenant, un certain nombre de sous-ensembles de P2,

décrits a isotopie prés par la figure 3.18.1.

On aurg des intervalles fermés as a,, a3

A\ < a; x=0, z=-1), a, C (x = 0, z = 0), contenu entre

bl et b2 > g C:B@(Dz), séparé de 1l'infini par ) . On aura aussi

les intervalles fermés :
T.T,cx=0N((0z222-1)I,, T,ecxz=0,2=0),

Ty < (x =0, z 20), Ces intervalles sont complétement décrits par notre

figure 3.18.1. (On remarque, par exemple, que Té et T& laissent AQ

% leur droite, et 0« laisse A2 a gauche, ...). On va désigner par

. _ . S| -1
(a;, T)s ay, fé) le 2-disque de (x = 0) déterminé par : a, T tantl,,

e.a.d,.s,
Je décris maintenant les étapes successives du chemin de

o
Whitehead Ch(+) : en partant de P, on glisse (z = -1, x 20) -f(DZ)-

-U gi(DZ)’ successivement, le long des 2-disques : (al, T,, a,, Té),

1’
s T4) (la seconde fois de 1'autre cdté de

2

(32, 1—\3, 83, TA), (32, T 5 83

(z=0, x 20, que la premigre), (a2, fS).

Le résultat de ces glissements, est un 2-polyeédre ;: K< R3

qui peut &tre décrit (intrinséquement, c'est-a-dire en oubliant son

plongement dans R3)S de la maniére suivante : on coupe

o

(z=-1, x 2(3)NE(D2) - U gi(Dz) de (x = 0) le long de a;, et on

recolle a C 3((z = -1, x 2 0) - f(Bz) - U gi(Dz)) au chemin :
~1 ~1 -1 1
I‘1+I‘3+1“3 +1“5 +I‘4+I‘,+

- o(,) - U qéDz ﬁ

+T, —> x =0 U=z 0)N(z=0)) -
A un difféomorphisme prés, ceci donne la m@me chose que ce

qui suit : On considére des sous-ensembles de (x 20, z = -1) -

—f(D2) - Ugi(DZ)’ comme dans la figure 3,18.2.
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Figure 3,18.2, (x 20, z = -1) - f(DZ) - U gi<D2)

Fs

1 ¢b1 ‘/bz 2
Py > < —
p p
1 A 2
Yy 2 Yy
; @ !
\ 7

\ /
N ,
1 \\\@,/ B,
§(D2/

el

On coupe toujours suivant s comme avant, mais on recolle a au

1

chemin Ii + Tgl + T;l (figure 3.18.2). Ensuite on identifie Ié 3

Y1 et Iz a Yy- Attention : ceci définit une opération d'espace
quotient, et pas un glissement, mais le résultat est difféomorphe au point
final de notre chemin glissant, défini avant. On peut donc identifier le

résultat de ce passage au quotient, au polyéddre K & R3,

On unit les extrémités, libres de Yy Y, Par les arcs
Bl, 82 avec 3 f(Dz) (figure 3.18.2).
On contracte, ensuite, K, le long des segments Bl et 82.

Soit X' C R3 le résultat de cette opération. A difféomorphisme prés, K'

peut &tre décrit (intrinséquement), comme suit : on considére deux

intervalles fermés : T} C Té, I T

4 4> @vant (respectivement) une
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extrémité commune awxzfé (IZ)’ sur (x = 0 = z), 1'autre dans
int Ié, (int Iz). Ltarc o (de la figure 3.18.1) est censé commencer
dans 9 TZ - (x =z = 0), laisser A2 a4 sa gauche, et aboutir sur

o) w(DZ) (sans toucher a 4 , &+3 e.a,d.s.)

o]

On coupe, comme avant (x = 0, z = -1) le long de as
recolle a; a Ii +vI§1 + T;l, et ensuite, on identifie Y+ Bl a T
Yot By 2 T,

Enfin, on va dilater K', strictement, le long des chemins

C&(Té - T}) et o . A difféotopie prés, le résultat de ce chemin de

Whitehead (qu'on appellera Ch(+)) est Pé < Ry.

Le chemin Ch(-) est défini comme suit : on garde les
orientations sur (x = 0, z = -1), (x =y = 0) et on applique Ch(+4),
mais en interchangeant les rdles de (x 20, z = 0) et (x = 0, z=-1).
On laisse au lecteur le soin de vérifier que, de cette facon, on obtient
bien un chemin de Whitehead reliant P2 C:R3 a Pé CZR3 (2 isotopie
prés),

On est en mesure, maintenant, de décrire le chemin de Whitehead
J (de 1'énoncé du lemme 3,18), Ce sera une somme de chemins isomorphes
a Ch(+), plus, des chemins qui ne touchent pas aux cercles fi(a DZ)
(voir la définition 3.20).

Choisissons un systéme de coordonnées (x, y, z) du voisi~
nage de coordonnées Rq (définition 3,20), tel que : (i) (x, v, 2)
correspond & notre orientation de M3 .

(ii) A UB est décrit, en coordonnées comme dans la défini-
tion 3.20.

(iii) ZL'orientation sur AN B = ((x = 0) N (z = -1))

définie au début de notre démonstration, correspond & 1’orientation

croissante des y.
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On va introduire les notations suivantes : B' = B+ UB
ot BN =B"N(x20) et B =B'N(x <0), Les (x = 8, ) N (z 20) N a'

(avec 1 # iO = 0) qui se trouvent du cB8té x = 0 seront désignés

+ + . + +
oo a { 5 € d . "du 3 s ! -3-di
Al’ ’Ak’ ot il est entendu que Al+1 est au-dessus de Al (C'est-a-dire

que, si B(A;) est 1'angle 6, correspondent a A; on a :

G(Az+1) < G(Az)). De méme les (x = 8, z) N (z 2 0) N A" qui se trouvent
du cdté (x = Q) seront désignés par : AI,,,.3A; (avec A;+1 au-dessus

3 s + + .

de A.J. On va désigner par ¢T(D2) C Ay le disque fZi(DZ)
(i = (p - 1) = k+q) correspondant & A% (et par f%(Dz) CZBi9 le
. i . _ . Lt
disque £2i_1(D2) (i = (p-1) correspondant a Ai)"

Dans BE on va joindre 9 f%(DZ) aoBt=38*NB =ans
par deux arcs disjoints (Xii)“ et (X%)+ tels que

a) (k%)_ est a gauche de (X§)+.

+y = + +y+ + .

b) (xi> + 3 (D, + (xi) sépare fj(Dz) (j > 1)
de 1finfini,
f .
2(p-1)+ 12
J. se trouvent entre (x%)' + 3 ff(D2)+(x%)+

c) Les (x%fﬂ et (x%)+ ne touchent pas aux

i (
Parmi les f2(p—l)+j‘D2

+ - + N, ( + }+ »
e et e . exactement ceux 1l se trouvent entre
et (xl+l) + 3 f1+sz’ + Oy q

et oll : sont les arcs xi( définition 3,20) touchés

x&’ x&+1

(D.) (qui, on le rappelle sont parmi les f2j-l(D2)

x& X&+1 ’
+

+
T ££
par fi(D2)’ 711Dy

(j £p -1)). Ceci est représenté dans la figure 3.18.3,
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Figure 3.18.3

. o rs
(tous les fZ(p-1)+j(D2) contenus & l'intérieur de

(XZ)_+8 f;(D2)+(x;)++AﬂB se trouvent ici).

Enfin, dans le plan (¥ = 0) on considére des courbes

-]

C :z= a;(y) i=1,...kx), =z

a;(y) (i =1,...,9), z = b(y)
telles que a%(y) = 0 en dehors d'un compact, b(y) = -1 en dehors

d'un compact, et ayant l'allure décrite par la figure 3.18.4,
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Figure 3.18.4.

(x=0)

/ N somme de chemins
/ \\A(
\ Ch(+)
\
T

somme de chemins
Ch(+)

On glisse maintenant les A%(: A' U B'/¥(g), le long du
plan (x = 0) de telle fagon que A% N (x = 0) devienne
(z = a%(y)) N (x = 0), On glisse aussi Bt de telle facon que
BV N (x = 0) devienne 2z = b(y).

Apres ces glissements, on applique les chemins de Whitehead

Ch(+) de la manigre suivante
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On commence par appliquer le chemin Ch(+) (respectivement

ch(-)) a BT et AI (qui jouent respectivement les rdles des

(z=-1DN{x =0, (z=0)NI(x=0)) si dans larésolution des

3

{(respectivement la branche A; n'est pas spécifiée), Les rB8les de

‘ * * : . + +
w(Dz), i, wi(DZ), A=, f(Dz), fi(DZ)’ sont joués par : ¢i(D2)’ &i

singularités : m: U, —> ®3((A U B)/¥(g)) la branche AI est spécifiée

contenus dans le Lj qui correspond 2 ¢{(D2) (on laisse au lecteur

le soin de les expliciter), les f2(p~1)+j(D2) contenus dans
TN S T . +
Al’ (xl) s fl(Dz), et enfin @« U f,(Dz) + tous les f2(p—1)+j(D2)

+ j>1
contenus dans B .

Ensuite on applique (de la m@me facon) le chemin Ch(+)
(respectivement Ch(-)) a BT et A+, Af, e.a.d.,s. Le rdle de xt
2 3

est joué, chaque fois par (xz)in

On fait la meme chose pour B et les A;.
A la fin, des glissements"inverse§'é ceux du début (qui ont

fait apparattre les courbes z = a%(y)) nous me&nent 3 un sous polyeédre

de R3 qui est, a isotopie prés, A'U B'/Y(é) C R;.
Il n'est pas difficile de définir ces nouveaux chemins glissants

d'une mani&re canonique. On laisse au lecteur le soin de le faire, et

en méme temps de s'assurer qu'on a bien obtenu ce qu'on voulait. O

4,6, Démonstration du lemme 3.19.1.

On va utiliser, & fond, la démonstration du lemme 3.1.8. En
se référant aux notations de cette démonstration, considérons le polyédre
KC Ry qui est l'une des étapes du chemin de Whitehead Ch{(+), passant
de P, a P!, (On rappelle ici que, suivant la convention (soulignée) de

2 2

la fin de la démonstration du lemme 3,18, c'est Ch(+) (resp. Ch(-)) qu'on
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choisit quand la branche A(resp. B), est spécifiée), Soit K c R3 s

le polyédre obtenu en contractant K strictement, le long des segments
Bl et Bzo
Donc, dans K ., £(3 D2) et ol 3 D2) se coupent transver-

salement, en deux points, (et , &videmment : f(BDz), @(BDZ) < K.

2 2

Considérons une sphere (x2 +y" +2z° =N cRr telle que

3)
N soit tres grand; et :
() P, N (xz + yz + 22 =N} KN (x2 + y2 + 2% 2 N) =

- - 2
=R N (x2 +y o+ 22 » N} (identité entre sous-ensembles de R3),

On va introduire les notations

2 2 2
Q2 P2 N&E +y +2° sN)

6Q2=P2ﬂ(x2+y2+zz=N)
-~ 2 2

N2 =KN & +y" + 22 < N)

3 N2 =KnN (x2 + y2 + 22 = N)

Soient CB(QZ) DQ, et CB(NZ) O N, construits de telle fagon que

2
d Q2 < 3 CB (Qz), 3 N2 < 3 ®3(N2). Soient aussi :

v(d Qz) <3 ®3(Q2}, v(§ N2) <3 ®3(N2) ,

0
des voisinages réguliers C de & Q2: ) N2 . A cause des identités
(*), écrites ci~dessus, on a un difféomorphisme (unique & isotopie
prés)

i ovw(é NZ) ;ra-v(é QZ) .
On considére, aussi, les inclusions canoniques
8,(Q,) < 2 8;(Q,) , 8N,) < 2 8, (N, .

Un voisinage de f(BDZ) U (3 D2) cd CB(N2) c2? @g(NZ), peut 2tre

décrit comme suit :
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On considére dans {(x,y)} = R2 = R2 x 0 CZR3 = {(anaz)}

deux cercles Sl’ S2 qui se coupent transversalement en u, v, et

Mc R2 un voisinage régulier de S1 U 82, (Figure 3,19.1,1),

Figure 3.19,1.1,

£(3D,) U plap,) 08, (N,) .

On aura un voisinage de f(BDQ) 9] cp(BDz).3 ve 2 CB(NQ)’ et

un di fféomorphisme :

), £(3D,), aD,))

\Y

a: (u, unNn CB(NZ), uno CB (N2

M x[-2,2], Mmx[-2,0], Mx 0 =M, S; 5 sz)o

Soient 1I(u), I(v) deux petits arcs de cH (qui correspond
on le rappelle, a f(Dz)) autour de wu,v respectivement, On considere

deux autres arcs I'(u), I'(v) C $; X [0,-2] tels que :

3 I'(uw)

I'(u) N S1 3 I(uw),

]
I

3 I(v) T°(v) N s1 3 1(v) ,

coupant S, transversalement. On va supposer que, I'(u), 1',(v) sont
coupés par 82 x [0,-1], transversalement, dans un seul point chacun,

Considérons, dans M X [-2,2] 1les cercles :
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Zl = S1 - I(u) - I(v) + I'Cu) + 1'(v),

52 X1l et S2 X -1 .

Dans 2 CS(NZ) on va considérer les images réciproques de

Zl’ 82 X 1, 82 X -1, 82 x [o,1], 82 x L0,-1], (via A-l), qu'on va

désigner par les mémes lettres, 2., S, X 1, S

10 S, X -1, §, X (0,11,

2
S2 x [0,-1], sont définies aussi d'une manidre canonique (2 isotopie

prés) dans 2 CB(Q2)° De toute fagon, dans 2 CB(NZ)’ comme dans

3 CB(QZ)’ S, X1 est le résultat de 1'opération A2 (définition 3.18)

2
appliquée a (o D2)°
Remarquons, enfin, que le chemin de Whitehead Ch(+), induit

un difféomorphisme D'

D' : (CB(QZ), v(éQZ)) —_— (®3 (N,), v(d N2))

2

tel que D'|w(8 Q,) = i,

On a le lemme suivant :
Lemme 3.19.1.1. "Il existe un difféomorphisme (induit par le D' considéré

ci-dessus)

D' : (2 ®3(Q2), CB(QZ), v(éQz), U mi(aD2)+Ugj(8D2)+

Zi + (s2 X 1)) v > (2 CB(NZ), Cé(Nz) >

v(éNz), U wi(62)+ U gj(aDZ) + Z& + (S2 x 1)),

tel que : D’lv(Qz) =il et

D'| U 0, {D,) + U gj(Dz) +E, + (8, x 1) = identité.” O
(On remarque que U mi(aDz) + U gj(a D2) + (Zl n Sl) est contenu dans

d Cb(NZ) (respectivement, vu nos abus de notation, dans o CB(QZ))°
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Démonstration du lemme 3.,19.1.1 :

Considérons le diagramme commutatif :

Q ) N
2 03(Q2, T > 2 ®3(Q2)
D' D’
2 ®3(N2/ " =2 ®3(N2)

oi D' est induit par le difféomorphisme D' décrit ci-dessus et I

est 1'involution canonique,

Par '"isotopie", D' induit un difféomorphisme :

() (2 85(Q,), 85(Q,), v(5Q,), Up (3 D)) +U g (3D, +

DT
~

T, + (8, x -1)) > (2 8,(N,), 0;(N,), v(d N,),

U cpi(a D2) + U gj(a D2) + 21 + (52 X =1)).

On remarque ici que U wi(B Dz) + U gj(a D2) +3 4 (82 X =1)
est contenu dans Gb (Q2) (dans GB(N2))’ et, qu'en fait, le chemin

de Whitehead Ch(+) donne lieu, par "isotopie", 3 un difféomorphisme :

> -

_ Ve
&
\) Ueg; (@D, + U gj(aD2)+Zl+(SZX-1)

bearr -

CB(QZ)
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v(6 NZ)

®3(N2)

U cpi(anz) + Ugj(anz) + Zl + (S2 X -1)

(xx) s'obtient de 1la, tout simplement en doublant C%(Qz) et CB(NQ)'

—

En appliquant 1'involution I (aux (82 X -1) dans (xx),) D' induit
aussi un difféomorphisme :

X
(xx) (2 ®3(Q2), CB(QZ)’ v(éQz), U @i(anz) + U gj(a D2) +

Df

o~
=~

21 + 1(s2 X -1)) > (2 CB(NZ), CB(NZ),

v(éNz), uwi(anz) + U gj(BDZ) + I+ 1(32 X - 1))

Je dis que, dans 2 Cg(Nz); (et dans 2 Cb(QQ))’ l'ensemble I(S2 X -1),
du difféomorphisme précédent, peut @tre remplacé par le résultat de
1'opération A, (déf. 3.18) appliquée a 8, X0 =35, = 1(52) = w(BD2>,

dans 2 C%(NZ) (et 2 @3(Q2))9 (donc par 8, X 1). Pour cela, on considere
les anneaux §, X [~1,0], dans 2 CB(NZ) et dans 2 @S(Qz). Dans

[ _ S
2 CB(QZ), 1'anneau S, X [-1.0] ne touche pas 2 Uwi(aD2)+Ugj(BD2)+Zi,

mais dans 2 ®3(N2)

(s2 x [-1,0])Yy N W wi(anz) + U gj(anz) + 21) = (52 x [-1,0) n Z s

consiste de deux points d'intersection transversale., Mais dans 2 CB(QZ)

et dans 2 OB(NZ), 1'anneau I(S2 x [-1,0]) a les propriétés :

i) d I(S2 x [-1,0]) = ¢(d D2) - I(S2 X -1). (On remarque ici
que 3 CB(NZ) (3 CE(QZ)) est 1l'ensemble des points fixes de 1'involution 1I).

ii) I(S2 x [-1,0) N CB(NZ) = p(d D2) et 1'intersection est
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transversale. La m@me chose est vraie pour Q2.

1ii) I(s2 x [-1,0) N W qh(a D2) + ugj(a D2) + 21) =0 .
Ceci nous dit que, dans le difféomorphisme (i&) on a bien le droit de
remplacer, partout 1(52 x -1) par 8, X 1.

Ceci finit la démonstration du lemme 3.19,1.1. Le lecteur
remarquera qu'on ne peut pas demander 2 D’ d'2tre un difféomorphisme

qui transporte §, X [0,1] en 8, X [0,1], ni meme (d D2) =8, X0

2
en (3 D2). Les différentes conjectures, plus fortes que le lemme
3.19.1.1 quion est tenté de formuler, se trouvent 2tre fausses.,.

A partir du lemme 3.19.1.l, on peut démontrer, par des

isotopies faciles, le :

Lemme 3,19.1.2, "Considérons le chemin de Whitehead Ch(+) (démonstration
du lemme 3.18), qui passe de P, a Pé, Soit :

Q = PN (x%+ y2 22 e N
2 2
Ch(+) donne lieu & un difféomorphisme D" : CB(QZ) —— Cg(Qé), qui,

a4 son tour, s'étend A un difféomorphisme :

D" : (2 ®3(Q2), ®3(Q2), 1) Q2), u mi(a D2) + Ugj(a-Dz) +

T, + (5, X 1)) ——z——> (2 6,(Q)), & (Q)), v(6Q}),

~

U wi(a D,) + U gj(a Dy) + I, + (s, x 1))

tel que D"Iv(a D2) soit compatible avec l'identification naturelle :
= 1 il =3 Tpel]
5Q, =6Q) et D | U o, (3 D) + U gj(b D) + I, + (52 ¥ 1) = identité", D
On remarque, enfin que le difféomorphisme D" reste valable si
on applique a U @i(a D2) + U gj(a D2) + I N3 CB(QZ) (respectivement

Z na ®3(Q§)), les mémes opérations A, (définition 3.18), dans 2 CB(QZ)

1
¢
comme dans 2 Cg(Qz).
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En utilisant cette vemarque et la démonstration du lemme 3,18,

le lemme 3,19,1 résulite sans difficulté,

4.7) Démonstration du lemme 2,20,

Ii est utile de remarquer que, d'une facon générale, dans la

démonstration qui suit, notre K, sera considéré comme source de 1l'appli-

2
cation h (et de différentes autres applications déduites 2 partir de h
par isotopies et glissements) et pas de f,

Les points doubles Mz(f) seront considérés, comme un

sous~ensemblie de Kys muni d'une relation dféquivalence, VY(£f) ; ils

coexistent avec les points doubles de h | Mz(h), et c'est a partir
de cette coexistence que notre construction va procéder. h est
"bien connu" ; & peu de choses prés c'est la m&me chose que
K, Taemrizekos tandis que f est (ou peut &tre), aussi compliquée
que 1l'on veut,
Par des isotopies et des glissements élémentaires (qui en vertu
du lemme 3.19.1 Yre changent rien’}, on va essayer, non pas de rendre
h comme f (ce qui serait impossible), mais 3 faire en telle sorte
que "h se factorise par f£" (3 droite).
La démonstration qui suit va rendre précis et rigoureux ce
préliminaire "heuristique’,
On commence par considérer la séquence principale donnée
au point C) du lemme 3.20. On va "détailler” p{(Bf), en mettant en
évidence les différentes projections d'espace quotient (de type 0(o), 0(1))

qui le composent :
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| — i

- aro o apk i - m{B8f) _
BK, = BKJ pl/ BK, Pz/ e ™ K, pi+,1, coe BK, =BK, /Bt -q—(—ﬁ»)BKz/‘f(Bf)
. il [
vi My

b = a(Bf) oy,

On va montrer qu'ils existent des nombres nj (voir 1'énoncé du

lemme 3,20), tels que, si N =T nj, ils existent :

I. N plongements Cm, 2-a-2disjoints :
i 2~
o, ——s (@), - W@

(; € (1,2,...,N), 0 <i < m(Bf)), tels que les x;(Dz) ne touchent pas a 1'image
canonique des bourgeons ( = (BK2 - Kz)), et tels que la propriété 1 - 1) de
1'énoncé du lemme 3.20 soit satisfaite.

On va considérer les ensembles :

X = BXK - g Kj(Dz) (ot D, = int Dz)

X, = BEK

i -y i 2
%2 2 2 A5 (D)

3
II., Ils existent, aussi, des immersions génériques, qu'on va

construire :

h, : X ——>0,() .
i il 372
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Les propriétés suivantes seront satisfaites

o o — . s . — - e
1°, Xj &j ; on a donc des difféomorphismes OXl =% B X1°
En plus ho = gh : B Xl — CS(KQ)'
2°. Y(hi) est acyclique.

3°. On considére le 2-polyédre singulier (ixl’ Bf, MS) et sa
séquence principale :

X, ——> X, /pf —> X /Y(Bf) c M, .
i1 b (B£) i%1 q(8f) i%1 3

(On rappelle que x;(Dz) ne touche jamais a MZ(Bf))° Correspondant au

"détaillement'" de p(Bf) pour 8 K,, on a :

p(Bf)

Xo= X0 —> xt—s o1 s —s ™D oy e
i1 il i~l i"1 i1 i1
1 Pyl
V. .
J uJ
; I (1 = i
Il existe une séquence principale de (ixl, h,, CB‘KZ))” admettant X2 = 4
comme étape intermédiaire entre X, et X /h, ¢
i"1 s R §
1 j i
ixl N Fad ixl B rd ixl/hi _—D ixl/‘f(hi) o ®3 Kz) 9
i

\ i /‘\ q(hi)




avec les propriétés suivantes :

3°, a) L'ensemble

i_
M3(pi) S AL &

est vide,
. 2 9 -
3°, b)) M (pi) et M (pi) se coupent transversalement (dans iX2)°

3°.  ¢) 8i %,y € M?(Dﬁ) c X, et si x # y, alors :

pi(X) # pi(y),
3°. d) On remarque que la propriété 1-1) de I nous donne un

difféomorphisme canonique (& isotopie prés) : ixl = i+lX1°
h

On passe de (,X., h,, @ (K!)) a ( ®,(K!)), par
i7"l i’ 73772 3772

ir1%1e Pigpo

un nombre fini (peut-8tre 0) de glissements élémentaires, et d'isotopies.,

Ceci nous fournit, entre autres, une inclusion canonique :

S(ixl/hi) o S(Oxl/ho) = S(Bxl) = s(Xl) = s(i&) = s(ixl) =

= s(Kz) = s(BKz) .

3°. e) On a un diagramme commutatif :
+
s(ixl/af) My
8(X,) s(,X,)
1 :% i72
p(pe)¥
n
id
S(Xl) < S(Xl)

identité incl. canonique
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(On remarque que s(i Xl/Bf) = (B il/sf)9 e.a.d.s.)

Remarque. Au cran 1 = 0 1le diagramme ci-dessus est (trivialement commutatif,

puisqu'il peut-8tre identifié &

> (B¥, /B0 — p(an)¥
\\\
S(Xl) < i S(Xl)
p(Bf)#
n
id,
S(Xl) < S(Xl) > S(Xl) s

id, identité

et M est une inverse de p(Bf)*ﬁ

Je dis que, si 1'on réussit & faire une construction (inductive)
comme ci=dessus, le lemme 3,20 est démontré,

En effet, il suffit, & ce moment-la, de poser :

(8£)
2 = m(Bf) XT P m(Bf) Xp/Bf s

>
I

1 Pup) ’
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_.m(BLY | e m{Bf)
et kj = xj : D, -—> (Kz/f)z c (B Ky )2 .
(Ceci implique donc, que :
P(fl) = Bm(Bf) s X3 = m(ﬁf) Xl/hm(Bf) 3 q(hm(Sf)) = q(fl), eoaadeSo)o

La condition 1-1), pour les plongements Kj est satisfaite ; on remarque que ;

XZ = m(Bf) X2 = B Kz/Bf - U int ()‘i(DZ)) =

= B(Kz - Uint (xi(Dz))) / Bf

= B X, (par définition),

Ceci est le difféomorphisme du point 1 - 2) de 1'énoncé du lemme 3.20.

D'autre part, 2° implique 2), 3° - a) et 3° - b) impliquent
3), et 3° - d) implique 4).

Reste a prouver le point 5) de 1'énoncé du lemme 3.20.

En regardant le diagramme 3° - e), au cran i = m(Bf), on s'apercgoit

facilement qu'il contient le diagramme 5) (lemme 3,20, puisque :
Bm(Bf) = p(fl), “m(af) = identité,
Vm(Bf) = p(Bf), e.a,d.s.

. i . .
Donc, si les xj s by sont construits, pour tout i £ m(Bf)

(en particulier, pour : i

m(Bf)), le lemme 3,20 est démontré,
Pour ce qui suit, on a intérét A reformuler le point 3° - e),.

On remarque que 3° - e) est équivalent a :

3° - e'). Le diagramme suivant est commutatif :
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S(Xl)

incl. canonique

En effet, 3° - e') fait partie de 3° - e) et le reste de 3° - e)
est commutatif, comme conséquence immédiate des définitions.

Les hi pourront &tre construits par induction, mais pas les X. s
pour lesquels il faudra tenir compte de tous les P, a la fois,

Pour pouvoir le faire, on commence par :

UNE CONSTRUCTION PRELIMINAIRE : On commence par reconsidérer la définition 3,20,

£, M,)

mais en oubliant L et en se concentrant sur K,., Le passage de (K 3

2 2 2°

a (K2, fH’ M3) s'appellera, un sur-glissement élémentaire, Pour fixer le
langage, on va appeler H ce surglissement élémentaire. On va comparer les
éléments de (KZ/Y(f))2 et (KZ/Y(fH))z. En utilisant les notations de la
définition 3.20, on commence par considérer les composantes connexes de

(£CA) U f(B))2 C Ry
(x=0)N(z<-1), (x=0)N(-1<z0), x<O)N(z=-1), ..0.. .

Les composantes connexes auxquelles elles correspondent dans (KZ/Y(f))zg

seront désignés par les mé@mes symboles, précédés de la lettre D :
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D((x=0) N (z<1)),.... Donc D peut &tre considérée comme "l'inclusion

canonique"
D ;
m ((£(A) U £(B)),)) ——=n (K, /¥()),),
o 2 o 2 2
qui n'est, d'ailleurs, pas nécessairement injective, (On pourrait, par exemple,

trés bien avoir :

D((x =0) N (z <1)) =

]

D((x

]

8,2) N (z >0)) e.a.d.s.) .
On va préciser maintenant les composantes connexes de

(fH(A) U fH(B))2<: R,. Chaque composante connexe de fH(B) - fH(A) N fH(B)

30
est une composante connexe de (fH(A) U fH(B))2° Il y en a exactement deux
dont la fermeture n'est pas compacte, provenant de (x < 0) N (z = -1) et
de (x >0) N (z = -1). On va les désigner respectivement par :

H((x >0) N (z = «1)) et H((x <0) N (z = ~1)), Les composantes connexes
de fH(B) - fH(A) n fH(B) qui ont la fermeture compacte et qui sont du
m@me cdté de (x = eioz)ﬂ (z 20) que H((x >0) N (z = =1)) seront
désignées par : Hl((x >0) N (z = -1)), Hz((x >0) N (z=-1)), ... .
Enfin, celles qui restent, seront désignées par : Hl((x <0) N (z=-1)),
Hz((x <0)N(z=-1)), ... . Les trois composantes connexes de
(x=0Nn((z=0) = fH(A) sont aussi des composantes connexes de

(fH(A) U fH(B))2° Celle qui "provient de (x =0) N (z < -1)" sera
désignée par H((x = 0) N (z < -1)), les deux autres par :

Hl((x =0)N (-1 <z<0)), Hz((x =0)N (-1 <z <0)). Enfin chaque

(x = eiz) N (z > 0), donne lieu & deux composantes connexes de

(fH(A) U fH(B))Z’ 1'une dont la fermeture n‘est pas compacte, désignée par :

Hw((x = eiz) N (z >0)) ; 1'autre sera désignée par HO((x = eiz) N (z>0).
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L’opération qui consiste & oublier les lettres H, Ho’ HosoounH

19

définit une application:

o) ¢ m ((£,(A) U £.(8)),) —= n ((£(A) U £(B)),).

-

On va désigner par D (comme tout & 1'heure) 1'inclusion canonique :

D : ﬂo((fH(A) U fH(B))Z) —-—éTTO((Kz/‘l’(fH))Z)
Je dis que, si x, y € ﬂb((fH(A) U fH(B))z) sont tels que
D(x) = D(y) € ﬂb((KQ/Y(fH))Q)’ alors :

D(p(H) (x)) = D(p(H) (y)) € m ((K,/¥(£)),).

La démonstration est laissée au lecteur, (qui pourra se convaincre, aussi,
que la réciproque est fausse),

On peut construire alors une application &(H) :

M ((£,(8) U £,(8)),) > 1, (K, /¥(£)),)

e(H) §(H)

m(C£CA) U £(8)),) > (R /H(6),)

avec les deux propriétés suivantes :
1) 1le diagramme ci-dessus est commutatif.

2) On commence par remarquer que

c M

Kz/‘f(f) - R, = KZ/Y(fH) - Ry 5

3
(égalité entre sous-ensembles de M3), On veut que, en dehors de 1'image de

D, &(H) cotfncide avec :

3
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m (K, /Y(E) - Ry) = m R, /Y (ED) - Ry) .
(Ceci est la propriété 2)).
On revient maintenant au "détaillement" de p(Rf) (Voir le début de

la démonstration) ; Notre CONSTRUCTION PRELIMINAIRE va donner (canoniquement)

pour chaque i, une immersion générique ;

\
° e e s 1
h, : BK >»C5(K2) ,

telle que :

Y
1°). h, = gh,
v
2°). 11 existe une séquence principale de (BK23 b, CS(K;)),

i . s
admettant @ K, comme étape intermédiaire :

v
h,
i

i} K

. v
1 '
BKZ ..._~v__.+> 8 K2 —> BKZ/hi _.__v___> BKZ/‘Y(hi) c @3(](2)

_ 4 , v
3°). M3(pi) = @, (mais Y(pi) ne sera pas, en général, acyclique),

v - .
4°), Mz(pi) et Mz(ui) se coupent transversalement dans B K; .

5°). Si x, vy € M2(Ei) c B K;S et si x # y, alors : g;(x) # \éi(y)v
v Vv

S . ' 3 :
6°). On passe de (B Kzs his QS(KZ)) a (BK23 hi CB(K2>)’ par

+1°

un nombre fini d'isotopies et de surglissements élémentaires,
7°). Pour pouvoir énoncer le point 7°, il nous faudra donner

quelques définitions préliminaires, On va commencer par considérer un 2Z-polyédre

singulier (PZ’ h, M3)9 tel que VY(h) soit acyclique, une séquence principale :

P > Pz/h >»P2/Y(h),
p(h) q(h)
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et une succession : ¥ = {(pi , x(pi ) IR (pi s X(pi Y)} (définition 3.26).
1 1 2 2

Je rappelle que X(pi ) est une paire qui consiste du germe de l'une
J
des branches (x = eiz) N (z 2 0) correspondant i Py (celle dont le germe est

3
(2 — Py ]) et d'une projection de type O0(1l) (le p, de la définition 3.26),

3
qu'on va appeler Po(i )? qui succéde 2 Py s de telle facon qu'on ait 3

] J

C(Pa(ij)) = (P?;)_l (U(pij)) N {(x = eiZ) niz = O)}

La partition canonique de la succession %, est, par définition, une

décomposition en morceaux 2-a~2 disjoints:
{ipp oeen i} =

1,10 La,2)7 e o igLeal Tt

{iga,1)r Tgc2,2)7 0> Tga,n@n? + +oee

~

(oo Tpt,2) e oo L, ey @ o

a) A1) + ... +4(k) =4 et
B8(7, 1)L B(352) € srvvvonnonnoooconas < B(F, 2(3))

b) p =

, Py
lB(j: n+1) al1

8(4,m)

pour : 2 < n+l = £(j).

c)

P.,. n'est jamais l'une des projections p, ,...,p.
ali vy ) i i

B,4(3)) 1 L
de la succession I.

. + .
On va écrire maintenant, par abus de notation, @(n,m) € 2 au lieu

de La partition canonique existe et est unique. Elle induit une

iB(nsm) ’

partition canonique ;: £ = Zl+ cee + Zk.
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A R SO &
2 > 5

type 0(0) ou 0(1)) qui constituent p{(h). On va désigner par Zli' oo,

Soit maintenant P 17une des projecrions (du

l'ensemble des (pi s ’)((pi )Y € £ avec ij £ ', D'une manidre similaire on

J J
va définir : % it =% M(8]i').
n 0
Enfin, si 1'on considare P, €% s

s b
2 > 2 @
j

p

A )
on va noter par [pj] i'intervalle fermé unique contenu dans pj(Mz(pj)yi PJ

d'extrémités t . .
émi G(pj) e G(pa(J))
- i i+l . . ;
Lemme 3,20,1, Soit Piig ° P2 ———2 P 5 l'une des projections de p(h)

comme avant, et pour chaque Zjli, 1'ensemble L(j,i) < P; défini par :

L(j,i) = 1la réunion des images des [pB(j n)]g B(j,n) <1
3

dans Plg

[pN]

Alors, la restriction de la projection canonique PE(J’H) — P;

a [pﬁ(jan)] est un plongement, et les

a ,
L(j,1) = \\MJ [Pgesmd < B

glj,n) =i
sont des intervalles fermés, 2-3-2 disjoints." O

La démonstration est facile ; elle se fait par induction ; on utilise
le fait que (d'aprés la définition des successions) les [pB(j n)] ne touchent
3
jamais a

3

3“ —~—
S TS L TR FYSWRVPILY JYSRRY

Soit

L(j,i) = EPB(jsl)] + [pg(j’Q)] toeaw F [ pB(j,w)j ?
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ot w = w(j,i)}. On remarque que :
d L (j,i) = G(pa(s(j’w)) - 0(p8(j’1)) .
On dira que L(j,i) est maximal si L(j,i) = L(j,i+l) = L(j,i+2) =
= ..., e,a.d.s.
Si L(j,i) n'est pas maximal
a(B(j,w)) =2 i+ 1 (mais pas réciproquement),
parce que, si L{j,i) n'est pas maximal (et seulement dans ce cas 13)

appartient 2 I , donc a Zﬁ

Pa(B(3,w))

Ces préliminaires une fois finis, on peut énoncer le point 7°),

On considére maintenant la succession % du lemme 3.20, et :

v
s i Pi :
;J L(J,l)CBKz /®3(K2) .

v
Le point 7°)dit, dfune part, que pi| U L(j,i) est un plongement, d'autre
j .

part, qu'ils existent des voisinages (de coordonnées) Ry C.Cg(Ké), 2-3-~2

disjoints, contenant (respectivement) les L(j,i), tels que si

al(Bli, w(i,i))) =21 + 1, le 2-polyddre singulier
(¥4

Vo1 o i j :
p; (R3) > Ry C 85(Ky)
puisse @tre décrit comme suit :
Dans R% on considére des coordonnées (x,y,z), avec -1 <y < +1

et les sous-ensembles qu'on va décrire ci-dessous,

Dans (y = 0) on considére les droites :

(z=1)N(y=0),...,(z=N)N(y =0). Dans (x,y,z) = Rg on considére des

demi-plans (images d‘un plongement linéaire R;c;~————€> R%)

Al’ cee s Ah » telsque :
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(1) Usn =M =in=0

1

i
o/
>

(ii) A, N A, . N3 A, (si i#3) .,
i ]J 1 J

0)

(iii) 0 N (y d Ai {donc, Ai coupe (y = 0) transversalement).

On va supposer que l'angle entre Ai et le plan horizontal (z = 0)
est "tres petit",

On considére aussi un plongement propre : H : R —=> (y = 0), tel que

HRY) N (y=x=0) =H(- », 0}) = (y = x = 0) N (25N+1),
On va supposer que H (R) coupe chaque plan z =1 (i =1,...,N)
transversalement, en deux points.
Le point 7° dit que le polyeédre singulier :
(g;l(Rg), gi | %;1(Rg), Rg), est isomorphe & :

1y

(G=0uUal & [(-1<y<1), xy) €HR], m R
k

T

(y=x=0) N (z=N+1)
oi T est induite par les plongements naturels ¢

(y = 0) U ( L“}Ak))c:Rg D (-1 <y <+1, (x,z) € H(R)). De plus,

gl s
Vg Mz(Bf) N pil(Rg), est décrit par :

a) (y=x=0 NGsN+1)cv ¥y, c
N
(g=x=00NGsn+1DU U (=1 ny=o0).
j=1

b) L(j,i) = (y =x=0)N (0 <2z < N+L) .,

C) (03030) = S(PB(j 1)) et (O)Os N+1) = S(p ) =

V . +
= p, (S(BK) NR; .
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d) vimz(I%) n é;l(Rg) = ((x=y=0) N (z>N+1)) U h(0,)

ot h: [0,9) —=>(-1<y<+1, (x,2) € H(R)) est un plongement propre, tel que :

d-1) h)=(x=0,y=0,2z=N+1),

d -2 h([0,®)) coupe transversalement les A

et le plan (y = 0).

d - 3) h(0,®) N (z z0) N((y = 0), (x,z) € H(R)) = @,

Ceci finit la description du point 7°,
v
On va construire, maintenant, les hi’ par induction. On suppose que

\'%
le polyadre (B K2, hi’ @E(Ké)) et déja construit. On va traiter séparément

les cas ol p. est du type 0(0) ou 0(1),.

i+1

Le cas on Pl est du type 0(0) : On commence par considérer la suite :

B K; —— R O Kg Ba—— K§+1 R
Piv Pi+1
ol pj+1 est la premiére projection de la séquence principale de B K2’ venant
aprés g et qui ne soit pas du type 0(0) (elle est du type 0(1) ou 0(2)).

. _ i , 2 g
Soit y = G(pi+1) € s(B KZ)' Parmi les deux branches de My(pi+1) (définition 3.19)
on va en "spécifier" une, de la facon suivante : (ceci est nécessaire seulement
pour la canonicité de notre comstruction).

On considére x = 0(pj ) € s(B K%) et 1l'isomorphisme canonique :

+1
2 - 2
ﬂo(Mx(pj+1)) po > ﬂo(My(pi+l))
Si Pin est du type O0(2), la résolution des singularités

iV, ——> ®3(B K2/Bf) (du point D) de 1'énoncé du lemme 3,20), spécifie

1'une des deux branches de Mi (pj+1). On va "spécifier" la branche correspondante

2 . " PR
de My(pi+1)° Si pj+1 est du type O0(1), on va "spécifier" la branche de

M§(pi+1) qui correspond & 1'unique composante connexe de Mz(pj+1) contenant
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des points ou B Ké ne soit j.as localement homéomorphe 2 R2

. A
Soit maintenant I C B K; l'intervalle fermé déterminé par Mz(pi+1)
On va supposer que 3 € T correspond 2 O(pi+]) = y, Dans tous les points de

I- (%), B K; est localement comme R2° D'aprés le point 5° ci-dessus

ol 101 > (k)

est un plongement. On va travailler maintenant dans un petit voisinage de

V I}
p; (1) C:OB(KZ')° Dans B K;, on a un nombre fini d'intersections transversales

R 2.V . g 2
disjointes I NM (pi) et TNM(BE) =INM (ui)
//—‘A“\
7 AY
! - )
! \
[ !
, 4
2.V ' l K_ 2
eI~ " E)
Figure 3.20.1,
A2 i 1
+3 + ¢
M (pi+1) < B K, 5
?%‘ - €
2.V
M (p.) — 7
N I'4
\ ¢
\ ‘
{ 2
\
\ - M” (B£)
\ !
v \ /
Mz(p-) \ ~ e /1
1 \ \\\ 4 O/I /
N T

On peut considérer un difféomorphisme d1 : B K2 _— 8 Kz avec

[0, #-elUlz+e1]lc (BKy,

2,V N
et qui élimine les intersections de M (pi) avec I, en les poussant au-deld

son support dans un petit voisinage de

de 0 et 1 (voir la figure 3.20.1 ou ceci est fait canoniquement),
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Y] v
On commence par remplacer hi avec hi = hi o dIl . A difféomorphisme
v

(2 1a source), pres, hi et h; sont la méme chose. Mais, en passant de
Vv 2V
hi a hi on a modifié les intersections MZ(SE) n M (hi)o En particulier :

2 2,
M (pi+1) N M (hi) =0 .

(En effet, l'isotopie de la figure 3.20.1 a pour effet que :

d (MZ(V )) N M( ) = ¢, D'autre part : h! = K al = 5 a’l =

1 Py Pit1 - vrautre part 2 Ry T h; 00 TRy o Ve G T
v - . 2 . . v -1
pio dy o vy (puisque (support dl) N M (vi) = ¢). On va désigner 0;° dl

par pi, et clairement :

2 2 2 2
M (pi+1) n M (hi) = M (pi+1) N M (pi)°

s i . 2, ! Y1
(égalité dans B K)) . Si x €M (p!) : p.d, " (x) =p, d (y), pour un
2 i il i1
- v
certain y # x, donc dll(x)E Mz(pi), donc x € dl(Mz(gi)) donc

2
x ¢ M (pi+1)’ e,a,d,s.).

Par abus de notation on va rebaptiser, maintenant, hi, pi
vV ooy

avec h, N
i’ Pi

On peut décrire maintenant, localement, la situation au voisinage de

V )
pi(I) comme suit :

I1 existe un voisinage de coordonnées R3 C:C%(Ké), tel que
v

htl(R ) € B K,, consiste exactement de deux composantes connexes, difféomorphes,
i 3 2 P

. v
a R2 : R; et R;, plongées proprement dans R3 par hi° La description

détaillée de la situation est donnée dans la figure 3,20.2,
On aura aussi des plongements propres :
Hj : R—%Rg (3 =1,2), P R——éRj s
Fj : R —> Rg (L =1,...,M< »), tels que :

£

a) WS = |R"  (on R'=1[0,®) et R = (-=,0]) et

11 ((0,%)) N FI((0,=)) = @.
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by W NFR =0 et BE NRER =9 (st 44K,

c) Ils existent des nombres réels :

Fi(R) N rFR) = FJ(tL) et l'intersection est toujours transversale,

& P uurim) =wen nel .
&) w® = Mz(f{i) N Rg .
v v

Plus précisément on va supposer que hiOHl(t) = hioHZ(t), et que ceci définit

Y
en points doubles de hi’ dans R

tué par

Pisl

x
Jer™y = vl 2 J fons ; i
f) B(R) =F'(R) =M (vi) N Ry. Donec 1'unique point de S(BKZ)

est 0(pi+1) Hl(o) = HZ(O) (dans BKI, chaque Hjl(r)est

identifié avec Hz(t) si t = Q).

"spécifiée", de Mz(pi+,). On va supposer que p,

A . .
g) Mz(pi+1) N R% F3([0,2] et Fl([O,Z]) est la branche

i1 identifie chaque

Fl(e) (¢ € [0,2]) 3 F2(L).

Figure 3.20.2 (on est 3 la source dans RE)
L

o ([2, @)
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On va choisir un nouveau ploangement propre ﬁQ : R —> Rg
tel que :
2
avec H  en dehors

F2| (w027, et ﬁz cotncide

Hl

a') He|(ww,2]

d'un compact.

b1 FH2,@) N #2(2,%) = 0.
ont en commun exactement deux points d'inter-

¢') H2(R) et Fi(R)

section transverszale,
(voir figure 3,20,2)

da')

d, : R2 Ea—— Rg,
v M -1
hi par hi © d2 5

2 " 2
on remplace

w2,31 0 FE(R) =0,

tel que d2<32(t))

Y
et rien d'autre. (hio

-1
)

ce qui ne modifie que les intersections

seraappelé doréanevant

.

On considére maintenant un difféomorphisme & support compact

= ﬁz(t) {(t € R). Comme tout & 1'heure

v
h,).
i

On va changer

v
M’ (h,) N 47 (BE)
Jusqu’ici toutes les isotopies étaient a la source

( Voir figure 3,20,3), Plus

\'%
maintenant hi gg par une isotopie au but
précisément

/"‘h\\\ )
B ([2,3]), N F*(2) = H (2)
{ 4
/ R _ ot
i \ ' FM(R)
[ F (c )
| M
! 1
/l {"Fl(R) Figure 3.20.3
L (on est au but, dans
/ v
/ /h\ “\\\ le plan h.(Ri))a
e rl (£)) t
-~
H (3)@<_. ut (0) = F (0)
< 1l (R%) = PL(R")
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on considére un plongement propre Hl : R —> Rl

9 tel que :

1

a") ﬁll(-w,Z] Fll(-w,Z].
B TN((2,)) N FL((2, ) = p.

c') ﬁ1[[3,w‘) Hl![B,oo),

d") El(R) coupe chaque Fé(R) transversalement, en deux pdints
exactement.

On considére une iscotopie de plongements propres

Ht:R—————éR; , tETI

telle que H_ = !, Ho= ut, Htl(—w, 0] = ¥ |(-=,0], Htl[B,w) :‘-_Hll[Sseo)a

e.a.d.s. (Ceci est fait canonigquement dans la figure 3,20.3)

On peut considérer maintenant une isotopie hz : BKZ —_ ®Q(Ké),

toy 2 VY 2 o _7Y €2
telle que h; | BK, - R, whiIBKz - Ry, h; =h, hi(R)) CR, et que
les points doubles de h;, dans R3 soient donnés par les équations
he 52(8) = b H (8) (B € R).
1 1 t
v

(On remarque que hi ﬁz(e) = h, Ht(e)). Ceci détermine h; univoquement

(2 difféomorphisme prés). On définit mainterant

Reste & vérifier que les propriétés

¥
1° - 7°, énoncées ci-dessus sont satisfaites pour hi+l' I1 n'y a,

clairement, aucun probléme pour 1° - 6°, Quant & 7°, on doit faire les

remarques (importantes) suivantes : puisque Piyp ©SE du type 0(0), on
a, d'abord :
U L (5,i) = U L(j,i+l)

J J

D'autre part, chaque fois que :
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alB(i,w(i,i))) = i+l

on a aussi a(B(j,w(j,1))) =2 i + 2, puisque pa(ﬁ(jsW)) est toujours du
type 0(l), tandis que notre P;,; » ©St, par hypothese, du type 0(0).

Il nous faut vérifier donc que nos isotopies faites ci~-dessus, ne pertubent
pas "la description des R%s du point 7°", On remmrque bien que tout ce qui
compte c'est qu'on ne touche pas & la région & de (y = 0) comprise

entre (x,z) € H(R) et (z = 0) (parce que, alors, on peut "amincir"

Rg et retomber sur la méme description...).

De toute fagon, & N Ml(ﬁi) = @, en particulier & N Mz(pi+1) = @,
Ce qu'on a fait avant, commence par une isotopie 4 la source (figure 3.,20.1)

qui a son support dans un voisinage de

2 . . 2
V=M (pi+1) - un voisinage de o(pi+ ) dans M (pi+1))°

1
Sans perdre la généralité, on peut donc supposer que cette premiére
isotopie ne touche pas & &. Le reste de 1'opération (isotopies & la source
A
et au but) se fait dans un petit voisinage de Mz(pi+1), et on peut le faire
~2
sans toucher 2 & . (Puisque &6 NM (pi+1) =5N {O(pi+1)} =@ ; en effet,

la seule singularité que § contient est : ¢olp ) # 0(pi+1)

alB(i,w(i,1)))
(po(...y ©st dutype 0(1) et p,, dutype 0(0)).)

Cas of P4 est du type 0(1)
On va considérer le voisiange

K(1;n) = k(x;n) @ k(y) < BK;

—_—

(x=y=0)}(z=-1)

correspondant & la projection Py (voir 1a définition 3.15). On va considérer

+1
Mz(p )c B Ki g le(p ) est un plongement. Par des isotopies & la source
i+l 2 " T i+l ?

et au but comme avant, on peut modifier "canoniquement" hi (clest-a-dire
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v
modifier M2(Bf) N Mz(hi)), de telle facon qu'il existe un voisinage de

coordonpées R, < ®,(K!) contenant ; (Mz(p )), et ayant les propriétés
3 3 27 i i+l ’

suivantes : (la démonstration de ce fait sera donnée ci-dessous),
. v v
8%). pilk(x;n) et p; l k(y) sont des plongements propres
v
dans R, = {(x,y,2)}. Donc by | k(y) est un plongement (égal, en fait, 2

v )
04 | k(3)). De plus, pilk(x;n) est isomorphe au plongement canonique :

n
k(x,n) = ({x =0) N (z s0)) U( &1<x =0,2) N(z20))CRy .

9°). On_va choisir la branche (x = 8, z) N (z =2 0) (définition 3.20 ;

O
on rappelle, que ei = 0), de telle facon que son germe soit [T —> pi+1]
o]

ot ¥ est la succession du point C, lemme 3,20, et "[ & —> pi+1]" se

réfere a la notation de la définition 3.27.

10°)., 1Ils existent des nombres réels :

o>0 > 0y 2 eeretcnnens 2 o > -1 (k 2 0)

et un plongement propre : H : R—> (x =0) N (z < ak), ayant la propriété

HRN(x =y = 0) = HR) N M (BE) = (x =y = 0) N (z = -1),
tels que :
k
2 ¥ i .
M(h) NkGx 3 n) N (z s0) =HR® U (L (x=0) N (z = a)))
i=1
et ¢
MZ(S;) N k(x;n) = GHR) - (x =y =0, z £ -1)) + (Ulx=0) N (z = a))).
A"
11°). Lfimage du plongement hilk(y) est la surface
(x,(y,z) € H(R)) C R3.
On peut supposer que H est tel que :

H(§) = (0,0,8) € Ry si g < -1,
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On va considérer le plongement naturel

v
H: R—> hi(k(y)).9 qui est bien défini, puisque

\ /
b, (k(3)) N b, Gelx,m)) = KGR,

Soit, par définition, E(n) 1'ensemble

E(n) = k(x:n) N k(y) < R

3 (définition 3.15),

v
On va supposer que, dans hi(k(y)) il existe un plongement :

v
¢ : E{n) >-hi(k(y)) 5
tel que :
@(E(n)) N H(R) = H((~», ~1]) et :
v 2
o(E(n)) = hi(k(y)) N M (gf).
(D'autre part, c'est clair que
v 9 ¥ (4
h, (k(y)) D HR) = M7 (b)) N h (k(y)) .)
M
12°). b, (R3) contient k + 2 composantes connexes : k(y),
k(x;n) et k composantes connexes difféomorphes 2 R, : R;SQOO,RES dont les

images dans R3 sont (respectivement)

(z = al)s,,””.g(z = or.k) .

v .
hi restreint a R; est un plongement.

13°). M2(gf) N Ry =6 .

Il n'est peut-&tre pas sans intéré&t de montrer briévement comment
on réalise 8°-13°, sans modifier 1°~-7°, En faisant référence aux notations de

la définition 3,15, on va décomposer Mz(pi ) comme suit :

+1

W (p,, ) = G ) NkG)) +

+1

2
@ (py, ) N (G =0) N (2500 + (allp,, ) N (U = 8.2) N (z20)).
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Les points 8° et 10°-13° serunt satisfaits, si
(=) a2(p. ) N k) Ndp) = ¢ et
B P \ Py

G0 PG, ) N (U= 8.2) N (2 2005 NGy = 6.

Quant au point 9° cfest tout simplement un choix (trés important, d’ailleurs).

(x) La condition peut &tre réalisée par une isotopie a la source, analogue

~

a celle de la figure 3.20.1, de support contenu dans un petit voisinage de
(Mz(p ) N k(y)) - (un voisinage de o{p., .))
i+l i+

La condition {xx) peut 8tre réalisée par une isotopie au but, ayant comme

support un nombre de "voisinages de coordonrées" R% < SK; . tels que

. v [
® mais ayant la propriété que : pi[Rg est un plongement,

]

Rg N MQ(Bf)

2,V j , Vo] , v 2 v.o2
M (pi) N R, = une droite, pi(R2) coupe pi(M (pi+1))(pi(M (Bf))) transversalement, en
exactement un point, C'est juste ces intersections qu'on élimine par l'isotopie

E

au but, Maintenant, en se référant a i‘analyse faite 3 la fin du cas 0{(0),
N . . N2
les isotopies 2 la source ne touchent s@rement pas & §, puisque M (pi+1) nsg,

contient, au plus, le point G(pi ). Quant aux isotopies au but, elles ont

+1

) .. T i i .
comme support des petits "voisinages de coordounées’, dans K5, RJS qui
P P 2

v 5 v 2

sont tels que hi(R%> a des intersections transversales avec hi(M (BE)).
Mais dans & de telles intersections transversales n'existent pas, donc les
isotopies au but ne touchent pas §&. Donc, jusqu'i présent nos isotopies ne
détruisent pas la condition 7°.

En appliguant successivement des surglissements disjoints a

v
(z = al),.,,,(z = ak) on peut modifier h  de telle manitre que k = 0.
v \%
Ce nouveau hi sera désigné, par abus de notation, avec hi° 11 u'y a
aucun probléme pour faire ceci canoniquement,
v
On applique maintenant un surglissement a hi(k(y))S qui ne touche

pas 2 (E(n)). Ou va désigner le résultat par h;+1:k(y)c;~wﬁ> R,. Dans

! 1
hi+1(k(y)) on a un plongement
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(E(R)) = bl ((y)) NM(gD)

et un autre plongement :

]

' cn) = Wt 2014
$(Fn)) hi+l(k(y)) N k(xsn) = hi+1(k(y)ﬂM (hi+1))
(o on utilise la notation :

F(n)

4

k(x;n) N (z = hix,y)) ,

h(x,y) étant la fonction de la définition 3.20.)
Sans perdre 1a généralité, on peut considérer un sytéme de coordonnées

(u,v) sur hi+1(k(y)), tel que :

Y(F(n)) N op(ECn)) = {(u £ -1, v = 0)}

(v =0) = h;+1(k(y)) n(x =0,

(on rappelle que 6; = 0),
o

Y(F@) N (x =6, 2) N (z20)) = {Qzuz20,v=0]}

o}

et

Ly(F(a)) N ((x = 6, z) N (z s0))] « (@E(n))) = (u=21, v=0)

O

Enfin, on peut choisir le surglissement de telle fagon que, dans

k(x;n) :

2
M (pi+1) N k(x;n) < k(x;n) N h; (y)),

4k
et que Mz(pi+1) N k(x:n) soit la seule intersection de h;+l(k(y)) avec
Mz(Bf) AN k(x;n),

Maintenant, on peut appliquer une isotopie & la source, de support

(compact) contenu dans h£+1(k(y)) = k(y), qui ne touche pas a (u s -1, v = 0),

et qui identifie la partie correspondant a :

' (p, ;) N kGx;n), dans  Y(F(n)) € b}, (k(y))
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(qu'on va appeller, par abus de langage, Mz(p, YN k{x;n)), avec MZ( L) De(E(e)y
i+l p1+l ¢

2 . e e . ; R
=M (pi+1) N k(y)..Ceci est céalisé "canoniquement', dans la figure 3.20.4.

Figure 3.20.4 (le plan de la figure est h£+1(k(y)) ; 1'orientation

Ty
des axes est : L ).

avant l'isotopie (I}

)y N h£+1(k(x ; n))

i+l

-
v

Mz(pi“_) N k(y)

o(E(n)) = M (BF)



aprés l'isotopie (II) /’ pS

/ Y
.) v
W (pE) Nl (h, )

L 47
1 1T/ ?%/) ///,,
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_,__._J -—r——*-“““*;;";7
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- v
-t <
- o/
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4
/ /
/ Vs /
d
7/ 1/
7 ‘ /

Lz

[Si Piy n'est pas dans la succession I, on va composer cette isotopie

\/

2
avec une autre. Dans ce cas, la branche de M (“i+1) qui sort de

x €s(B K et qui est désignée par w dans la figure 3.20.4, correspond

a2 une intersection avec bourgeon, C'est donc un intervalle fermé, dont

1

. . i
1'une extrémité est x, 1'autre un point de int(f K + 2

Par une autre isotopie & la source on s'arrange pour que
p

N

v
ne touche plus a Mz(pi+1), comme dans la figure 3.20,5, ci-dessous

Figure 3.20.5

(une isotopie supplémentaire)
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Ce que devient h;+1 par cette isotopie, sera appelé h2+l 3

l'on remarque, déja, que h" se factorise par B K > B Klf

: i+l ) 2 Vv, 2

v i+l

Reste a4 montrer comment on déduit notre hi+] 2 partir de h;+1° On va
décrir une isotopie & la source Dlzl € Diff((B Klgl) ), avec D;+1 = identité,
a4 support compact, et notre % sera h' o Di+1° Donc h" clest déja
v i+l i+l 1 i+l
hi+1’ si 1'on oublie Mz(Bf), (en particulier), on a l'identité

v
(Ei+1) P OB K, /¥ (h§+1) = B K2/Y(hi+l) s

(identité entre sous-ernsembles de CB(K;)))9 mais la passage de hg+1 2
v

. : 2 2.0
h, ; va changer les intersections M (Bf) N'M (hi+1)o

Je vais supposer, par induction, que pour tous les P du type 0(1),

. Y 5
j < itl, Di est déja défini, donc que h, = h¥ o Di et que 1'égalité (E,)

. v
. . i+l .
Pour pouvoir construire Dt s hi+1’ on aura besoin de quelques

préliminaires,

Pour chaque j £ i on aura des applications naturelles

v v
ﬂo((B K, / Y(hj+1))2) : > ﬂo((B K, / Y(hj))z)
i
(ot il est entendu qu'on lit, provisoirement, (8 K, / Y(h;+1))2 au lieu
\4
de (B K, / Y(ni+1)) }J, définies comme suit :
Vv \'
a) 8i Pyt est du type 0(0), donc si le passage de hi a hi+1

se fait par isotopie, Qj est 1'isomorphisme naturel,

b) Si est du type O0(1), on remarque que, le passage de

P.
+1

v v J

h. a h, se fait (3 isotopies & la source prés), par (k+1) surglissements

j j+1
successifs, appliqués aux surfaces disjointes (z = al),,.o,(z = qk),
\4
hj(k(y)). éj sera alors la composition des (k+l) applications &(H) corres-

pondantes (voir le début de notre CONSTRUCTION PRELIMINAIRE).
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En restant dans le c2s b) on a besoin, aussi, des définitions
suivantes : pour chacun des (k+l) surgliissements considérés ci-dessus, on

v
peut considérer les éléments de ﬂo((ﬁ K, / Y(hj))z)g qui. jouent le r8le de :

D((x>0) N(z=-1)), D{x<0)N (z=-1)),

D((x = 6, z) N (z >0}) (avec i # io)° On va les appeler les éléments actifs,

v
de ﬂb((B K, /¥ (hj;)z)o

Pour fixer les idées, on va utiliser, aussi, la terminologie suivante :
Dans la définition 3.20, les plongements £ : D, —>K,, avec i = 2(p-1)
seront appelés actifs, Dans la méme définition 3,20, si 1lfon considére le

surglissement H, chaque intersection : fH(B) N ((x = ei z) N (z =2 0)),

(i # io), sera appelée une intersection du surglissement H. On remarque que,

meme si Y(f) est acyclique, Y(EH) ne l'est plus, justement A cause des

intersections, Mais Y(leLZ) est bien acyclique (si ¥(f) est acyclique},

parce que les plongements actifs fi(D2)° "tuent" les cycles parasites crées
par les intersections du surglissement ....

[ On a, aussi, pour chacun des (k+l) surglissements élémentaires,
1'élément de ﬂo((B K, / & (Ej))Z) qui joue le rdle de D((x = eioz)ﬂ(z > 0)).

Dans tous les (k+l) <cas c'est le méme : la composante qui correspond 2

3 A4
(Z—> P ]J. On va 1'appeller 1‘'élément passif de no((us/w(hj))z),]

+1
A"
. . \ . . )
Enfin, dans ﬂb(B K, /¥ (hj+l)l2)’ on peut distinguer (k+1)
éléments, provenant de (x = 8, z) N (z > 0), du type D(HO((x = ei z) N (z>0))).,

o o
(Voir 1a définition de Hoo HysooosH s plus haut). On va les appeler les

v
mauvais éléments de ﬂo((B Kz/‘i’(hj+1))2)°

On va introduire, aussi, la notatioun :

N v
no((B Kz/‘f(hj%))z) > no((B K, / ‘i’(hj))z) R

A
*) A priori 1'élément passif (au niveau de ﬂb((BKz/Y(hj))7)) pourrait se confondre

avec l'un des éléments actifs.
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v
. P - { "y 1¢ S . vl
et désignev par Mj+l < ﬂs\(B K, /¥ (nj+l))2) 1fensemble des mazy, 8
v -
éléments de ﬂo((B K, /¥ (hj+1))2)° On définit Mj+& C.ﬂo((BKz/‘i’(hj_%))z)a

(3 +4 1) par :

i W oo
44, i<jrt, L3 j+b

]
C.
54
Qo
[
—~
=
=

Je vais supposer {inductivement) que pour chaque j = i, l'ensemble

Mj satisfait & la condition C(j), énoncée ci-desscus, (et ensuite définir

. . i+l - . . . . , .
les iszotopies Dt , de tzile manidre que C(i+l) soit satisfaite aussi),

LA CONDITION C{j) : ils existent des voisinages de coordonnées

Rg = {(x,-1 <y <+ 1, z)}, contenus dans CB(K%)y 2-3.2 disjoints, dépendant
de j, avec k =1,,,,,m(j) = m, tels que : F% c tJ Rg s, et que chaque
A\ k ’
v-i, Kk fy o ok
P (R3) > Ry, @ 8,(K))

admette la description suivante : (comparer avec le point 7°) du début

0) Rg on considere les

0), et (toujours dans Rg)

de 1a CONSTRUCTION PRELIMINAIRE). Dans (y

droites (z = 1) N(y = 0),...,(z = N) N (y
des demi-plans : AjganegAn, faisant un angle trés petit avec le plan
horizontal (z = 0), et satisfaisant, aussi, aux conditions suivantes

N
(1) kw}aAi

kuj (z = 3N (&

j=1

0),

(ii) Ai n ./_\j 3 A& N aAj (si i # 3),

L

(iii) 6 N (y =0) =23 A, ( donec b,  coupe (y = 0) transversalement).

On considére,aussi, un plongement propre :

HO s R————A)(y=0) , tel que

HO(R) N(y=x=0)= HO((»W,O]) = (y =x=0)N (2 £N+1).
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On va supposer que Ho est tel, qu'il existe un plongement propre

(demi-~voisinage tubulaire de HO(R))

H:RXI > {y = 0),

tel que H(R x 0) = H, tel que H(Rx1) sépare HO(R) du point + © de
1'axe (0,Qz), et que chaque Ht(R) = H(R x t), t >0 soit transverse 2
(x =y = 0) et le coupe en exactement un point.

On va supposer, aussi, qu'il existe une suite de nombres réels

< < 9 06006 6060 & 0 0 0 = S
0 tl&t2< <tM 1

et une application :
a: (l1y,00,M) ——> (1,....N) ,
telle que : i) (a{p} - a(q))(p-q) 20 .
ii) Chaque Ht.(R>(: (y = 0) coupe les plans (z = j')
avec j' 2 a(i), transversale;ent, en deux points, et ne touche pas aux
(z = 3') avec j < a(i). (j',j sont des entiers compris entre 1 et N),

Enfin, on va supposer que H(R) = HO(R) coupe chaque plan

(z =1),...,(z = N), transversalement, en exactement deux points,
2 b o s
la condition C(j), comprend les points suiwvants

c(j) -17. Le 2-polyeédre singulier

v-1, k v -1,k k . e
(p. (R3), pjlpj (R.3)9 R3) est isomorphe 2

([(y=0) U (tiAi)] & (-i<y<+l,(x,z) € HO(R)) +
i

\
Ux=y=0)N(z<N+1)
M
+ T (=l<y<+i, (x,v) € Ht (R)), m, R?)
i=1 i

ou 0L t1 L seos < tM =1 est la suite considérée avant et T est induit

par les plongements naturels. ("4" signifie, ici, réunion disjointe),
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c(i) - 2) (y=x=0)ﬂ(zSN+l)CM2(Vj)c

N
(y=x=00NzsN+DDWU ({(z=1i)N(y=0)).

i=1

. Y T k ; y
c(j)y - 3). Mj N Ry est l'ensemble des ﬂb«BKZ/Y(hj))2)3
contenus dans (y = 0) et dont la fermeture (dans (y = 0)) est compacte,

(ﬂj N Ré s'identifie donc aux éléments pré~compacts de

M
ﬂb([(y=0) U (LiAi> U (1 <y <+1, (x,2) € H, (R)) U
i 1=1 i

U (~l<y<+1, (x,2) € H@®RN]L, N & =0)
_ 2 Vol, k
C(3) = 4. M) N p Ry )= (G =y = 0) N (2 >N+ 1)) Ug,(0,,

oft ¢y [0,2) ———= (-1 <y <+ 1, (x,2) € HO(R)) , est un plongement,

(-]
propre, C , tel que :

r

1) @j(o) =(x=0,y=0, N+1).
2) mj(R) coupe transversalement les Ai

3) ¢3(05®) Ny =0, (x,2) € HO(R)) Nn(zzo0) =49,

c(j) - 5) . Tows les

vel . 57 Vo Yel ! 30
{nd J J
(piﬂ \R3 )9 Piolpis (R3 )3 R3 )

du point 7°) (on a remplacé (i,j) du point 7°) par (i',j') pour éviter

la confusion de notation) sont contenus dans la description ci-dessus, dans

7 i

le sens suivant : pour chaque j (point 7°), au cran i' = j, il existe

.
un k = k(j'), tel que R% soit un voisinage de la région (compacte) du plan
(y = 0) comprise entre (z =0), (x, z) € HO(R). (Dans RI;)°

C(j) ~ 5), nous dit, en particulier que C(j) entrafne la condition 7°)

(au_cran j).
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. Ve .Y Va
c(j) ~ 6). 81 (pjl(Rg), pj l le(R.lg)s Rg) n'est pas comme au point C(j) -~ 5

(donc ne contient pas un modéle local du point 7°), alors (y =0) N (z =2 N)

est toujours contenu dsns un bourgeon, (et réciproquement),

Si, en plus N > 1, notre modéle contient un L(k,w) (maximal) avec :
a(Blk, w)) <3 .

Remargque. En supposant que Rg touthe 2 la succession ¥, la différence
entre C(j) -~ 5, C(j) - 6 est montrée dans la figure 3.20.5 (le plan de

la figure est y = 0)

> bourgeon

sy a0k, w)’
/f /’ 2
K K M (P, )
// U //
z = N ,l z =N / ﬁi 2(
/ — ! M (v, ]
I /
T T
z = Nfl z = N‘,J‘l T L(kgj)
’ ,'
1 \
,’Y\\ v ,' Mz(pj) Vv
» j )
MA(BA) L = (k,j) = maximal
c(j) -5 (w =< 2(k), c(j) -6 (w=4(k),
o(B(k,w)) > i) oflB(k, w)) = j)

Figure 3.20.5
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Ceci finit la description de la condition C(j).

Lemme 3.20.2. "Si la condition C(j) est satisfaite (au cran j), et Pi

est du type 0(0), la condition C(j+l) est satisfaite" O

Démonstration. On vérifie sans peine que les isotopies, & la source et au but,

du cas 0(0), ne touchent pas a la condition C(j).

Lemme 3.20.3. '"Supposons que soit du type O0(1) et que la condition

Pin

C(i) est satisfaite. Il existe alors une isotopie & la source, a support

) i+l

compact : Dltl € Diff((B K1+1)2 s D' = identité, cano