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SUR LA THEORIE DES FONCTIONS FINE\fENT HOLOMORPHES 

Nguyen-Xuan-Loc 

~O INTRODUCTION. 

En 1970 Fuglede anoncait sa théorie des fonctions finement harmoniques réelles (voir 

(5a]). Le grand succès de cette théorie à la fois aux points de vues d'extensions des 

structures mathématiques et d'approfondissement des résultats classiques ( voir Sauer ( 1] ) 
a attiré 1 'attention des spécialistes de la théorie du potentiel et de la théorie de 1 'algèbre 

des fonctions au problème de généralisation de la théorie des fonctions holomorphes d'une 

variable complexe aux ensembles finement ouvertsdu plan complexe (voir par exemple [5b] 
et [Ja] , {3b] ) . 
Rappelons que la topologie fine du plan complexe C est la topologie la moins fine rendant 

continus les éléments du cône des fonctions surharmoniques réelles sur C. Cette topologie 

sur C est donc très 'discrète' (on peut obtenir, par exemple, un ouvert fin en soustrayant 

les points de coordonnés rationels d 'un ouvert de C), il est ainsi difficile d 'imaginer une 

structure différentielle associée à la topologie fine de C pour pouvoir définir un' ~~rateur 

différentiel fin complexe' comme dans le cas classique de 1 'opérateur o pour les surfaces 
------------ z 
de Riemann. 

Dans cet article nous exploitons les outils modernes de la théorie de probabilités, notament 

les martingales complexes et les intégrales stochastiques complexes pour étudier la théorie 

des fonctions finement holomorphes. En abordant par cette 'voie de déviation' le problème 

nous parvenons à introduire une notion d'holomorphie fine plus large que celle de Fuglede 

(définition 2), à démontrer un théorème du type de Cauchy-Riemann pour 11 algèbre des 

fonctions finement holomorphes (théorème 5) et à montrer l'exist.ence d •un opérateur 

prolongeant l'opérateur ~z aux faisceaux des fonctions finement holomorphes de C (théorème 8). 

Une partie de ce travail a été anoncée dans la prépublication [10). 

G) REPRESENTATION LOCALE DES FONCTIONS FINEMENT HARMONIQUES 

COMPLEXES DANS L'ESPACE HILBERTIEN DES PROCESSUS HARMONIQUES. 

Nous montrons une version généralisée et approfondie d'un résultat connu de Doob ([441) 
sur la représentation des fonctions harmoniques complexes par des martingales complexes: 

Toute fonction finement harmonique complexe au sens de Fuglede peut être représentée 

localement comme la somme de deux intégrales stochastiques complexes orthogonaux (théorème 3). 

Nous introduisons pour un ouvert fin du plan complexe les algèbres de processus holomorphes 

et anti-holomorphes au sens de Follmer ((6]). En injectant les algèbres de processus mentionnés 

ci-dessus dans 1 'espace hilbertien réel des martingales à carrés intégrables nous montrons 

que ces algèbres sont des sous-espaces hilbertiens orthogonaux (proposition 2), nous 

This work was done while the author was staying at the Université Paris-Sud to learn 
, applied statistics' • He is thankful to the team. of statisticians at Orsay and specially 
to Mrs.· Co'lrell for introducing him to the beautiful language Genstat. 
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procc'ssus l10l0morpl1C'S et anti-holomorplw.s. Le~ composé ù I une [onction finC'nwnt hdnnoni1..Jlll' 

défi11k sur un oun:d Un de :=-.:ivcc le moun:mc,nt brO\\ niL'l1 loci..11 d'un voi.sinagc fin com1x1et 

convc11~1ble de ch<.14ue point dL' 1 1 ensemble de définition zirp,::n'tÎL'nt alors à 11 esp3cc hilbL'r1iL'n 

des processus harmoniques associé à ce voisinage. 

1. 1 . Les Intégrales Stochastiques Complexes. 

Considérons le mouvement brownien standard du plan complexe C : 

Z :={n, f, ~' (Zs=(Xs' Ys) ), Px(x€:)J 

alors Z s'identifie au processus X+iY où : 

et 

X :=[11,Y, ~,(Xs),Px(xEC)} 

Y :=f .n, f, ~'(Ys), Px(xec)} 

sont, pour tout x de C, deux processus de Wiener standards, réels indépendants. 

Soient P une loi de probabilité sur (.0., Jf) et~ un temps d'arrêt de la famille ( 11\ 0 tel 

que ~)O p.s.P. et tel que E(~)=J~.dP <-+oo. ,.., ,.., 
L'intégrale stochastique comp~par rapport au système 't:=(1l, 'F, ~,P, ~) où: 

i f:= x 
~ ~ 
~ := f"~t 

(1) 

I 
est œfinie comme suit. Posons d'abord : 

L 2( <X~ ) := L 2( <Y:>. ) 
~ • _ {u-(u ) ~ 1 U est un processus .mesurable de temps de vie ~) 

·- - s du système t tel q~e E(j1u2 .ds ) ( + 00 • 
. 0 s 

L 2 {<X>~ ) et L 2 (<Y>, ) sont donc des espaces hilbertiens réels si on les munit du produit 

scalaire: pour tout couple U=(U) et V={V) de L2(<X><il>) (resp. L2{<Y~) ), 
~ S S -;; 7 

(U, V)1= ai Us. V s.ds ) 

L'intégrale stochastique r~el d •un élément U=(Us) EL 2( <X),) (resp. L 2(<Y >,)) par rapport 

au processus x":=(¾t)t~O (resp. Y~:=(Y~)t~O) sont notés par (voir [9] ) : 

"'t 
u.x~ := l (u.x')t! =(fous .dXs ) 

~ { ~ } r f 'Jl\t (resp. U.Y := (U.Y \ = ~ us.dYS) ). 
0 

(2) 

Rappelons quelques résultats connus des intégrales stochastiques réelles (voir aussi ( 9] ): 

a) U. X' et U. Y~ sont des martingales réelles continues du système t, de valeurs nulles 

au temps t::::O, de temps de vie ; et de carrés intégrable~. 

b) Soit (u.x;:= (<U.X~)t ) (resp. <.U.Y,):= ((u.Y',>t)) le IPl'OCessus croissant unique 

associé à u.x~(resp. U.Y~) tel que ju.x'/ 2 -<U.X~)(resp. \U.Y~\ 2 -(U.Y~)) soit une 

martingale, alors on a pour tout t )0 : 



11\"': 

{ 
< l . ,\ ~> l ::= 1 l 2. d :~ 

(3) JO~,,;" 
(rcsp.(l .. Y~>t =

0 
L;.ùs p.s.P.) 

p.s.P. 

On en déduit que l 1élpplication /\: l'-)l'.X~ (rcsp. l.;➔ L'.Y~) définit une isomôtric· entre· 

l'espace hilbertien L2(<X.>~) (resp. L 2(<Y>~) ) et l'espélce des intégrales stochélstiques 

réelles muni de la norme : 

I\U.X~ll1 =E((U.X~~) 

(resp. IIU.Y 111 =E(<U.Y~~) ) . 

Notons dans la suite 1 'espace hilbertien des intégrales stochastiques réelles par rapport à X 

(resp. Y~) par {1~X). , Il U1) (resp. ( t:y .:>. , \\ ij1 ) . Fbsons maintenant : 

2 " 2 . 2 ~ 
L (<Z,):=L ((X:)~} +iL ((Y),). 

L'intégrale stochastique complexe d'un élément W=U+iV fL 2 ( <z \) par rapport au processus 

z':= (Z~"'t) 00 est un processus complexe W.Z~:= { (W.Z~\1où on a pour tout t~O: 
'/ ~l\t 

{ 

(W .z'S)t := ( W .dZ ~ s s ~~ 
=/

0
'1"(us.dX;-v

5
.dY;) + if(us.dY;+vs.dX;). 

0 -

(4) 

Soit maintenantN[o,~[ l'espace des martingales réelles continues, bornées dans L 2(!1, .f,P), 

de temps de vie ~ et nulles au temps t:::O du système ~ = (.fi, 'f, f\, P, ~) . 

Posons: 

tt2to,'~[ := x} [o,'~[ + i.M..2\b,<~[ 
et pour tout couple d'éléments M = M1+™2 , N = N1+1"12 de H2[o,;[ appelons par 

(Mi,Ni):= ((Mi,Ni'>t) (i=l,2) les uniques processus à variations bornées du système L 
tels que M .. N. -(M. ,N.) (i=l ,2) sont des martingales. Alors H2~, ~[ muni du produit 

l l l 1 

scalaire: 

(5) 

est un espace de Hilbert réel. 

La relation (4) nous permet d'injecter 11espace des intégrales stochastiques complexes dans 

11 espace hilbertien H2[o, ~Cet la Il • 1 -norme de 11 intégrale stochastique W. Z' := {(W. Z ~ )t J 
peut être calculée comme suit : 

Il ~li~ ~ ~ W. Z u = ((W. Z , W. Z ) ) 

(6) 

( ~ ~ '7 ~ < ~ ~ C, c,) = E (U.X -V.Y ,U.X -V.Y>,+ U.Y +V.X ,U.Y +V.Xi 

= 2.E( [ ~u; + v;).ds 
0 ~ ~ -?, 

= 2 . ( l U. X 1 
1 

+ 1 V. Y f$ 11 ) d 'après (J) . 

d'après (5) 

1 . 2. Les Processus Holomorphes et Harmoniques. 

Considérons le système 1 = (.0., f, fi, P, "i ) . Un processus F = f (F1 \!() 1 • continu, 



-4-

adapté à l rt} ' de temps de vie ~ est appelé holomorphe pour !i s 'il peut être s 'écrire 

sous la forme d'un intégrale stochastique complexe par rapport à t , càd, ilexiste un 

élément W=U+iV €: L 2(<Z>,) tel que F=W. Z ~ . Nous avons donc : 

J!l\t ' ( 1) F(t) = O Ws.dZs p.s.P. sur {t< ~}. 

où bien d'après (4) : 

{

F(t) = F l (t) + iF 2(t) 
(7) ($1\'r, ( ~At 

= -Ô (Us. dX ! -Vs. dY ! ) + i J0 (Us. dY s + Vs. dX 
5 

) p. s. P. 

Dans ( [6] , theorem 2. 3) Follmer montrait que 1 'ensemble Jf 19, ~[ des processus holomorphes 

du système 1: forme un algèbre. Rappelons que }e ©, ~[ est un sous-espace de tt2 [o, ~[ . 

Proposition 1 . }tt,[ô, ~[ muni du produit scalaire ( (. , . )) est un sous-espace Ërmé de 11 espace 

hilbertien réel { H2 ~, ~ [, ((.,. ))} . 

Preuve. Soit (u ) une suite de Cauchy de )l[>, ~[. Supposons que les processus u :={u (t)} n n n 
(n=1 , 2, ... ) sont de la forme : 

(~At n ~ 
un(t) = Jo Y s.dZs (n=1, 2, ... ) 

où les {Y~}= {u~+iv~J EL
2

(<Z~). 

On ad 'après (6) : 

lim. 'lu - u \.\2 = lim. (( (Yn-Ym).zt,(yn_ym).Z~)) 
nml n m nm ~ · 

= 2 lim E( fs /un - um12 \Vn - Vml 2} 
• ·nm -62. s s + s s 

(8) 

= o. 

.ds) 

Ain si (Un) et (Vn) sont deux suites de Cauchy dans 11 espace hilbertien L 2 (<.X~), ils s s '7 

existent donc deux.processus U=(U ) et V=(V ) tels que (Un) et (Vn) convergent s 
2 

s 
respectivement vers U et V dans L ( <Z >~). 

Onendéduitque Y=(J+iV€L 2(<Z~) etquesionpose u=Y.z' alors u€:~[o,~C et 

lim. n \\ un - u \\ = 0 . 

Considérons de nouveau le mouvement brownien complexe Z := i ( Zs) 1 = i (Xs + iY s) ! , et 

notons par z' := (Z:) le processus défini par: zt = X~/\s - iY~l\s pour tout s~0. 

Un processus F' := {F•(t)} de H2[o,~[est appelé anti-holomorphe s'il peut s'écrire sous 

J
j'/tt 

{ 

F'(t) = 0 W .dZ ~ pour tout t~ 0 1 (9) s s 
avec W= (W 1 + iW2) E L2( <Z >"). s s ? 

( 1) Dans la suite la notation p. s. P. sur { t < T} pou ri un certain temps d'arrêt T de la 
. ,., 

:!Bmille ( 1{ ) est par abus de language notée seulement par p. s. P. 
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p.s.P. 

d'où: 

(10) 

L I espace des processus anti-holomorphes par rapport au système 1i est noté par ~ [O, ~ [ • 

Proposition 2. ~ 6, ~[ et tjl. [O, ~[ sont deux sous-espaces hilbertiens orthogonaux de 

f H2p,'$[ ,((.,.))} . 

Preuve. En utilisant un argument identique à celui de la démonstration de la proposition 1 

on peut montrer que 1Xi>, ~[ est un sous-espacè hilbertien de H
2 1ô,~C. 

Soient maintenant F:=~F(t)}E:1't©, '$[ et F':= {F•(tjE,'j(.(9.,.~[ , il existent donc deux 

éléments u=(u 1 + iu2) et V=(V 1 + iv2) de L 2{ <Z ~) tels que on a pour tout t )-0 : 
s s s t s '7 

. ~ f '1" t 
F(t) = (~~f )t =.;() U5 .dZs· 

=of (U 1 + itr)(dX4; + idY~) /o. s s s s , L~"t -, -t 
F 1 (t)=(V.Z )t= 0 v .dZ 

~l\t s s 

=f
0

(v 1 ~ iv3(dX; - idYt ) . s s s s 

et 

D I àprès les relations (J), (5), ( 6) et ( 10) on a donc : 

, 1 ~ 2 j 1 ~ 2 t) ( 1 ~ 2 ~ 1 ~ 2 ~) ( (F, F ) ) = E ( < U . X - U • Y , V . X - V . Y ~ + E < U . Y + U . dX , V . X + V . Y ,>. 

'

~At s L~l\t :, ::, 
1 1 2 2 1 1 

=E (U .V -u .V:,.ds + E( o(U .v2-u .Vs).ds) 
SS SS SS S 

= o. 1 
Définition 1. La somme directe ~lb ,~@'JRIP, ~[ de 1'19 ,~[ et ~, ~[ dans H

2 (9, ~[, 

notée par [ 1tt 1 ~, ~ [ , ( (. , . ) ) } , s 'appele 1 'espace des· processus harmoniques 

du système L . -
Remargue. Getoor et Sharpe considéraient dans ([7]) l'union de'X(o,~( et ?{l9,~[ et 

- appelaient cet ensemble la classe des martingales conformes du système L . 
1. J. ReRrésentation.Locale des Fonctions Finement Harmoniques Complexes . 

Soit K C.C un compact du plan complexe, notons par H0 (K) l'espace des fonctions 

harmoniques complexes dans des voisinages de K et par H(K) la fermeture de la restriction 

de H0(K) sur K dans l'espace C(K) des fonctions complexes continues sur K muni de la 

norme supremum. 

Nous pouvons utiliser le théorème de caractérisation ci-dessous de Fuglede pour définir les 
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les fonctions finement harmoniques complexes . 

Théorème d I a{Wroximation locale de Fuglede ( [5b], théorème 4. 1): Soit u : U ➔ C une 

fonction complexe définie sur un ouvert fin lJ du plan complexe. Alors u est finement 

harmonique dans 1J si et seulement si pour tout x de U il existe un voisinage fin compact 

V de x dans U tel que la restriction (u\V ) de u sur V appartient à H (V ). 
X X X X 

Ainsi il existe une suite de fonctions (u
11

) C H0 (v x) telle que {un) converge uniformément 

vers u sur V (u ~ u); nous appelons par abus de lang:uage, dans la suite, le triplet 
X n~ ---

associé à u au point x de U l'ensemble {(un),x,Vx~. 

Soient x un point de C et V un voisinage fin compact de x. Notons dans la suite par -C 
X X 

le temps de sortie du mouvement brownien complexe Z = (Z ) de V . Considérons enfin 
,._. rJ S X _ 

le système Z := {..Q, 'f, ~t' Px, "C_) et notons par H2 {9, t [ (resp. ~ [o, rx(, rf.p \9,t"ic.[ et 
X, X X X X /'Lx 

1 
';e 19, "[ [) 1 'espace hilbertien réel des martingales complexes continues, bornées dans 

X X 

L2(.(l, ~ ,Px), nulles .au temps t=O (resp. l'espace hilbertien des processus holomorphes, 

anti-holomorphes et harmoniques complexe~ du sytème ! . 
X 

Théorème 3. Soit u : lJ ➔ C une fonction complexe défilùe sur un ouvert fin du plan 

complexe. Alors u est :finement harmonique dans UJ si et seulement si pour tout 

point x de U il existe un voisinage fin compact V x de x dans U tel que le processus 

(u.Z r~ u(x)) appartient à ,e! ID, Z: x[ . 

Preuve. a) ( :::;> ). 
Supposons que u est finement harmonique dans U. D'après le théorème d I approximation 

locale de Fuglede il existe, pour tout x de U, un triplet . {(un), x, V x 1 associé à u au 

point x. La formule d I Ito appliquée à chaque fonction harmonique u (n= 1 , 2, ... ) donne : n 
Pour totd t)0 : 'Z",c./\t l rx l\t 
(11) u ozt1:°~.-u oZ

0
~~= J

0
µn.(Z ?:~) .dX r" + 0 ~un (Z~~. dY 't",c. p. s. P~ 

n .n oX s s oY s s 

Soient ~ et )- deux opérateurs différentiels définies dans un voisinage de z z 
o =~2

1 ! - i~) et ~- = 2
1(~ + i~) , alo~s (11) est équivalent à: 

Z llX CJ Y Z uX CJ Y •.• ' , 

1 '" At ln r" /\t . 
'" t'x. "C',.. Z': - T (12) unoZt - u(x) = 0 ~zun(Z 5 ).dZ

5 
+ 0 dzun(z;).dZ

5
" 

X p. s. p . 

. , r"' 
Ainsi la relation (12) montre que pour chaque n=1,2 ... le processus (u oZ - u (x)) 

-" n n 

appartient à 1{ ! fr>, '"C x(. D'autre part si on note un:=U~ +iu~ (n= 1 , 2, ... ) alors les formules 

(6) et (10) donnent : 

"t",c. ll2 ? -c U2 ?: - i"Mt2 
\\ un z - un(x) =\\ "àzun(Z --) . z ~, + \\d zun(Z >!C). Z r 



Puisque u converge uniformément vers u sur V on en déduit de la formule ci-dessus que 
n X 1 1 

\\(u - u ) .Z Y-! (u - u )(x)\\ 2 ➔ 0 quand m, n ~ dJ. Ainsi { ~n (z'Z"~)}(resp.f~ un(zlic)), n m n m 1. ~x b y J 
h u2 -r: 1 \ o u2 , t . 2 i. '2>xn(Z i ~ , l ~Yn(Z ") J ) est une slllte de Cauchy dans L ( <Z ;>~2, donc converge dans le 

même espa·= vers le processus {u!(s)} (resp. fu;(s)}, {u;(s)}, fu~(s)} ). On a donc 
finalement : ( t x h t 

u,zr~-u(x) = Jo~ ~!(s) + u~(s)) +½< u;(s) - u!(ts) )).dzs-Cx + .•.• 

J
'txl\ 

~ ~( u 1 (s) - u2(s) ) +:¾(
2
i u2(s) + u 1 (s) ) J. dZ r)(_. 

0
l x y x y s 

Ce qui montre en même temps que le processus {uazr': u(x)} appartient à 'N!IP, z-x[ et la 

suite f uri Z -c~ un(x) J converge vers fUoZ "C,c. - u(x) J dans le même esp=1ce. 

b)(ç::). 

Supposons maintenarfque pour tout x de U il existe un voisinage fin compact V x de x 

dans 1lJ tel que (u,Z 1:~ u(x) ) appartient à ~ 1 ©, 1: [ . L'intégrale stochastique (u.z r.i: u(x) ) 
X X 

est à fortiori une martingale complexe uniformément intégrable du système 2::x, il est donc 

clair d'après le théorème d'arrêt de Doob que u satisfait à la propriété de la moyenne pour 

une base de voisinages fins de x dans V x. Il reste à montrer que u est finement continue 

dans 1lJ. Pour cela considérons d'abord une fonction réelle w : llJ ➔ R telle que : 
~ 

1
c,..At 

w,,zt~- w.zr1&= u .dX p.s.~. pour tout x EV , 
0 Ü S S X 

où u = ( u ) ~ L 2 ( ( X i) . Si on pose : s .. )c. 

w(x) = lim.sup.fine L!.v w(y), 
yç. x'Y~ 

alors d'après un résultat connu de Doob ([4b] ) on a : 

-{ . "t"x. X 
w Zo)= lun.suptioW•Zt p.s. p . 

h
r~"t 

• ( 1:",c. "C'x.) = lun.sup.HO u.z 0 + 0us.dXs 
X p. s. p . 

X p.s. P . 

ce qui entraine que w est finement senü-continue supérieurement (s. c. s. ) dans 1 'intérieur 

fin de Vx. 
Si on pose u = u1+iu2 alors d'après ce qui précède la fonction u1 (resp. u2 ) est finement 

s. c. s. dans U et satisfait à la propriété de la moyenne au voisinage fin de tout point x de 
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u, donc u
1 

(resp. 1½) est finement hypoharmonique dans 1J. Puisque toute fonction finement 

hypoharmonique dans U y est finement continue (voir par exemple [5a]) on en déduit que 

la fonction complexe u = u
1 

+ iu2 est aussi finement continue dans U. 

Remarq~ 1) Follmer a donné dans [6] une démonstration du résultat suivant de Doob: 

Soit U c.c un domaine du plan complexe C et soit x un point de llJ. Al<Dl"s 

une fonction complexe continue dans U, u : U ➔C, est harmonique dans llJ si et seulement si 
tu 1 -.:;-• rP ff X 

le processus luoZ - uoZ0. Jest une martingale complexe du système L..:= (il, :i', .tt,P ~l'"u) 

, càd, pour tout ouvert relativement compact W de U le processus .[u•Z 'tw - uoz0} est une 

martingale uniformément intégrable du système Z! (x
0 

est un point fixe de U ) . 

D I autre part on sait qu •une fonction complexe finement harmonique dans le domaine complexe 

U y est harmonique (voir [5b J; theorem 2. 2), on voit ainsi que dans ce cas particulier le 

théorème 3 ci-dessus donne une ~résentation locale (via la topologie fine) d'une fonction 
1 

harmonique dans 11 espace hilbertien des processus harmoniques du système ~ (x f U) 

tandis que le théorèm~ de Doob procure d I une ~résentation globale de ce même fonction 

dans 11 espace des martingales complexes. 

2) La démonstration mentionnée ci-dessus de Follmer est basée essentiellement 

sur la 'propriété différentielle' suivante: On peut appliquer la formule d 1Ito à la fonction u 

puisque u comme une fonction continue et vérifiant la propriété de la moyenne dans U 

appartient à la classe c2 (U). Remarquons que ce propriété est intrinsèquement lié à la 

topologie complexe de C et n I a pas de sens pour les fonctions définies dans un ouvert fin de C . 

@UNE THEORIE DE FONCTIONS FINEMENT HOLOMORPHES. 

Nous introduisons une notion d'holomorphie fine (définition 2), notre définition donne une 

classe de fonctions finement holomorphes dans un ouvert fin du plan complexe plus large que 

celle de Fuglede (voir [5c] ). En injectant l 1espace des fonctions finement holcamorphes dans 

11 algèbre des processus holomorphes nous obtenons un théorème du type de Cauchy-Riemann . 

pour cet espace de fonctions (théorème 5). Ce théorème nous permet d'identifier 1 'espace des 

fonctions finement holomorphes dans un ouvert fin 1LJ du plan complexe avec 1 1 algèbre de 

fonctions Ô (IU) introduit récement par Debiard et Gaveau ( [Ja] ) • DI autre part nous montrons 

par une méthode constructive 11 existence pour tout ouvert fin V C. C d'un opérateur linéaire 

o'U : ~(~l)) C Ô (U) ~ éJ (U) d •un sous-espace de éJ (U) dans é} (\J) tel que 'ov s'identifie 

à l'opérateur différentiel complexe classique )z:= }tx - i ~Y) lorsque 1lJ est un ou~t 

complexe. 

2. 1 . Quelgues Définitions Préliminaires. 

La caractérisation d , ~e !onction finement harmonique complexe par des processus harmoniques 

énoncée dans le théorème J du paragraphe pré::édent nous suggère la définition ci-dessous d •une 
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fonction finement holomorphe. C I est une généralisation de la notion d'holomorphie complexe 

car nous verrons qu I une fonction définie sur un ouvert comph~xe est finement holomorphe 

dans cet ouvert si et seulement si elle y est holomorphe. 

Définition 2. Soit U un ouvert fin du plan complexe C. Une fonction u: V 4C est appelée 

finement holomorphe dans 1U si pour tout point x de U · il existe un voisinage 

fin compact V de x dans 1lJ tel que (u.zr - u{x)) appartient à~ K>, '( [. 
X X X 

s'a:'r\w~i-
n V de la définition que la classe des fonctions finement holomorphes dans U forme un 

espace vectoriel complexe, nous la notons par ~iU). 

Considérons maintenant un voisinage fin compact V d'un point x de C. Nous notons 
X 

respectivement par R (V ) et R(V ) 11 algèbre des fonctions holomorphes dans les voisinages 
0 X X 

de V et là fermeture de la restriction de R (V ) sur V dans l'espace C(V ) des fonctions 
X O X X X 

complexes continues, sur V x muni de la norme supremum. 

Pour chaque élément u f R (V ) on note par F := { F (t)) le processus défini par: 
0 X U t U 

/~At ?'z "C:!' X 
Fu(t) =Jo u(Zs ).dZs p.s.P • et pour tout t~o. 

Rappelons que 't x dénote le temps de sortie du mouvement brownien complexe Jl)Ur 11 ensemble 

V . 
X ~ ~ 

Il est clair que Fu est un processus holomorphe du système 2x: =/.11., -f, ~,PX, r x) pour 

tout u de R (V ) , par conséquent la classe de processus ç F ' u E:-R (V )] forme un sous-o x I ut o x 
espace de ~x~' r, x[. 

Définition 3. Le complété de 11 espace {Fu t u é R
0 

(V )J pour la norme Il Il est noté par 

(R_ (V x>. (R (V x) est donc un sous-espace fermé de i 1x p, 'C x ( , ( (. , . ) ) J . 
Proposition 4. Supposonsque V possède une base de voisinages composée de domaines 
------- X 

simplement connexes alors 1 'espace 6l (V ) s I identifie au complété dans 

{~x(o, t:x_f,((., .))} du sous-espace des processus holo~orphes de la forme (uoZ~u(x)) 

où u E:. R
0

(Vx). 

Preuve . Soit u E R (V ) . Il existe un voisinage ouvert simplement connexe U de V tel 
0 X X 

que u est holomorphe dans U,, par conséquent ilexiste une fonction v holomorphe 

dans U telle que oz v = u dans le même voisinage. 

D'après {t6], theorem 12. 1) on a pour tout t ~ O : 

l T,cl\~ 

V•Zt?'~ V•Z t",c. = O o v(zrx). dZ 'tx 
0 Z S S 

[

[xM 
= u(Z -Cx ) dZ ?'~ 

0 s . s 
(13) { 

X p.s.P . 

X p. s. p . 

Les processus (v .. zl:'! v(x)) et F sont donc indistinguables pour le système Z, . 
U X 

Réciproquement si vf R (V) on peut toujours écrire d'après la première égalité de (14) 
~ 0 X 

que (v.z ~ v(x)) =Fu avec u.ë)zv . 
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Remarq~ Supposons que nous avons un ouvert fin U c C tel que chaque point x de U 

possède une base de voisinages fins compacts Y, vérifiant les conditions de 
X 

la proposition 4. Soit maintenant u : V-'> C une fonction complexe définie dans U telle que 

pour., tout point x de U il existe un élément V de Y tel que (u,Z Z:, u(x)) é Ôt(V ) , alors 
· X X X 

d I après la proposition 4 on peut trouver une suite (u ) C R (V ) telle que : 
n O X 

(u • Zr"-_ u (x)) -, (uoZ -c': u(x)) dans ~ 'i9, Z:-L 
n n x x 

On peut donc penser que la propriété ci-dessus est plus naturelle que celle utilisée dans la 

définition 2 pour définir une notion d I holomorphie fine mais malheureusement il est facile . 

de voir que tout point x du plan complexe possède un voisinage fin compact violant les 

hypothèses de la proposition 4. En effet considérons une suite d'éléments de c,{o} 
convergeant vers O, le complémentaire de cette suite est donc un voisinage fin de O qui 

contient un voisinage fin compact V 
O 

de O. Il est impossible d 1 exprimer V 
O 

comme 11 

intersection d I une famille de domaines simplement connexe. Nous verrons dans la suite 

que c I est cette propriété topologique de la topologie fine qui créa la différence, au point 

de vue de 1 différentiation stochastique', entre la théorie des fonctions holomorphes et la 

théorie des fonctions finanent holomorphes. 

Considérons de nouveau un ouvert fin tu de C et soit V xC. lJ un voisinage fin compact d'un 

pont x de lJ. Posons : 

1 { 1

- u est finement continue dans un certain ouvert fin W :) V x 
tt 1 (V ) := u : W➔C "t 2 x - u .. z "é L. ( <z>r) . 

et 
loc { 1-u est fin.,ement continue dans U. } 

1-1, (U) := u :U ➔ C -'Vx EU, 3V tel que uEH
1
(V ). 

X X 

Dans la suite nous notons par H/U) 11 espace des fonctions finement harmoniques complexes 

dans U, rappelrn!a que d I après le théorème d 1 approximation locale de Fuglede il existe pour 

toute fonction f E: H/U) et pour tout point x de U un triplet ~ (fn), x, V x} associé à f au 

point x ( voir 1 . L 3. ) . 

La définition ci-dessous généralise celle del 1opérateur . dz := ~(~ +i~Y) du plan complexe 

aux ouverts fins. 

Définition 4. L'opérateur âu :~ ('â1)➔ tt;oc(U) est un opérateur linéaire ayant pour 

domaine de définition ~ ( ~ u} C. H/U) et pour 11 ensemble de valeurs un 

sous-espace de tt;oc(\J). 

3 g E: tt;oc (U) : pour 'J x e U il existe un triplet { (fn), x, V x} 

(14) rl::J ( ~J := f EH/U) associé à f au point x tel que la suite (è 2frizr~) 

lx 2( ) converge vers g, Z dans L < Z /rx; • 

La valeur ~t/ del 'opérateur ~U au point f E ~( ~U) est par définition la fonction g 

de tt;oc(U) définie par la relation (14) : ~ 11} = g . 
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Remarq~ 1) Si f E ;/J (~(l_;} alors la valeur ~q_} = g est indépendante de la classe des triplets 

associés à f en chaque point de lU. En effet soit x un point quelconque de U et 

et soient g1 et g2 deux fonctions de H;
0 c(U) et de plus soient { (f~) ,x, V x 1 , i (f~) ,x, V x} 

deux triplets associés à f au même point x tels que : 

(15) 
L

2
(<Z,},) 

2 
L (-'Z7,). 

On ad 'une part : 
1 2 't~ 'C~ 2 

Oz(fn - fn)•Z ~ (g1 - g2)oZ dans L (~ Z î) 
et d 'autre part : ?',c /\t- "tx f\ t 

(f1 - t2).z't",c. - (f1 -t2).oZ'C'lL = ( d-(f 1 -f 2)-z7:x dZ"t'" ( o (f1 -t2).Zr;,dzrx. 
n n t n n O Jo z n n s · s + Jo . z n n s · s 

et comme la suite (f 1 ·- f2) converge uniformément sur V vers O on déduit des formules (6) n n x 
et ( 10) que les suites de JPI"()Cessus \ ~ (f l - f2)oz '!"~) et ~ "-(f l - r).,z-C;t.J convergent vers 0 

2 t z n n J l "z n n J 
dans L ( <. Z 1; ) . On a donc : 

~ r~ 
(g1 - g2).,z r~ o dans L 

2(< z ?), càd, Ex( Jo I g1 - g2t~ z;~.ds ) = o. 

Par conséquent g
1 

et g2 sont égales dans un ensemble finement dense del 'intérieur fin de 

V x pour tout point x de U, d'autre part puisque g 1 et g2 sont finement continues dans U 

ils sont donc identiques. 

2) Dans le cas particulier où l 1ouvert fin V est un ouvert complexe H/U) coihcide 

avec 11 espace H(U) des fonctions harmoniques complexes dans U ( voir L'5b] , théorème 2. 2). 

Ainsi poVt'toute f ,H(lu) et pour tout point x de 'U on peut choisir {(f),x, vJcomme un tripW 

associé à f au point x avec V une boule fermée de centre x contenue dans U. La remarque 1 
A X c;I. (- ) - d.' 

montre en meme temps que f é fXJ du et G)J =-dzf, ainsi dans le casrun ouvert complexe 

11 opérateur ~ V s 'identifie avec la restriction de O z (la domaine de définition de dz est C~ (U)) 

sur 1 'espace des fonctions harmoniques complexes dans U. 

J) Soit f E-Hf(U) où U est un ouvert fin de C-: Alors pour tout triplet ·i (fn) ;x, V x1 

associé à f au point x de U on peut utiliser les mêmes arguments de la remarque 1 pour 

montrer que (~-f .,z-rx) est une suite de Cauchy dans L2(~Z..>.,..): cette suite converge donc z n '":1', 

vers un processus Y =ç(Y )]dans L
2

(<Z{). Debiard et Gaveau affirmaient dans ([J!:D,théo.6.2) 
l s " 

qu I il existe une fonction g définie presque partout pour la mesure de Lebesgue dans U telle 

que Y et goZ z;sont indistinguables pour les systèmes l\ (x E: U). On peut donc définir 

~Uf = g, cependant l'inconvénient de cette définition del 'opérateur 1u vient du fait que 

11 ensemble excep1Îonnel cité plus haut dépend de la fonction donnéJet c I est pour cette raison 

que nous avons ~streint le domaine de définition de ~V à ~ ( âu) C H/U) afin de pouvoir 

formuler un théorème du type de Cauchy-Riemann pour les fonctions finement holomorphes 

(voir aussi l'appendice). 



-12-
2. 2. Le Théorème de Cauchy-Riemann Pour Les Fonctions Finement Holomorphes. 

Théorème 5. Soit UJ C. C et soit u : U ~ C une fonction complexe définie dans V, alors les 

propositions suivantes sont équivalentes : 

(a) u est finement holomorphe dans lU. 

(b) Pout tout point x de lJ il existe un voisinage fin compact V x de x dans IU tel que 

(u.,z"t"~ u(x)) E (x,(v ) 
X 

(c) u appartient au domaine de définition ;/) (~'Il} de "¾; et ~u =O. 

Preuve. Nous montrons l'équivalance de {a), (b) et (c) dans l'ordre suivant 

{a)~{b) ⇒ {a)=9(c)~(a). 

Supposons que u est finement holomorphe dans "({J, càd, u E~iU). D'après la définition 2 

ils existent, pour tout x de «..J, un voisinage fin compact V de x dans U et un processus 
X 

Y =~(Y )} E L 2( <z~_) tels que : Pout tout t v 0 , 
s • i~~ 

( r~ -c" ,:"' 
16) UoZt - UoZO = 0 Y s.dZs 

X p.s.P . 

u est finement harmonique dans lJ d'après le théorème J, il s'ensuit du théorème d' 

approximation locale de Fuglede qu'il existe pour tout x de t.J un triplet {(un) ,x, V x1 associé 

à u au point x. On a donc pour n= 1 , 2, . • . et pour tout t ~ 0 : 

u :::$ u sur V et, 
n x !",c/\t r""'t 

Z"~ 1:,c; f ( Z'"x; ) -C,c. r ( r" - T,c. 
un°Zt - unoz0 =/o~zun Zs .dZs + j 0 ôzUn Zs ).dZs 

X p. s. p . 

On conclut d'une part que la suite des processus harmoniques i uno Z rx._ un (x)} converge vers 

Su.Zr~ u(x)l dans ~ 1©, r [ et d'autre part que, comme une suite de Cauchy dans '·U lo,r"[ 
l - J X X 1 itx.l\t tfl.,x_ 

(resp. ,-u fo, r: [), la suite de processus holomorphes ô u (Z rx).dZ -rx\resp. anti-
-J\.x~ x At z n s _ s J 

holomorphes 5 ( :~u (Z -rx). dZ ~" ) } converge dans .t{f \1), L [ (resp. :Jd ©, '[ [) vers un l ik) z n s s cflx x !'i<M x x r.x.At -

~cessus ltolomo"ihe (resp. anti-holomorphe) de 1; !orme f fo Y 1 (s). dZ 
5
\ (resp. fla Y 2 (s). dZ J) 

ou Y1 =lY 1(s)}éL {<Z{J {resp. Y2 = lYis)JéL (<Z?t'.J ). 

On a donc pour tout t~0 : t',x.i\t r:-xAt 

t',c tx. r < -z::" r - 'C x 
{17) u 0Zt - uoZo = lo Y, s).dZS + Jo Y2(s).dZS x p.s.P . 

Mais la décomposition du processus harmonique { uaZ r~ u(x)} en la somme de sa partie 

holomorphe et anti-holomorphe est unique d I àprès la définition 1 , en comparant les relations 

{16) et (17) on obtient les assertions suivantes : 

(a) :=zi ( c). Puisque Y 2 doit être indistinguable du processus nul dans L 2 ( < Z 'c), on déduit 

de la définition 4 que u E. ê-0(\J) et \_;u = 0 car le processus Y 2 = 1_ Y 2 (s) J est 

la limite dans L 2(<Z;>rJ de la suite de processus tâzun(z't"ic)J. 

(a) =;>(c). Il est clair que l uoZ -r': u(x) J est la limite dans '){x \p, l" x[ de la suite de processus 

holomorphes 1. dzuri ~z-r"'j,il suffit donc de montrer que ozun appartient à R0 (V) 
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(n = 1 , 2; .... ) , mais ceci est trivial car un est harmonique dans un voisinage de V x donc : 

~-( d u ) = è) ("ô - u ) = A_u = 0 (n = 1 , 2, ... ) . uz z n z z n '-2 n 

D'après le théorème de Cauchy-Riemann ôzun (n = 1, 2, ... ) est holomorphe dans un certain 

voisinage de V x . 

(b)::::>(a). Cet implication est triviale car pour tout voisinage fin compact V de x dans U 

o<. (V x) est un sous-espace hilbertien de { 'Îf x ~, t x [, ( (. , . ) ) } x 

(c) ⇒ (a)· Soit u un élément de ~ (~) tel que ~Uu = 0. Puisque u est finement harmonique 

dans tlJ il existe, pcD11r tout point x de U, un triplet i (un), x, V x 1 associé à u au 

point x. La formule d 'Ito appliquée à chaque élément de la suite de fonctions harmoniques 

complexes (u ) donne pour tout t 1' 0 : 
n ir%/\t 

(18) u o Ztr~ u oZ '" = cl u (Z "t;.). dZ -c-;c + 
n n, o z n s s p. s. Px. (n = 1 , 2, ... ) 

On a donc d'après (10): 

(1 "ozUn° z~zr~,,2 
= 2( 1\ dzU~oZ ~"~ +\\ 4zu!.,z r:11 ) (18') 

où u~ et u2 (n = 1 , 2, •.. ) sont les parties réelles et imaginaires de u (n = 1 , 2; ... ) • n n 

Puisque ~u = 0, càd, le second menbre de (1S1) converge vers 0 quand n tend vers infini, 

on en déduit que la suite des processus anti-holomorphes fozun .. zr"-.zt":Jconverge vers zéro 

dans '}f x [o, '?:.}.. • 
D I autre part pour tout couple d I entiers m et n on a d I après ( 1 i) : 

( ) z. ?',c.12 Il< ) "t"~ < ) 't"r 112 \\ 0 z um - un oZ • Z I\ ~ um - un • Z - um - un .z0 

~ 2. supi \(un - um)(x)\ \ x E: V x}, 
par conséquent {~ u .,z r-':Z -r;-"-J est une suite de Cauchy dans~ 19, r [ (on peut mâne dire 

Zn X X 

dans (À(V ) car ~-( 0 u ) = Au = 0 dans un voisinage de V ) ; il existe donc un élément x z zn ~n x 

Y =l(Y )}E-L 2(<Z 7z) tel que la relation (li) devient pour tout t~0 : 
s ~ ~~ 

-r~ "C',c. / X 
uoZt - UoZO =/o Ys.dZs p.s.P . 

lorsque n tend vers f:IJ, càd, 

lu•Zr~_ u(x)}é~xlv, -Cx[ • 

Rema!'g~ 1) Supposons maintenant que U est un ouvert complexe, alors d I après la 

remarque 2 de la définition 4 l'opérateur ~U n I est autre que la restriction 

de 11opérateur différentiel dz sur l'espace H(U) des fonctions harmoniques complexes 

dans '11.J, ainsi l' éguivalencel(a)~ (c)} du théorème 5 montre qu I une fonction complexe dans 1lJ 

est finement holomorphe si et seulement si elle est holomorphe dans 'U. De plus 1 'équivalence 

{(a)~ (b)} du même théorème donne une caractérisation de 11 holomorphie d'une fonction 

définie dans U par 1 'approximation locale dans les espaces (K.(v ) (x EU). 
X 
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[J autre part en combinant le théorème avec la remarque de la proposition 4 on obtient le 

corollaire suivant : 

Corollaire 6. Soit u : UJ ➔C une fonction complexe définie dans un ouvert complexe U. Alors 

u est holomorphe dans tJ si et seulement si pour tout point x de U ils existent 

un voisinage fin compact V de x dans U et une suite de fonctions (u ) cR (V ) tels que : 
X n O X 

(19) t Un· z-r':. un(x)} converge vers i UoZ -ex._ u(x)y dans 1'(m, 'Ci lorsque n➔oO. 

2) Fuglede a introduit dans [5g la notion d'holomorphie fine suivante : 

D~finition. Soit ILJ un ouvert fin du plan complexe C. Une fonction complexe 

u: U ➔C est appelée finement holomorphe au sens de Fuglede si pour tout x de -U il existe 

un voisinage fin compact V de x dans U tel que (u\V ) E-R(V ). 
X X X 

Il est clair qu'une fonction finement holomorphe au sens de Fuglede dans U y est donc finement 
' 

holomorphe au sens de la définition 2. En effet soit (u ) une suite de R (V ) telle que (u ) 
n o x n 

converge uniformément vers u sur V , alors la formule ( 13) donne pour n = 1 , 2, . . . : 

L
[x:l\i X 

!',c. t",t ( °t;: ) 'Cx.. X 
un,.zt - unZO = oozUn Zs .dZS p.s. P . 

, . ~ t"" ( l ~ 't'x. } .<"l par consequent la smte de processus t uno Z - un x) j converge vers t uoZ - u(x) dans U\.(V x). 

On en déduit que u E:: é1J (~\J) et o'1u = 0 mais la réciproque est loin d •être vraie comme 

nous montrons dans la suite, ainsi 11 algèbre des fonctions holomorphes au sens de Fuglede 

est trop •étroit' pour qu'on puisse énon.,cer un théorème du type de Cauchy-Riemann. 

Supposons que ué~(î\J) et ~\Ju =0, d'après le théorème 5 b) ils existent, pour tout x6 lJ, 

un voisinage fin compact V C '\J de x et une suite de fonctions ( l1' ) C R (V ) tels que la suite 
X n O X 

de processus ~vnoZr~zr.itJtend vers lu•Z 't~u(x)Jdans ~x\9' r xl- On se demande d'abord 

si u satisfait à une propriété plus faible que celle utilisée dans la définition de Fuglede, 

notament on cherche pour tout n € 1N une fonction u E R (V ) telle que . les processus n O X 

{Un• Z ~= un(x)} et i vn Z ?'~ ~z 'C"~J (n = 1,2, .. . ) sont indistinguables dans 1f x ©, 't X[ . 

D'autre part pour toute fonction v E R (V ) , il exite d I après le théorème de Runge une suite 
0 X 

de fonctions rationnelles ( w ) avec pôles en dehors de V , convergeant uniformément vers 
m X 

v sur V . Supposons que w := P /Q (m=1,2, .•. ) où P et Q sont des polynômes 
x m m m m m 

complexes, alors on peut écrire : 
ec, 1} 

(20) w := A (z) + Y' A.' (z - a.f 
m o ~ Ji J d: _. 

où A
0

, A
1

, ••• ,Ak sont des polynômes avec Ai ( 1 ~i ~ k) n I ayant pas de termes constant et où 

ai ( 1 ..s i~ k) sont les pôles distincts de Qm (z). Dans la formule (20) on voit que les intégrales 

complexes de la forme : 

f à 1 
(w - aj .dw Ü=1,2, ... ) zé,V 

X 
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ne peuvent être approximés uniformément sur V par des fonctions de R (V ) . 

X O ~ 

Dans une communication personnelle Fuglede nous a demandé s I il est possible de construire 

une fonction appartenant à 1)-fiu) et ne vérifiant pas les conditions de sa définition, quoique 

la réponse est affirmative d I après ce qui précède nous n I avons pas de I solution constructive, 

pour ce problème. 

J) Soit u E HiU) une fonction finement harmonique complexe dans l'ouvert 

fin \J. Supposons que pour tout x de U il existe un triplet { ( u ) , x, V } 
~ n X 

associé à u au point x tel que la suite de processus complexes}à 2un .. z "]converge vers 0 

dans L 2(<.Z~), alors on voit immédiatement que ué~(âll.J) et ~Vu= O. Cette remarque 

nous permet d I identifier 11 espace afiU) des fonctions finement holomorphes dans U avec 

l'algèbre Ô (U) introduit dans [3~ par Debiard et Gaveau. 

2. J. L '0J)érateur Différentiel Complexe Fin d I un Ouvert Fin. 

Soit U un ouvert fin au plan complexe C. Dans le cas particulier où U est un ouvert du plan 

complexe l'opérateur différentiel complexe ~z = ~(½x-i%5) est par définition un opérateur 

linéaire sur 11 algèbre des fonctions holomorphes dans U qui associe à toute fonction 

holomorphe u sa différentiel complexe Ozu. Notons l'algèbre des fonctions finement holo~ 

morphes dans U pal' ~(\J) (voir définition 2), nous construisons dans ce paragraphe un 

opérateur linéaire 01.J de domaine de définition un squs_-algèbre de ~iU), noté par ~( ÔlJ) 

et de valeurs dans ~iU) tel que si lJ se réduit à un ouvert complexe alors ôlJ s'identifie 

à ôz (théorème 8). 

Il est intéressant à noter que X (ou) contient 1 'algèbre des fonctions finement holomorphes 

au sens de Fuglede (corollaire 9) et que nous ne savons pas si c;-0· ( o U) est identique à 

~/U) ou non. Dans · j i.4. : nous abordons quelques questions relatifs à ce problème. 

Lemme 7. Soit u : tJ -t C une fonction finement holomorphe dans un ouvert fin llJ du plan 

complexe C et soit { (un),x, vx} un triplet associé à la fonction u au point x 

de U. Alors sont équivalents : 

(a) La suite de nombres complexes l2>zun(x)} est de Cauchy dans C, 

(b) La suite de processusS o2u o Zr") est de Cauchy dans L 2(<Z),..). 
l~~n ~ 

De plus si lim <> u (y) existe pour chaque point y de 1 'intérieur fin de Vx alors la fonction : n z n 

w{y) = lim à u {y) n z n 

peut être définie indépendamment du triplet i (un), x, V x 1 associé à u au point x. 

Preuve. a) Soit l ( u
0

), x, V x J un triplet associé à u au point x de lV. Puisque pour n = 1 , 2 , ... 

-i t: H (V ) , on ad I après la formule d 'Ito : 
n O X ?'",.:At 1:',cl\t 

(21) u O Z r.t,c. - u O Z-c.
0

,c = 1~ u (Zr~). dZ rx. +
0 
/ ')._u (Z rx.) ',· dZ "'C";c. px ( \/ t,~ O) 

n n "z n s s /n °z n s s p. s · · '/ · 
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D'autre part puisque ~o
2

un1cR 0(vx) (n = 1,2, ... ) on a d'après (13): 

X p.s. P . 

X p.s.P . 

(n = 1 , 2; ... ) 

(t~O). 

Alors les formules (4) et (6) donnent d'une part: 

et 

\\an -M~(s1~ = Ex c{Îan -M~(s)I 
2

.cts ) 

= 1an12 ·Ex(rx) + \\M~(s)ll~ 

Ibn -~(s)i: = Ex(.(i~n -~(s)i 2 -ds l 

=lbnl2 ·Ex(Cx) + ll~(s)\I~ 
et d'autre part puisque u ~onverge uniformément vers u sur V , S ~-u ., z 'Zoci converge vers 

n x ! z n J 

[ü}dans L 2( < Z "l.,:) lorsque n tend vers oo , on en déduit que : 

(a
0

) et (b n) sont des suites de Cauchy dans R si et seulement si J M~ (s)} et j M~ (s)] sont des 

suites de Cauchy dans L2(<X,.z:-,), càd, (a) est équivalente à (b). 

b)Soit VÎ l'intérieurfind~ ~. Supposonsqu'ilsexistentdeuxtriplets\u 1),x,V l x x l n x J, 

1 ( u ~) , x, V x 1 associés à u au même· point x tels que : 

l 
lim O u 1(y) existe et égale à w

1
(y) pour tout y de Vf 

n z n x 
~~ cl f 

lim O u
2(y) existe et égale à w

2
(y) pour tout y de V n z n x 

Alors w 
1 

et w 
2 

sont identiques dans v! s 'ils sont finement continues dans cet 

ensemble. En effet pour tout y E vf on peut considérer ~ ( u 1), y, V 1 et S ( u2), y, V l x t n xJ \ n xJ 

comme deux triplets associés à u au même point y, d'autre part on sait déjà que (voir 

la partie (a)=t(c) de la démonstration du théorème 5) les deux processus f dzu~ .. z-c~ Zi::-.c j 
\ 2 ?i ~J ~.P 1-;-- - ,. s r" r, et z '?)

2
un oZ • .z convergent dans dlyLO, "Ci-vers la mme limite L uoZ - u.,zc,i,ce qui 

revient à dire que les deux processus 1~ u 1.z'K.J et {~ u2ozr"bnt même limite dans 
2 zn zn J' 

L/ < Z7J, càd : 
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limnE ( /1; (u1 - u2)\ 2(z'r").ds) = o y-Ô zn n s 

Ce qui enJraine d I après (22) que : 
/t~. 2 Ti 

E/J 0 !w1 - w2! (Zs,c).ds) =0 

f Par conséquent w 
1 

et w
2 

sont égales dans un ensemble finement dense dans Vx' comme ces 

deux fonctions sont finement continues dans Vf , elles sont identiques. 
X 

Il suffit de montrer maintenant que si l (un), x, V x ~ est un triplet associé à u au point x tel que 

lim ë) u (y) = w(y) existe pour tout y de VÎ alors w(y) est finement continue dans Vf. n z n x x 
Laissons t ~ 0 fixe et faisons n tendant vers 1 1 infini dans (2 1') nous obtenons la relation : 

ë;c. "li: ) (y r~ T:>L E (u.zt - u .. zo ; u. t" = w ) . E (Zt - Zo ; t< t'" ) + E (F(t, ) ; t< r) y X y X y X 

/ TxA+; (°C%Î\S 

où F(t, ) = Jod.Zs J~ Y(l.\.),dZu,. 

D I autre part nous savons que les fonctions suivantes : 

( 
"t":ic: 't"): 

y-? Ey uo1Zt - U•Zo ; t ~ 'x) 

't'x 'C',e. -
y ~ Ey< zt -- z0 ; t <. c. x> 

y ~ E (F(t, ) ; t<. 'C ) 
y X 

sont finement continues dans v!, ce qui entraine que w(y) est aussi finement continue dans v! . 
Théorème 8. Soit u : U ➔C une fonction finement holomorphe dans 1 'ouvert fin lJ. 

Supposons que pour tout point x de \J il existe tin triplet l(un),x,Vx) associé 

à u au point x tel que : 

(23) limn à zun(y) existe pour tout y appartenant à l 1intérieur fin de V x· 

Alors il existe une et urie seule fonction finement holomorphe oQJu : UJ ---;>C dans \lJ telle que : 

Pour tout point y de U et pour tout triplet l<un),y, V ! associé à u au point y on a, 
;At- y 

't",t Tic / r.lt -rx ~V .., 
u~zt -u 0 z 0 -==-1:J Otf(2s ).dZ

5 
p.s.1-"'. (vt?,0) 

rr( ) "C'x. 
lim u .. z rm - u,ZO 

m z"Cx_ zl:~ 
"C~ 0 

(24) et 

= p.s,pY, 

où ?:"" (m = 1 , 2, ... ) sont les temps de sortie du mouvement brownien Z d'une suite de 
m 

voisinages fins compacts de y décroissante vers y. 
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Preuve. D I après la 2è partie du, lemme 7, nous pouvons définir 

lim d u (x) : = ~ u (x) n z n z pour tout x de U, 

et la fonction 02u: U➔C ainsi définie est indépendante de la classe de triplets associée à 

chaque point x de U. Soit l(un),x, vx} un triplet associé à u au point x de t.J, d'une part 

puisque azun (n = 1,2, ... ) est holomorphe dans un certain voisinage de V x ( car 

'az("azun) =Azun = 0 dans un voisinage de Vx) on a d'après (13): 

[
r.x/\t 

( ) 
"l'~ T,c. . ~U ( ~) -Cx. X i5 ?, u oZt-'}IUoZ 0 = O -;-~n Z .dZ p.s.P. z n vz n "z... s s (Vt~O) 

De plus on sait qu 1en faisant n tendant vers 1 'infini le premier menbre de (25) converge 

Px • 
p.s. . vers. "' 't"x. -r;ic. 

o2u•Zt - ?lzUoZ0 "C ,\t 

tandis que le second 
1

menbre de (25) converge vers J;,
0

: • dZ avec V = ç V l ~ L 2 ( < Z )' ) s s 1. si 'Cx.. 
d I après le lemme 7 b) (car lim ~ u (x) existe), on a donc finalement : 

n z n i-r:"At 
. ~JC. -C,c. -Z:x. X 

~
2

uoZt -~zuoz 0 = O Vs.dZs p.s.P. -(l/t~O), 

càd az u est finement holomorphe dans U. 

Montrons maintenait que \u est la fonction finement holomorphe unique vérüiant la relation 

(24). Soit l(un),x,VxJ un triplet associé à u au point x de U, alors d'après la démonstration 

du théorème 5 ( partie (a) ~(c) ) on sait que la suite de processus holomorphes ~ôzUn Z c': Z rx.} 
converge vers 1uô.Z't"'-u•Zi1',Jdans JJ, lx[ et d'autre il est clait' que la suite de 

processus tàzuri l""'Jconverge vers ollJu.z -rx. dans L 2(< Z 7t), ce qui donne enfin :(24) : 

L
?",c.J\t 

r~ ex. r,r. -C:,c:. x (V 
UoZt - uoZ0 = o\_,u(zs ).dZ

5 
p.s.P • t ~ 0) 

S'il existe une autre fonction finement hol~he w définie dans U et vérifiant (24) alors 

puisque à fortiori tous les deux fonctions w et 2,Uu sont finement continues dans U on peut 

utiliser le même argument de la remarque 1 de la définition. 4 pour montrer que w et o u 

sont identique~. 

Soit maintenant (r m) une suite de nombres réels strictement décroissante vers O. Notons 

par B(y, r ) (m = 1, 2, ... ) la suite de boules fermées de centre y et de rayon r , par m m 
I. m (m = 1 , 2, ... ) la suite de temps de sortie du movement brownien pour le voisinage 

fin compact B(y, r m) (\ V Y (m = 1, 2, ... ) de y. D I une part la fonction 1 <\Ju \ 2 : V x .-:, R"0--

et d I autre part elle satisfait aussi à la relation : ~st <~'Ylti,iue 

\\11,rz'•~~ = J,x u{y ,z).lôif l 2(z).dz < + oo, 

où u(y, z) est la fonction de Çreen de 1 'ouvert fin if . y 
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Un argument analogue à celui de la démonstration de ((2], theorem 2) donne : 
~ ~~ (Tw-,., 

lim u..Z (Z-m)-UoZO = lim A Jo'è>u(Zt,c).dZr" 
m m 2 -c-,c. _ zT" Û Il} S S z -c,_ z-c"" rW\ o 

t::~ 0 

p.s.pY, 

= avu(ztx) = o\)u(y) p.s.pY. 

Définition 5. Pour tout ouvei{t 5-n U du plan complexe C, posons : 

(26) o<J (èJ u> := u 6 ct'l./1V) q. { , . .u Pour~ xE:-U, il existe un trip .. let i (un),x, V x} associé J 
· à u au point x de U tel que limnou'II.(•) existe dans v! 

Alors il existe un opérateur linéaire <>u. :~ (ou) C ~/U) ~ j.fiu) de domaine de 

définition ~ ( à u> ~t de valeurs dans ~/U) tel que : 

Pour tout x de U et pour tout u f;';j (o nr) il existe un voisinage fin compact V de x dans 
-V X 

\J : 

1
. rxAt 

. z't'.t. z"C"x "'I. (z't'x) dZ-c" - Px ( 't/ t~ 0) Uo t - Uo Ü = Ûal]U S • S p.s. . 'I 

~ U s 'appele ~o~rateur différentiel fin comp~ de 1 'ouvert fin U C C. 

Corollaire 9. 1) Toute fonction finement holomorphe au sens de Fuglede dans U appartient 

à ôt:) ( 4 u>. 
2) Si 1lJ est un ouvert complexe alors du; s I identifie à 11 algèbre des fonctions 

holomorphes dans U et 4u s'identifie à l'opérateur différentiel complexe è =-
2
1(.s:.._ i~·) 

z ax uy sur U. 

3) Supposons que en tout point x de U il existe une base ~ de voisinages 

fins compacts de x dans U telle que tout élément V é f' possède lui-même une base de 
X X ~J 

voisinages composée de domaines simplement connexes , alors~(;:,u) coïncide avec d'I/U). 

Preuve. Rappelons qu'une fonction complexe u: \J➔ C est dite holomorphe au sens de 

Fuglede dans 1U s'1 ~ est finement harmonique dans U et si de plus pour tout x de 

u il existe un triplet ç(u ),x, V l avec (u ) CR (V ) associé à u au point x. ! n XJ n o x 

D'après le théorème de Hallstrom sur la dérivation par point del 'algèbre de fonction R
0

(V x) 

([8], theorem 1) on sait que pour tout point x de ~ il existe une constante universelle ex 

telle que: 

(25) j 0zv(x) 1 ~ ex Il v II pour toute fonction v E R
0 

(V), 

On en déduit de (25) que lim o u (y) existe pour tout rnint y del 'ouvert fin Vxf, càd, n z n 
la condition (23) du théorème 8 est vérifiée pour la fonction finement holomorphe u. 
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2) Si 1 'ouvert fin \J se réduit au cas particulier d I un ouvert complexe, alors d'après le 

théorème 5 et d'après la remarque 2 de la définition 4 ~/\J) s I identifie à 11 algèbre des 

fonctions holomorphes dans tJ . D ' une · part si u est holomorphe dans \J on a d 'après ( 13) 

pour tout voisinage fin compact V d'un point x dans la relation : 
X forx/\t; 

• "C" .X. -c ,c. 

uzt-uz 0 = o~tL(Z
8 

).dZs 
X p.s.P . 

d'autre part d'après le théorème 8 la fonction o \Ju est la seule vérifiant la relation ci-dessus 

on en déduit que ouU = è)ZU pour toue fonction f E ~iV), càd, àu = dz . 

3) Soit xé U et soit 1 (u ) ,x, V 1 un triplet associé à u au point x tel que V peut s'écrire n xl x 
comme l'intersection d'une famille de domaines simplement connexes. On peut donc supposer 

oue u E. H (V ) (n = 1 , 2, .. ) et de plus 1 'ensemble de défintion de chaque fonction u est 
.11 n o x- n 

• 
un ouvert simplement connexe· . Posons u = u 1 + iu2 où u 1 et u2 sont respectivement la n n n n n 
partie réelle et la partie imaginaire de u . Pour n = 1 , 2, . . . appelons par t11 et fi2 les 

n n n 
conjugués de u 1 et u2 dans leur domaine de définition, alors on a: n n 

l 
w 1 = u 1 

+ i u1 E= R (V ) n n n o x 

w
2
n = u

2 + i û2 ~ R (V ) n n o x 

(n = 1, 2, ... ) 

(n = 1,2, ... ) 

En appliquant le théorème de dérivation par J))int de Hallstrom aux fonctions ·w~ et w~ 

et en remarquant que I o z~n (x)! .s lJz w ~(,c:~+ 10 z w~cicJI nous voyons que ~ 2) zun (x)] est une suite 

de Cauchy dans C. 

2 . 4. Quelques problèmes ouverts. 

Comme nous avons dit précédemment que nous ne savons pas encore si pour tout 1 'ouvert 

fin UJ de C , ~ (~ 1) est identique à ~ /U), nous pensons que ce problème est équivalent aux 

deux problèmes suivants: 

a) Jd!!. problème de 1 'agèbre de fonctions : Le corollaire 9 nous suggère de ppser la question 
de. COJA.(. ~i 

suivante: Soit K CC un compact du plan complexe et soit (u ) une suitevde fonctions de n 
H (K), existe-il une sous-suite (u ) de (u ) telle que pour tout 'peak-point• y de K la o n. n 
suite la U (y)} est de Cauchy ? l 

z ni 
b) .!:l!!._ problème de la théorie d'opérateurs compacts :D'après le lemme 7 nous pouvons aussi 

ll.a."l'!'\e,."f\Q.I'"'• notre problème au suivant : Soit K c C un voisinage fin compact de C de 1 'intérieur 

fin Kf f p , soit u(x,y) la fonction de Green de Kf. Pour tout point x de Kf ~ note péir 1( _l)x 
la norme sur R

0
(K) induite par l'espace hilbertien L2(K; u(x,z).dz). 

L •opérateur lz : R
0

(K) ~ R
0

(K) est -il précompact pour la famille de norme fil llx\ ·xE-Kf J 
càd, pour toute"suite (u ) C. R (K) , existe-il une sous-suite ( u ) de (u ) telle que 

{ 
n O (, f n. n 

<)zun.1 est de Cauchy pour la famille de norme~\ llx \ ·xé. K J 1 1 

1 
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