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SUR LA THEORIE DES FONCTIONS FINEMENT HOLOMORPHES

Nguyen-Xuan-L.oc

§o INTRODUCTION.

En 1970 Fuglede anoncait sa théorie des fonctions finement harmoniques réelles (voir
[5a]). Le grand succés de cette théorie a la fois aux points de vues d'extensions des
structures mathédmatiques et d'approfondissement des résultats classiques (voir Bauer [1])
a attiré 1'attention des spécialistes de la théorie du potentiel et de la théorie de 1'algebre
des fonctions au probleme de généralisation de la théorie des fonctions holomorphes d'une
variable complexe aux ensembles finement ouvertsdu plan complexe (voir par exemple [5b]
et [3a) , [3v] ).
Rappelons que la topologie fine du plan complexe C est 1a topologie 1la moins fine rendant
continus les éléments du cdne des fonctions surharmoniques réelles sur C. Cette topologie
sur C est donc trés'discréte! (on peut obtenir, par exemple, un ouvert fin en soustrayant
les points de coordonnés rationels d'un ouvert de C), il est ainsi difficile d'imaginer une
structure différentielle associée a la topologie fine de C pour pouvoir définir un' opérateur
différentiel fin complexe' comme dans le cas classique de 1'opérateur az pour les surfaces

de Riemann. v

Dans cet article nous exploitons les outils modernes de 1la théorie de probabilités, notament

les martingales complexes_ et les intégrales stochastiques complexes pour étudier la théorie

des fonctions finement holomorphes, En abordant par cette 'voie de déviation' le probleéme

nous parvenons a introduire une notion d*holomorphie fine plus large que celle de Fuglede
(définition 2), a démontrer un théoréme du type de Cauchy-Riemann pour 1'algébre des

fonctions finement holomorphes (théoréme 5) et & montrer I'existence d'un opérateur

prolongeant 1'opérateur , aux faisceaux des fonctions finement holomorphes de C (théoréme §).

Une partie de ce travail a été anoncée dans la prépublication {10].

@ REPRESENTATION LOCALE DES FONCTIONS FINEMENT HARMONIQUES
COMPLEXES DANS L'ESPACE HILBERTIEN DES PROCESSUS HARMONIQUES.

Nous montrons une version généralisée et approfondie d'un résultat connu de Doob ([44])
sur la représentation des fonctions harmoniques complexes par des martingales complexes:
Toute fonction finement harmonique complexe au sens de Fuglede peut &tre représentée
localement comme la somme de deux intégrales stochastiques complexes orthogonaux (théoréme 3),
Nous introduisons pour un ouvert fin du plan complexe les algebres de processus holomorphes
et anti~-holomorphes au sens de Follmer ([6]). En injectant les algébres de processus mentionnés
ci-dessus dans 1'espace hilbertien réel des martingales a carrés intégrables nous montrons
que ces algébres sont des sous-espaces hilbertiens orthogonaux (proposition 2), nous

This work was done while the author was staying at the Université Paris~Sud to l.earn
1applied statistics'. He is thankful to the team of statisticians at Orsay and specially
to Mrs. Coftrell for introducing him to the beautiful language Genstat.
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définisseons 1tespace des processus harmonique comma la somme directe des algébres do
processus holomorphes et anti-holomorphes. Le composé d'une fonction fincment harmonique
définic sur un ouvert fin de Z avec le mouvement brownien local d'un voisinage fin compact
convenable de chaque point de 1'ensemble de définition appartient alors a 1'espace hilbertien

des processus harmoniques associé a ce voisinage.

1.1. Les Intégrales Stochastiques Complexes,

Considérons le mouvement brownien standard du plan complexe C :
X( o

z :={n, F ¥z v )),p (xe.e)}

alors Z s'identifie au processus X+iY ou:
X

X :-_-{_ﬂ, y! ﬁy(xs)rp (XEC)}
et X

v {0, F, B (v ), Pec) ]

sont, pour tout x de C, deux processus de Wiener standards, réels indépendants,

Soient P une loi de probabilité sur ({1, s 1)) et 4un temps d'arrét de la famille ( ’E) ¢ otel

que %50 p.s.P. ettel que E(‘e)=f‘§.dP <400. ~ ~

L'intégrale stochastgue complexe par rapport au systeme 2::(11, /:F, ’Ft, P, ‘9) ou :
"f: 'Egnt ¥t30

est dz’zf.ixﬁe comme su1t. Posons d'abord :

L2(<x>g) = L3¢y %)
U=(U ) \ U est un processus mesurable de temps de vie 8}

du systemez tel que E(j U ds )<+ 60 .

L (< X745) et L2(<Y> ) sont donc des espaces h]lbertlens réels si on les munit du produit
scalaire : pour tout couple U_(U ) et v—(v ) de L (<x>?) (resp. L (<Y g) ),

(UV) EI/U Vg .ds )

L 'intégrale stochasthue réel d'un element U_(U JEL (<X> ) (resp. L (<Y> )) par rapport
au processus x$ (X‘ﬁl\t)wO (resp. v$ :=(Y, )t O) sont notes par (voir [9] ):

ng-—{(u x")t} _([U X )

(2)
(resp. U.Y? {(U Yg)t = ('[ US.dYS) ).
0
Rappelons quelques résultats connus des intégrales stochastiques réelles (voir aussi [9] ):
a) U, Xg et U, Yg sont des martingales réelles continues du systeme z de valeurs nulles

au temps t=0, de temps de vie f; et de carrés 1ntegr‘ables
b) Soit {U.X g):= ((U.Xg)t ) (resp. (U.Yg>:= (<U.Y9)t ) ) le processus croissant unique

associé a U.Xg(resp. U.Yg) tel que |U.X’l2 - <U.X%> (resp. \U.Y”2 —(U.Yg)) soit une

martingale, alors on a pour tout t)0



SAT
P
<L'.A\<§) _ —f UTods p.s.P.
(3) S
$as)
(resp.{U.Y >t L:.ds p.s.P.)

On en déduit que Mapplication AN:U-U.X 5 (resp. U—-vL‘.Yg) définit une isométric entre

1'espace hilbertien L2(( X>%) (resp. LZ((Y%},) ) et 1'espace des intégrales stochastiques
réelles muni de la norme :
Nu.x?%, =E(U.X
(resp. HlU.Y ||1 =E(<U.Y‘9%) ).
Notons dans la suite 1'espace hilbertien des intégrales stochastiques réelles par rapport a X

(resp. Y?) par '(IX@' I 1) (resp. ('] <¥2 \ \]1 ). Posons maintenant :
L2(<z>g r= LA(4X %) + iLz(<Y)9).

%)

L 'intégrale stochastique complexe d'un élément W=U+iV 6L2(<Z >9) par rapport au processus

7%= (Z%At)*oo est un processus complexe w.z5:= {(W.Zg)t} ou on a pour tout t»0 :
7 . “ont
@ w.z )t :=‘£WS.dZS ert

@nt
=f (Us.cixsg -v_.av$) + i[(Us.dY "+v ax?).

Soit maintenant [0,%[ 1'espace des martingales réelles continues, bornées dans L (ﬂ ?, P),
de temps de vie % et nulles au temps t=0 du systéme P =, 3: 3‘“ WPy %).
Posons :
H2(0,60:= M2 00,50 +i120,%C
et pour tout couple d'éléments M = M1+1'.M2 s N= N1 +1'N2 de Hz[O %0 appelons par

(Mi,Ni):= (<Mi’Ni>i ) (i=1,2) les uniques processus a variations borndes du systéme 2

tels que Mi'Ni - <Mi’Ni> (i=1,2) sont des martingales. Alors HZE),‘s[muni du produit
scalaire :

(5) ((MQN)) = E(<M1 9N1>9 +<M2’N2>g)

est un espace de Hilbert réel.

La relation (4) nous permet d'injecter 1'espace des intégrales stochastiques complexes dans
1'espace hilbertien H2[O ,6Cet 1a Il - I -norme de 1'intégrale stochastique W.Z‘g::{(w.zg)t}
peut &tre calculée comme suit 3

(lw.z%1% (w.2%,w.2%))
= E(<U. x‘ -v.Y%,u. xg-v.Y9>9+ <U.YQ+V.X[9,U.Y9+V.X(’%) d'apres (5)
(6)4 2E(f (U2 +v2).ds
{ =2.(|u. x"l + |V. Yg‘ d'apres (3).

1.2. Les Processus Holomorphes et Harmoniques,

Considérons le systeme 2. = (Q i,P % ). Un processus F = {( )tbo} continu,
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adapté a { ;t} , de temps de vie ¢ est appelé holomorphe pour Z s'il peut é&tre s'écrire
sous la forme d'un intégrale stochastique complexe par rapport a 2 , cad, ilexiste un
é1ément W=U+iV & L2(<Z>%) tel que F=w.z% . Nous avons donc :

ont
F(t) =Jo ws.dz: p.s.P. sur jt<g} .V
ol bien d'apres (4) :
F(t) = F,(t) +iF,(t
(7) At . GAL
=£(Us.dXS -V .dyf) + i,{;(US.dYSq—VS.dXS) p.s.P.

Dans ( [6] ,theorem 2.3) F6llmer montrait que 1'ensemble '}f@,%[ des processus holomorphes
du systéme 5. forme un algdbre. Rappelons que g0, %[ est un sous-espace de Hz[(), el .

Proposition 1. %@,9\: muni du produit scalaire ((.,.)) est un sous-espace frmé de 1'espace
hilbeftien réel {HZE),%[ (s .))} :

Preuve, Soit (un) une suite de Cauchy de%ﬁ) , %L . Supposons que les processus u n:={un(t)}

(n=1,2,...) sont de la forme :
oAt

vy gz 8 -
un(t)- o Ys.dZS (n=1,2,...)
\ n n_ ..n 2
oles {¥o}= {Ul +ivg | e L%z ).
On a d'apreés (6) :
. : 2 . n
(vim g = u)® = 1 (C -y™).z%,(y"-y™).z %))
, n .m;2 n m 2y
(8) =2.11m.nmE(é{lUs -u o+ | Vg - V] } .ds )
= 0,
Ainsi (Ug) et (Vg) sont deux suites de Cauchy dans 1'espace hilbertien L2(<X>§), ils
existent donc deux processus U=(US) et V=(Vs) tels que (U™ et (V™ convergent
respectivement vers U et V dans L2(<z >;).
On en déduit que Y=UHV € L2(<Z>§) etquesionpose u=Y.Z 5 alors ué '3'([6,‘5[ et

Lim.  lu, - ull = 0.

Considérons de nouveau le mouvement brownien complexe Z :=-{( Zs)} = «E (XS + iYs)} , et
$. 5% P . 5% _ s

notons par Z7 := (Zs ) le processus défini par: ZZ=Xga iYy s Pour tout s30.

Un processus F! := {F'(t)} de HZ[O,g[ est appelé anti-holomorphe s'il peut s'écrire sous

(73 —¢
F1(t) =jo WS.dZS pour tout t> 0,

avec W= (WS +iWS) € L9z >9).

(1) Dans la suite la notation p.s.P. sur {t< T} pour un certain temps d'arrét T de la
famille ( ?; ) est par abus de language notée seulement par p.s.P.



On en déduit que

F'(t) :=F (t) + 1F‘2(t) gr\’c

" g $ ¢
(w X’ +w dY®) +1i (w LdX? w .dY?) p.s.P.
d'ol :
|F2 =w.z ,W.z )
(10) 1 8,2 2 g2
=2.(|wh. Xy + WY _
L 'espace des processus anti-holomorphes par rapport au systéme by est noté par %[0,?[

Proposition 2, 'j'{k_.), ¢L et %[0,%: sont deux sous-espaces hilbertiens orthogonaux de
2
120,90 ,((.,.n} .

Preuve. En utilisant un argument identique a celui de la démonstration de 1la proposition 1

on peut montrer que %D, %L est un sous—-espace hilbertien de sz,gl: .
Soient maintenant F:=§F(t)}e'x[(-) 4L et F:= {F‘(t?e%@)‘ e[ , il existent donc deux

éléments U—(U + 1U2) et V—(V + 1V2) de L2(<Z >§) tels que on a pour tout t 20 :

g:vc
F(t) = (U. z") Uy dZe"
9At
/ ! +1u2)(dx9+myé)
et ént .
(v 5% _ =
Fi(t) =(vV.Z )t- 0vs.dzS

gAt
A $ .8
-—é(VS+1V52)(dXS-1dYS ).

D'apres les relations (3), (5) (6) et (10) on a donc :
! Xg+ V2. Yg) )

((F, F'))—E:(<U xg u? Yg vix%-v2.v% ;

g)+r::(<u Y5+ 0% ax8, v
9At

—E({(UV 2V2)ds+E(/(U2V2 UV)ds)

' l
Détinition 1, La somme directe "} ?[@WLO ([ de )j{E) ¢ et ’}C\o ¢( dans H [_f) g,

notée par {’M o,8L (., .))} , s'appele 1'_e_sbace des processus harmoniques

du systeme

Remarque. Getoor et Sharpe considéraient dans ({7]) 1'union de WO g( et %LO ¢ et

appelaient cet ensemble la classe des martingales conformes du systeme 2

1.3. Représentation.Locale des Fonctions Finement Harmoniques Complexes .

Soit KCC un compact du plan complexe, notons par HO(K) 1'espace des fonctions
harmoniques complexes dans des voisinages de K et par H(K) la fermeture de la restriction
de HO(K) sur K dans 1'espace C(K) des fonctions complexes continues sur K muni de la
norme supremum,

Nous pouvons utiliser le théoréme de caractérisation ci-dessous de Fuglede pour définir les
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les fonctions finement harmoniques complexes.

Théoréme d'approximation locale de Fuglede ([5b],théoréme 4.1): Soitu:U->C une

fonction complexe définie sur un ouvert finU du plan complexe. Alors u est finement
harmonique dans U si et seulement si pour tout x de U il existe un voisinage fin compact

V, de x dans U tel que la restriction (u\V ) de u sur Vv, appartient a H (VX)Q

Ainsi il existe une suite de fonctions (u ) (V ) telle que (u ) converge uniformément

vers u sur V_ (un -3, u); nous appelons par abus de language, dans la suite, le triplet

associé & u au point x de U 1l'ensemble {(un) ,x,Vx} .
Soient x un point de C et V un voisinage fin compact de x. Notons dans la suite par 'C

le temps de sortie du mouvement brownien complexe Z = (Z ) de V Considérorns enfin

le systéme Z (_Q ? gt,P '(,') et notons par HZE) C [(resp % lo,z.(, %E) Gl et

%x@’ ?_’xf ) 1'espace hilbertien réel des martingales complexes continues, bornées dans

L2(.ﬂ., ] ,Px), nulles au temps t=0 (resp. 1'espace hilbertien des processus holomgrphes,
anti-holomorphes et harmoniques complexes) du sytéme fx'

Théoreéme 3. Soit u : U-»C une fonction complexe définie sur un ouvert fin du plan
complexe. Alors u est finement harmonique dans U si et seulement si pour tout

po1nt x de U il existe un voisinage fin compact V de x dans U tel que le processus

(uz = u(x)) appartient aﬁ( 0,z [

Preuve, a) ( =>).

Supposons que u est finement harmonique dans U. D'apres le théoreme d'approximation

locale de Fuglede il existe, pour tout x de U, un triplet .{(un),x,vx), associé a u au

point x. La formule d'Ito appliquée a chaque fonction harmonique u, (n=1,2,...) donne :

Pour tout t30 : Tx At Tx At
2% (z5).ax e ) 2Un(zH.ay > X
(11) un°Zt uozO /Obxn(zs ).dX "+ Jo zyn(zs‘).dYS p.s.P

Soient bz et '32 deux opérateurs différentiels définies dans un voisinage de VX I
Y2 .2 T N v s,
Bz '-2-(3x - lby) et BE = 2(-3-}-{ + 15 ) , alors (11) est equ1ya1ent a:
T At Tx At
X

u(x) = o U (Z *). dZ o g.iun(zg‘).d.z-:‘ p.s.P",

Tx
(12) UeZy - Z n's

t
. g
Ainsi la relation (12) montre que pour chaque n=1,2... le processus (unaZ o un(x))

appartient a "}K;Co,'cx[. D'autre part si on note u n::u:l+iuﬁ (n=1,2,...) alors les formules
(6) et (10) donnent :

“qu-u (x)“ \B u (Zz") v +35u, (z%).Z 12



_7....
(23 Tx
1 2 2
_1 /bu W |2, & / du
= 5-E( 0\3&“*3‘&“’ (z3).ds + Jolgn "‘”’ (z *).ds) +.

E( 0 ou] Buzlz % f(]b“rwz_ )(Zt")d )

bx 33; ).ds +

Tx

ZL
=E(£{(§ (‘bun)z} (ZG‘) ds + /O{(-aa—f) (au 2} r") ds ).

Puisque u converge uniformément vers u sur V on en déduit de la formule ci-dessus que

1
“(un - um). (u -u )(x)“ —> 0 quand m, n— &, Ainsi {aun(zr")} (resp P-yn( ")}

2 -
{b—lﬁn(zr")} %E (Z“)} ) est une suite de Cauchy dans L (<Z ) donc converge dans le
méme espa 2 vers le processus {u (s)} (resp. iu (s)} { (s)} {us(s)} ). On a donc
finalement : Tx At
ueZ, Te_ u(x) = / %5( u1 (s) +u (s)) +-—( uz(s) u (s) )}dZ

txAt
fiz(“ (s) -u (S))+*-(u (s) +u (s))}dz

Ce qui montre en méme temps que le processus {qu - u(x)} appartient a )ja{ IQ z f et la
suite iu eZ" u (x)} converge vers {qu - u(x)} dans le méme espace.

b) (& ).

Supposons maintenart_quue pour tout x de U il existe un voisinage fin compact Vx de x

dans U tel que (u-Zr’Z u(x) ) appartient a g«{;@,tx[ . L'intégrale stochastique (qur’f u(x) )
est a fortiori une martingale complexe uniformément intégrable du systéme Zx’ il est donc
clair d'apreés le théoréme d'arrét de Doob que u satisfait a la propriété de la moyenne pour
une base de voisinages fins de x. dans Vx' I reste a montrer que u est finement continue
dans U. Pour cela considérons d'abAotr‘d une fonction réelle w : U—> R telle que :

w,Z?- w.ZE‘: ./f:sdxs p.s.Px. pour tout x er ,

0
ol u=(u)e L2(¢x %). Sionpose:
w(x) =lim.sup. f_mey er,y-)xW(Y) ,

alors d'aprés un résultat connu de Doob ([4b]) ona:

W(Z)=1i 7> P

w O\- 1m.suptww. t t?u\st .
T = / Tx X
—hm.sup.tm( uZy + Joug.dX ] ) p.s.P".
=w(ZO) p.s.P*.

ce qui entraine que w est finement semi-continue supérieurement (s.c.s.) dans 1'intérieur
finde Vx'
Sionpose u= u1+iu2 alors d'apres ce qui précede la fonction u, (resp. u, ) est finement

s.c.s. dans U et satisfait a la propriété de la moyenne au voisinage fin de tout point x de
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U, donc uy (resp. u2) est finement hypoharmonique dans U. Puisque toute fonction finement
hypoharmonique dans U y est finement continue (voir par exemple [5a] ) on en déduit que

la fonction complexe u = u, + iu2 est aussi finement continue dans U.

Remarques. 1) Follmer a donné dans [6) une démonstration du résultat suivant de Doob :
Soit U ¢C un domaine du plan complexe C et soit x un point de U. Alars

une fonction complexe continue dans U, u : U—C, est harmonique dans U si et seulement si
(& . ~
le processus §_qu vU_ u°20' }est une martingale complexe du systeme Z:: e, ? y Tt,ngfu)

, cad, pour tout ouvert relativement compact W de U le processus .{u-Zzw - quO} est une
martingale uniformément intégrable du systéme Z (xo est un point fixe de U ),

D'autre part on sait qu'une fonction complexe finement harmonique dans le domaine complexe
U y est harmonique (voir [5b7), theorem 2.2), on voit ainsi que dans ce cas particulier le
théoréme 3 ci-dessus donne une représentation locale (via 1a topologie fine) d'une fonction

harmonique dans 1'espace hilbertien des processus harmoniques du systeme 2:;( (x ev)
tandis que le théoréme de Doob procure d'une représentation globale de ce méme fonction

dans 1'espace des martingales complexes.

2) La démonstration mentionnée ci~-dessus de Fdllmer est basée essentiellement
sur la 'propriété différentielle!' suivante : On peut appliquer la formule d'Ito a la fonction u
puisque u comme une fonction continue et vérifiant la propriété de la moyenne dans U
appartient a la classe CZ(U). Remarquons que ce propriété est intrinséquement 1ié a la
topologie complexe de C et n'a pas de sens pour les fonctions définies dans un ouvert fin de C.

@UNE THEORIE DE FONCTIONS FINEMENT HOLOMORPHES.

Nous introduisons une notion d'holomorphie fine (définition 2), notre définition donne une
classe de fonctions finement holomorphes dans un ouvert fin du plan complexe plus large que
celle de Fuglede (voir [5c] ). En injectant 1'espace des fonctions finement holemorphes dans
1'algebre des processus holomorphes nous obtenons un théoréme du type de Cauchy-Riemann
pour cet espace de fonctions (théoréme 5). Ce théoréme nous permet d'identifier 1'espace des
fonctions finement holomorphes dans un ouvert £fin"U du plan complexe avec 1'algebre de
fonctions U ) introduit récement par Debiard et Gaveau ( [3a] ). D'autre part nous montrons
par une méthode constructive 1'existence pour tout ouvert fin UC C d'un opérateur linéaire
BU :,B(BU‘)C d W) — § @W) d'un sous-espace de O(U) dans ) tel que dy, S 'identifie

a 1'opérateur différentiel complexe classique )Z:= -;-(%;{ -1i %}—,) lorsque U est un ouvett

complexe.

2.1. Quelques Définitions Préliminaires.

La caractérisation d 1une fonction finement harmonique complexe par des processus harmoniques
énoncée dans le théoreme 3 du paragraphe pré&édent nous suggere la définition ci-dessous d'une



fonction finement holomorphe. C'est une généralisation de 1a notion d'holomorphle complexe
car nous verrons qu'une fonction définie sur un ouvert complexe est finement holomorphe

dans cet ouvert si et seulement si elle y est holomorphe.

Définition 2. Soit U un ouvert fin du plan complexe C. Une fonction u : U-C est appelée
finement holomorphe dans U si pour tout point x de U il existe un voisinage

fin compact V_ de x dans U tel que (ueZ" - u(x)) appartient a'}(xb, 'Cx[ .

slensut
I Vv de la définition que la classe des fonctions finement holomorphes dans U forme un

espace vectoriel complexe, nous la notons par Mf(U).

Considérons maintenant un voisinage fin compact VX d'un point x de C. Nous notons
respectivement par R o(vx) et R(Vx) 1'algébre des fonctions holomorphes dans les voisinages
de V_ et la fermeture de la restriction de Ro(vx) sur V_ dans 1'espace C(Vx) des fonctions
complexes continues sur Vx muni de la norme supremum.

Pour chaque élément u€ R (V ) on note par F, = {F (t’S le processus défini par :

r;:At
F (t) / u(Z ‘t) dZ p.s.P . et pour tout t30,

Rappelons que 'Cx denote le temps de sortie du mouvemeht brownien complexe pour 1'ensemble

v, - =
Il est clair que F est un processus holomorphe du systéme ZX ={-ﬂ, F ’ ﬁ,P , 'C'XS pour

tout u de R (V ), par conséquent la classe de processus {Fu' u eRo(Vx)} forme un sous-

espace de A}E b,T [

Définition 3. Le complété de 1'espace {Fu jué RO(VX)} pour la norme || || est noté par
m_(V x). O)\(Vx) est donc un sous-espace fermé de b(x@,txY , (., .))} .

Proposition 4. Supposonsque V possede une base de voisinages composée de domaines

simplement connexes alors 1'espace 6(_(V ) s'identifie au complete dans
{'}( [0 T x[ («.,. ))} du sous~-espace des processus holomorphes de la forme (u.,Z = ulx) )

ouué& Ro(vx)’

Preuve . Soit u€ Ro(vx)' Il existe un voisinage ouvert simplement connexe U de Vx tel
que u est holomorphe dans U, par conséquent ilexiste une fonction v holomorphe

dans U telle que _v=u dans le méme voisinage.

D'apres ([6], theorem 12.1) on a pour tout t %0 :

z r Tx \& - z

x X _ X x X

VeZi = VeZ * = [y aZV(ZS ).dZs p.s.P".
- /0 u(z*).dz 5 p.s.P".

Les processus (vsZ v A v(x)) et F , sont donc indistinguables pour le systéme Z
Rec1proquement si VER (V ) on peut toujours écrire d'apres la premiére dgalité de (14)
que (v.Z - v(x)) = avec u=2,v
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Remarque. Supposons que nous avons un ouvert fin U C tel que chaque point x de U
possede une base de voisinages fins compacts ‘y;( vérifiant les conditions de
la proposition 4. Soit maintenant u : U= C une fonction complexe définie dans U telle que
pour tout. point x de U il existe un élément Vv, de Yx tel que (u:sz:- u(x)) € Q(VX), alors

d'apres la proposition 4 on peut trouver une suite (un) C Ro(vx) telle que :

(un. y A un(X)) — (u«er-'- u(x)) dans ,}gx@, ZX\:.
On peut donc penser que la propriété ci-dessus est plus naturelle que celle utilisée dans la
définition 2 pour définir une notion d'holomorphie fine mais malheureusement il est facile .
de voir que tout point x du plan complexe possede un voisinage fin compact violant les
hypothéses de la proposition 4. En effet considérons une suite d'éléments de C~{0}
convergeant vers 0, le complémentaire de cette suite est donc un voisinage fin de 0 qui
contient un voisinage fin compact Vo de 0. Il est impossible d'exprimer VO comme 1!
intersection d'une famille de domaines simplement connexe. Nous verrons dans la suite
que c'est cette propriété topologique de la topologie fine qui créa la différence, au point
de vue de 'différentiation stochastique!, entre la théorie des fonctions holomorphes et 1a

théorie des fonctions finanent holomorphes.

Considé rons de nouveau un ouvert fin U de C et soit ch U un voisinage fin compact d'un

point x de U. Posons :
- u est finement continue dans un certain ouvert fin W>OV X

H,(V.):= {u:Ww=C
r"x WA L2( <Z>t) .
’ x
et
H11°c(U) =4 u:U=C

- u est fin_.ement continue dans U.
-VxeU, 3Vx tel que u€H,(V, ).

Dans la suite nous notons par Hf(U) 1'espace des fonctions finement harmoniques complexes
dans U, rappelmsque d'apres le théoréme d'approximation locale de Fugledeil existe pour
toute fonction f th(U) et pour tout point x de U un triplet {(fn),x,vx} associé a f au
point x (voir 1.1.3.).

La définition ci~-dessous généralise celle de 1'opérateur 32 = %(%(- +i§—y) du plan complexe.

aux ouverts fins,
Définition 4. L 'opérateur BU ) (EU)-—a H11°C(U) est un opérateur lindaire ayant pour

domaine de définition 2} (BU) C Hf(U) et pour 1'ensemble de valeurs un
loc
sous-espace de Hj ).
g€ HlloC ) : pour Vx e U il existe un triplet {(fn) X, Vx}
(14) & (3y) ={ £ €H{U) | associé & f au point x tel que 1a suite (35f+2%)
converge vers gs z%dans L2(<Z7a).

La valeur S»Uf de 1'opérateur SU au point f € J( SU) est par définition la fonction g

de H110C(U) définie par la relation (14) : Swf -g.
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Remarques. 1) Si féo?ﬁ(-a-u) alors la valeur %Uf = g est indépendante de la classe des triplets
associés a f en chaque point de W. En effet soit x un point quelconque de U et

et soient g, et g, deux fonctions de HIOC(U) et de plus soient {(f ),x,V } {(f ), x,V }
deux triplets associés a £ au méme pomt x tels que :

(15) 33842 25 gpZ  dans L7(<Z%)
2

Tx Tx 2, .,
V5L °Z —>g,°Z " dans L («Zx).
On a d'une part :
1 2 2
5, - £ AR (g - gz)az dans L5(<Z %)

et d'autre part : Tx At

TNt

€ - Dz - 6} - Dezg = J a0 -z ) o, - 22) G

Z>dz
S
et comme la suite (f1 - f2) converge uniformément sur Vv, vers 0 on déduit des formules (6)

et (10) que les suites de processus ?'b (f 2).zf"} et {gz(f; - fi)oz‘r’?convergent vers 0

dans L (<Z7 ). On a donc
(£

3 2 . 2 r,;
(g1 -gz)eZ = 0 dans L (<Z7(,.)’ cad, Ex( 0!8y - gz‘ .ds ) =

Par conséquent g, et g, sont égales dans un ensemble finement dense de 1'intérieur fin de
Vx pour tout point x de U, d'autre part puisque g4 et g, sont finement continues dans U
ils sont donc identiques.

2) Dans le cas particulier ol 1'ouvert fin U est un ouvert complexe Hf(U) coincide
avec 1'espace H(U) des fonctions harmoniques complexes dans U (voir [5b] ,théoréme 2.2).
Ainsi powtoute f ¢H(U) et pour tout point x de U on peut choisir {(f),x,vx} comme un triplket
associé a f au point x avec V x une boule fermée de centre x contenue flans U. La remarque 1

A > g . . d.
montre en méme temps que £ € Q) (BU) et )Uf :3-Z-f, ainsi dans le casvun ouvert complexe

1'opérateur SU s'identifie avec la restriction de 3> (la domaine de définition de 25 est Cé(l}))
sur 1'espace des fonctions harmoniques complexes dansU.

3) Soit f € Hf(U) olt U est un ouvert fin de C, Alors pour tout triplet _{(fn),'x,\/x}
associé a f au point x de U on peut utiliser les mémes arguments de 1a remarque 1 pour

montrer que (= £ o2 ™) est une suite de Cauchy dans L (4 Y4 ) cette suite converge donc

vers un processus Y Z(Y )}dans L2(<Z7) Debiard et Gaveau affirmaient dans ([3b],théo.6.2)
qu'il existe une fonction g définie presque parftout pour la mesure de Lebesgue dans U telle
que Y et g.Z Zsont indistinguables pour les systémes Z‘x (x € U). On peut donc définir

f = g, cependant 1'inconvénient de cette définition de 1'opérateur 'jU vient du fait que

dy
1'ensemble excepbonnel cité plus haut dépend de la fonction donnéeVet c'est pour cette raison
que nous avons restreint le domaine de définition de B a A aU) C Hf(‘U) afin de pouvoir
formuler un théoréme du type de Cauchy-Riemann pour les fonctions finement holomorphes

(voir aussi 1'appendice).
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2.2. Le Théoreme de Cauchy-Riemann Pour Les Fonctions Finement Holomorphes.

Théoreme 5. Soit U C C et soit u : U—C une fonction complexe définie dans U, alors les
propositions suivantes sont équivalentes :

(a) u est finement holomorphe dans U.
(b) Pout tout point x de U il existe un voisinage fin compact Vx de x dans U tel que

ez u(x) € (V)
(c) u appartient au domaine de deflmtlon P} ()‘U) de et BUu 0.

Preuve. Nous montrons 1'équivalance de (a), (b) et (C) dans 1'ordre suivant :
(a)=>(b) = (@)= (c)=>(a).
Supposons que u est finement holomorphe dans W, cad, u éﬁ-{ ). D'apres la définition 2
ils existent, pour tout x de U, un voisinage fin compact V de x dans U et un processus
Y =Y )}€ L2(<Z7 ) tels que : Pout tout £ 0,

o 'Cz/\t <
(16) u«Ztc" -uaZ0 = fO Y .dZ_ p.s.P~.

u est finement harmonique dans U d'apres le théoreéme 3, il s'ensuit du théoréme 4!
approximation locale de Fuglede qu'il existe pour tout x de U un triplet {(un),x,vx} associé
a u au point x. On a donc pour n=1,2,... et pour tout t20 :

u = u sur V. et
— ’
n X Tt TxAt

Z Z'x _—T X
uozt - UoZ azun(zS ). dZ 0a-z-un(zS ).dzS p.s.P",

T;
On conclut d'une part que la suite des processus harmoniques {unoz - un(x)} converge vers

7 _ :
2u° y A u(x)} dans jt?‘ﬁ) C [ et d'autre part que, comme une. stmte de Cauchy dans /}{xﬁ) Tl
TxA

(resp. ’ﬁ o,z [), la suite de processus holomorphes { D un(Z x ).dZ )(resp anti-

holomorphes { .éb un(Zt") dZ )} converge dans ’}{xﬁ) C [ (resp. j«‘t o,tT [) vers un
T At
processus holomorphe (resp. anti-holomorphe) de la forme f f Y (s) dz X(r‘esp ‘5[ Y (s) d2$)
ol Y, = iY (s)]eL (<Z3) (resp. Y, iy, (s)}eL (<z%)).
On a donc pour' toutt)O T AL TxAt
(17) Wz, uZ] /Y (s).dZ" + f Y,(s).dZ 0™ p.s.P”
t 0 0 1Y s 0 2¥'"""s et

(=
Mais la décomposition du processus harmonique {qu e u(x)} en la somme de sa partie
holomorphe et anti-holomorphe est unique d'apres la définition 1, en comparant les relations

(16) et (17) on obtient les assertions suivantes :

gag a(cz. Puisque Y2 doit &tre indistinguable du processus nul dans L2(<Z %), on déduit
de la deflmtlon 4 que u ééz)(au) et BUu 0 car le processus Y = %_Yz(s)} est
la limite dans L (<Z7t) de la suite de processus p—-u (z ")}

(@) =2(c). T est clair que {u‘-Z - u(x)} est 1a limite dans 'j\{xb,fx[ de la suite de processus

holomorphes S?_Bzurf erZT”})ﬂ suffit donc de montrer que 2 u. appartient a RO(VX)
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(n=1,2;....), mais ceci est trivial car u, est harmonique dans un voisinage de Vv, donc:
bi(azun);-bz(a'iun):Alun =0 (n=1,2,...).
D'apres le théoreme de Cauchy-Riemann 3 2Yn (n=1,2,...) est holomorphe dans un certain
voisinage de Vx .

(b)=> (a). Cet. implication est triviale car pour tout voisinage fin compact Vx de x dans U
@,(Vx) est un sous-espace hilbertien de {'}rfx@,rxf (., .))}

M Soit u un élément de & ( SU) tel queSUu =0, Puisque u est finement harmonique
dans W il existe, pour tout point x de U, un triplet i(un),x,vx'g associé a u au
point x., La formule d'Ito appliquée a chaque élément de la suite de fonctions harmoniques

comple donne rtout t20:
plexes (un)t on zou rzr\t/ Tont
x *_ (4 Tx f T ~ Tax X —
(19 UeZ, - uoZ "= azun(zs ).dZS + Jo ?,Eun(zs ).dZS p.s.P". (n=1,2,...
On a donc d'aprés (10) @
TSy 1,7 2 G
(18") “ U272 u = 2( “a—zun.z “4+“32u.noz , )

ou u:l et uﬁ (n=1,2,...) sont les parties réelles et imaginaires de u, (n=1,2,...).

Puisque 'éwu =0, cad, le second menbre de (13') converge vers 0 quand n tend vers infini, -
on en déduit que la suite des processus anti-holomorphes {_32 unle".—Z— t"f}conver'ge vers zéro

dans ’(}{x[o T L.

D'autre part pour tout couple d'entiers m et n on ad'apres (1%) :
zav. Te 2 T T 2
“ Bz(um - un)°z -Z ‘\ & " (um - un)’Z - (um - ur:)'ZO zn

& 2.sup{\(un - um)(x)\\ xevx} ,
’ rx. Te . A A .
par conséquent {a zunaZ 2 } est une suite de Cauchy dans %xlp, Z‘x[ (on peut méme dire

dans &(Vx) car )-i( U n) =pu, =0 dans un voisinage de Vx); il existe donc un é1ément

Y =j(¥_)}eL2(<Z ) tel que la relation (13) devient pour tout t)0 :
TxAt

X
YS.dZs p.s.P".

Tx Tx
WZ = uZy =/,

lorsque n tend vers o, cad,
T —~
juz™- U(X)}G%xb, Tl .

Remarques. 1) Supposons maintenant que U est un ouvert complexe, alors d'apres la
r'emarque‘ 2 de la définition 4 1'opérateur SU n'est autre que la restriction

de 1'opérateur différentiel b—z- sur 1'espace H(U) des fonctions harmoniques complexes
dans U, ainsi l'éguivalencef(a)'% ('c)} du théoréme 5 montre qu'une fonction complexe dans U
est finement holomorphe si et seulement si elle est holomorphe dans U. De plus 1'équivalence
HEV=S (b)} du m&me théoréme donne une caractérisation de 1'holomorphie d'une fonction

définie dans W par 1'approximation locale dans les espaces @(Vx) (xeuv).



=14~
Dautre part en combinant le théoréme avec la remarque de la proposition 4 on obtient le

corollaire suivant :

Corollaire 6. Soit u :U->C une fonction complexe définie dans un ouvert complexe U. Alors

u est holomorphe dans U si et seulement si pour tout point x de U ils existent

un voisinage fin compact V_ de x dans U et une suite de fonctions (un) CRO(VX) tels que :
Tx Tx
(19) Eun.Z b un(x)} converge vers SLqu - u(x)} dans /jex@,tx[ lorsque n—a0.

2) Fuglede a introduit dans [Sa la notion d'holomorphie fine suivante :

Deifinition. Soit U un ouvert fin du plan complexe C. Une fonction complexe

u : U-C est appelée finement holomorphe au sens de Fuglede si pour tout x de WU il existe

un voisinage fin compact V, de x dans U tel que (u\Vx) éR(Vx).

Il est clair qu'une fonction finement holomorphe au sens de Fuglede dans U y est donc finement
holomorphe au sens de la définition 2. En effet soit (un) une suite de RO(V*) telle que (un)

converge uniformément vers u surtv , alors la formule (13) donne pour n =1,2,... :
Te A
Tx Te _ ™ Tx X
ueZ, C-ueZy" = 0aZun(Zs ).dZS p.s.P".

z
par conséquent la suite de processus {u ri’Z z un(x)i converge vers {u=Z T* u(x)} dans &(Vx).

On en déduit que u € 2 (SU) et S‘Uu =0 mais la réciproque est loin d'étre vraie comme
nous montrons dans la suite, ainsi 1'algébre des fonctions holomorphes au sens de Fuglede
est trop 'étroit! pour qu'on puisse énoncer un théoreme du type de Cauchy-Riemann.
Supposons que uéﬁ(?u) et SUU =0, d'apres le théoréme 5 b) ils existent, pour tout x& VU,
un voisinage fin compact V. CVU de x et une suite de fonctions, (vn) c RO(VX) tels que la suite

T
de processus ivnozr".zr"}tend vers judZ Z u(x)}dans %X[O, 4 x[‘ On se demande d'abord

si u satisfait & une propriété plus faible que celle utilisée dans la définition de Fuglede,

notament on cherche pour tout n € N une fonction uné Ro(vx) telle que .les processus
Zx, tx . tl . . .
iunoz - un(x)} et §v6 Z *.Z } (n=1,2,...) sont indistinguables dans )Mx@’ Cx[ .

D'autre part pour toute fonction v € Ro(vx)’ il exite d'aprés le théoréme de Runge une suite
de fonctions rationnelles (w m) avec pdles en dehors de v, convergeant uniformément vers
Vv sur V_. Supposons que w:= Pm/Qm (m=1,2,...) ol P et Q  sont des polyndmes

complexes, alors on peut éci*ire :
! -1
(20) W = Ao(z) + %Aj é (z - aj) }
ol Ags AqrevesBy sont des polyndmes avec A, ( 1¢i¢k) n'ayant pas de termes constant et ou

a; ( 1 gigk) sont les pdles distincts de Qm(z). Dans la formule (20) on voit que les intégrales

complexes de la forme

?
j‘(—w—_la’js‘.dw G=1,2,...) zEV,
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ne peuvent &tre approximés uniformément sur Vx par des fonctions de RO(VX) .
Dans une communication personnelle Fuglede nous a demandé s'il est possible de construire
une fonction appartenant a ’M (U) et ne vérifiant pas les conditions de sa définition, quoique
la réponse est affirmative d'apres ce qui précede nous n'avons pas de 'solution constructive'
pour ce probleme.
3) Soit u€e H (U) une fonction finement harmonique complexe dans 1'ouvert

fin U. Supposons que pour tout x de VU il existe un triplet {(u ), %,V }
associé a u au point x tel que la suite de processus complexesébzu 27 }converge vers O
dans L (<Z%), alors on voit immédiatement que ued (3 ) et BUu 0. Cette remarque
nous permet d'identifier 1'espace 'él{’ (U) des fonctions ﬁnement holomorphes dans U avec
1'algebre 9 (V) introduit dans [3a) par Debiard et Gaveau.

2.3. L'Opérateur Différentiel Complexe Fin d'un Quvert Fin.

Soit U un ouvert fin du plan complexe C. Dans le cas particulier ou U est un ouvert du plan
complexe 1'opérateur différentiel complexe bz =%(%x—i'g§r) est par définition un opérateur
lindaire sur 1'algébre des fonctions holomorphes dans U qui associe a toute fonction
holomorphe u sa difféfentiel complexe a u. Notons 1'algébre des fonctions finement holo-
morphes dans U par 'M (V) (voir deflmtlon 2), nous construisons dans ce paragraphe un
opérateur linéaire ’bU de domaine de définition un sous-algebre de '}( f(U) noté par oB( aU)
et de valeurs dans "){ f(U) tel que si U se réduit a un ouvert complexe alors BU s 'identifie
a 32 (théoréme 8).
I est intéressant a noter que ,% (BU) contient 1'algebre des fonctions finement holomorphes
au sens de Fuglede (corollaire 9) et que nous ne savons pas si ¢ ( bU) est identique a
'éf{‘f(U) ou non, Dans - } 2.4. . . nous abordons quelques questions relatifs a ce probleme,

Lemme 7. Soit u: U-—-C une fonction finement holomorphe dans un ouvert fin U du plan
complexe C et soit {(un),x,v x} un triplet associé a la fonction u au point x

de U. Alors sont équivalents :
(a) La suite de nombres complexes éazun(x)} est de Cauchy dans C,

(b) La suite de processus >2u o 2™\ est de Cauchy dans L2(<Z> ).
——=T z;.
I

De plus si lim bzun(y) existe pour chaque point y de l'intérieur fin de "Vx alors la fonction :

wly) =1im 2 u_(v)

nYzn
peut étre définie indépendamment du triplet z(un),x,VX} associé a u au point x.
Preuve. a) Soit 2( un),x,vx} un triplet associé & u au point x de U, Puisque pour n=1,2,...

1€ HO(VX)_, on a d'apres la formule d'Ito :

TeAt x At
T T _ / Tx (£ / Tey, 5 % X
@1 ueZ - ueZy = 2,u.(20).dZ 7+ dzu (Z ).dz_ p.s.P". (Yt20).
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D'autre part puisque bzun CRO(V )(n=1,2,...) onad'apres (13) :

LAt
J,u (Zr") = U (ZO ) + Bzu (Z ") dZ p.s.PX.  (Vs0).
0
La formule (2 ) devient :
T A /tx"t rxé\‘t
Tx Tx Tx u Tx ~ T
M') usZ, - ueZy" = 2 u (Z ). dZ + Od_z L%—Z;n(zu ).dZu .....
TxAt
b d,(2).dz . p.s.PX.  (t%0)
Si nous posons :
3zun(ZO ) = Bzun(x) =an+ibn p.s.P*. (n= 1,2,...)
Ru ST 1 . 2 A,
.b-z-n Z2g* = Mn(s) +1Mn(s) (n=1,2;...]
Alors les formules (4) et (6) donnent d'une part :
1,42 /r, 1,y 2
“an- Mn(sX\1 - E:x( 0 ‘an- Mn(s)I +ds ) .
X

]

lanl 2 E LT + IMOI3 - 2.a,E( JoMle).as )

Tx
“bn - M?l(s)‘lf = Ex(‘é ‘bn - Mfl(s)l z.ds)
| .
= o1 2 BT + MO - 2.0 .E ([, M(s).ds )

: Tx
et d'autre part puisque u, converge uniformément vers u sur Vx’ % Bzuﬁ’z xj converge vers
{O}dans L2(<Z7z2 lorsque n tend vers o, on en déduit que :

(a ) et (b ) sont des su1tes de Cauchy dans R si et seulement si é M (s)} et ; M (s)} sont des
sultes de Cauchy dans L (<X p z) cad, (a) est équivalente a (b).

. 1
b) Soit Vi 1'intérieur fin de Vx' Supposons qu'ils existent deux triplets {(un),x,\/x ‘S"
{(uﬁ),x,v x.g associds a u au méme point x tels que :
Ve Y f
lim Bzu:l(y) existe et égale a w1(y) pour tout' y de V,
(‘Z‘Z) et '

lim 3, uz(y) existe et égale a w (y) pour tout y de V; .

Alors W, et W, sont identiques dans Vf s'ils sont finement continues dans cet

ensemble. En effet pour tout yéV on peut con51der'er2(u ),y,V }et 2(u Y,V .5

comme deux triplets associés a u au méme point y, d'autre part on sait déja que (voir

. .,
la partie (a)=(c) de la démonstration du théoréme 5) les deux processus {azu:fzt‘.z ‘}
: P - ~ .. T T .
et ib u2 oZ rlZ"“}conver‘g;ent dans )}f lo, (x\, vers la mme limite 2uaZ g quJce qui

Tx ~ ..
rev1ent a dire queles deux processus 23 u . Z"‘j et {)zurzx"z font meme limite dans
L (< Z> ), cad :
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T
limnEy( Dz(u:1 - uﬁ)\z(zs" ).ds ) =0 (Mye V)f )

Ce qui en_traine d'apres (22) que :
Tx’ 2 T
X
Ey( b {w1 - w2| (ZS ).ds )

0 (\iyevf()

Par conséquent Wy et W, sont égales dans un ensemble finement dense dans V;Z, comme ces

deux fonctions sont finement continues dans Vf , €lles sont identiques.

11 suffit de montrer maintenant que 512(u ), X,V 73est un triplet associé a u au point x tel que
lim 9 u (y) = w(y) existe pour tout y de VI alors w(y) est finement continue dans Vf

Lalssons t% 0 fixe et faisons n tendant ver's 1'infini dans (2 1/ ) nous obtenons la relatlon :

Zo"; t< ) +Ey(F(t, ) 7)) (Vye Vtx )

e
Ey(u'Z - uaZ o

Tx
0 ; t4 tx) =w(y).Ey(zt -

TxAt  ,TxAS
ou F(t, ) = Od'Zs /oY(“)'dZ.‘*'
D'autre part nous savons que les fonctions suivantes :

y — E (u:Z -u.Z0 R 4 ZX)

Tx
y-—;Ey(Z:’C~ zo,tu.)

y — EJ(F(t,); KT )
sont finement continues dans Vi , Cé qui entraine que w(y) est aussi finement continue dans Vi .
Théoréme 8, Soit u : U-C une fonction finement holomorphe dans 1'ouvert fin U.

Supposons que pour tout point x de U il existe un triplet i(un),x,vx} associé

a u au point x tel que :

(23) limnb Zun(y) existe pour tout y appartenant a 1'intérieur fin de v,.

Alors il existe une et une seule fonction finement holomorphe bwu : U—C dans U telle que

Pour tout point y de U et pour tout triplet {(u ),v,V } associé & u aupointyona,

iél\t
qu - qu _{ Uu(er) dZ p.s.Py. (Yt 2 0)
(24) { et T, Tx
. wZ (T)=-wZ
lim,, = o - Y = 3 u(Z ) p.s.PY.
Zeg- 25"

ou T m (m=1,2,...) sont les temps de sortie du mouvement brownien Z d'une suite de

voisinages fins compacts de y décroissante vers y-
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Preuve. D'apres la 2¢ partie du'lemme 7, nous pouvons définir L Fy
J/JS §30 B

lim_ azun(x) 1= b u (x) pour tout x de U,

et la fonction )_u: U->C ainsi définie est indépendante de 1a classe de triplets associée a

chaque point x de U. Soit {(un),x,vx} un triplet associé @ u au point x de U, d'une part

puisque "azun (n=1,2,...) est holomorphe dans un certain voisinage de Vv, ( car
'a-z—( azun) =A,u = 0 dans un voisinage de Vx) onad'apres (13) :
T ;’5“ z < X
X . u Cx x
(25) 2,802 = %M Z0 =J Sz n(z *).dz p.s.P . (¥t20)
De plus on sait qu'en faisant n tendant vers1'infini le premier menbre de (25) converge

X
p.s.P". vers:

“’Z - uZ" T AL -
tandis que le second menbre de (25) converge vers/ov 542, avec V= {V Slé L2(<Z >C) |
d'aprés le lemme 7 b) (car lim b u (x) existe), on a donc fmalement : *
Tx At
Bqu zuozo o Vs 92 Tx p.s.PX. (Vt0),

cad a,u est finement holomorphe dans U,

Montrons maintenat que Bvu est 1a fonction finement holomorphe unique vérifiant 1a relation
(24). soit {(u ), X, V. }un triplet associé & u au point x de U, alors d'aprés la démonstration
du théoréme 5 ( partie (a)=>(c) ) on sait que la suite de processus holomorphes }a u 7% 7% }

converge vers zu oz -uozg"} dans ﬂ}{x@ , cx[ et d'autre il est clai¥ que la suite de

% _
processus %azu 1z ”gconverge vers b u.Z * dans L2(< Z 7&), ce qui donne enfin (24) :
z,‘ At

T
wZ, < uezt* = b2y u(z ") dZ p.s.PX. (¥t 0)

t 0
S'il existe une autre fonction finement holgrphe w définie dans U et vérifiant (24) alors
puisque a fortiori tous les deux fonctions w et auu sont finement continues dans U on peut
utiliser le méme argument de la remarque 1 de la définition 4 pour montrer que w et » u

sont identiques.

Soit maintenant (r'm) une suite de nombres réels strictement décroissante vers 0. Notons
par B(.y,rm) (m =1,2,...) la suite de boules fermées de centre y et de rayon r,, par

C m(m =1,2,...) la suite de temps de sortie du movement brownien pour le voisinage

fin compact B(y,r‘m)(\ Vy (m=1,2,...) de y. D'une part la fonction Ibvu\ 2 : Vx-—a R+/\
et d'autre part elle satisfait aussi a la relation : est comfinue

“B‘UU"ZT‘“? = ‘K/x u(yiz)-lBUUIZ(Z).dZ < + 9,

ot u(y,z) est la fonction de Green de 1'ouvert fin V; .
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Un argument analogue a celui de la démonstration de ({2}, theorem 2) donne :

wZ (T ) - Wz " A /tm T
. o . v L
Lim m 0 = lim_ — Obvu ). dZ p.s.PY.
Zt‘— Z'C:c Ztm- ZO
Tw 0
= 3y u(Z ) =3 u(y p.s.PY.

Définition 5. Pour tout ouvet ©in U du plan complexe C, posons :

Pour ¥ x€ U, il existe un triplet {(u ),X,V_}associé
(26) Q@ v = qu G%f(w) ’ { n’’"? x}

a u au point x de U tel que lim au“‘( ¢) existe dans V,f:

Alors il existe un opérateur lindaire b :A (BU) C }é( W)— gl{ (U) de domaine de
définition &) ( a ) et de valeurs dans 'j'\f (V) tel que :

Pour tout x de U et pour tout u &) ('b ) il existe un voisinage fin compact V, de x dans
VU: P Tx AL

Tx
qut - UOZO =

X

z: Tx _
0yt(25 ™). dZ p.S.P".  (V¥t20)

BU s 'appele 1'opérateur différentiel fin complexe de 1'ouvert fin U C C.

Corollaire 9. ‘I) Toute fonction finement holomorphe au sens de Fuglede dans U appartient

a DYy

2)si U est un ouvert complexe alors Qw s'identifie a 1'algébre des fonctions

holomorphes dans U et )U s'identifie a 1'opérateur dlfferentlel complexe z2=3 -;—’;’(—— 1aay

sur U,

3) Supposons que en tout point x de U il existe une base Y de voisinages
fins compacts de x dans U telle que tout élément V € )9’ posseéde 1u1-meme une base de
voisinages composée de domaines simplement connexes ’ alorsx(au) coincide avec ,j'f (v).

Preuve. Rappelons qu'une fonction complexe u: U~>C est dite holomorphe au sens de
Fuglede dans U st dkest finement harmonique dans U et si de plus pour tout x de
U il existe un triplet f (un),x,in avec (u n) cRo(Vx) associé a u au point x.

D'apres le théoréme de Hallstrom sur la dérivation par point de 1'algébre de fonction Ro(vx)

([8], theorem 1) on sait que pour tout point x de V}'E il existe une constante universelle C,

telle que :

(25) }3 u(x)l <C, | vl pour toute fonction v € R (V ),

f

On en déduit de (25) que lim oy M n(y) existe pour tout pint y de 1'ouvert fin V. o cad,

la condition (23) du théoréme 8 est vérifide pour la fonction finement holomorphe u.
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2) Si 1'ouvert fin U se réduit au cas particulier d'un ouvert complexe, alors d'apres le
théoréme 5 et d'apres la remarque 2 de la définition 4 w f(U) s 'identifie a 1'algébre des
fonctions holomorphes dans U. D'une - part si u est holomorphe dans U on a d'apres (13)

pour tout voisinage fin compact Vx d'un pé)int x dans 1a relation :
TxA

uzZ, -uz, = gu(z )dZ p.s.PX.  (Y30),

d'autre part d'apres le théoreme 8 la fonction qu est 1la seule vérifiant 1a relation ci—déssus
on en déduit que aUu =3,u pour touke fonction f € ‘j(f(U), cad, aU = az .
3) Soit xe U et soit i(un),x,V)J un triplet associé a u au point x tel que vV, peut s'écrire
comme 1'intersection d'une famille de domaines simplement connexes., On peut donc supposer
que u € HO(VX)_ (n =1,2,..) et de plus 1'ensemble de défintion de chaque fonction u est

. 1. N .
un ouvert simplement connexe . Posons u, = u 1ui ou u:l et uﬁ sont respectivement la

partie réelle et la paz"tie imaginaire de u.. Pourn=1,2,... appelons par 'ﬁ:l et ﬁi les

conjugués de u:l et u2rl dans leur domaine de définition, alors on a :
1 1 . ~1 '
wo=u +iu € Ro(Vx) (n=1,2,...)
2 2 . A2
wo o= ug +1unéRo(Vx) (n=1,2,...)
En appliquant le théoréme de dérivation par point de Hallstrom aux fonctions '-w:l et wr21

et en remarquant que | 3 Zun(x)[s [azw:l(x)]+ |2 ZW?,"‘" nous voyons que éa Zun(x)} est une suite
de Cauchy dans C.

2.4, Quelgues problemes ouverts.

Comme nous avons dit précédemment que nous ne savons pas encore si pour tout 1'ouvert
fin U de C, aZS (b U) est identique a ’M’f(u}), nous pensons que ce probleme est équivalent aux
deux problémes suivants :

a) Un probléme de 1'agébre de fonctions : Le corollaire 9 nous suggere de posea la question
e Conc

suivante : Soit K CC un compact du plan complexe et soit (un) une suite’de fonctions de

H o(K), existe- il une sous-suite (un) de (un) telle que pour tout 'peak-point! y de K 1la
: , M
suite f 2 u ni(y)} est de Cauchy 7

b) Un probléme de la théorie d'opérateurs compacts :D'apres le lemme 7 nous pouvons aussi

nom\emu" notre probléme au suivant : Soit K€ C un voisinage fin compact de C de 1'intérieur
fin KT # O , soit u(x,y) la fonction de Green de ki, Pour tout point x de ki Ot note par || | ’x

la norme sur R (K) induite par 1'espace hilbertien L (K u(x,z).dz) .

L 'opérateur b : R (K) >R (K) est -il précompact pour la famille de norme zﬂ llx\ 'xer}
cad, pour toute‘/smte (un) CR (K) , existe-il une sous-suite (ur) de (un) telle que
{'3 u } est de Cauchy pour la famﬂle de normeé_i\ ﬂ X€ Kf} [
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