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tion de tous les autres textes & caractére combinatoire que nous avons été

le premier & révéler et 3 analyser dans nogre égude "Enseignement et recher-
che mathématiques dans le Maghreb des XIII -XIV~ sidcles" (Publ. Math. Orsay
1981, n° 81-02). Elle sera intitulée "Matériaux pour l'histoire de 1l'analyse

combinatoire au Maghreb".
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INTRODUCTION

Les premieres manifestations de 1l'analyse combinatoire dans
des disciplines non mathématiques, les débuts de sa mathématisa-
tion avec établissement de preuves et utilisation de raisonnements
combinatoires et enfin son introduction, comme matiére d'enseigne-
ment, aux c8tés des opérations classiques du calcul, sont des thé-
mes qui ont bénéficié, au cours de ces derniéres décennies, d'un
certain intér&t chez les chercheurs en histoire des sciences1.Mal—
gre cela, l'histoire des premiers pas de l'analyse combinatoire
reste encore fragmentaire, en particulier pour ce qui concerne son
apparition, son intervention et son statut dans l'activité scien-
tifique du monde arabo-musulman, entre le VIII® et 1le XVI® sidcle.
Dans une étude précédenteZ,nous avions, faute de documents, brié-
vement évoqué certains aspects de cette histoire en irnsistant et
en développant notre réflexion sur 1l'état de cette discipline au
Maghreb, apres le x111°€ siécle(*).

Le niveau atteint par cette discipline (malgré les limites de son
champ d'activité), les modes de raisonnement qui y étaient déve-~

loppés et le type d'utilisation de ses résultats, ajoutés a quel-
ques informations rapportées par des mathématiciens eux-mémes,

( * )= Cf. Annexe TI, p.105, ol nous avons reoroduit les démarcheés et les
résnltats combinatoires d'Ibn al:Banna.' et de deux de ses commenta-
teurs, Ibn Haydur et Ibn al-Majdi.



nous permettaient d'avancer quelques conclusions et de suggérer
quelques conjectures au sujet du contenu de cette discipline et de
son enseignement, dans la tradition mathématique arabe. Les voici
brigvement reformulées :

Les mathématiciens du Maghreb qui se sont occupés de combinatoire
semblent avoir bénéficié d'une double tradition, l'une se confon-
dant avec les débuts de la linguistique et de la grammaire arabes
et se nourrissant de certaines activités astrologiques et ltautre
puisant dans la musique, l'astronomie et l'algébre. Si aucun élé-
ment ne permet encore d'affirmer que tous les aspects de la secon-
de tradition étaient connus au Maghreb et pris en compte, aucun
doute ne subsiste quant a la premiére qui a fourni un champ d'ini-
tiation a certains exercices combinatoires et a favorisé la mise
au point des premiers procédés de dénombrement.

Ces préoccupations combinatoires semblent avoir été mises au golt
du jour indirectement & partir de deux mouvements distincts : Un
renouveau d'intérét pour les études linguistiques, encouragées par
les pouvoirs politiques en place et un engouement croissant pour
les pratiques astrologiques de toutes sortes, avec un recours de
plus en plus important & 1l'astrologie des signes, par toutes les
catégories sociales, les dirigeants en téte.

A partir de ces éléments et sous leurs effets conjugués qu'il ne
nous est pas possible d'analyser, faute de documents, apparaissent
chez des mathématiciens maghrébins, au XIII® sigcle ou bien avant,
des préoccupations combinatoires. Des problémes sont posés et ré-
solus par des raisonnements de nature combinatoire, une terminolo-
gie née des besoins de la linguistique acquiert un statut mathéma-
tique, un formulaire nouveau est établi pour devenir un instrument
opérant sur des objeté mathématiques tels que les équations, les
opérations, les applications.

D'une maniére plus précise, nous dations (& parﬁir de la seule in-
dication d'Ibn al-Banna') de la fin du XI1€ siécle ou du début du
XIIIe, 1'introduction des résultats obtenus en linguistique dans
un chapitre des opérations du calcul. Quant & la phase suivante,



concernant l'extension du formulaire combinatoire, sa mathématisa-
tion poussée, par l'introduction de nouveaux raisonnements et par
son utilisation consciente comme instrument de calcul dans le cor=-
pus mathématique, nous 1l'avions datée, pour ce qui concerne le Ma-
ghreb toujours, de la fin du XIII® sigcle. D'ailleurs, compte tenu
des informations dont nous disposions alors, nous avions attribué
a4 Ibn al-Banna' et 4 ses successeurs la paternité de ce progreés.
D'autre part, la présence dans les écrits de certains auteurs pos-
térieurs,d'exemples, de résultats ou de généralisations a caracté-
re combinatoire avec utilisation d'un méme vocabulaire spécifique
ne faisait gque renforcer, & nos yeux, le caractere de continuité
des préoccupations combinatoires depuis Ibn Mun®im au moins, cet-
te continuité ne pouvant &tre assurée sans un enseignement suivi
et conséqguent.

Tous ces éléments nous avaient alors permis de dire que dés la fin
du XII® sitécle, on assistait & un début d'élaboration d'un chapi-
tre nouveau en mathématique. Ce qui nous amenait 2 nous interroger
sur l'apparition concréte de tout ou partie de ce chapitre dans
les ouvrages d'enseignement aux c8tés de celui sur les séries nu-
mériques que l'on retrouve dans les manuels maghrébins depuis al-
Hagsar jusqu'd al-Qalgadi.

L'étude que nous présentons aujourd'hui vise, a travers l'analyse
d'un texte inédit, d'une part & expliciter les conjectures déja
faites et a proposer des réponses a certaines questions encore en
suspens, d'autre part a reculer la date concernant les premiers
enseignements de la combinatoire dans l'occident musulman. Cela

ne manquera pas de soulever de nouvelles questions concernant les
différents statuts qu'a pu avoir cette discipline, dans le cadre
des mathématiques, et le sort qui lui sera réservé par les ensei-
gnants et qui transparailt dans les ouvrages de la tradition arabe
produits enfre le XI1I1% et 1le XVII® siécle,au Maghreb et ailleurs.

IBN MUN®IM ET SON EPOQUE.

Pour justifier ce qu'il présentait comme une contribution per-



sonnelle en analyse combinatoire, Ibn al-Banna' écrivait dans son
‘Tanbih al-Albab : "Quant au nombre de mots triliteres ou quadrili-
téres ou dont le nombre de lettres est autre et qui sont constitu-
és a partir des vingt huit lettres de 1ltalphabet, Ibn Mun®im a
dressé pour cela un tableau">.

Connaissant les qualités de polygraphes de certains mathématiciens
arabes et ignorant la nature de l'ouvrage qui devait contenir
le tableau en question, il nous était difficile de déduire,de la
seule allusion d'Ibn al-Banna',que le tableau était isolé ou qu'il
s'insérait dans un contexte mathématique précis. Aussi, nous som-
mes-nous contentés d'avancer une hypothése au sujet de son contenu
qui devait &tre constitué, selon nous, des coefficients Cg pour 3
n=28 et 2<€p<5 ou, mieux encore, pour : 2<n<28 et 1<£p<n 4.
Désormais, on peut dire beaucoup plus & ce sujet : Le tableau si-
gnalé par l'auteur du Talkhis n'est ni unique ni isolé du contexte
mathématique. I1 constitue en fait, avec d'autres, la seconde par-
tie de toute une section consacrée a l'analyse combinatoire, dans
un duvrage d'Ibn Mun®im intitulé Figh al-Hisab dont une copie
ayant appartenu & la Zawiyya an-Nagiriyya de Tamakrout, est con-
servée & la section des archives de la bibliothéque générale de
Rabats.

De 1l'auteur, on ne sait que peu de choses : Ibn Khaldun le cite
dans sa Muqgaddima pour préciser que, dans son Raf® al-Hijab, Ibn
al-Banna' "rivalise avec le Figh al-Hisab 4'Ibn Mun®im et avec le
Kamil d'al-Ahdab"6. Les anciens biographes du Maghreb que nous a-
vons pu consulter ne le mentionnent pas, méme lorsqu'il leur arri-
ve de s'étendre sur la vie et l'oeuvre de mathématiciens d'une
moindre envergure et qui se sont nourris du contenu de son livre.
Quant aux biographes ou aux historiens occidentaux, comme H.P-J.
Renaud et H. Suter', ils le confondent avec le géométre et astro-
logue Mubhammad Ibn °Abd al-Mun®im qui aurait vécu en Sicile dans
la cour de Roger II8.

L'ouvrage 4'Ibn Mun®im était pourtant bien connu des mathémati-
ciens des XIII®-XIV® sitcles de 1l'occident musulman dont il nous

reste des travaux. Plusieurs références explicites et surtout plu-



sieurs emprunts sont la pour le confirmer : Ibn al-Banna' ne 1le
cite qu'une fois mais un certain nombre de paragraphes de son Raf®
al-Hijab est inspiré de sections du Figh al—Hisébg. Aprés lui, son
éléve al-Abil] en a vraisemblablement intégré des aspects impor-
tants dans son enseignement ; ce qui expliquerait,peut-8tre, que |
son éléve Ibn Khaldun en parle dans sa Mugaddima. Ibn Haydur 1'é-
voque dans sa Tuhfat at-Tullab & propos de l'utilisation des ba-
ses non décimales et lui emprunte son exemple de combinaisons des
couleurs sans le nommer et sans dire un seul mot de son travail1o.
Plus explicite, Abu Zakariyya al-Andalusi le cite aux c8tés de ma-
thématiciens andalous comme az-Zahrawi, Ibn Bundud, Ibn Tahir, al-
Qurashi, ou maghrébins comme al-Hagssar, al-Ghazzi, al-Qarafi, et
pour la démonstration de certaines propositions algébriques, il ne
renvoie qu'au Figh al-Hiséb11.

Malheureusement, s'adressant au milieu relativement informé des
mathématiciens, ces auteurs n'ont peut-8tre pas jugé utile de dire
plus, lorsqu'ils en avaient les moyens, sur la vie et l'oeuvre
d'Ibn Mun®im. Cette situation n'est d'ailleurs pas exceptionnelle
puisqu'elle concerne autant des savants comme al-Mu'taman, Ibn
Sayyid, al-Qurashi, al-Hagsgar, pour ne citer que les plus impor-
tants des XI®-XIII® sikcles.

En fait, le peu d'informations dont nous disposons, nous l'avons
déduit de notre lecture de 1l'introduction du Figh al-Hisab dans
laquelle l'auteur rend hommage a son protecteur et aux hommes de
sa dynastie entermes suffisamment clairs,a notre avis,pour permet-
tre de le situer dans le temps. Voici l'essentiel de ce qui y est
dit : "Ceci est un livre qui renferme les deux sciences théoriques
du nombre et ses deux sciences appliquées et qui réunit tous ses
fondements et ses démonstrations. Il a été rédigé par Ahmad Ibn
Mun®im al-CAbdari qui 1'a commencé par les louanges & Dieu le treés
haut. I1 a dit : Louange & Dieu qui nous a guidé vers cela [car]
nous n'aurions pas su nous diriger si Dieu ne nous avait pas gui=-
aés'? Que Dieu bénisse 1'élu Muhammad et qu'il accorde sa satis-

faction & 1'Imam infaillible, au MahdI connu qui a révéle les si-



gnes de la religion aprés leur effacement (...) et & ses succes-
seurs bien dirigés qui ont revivifié la foi (...).

Que la prieére soit sur notre maltre et seigneur le khalife, 1'imam
le prince des croyants Abu CAbdalléh, le fils des khalifes bien
dirigés, le défenseur victorieux de la religion de Dieu, le per=-
sécuteur des athées, qui a brandi 1l'étendard et le flambeau de la
religion, qui a repoussé avec détermination les hypocrites et les
a réprimés avec fermeté, qui, prenant passionnément le parti de
1'Islam, l'a soutenu, 1l'a raffermi et lui a apporté des victoires
(ee.), qui a éteint le brasier des guerres lorsqu'il s'est enflam-
mé et a calmé les vagues des souléevements lorsqu'ils ont éclaté,
(...) Comme sa Majesté, que Dieu l'assiste, réunit les savants et
qu'il soutient les gens célebres, gqu'aupres d'elle tout homme de
science se sécurise et répand sa science et tout homme de qualité
se réfugie, trouvant ainsi un cadre favorable ou s'épanouissent
son nom et son oeuvre (...), je lui ai offert le meilleur de 1la
science en composant un ouvrage sur le calcul, complet et renfer-
mant [tous ses aspects] , que j'ai intitulé "la science du calcul",
Une partie [du contenu de ce 1ivre] , je 1l'ai empruntée aux écrits
des Anciens et 1l'autre, je 1l'ai [moi-méme] inventée, & 1l'aide de
leurs méthodes de raisonnement et de leurs [techniques de] démons-
tration".13
Les détails de ce passage, sa formulation et les allusions qui y
sont faites & des événements de 1'histoire du Maghreb nous aménent
aux conclusions suivantes :

Le mahdi auquel l'auteur adresse ses louanges est indiscutablement
Muhammad Ibn Tumart, le fondateur de la dynastie almohade qui suc-
céda aux Almoravides apreés une longue lutte idéologique et de vio=-
lents affrontements armés. Cette dynastie fut la seule & régner
sur un empire maghrébin s'étendant de 1'Atlantique au golfe de Ga-
bes et des confins du Sahara au détroit de Gibraltar,et la dernié-
re a avoir joué durablement un r8le politique important en Espa-
gne.

Les expressions qu'utilise l'auteur pour pafler d'Ibn Tumart étai-

ent courantes 3 1'époque et ne deviendront taboues qu'aprés le re-



tour en force de la vague malékite du x111° siécle14.Quant a l'ex-
pression "khalifes bien dirigés" qui était traditionnellement ré~
servée aux quatre premiers successeurs du Prophete, elle a été
volontairement utilisée pour désigner gAbd al-Mu'min, lieutenant
d'Ibn Tumart et premier khalife almohade et, apres lui, ses des~
cendants qui lui ont succédé sur le trdne, marquant ainsi, semble=-
t-il,une volonté de retour aux traditions premiéres,'avec la répé-
tition des différentes phases du début de 1'Islam. Dans le méme
esprit, ils porteront le titre de "prince des croyants", signifi-
ant par 1la la prétention de la dynastie a unifier toute la commu-
nauté musulmane. \

or parml les personnages connus de cette dynastie et dont les
chroniqueurs rapportent les noms et certains aspects de la vie, il
n'y a pas moins de trois qui ont pour kunya Aba ©Abdallah et pour
prénom Mubammad. I1 y eut tout d'abord Abu CAbdallah Muhammad Ibn
€Abd al-Mu'min qui a bien été désigné pour succéder a son pere ,
mais ayant été prématurément déchu, il n'a pu porter le ti-

tre khalifal d'amir al-mu'minin'?. Puis, il y eut le gquatriéme
khalife Abu CAbdallih Muhammad Ibn Ya®qib, surnommé an-Nagir qui
régna de 1199 & 1213 (595-610 H.) et enfin, le hafside Abu Abdal-
13h Muhammad Ibn Zakariyya surnommé al-Mustangir qui régna sur
1'Ifrigiyya de 1249 & 1277 (647-675 H.).

Mais si ces deux derniers personnages ont porté, chacun,le titre
d'amir al-mu'minin et si, au vu des événements qui ont marqué
leurs régnes, ils peuvent 8tre, tous les deux, concernés par les
louanges de l'auteur et par les allusions a leur r8le de mécene
pour les arts les lettres et les sciences, certains détails lais-
sent & penser toutefois qu'il s'agit bien, ici, d'an-Nésir'lebqua»
triéme khalife almohade : Ibn Mun®im utilise en effet 1l'expression
"fils des khalifes biens dirigés" qui convient plus a4 an-Nagir qui
est 1l'arriére petit-fils de Cabd al-Mu'min gqu’a al~Mustansir qui
est un descendant d'Abdl Hafs “Umar al-Hintati, un autre compagnon
du mahdi dont la famille n'a, & aucun moment, accédé au khalifat,
se contentant de gouvermer 1'Ifriqiyya. D'ailleurs, un peu plus
loin, l'auteur fera allusion & son surnom honorifique - an-Nasir



1i dini-llah - en 1'intégrant dans sa prose rimée comme une gquali-
té du prince.

Les louanges de l'auteur sont malheureusement trop vagues pour
qu'on puisse les rattacher a4 des événements précis d'an-Nagir qui
a eu, comme ses preédécesseurs et tout au long de son régne, & com-
battre les partisans des Almoravides, a lutter sur le front idéo-
logique contre les malékites et & assurer la défense de 1'Islam en
terre d'Espagne, trois préoccupations qui apparaissent en filigra-
ne dans l'énumération des actions du khalife en question. Pourtant
compte tenu du caractére tres appuyé des louanges concernant la
protection de 1'Islam et la répression des révoltes, nous sommes
tentés de situer la rédaction du Figh al-Hisab entre 1207 et 1212,
clest a dire juste apres 1l'expédition victorieuse des armées kha-
lifales en Ifrigqiyya, contre les troupes d'Ibn Ghaniyya et avant
la grande défaite de ces mémes armées, en Espagne, & la bataille
d'a1-‘Uqab (Las Navas de Tolosa).

Cela étant dit, aucune référence, aucune digression de l'ouvrage
ne nous permettent de deviner le lieu de sa rédaction, de situer
géographiquement 1l'auteur ou méme de conclure & sa présence & Mar-
rakech, dans la cour du khalife16.

On sait qu'a diverses périodes du régne d'an-Nagir, ont vécu,dans
la capitale almohade ou dans la cour méme, des savants aussi céle-
bres que les médecins Ibn Zuhr17
1118 ou 1l'algébriste Ibn al-Yésamin19; ce qui suppose l'existence
d'activités scientifiques multiformes poursuivant ou renouvelant

, le grammairien Abu Musa al-Jazu-

des traditions antérieures, grice au soutien d'un mécénat généreux
et souvent éclairé qui ne s'est pas interrompu depuis le régne de
CaAbd al-Mu'min. Malheureusement, les chronigueurs et les biogra-
phes connus ont négligé totalement l'histoire de 1l'activité mathé-
matique de cette époque et l'on est réduit & interroger les ouvra-
ges d'enseignement eux-mémes pour espérer dégager les éléments
d'une tradition ou tout simplement découvrir des noms de savants
ou des titres d'ouvrages marquants. La lecture du Figh al-Hisab
confirme bien cela, mais les indications qu'il renferme, sans gtre
négligeables pour l'histoire des sciences en occident musulman, ne



permettent pas de lever le voile sur l'activité mathématique au

Maghreb, & 1'époque almohade. Les nombreuses références a 1'ouvra-
ge d'al-Mu'taman 20 que l'on y découvre et les critiques faites 2
des écrits d'Ibn Sayyid et d'Ibn TEhir<
sur une tradition mathématique plus ancienne, mais toujours vivan-

te : Celle de 1'Andalousie du XI® siéclezz.

nous informent en fait

LA COMBINATOIRE DANS L'ENSEIGNEMENT D'IBN MUNCIM.

Comme le précise l'auteur dans son introduction, le but visé
était de regrouper, dans un méme livre, les deux aspects du calcul
"car, dit-il, lorsque j'ai consulté les ouvrages qui avaient été
écrits sur ce sujet, j'ai constaté que les uns étaient pratiques
[mais] sans aspects théoriques et les autres théoriques, sans [ap~-
plications] pratiques"zB. En fait, cette division se trouve elle-
méme subordonnée & une autre qui correspond & la distinction clas-
que entre nombres entiers, rationnels et irrationnels, méme si le
livre ne traite que des deux premiers thémes dans deux grands cha-
pitres distincts, les irrationnels n'étant abordés qu'indirecte~
ment, en guise de conclusion et en liaison avec les fractions.
C'est dans la onziéme section du premier chapitre qu'est traitée
l'analyse combinatoire. Intitulée "le dénombrement des mots qui
sont tels que 1'€tre humain ne peut s'exprimer que par l'un d'eux"
cette section n'est pourtant pas, aux yeux de l'auteur, un ensem=-
ble de "calculs pratiques". Il prend soin en effet de préciser,au
cours de son exposé, qu'il se propose d'abord de traiter le pro=-
bléme d'une maniére générale, méme s'il est contraint,pour fixer
les idées, de le poser en termes particuliers, en se servant de

- 1'alphabet arabe, puis de faire suivre ses démonstrations d'exem-
ples et de tableaux. Mais, comme le confirme l'analyse que nous
exposons plus loin, la généralité dont parle l'auteur ne sort pas
du cadre linguistique fixé et concerne l'établissement de formu-
les mathématiques et procédés en vue de dénombrer les mots de
n'importe quelle longueur, dans n'importe quelle langue.

Malgré tout, cette étude dépasse objectivement le cadre linguisti-
que dans lequel elle a été formulée et réalisée, tant par la ma-
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nic¢re de poser les problémes et de les relier 1'un a l'autre, par
les méthodes de raisonnement utilisées, que par les résultats éta-
blis. C'est bien ce que semblent avoir retenu des mathématiciens
postérieurs, comme Ibn al-Banna' et Ibn Haydur.

1. Le triangle arithmétigue.

Le contenu de cette section est présenté par 1l'auteur comme une
extension des résultats d'al-KhalIl Ibn Ahmad et une généralisa-
tion de ses calculs permettant de déterminer toutes les combinai-
sons possibles des éléments d'un alphabet quelconquez4. A cet ef-~-
fet, Ibn Mun®im commence par établir, a partir d'un ensemble de
couleurs de soie qui jouera le rlle de modéle abstrait, une régle
permettant de déterminer toutes les combinaisons possibles de n
couleurs, p & p. Pour cela, il est amené a construire un tableau
numérique, a identifier ses éléments avec les combinaisons cher-

chées et & en déduire la relation :

p-1
+ Cp_1

o A L
Ce faisant, il donne, pour la premiére fois & notre connaissance
selon une démarche strictement combinatoire, le fameux triangle
arithmétique que les algébristes du centre de l'empire, comme al-
Karaji avaient déja comstruit par une méthode algébrigque, en vue
de déterminer les coefficients du bin6me25.
I1 est & regretter que, craignant "les excées et les longueurs" ,
1'auteur ait renoncé & exposer les "propriétés extraordinaires",
gselon ses propres termes, qu'il a su dégager de la simple compa-
raison des é€léments du tableau. Cela signifie-t-il qu'il a déduit
certaines des relations que formulera beaucoup plus tard Pascal
dans son traité sur les combinaisons et surtout qu'il a réussi a
identifier les éléments du triangle arithmétique aux coefficient:
du binbme ?
Si, compte tenu de ses propres remarques, on peut répondre a la
premiére gquestion par l'affirmative, en pensant que cela a médme pu
faire l'objet d'un. commentaire oral a 1l'intention des étudiants ,
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comme c'était l'usage, en revanche il est difficile d'admettre que
l'auteur, ayant saisi la signification algébrique de son tableau,
ne s'en est pas servi ou n'y a pas fait allusion dans la septiéme
section de son livre, au moment du calcul des coefficients du bi-
ndme, pour n = 2, 3%, 5, 7. D'ailleurs, au vu des traités maghré-
bins connus, ses successeurs ne semblent pas, non plus, avoir fait
le lien entre les deux aspects de ce tableau26.

2. Combinaisons et permutations avec répétitions.

L'étude se poursuit par 1'établissement, selon des démarches
combinatoires reposant sur l'induction, des formules relatives aux
permutations, avec ou sans répétitions, d'un ensemble de lettres
et celles donnant, par récurrence, le nombre de lectures possibles
d'un méme mot de n lettres, compte tenu de tousyles signes (voyel-
les et sukuns pour l'arabe), utilisés par une langue donnée,
L'auteur conclut cette premiére partie en établissant une formmle
des arrangements, sans répétition, de n objets p & p qui tient
éompte des signes accompagnant les lettres.

La seconde partie, beaucoup plus longue, vise a dénombrer les com-
binaisons avec répétitions, en adoptant une démarche analogue a la
précédente et qui nécessite le recours a des tableaux de nombres.
C'est d'ailleurs cette méme démarche que suivra Mersenne, au XvIiI®
siécle27, avant que Frénicle n'établisse la formule donnant ce
qu'il appelle les "combinaisons de changement" dans lesquelles "il
se trouve plusieurs choses semblables"28.

Mais si, sur le plan pratique, cette méthode s'avére longue et pé-
nible, sur le plan théorique, elle aura permis a Ibn Mun®im d'a-
border des problémes de partitions de nombres et surtout de faire
fonctionner, une nouvelle fois, des ensembles d'objets (respecti-
vement des lettres d'un alphabet, des couleurs de soie, des fila-
ments de couleurs), comme des modéles abstraits en identifiant, a
chaque fois, les objets étudiés aux éléments du modéle. Il est &
remarquer, toutefois, que le probléme de partition n'est pas dé-
gagé de son contexte et que 1l'on n'est pas encore en présence d'un

modéle abstrait unique auquel sont rapportées les données de n'im-
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porte quel probleme combinatoire. Comme nous l'avons déja montré,
cette réduction & un seul modéle (1l'ensemble des lettres d'un al-
phabet) apparaltra, plus tard, dans les écrits des mathématiciens
du XIV® sidcle. Mais le texte d'Ibn Mun®im suggeére fortement la
méthode.

La troisieme partie de la onziéme section renferme, en plus de
quelques applications, une série de tableaux qui permetient de dé-
terminer, de proche en proche, tous les éléments (P, Ag, CE, eas)
qui interviennent dans le dénombrement des mots qu'il est possi~-
ble de prononcer, dans une langue donnée.

Comme le précise l'auteur, cette partie n'existait pas dans la
premiére version du livre. Elle a été rajoutée "aprés que l'ouvra-
ge ait été recopié et qu'il fit entre les mains des étudiants" ,
dans le but d'illustrer les procédés généraux établis dans les
deux premiéres parties.

L'auteur parle en effet, & propos de cette troisieme partie, d'ex-
emples et d'aspects particuliers, par opposition aux méthodes gé-
nérales des deux premiéres parties. Ce qui nous améne a nous in-
terroger sur les types de raisonnement utilisés pour établir les
résultats et sur leur statut par rapport aux autres outils mathé-
matiques.

Ces questions sont importantes dans la mesure ou, pour l'auteur,
l'aspect essentiel de l'exposé, dans chaque section de 1l'ouvrage,
est bien 1'établissement des régles générales et surtout leur jus-
tification. Cette volonté apparait d'ailleurs dés le début de
1'ouvrage lorsque Ibn Mun®im rappelle la division classique des
mathématiques en sciences théoriques et pratiques et lorsqu'il dé-
finit, en citant des passages du Kitab al-Istikmal d'al-Mu'taman
les outils théoriques essentiels qu'il utilisera abondamment par
la suite : L'analyse et la synthése29.

Or la lecture de la onziéme section fait apparaltre deux autres
types de raisonnement que l'on pourrait qualifier,globalement,
d'inductif et de combinatoire et qui sont utilisés sans recours

4 1l'analyse et a la synthése., Mais si le raisonnement inductif,
dans ses différentes variantes (et avec le sens qu'il a gardé jus-
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qutau xi1© siécle), est un outil traditionnel dans les mathémati-
ques arahes, avec ses domaines priviligiés et son statut par-
ticulier, mais reconnu , on ne peut pas en dire autant du raison-
nement combinatoire dont la seule présence dans les écrits mathé-
matiques antérieurs au Figh al-Hisab reste encore a établir (les
quelques traces que nous avons déja rencontrées étant des utilisa-
tions implicites, sous forme de résultats élémentaires, chez des
mathématiciens tels que Thabit Ibn Qurra, al-BIruni et as-Samaw-
'alBO).

Déja 1'importance de son intervention, dans cette onziéme section,
et surtout son utilisation pour établir des régles considérées
comme générales et ayant caractd®re de propositions, apparalssent
comme une reconnaissance de fait du caractére mathématique de ce
raisonnement, qui pouvait aboutir, en particulier grice & un déve-
loppement quantitatif de son champ d'application, a une reconnais-
sance explicite de cet outil. Mais, malgré la présence, aprés le
XI11® siécle et dans plusieurs autres ouvrages d'enseignement, de
raisonnements et de propositions combinatoires déja établies et
opérént comme de nouveaux instrumehts, il ne nous est pas encore
possible d'affirmer que cette reconnaissance a bien eu lieu.

DISCONTINUITE DANS LA TRADITION COMBINATOQIRE.

En présentant sa section sur la combinatoire comme une extension
et une généralisation des calculs attribués & al-Khalil Ibn Ahmad,
l'auteur se situe d'emblée dans une tradition déja ancienne, inau-
gurée au VIII® sidcle et transmise par les différentes écoles de
linguistes et de grammairiens qui se sont succédés jusqu'au XII®
siecle. Ce qui ne manque pas de soulever des questions au sujet de
la poursuite des préoccupations combinatoires, dans le cadre de
cette tradition ou en dehors d'elle, et des éventuelles ruptures
qui auraient eu lieu dans ce domaine. Par voie de conséquence, ce-
la nous incite A& nous interroger sur la paternité des résultats et
des preuves exposés par Ibn Mun®im,

On aurait souhaité, par exemple, que l'auteur commencit sa section
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par un rappel critique de cette tradition combinatoire, pour mieux
apprécier les difficultés de la mathématisation qui y a été fina-
lement introduite : En effet, & lire le paragraphe gque consacre
ag-3uyutl au dénombrement des mots de la langue arabe, dans son
Muzhir fi “Uldm al-Lugha31, on constate que depuis al-KhalIl Ibn
Aphmad, les méthodes de calcul varient d'un auteur & l‘'autre,qu'el-
les sont soumises & des préoccupations linguistiques (sur la natu-
re des lettres qui composent les mots, sur les contraintes de 1la
prononciation) qui n'ont peut-8tre pas favorisé le dégagement
d'algorithmes généraux et, surtout, que ces méthodes ne sont pas
exemptes d'erreurs, & la fois au niveau des résultats et au niveau
des raisonnements qui les justifienth. Ce dernier aspect est
particulierement instructif dans la Jamhara d'Ibn Durayd ou sont
incomplétement exposées deux méthodes de calcul de nature diffé-
rente : L'une est mécanique et semble utiliser des disques mobiles
portant des lettres. Elle est présentée d'une maniére confuse et
incompléte. L'autre est mathématique et utilise les dénombrements
des arrangements avec répétitions des lettres de 1l'alphabet, deux
4 deux, ..., cing & cing. La démarche est défaillante au niveau du
dénombrement des combinaisons sans répétition33.

Compte tenu de ces éléments et connaissant la pesanteur de la tra-
dition mathématique au Maghreb et ailleurs, il nous est difficile
d'attribuer & ce seul auteur, & la fois 1'établissement de cer-
tains résultats absents du Kitab al-CAyn et d'autres ouvrages ana-
logues, la mathématisation d'une série de propositions combinatoi-
res et leur introduction comme sujet autonome dans un manuel d'en-
seignement.

L'auteur précise bien, au début de son livre, qu'il ne s'est pas
contenté de rapporter les résultats et les démonstrations des an-
ciens, mais sa formulation malheureusement stéréotypée et trop va-
gue, ajoutée & notre ignorance de certains aspects de l'histoire
de la combinatoire, entre le VIII® et le X11° siécle, ne nous per-
met pas de confirmer une contribution personnelle d'Ibn Mun®im
et d'apprécier son importance & partir d'une tradition orientale

ou andalouse.
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Cela étant, le caractéere élaboré des résultats et des démarches
exposés dans le Figh al-Hisab et 1l'esprit de méthode qui s'en dé-
gage, comparés, par exemple, aux tiAtonnements et & 1'absence de
rigueur que l'on rencontre dans certains problémes combinatoires
au XVIiI® siecle, nous incitent a reculer, bien en degd de 1'époque
d'Ibn Muncim, les débuts de la mathématisation de cette discipli-
ne, dans le cadre de la science arabe.

En attendant que des éléments nouveaux viennent confirmer cette
hypothése ou la corriger, le Figh al-Hisab reste le plus ancien
ouvrage connu, de l'occident musulman, dans lequel ait été intégré
avec son double aspect théorique et pratique, un chapitre autonome
sur l'analyse combinatoire. Mais son importance ne s'arréte pas
12 : Au regard de la tradition linguistique au Maghreb, il appa-
rait comme un aboutissement, dans la mesure ou il expose une solu-
tion générale au probléme posé. D'autre part, cet ouvrage repré-
sente, sur le plan strictement mathématique, un maillon important:
I1 marquerait la fin d'une étape dans les progreées de la combina-
toire, celle du calcul par la technique des tableaux, et le début
d'une autre étape, celle de l'extension du formulaire et de son
utilisation pour résoudre des problémes mathématiques, aprés que
ces derniers aient été ramenés, & l'aide de bijections appropri-
ées, a un modeéle abstrait unique qui est l'ensemble des lettres
d'un alphabet ou,plus généralement, un ensemble fini d'objets.
Mais si, & nos yeux, une matiére et des instruments nouveaux sem-
blent objectivement se constituer, nous ignorons'le degré de con-
science qu'en avaient ceux qui ont contribué & sa formation et
l1'importance qu'il leurs accordaient . En tout cas, cela n'est pas
allé jusqu'a donner un nom & cette activité et A la distinguer
des opérations classiques sur les entiers et ce, malgré l'utilisa-
tion de ses résultats dans d'autres parties des mathématiques.

Les causes sont & chercher dans plusieurs directions a la fois :
Etat de la société elle-m@me et nature de ses activités et de ses
préoccupations qui n'auraient pas permis un développement quanti-
tatif de la combinatoire, absence d'institutions locales ou ré-

gionales chargées de renouveler les programmes et d'imposer, puis
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de perpétuer l'enseignement de notions nouvelles et, pourquoi pas,
empreinte de certains spécialistes dont 1l'autorité pouvait a tel
ou tel moment influer sur le contenu d'un enseignement scientifi-
que, en le figeant ou en l'allégeant.

A cela, il faudrait peut-&tre ajouter le r8le de l'environnement
idéologique et politique, incontestable dans certains domaines
comme la philosophie ou la grammaire, mais plus difficile a cer-
ner lorsqu'il s'agit d'en suivre les effets éventuels sur 1'évolu-
tion de la production et de l'enseignement mathématiques ou sur le
destin des hommes qui ont oeuvré pour cette science34.

Ce sont les conditions et les formes dans lesquelles la tradition
combinatoire s'est transmise a partir du XII1® sigcle qui nous
font croire & ce rdle : Pour ce qui est du Maghreb, nous avons dé-
ja montré comment cette tradition a été entretenue jusqu'au XV°©

35

Mais quand on analyse ce gu'ont écrit les auteurs qui ont plus ou

siécle, grice a l'enseignement d'Ibn al-Banna' et de ses éléves

moins abordé des questions & caractére combinatoire, on est frappé
par le peu de référence ou méme d'allusion au travail d'Ibn
Mun®im. Est-ce 13 le résultat d'une réaction idéologique orthodoxe
et d'un rejet violent de 1'héritage des Almohades,qui auraient en-
trainé la mise & 1l'index d'ouvrages de toute sorte produits a la
gloire des khalifes mu'minides ?

L'histoire culturelle de cette dynastie n'étant pas encore écrite,
on ne peut méme pas procéder par analogie ou par recoupements,pour
suggérer des premiers éléments de réponse. Cela étant, il ne fau-
drait pas exagérer ce rlle & une époque ou d'autres causes, plus
profondes, & la fois extérieures et intérieures a la société ma-
ghrébine intervenaient, depuis le x1°® siécle, dans l'évolution des
activités scientifiques. Cette réaction idéologique et ses effets
en mathématique seraient plutdt des effets induits par des causes
plus structurelles touchant en particulier le domaine économique
et concernant l'espace musulman médiéval dans son ensemble.Ce sont

ces causes qui pourraient expliquer, en partie, les ruptures
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observées dans plusieurs secteurs de la tradition mathématique
arabe et qui se sont apparemment traduites par l'abandon pro-
gressif, non seulement de la combinatoire, mais également des
techniques d'approximation, de la géométrie des coniques et de la
théorie des nombres, pour ne citer que les matiéres dont l'ensei-
gnement, au Maghreb, est attesté par plusieurs 0uvrages§6 et qui
avaient, sur la combinatoire, l'avantage d'avoir longtemps bénéfi-
cié, en Andalousie et au centre de l'empire, de solides traditions
de recherche et d'enseignement.
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ANALYSE ET COMMENTAIRES

(%)

Préliminaires et conventions .

Le but de la section 11, du chapitre I du Figh al-Hisab,est
de décrire les procédés qui permettent de dénombrer tous les mots
possibles d'une langue.
Al-Khalil Ibn Ahmad, dans son Kitdb al-CAyn, n'a considéré que les
mots de moins de cing lettres, sans répétition de lettres.
Cette section traite des mots avec répétition de lettres et du dé-
nombrement des mots sextilitéres[et d'un nombre plus grand ou plus
petit de lettres] avec ou sans répétitions, ainsi que du dénom-
brement de tous les mots possibles d'une langue donnée.
Les conventions adoptées dans cette section sont les suivantes
1.- Si n est le nombre de lettres d'un alphabet, on considere,
ici, n=28. »
2.- Si k est le nombre de lettres d'un mot, compte tenu des af-

fixes et des répétitions de lettres, on convient que : k = 10.

Exemple : Jlblha) [Aristatalis] .

%3,- Le nombre de signes utilisés,pour vocaliser une lettre ou
la rendre quiescente,est égal a 4 : Trois voyelles et un sukun
[ que 1l'on notera respectivement : a, o, i, s].

4.- Une suite de signes ne commence jamais par un sukiin et deux
sukuns ne se suivent jamais dans une suite de signes.

On pourrait opposer a ces conventions les objections suivantes:

1.- Les non-Arabes utilisent,dans leurs parlers, d'autres let-
tres, comme celles qui se pfononcent entre le kaf et le gaf ou

entre le jim et le shin.
2.- 71 y a des mots arabes de plus de dix lettres comme:r@&B;%g

[ 1a Yastakhlifannahum] .

(*¥)~ Les vhrases entre crochets ont été ajoutéees par nous pour expliciter
1'exposé de 1l'auteur. Le reste du texte suit fidélement ses démarches et
ses formulations en en modernisant 1'expression.
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3.~ Le nombre de voyelles est plus grand, si on tient compte
par exemple, de 1l'inflexion vocalique dans la langue arabe, ou de
voyelles d'autres langues.

4.->D'autres langues pérmettent de commencer un mot par un su-
kun.
La réponse 2 ces objections est la suivante : Le but, en fait, est
de décrire la méthode générale & l'aide de laquelle il est possi-
ble de dénombrer les mots quel que soit le nombre de leurs let=-
tres. Les conventions posées,concernant le nombre de lettres de
l'alphabet, la longueur maximale des mots et le nombre de signes,
ne visent donc qu‘é illustrer la méthode qui est valable pour tous
les cas. '

Probleme I :

Etant donné 10 couleurs de soie, avec lesquelles on veut con-
fectionner des houppes d'une, de deux, ect ..., jusqu'd 10 cou=
leurs, déterminer le nombre de houppes de p couleurs, p fixé, et
le nombre total de houppes d'une, de deux, ..., de 10 couleurs,

Procédé : [ Tableau I].

T
10 °

On dispose les 10 couleurs sur une premiére ligne (en écrivant 1,

1.=- Calcul de C

dans chaque case de cette ligne qui correspond aux houppes d'une
couleur), ainsi :

D'ou 4
C = 10

2
10

On l'obtient & partir de 1'énumération suivanteAIc1, Chy eees Cqg

2.~ Calcul de C

étant les dix couleurs] :

(02’01)
(cgycq)  (cq,c,)
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(C49C1) (C4902) (C4;03)
(eq01c9) (eqgacp) ¢ o v (eggicg)

~

Le procédé consiste donc a combiner la pleme

couleur avec les (p-1)
couleurs qui la préceédent. D'ol, sur la seconde ligne :

1 2 3 4- e e o 8 9

Donc :

D'une maniére générale, on a :
n-1

3 .
3.=- Calcul de 010 :

On obtient les combinaisons selon le procédé suivant : On combine

N . e . < s
chaque couleur, a partir de la 3°, avec les couleurs qui préce-
dent, prises 2 & 2, selon 1l'énumération suivante :

(03,(02,C1))»
(egsleyrcy)) (cysleg,eq)) (cf,(eg,e,))

(c10,(02,c1)) e o s e s e e (010’(09’08))

Mais chaque couple de couleurs est un élément de la deuxiéme li-

gne. D'ol la troisieme ligne que l'on obtient ainsi [en notant
. eme .eme

a; 3 1'élément de la i ligne et de la j

- 233

colonne]

est le nombre de combinaisons 3% a 3 de CysCpyC Dtoln :

3.

a33 = a22 = 1
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- a.54 est le nombre de combinaisons % a 3 de c4, avec les cou-
ples de (C1’C2’CB)' D'ol :

a

34 = 8pp * 8pz = 3

- D'une maniére générale, a3p est le nombre de combinaisons

3.3 3 de cpe avec les couples de (01,02,c3, cees cp_1). D'ou :
p-1 2
a3p =§E: a5y = k
2

D'olu, finalement
10
3 2
Clo ‘Z 23p
3

4
4,- Calcul de C10

On l'obtient en combinant c, avec (c1,02,c ), puis cg avec les
triplets de (01, ceey C ), puis ¢, avec les triplets de (01,..,0 )
et ainsi de suite. On obtlent donc les éléments de la 4° ligne,

a partir de ceux de 1la 3 , ainsi :

qpq = 83z = 1
a = a

33 + 83y = 4

a46 = a33 + a34 + a35 = 10

Et, d'une maniere générale :
p-1 '
“4p =Zgj 3k
5

[D'ou, finalement :
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10
b
C1O=Z41 a4p ]

5.- Calcul de CTO , 5 £m < 10.
La m ™€ ligne s'obtient, & partir de la (m—1)leme; selon le méme

procédé :
p~1
4mp =j§j qm-1k (1)
m-1
(D'ou

10
¢t = a : 5 =m=< 10.)
10 mp '’ B - *
m

Propriétés du tableau :

Le tableau I posseéde une symétrie qui faiﬁ apparaitre des re-
lations entre ses éléments, ainsi que certaines propriétés que
1'auteur juge trop long & développer et qu'il laisse comme sujet
de réflexion aux étudiants.

Utilisation du tableau pour déterminer les C£ :

On suppose : n guelconque et p £ n.

1.- Sin & 10, on utilise le tableau I, selon deux méthodes :

a)- 2on étant 1'élément de la p~°"€ ligne et de la pieme
colonne du tableau, on a :
n .
D _
Cn ':Ej apk _ (2)
p .

b)- La seconde est meilleure et plus simple [ car elle per-
met une lecture directe des Cg , dans le tableau]. En effet :

Cg = 8541 n+1 (3)
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2.~ Si n>10, on agrandit le tableau [en augmentant le nombre
de colonnes], jusqu'a ce que le nombre de couleurs considérées
soit égal & n, puis on procéde comme dans le premier cas.

Remarques @

1.- Dans ce probléme, les houppes jouent le rdle d'un modéle
abstrait auquel sera ramené, pour les besoins du dénombrement,
l'ensemble particulier des lettres d'un alphabet. L'avantage de ce
modéle, comme on le verra encore mieux par la suite, est d'@tre
tridimensionnel, ce qui exclut, de fait, toute considération d‘or-
dre ou de position dans la configuration.Quand on sait que ces pro=-
positions faisaient 1l'objet d'un enseignement oral, on peut penser
que les préoccupations pédagogiques n'étaient pas tout a fait ab-
sentes dans le choix de ce modele.

2.- Chaque cellule apn (n = 2), du tableau, a deux significa-
tions chez Ibn Mun®im :

a)- apn représente d'abord 1l'ensemble des combinaisons p a p
des n premiéres couleurs qui contiennent, toutes, la couleur-cn.
b)- La couleur cy étant dans chaque combinaison précédente, apn
équivaut donc aux combinaisons des (n-1) premiéres couleurs,
(p-1) & (p=1). D'ou :
- Cp—1

apn n-1

C'est vraisemblablement cette démarche,ou cette simple constata-

tion, qui a permis a Ibn Mun®im de dégager la relation entre les
p-1

apn et les C,_4 |

peut-&tre cela, comme c'était l'usage, aux commentaires oraux.

.Mais il ne le dit pas explicitement, réservant

Cette démarche n'est évidemment pas applicable aux éléments de la
premiére ligne qui n'ont, aux yeux de l'auteur, qu'une seule si-
gnificatigp I est le nombre de houppes que l'on peut composer
avec la n %M€ couleur. Il ne peut &tre associé & une combinaison
de n objets 0 & O qui n'a pas de signification concréte et qui ne

peut &tre que le résultat d'une convention semblable a celle qui

est adoptée pour la puissance O dans la théorie des polyndmes ou
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dans les séries géométriques. C'est encore lad, & notre avis, un
exemple de difficulté qui ne pouvait 8tre surmontée sans i'intro-
duction d'un symbolisme adéquat.

3.- L'auteur ayant établi explicitement la correspondance en-
tre les Cg et chaque élément du tableau (sauf ceux de la premiere
ligne, bien slr), le probléme I s'avére &tre un procédé général
pour déterminer, de proche en proche, tous les Cﬁ . Ce procédé re-
pose sur la relation :

n-1
¢k = o (4)
p-1 ' .
qui équivaut a celle-ci :

c® =Pl 4+ ol (5)

puisque, d'aprés (4), on a :

n-2
P X' APt
Ch-1 =/, %k
p~1

Bien que l'auteur n'énonce pas la relation (5) (qui se lit aisé-
ment sur le tableau,lorsqu'on a, au préalable, dégagé la relation
(1), comme il le fait), c'est bien cette relation qu'il semble
utiliser pour construire son tableau des CE , POUT 1 & n & 28 et
1 £ p &£ 10. (Voir tableau IV).

4,- 11 est intéressant de comparer la démarche d'Ibn Muncim,
dans la construction du triangle arithmétique, 3 celles de Cardan
et de Tartaglia, au xvI®© siécle, ou a celle de Mersenne, au xvII®
sigcle.: ' ,

a)= Comme Ibn Muncim, ces trois auteurs visaient, avec la cons-
truction de leur tableau, la résolution de problémes concrets :
Dénombrement de tous les groupes de p hommes (1 £ p £ 10) pris

parmi 10 chez Cardan37, détermination du nombre de combinaisons
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des 6 faces de n dés (correspondant aux combinaisons avec répéti-
tions des 6 faces n & n) chez TartagliaBB, et enfin calcul du nom-
bre de chants (ou de mots ou de jeux de cartes) de 12 notes (ou
lettres ou cartes) prises parmi 36 notes (ou lettres ou cartes),
chez Mersenne39. Leurs démarches aboutissent aux trois configura-

tfions suivantes :

1 1 1 1 1T 1 1 1 1 11 1 11

2 3 4 5 1 2 3 4 5 2 %3 4 5 6

3 6 10 1 3 6 10 15 3 6 10 15 21

4 10 1 4 10 20 35 4 10 20 35 56

5 1 5 15 35 70 5 15 35 70 126
(Cardan) (Tartaglia) (Mersenne)

b)- Ces trois auteurs ne justifient pas les procédés qui per-
mettent de déterminer chaque élément du tableau et ne donnent pas
la signification de chacun de ces éléments ainsi que les relations
internes du tableau.

5.- On ne peut que regretter le silence d'Ibn Mun®im au su-
jet des propriétés "extraordinaires" qu'il a pu lire dans le tri-
angle arithmétique et surtout de leur interprétation en termes de
régles combinatoires. On est donc réduit & des conjectures et a
des conclusions prudentes découlant de sa maniére d'utiliser le
tableau :

On peut ainsi penser que les relations (4) et (5) (que nous avons
écrites en langage combinatoire) ont été, non seulement dégagées,
mais également utilisées pour construire le tableau IV des Cg .
Le reste des formules peut €tre divisé en deux catégories. Les
unes peuvent &tre déduites de la "géométrie" du tableau des nom-
bres, aprées que l'on ait observé les symétries ou les rotations
nécessaires qui permettent de faire correspondre soit des couples
de nombres, soit des couples de lignes ou de colonnes. Parmi cel=-
les~-ci, on peut citer :
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cP =P (6)
n o

o =Z ¢} 532 p; k-j = n-p-1 (7)
k,J

Quant aux formules de la seconde catégorie, elles ne sont pas di-
rectement "lisibles" dans le tableau, mais nécessitent une étude
comparative, selon le point de vue des suites numériques, des élé-
ments des lignes ou des colonnes. Parmi elles, on peut citer :

P . op=1 _ n-p+l ‘

Cp t Cp = = (8)
P, AP - O

Cn P Cpatr = n-p (9)
P, p=1_ 1

6.- C'est selon une démarche absolument identique & celle
d'Ibn Muncim, mais illustrée par un exemple, que Pascal dégagera
les CE , & partir des éléments du triangle arithmétique. Dans son
chapitre intitulé "“usage du triangle arithmétique pour les combi-
naisons", il énonce la proposition III ainsi : "Etant proposés
deux nombres, trouver combien de fois 1l'un se combine dans l'au-
tre par le triangle arithmétique. Soit les nombres proposés 4, 6;
il faut trouver combien 4 se combine dans 6.

Premier moyen : Soit prise la somme des cellules du 4€ rang du 6°
triangle : Elle satisfera a la question.

Second moyen : Soit prise la 5e cellule de la 7e base, parceque
ces nombres excédent de 1l'unité les données 4, 6, son nombre est
celui qu'on demande"4o.

Probleme II :

Déterminer le nombre de permutations des lettres d'un mot dans

lequel ne se répéete aucune lettre,
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On note n le nombre de lettres et Pn le nombre de permutations.
Procédé :
1e= Sin =2 =— Pn = 2,
car on a deux configurations :
(a,b) et (b,a)
2= S1in =73 = P, o= 6,

car chaque configuration précédente fournit, selon 1'énumération
suivante, trois nouvelles configurations :

(aob) —> (Csa’b)y(aycyb)’(aybyc)
3, 81in =4 = P, = 24, En effet :
(d,a,b,c),(a,d,b,c)

(a,b,c) —
(a,b,d,c),(a,b,c,d)

4.,- Sin 120, En effet :

]
(6 2]
Hd

i
Ut
.
no
B
il

(e,a,b,c,d),(a,e,b,c,d)
(a’bycvd) — ( sDye,C,
( syDyCye,

Lo
o

d),(a,b,c,d,e)

I1 en est de méme pour n>5, On en déduit donc :
Régle générale :

Si n est le nombre de lettres, supposées toutes distinctes,
d'un mot donné, on a :

Pn = 1.2.3- F ) OI] (11)

Remarques :

1.- La preuve que donnera plus tard Ibn al-Banna' est iden-
tique a celle-ci, mais exprimée seulement pour n=14 41
- Ibn Haydir, dans Tuhfat at-Jullab explicite le raison-
nement d'Ibn al-Banna', en écrivant les différentes configura-
tions pour n = 2 et n = 3 42 .

- Quant a Ibn Khaldﬁn, il donne dans sa Muqaddima Pzet P3
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en les associant aux permutations de 2 et 3 lettres qui intervien-

nent dans le calcul de Cg et Cg . 43

2.- Si on compare la preuve enseignée par Ibn Mun®im et ses
successeurs, a celles données par Mersenne et Frénicle, on cons-
tate que 3

a)- I1 n'y a pas trace, chez Mersenne,d'une quelconque justifi-
cation de la formule. Il se contente de la vérifier sur les cas
qu'il étudie, en la considérant comme évidente.

b)- La preuve de Frénicle pour cette formule, qu'il appelle la
"combinaison d'ordreI", est légerement différente au niveau de la
formulation. Elle correspond & l'énumération des permutations com=-
mengant toutes par a, puis de celles commencgant toutes par b, ain-
si de suite.

3.= Si & aucun moment le résultat n'est exprimé sous forme

récurrente

il semble que ce soit cette relation qui est utilisée par Ibn Mun-
Cim, pour dresser rapidement le tableau V.

4.,- I1 n'y a, ni chez Mersenne ni chez Frénicle, un véritable
raisonnement par récurrence. La preuve est fondamentalement iden-
tique chez Frénicle et chez Ibn Mun®im.

Probléme III :

Déterminer le nombre de permutations, avec répétitions, d'un
mot de n lettres.
Procédé :
1.= Si une lettre est répétée k fois et si on note Pg le nom-
bre cherché, alors :

pk -2 .ol - (12)

w

Preuve :
En effet, chaque permutation correspond & une configuration des
k lettres identiques qui fourniraient & leur tour, si elles étai-
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ent toutes distinctes, Pk permutations.
2.- S1 p lettres [1<p<nl sont répétées, chacune respective-

ment ky, ky, ..., k fois [k, + ... + k_ = nl, on calcule :

p P

puis le produit :

P
k1 2 P

D'ou le résultat :

pyrees ¥y o B (13)

Pk ...Pk
1 p

Preuve :
Elle est identique & celle du cas précédent ou une seule let-
tre était répétée.

Remarques :

1.- Mersenne donne (12) sous une forme générale et (13%) sous
une forme particuliére ; mais, dans les deux cas, il ne donne pas
de preuve44.

2.- Frénicle appelle "combinaisons d'ordre II" les permuta-
tions avec répétitions. Il énonce (12) et (13) sous une forme gé-
nérale, mais ne donne aucune preuve pour ces deux relations45.

%.- Dans son Hawi al-Lubab, Ibn al-Majdl traite deux cas
particuliers de permutations avec répétitions d'une seule lettre,
pour n quelcongue qu'il démontre pour n = 4, en énumérant tous

les cas46 (Cf. Anmexe II, p. 109).
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Probleme IV :

Déterminer le nombre de prononciations d'un mot donné, compte
tena des signes qui se succedent sur les lettres de ce mot, sa-
chant qu'on ne dispose que de trois voyelles et d'un sukun, que le
sukon n'est jamais au début d'un mot et que deux sukuns ne se sui-
vent jamais.

Procédé :

31 on note Sn le nombre de prononciations selon les signes, on
a

1.~ Mots d'une seule lettre :

correspondant aux 3 voyelles.
2.- Mots bilitéeres :

82 = 12
car, a la premiére lettre correspondent 3 voyelles et, & la secon-
de, 3 voyelles et un sukin.
3.,- Mots triliteres :

n
]

4.82 - 3

4.12 = 3 = 45

car, a la 3e lettre correspondent les quatre signes, et il faut
retrancher les 3 cas impossibles correspondant a la succession de
deux sukuns [ sur la 2% et sur la 38 lettre] et équivalant a S1 qui
est le nombre d'écritures de la premiére lettre.

4.~ Mots quadrilitéres :

S

4 4083 - SST

180 - 9 = 171
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car, a chaque voyelle, sont associées trois successions de deux
- . ) e
sukuns, respectivement sur la 3% lettre et sur la 4°.
5.~ Mots quintilitéres :

S

5 4-84 - 3.82

684 - 36 = 648

]

car, le nombre de successions de deux sukuns, respectivement sur
la 4° lettre et sur la Se, correspond au produit du nombre de voy-
elles se succédant sur la 3% lettre [c'est & dire 3], par SZ'

6.- Mots sextilitéresg :

Régle générale :

1.,- Premiére méthode :

Si le nombre de lettres du mot est n, on a :
a)- Sin & 3

S, =3
S, = 12
b)- Sin 24 :
S, = 45,4 - 3.5,3 (14)

2.~ Deuxiéme méthode :

S, = 3+Sp_.q * 35,5, 3 [0 231, (15)

Tableau des valeurs des Sn’

Pour ne pas avoir & refaire les calculs, on a donné, dans le tab-



32

i~

leau II, les valeurs de Sn , pour 1 & n 10.

Remarques :

1.~ Le dénombrement qu'effectue Ibn Mun®im correspond aux ar-
rangements de n signes, p a p, p = 1, avec répétitions et avec
contrainte. Mais cet aspect général du probléme n'est pas dégagé
par l'auteur. Quant & sa démarche pour aboutir a la premiére rela-
tion, elle utilise la méthode d'induction : Elle repose sur le dé-
nombrement explicite, a chaque étape n, d'abord de toutes les con-
figurations possibles, puis des configurations incompatibles avec
la contrainte imposée : Deux suklns ne se suivent jamais. En effet

le nombre de configurations possibles est égal a 4.S car il

n-1*
y a 4 signes pouvant &tre associés & chacune des configurations de
Sn-1l )
correspond a toutes les configurations de Sn—1 gui se terminent

Le nombre de configurations incompatibles est B'Sn-B qui

par un sukUn, lesquelles correspondent,a leur tour, & toutes les
configurations de Sn-2 se terminant par une voyelle.

2.- L'auteur ne donne pas de preuve de la relation (15). Mais
on peut la déduire de la relation’ (14), de la maniére suivante :

w
1]
W
-»
€2}
1
—
N
w2
1}
N
1$))
it

3,12 + 3.5
3.82 + 3.5

1

+ 3.8

n-1 n-2 n-3%
Alors, d'aprés (14), on a :
Sp = 3+55.10 % Spoq T 3¥po3
= 3.Sp09 * 3550

dtaprées (15), & 1'ordre (n=1).
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11 est toutefois évident, compte tenu de 1'absence d'un symbolisme
‘adéquat et de la faiblesse de 1l'induction utilisée a 1'époque
d'Ibn Muncim, que ce dernier ne pouvait pas établir la relation
(15) de cette maniére.

La démarche suivante, reposant sur la seule énumération des cas
compatibles avec la contrainte est, a notre avis, celle qui a pu
aboutir, par induction, & la relation (15) :

Sn—1 étant connu, on dénombre tout d'abord toutes les configura-
tions de Sn qui se terminent par une voyelle. On obtient B.Sn_1 ’
car il y a 3 voyelles. Puis on détermine, toujours & partir de
Sn__1 y les configurations qui se terminent par un sukin. On ob-

tient 3.Sn_2 qui correspond & toutes les configurations de'Sn_ se

1
terminant par une voyelle, car on associe un sukln & toutes les

configurations de S se terminant par une voyelle. .

3.- Mersenne ago;dera deux problémes,analogues au niveau des
principes qui les sous-tendent, mais différents dans la forme et
dans le niveau de complexité :

a)- Détermination du "nombre des chants que 1l'on peut faire de
tel nombre de notes que l'on voudra, en variant le temps ou les
mesures d'une ou de plusieurs ou de toutes les notes". C'est ainsi
que, se donnant 4 notes distinctes : UT, RE, MI, FA, et 4 mesures
différentes : Ronde, blanche, noire, croéhe, il calcule le nombre
de manieres de faire varier les temps des 4 notes données,

Dans un second calcul, il tient compte des permutations des quatre
chants47.

b)- Dans le méme ouvrage, il dénombre les dictions des 22 let-
tres de 1'alphabet francais, en considérant "toutes les maniéres
possibles™ et en tenant compte des contraintes de la prononcia-
tion. Mais, cette analogie mise & part, ce probléme est différent
de celui exposé par 1bn Muncim48.

4.~ Frénicle traite des combinaisons d'objets tirés d'ensem=-
bles différents en les appelant "combinaisons multiples", 11l donne
1'exemple de 6 soldats pouvant utiliser 6 armes distinctes, celuil
de 6 soldats pouvant utiliser 7 armes différentes et 8 livrées

différentes et celui de la répartition de 3 commandants parmi 6



dans 3% garnisons parmi 6.49
Probléme V :

Déterminer le nombre de mots formés de p lettres distinctes
[3 £ p & 10] de 1'alphabet arabe.

Procédé

On note.&g y 1e nombre de mots de p lettres, compte tenu des
signes :
1.- Calcul de #) [n = 28] :

On détermine d'abord Cg y en identifiant les lettres de l'alphabet
a autant de couleurs de soie et en calculant le nombre de combi-
naisons de ces n couleurs, 3 a 3. Puis, on détermine P3 ainsi

PB = 1.2'3

Puis, on calcule 83. D'ou le résultat cherché :

3 _ 3
Ah = S3'P -CJ

3

2.- Calcul de.ﬁg , pour k # 3 :

On procéde de la méme maniére [et l'on obtient :

k k
ﬁn,= Sk.Pk.Cn ] (16)

D'ol le nombre cherché qui s'obtient en faisant la somme

10
S, =) 8 .p .cK 17
10 =/, %k Pe%g ()
3
Remarques :
La regle : Ag = Pk°C§ ,donnant le nombre d'arrangements de n
lettres k & k, est implicite dans la relation (16). A son tour,

50

Ibn al-Banna' ne la formulera pas ; mais, il 1l'utilisera pour



35

exprimer Ai directement, en fonction de k et de n :

Ag = n(n=1) ... (n=k+1)

et Ck :

grace aux formules donnant respectivement Pk n °

P - k' . Ck - n(n"1) * o » (n"k+1)
k7 n - k!

Probleme VI :

Etant donné des filaments de soie de n couleurs, on voudrait
déterminer le nombre de houppes qu'il est possible de composer
avec p filaments de k couleurs, de telle sorte que Pqs Posesss Dy
filaments soient respectivement de méme couleur.

[{on a alors nécessairement : kK & p et Dy+Pot+ «es +Pp Pl.

]

1.~ Premier cas : k = 2.

Si on prend :
n=103p=5%;k=2;p,=130p, =2,

1

on a [en notant G;’ le nombre cherché ] :

1,1 _ 2

En effet, on procéde comme s'il n'y avait pas de filaments. On est
donc ramené, ici, & combiner n couleurs 2 & 2. Puis, on multiplie
par 2, car les deux filaments de méme couleur peuvent &tre soit de
la premiere couleur, soit de la seconde.

2.~ Deuxiéme cas : k> 2.

Quel que soit le nombre n de couleurs, le nombre de houppes obte-
nues & partir d'une houppe donnée de k couleurs k & n est égal
au nombre de permutations des lettres d'un mot de k lettres et
dont le nombre de répétitions de chacune de ces lettres est égal
au nombre des couleurs ayant le méme nombre de filaments,

[ Autrement dit, pour n, k, p,quelconques (k £ p &£n),on aura :
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km Pk

1.‘. _ -‘k
Gn B Pk "‘Pk 'Ln
1 m
avec : k, = card(’pj =1i31&j Lk ) et kot Kot oee 4k = k)
Par exemple, si on a :
P =283 k=53 p=py,=1 ; Pz=P,=Ps=2, (18)

cette répartition des couleurs correspond & la configuration de
lettres suivantes :

g’g’k’k’k (19)

Le nombre de houppes de 8 filamehts de 5 couleurs vérifiant (18)
est donc égal au nombre de permutations avec répétitions des cing
lettres de la combinaison (19), c'est & dire 10 ; car, d'aprés
le probleme III [ on a :

p2s3 - 2L 40 3
5 2131

Preuve :

A chagque configuration de lettres correspond une combinaison des
filaments de couleur et inversement, car a la configuration sui-
vante :

k,g, 8, k, Kk

ol la premiére devient troisiéme, correspond la houppe composée

d'un filament de la troisieme couleur [et donc de deux filaments
de la premiére couleur, le reste des filaments étant inchangé].

Pour les autres configurations, la démarche est identique.,

[ Définition J:

Par convention, on appellera combinaison un ensemble de let-
tres.
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Probléme VII :

Etant donné un mot de 9 lettres correspondant & la combinaison
suivante :

a, b, c,e, d,d, e,e,e

quel est le nombre de combinaisons,ayant le méme nombre de répéti-

tions, qu'il est possible de composer avec ces cing lettres dis-
tinctes ?

Procédé :

On écrit la combinaison en colonnes,de cette facon :

a b c d e

0
jo T}
0]

et on lui associe la combinaison suivante :
X X y y Z

Le nombre de répétitions de chagque lettre étant égal au nombre de
colonnes de méme longueur.

Le nombre cherché est alors égal au nombre de permutations, avec

répétitions, de la combinaison précédente, c'est a dire 30[ cor-

respondant a :

Remarques :

1.- Le modele, représenté dans le probléme VI par les houp-
pes constituées de filaments colorés, a l'avantage, par sa nature
tridimensionnelle, de ne pas introduire les positions des objets
les uns par rapport aux autres. Il concrétise parfaitement les
combinaisons avec répétitions. Malheureusement, l'auteur ne donne
aucun argument pour justifier le choix de ce modele.

2.- Pour faire le dénombrement du probleme VI, on utilise la
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regle du probléme III sur les permutations avec répétitions des
lettres d'un alphabet. Les éléments d'un alphabet apparaissent
donc, a leur tour, comme des objets abstraits qui symbolisent,ici,
une certaine répartition des couleurs d'une houppe donnée. La bi=-
jection qui permet cela est explicitement dégagée par l'auteur,

3.=- Dans le probleme VII, c'est une bijection plus élaborée
(entre des colonnes de longueurs différentes et un ensemble de
lettres qui permet d'effectuer le dénombrement).

Probléme VIITI :

Enumérer les différentes maniéres de répéter k lettres (1£k<10)
dans un mot de dix lettres. .

Procédé :

Comme il s'agit de combinaisons, on peut supposer, sans rien
diminuer & la généralité de la démarche, que les lettres non répé-
tées de chaque combinaison sont & gauche et celles qui sont répé-
tées, a droite.[Si on note : (a1,a2, cee ,a10), une combinaison,]
on aura les cas suivants :

1.= Neuf lettres distinctes :

a,0 = 24 3 (1£129)

2.~ Huit distinctes :

a) ag = 849 = 8 (1£i48)
b) a, = a,
C_t (izj 5 1%i,j48)
10 J

a) ag = ag = 510 = a, (14i£7)

b) a
(i#j 3 141,347)




c) ag = aj \
ag = a; (i#j#k 3 14i,],k<7)
2107 %

4.~ Six distinctes

a) ag = ag = aé = a,5 = a; - (14146)
b) ag = a

(i#3 5 12i,j<6)

i
a9 = a1o= aj

c) a; = ag = a; |
ag = aj (i#j#k ; 14i,3,k%6)
a40% %

d) a7 = 85 5 8g = a4 (i#jzk#l ; 14i,3.k,146)
g = & 3 2407 &g

5.~ Cing distinctes :

a) ag
b) ag = a

(i#] ; 1%1,]£5)

J
c) ag = ay
a7=a =8.j
8g = 8407 %

(i#j#k; 141, j,k%5)




d) ag = ag =
8g = 8y
210 21
e) a6 = ai ’
ag = ap ;
210° @n
6.- Quatre distinctes :
a) ag = ag =
b) a5 = aee
2107 2y
a5 = [ N B )
a9 = 2407
aS = e s
ag = a9 =
c) ag = a;
ag = a9 =
a5 = a6 =
a.7 = ag =
a9 = a1O=
a5 T eee =
a9 = aj
210 %k
d) ag = a;
a = =

aj

8.7 = aj

8g = &9

e eae = a1o
89 = 8y
a8 = ai

23

a7 = 8y

2107 &3

%3

a10= %%

a3

23

ay

ag = 8y
a6 = aj

40

(i#j#k#l; 14i,j,k,145)

(i#j#k#l#m; 1€i,j,k,1,m<5)

(i#] 3

(i#jzk

141,

’

I

4)

1€1, §,k&4)



=a9=

7.- Trois distinctes

a)

b)

c)

It
o

] 1]
PP
Oo~3 W

a)

2107 21

f

o
5!

o

41

(izjzk#l; 14i,j,k,1%44)

(i+j

.
’

1€1, j¢%)

(i#j+k ;3 1%i,j,k%3)
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8.4 = e ee = gi.loz aj

Ay = 34 = ai

a F eaee = ad = d.

° 1o (i#] 5 1%i,j22)
8.3 = 8.4 = 85 = ai

a6 - " e » - a1o aj

a3 = LI Y = a6 - ai

a7 = eee T a.]O: aj

Probléme IX :

Etant donné une combinaison de 10 lettres, avec répétitions,
correspondant & l'une des configurations énumérée dans le probléme
VIII, déterminer le nombre de combinaisons issues d'une méme con-
figuration dont p lettres sont distinctes et les 10-p restantes
répétant k de ces p lettres.

Proceédé :

(On note Rg le nombre de ces combinaisons].

1.=- Neuf lettres distinctes :

!
Ry =9 [=37)

2.~ Huit distinctes :

! 8!
RL -8 (-%01 5 Rg =28 (= g

car, étant donné une houppe de 10 filaments de soie de 8 couleurs
dont 6 sont chacun d'une couleur différente et 4, deux a deux,de
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méme couleur, cela revient &4 déterminer le nombre de houppes is-
sues de celles-ci et ayant la méme composition en filaments et en
couleurs. D'oh le résultat d'aprés le probléme VI .

3.- D'une maniére générale :

Si p letires sont distinctes {1 € p € 7], on les identifie a p
couleurs distinctes, on identifie les lettres répétées a des fila-

ments de méme couleur et l'on se raméne au probléme VI.

Remargues :

1.~ Les énumérations qui permettent de répondre aux problé-
mes VIII et IX se ramenent au dénombrement de toutes les parti-
tions possibles d'un nombre n en sommes de k autres nombres, avec
1 €k £€n :

a)~- Dans le probléme VIII, n est le nombre de lettres répétant
les lettres distinctes; m étant le nombre de lettres de la combi-
naison donnée, on fait varier n de 1 & m et, pour chaque valeur
de n, on énumeére toutes les partitions possibles de longueur k,
avec + 1 ¢ k £ inf(n, m-n).

b)=- Dans le tableau associé au probléme IX (tableau XI), n
étant le nombre total de répétitions des lettres, on fixe d‘'abord
k (avec : 1 £ k £ 5) et on énumére toutes les partitions possibles
de longueur k, pour les nombres n (avec : 2 ¢ n £ m),
Ces deux procédés restent solidaires des probléemes particuliers
traités et n'aboutissent pas & une régle générale concernant les
partitions d'un nombre en sommes de k nombres.

2.- Si elle permet de répondre au probléme particulier posé
par les lexicographes et qui ne concerne gqu'une petite valeur de
n (n = 10), cette méthode qui associe une longue énumération a la
confection d'un tableau, s'avére étre fastidieuse déja pour n=10.
On peut donc penser que, comme le fera Ibn al-Banné' pour le cal=-
cul des CE sans tableau, des mathématiciens arabes ont tenté de
substituer & ce procédé basé sur une indispensable énumération,
une régle de calcul directe ne tenant pas compte des différents

types de répétitions, comme tentera de le faire, au XVII® sizcle,
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Mersenne dans ses "Réflexions physico-mathématiques" et dans sa
suite manuscrite aux "Questiones in Genesim"51.

Malheureusement, nous n'avons encore trouvé aucun élément qui nous
permette de dire que des tentatives ont été faites pour dégager

la relation :

P _ P
Gp = Cn+p--1

Le seul auteur que nous connaissons et qui a abordé, indirectement
d'ailleurs, des combinaisons avec répétitions, est Ibn al-Majdl
dans son Hawi al-Lubab ol il traite deux cas d'arrangements avec
répétitions Le cas général du dénombrement des arrangements de

n lettres p & p,compte tenu de toutes les répétitions possibles :

Ag = nP

et le cas particulier que nous avons déja évoqué des arrangements
de 4 lettres 4 a 4, avec répétition d'une seule lettre 3% ou 4
fois .

Probléme X :

Déterminer le nombre de mots de une & dix lettres qu'il est
possible de composer avec les lettres de l'alphabet arabe, compte
tenu de toutes les répétitions possibles des lettres dans un mot
et compte tenu des signes qui peuvent se succéder sur ces lettres.

1.~ Dénombrement des mots sans répétition de lettres

On proceéde comme cela a déja été montré [dans le probléme V et on

obtient :
10

. k
8:2 NI
1

2.~ Dénombrement des mots avec répétitions des lettres :

On considere d'abord les mots de dix lettres, puis ceux de neuf



45

lettres et ainsi de suite jusqu'a ceux de deux lettres.

Premier cas : Mots de dix lettres.

1= Mots de dix lettres dont neuf sont distinctes :

a) On calcule le nombre de houppes de 9 couleurs distinctes,
correspondant aux 9 lettres distinctes du mot, qu'il est possible
de composer a partir de 28 couleurs de soie données. On obtient
un nombre N1.[ Dans cet exemple, on a, d'apres le probléme I :

-c2 -
Ny = Cpg = 6906900 ]

b)- Puis, étant donné une combinaison de 10 lettres dans la-
quelle 1l'une d'elle, a;, se répéte une fois, déterminer le nombre
de combinaisons de 10 lettres, issues de la premiere et ou une

seule répete l'une des autres aj[‘j #1 3; 1% 3j % 9]. On obtient:

comme on l'a déja montré[ dans le probléme VII .]
¢)- Puis, on calcule le nombre de permutations des lettres d'un
mot de 10 lettres dont 9 sont distinctes. On obtient :

2 _ 10! _
Ny, [= P, = =1814400

2!

d'aprés le probleme III. ]

d)=- Puis, on calcule le nombre de prononciations d'un mot de
10 lettres, compte tenu des signes -trois voyelles et un sukun- .
On obtient [d'aprés le probléme IV :

N, = S,. = 507627 ]

4 10

Finalement, le nombre de mots de 10 lettres dont 9 sont distinctes
est égal a :

N = N1.N2.N3.N4
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2.~ Mots de dix lettres dont huit sont distinctes :

- - 51 les deux lettres restantes répetent l'une des huit distin-
ctes, on procede exactement comme dans le cas précédent.
- Si elles répetent deux des huit distinctes, on procéde ainsi:

a)- On calcule :

en se ramenant & la composition de houppes de huit couleurs, a
partir de 28 couleurs données.
b)- On calcule :

2 6121

c)- Puis, on calcule le nombre de permutatiohs des lettres
d'un mot de 10 lettres dont deux sont répétées chacune une fois :

2,2 _ 10!
2121

d)- On considére également : N4 = 810 s Que l'on aura calculé
précédemment, une fois pour toute.Le résultat final est alors

égal a :

N N1.N2.N .N

3°74

3,=- Cas général :

Pour les répétitions d'un nombre plus grand de lettres, on procée-

dera de la méme maniere.

Deuxiéme cas : Mots de k lettres, 2 € k £ 9.

Le procédé est identique & celui du premier cas.
Finalement, on aboutira au nombre cherché en ajoutant les résul-

tats trouvés dans les deux cas.
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*

ILLUSTRATION DES PROCEDES GENERAUX :

1.- Utilisation du tableau IV :

Le nombre [ Cﬁ] de mots de p lettres distinctes d'un alphabet de
1eME colonne et de la

n lettres, se 1lit & 1l'intersection de la p

ntcme diagonale.
2.- Utilisation du tableau X :
Le nombre de combinaisons issues d'un mot de p lettres [ 24p£10]

et ayant les mémes types de répétitions que ce mot, se trouve &
l'intersection de la colonne du mot et de la ligne correspondant

au type de répétifions.
5.- Exemple :
Déterminer le nombre de mots de p lettres [ 14p£10] qu'il est
possible de composer a l'aide d'un alphabet de 28 lettres.

(1)- Mots de 10 lettres toutes distinctes :

Le tableau IV fournit :

10 4
028 [=131231101]

Le tableau V fournit

1 =
P1O 10! = 3628800

.

Le tableau II fournit :

S0 = 507627

D'ou finalement le nombre de mots de 10 lettres, toutes différen-

tes :

10 ' 1Q
fog ™ 510°P10+Cag

On calculera, de la méme maniére;a&§8v. pour ¢t 1 & p & 9,

(3)= Mots de p lettres, avec répétition de k lettres :

Ici ¢+ 1 4p&10 et 2 &€k & 10,



48

On procedera comme sur l'exemple suivant : Considérons un mot de
9 lettres de cette forme :

(ayb,c,c,d,d,e,e,e) (1)

I1 est constitué de 5 lettres distinctes.
(a)- On commence par déterminer le nombre de combinaisons des
28 lettres de 1l'alphabet, 5 a 5.[ Le tableau IV fournit] :

-2 -
N, = Cog = 98280

(b)= Puis on détermine,[ & 1l'aide du tableau VIII »] le nombre de
permutations avec répétitions de la combinaison (1) :

1914252,3 !
N, =L pgrlrZie3. ET%T??‘ 115120

(c)- Puis on détermine, & 1l'aide du tableau X, le nombre de pro-
nonciations de ce mot de 9 lettres. On aura :

N3 = S9 = 133893

(d)=- Puis on détermine, & l'aide du tableau XI, les combinaisons
de méme type issues de la combinaison (1). On aura :

- 2,2
Ny, = [Pg’° =130

Le nombre cherché est alors égal a :

N1.N2.N3.N4 = 5968924232544000

[ Cas particuliers ]:

(1)- Si 1'on demandait de déterminer le nombre de mots issus
de la combinaison (1) et dans lesquels chacune des cing lettres
distinctes a le méme nombre de répétitions que dans (1), le résul-
tat serait seulement de :

N,.N; = 15120 . 133893[= 2024462160]

23
(2)- Mais si les lettres qui se répétent n'étaient pas pré-

cisées, le résultat serait alors :

N2.N3.N4 = 60733864800
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LA ONZIEME SECTION DU PREMIER CHAPITRE
[DU FIQH AL -HISAB]

sur le denombrement des mots
qui sont tels que |’étre humain ne peut s’exprimer
que par |’'un d’eux

[ INTRODUCTION ]:

Nous avons voulu décrire la maniére de procéder pour dénombrer
les mots qui sont tels que 1'@tre humain ne peut prononcer que
1'un d'entre eux.

Al-Xhalil -que Dieu lui soit miséricordieux- a indiqué seulement
le nombre de configurations du mot dans lequel ne se répetent pas
de lettres. Quant aux mots dont les lettres se répetent, ainsi
que le nombre de mots quintilitéres ou sextiliteres composés de
lettres de 1l'alphabet et dont les lettres sont toutes distinctes
ou dont une d'entre elles, ou deux, ou l'ensemble, sont répétées,
ainsi que le dénombrement de tout cela, c'est cette section qui
en renferme [1'étude].

Nous convenons, dans notre exemple-ci, que le nombre de let-
tres de l'alphabet est vingt huit, que le mot le plus long, com=-
pte tenu des affixes et des répétitions, est de dix lettres,com-
me par exemple : I bl..l, Que se succedent sur une seule lettre
trois voyelles et un sukun, que 1l'on ne commence pas par un sukun
et que ne se suivent pas deux sukuns.

Si quelqu'un faisait une objection en disant qu'il arrive que,sur
une lettre se succédent plus de trois voyelles, comme dans le cas

de l'inflexion vocalique et dans d'autressz, que certains non-

53

arabes commencent par le sukun””’, mais que nous avons ignoré cela
a cause de l'impuissance de notre langue a le prononcer, que les

non-arabes parlent avec d'autres lettres, méme si elles ne sont
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pas dans le parler des arabes, comme le kaf qui est semblable au
gaf, le jim qui est semblable au shin ainsi que d'autres54 et
Qu'il arrive que le [nombre] de lettres d'un mot soit plus grand
que dix, comme quand Dieu dit : pJﬁﬂ&h%355, la lettre appuyée
équivalant a deux lettres.

Je lui 7réponds alors en disant : Notre but, en fait, est la des~
cription d'une méthode & 1l'aide de laquelle il est possible de
dénombrer les mots et la description sera identique,méme si le
nombre des lettres et des voyelles s'accrolt, atteignant n'impor-
te quelle valeur.Si nous avons supposé que les lettres sont au
nombre de vingt huit, que le mot le plus long est constitué de
dix lettres et que ne se suivent pas,sur une méme lettre, plus de
trois voyelles et un sukun, c'est pour illustrer le procédé dans
la méthode que nous nous sommes proposée. Le procédé étant acquis,
tu suivras [la m@me démarche], que le nombre de lettres et de ’
voyelles soit plus petit ou plus grand.

Et que Dieu nous inspire le vrai, il n'y a pas d'autre Maltre que
lui.

[A. ETABLISSEMENT DES REGLES GENERALES |:

[Probléme I] ¢ Proposition préliminaire pour ce gque nous en-

visageons de démontrer :

Etant donné dix couleurs de soie, avec lesgquelles nous voulons
faire des houppes [respectivement] d'une, de deux, de trois cou-
leurs et ainsi de suite, jusqu'ad la derniére houppe qui doit &tre
de dix couleurs, nous voulons savoir quel est le nombre de houp-
pes de chaque espéce, les couleurs de chaque houppe €tant connues,
ou quel est le nombre de toutes les houppes rassemblées, compte
tenu des différents nombres de couleurs des houppes.

Nous disposons les couleurs, une a une sur une ligne, selon la
largeur de la page, comme dans 1l'exemple ; [puiS}, si tu réflé-
chis au probléme, tu constates que les houppes de deux couleurs
s'obtiennent en combinant la deuxiéme couleur avec la premiere,
la troisiéme couleur avec la premiére et avec la deuxiéeme, la
quatriéme couleur avec la premiere, avec la deuxieme et avec 1la
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troisieme, la cinquiéme couleur avec la premiére, avec la deuxié-
me, avec la troisieme et avec la quatriéme ; et ainsi de suite,
selon cet ordre [d'énumération] jusqu'a ce que l1l'on aboutisse aux
combinaisons de la dixieme couleur avec chacune des couleurs qui
la précedent.

D'une maniére générale, c'est en combinant chacune des couleurs
avec celles qui la précédent dans la numérotation, et selon cet
ordre d'énumération, que sera déterminé le nombre de combinaisons
de chaque couleur avec chacune des [autres] couleurs.

Tu écris : 1, dans la premiere case de la deuxiéme ligne, vis-a-
vis de la deuxieéme couleur, et c'est la houppe constituée de la
[combinaison de la] deuxiéme couleur avec la premidre.

Tu écris : 2, dans la deuxiéme case de la deuxiéme ligne, égale-
ment vis-a-vis de la troisiéme couleur et ce sont les deux houp-
pes obtenues par la combinaison de la troisieme couleur avec la
premiere et avec la deuxiéme.

Tu écris : 3, dans cette ligne également vis-a-vis de la quatrie-
me couleur et c'est le nombre de houppes obtenu par la combinai-
son de la quatriéme couleur avec la premiére, la deuxieme et la
troisiéme.

De la méme maniére, tu écris : 4, dans cette ligne,vis-a-vis de
la cinquieéme couleur, et c'est le nombre de houppes obtenues par
la combinaison de la cinquieme couleur avec la premiere, la deu-
xiéme, la troisiéme et la quatriéme. Et de cette maniere,tu ache-
ves la deuxieme ligne jusqu'a ce que tu écrives neuf a son extré-
mité, vis-a-vis de la dixieme couleur et ce neuf est le nombre de
houppes obtenues en combinant la dixiéme couleur avec la premieére,
la deuxieme et [ainsi de suite] jusqu'ad la neuviéme.

I1 en résulte, dans la deuxiéme ligne, des nombres se succédant
de un a neuf et c'est le nombre des houppes composées de deux
couleurs. |

Le nombre de houppes de deux couleurs est donc égal a la somme
des entiers successifs [allant] de un au nombre qui est inférieur
de un au nombre de couleurs.

Quant a la connaissance du nombre des houppes de trois couleurs,
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elle s'obtient par la combinaison de la troisieme couleur avec la
premiere et la deuxiéme, puis par la combinaison de la quatriéme
couleur avec chaque couple de couleurs, parmi les trois couleurs
précédentes qui sont la premiére, la deuxiéme et la troisiéme,
puls par la combinaison de la cinquiéme couleur avec chaque coup-
le de couleurs parmi les quatre couleurs précédentes, puis par la
combinaison de la sixieme couleur avec chaque couple parmi

les cing couleurs précédentes et ainsi de suite, jusqu'a [la com-
binaison de] la dixieéme couleur, avec chaque couple de couleurs
parmi les neuf couleurs précédentes. Mais chaque couple de cou-
leurs est une houppe de la deuxiéme ligne. Pour cette raison,nous
écrivons : un, dans la premiére case de la troisiéme ligne,vis-a-
vis de la troisiéme couleur, et ce sera la houppe composée de la
premiere, de la deuxiéme et de la troisieme couleur ; puis, nous
écrivons, dans la case suivante qui est vis=-avis de la quatriéme
couleur, le nombre des houppes obtenues par la combinaison de la
quatriéme couleur avec chaque couple parmi les couleurs précéden-
tes, et c'est égal au nombre de houppes de deux couleurs compo-
sées des couleurs précédant la quatriéme couleur, et c'est aussi
égal a la somme du contenu des deux premieéres cases de la deuxie-
me ligne, et c'est : trois. Nous écrivons donc:trois,dans la deu-
xiéme case de la troisiéme ligne. Et nous écrivons dans la troi-
siéme case de la troisiéme ligne -cette case étant celle qui est
vis-a-vis de la cinquiéme couleur- [le nombre] de houppes [obte-
nues] par la combinaison de la cinquiéme couleur avec les couples
de couleurs précédant la cinquiéme couleur, et c'est aussi la
somme du contenu des trois premiéres cases de la deuxiéme ligne
et c'est six. Nous écrivons : six, dans la troisieme case de la
troisieme ligne.

Ainsi, selon cet ordre, on montre que le contenu de la case sui-
vante -la quatriéme de la troisiéme ligne- est égal a la somme
des quatre cases de la deuxiéme ligne, et c'est dix ; et le con-
tenu de la case suivante, la cinguiéme, est égal a la somme des
cing cases de la deuxiéme ligne, et [ainsi de suite], jusqu'a ce
que s'achéve la troisieme ligne. La somme des cases de la troi-
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sieme ligne est alors égale a l'ensemble des houppes de trois
couleurs chacune, [obtenues] & partir des couleurs [données].
Quant & la connaissance du nombre de houppes de quatre couleurs,
elle s'obtient par la combinaison de la quatriéme couleur avec
les trois précédentes, par la combinaison de la cinquiéme couleur
avec l'ensemble des triplets parmi les couleurs précédant la cin-
quiéme, puis par la combinaison de la sixieme couleur avec l'en-
semble des triplets parmi les couleurs précédant la sixieéme, et
ainsi jusqu'a la dixiéme couleur [combinée] avec 1'ensemble des
triplets parmi les couleurs précédant la dixiéme. Mais, chaque
triplet est une houppe de la troisiéme ligne. Pour cette raison
donc, nous écrivons, dans la premiére case de la quatriéme ligne:
un qui est la houppe composée des quatre premiéres couleurs et
nous écrivons, dans la case suivante qui est vis-a-vis de la cin-
quieme couleur, le [nombre] de houppes obtenues par la combinai-
son de la cinquieme couleur avec chaque triplet parmi les cou=-
leurs précédant la cinquieme, qui est aussi égal & la somme des
contenus des deux premiéres cases de la troisieéme 1ighe et c'est
quatre.

I1 apparalt de m@me que tu dois écrire, dans la troisiéme case de
la quatriéme ligne, ce qui équivaut & la somme des trois premiéres
cases de la troisieme ligne,et c'est dix.

On procéde ainsi pour la construction de l1l'ensemble de la quatrie-
me ligne, & partir de la troisieéme ligne, [construction] qui est
identique a celle de la troisidme ligne & partir de la deuxieme
et & celle de la deuxiéme ligne & partir de la premiére.

On procede de la méme manieére pour la construction de la cinquig-
me ligne & partir de la quatriéme : Elle est analogue a la cons-
truction de la quatriéme ligne & partir de la troisieme, a celle
de la sixiéme ligne & partir de la cinquiéme, de la septiéme a
partir de la sixieme, de la huitiéme & partir de la septidme, de
la neuvigme a partir de la huitiéme et de la dixieme & partir de
la neuviéme. Mais, dans notre exemple-ci, la dixieme ligne a une
[seule] case contenant une seule houppe de dix couleurs.,

Et que Dieu nous inspire.
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[Tableau des combinaisons de dix couleurs de soie

une a une,

deux a deux, .

.

14

dix a dix.

Somme

Ecriture de l'exemple dans le tableau

\?\\\ Ligne des houppes de dix couleurs

~

10 9 1 ligne des houppes de neuf couleurs
45 36 5] 1 ligne des houppes de huit couleurs
120 | 84 28 7 1 " " " de sept couleurs
210 | 126 | 56 21 6 \?\ " " de six couleurs
252 | 1261 70 35 15 5 de cing couleurs
210 | 84 56 35 20 10 4 1 de quatre couleurs
120 | 36 28 21 15 10 6 3 1 trois couleurs
45 S 8 7 6 5 4 3 2 ™ deux " L
10 1 1 1 1 1 1 1 1 une "
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Puis, si tu réfléchis aux particularités de ce tableau et a ce
qui y apparalt comme harmonie surprenante, il s'y révelera A toi
des symétries extraordinaires et des propriétés étonnantes dont
1'évocation ménerait & des excés et & des longueurs. Nous avons
donc renoncé & cela, comptant sur la réflexion de 1l'étudiant et
désirant également abondonner les excés et faire un choix. Et que
Dieu nous assiste.

Maniére de procéder avec le tableau.

Si tu as des couleurs de soie et que tu veux [savoir] combien
fournissent~elles de houppes de sorte que dans chaqgue houppe il
y ait un [nombre] de couleurs connu, tu entres dans le tableau
verticalement, par la couleur dont le numéro est é€gal au nombre
de couleurs de ta soie, puis tu entres également par la ligne
correspondant au nombre de couleurs de chagque houppe et tu com-
ptes le nombre de la case ou se rencontrent la ligne et la colonne
avec les nombres des cases qui sont, dans cette ligne, a droite
de cette case, [et ce] jusqu'a un. La somme que tu obtiens est le
nombre de houppes.
Il y a une autre méthode,meilleure et plus simple, qui consiste
a entrer dans le tableau verticalement, a partir de la couleur
dont le numéro excede de un le nombre de couleurs de ta soie, et
a entrer par la ligne des houppes dont le nombre de couleurs de
chacune excede de un le nombre de couleurs de tes houppes.Le nom-
bre de la casé ou se rencontrent la ligne et la colonne est alors
le nombre de houppes que tu cherchais.
Si le nombre de couleurs que tu as est plus grand que dix, tu
ajoutes [des colonnes] au tableau jusqu'ad ce que le nombre de ses

couleurs soit égal a celul de tes couleurs.
[ Probleme II]:

[Le] probléme [est] : Nous voulons connalftre un procédé cano-
nique pour[ﬂéterminer le nombre] de permutations des lettres d'un
mot dont le nombre de lettres est connu et dans lequel ne se ré-
pete aucune lettre.

Si le mot est bilitere, il est clair qu'il aura alors deux permu-
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tations, car la premidére [lettre] devient deuxiéme et la deuxiéme
devient premiere. S'il augmente d'une lettre et devient trili-
tere, il est clair que, dans chacune des permutations des deux
lettres du mot bilitere, la troisiéme lettre est soit avant les
deux lettres, soit entre elles, soit en troisieme [position]. Les
lettres du mot trilitere auront donc six permutations. Si le mot
augmente d'une lettre devenant quadrilitére, la quatriéme lettre
sera dans chacune des six permutations, soit a droite de la pre-
~mieére, de la deuxieme, ou de la troisieme, soit a gauche de la
troisiéme. Le mot quadrilitére aura donc vingt gquatre permuta=
tions. S'il augmente d'une lettre devenant quintilitere, il est
clair que la cinguieme lettre sera, dans chacune des vingt quatre
permutations des lettres du quadrilitere, soit a droite de la pre-
miére, de la deuxiéme, de la troisiéme, ou de la quatrieme, soit
a gauche de la quatriéme. C'est donc [1e produit] de cing par
vingt quatre permutations et c'est cent vingt permutations pour
les lettres d'un quintilitere.

Et 1l'on démontrera ainsi, aussi grand que soit [le nombre].

On a donc montré, avec cela, que si tu as un mot dont le nombre
de lettres est connu et dont aucune lettre ne se répete et que tu
veux connaltre le nombre de permutations des lettires de ce mot,tu
multiplies un par deux, ce qui en résulte par trois, puis ce qui
en résulte par quatre, puis ce qui en résulte par cing, et ainsi
de suite, chaque résultat étant multiplié par le nombre qui suit
dans la suite des entiers, jusqu'a ce qu'on aboutisse au produit
par le nombre qui est égal au nombre de lettres du mot. Le résul-
tat est égal au nombre de permutations des lettres de ce mot, et

c'est ce que nous voulions démontrer.
[Probleme III]:

Nous voulons connaitre le nombre de permutations des lettres
d'un mot dont le nombre de lettres est connu et dont une lettre
ou deux ou plus sont répétées un nombre connu de fois.

La méthode, lorsque se répéte une seule lettre, consiste & dé-
terminer le nombre de permutations d'un mot dans lequel ne se
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répete aucune lettre et dont le nombre de lettres est égal au nom=-
bre de lettres du(mot'donné, avec leurs répétitions. Le résultat
que tu obtiens, tu le divises par le nombre de permutations des
lettres d'un mot dont le nombre de ses lettres est égal & celui
des lettres qui répetent la seule lettre dans le mot donné. Le ré-
sultat que tu obtiens sera le nombre des permutations des lettres
du mot donné.

La preuve de cela est que lorsqu'une seule lettre est répétée
dans un mot, a chaque position dans le mot de ces lettres répé-
tées, correspondraient, si elles étaient différentes, les permu-
tations des lettres d'un mot dont le nombre de lettres serait
égal au nombre de répétitions de cette lettre.

Si deux mots, ou trois, ou plus se répétent, le procédé consiste

a déterminer le nombre de permutations des lettres d'un autre mot
dans lequel ne se répete aucune lettre et dont le nombre de let-
tres est égal au nombre de lettres du mot donné, avec leurs répé-
titions.

Tu conserves le résultat que tu auras obtenu puis, tu comptes le
nombre de répétitions d'une seule des lettres qui se répetent com-
me étant le nombre de lettres distinctes d'un mot. De méme, le
nombre de répétitions de la deuxiéme lettre répétée sera le nom-
bre de lettres d'un deuxiéme mot et s'il contient une troisiéme
lettre qui se répéte, tu comptes également le nombre de ses répé-
titions comme étant le nombre de lettres d'un autre mot puis, tu
multiplies les nombres de permutations de ces mots, les uns par
les autres et tu divises, par ce résultat, ce que tu avais conser-
vé, Ce qui en résulte est le nombre de permutations des lettres

du mot donné.

La preuve de cela est analogue a ce qui a précédé dans la démons-
tration [}oncernant] la répétition d'une seule lettre.

Probleme [IV}

[Le] probléme [est] : Nous voulons connaltre le nombre de con-
figurationss6 d'un mot dont le nombre de lettres est connu, comp-
te tenu des voyelles et des sukuns qui se succédent sur les let-
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tres du mot et non pas des positions des lettres du mot.

Si nous voulons cela et que le mot est composé d'une seule let-
tre, ses configurations sont au nombre de trois. S'il est bilite-
re, 1e nombre de ses configurations est douze, parceque se succe=-
dent sur la premiére lettre trois voyelles et sur la deuxiéme,
trois voyelles et un sukun.

S'il est trilitere, nous multiplions douze qui est le nombre de
configurations du bilitére, par quatre qui représente les trois
voyelles et le sukun qui se succedent sur la troisiéme lettre.D'ou
quarante huit duquel il faut retrancher trois qui correspond a 1la
réunion du sukiin de la troisiéme et du sukiin de la seconde, la
premiére lettre étant affectée soit d'une rafca,>soit d'une nagba,
soit d'une khafda. I1 reste quarante cing qui est le nombre de
configurations du trilitére, du point de vue des voyelles et des
sukuns.

S'il est quadrilitere, tu multiplies le nombre de configura-
tions du trilitére, qui est quarante cing, également par quatre,
tu obtiens cent quatre vingt duquel tu retranches le nombre de
réunions du sukln du quatriéme et du sukfin du troisiéme qui
correspond au nombre de voyelles qui se succedent sur la seconde
lettre et qui est trois, le résultat étant multiplié par le nom-
bre de voyelles qui se succédent sur la premiére lettre., Cela
donne neuf, et il reste cent soixante onze qui est le nombre de
configurations du quadrilitére, du point de vue des voyelles et
des sukuns qui se succédent sur chacune de ses lettres.

S'il est quintilitére, tu multiplies le nombre de configurations
du quadrilitere, qui est cent soixante onze, par quatre, tu ob-
tiens six cent quatre vingt quatre duquel tu retranches le nombre
de réunions du sukun de la cinquiéme et de celui de la quatriéme,
qui est le nombre de voyelles qui se succedent sur la troisiéme
lettre, et c'est trois. Le résultat est multiplié par le nombre
de configurations du bilitére, du point de vue des voyelles et
des suklns, qui est douze. Tu obtiens trente six que tu retran-
ches des six cent quatre vingt quatre qui précedent. I1 reste
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six cent quarante huit qui est le nombre de configurations du
quintilitere, du point de vue des voyelles et des sukins qui se
succedent sur ses lettres.

S'il est sextilitere, tu multiplies également quatre par le nom-
bre de configurations du quintilitere du point de vue des voyel=-
les et des sukuns, et tu en retranches le produit de trois par le
nombre de configurations du trilitére, du point de vue des voyel-
les et des sukuns.

D'une maniére générale, tu retranches toujours trois, du nombre
de lettres du mot, puis, tu comptes 1le nombre de configurations
des lettres restantes, du point-de vue des voyelles et des sukuns
et tu multiplies cela par trois égalemént et tu le conserves : Ce
sera le premier [résultat]. Puis, tu retranches un,du nombre de
lettres du mot et tu multiplies aussi par quatre le nombre de con=-
figurations du reste,du point de vue des voyelles et des sukuns.
De ce produit, tu retranches le premier résultat. Le reste est
égal au nombre de configurations des [letres du] mot, selon les
voyelles et les sukuns et non pas selon les permutations des let-
tres du mot.

Si le mot est trilitére, tu retranches trois du produit de quatre
par le nombre de configurations du bilitere. Tu obtiens, comme
précédemment, quarante cing. S'il est bilitere, le nombre de ses
configurations est douze, du point de vue des voyelles et des su-
kuns et s'il est [composé] d'une seule lettre, le nombre de ses
configurations est trois, seulement.

I1 y a, pour ce probleme, une autre méthode qui consiste a
0ter deux des lettres du mot et & multiplier, par trois, le nom=-
bre de configurations du reste, du point de vue des voyelles et
des sukuns, & conserver le [produit] qui sera la premier résultat
puis, & Oter une des lettres du mot et & multiplier, par trois,le
nombre de configurations du reste, du point de vue des voyelles
et des sukuns. Au résultat, tu ajoutes le [produit] conservé. La
somme est égale au nombre des configurations du mot du point de

vue des voyelles et des sukuns,
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Et, pour ne pas avoir a4 répéter les calculs pour ce dont on aura
besoin, nous avons construit un tableau sous cette forme :

Tableau du nombre des configurations des mots selon
les voyelles et les sukun qui [se succédent] et non
selon les permutations des lettres

mot de de dé de de de de de de at
dix neuf | huit| sept| six | cing | quatre| trois | deux | une
lettre let.] let.| let.] let.] let. | let. let. let. | let.

N — A5, O N (o)} - S - W

O AN Ul W E= 4 ~J U N

~J W N - 18] [es) -

o m - Ul -3

N \O o

-3 W

{Tableau II]

[Probléme V] :

Ayant montré cela, revenons & notre probléme. Si on pose la
question en disant : Nous voulons connaltre le nombre de mots com-
posés a partir des lettres de l'alphabet de sorte que le plus pe-
tit soit de trois lettres et le plus grand de dix.

Décrivons le procédé, d'abord, lorsque dans le mot ne se répe-
te aucune lettre : La méthode consiste, ici, a considérer le nom-
bre de lettres de 1l'alphabet comme étant des couleurs de soie et
a dire : Combien contiennent-elles de houppes de sorte que le nom-
bre de couleurs de chaque houppe soit, par exemple, trois. Tu ob-
tiens un résultat que tu conserves. Comme tu as supposé que le
nombre de couleurs d'une houppe est trois, tu poses, sur une li-
gne, la suite des entiers de un a trois, sous cette forme: 1,2,3,
puis tu commences par multiplier un par deux, puis le produit par
trois qui suit sur la ligne., Et si le suivant était un autre[nom-
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bre],tu multiplierais le produit par lui. Puis, tu multiplies le
résultat par le nombre de configurations du mot, selon les voyel~
les et les sukuns, puis tu conserves le résultat et tu le multi-
plies par le nombre de houppes de soie qui sont, chacune,de trois
couleurs, comme nous l'avons supposé dans cet exemple. Le résul-
tat est le nombre de mots composés des lettres de 1l'alphabet et
dont chacun est de trois lettres.

Tu procederas de la méme maniére pour les cas de plus et de moins
de trois lettres.

Puis, tu sommes les nombres des groupes de lettres de l'ensemble,
et ce sera le nombre des mots composés a partir des lettres de
ltalphabet, dont le plus petit est de trois lettres et le plus
grand de dix, et dans lesquels ne se répéte aucune lettre.

[Brobléme VI] :

Proposition préliminaire pour ce que nous envisageons d'éta-
blir :

Etant donné un ensemble de filaments de soie, de couleurs con-
nues, nous voulons en composer des houppes de sorte qu'il y ait
dans chaque houppe un nombre donné de filaments de couleurs don-
nées.

Exemple de cela : Etant donné un ensemble de filaments de soie
de dix couleurs, nous voulons en composer des houppes de sorte
qu'il y ait, dans chaque houppe, trois filaments de deux
couleurs, dont un d'une couleur et deux d'une autre couleur, sans
que le nombre de filaments de méme couleur soit identique dans
deux houppes différentes .

Si tu réfléchis a ce probléme, tu trouves que le nombre de
houppes est le double de leur nombre si tu avais omis de parler

des filaments et gque tu avais dit : Nous voulons en composer des
houppes de sorte qu'il y ait deux couleurs dans chaque houppe,

Si cela est ainsi, c'est parceque les deux filaments peuvent &tre
de la premiére couleur dans une houppe , et de la deuxiéme dans
une autre houppe.

D'une maniére générale, gque le nombre de filaments de [ohaqué]
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couleur soit plus grand ou plus petit, le nombre de houppes cons-
tituées par les couleurs d'une houppe, est égal au nombre de con-
figurations des lettres d'un mot dont le nombre de lettres est
égal au nombre de couleurs de la houppe donnée et dont le nombre
de répétitions de [chaque] lettre répétée est égal au nombre de
[couleurs] ayant le méme nombre de filaments.

huit filaments de

Exemple de cela : [Etant donné] une houppe de

cing couleurs, dont deux d'une couleur chacun et six,deux a deux
d'une méme couleur, combien de houppes de huit filaments de cing
couleurs peut-on composer, de sorte que deux des filaments soient
chacun d'une couleur distincte et que six filaments soient, deux
a4 deux, de méme couleur.

Si tu veux résoudre ce probléme, tu disposes les [}ilaments] de-

vant tes yeux, selon cette figure :

filament filament filaments filaments filaments
de la de la de la de la de la

1e couleur 2e couleur 3e couleur 4e couleur 5e couleur
g g k k k

[Tableau III]

Puis, tu réfléchis au probleme et tu constates que les deux pre-
miéres couleurs ont les nombres de leurs filaments égaux. Tu é-
eris donc, en dessous de chacune d'elle, la méme lettre, soit

g , . Puis, tu constates que les trois autres couleurs ont les
nombres de leurs filaments égaux. Tu écris, en dessous de chacune
d'elles également, la méme lettre, soit : k , k ; k.

On est donc ramené,d‘apres la figure, & la combinaison de cing
lettres dont trois répétent [une méme lettre] et deux répetent

[une autre].
Le [nombre] de permutations [issues de cette combinaison] est
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donc égal au nombre de houppes composées des couleurs d'une méme
houppe. Tu obtiens dix, d'apreés ce qui précede.

Preuve de cela : Cela vient du fait que pour chaque permuta-
tion des lettres, tu trouves une combinaison [correspondante] des
filaments des couleurs, et inversement. En effet, s'il existe une
permutation dans laquelle la premiére lettre est troisiéme, il
existe une houppe correspondant a cette Epermutation] et dans la-
quelle le nombre de filaments de la troisiéme couleur est égal &
celui des filaments de la premiére couleur [dans la houppe don-
née].

La démonstration est analogue pour le reste [des couleuré] et il
en sera ainsi, aussi grand que soit le nombre.

Section :

[Définition]:

La combinaison, dans notre convention-ci, est un ensemble de

lettres.

[Brobléme VII] :

Explicitation : Etant donné un mot de neuf lettres, [composé
& partir] de cing lettres [distinctes] dont deux non répétées,
deux répétées deux fois et une répétée trois fois, combien de com-
binaisons sont-elles issues de ces lettres, chaque combinaison
étant de neuf lettres et[bomposée a partir]de c¢inqg lettres dont
deux non répétées, deux répétées deux fois et une répétée trois
fois.

Tu les écris sous cette forme :

et, en dessous [des colonnes] d'un méme nombre [de lettres], tu
écris des lettres identiques :

a a 4 4d r

On est donc ramené a une combinaison de cing lettres dont deux

sont répétées deux fois. Le nombre de permutations des lettres de
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cette figure sera alors le nombre de combinaisons de neuf lettres
dont deux ne sont pas répétées, deux répétées deux fois et une
répétée trois fois, soit trente combinaisons.

[Probléme VIII]| :

Revenons & notre probléme : Nous disons que les mots dont les
lettres se répetent et qui se composent des lettres de 1l'alphabet
sont, compte tenu des répétitions [de leurs lettres], soit des
mots de dix lettres, soit [des mots] de moins de dix et ce, jus-
qu'a deux.

Parlons d'abord de ceux de dix lettres, puis de ceux de moins
[de dix], jusqu'a deux lettres et ordonnons les lettres selon un
ordre tel que celles [d'entre elles] qui sont distinctes se suc-
cedent a partir de la premiere et celles d'entre elles qui sont
répétées soient celles qui précedent la dixiéme.

On a alors : |

Soit neuf lettres distinctes et la dixieme répétant 1l'une des
neuf.

Soit huit distinctes, la neuvieme et la dixieéeme répétant une
méme lettre parmi les huit, ou deux.

Soit sept distinctes et les trois lettres restantes répétant
une méme lettre parmi les sept lettres distinctes, ou deux, ou
trois.

Soit six distinctes et quatre répétant ou bien une lettre, ou
bien deux, et si elles répetent deux lettres, ce sera soit une
fois 1'une et trois fois la seconde, soit deux fois l'une et deux
fois 1l'autre ; ou bien[les quatre]répétent trois lettres et ce
sera deux fois l'une d'elles et une fois les deux autres; [ou bien
elles répétent quatre lettires.]

Soit cing distinctes et les cing autres répétant ou bien une
des cing lettres, ou bien deux, et si elles répéetent deux lettres,
ce sera soit une fois 1l'une et quatre fois la seconde, soit deux
fois 1'une et trois fois la seconde ; [ou bien] les cing lettres
répétent trois lettres, soit une fois 1l'une et deux fois chacune
des deux [autres], soit trois fois 1l'une et une fois chacune des
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deux‘[éutreﬂ ; ou bien les cing répetent quatre lettres, deux
fois 1l'une d'elles et une fois chacune des trois restantes ; ou
bien les cinq répetent cing lettres, chacune une fois.

Soit quatre distinctes et six répétant une d'entre elles, ou
bien deux,de sorte que l'une d'elles se répéte cing fois et 1la
seconde une fois, ou l'une quatre fois et la seconde deux fois,ou
l'une trois fois et la seconde trois fois ; ou bien ces six let-
tres répétent trois lettres de sorte que l'une d'elles se répdte
une fois, la seconde deux fois et la troisiéme trois fois, ou que
chacune des trois se répete deux fois, ou l'une d'elles quatre
fois et les deux autres une fois chacune ; ou bien ces six let=
tres répetent les quatre lettres restantes, deux d'entre elles
une fois chacune et les deux[?utreé] deux fois chacune, ou 1l'une
d'elles trois fois et les trois [?utreé) une fois chacune.

Soit trois distinctes et sept répétant une seule lettre, ou
bien deux, de sorte que l'une d'elles se répéte une fois et la se-
conde six fois, ou l'une d'elles deux fois et la seconde cing
fois, ou 1l'une d'elles trois fois et la seconde quatre fois, [ou
bien ces sept lettres répetent trois lettres de sorte que deux se
répetent chacune une fois et la troisiéme cing fois, ou gque l'une
se répete une fois, la seconde deux fois et la troisiéme quatre
fois, ou que deux se répétent chacune trois fois et la troisiéme
une fois, ou que deux se répetent chacune deux fois et la troi=-
sieme trois fois.)

Soit deux distinctes et huit répétant une seule lettre, ou bien
deux,de sorte que l'une d'elles se répete une fois et la deuxieme
sept fois, ou l'une d'elles deux fois et la seconde six fois, ou
l'une d'elles trois fois et la seconde cing fois, ou l'une d'el-
les quatre fois et la seconde également [Quatre foig].

Soit les neuf [lettres] qui répetent la premiere, les dix étant
alors la répétition d'une seule lettre.

[Probleme VIII] :

Si la dixieéme [1ettre] répete 1l'une des neuf restantes, il y
aura, pour les dix lettres, neuf combinaisons,chacune de dix let-
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tres et chacune ayant une lettre répétée deux fois.

Si la neuviéme et la dixiéme répétent une méme lettre parmi les
huit [autreé], il y aura, pour les dix lettres, huit combinaisons,
chacune de dix lettres et chacune ayant une lettre répétée trois
fois.

Si la neuviéme et la dixieéme répétent deux des huit lettres,il
y aura, pour les dix lettres, vingt huit combinaisons, chacune de
dix lettres et ayant deux lettres répétées,chacune deux fois.

La méthode pour obtenir ces vingt huit combinaisons consiste & di-
re : [Etant donné]une houppe de dix filaments de huit couleurs de
soie, avec six filaments,chacun d'une couleur et quatre, deux a
deux d'une méme couleur, combien obtient-on de hbuppes, chacune

de dix filaments de huit couleurs, avec six,chacun d'une couleur
et quatre,deux & deux d'une méme couleur. Cela s'obtient comme
précédemment.

Et c'est ainsi que l'on détermine le nombre de [toutes] les
espeéces de combinaisons, le procédé ayant été déja exposé. La mé-
thode pour déterminer cela consiste & considérer les lettres dis-
tinctes comme des couleurs et celles qui sont répétées comme des
filaments, le calcul s'achevant comme précédemment.

[Probleme Ix] :

Cela étant montré, nous revenons a notre propos en disant :
Nous voulons connaltre le nombre des mots qui sont tels que 1'é-
tre humain ne peut prononcer que l'un d'eux, sachant que le plus
petit [de ces mots] doit &tre d'une seule lettre et le plus grand
de dix, les dix lettres étant soit toutes répétées, soit toutes
distinctes, soit en partie répétées et en partie distinctes, et
cela quelle que soit la maniére avec laquelle 1'€tre humain les
prononce.

Quant & ceux dont toutes les lettres sont différentes, nous
avons déja montré le procédé qui permet de les dénombrer,
Parlons, & présent, de ceux dont les lettres se répétent et com-
mengons par ceuX qui, compte tenu des répétitions, sont de dix
lettres, puis nous poursuivrons par ceux qul sont en nombre moin-
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dre Jjusqu'a ce qu'on aboutisse a ceux qui, compte tenu des répé-
titions, sont de deux lettres.

Pour ceux qui, compte tenu des répétitions, atteignent dix let-
tres, nous avons subdivisé [le calcul ainsi] :
Commencons par celuil que nous avons [}raité] en premier et qui
est le mot de dix lettres dont neuf sont distinctes et la dixieme
répétant 1l'une des neuf. Nous disons : [?tant donné] des couleurs
de soie au nombre de vingt huit, nous voulons en faire des houp~
pes, de sorte qu'il y ait dans chaque houppe neuf couleurs,ce qui
correspond au nombre de lettres distinctes. Il en découle un ré=-
sultat qui sera [ﬁit] le premier et que tu conserveras,
Puis, tu dis : [Etant donné] dix lettres dont neuf sont distinc-
tes et l'une d'elles répétée deux fois, combien y a-t-il de com=-
binaisons pour les dix lettres ? On obtient, comme précédemment,
neuf combinaisons de dix lettres dont neuf sont distinctes et
lt'une des neuf répétée deux fois. Tu conserves cela et ce sera le
deuxiéme [résultat] conservé.
Puis, tu détermines, comme précédemment, le nombre de permuta-
tions des lettres d'un mot de dix lettres dont une est répétée
deux fois. Tu obtiens un résultat que tu conserves et ce sera le
troisieme [résultat] conserve,
Puis, tu détermines, comme précédemment, le nombre de configura-
tions d'un mot de dix lettres, selon les voyelles et les sukuns.
Tu conserves ce qui en résulte et ce sera le quatriéme [résultat]
conservé, c'est & dire le nombre par lequel, compte tenu des voy-
elles et des sukuns, se multiplie le nombre des mots.
Puis, tu multiplies le premier résultat conservé par le deuxieme,
le produit par le troisiéme et le produit par le quatriéme.Ce qui
en résulte est le nombre de mots qui sont tels que 1'8&tre humain
ne peut prononcer un mot de dix lettres dont une est répétée deux
fois, sans gque ce soit 1'un‘d'eux.

C'est de cette manidre que s'obtient[le résultat] lorsque huit
léttres sont distinctes et les deux [autreé] répetent l'une des

huit.
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Déterminons également le nombre de mots composés de lettres de
l'alphabet,dont chacun est de dix lettres, deux d'entre elles
étant chacune répétée deux fois.

Nous disons : [Etant donné] des couleurs de soie en nombre égal a
vingt huit, nous voulons en faire des houppes de telle sorte qu'il
y ait dans chaque houppe huit couleurs qui correspondent au nom-
bre de lettres distinctes. Tu obtiendras un résultat que tu con=-
serveras et qui seras le premier [résultat] conservé.

Puis, tu dis : [Etant donné] dix lettres - huit distinctes et
les neuvieme et dixiéme répétant deux d'entre elles~,combien y a-
-t-il de combinaisons [de méme type] issues de ces dix lettres ?
Tu obtiens, comme précédemment, vingt huit combinaisons, chacune
de dix lettres dont huit distinctes et deux répétant deux letires
parmi les huit [données]. Tu conserves le [nombre] et ce sera le
deuxiéme [résultat] conservé.

Puis, tu détermines le nombre de permutations des lettres d'un
mot de dix lettres dont huit sont distinctes et deux répetent
deux d'entre elles. Tu obtiens un résultat que tu conserves et ce
sera le troisiéme [résultat] conservé.

Puis, tu détermines le nombre de configurations d'un mot de dix
lettres selon les voyelles et les sukuns et ce sera le quatriéme
[résultat], le mieux étant de garder le quatriéme résultat de la
question précédente afin que tu ne te fatigues pas a le calculer
a chaque fois.

Puis, tu multiplies le premier résultat conservé par le second.ie
produit par le troisiéme et le produit par le quatriéme. Le re-
sultat sera le nombre de mots qui sont tels que 1'&tre humain ne
peut, de quelque maniére que ce soit, prononcer un mot de dix
lettres dont huit sont distinctes et deux répetent deux d'entre
elles, sans que ce soit l'un d'eux,

Tu détermines, de la méme maniére, les espéces de toutes les
combinaisons de dix lettres contenant des répétitions,

Tu procederas de méme pour[les mots] de neuf lettres avec répéti-

tions, pour ceux de huit lettres avec répétitions et ainsi de
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suite, jusqu'a ceux de deux lettres. Puis, tu sommes le tout et
tu lui ajoutes ce gque tu as obtenu précédemment comme [nombre] de
combinaisons,sans répétition,des mots de une & dix lettres.Ce que
tu obtiendras sera le nombre de mots qui sont tels qu'un &tre hu-
main ne peut prononcer que l'un d'entre eux.

[Ici] s'achéve la onziéme section. Que Dieu répande ses béné-
dictions sur notre seigneur Muhammad, sur sa famille et sur ses
compagnons et qu'il leur accorde le salut.

Elle sera suivie par le second chapitre sur les fractions.
Que Dieu nous accorde son assistance, lui dont nous implorons le
secours. Il n'y a pas d'autre dieu que lui.

[B. EXEMPLES A L'AIDE DE TABLEAUX] :

Comme la science du calcul est le domaine privilégié pour ce
qui est du passage des [régles] générales aux [cas] particuliers
et que nous avions traité, dans la onziéme section du chapitre
premier de ce livre, de ce qui est général dans les procédés en
lalssant de cdté les exemples et ce par manque de temps, nous
avons rédigé, lorsque nous avons disposé de plus de temps, et ce
aprés que l'ouvrage ait été recopié et qu'il flt entre les mains
des étudiants, les exemples qui vont suivre et nous avons abordé
les aspects particuliers de la section, en guise de complément
que nous avons joint aux exemples a la fin de la section.

Que Dieu nous accorde son assistance. I1 n'y a pas d'autre
dieu que lui.

[Utilisation du tableau IV]

Description de la manidre d'utiliser le tableau précédent : Tu
répéres dans le tableau, sur la ligne des entiers successifs, le
nombre de lettres de ton mot et tu entres par la colonne corres-
pondant & ce nombre. Puis, tu repéres dans le tableau, sur la co-
lonne des entiers successifs, le nombre de lettres de ta langue,
gui est vingt huit pour la langue arabe, et tu entres par la li-
gne57 correspondant & ce nombre. Alors,le nombre contenu dans la
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case ou cette ligne rencontre la colonne par laquelle tu es déja

entré, est le nombre de combinaisons des mots constitués de let-

tres distinctes de ta langue et en nombre é€gal & celui que tu as

supposé pour le mot.

trea sont différentes ou dont une seule est répétée

Tahleau des configurations de mots dont *toutes les let-

1 2 3 4 5 6 7 (8 19 |10
12ifrcs 5628800| 1814400{ 604800| 151200 30240{ 5040 {720 | 90 |10 |1
oeur | 362880 | 181440 | 60480 | 15120 |3024 | 504 [72 |9 |1

huit o ; .
Jetires 40320 20160 16720 |1680 |336 |56 1 =
sept |~
letires 5040 2520 840 210 42 7
six 720 360 120 30 6 1
cing | 120 60 20 5 1 [2ableau V]
quatre| 24 12 4 1
trois | 6 3 ,L/////
_
deux 2 ;L///// ‘ TIE
1////// 2520 | lettres
une 1 r///f neur
rd 7560 22680 lettres
25200 18900| 75600| 226800 1ei%§es
3%322 | 4222 | 3222 | 2222
///Ligne des répétitions de chaque lettre dans le mot

dans lesquels se répetent quatre lettres.

Tableau des configurations des lettres des mots

[Tableau VI|
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6
cing quatre
let

, +
(@) o [}
= A —
O "+
O 0 (@) Q - QO
o ~ O ~— [N ]
O e
(@) [Tq) O \O Q42
"\ s ~— (@] (aV] [aV} o QO
AN B SVA I < - 0~
(@]
(@] O Q +
O o QO (@) O (@] e 4
O O QO - (e0] O < A O = o
o~ TaY oJ ~ o - e8] L8 -~ <o
(@) (@] O G
ol © | O < o =40
Ne) (@) < N[ O N —| W N o~ L W
[aV} LA\ <t (@] 0 (@] O n Lo 0 (@] (@] jolr
— O [e0) " al - [LaY N A r~ L (O}
O]
[} (@] (@] QO
(@ O (& (@] (@ O &~
@] O o (@) [00] O eV} O Asa [aV »
[V (@] \O O @] o < N @) O N A \O 