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DES NOUVELLES DES AUTOMATES 

Jean-Paul ALLOUCHE 

Cet article résume deux exposés indépendants donnés fin 1989 et 

début 1990. le premier, intitulé "Suites k-régulières" relatait un travail 

en commun avec J. Shallit ([4]), le second avait pour titre "Sur la 

transcendance de la série formelle II" et annonçait un article accepté pour 

publication dans la nouvelle série du Séminaire de Théorie des Nombres 

de Bordeaux ( [2]). 

I.- Suites q-régulières 

Une suite U à valeurs dans un alphabet ( ensemble fini) est q

automatique si son q-noyau ( c'est-à-dire l'ensemble de sous-suites { n -

U(ln + r ); k 2::: O; 0 ::::; r :::; l - 1}) est fini. Par exemple la somme des 

chiffres de n en base q, réduite modulo q, est une suite q-automatique. 

Comment généraliser cette notion au cas d'une suite à valeurs dans un 

ensemble infini? La somme des chiffres de n en base q ( non réduite) peut

elle entrer dans un tel cadre plus général? Nous proposons dans un article 

avec Shallit ([4]) la notion de suite q-régulière : 

DÉFINITION. - Une suite à valeurs dans un anneau commutatif et 

nœthérien R est dite q-régulière si son q-noyau engendre un R-module 

de type fini. 

Notons que si l'anneau R est fini, on retrouve la notion de suite q

automatique ( c'est d'ailleurs aussi le cas pour un anneau infini si on se 

limite aux suites qui ne prennent qu'un nombre fini de valeurs). Notons 

aussi que la somme des chiffres en base q, ainsi que la suite du nombre 

d'occurrences d'un certain bloc de chiffres dans l'écriture de l'entier n en 

base q, sont q-régulières. 

Remarquons que cette définition "fixe" l'ensemble dans lequel les 

suites prennent leurs valeurs, alors qu'une suite q-automatique le reste 

si on renomme l'alphabet. Un certain nombre de propriétés des suites q

automatiques "passent" aux suites q-régulières ( voir [4]), mais ce que nous 
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voudrions souligner ici, c'est qu'un très grand nombre de suites qui appa

raissent dans la littérature sont q-régulières, ainsi, en vrac, en plus des 

deux exemples ci-dessus : les polynômes, la valuation q-adique, la suite de 

Moser-de Bruijn (suite croissante des entiers qui s'écrivent comme sommes 

de puissances distinctes de 4), la suite "horrible" de Loxton et van der 

Poorten, la suite associée au code de Gray binaire, la suite de van der 

Corput, le nombre de partitions de l'entier n en au plus j parties, le nom

bre d'entiers inférieurs à n qui sont somme de trois carrés ... des précisions 

sur ces exemples, et d'autres exemples sont donnés dans [4]. 

Remarque: 

Une autre généralisation de la notion de suite q-automatique a été 
' donnée par Sharifet Woodcock dans [6] et par Harase dans [5] : une suite 

U à valeurs dans un corps l{ de caractéristique p (fini ou pas) est dite p

automatique si, en notant l{ un surcorps parfait du corps K, (par exemple 

la clôture algébrique, ou la clôture radicielle de K), le K-espace vectoriel 

engendré par l'ensemble de sous-suites { n ~ U11Pk (pkn + r ); k ~ O; O ~ 
r ~ pk -1} est de dimension finie sur J{. L'inconvénient de cette notion est 

que le p de la p-automaticité est nécessairement égal à la caractéristique 

du corps J{ (ou, à la rigueur, à une puissance de cette caractéristique), 

l'avantage est que le théorème de Christol, Kamae, Mendès France et 

Rauzy reste vrai dans ce cas : une suite U à valeurs dans le corps l{ 

de caractéristique p est p-automatique si et seulement si la série formelle 

I:~ U(n)Xn est algébrique sur K(X), voir [6] et [5], voir aussi le survol [l]. 

II.- Sur la transcendance de la série formelle II 

Soit f" q un corps fini de caractéristique p et de cardinal q = pr. Carlitz 

a introduit en 1935 une fonction, qui est appelée aujourd'hui fonction zéta 

de Carlitz, définie par : 

\/n EN* 

où P décrit les polynômes unitaires dans f"q[X]. Notons que ((n) est un 

élément de f" q( ( x- 1 )). 
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Carlitz prouve, entre autres, que : 

où rm est une fraction rationnelle ( c'est-à-dire un élément de f q(X)), et 

ç la série formelle de Laurent définie par : 

+oo xqk X 
i:: = (Xq - X) 1f(q-I) • II (1 - - ). 
s - xqk+1 -X 

k=I 

Dans les années 40, Wade a montré la transcendance de la série formelle 

ç surf q(X), ( ce qui implique la transcendance des valeurs de ( pour les 

arguments divisibles par q - l). En 1988, Damamme et Hellegouarch ont 

obtenu d'autres valeurs de m pour lesquelles ((m) est transcendante; puis 

Yu a montré que toutes les valeurs de ( sont transcendantes en utilisant 

les modules de Drinfeld. Enfin, tout récemment, Damamme a obtenu une 

preuve "élémentaire" des résultats de Yu. 

Nous avons prouvé dans [2] ( où on trouvera aussi toute la bibliographie 

évoquée ci-dessus) que la transcendance de la série formelle TI donnée par 

+= xqk -x 
II= II ( 1 - xqk+l _ x), 

k=I 

donc celle de ç et celle de ((m) pour (q-l)lm, s'obtiennent très simplement 

en utilisant le théorème de Christol, Kamae, Mendès France et Rauzy. 

Voici le schéma de la preuve : 

on pose a = rr ( 1-f ~: ) , on prouve sans peine que a est algébrique 
k=O Xq 

(aq = o:(1- x 1-q)- 1 ), puis on remarque que: 

oo l +oo 
; = II (1 - XqH1 _ 1) = I: a(n)x-n, 

j=O n=O 

où ja(n)I est la fonction caractéristique de l'ensemble des entiers qui 

s'écrivent I: ek(l-1) (où !Ek vaut O ou 1). Pour montrer la transcendance 

de la série formelle II, il suffit-alors de prouver que la suite (la(n)I) n'est 

pas q-automatique, ce qui est détaillé dans [2]. Notons pour finir que, dans 

le cas q = 2, la suite la( n) 1 est le point fixe infini commençant par 1 de 

la substitution 1 ---+ 110, 0 ---+ O, et que le lien de cette suite avec la 

définition de von Neumann des entiers naturels est expliqué dans [3]. 
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Travaux de Pomerance sur la fonction <p d'Euler 

Michel BALAZARD et Abdelhakim SMATI 

L'étude de l'interaction entre l'addition et la multiplication ( ou entre 

l'ordre naturel et l'ordre de la divisibilité) est l'un des grands thèmes de la 

théorie analytique des nombres. Opérant un subtil décalage sur les facteurs 

premiers d'un entier, la fonction d'Euler est une source inépuisable de 

problèmes arithmétiques difficiles. Leurs solutions nécessitent souvent le 

recours aux théorèmes les plus profonds de la théorie, ainsi qu'une grande 

ingéniosité combinatoire. Nous nous proposons de présenter ici quelques 

uns de ces problèmes et d'introduire le lecteur aux nombreux travaux 

de Carl Pomerance sur le sujet. Nous aborderons les questions suivantes, 

N(m) désignant le nombre de solutions en n de <p(n) = m. 

1°) L'étude de la congruence 

n = a mod<p(n), a El. 

2°) La conjecture de Carmichael (N(m)-=/= l pour tout m). 

3°) L'ordre maximal de N( m ). 

4°) La loi de Gauss pour le nombre de facteurs premiers de <p( n ). 

5°) L'évaluation du nombre de valeurs distinctes de la fonction d'Euler 

inférieures à une limite donnée. 

Notre étude n'est pas exhaustive ( cf. [9] par exemple, pour d'autres 

questions sur r.p( n) abordées par Pomerance ). Nous tenons à remercier Carl 

Pomerance pour les commentaires et suggestions qu'il nous a communiqués 

à la lecture d'une première version de cet article. 

1°) Sur la congruence n = a (mod<p(n)), a E 1. 

On sait que si p est un nombre premier, alors 

<p(p) = p-1. 

En 1932, Lehmer [20] posa la question de savoir s'il existe des entiers 

composés n tels que 

<p(n) 1 n -1. 



6 M. Balazard et A. Smati 

C'est un problème encore ouvert. En fait il est vraisemblable que de tels 

entiers n'existent pas; cela fournirait une caractérisation (peu pratique) 

des nombres premiers. Dans son article de 1932, Lehmer montra que si 

un tel entier composé n existe, alors n est impair, sans facteur carré, et le 

nombre de ses diviseurs premiers est w( n) ~ 7. D'autres travaux suivirent, 

notamment ceux de Schuh [34] (1944) donnant w(n) ~ 11, de Lieuwens 

[21] (1970) montrant que si un tel entier n existe alors : 

et 

s1 3ln, 

s1 30fn, 

w(n) 2 213 

w(n) ~ 13. 

et n > 5, 5.10570 

Pour ce dernier cas, Wall [39] a montré en 1980 que w( n) ~ 26. 

Dans une série d'articles [26], [27], [28], parus en 1975, 1976 et 1977, 

Pomerance étudia plus généralement la congruence 

n = a (mod<p(n)), a E "11.. 

Considérant les ensembles : 

F(a) = {n: n = a (mod<p(n))}, a E "11., 

on peut se poser les questions suivantes : 

( a) Possèdent-ils un nombre fini ou infini d'éléments? 

(b) Peut-on décrire leurs éléments? 

( c) Quelle est la densité de F( a)? 

En 1932, Lehnier identifia huit éléments de F(-1). Sierpinski [35] en 

1964, décrivit complètement l'ensemble F(0) en montrant : 

Pomerance (1975) montra que pour tout a E "11., l'ensemble F( a) possède 

au moins quatre éléments. La preuve est simple; en effet, on vérifie que 

1 et 2 E F(a) pour tout a E "11., 

4 et 6 E F( a) pour tout a E "11., a pair. 
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Enfin, si a est impair, on a 3 E F( a) et 

5 E F(a) Sl a= 1 (mod4) 

15 E F(a) 81 a= 7 (mod8) 

9 E F(a) SI a= 3 (mod24) 

35 E F(a) 81 a= 11 (mod 24) 

7 E F(a) 81 a = 19 (mod 24). 

Passons à l'étude de la fonction de comptage N(F( a), x ), l'objet prin

cipal de l'étude de Pomerance, où l'on note : 

N(E,x) := card{n: 1 < n < x et n E E}, 

pour tout sous-ensemble Ede l'ensemble des entiers positifs. 

La description de Sierpinski de l'ensemble F(O) implique immédiate

ment que 
J 2 

N(F(O), x) ~ log x, 

-«: étant la notation de Vinogradov; en particulier, la densité de F(O) est 

nulle. 

L'ensemble F(l) contient tous les nombres premiers. Plus généralement, 

si a E F(O), alors F(a) contient l'ensemble 

F 0 (a) := {pa; p premier, pfa}. 

En effet, pa =a+ t.p(a) c.p(pa), si p est premier et pfa. Notons alors : 

F'(a) = F(a) \ F 0 (a), s1 a E F(O); 

F'(a) = F(a), s1 a f/:. F(O). 

Ainsi, F'(l) = {l} U L, où L_est l'ensemble des entiers composés n tels 

que 

c.p(n)ln -1. 

Pomerance a donné trois majorations .de N(F'(a), x), de plus en plus 

fines. 
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THÉORÈME 1 (Pomerance [26]). - On a, pour tout entier a et tout 

nombre réel /3 < ../2, 

N(F'(a),x) = O(xe-,8JÏogx•log 2 x). 

Ici et dans toute la suite, logk désigne la k-ième itérée de la fonction 

logarithme. 

Une conséquence de ce théorème est que, quel que soit l'entier a, 

N(F(a),x) = o(-x ); 
logx 

en particulier, la densité de F( a) est nulle. 

La démonstration du théorème 1 est fondée sur les deux lemmes 

suivants, où a désigne une constante positive absolue telle que 

(x ~ 1) et (<p(n):::; x) ==;> n:::; axlog 2 (3x) 

(cf. [16], theorem 328). 

LEMME 1. - Soient a,c des entiers, c > l, et p1,p2 des nombres 

premiers tels que : 

(i) Pife, i = 1,2; 

(ii) Pi> l + 2aloglog(3c), i = 1,2; 

(iii) PiC > 64a 2
, i = 1,2; 

(iv) PiC E F'(a), i = 1,2. 

Alors P1 = pz. 

LEMME 2 (Erdos [6]). - Soit x un nombre réel ~ 3 et y = (log x · 

log2 x )112 • Le nombre d'entiers positifs m :::; x qui ne vérifient pas les deux 

conditions 

( i) le plus grand premier facteur de m est supérieur à ey/.../2; 

( ii) le carré du plus grand facteur premier de m ne divise pas m, 

est O(xe-.BY) pour tout nombre réel /3 < Vi fixé à l'avance. 



Travaux de Pomerance sur la fonction <p d'Euler 9 

Démonstration du théorème l : Reprenons les notations des lemmes 1 

et 2, et supposons x assez grand de sorte que 

Au vu du lemme 2, on peut se restreindre à considérer les entiers m de 

F'(a), m ::S x, vérifiant les conditions (i) et (ii) de ce lemme. Supposons 

que les entiers m E F'(a), 64a2 ::Sm ::S x, vérifiant (i) et (ii) du lemme 2, 

sont m1, m2, ... , mt, Ecrivons mi = PiCi, où Pi est le plus grand facteur 

premier de mi, et Pi1Ci, On a 

Ci ::S x/eyf-,/2 pour i = 1,2, . .. ,t. 

Pour conclure, il suffit d'observer que les Ci sont deux à deux distincts, 

d'après le lemme 1. 

Comme F'(l) = {l}UL avec L = {n composé: <p(n)ln-1}, on obtient, 

en posant a = l dans le théorème 1 : 

(1) 

Sin EL, alors an-I = 1 (mod n) pour tout a tel que (a, n) = 1 donc 

n est un nombre de Carmichael ( on dit aussi pseudo-premier absolu). Un 

résultat de Knodel [19] sur les nombres de Carmichael implique (1), et 

un résultat d'Erdos [8] sur ces mêmes nombres donne le résultat suivant, 

meilleur que (1) : 

(2) N(L, x) ~ x exp( -clog x • log3 x/ log2 x ), 

pour une certaine constante absolue positive c. 

S'inspirant des arguments de Knodel et Erdos, Pomerance améliora le 

théorème 1 en montrant : 

THÉORÈME 2 (Pomerance [27]). - On a, pour tout a E 7l.. : 

En particulier, on a: 
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ce qui améliore (2). 

Donnons la démonstration du théorème 2; elle est assez simple, utilisant 

le lemme 1 et le théorème chinois des restes. 

Si a = 0, le résultat est conséquence de la description de Sierpinski de 

F(O). 

Supposons a -=I= O. Soit x assez grand, et n :::; x, n E F'(a). On peut 

supposer n > x 213 (log 2 x )113 • Deux cas se présentent : 

( i) il existe un diviseur premier p den tel que p > x 113 (log2 x )- 1
/

3
; 

(ii) tout diviseur premier p den est:::; x113 (log 2 x)- 1/ 3 _ 

Dans le premier cas, p 2 ne peut diviser n car sinon Pl'P( n) et donc pla, ce 

qui est impossible six est assez grand puisque a -=I= O. Ecrivons n = pc avec 

pfc, d'où c:::; x 213 (log 2 x )113 . Le lemme 1 permet de dire qu'à chaque choix 

den correspond un seul choix de c. Par conséquent, le nombre d'entiers n 

tels que ( i) est vérifié est ~ x213 (log2 x )113 . 

Dans le deuxième cas, n possède certainement un diviseur m vérifiant 

(3) 

On a donc: 

(4) n = 0 (modm) et n = a (modcp(m)). 

Le théorème chinois des restes prouve donc que pour chaque m vérifiant 

(3), il existe au plus 

(5) 1 + _x(_m_, cp_(_m~)) 
mcp(m) 

entiers n multiples de met vérifiant (ii). Comme min et cp(m)lcp(n), on a 

(m,cp(m))l(n,cp(n))la donc (5) est 

< 1 lai x < 1 lalax logi3x) 
- + ( )- + 2 mcp m m 

Il s'ensuit que le nombre des entiers n pour lesquels ( ii) est vérifié est 

inférieur à 

~'(i lalaxlog 2 (3x)) 2 ; 3 (l )1; 3 
~ + 2 ~ x og2 x , 

m 
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où~, signifie une sommation portant sur les entiers m vérifiant (3). Cela 

termine la démonstration du théorème 2. 

Enfin, en utilisant un argument plus élaboré, Pomerance montra en 

1977 le théorème suivant : 

THÉORÈME 3 (Pomerance [28]). - On a pour tout a E "71.., 

N(F'(a),x) = O(vx(logx) 314
). 

Nous allons esquisser la démonstration de ce théorème. Dans un premier 

temps, on ramène l'étude de F' (a) à celle de l'ensemble F" (a) de ses 

éléments sans facteur carré, à l'aide du lemme suivant : 

LEMME 3. - On a, pour tout a E "71.., 

N ( F' (a), x) ~ 4a 2 + LN ( F'' ( ~), x) 
dia 

L'argument essentiel est le lemme combinatoire suivant, qui montre que 

tout sous-intervalle raisonnable de [O, log n], où n E F"( a), contient log m 

où m est un diviseur den. 

LEMME 4. - Soient ô > 0, a 1 > a2 > 

1 ~ i ~ t. Supposons que 

Alors, pour tout y compris entre O et B 1, il existe un sous-ensemble S de 

{1, 2, ... , t} tel que 

y - 8 - at < L ai ~ y. 
iES 

LEMME 5. - Soit n E F"( a), n = P1P2 · · · Pk, avec PI > P2 > · · · > Pk, 

k = w( n ). Supposons que n > l6a 2
• Alors on a 

k 

Pi < ( i + 1 )(1 + IJ Pi) pour i = l, ... , k - l. 
j=i+l 
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LEMME 6. - Il existe une constante positive absolue /3 telle que 

p(n) < /3Jklog k, 

pour n E F"(a), n ~ l6a 2
, oùp(n) est le plus petit facteur premier den 

et k = w(n). De plus, si k > 4, alors p(n) :'.S k + l. 
Voici comment on déduit le théorème 3 de ces lemmes : 

Soit n E F"(a) avec 16a 2 :'.Sn :'.S x, n = P1P2···Pk, k 

P1 > P2 > · · · > Pk• On peut supposer 

w(n), 

On pose ai= logpi, 8 = log(2k), t = k et y= logg(x). Le lemme 5 

montre que l'hypothèse du lemme 4 est vérifié, à savoir : 

k 

log pi :'.S log(2k) + L logpj pour 1 :'.S i :'.S k - l. 
j=i+l 

Le lemme 4 montre alors qu'il existe un diviseur m de n tel que 

Le lemme 6 et la relation w ( n) ~ log n / log2 ( 3n) donnent : 

Le même raisonnement que pour le théorème 2 montre alors que 

N(F"(a),x) = O(v'x(logx) 314
) 

et le théorème 3 découle immédiatement de cette relation et du lemme 3. 

Terminons ce paragraphe par quelques remarques. 

1 °) Il y a un fossé entre le résultat : 

N(L, X) ~ vx(log X )3
/

4 

et le fait qu'on ne connaisse aucun élément de L. Dans ce contexte, 

Pomerance émet la 
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CONJECTURE A. - N(L,x) ~e xe, pour tout ê > O. 

2°) Pomerance s'est intéressé également à l'étude de la congruence 

u(n) = a (modn), 

où a est entier, u désignant la fonction somme des diviseurs. Si l'on pose 

S(a) = {n: u(n) = a(modn)}, 

S0 (a) = {pn: p premier, pfn, n E S(O) et u(n) = a} 

et S'(a) = S(a) \ S0 (a), 

on peut faire une étude analogue. Par exemple, le théorème 1 reste vrai si 

l'on remplace F'( a) par S'(a); il serait intéressant d'établir les analogues 

des théorèmes 2 et 3. 

Les paragraphes 2°), 3°), 5°) abordent l'étude de N(m), le nombre des 

entiers naturels n vérifiant 

(6) ip(n) = m. 

Pour tout m, N ( m) est fini, ce qui équivaut à dire que <.p( n) tend vers 

l'infini avec n. Il est clair que N(m) = 0 pour m impair> 1, mais il existe 

également une infinité d'entiers m pairs tels que N(m) = 0, par exemple 

m = 2 · 7k, k = 1, 2 · • • En fait, nous verrons au 5°) que presque tous les 

entiers m vérifient N( m) = 0, et nous étudierons le nombre d'exceptions 

~ X. 

D'autre part, (6) peut posséder beaucoup de solutions pour m fixé; par 

exemple N(1920) = 63, c'est-à-dire que 1920 est 63 fois valeur de <.p: 1920 

est une valeur "populaire" de la fonction d'Euler, suivant l'expression de 

Pomerance. Nous aborderons ~et aspect des choses au 3°). 

2°) La conjecture de Carmichael 

En 1922, Carmichael [3] conjectura que N(m)-/=, 1 pour tout entier m, 

c'est-à-dire que pour tout entier n 2'.: 1, il existe un entier n' 2'.: 1, n' -/=, n, 
tel que <.p( n') = <p( n ). Ce problème est toujours ouvert. 
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En 1947, Klee [18] montra que N(m) =/= l pour m < 10400
. En 1982, 

Masai et Valette [23] ont amélioré le résultat de Klee en montrant que 

N(m) =/= l pour m < 1010 000
. 

En 1974, dans son premier article publié, Pomerance [29] s'intéressa à 

cette question. Il donna une condition suffisante pour que la conjecture de 

Carmichael soit fausse : 

THÉORÈME 4. - Soit n un entier naturel tel que pour tout nombre 

premier p, p- ll<p(n) implique p 2 ln. On a alors N(<p(n)) = l. 

Si n' est un entier ~ 1 tel que <p(n') = <p(n), il s'agit de montrer que 

n' = n pour démontrer le théorème. Cela se fait facilement en montrant 

que n et n' ont les mêmes facteurs premiers et que ceux-ci apparaissent 

avec les mêmes exposants dans la factorisation de n et n'. Nous omettons 

les détails. 

Il est probable qu'il n'existe aucun entier n vérifiant la condition du 

théorème 4. Pour justifier cette remarque, Pomerance donne l'argument 

heuristique suivant. Sous la 

k-1 
CONJECTURE B. - Pour tout k ~ 2, (Pk - 1) 1 IJ Pi(Pi -1), où Pi est 

i=l 
le i-ième nombre premier, 

il n'existe aucun entier n vérifiant la condition du théorème 4. En effet, si 

n est un tel entier, alors 22 ln. Mais la conjecture B implique que PÎ ln si 

Pi,Pt ... ,Pi-i divisent tous n. Il est alors clair que n serait divisible par 

tous les nombres premiers. 

3°) L'ordre maximal de N(m) 

Dans un article fondamental de 1935, Erdos [7] démontra l'existence 

d'une constante positive absolue c telle que 

(7) 

soit vraie pour une infinité d'entiers m. Soit 0 la borne supérieure des 

nombres c admissibles; Erdos conjectura que 0 = l et ce problème est 

toujours ouvert. De cet article, Pomerance tira un critère permettant 

de déduire des minorations de 0 d'estimations concernant les nombres 
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premiers p tels que p -1 n'ait pas de grand facteur premier. Introduisons 

quelques notations. 

P(n) est le plus grand diviseur premier de n (par convention, 

P(l) = 1); 

ip(x,y) := card{n: 1 $ n $ x et P(n) $ y}; 

IT(x,y) := card{p: 2 $p < x et P(p-1) $ y}; 

7r( x) := I: 1, où p désigne un nombre premier générique. 
p:5x 

Compte tenu du postulat général affirmant que la décomposition de 

p - 1 en facteurs premiers est "normale", il est naturel de conjecturer que 

IT(x,y)/7r(x) ~ ip(x,y)/x, 

ou au moms 

IT(x, y)/rr(x) ~ ip(x, y)/x, 

pour x et y tendant vers l'infini, peut-être pas indépendamment mais en 

tout cas dans une large zone du secteur 2 $y$ x. 

Soit f(x) une fonction tendant vers l'infini avec x. Nous noterons 

1i(f(x)) l'hypothèse suivante: 

on a IT(x,y) ~ ip(x,y)/Iogx, 

pour x 2::. xo et x > y 2::. f ( x ), 

(xo et la constante cachée dans~ pouvant dépendre de f). 

Nous pouvons maintenant énoncer le critère d'Erdos-Pomerance: 

LEMME 7 (Pomerance (30], (32]). - Soit u un réel, 0 < u < 1, tel que 

1i(xu) soit vraie. On a 0 2:'._ 1 - u. De plus, pour tout c < 1 - u, la suite 

m1 < m2 < · · · des solutions de (7) vérifie 

log mi+ 1 ----+ 1 quand i ----+ +oo. 
log mi 

Il est bien connu (voir par exemple [38], théorème III.5.6) que 
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pour tout u fixé, 0 < u < 1, donc 1-l(xu) s'écrit 

Il est probable que 1-l(xu) soit vraie pour tout u, 0 < u < 1, mais il 

s'agit d'un problème ouvert extrèmement difficile. Comme on a de toutes 

façons N(m) ::; amlog 2 (3m), la conjecture d'Erdos (0 = 1) semble très 

plausible. 

Démontrons le lemme 7. Soit donc u tel que 0 < u < 1 et que 1-l(xu) 

soit vraie, etc tel que 0 < c < 1 - u. Posons y= (logx) 1 /u; soit ê = t::(u) 

assez petit et x 0 = x 0(u) assez grand, de sorte que, pour x ~ x 0 : 

M := card{p: t::y::; p::; y et 

enfin posons k = [logx] = ulogx + 0(1). log y log y 

Considérons maintenant les entiers n sans facteur carré, ayant k facteurs 

premiers p, vérifiant tous : 

Ces entiers n satisfont à ( t::y l ::; n ::; yk, donc à 

(8) x1-11(x) < n < x 
- - ' 

où ry(x) tend vers zéro quand x tend vers l'infini. 

Leur nombre total est le coefficient binomial 

après un petit calcul. 

D'autre part, ces entiers n vérifient P(cp(n)) < yu 

nombre des cp(n) est au plus 7P(x,logx). 

Erdos montra en 1963 la relation : 

7P(x,logx) = 4(Ho(l))logx/log 2 x 

logx donc le 

(voir [38], théorème III.5.2, pour un résultat plus général dû à de Bruijn). 

En utilisant simplement l'estimation 7P( x, log x) = x 0(1), le principe des 
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tiroirs montre qu'il existe un entier m qui s'écrit au moins x1-u+o(l) fois 

<p(n) avec n vérifiant (8). Comme <p(n) = nHo(I), on en déduit l'existence 

d'une fonction positive a(x) tendant vers zéro quand x tend vers l'infini 

telle que, pour tout x assez grand, l'intervalle 

Xl-a(x) < m < X - - ' 

contienne au moms une solution de (7). Cette dernière assertion n'est 

qu'une autre formulation du lemme 7. 

On a donc ramené la recherche de minorants de 0 à celle de nombres 

réels u aussi petits que possible tels que H( x u) soit vraie. Sans entrer trop 

dans les détails, donnons quelques indications sur cette question. 

Tout d'abord, on a II(x,y) = IT(x-1,y, 1) où 

IT(x,y,a) := card{n; 1 :$ n :$ x, P(n) :$ y et an+ l premier}, a 2: 1. 

La fonction II( x, y, a) vérifie l'identité de Buchstab suivante : 

IT(x,y,a)-IT(x,z,a)= L rr(.:.,q,qa), y<z, 
z<q':5.y q 

où q désigne un nombre premier générique. 

Voici maintenant comment Erdos prouve l'existence d'un réel u, 

0 < u < 1, tel que H(xu) soit vraie. On a 

< I: 1 
m<x 1 -u p':5.x/m 

mp+l premier 

Le crible de Brun ou de Selberg assure l'existence d'une constante c 

telle que 

I: 
PS:.Y 

mp+l premier 

y m 
1 :$ (c+o(l))- 2--(-) 

log y <p m 

où le o(l) est uniforme par rapport à m quand y tend vers l'infini (cf. [15], 

theorem 3.12, par exemple). 
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On a donc pour u fixé, 0 < u < 1, 

= (cc' l-u + o(l)) _.L_ u 2 log x' 

où c' est la constante telle que 

L (~) ~ c' log t quand t tend vers l'infini. 
m:s;t 'P 

Il suffit alors de choisir u tel que cc' 1 ;:,iu < 1 pour que 'H..( x u) soit vraie. 

Une légère modification de cet argument a permis à Wooldridge [40] de 

donner en 1979 la minoration 0 2: 3 - 2.)2 = 0, 17157 · · ·. 

Dans [30], Pomerance observe d'abord que II ( x;l, q, q) = 1r(x, q, 1) si 

q > ,,;x, où 

donc 

1r(x, k,f) := I: 1, 
p$x 

p=.i mod k 

1r(x)-II(x,\l'x)= L 1r(x,q,l). 
,./x<q$x 

Il majore ensuite cette somme à l'aide d'un résultat de Goldfeld [14] 

( conséquence du théorème de Bombieri-Vinogradov) et d'un résultat de 

Hooley [17] (amélioration en moyenne du théorème de Brun-Titchmarsh). 

Il obtient ainsi 

II( x, VX) 2: (1 - 4 log(5/4) + o(l ))x / log x. 

En particulier, 'H..( ,,/x) est vraie et 0 2: ½, mais on peut aller plus loin. 

Comme on a dans tous les cas, 

(
X -1 ) II -q-,q,q :S 1r(x,q,l), 

il vient pour u < ½ : 

II(x, vx) - II(x, x'U) :S L 1r(x, q, 1). 
x"<q$,./x 

On peut de nouveau utiliser le théorème de Bombieri-Vinogradov (pour 

xu < q :S ,,/x(log x )- 8 ) et le théorème de Brun-Titchmarsh (pour 

yx(log X )-B < q :S vx) pour trouver une valeur de u < ½ telle que 

'H..(xu) soit vraie: 
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THÉORÈME 5 (Pomerance [30]). - Sic< 1 - 625/512e = 0, 55092 · · ·, 

on a N(m) > me pour une infinité de valeurs entières de m. 

Remarquons que le même raisonnement montre que l'ensemble des réels 

u, 0 < u < 1, tels que 1-i(xu) soit vraie, est un intervalle ouvert ]uo, 1[. En 

particulier, on peut prendre c 1 - u dans le lemme 7. 

Le meilleur résultat actuellement connu est dû à Friedlander [13]. En 

modifiant une méthode de Balog et en utilisant des travaux récents de 

lui-même, Bombieri et Iwaniec, il a démontré que 0 2:: 1 - (2y1'ë)- 1 = 
0,69673 .. ·. 

Pomerance a d'autre part démontré le 

THÉORÈME 6 (Pomerance [30]). - On a 

(9) N(m) Sm exp(-(1 + o(l)) log m · log3 m/log 2 m). 

De plus, si rl( exp y'iogx) est vraie, on a l'égalité pour une infinité 

d'entiers m. 

On ramène en fait la majoration de N(m) à un problème de crible: si 

<.p(n) = m, on a: 

(10) n S o:m log2(3m) =: x et (pin)=> (p - llm). 

On majore donc N(m) par le nombre X des entiers positifs n vérifiant 

(10). En supposant n sans facteur carré (restriction de peu d'importance), 

Erdos a obtenu un tel résultat dans [8]. Pomerance [32) montra comment 

utiliser la méthode de Rankin pour majorer X : pour CJ' 2:: ½ + s, s > 0, 

on a 

X S xcr L n-cr = xcr IT (1 - P-a-)-1 

(pln)===>(p-llm) p-llm 

~e X
17 exp L p-a

p-llm 

S X 17 exp L d-cr 
dlm 

< x 17 exp Il (1 - p-a-)- 1 

plm 

< xcr exp exp( I; p-a- + Oe(l)). 
Plm 
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w(m) 

Or ~ p-u ::; ~ Pku, où Pk désigne le k-ième nombre premier et 
plm k=l 

Pw(m) ::; !w(m)logw(m) ::; 2logm ::; 2logx =: y pour massez grand, 

donc 

LP-u::; LP-u· 
Plm P5=Y 

Cette dernière somme est évaluée facilement à l'aide du théorème des 

nombres premiers et d'une sommation partielle : 

pour y 1 -u 2: 2. 

En prenant O' = 1 - log3 x / log2 x, on vérifie que cela est 

d'où 

X ( 
log x · log2 x (l )o(l)) ::; x exp -

1 
+ og x , 

og3 X 

ce qui entraîne (9). 

Quant à la deuxième assertion du théorème 6, nous laissons sa démons

tration au lecteur. Il suffit de suivre le schéma de démonstration du lemme 

7. On prend cette fois y = exp( (log2 x )2), 

M := card{p: p::; y et P(p - 1)::; exp ylogy = log x }, 

et on utilise les estimations suivantes : 

([32), theorem 2.1), et 

1P(x,logx) = exp(O(logx/log 2 x)), ([38), théorème III.5.2). 
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CoN JECTURE C. - On a 

max N(m) = x exp(-(1 + o(l))logx · log3 x/log 2 x). 
m:5x 

21 

Ce problème a évidemment un lien avec l'étude de la moyenne de 

N(m). Ce dernier problème, dit d'Erdos-Bateman, a suscité de nombreuses 

recherches, récapitulées dans [36] et [37]. Donnons le meilleur résultat 

connu, dû à Bateman [2] (1972, voir aussi [1]) : 

pour tout ê > O. 

Observons que max(IR(m)I, IR(m - 0)I) 2:: ½N(m). On a donc 

R( x) = n( xc) pour tout c < 0 et la conjecture C entraînerait que 

R(x) = n(x exp(-(1 + o(l))logx · log3 x/log 2 x). 

4°) La loi de Gauss pour le nombre de facteurs premiers de 

'P( n ). 

Soit donc w(n) := I:: 1 et n(n) := I:: a respectivement le nombre 
pin p<> lln 

de diviseurs premiers et le nombre total de facteurs premiers de l'entier 

positif n. En 1985, Erdos et Pomerance [12] mirent en évidence une loi de 

Gauss pour w(c.p(n)) et n(<p(n)). 

THÉORÈME 7. - Pour tout nombre réel u, on a 

lim ~ card { n : 1 ::; n ::; x, 
x--+= X 

où G(u) = }z;: 1-~ e-t
2

f 2 dt. Le même résultat est vrai si l'on remplace 

n parw. 

Voici les principales étapes de la démonstration. On approche la fonc

tion additive n( <p( n )) par f( n) = I:: n(p-1 ), fonction fortement additive 
pin 

à laquelle on peut appliquer le 
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THEOREME de KUBILIUS et SHAPIRO ((5], theorem 12.2). - Soit f(n) 

une fonction fortement additive à valeurs réelles. Pour x > 0, posons : 

A(x) Lf(p)p-1, 
p=:;x 

B( X) (I: f(p )2p-1 r/2. 
p=:;x 

Supposons que la condition de Feller-Lindeberg soit vérifiée : 

pourtoutê>0, B(x)- 2 

p<x 
IJ(p)J>eB(:i:) 

Alors on a pour tout nombre réel u : 

1 
- card{n: 1::; n::; x, f(n) - A(x)::; uB(x)} ~ G(u), (x ~ +oo). 
X 

On est donc conduit à estimer les quantités 

A(x) Ln(p-1)/p 
p<x 

et B(x) 2 

Erdos et Pomerance donnent alors un résultat plus général : 

LEMME 8. - Posons ny(n) = I: a. On a uniformément pour 

x log 2 y O ( x ) 
log x + log x ' 

x(log 2 y)2 +o(x log 2 y). 
log x log x 

Ces sommes s'évaluent pàr inversion de sommations et font donc 

intervenir la répartition des nombres premiers dans certaines progres

sions arithmétiques : on utilise notamment les théorèmes de Bombieri

Vinogradov et Brun-Titchmarsh. La deuxième somme est la plus diffi

cile à estimer; une erreur observée par Smati se trouve d'ailleurs dans la 
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démonstration de (12] (voir (9) pour une démonstration correcte). Bien 

entendu, on obtient par sommation partielle : 

A(x) - ½(log2 x )2 + O(log 2 x) 

et B(x )2 - ½(log2 x )3 + O((log 2 x )2). 

Pour vérifier la condition de Feller-Lindeberg, Erdos et Pomerance 

majorent I::: !l(p-1)2p- 1 par I::: !l(n) 2n- 1 et utilisent un résultat 
p5x n5x 

O(p-l)>T O(n)>T 

d'Erdos et Sarkozy sur la loi locale de û(n). Cela donne: 

(11) L !l(p- l)2p-1 ~ 2-TT4(logx)4. 
p<x 

O(p--l)>T 

On peut en fait supprimer le facteur T 4 en utilisant un théorème de 

Nicolas (24]; il est probable que l'on puisse également remplacer (log x )4 

par (log x )3
• 

Pour passer de f(n) à Q(cp(n)), on remarque que 

û(cp(n)) = f(n) + û(n) -w(n), 

et que le nombre des entiers n :s; x tels que û( n )-w( n) > k est o( x) dès que 

k tend vers l'infini, d'après l'inégalité de Turan-Kubilius (par exemple). 

Il est plus délicat de passer de !l( cp( n)) à w( cp( n) ). Cette dernière 

fonction de n n'est plus additive mais on a, d'une part : 

pour x(l + o(l)) nombres entiers n :s; x, où 

y= (log2 x) 2 et wy(m) = L 1 
plm 
p;Sy 

(il suffit de compter les entiers n :s; x tels que p2 l<t?( n) avec p > y). D'autre 

part, 

0 :s; Üy( cp( n)) - wy( cp(n )) :s; Üy( cp( n )) :s; 2 log2 x log4 x 

pour x(l + o(l)) nombres entiers n :s; x, d'après l'inégalité de Turan

Kubilius et le lemme 8. 
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Erdos et Pomerance observent aussi que la loi de Gauss est vérifiée par 

fl(À(n)) et w(À(n)), où À est la fonction de Carmichael, et conjecturent 

la même répartition Gaussienne pour fl(fa(n)) et w(fa(n)), n décrivant 

l'ensemble des nombres entiers premiers à a, et fa(n) désignant le plus 

petit entier positif k tel que ak _ l modn (on a fa(n)IÀ(n)jcp(n)). 
Pour estimer la vitesse de convergence vers la loi de Gauss dans le 

théorème 7, on peut utiliser le résultat général suivant, dû à Elliott ([5], 

theorem 20.5) : 

LEMME 9. - Soit f( n) une fonction arithmétique additive à valeurs 

réelles, /3( x) une fonction positive pour x ~ 3 et 

o:(x) = 
pk<:z: 

IJ(pk )Ï$.B(:z:) 

Alors on a uniformément pour z réel et x ~ 3 : 

x- 1 card{n: 1::; n::; x et f(n)-o:(x)::; z/3(x)} = G(z)+O(inf ~(E)), 
e>O 

' ou 

~(6) = 6 + L 
1 1 L f(p)2p-1 -+ 1 - /3(x )2 + 

p$:z: 
p 

p$:z: 
IJ(p)l>•.B(:z:) ll(P)l$•.BC:z:) 

1 L f(pk)2p-k + L -k 
+ /3(x )2 

p . 
Pk$:z:,k~2 pk$:z: 

•,8 ("' )< 1 / (pk) 1 $ .8( :z:) IJ(pk )1 > ,8(:z:) 

Ici nous prenons f(n) = fl(cp(n)), f3(x) = ~(log 2 x) 312
• Une applica

tion répétée d'analogues de (11) montre que 

En prenant 6 = 10(log2 x )-½ on obtient la 
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PROPOSITION. - On a uniformément pour x et u réels, x 2: 3 : 

x- 1 card{n : 1 ~ n ~ x et Q( <p(n)) ~ ½(log2 x )2 + 0 (log2 x )312} = 

= G(u) + O((log 2 x)- 112). 

Pour w( i,p( n)) on peut suivre le raisonnement d'Erdos et Pomerance 

comparant cette fonction à !1( i,p( n)) et obtenir un terme reste en O(log 4 x · 
(log2 x )-1/2). 

Dans un premier temps, nous avions pensé que ce dernier résultat 

pourrait être amélioré en O((log 2 x)-½), comme pour !l(i,p(n)). Carl 

Pomerance nous a convaincu qu'il était plus raisonnable de formuler la 

CONJECTURE D. - On a uniformément pour x et u réels, x 2: 3 : 

x- 1card{n: 1 ~ n ~ x et w(i,p(n)) < ½(log2x) 2 + Js(log 2 x) 3
/
2} = 

(3 -~ log4 x -1/2 = G(u) +y~ e 2 (log
2 

x)l/ 2 + O((log 2 x) ). 

Pour démontrer la conjecture D, il s'agit de montrer que l'ordre normal 

de !1( <p( n) )-w( i,p( n)) est log2 n · log4 n, avec une convergence suffisamment 

rapide. Cela résulterait par exemple des formules conjecturales suivantes 

pour les moments d'ordre 1 et 2 : 

L { !1( i,p( n)) - w ( <p( n))} = x log2 x · log4 x + 0( x (log2 x) 1 /Z / log4 x) 
n:Sx 

et L {!l(i,p(n)) -w(i,p(n))} 2 = x(log 2 x · log4 x)2 + O(x(log 2 x) 312). 
n:Sx 

Le comportement statistique global de !l(i,p(n)) et w(i,p(n)) étant élu

cidé, on peut naturellement s'interroger sur le comportement local. Les 

conjectures suivantes semblent raisonnables, mais peuvent être difficiles : 

CONJECTURE E. - Soit B un nombre réel positif fixé. On a uni

formément pour x tendant vers l'infini et lk - ½(log2 x)21 ~ B(log 2 x )312 : 

x- 1 card{n: 1 ~ n ~ x et !l(<p(n)) = k} ~ 
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CONJECTURE F. - On a uniformément pour x 2'. 3 et k entier positif: 

et la même chose pour w( r.p( n) ). 

5°) L'évaluation du nombre de valeurs distinctes de la 

fonction d'Euler inférieures à une limite donnée. 

Il s'agit ici d'étudier 

V(x) := card{m: 1 ~ m ~ x et N(m) > O}. 

V ( x) est donc le nombre de nombres entiers positifs inférieurs ou égaux à 

x qui sont des valeurs de la fonction d'Euler. 

Jusqu'à présent, la recherche s'est concentrée sur la détermination du 

comportement asymptotique de log V(x) ( cf. (25], [7], [10], [11], (31], (22]). 
Le meilleur résultat connu est le 

THÉORÈME 8 (Maier-Pomerance 1988 [22]). - Soit co l'unique nombre 
+oo 

réel vérifiant O < c0 < l et I: ( ( n + l) log( n + l) - n log n - l )cô = 1 j 
n=l 

soitc= 2 Jlo~coJ =0,8178•··. On a: 

X 2 
V(x) = -

1 
-exp{(c+o(l))(log 3 x) }. 

ogx 

Observons que l'équation définissant c0 s'écrit aussi 

r+oo 
Jo c~t] log t dt = l. 

La démonstration du théorème 8 est d'une grande sophistication et 

constitue à notre avis l'un des chefs-d'ceuvre de la théorie combinatoire 

des nombres. Avant d'en donner un aperçu plus que sommaire, nous allons . . 

introduire quelques idées et considérations simples permettant au lecteur 

de se familiariser avec le problème. 

Tout d'abord, l'équivalence logV(x) ~ logx est triviale puisque 

7r(x) ~ V(x) ~ x. 
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Pour montrer que log V( x) = log x - log2 x + o(log2 x ), il s'agit donc de 

voir que 

(12) 
X 

V(x) ~c (logx)c 

pour tout c < 1. 

Un argument simple de Pillai ((25]) permet de montrer (12) pour tout 

c < ,\0 log 2, où ,\0 est la solution de 

Ào log 2 = Ào log Ào - Ào + 1, 0 < Ào < 1 : 

si m = <p(n) est compté dans V(x) et 2kfm, alors forcément w(n) < k. 

Par conséquent, 

V(x)s;;k+ L 1. 
n~a., log2(3"') 

w(n)~k 

Si l'on suppose k s; (l-ê)log 2 x, l'inégalité de Hardy-Ramanujan et la 

formule de Stirling prouvent que 

où Q( ,\) = ,\ log ,\ - ,\ + 1 et ,\ = -1 k • Le choix k = L Ào log2 x J donne la 
og2 X 

majoration de Pillai. 

L'idée fondamentale, essentielle pour tous les développements ulté

rieurs, est dûe à Erdos (7]. Condensons-là par un aphorisme : 

si la décomposition den en produit de facteurs premiers est normale, celle 

de <p(n) est anormale. 

Citons d'emblée un détail technique important : on va découper V ( x) en 

morceaux du type card{m; m E A et m = <p(n) où n E B} et on majorera 

ce cardinal par card A ou card B suivant les cas. 

On a: 

V(x) = card{m: 1 s; ms; x et m = <p(n), où n s; axlog 2 (3x)} 

L'idée d'Erdos est d'écrire : 
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V(x)::; V1 (x) + Vz(x) + Vi(x), avec 

V1 ( x) = card { m : 1 ::; m ::; x et m = <p( n) où w( n) ::; ,\ log2 x}, 

Vz(x) =card{m:1::;m::;x et m=<p(n) oùw(n,Ei)2:½,\log 2 x}, 

Vi(x) = card{m: 1::; m::; x et m = <p(n) où w(n,E2) 2: ½,\log 2 x}, 

où w(n, E) = I:: 1 si E est un ensemble de nombres premiers, E 1 = 
pin 

pEE 

{p;w(p - 1) ::; f + 1} et E2 = {p;w(p - 1) > f + 1}; ,\ est ici un 

paramètre positif fixé ultérieurement. 

On utilise alors des renseignements sur la distribution des valeurs 

des fonctions "nombres de facteurs premiers", obtenus par la méthode 

inductive de Hardy et Ramanujan et une majoration de crible, par 

exemple: 

card{n: 1::; n::; x et w(n,E) = k} ~ xe-E(x)((E(x) :!O(l)l) 

où E(x) := I:: 1/p, et 
p<:,, 
PËE 

card{p: 2 _< p <_ x t ( - 1) - k} A-' 1r(x) (log2 x + O(l))k-I 
e w P - ""'1 (k )' ogx -1 . 

En utilisant ce type de majoration, on voit que 

V1 ( x) ~ (log :)1-• si ,\ = ,\( 6) est assez petit ; 

Vz(x) = o( 10; x) ~car E 1 est petit ( L i < +oo). 
pEE1 

Enfin, si m est compté dans Vi(x), on a 

et le résultat de Nicolas [24], ou même celui de Hardy-Ramanujan : 

card{ m : 1 ::; m::; x et Q(m) 2: k} ~ (10/9)-kx log x, 

permet de voir que Vi(x) = o(x/logx). 
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Retenons d'ores et déjà que l'essentiel de V( x) vient de Vi ( x ), donc 

d'entiers n ayant peu de facteurs premiers. En fait il s'avèrera que les 

entiers n fournissant le plus gros contingent de valeurs de 1.p( n) ont un 

nombre de facteurs premiers de l'ordre de log3 x. 

En 1973, Erdos et Hall [10] reprennent une variante de ce découpage et 

prouvent que 

V(x) ~ -
1 

x exp(B ✓log2 x) pour tout B > 2✓2/ log 2. 
ogx 

En 1976, ces mêmes auteurs démontrent la minoration suivante [11] : 

V(x) ~ -
1 

x exp(C(log 3 x)2) pour tout C < 1/log16. 
ogx 

En 1986, Pomerance [31] obtient une majoration du même aspect : 

X 
V(x) ~ -

1 
- exp(C'(log 3 x)2) pour tout C' > (2 - 2log(e - 1))- 1 . 

ogx 

Observons qu'on peut se contenter ici d'étudier les entiers sans facteur 

carré. Soit en effet V*(x) le nombre de valeurs distinctes de 1.p(n) pour n 

sans facteur carré. De l'encadrement : 

V*(x)::; V(x)::; L V*(x/1.p(t2 )), 

t 

il résulte que toute majoration ou minoration de V*(x) par une quantité 

du type 10; x exp(A(x) + O(B(x ))) où A(x) et B(x) sont positives et 

croissantes se transmet aussitôt à V(x ). Compte tenu des connaissances 

actuelles on peut donc étudier V*(x) au lieu de V(x ). Bien entendu, cela 

empêche d'aborder des questions plus fines comme celle d'Erdos et Hall : 
a-t-on lim V(Zx) = 2? 

x-++oo V(x) 

Dans [31], Pomerance introduit une importante idée nouvelle. Il 

s'intéresse aux k plus grands facteurs premiers de n : 

et compare la décroissance de leur logarithme itéré ( qui est normalement 

proche du nombre de facteurs premiers de leur image par 1.p) à une suite 

géométrique translatée /3i-I log2 x - log3 x, i = 1, ... , k. Si on a 

(13) log2 Pi > /3i-I log2 x - log3 x pour i = 1, ... , k, 
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et si /3 et k sont assez grands, alors cp( n) aura beaucoup de facteurs 

premiers et se trouvera donc dans un ensemble de petit cardinal. 

Tout revient donc à majorer le nombre de cp(n) distincts, inférieurs à 

x, avec n sans facteur carré vérifiant 

pour au moins un i, 1 ~ i ~ k, et ce problème se prête à une méthode 

itérative assez simple. Dans l'article (22] de Maier et Pomerance, on 

retrouve cette idée mais on observe cette fois que, sous la condition (13), 

cp( n) aura aussi un nombre anormal de facteurs premiers appartenant à 

certains sous-intervalles de [1, x] et cela permet de baisser la valeur de f3. 
En ce qui concerne la minoration, nous allons apercevoir quelques idées 

importantes en essayant de minorer 

A(x) := card{m: 1 ~ m ~ x et m = (p - l)(q - 1) où 2 < p < q}. 

C'est le cardinal de la réunion des A(x,p ), 2 < p ~ Jx + l, où 

A(x,p) = {m: 1 ~ m ~ x et m = (p- l)(q -1), q > p}, 

p étant ici fixé. 

Notons A(x,p) = cardA(x,p) et 

et m = (Pi - l)(q - 1) = (p2 - l)(q' - 1), où Pi < q et P2 < q1
}. 

On a évidemment 

A(x) ~ L A(x,p) -
2<p5'y 

(inégalité de Bonferroni). 

Pour majorer B( x, p 1 , P2) on fait appel à un lemme de crible, déductible 

par exemple du théorème 4.2 de [33]. 
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LEMME 10. - Soit a f:. b deux nombres entiers positifs et u = pgcd( a, b ). 

Six> abu- 2 , le nombre de couples (q,q') de nombres premiers tels que 

a( q - l) = b( q' - l) s x est 

x/u ( 1)-1 
~ l--

i.p(a/u}.p(b/u) log2 (xu 2 /ab) }1b P 

Le lemme s'applique immédiatement et donne 

(p1 - 1, P2 - 1) X 3 
B(x,p1,P2) ~ ( l)( l)-l - 2-(log2 x) 

PI - P2 - og x 

uniformément pour 2 < p 1 < p2 < x 113
• 

Comme A(x,p) ~ P l~gx pour p S x 113
, on en déduit: 

X 
A(x) ~ C1-

1
-Iog 2 y

ogx 

X 3 '"""' ) ) C2- 2-(log2 x) ~ (P1 - l,p2 - l)/(p1 - 1 (p2 - 1 . 
log x 2<p1 <P2'5oY 

Cette dernière somme est majorée par : 

L d ( L (p - 1 rl) 2 ~ log3 y. 
d<y p;;l modd 

- P$Y 

Si l'on choisit log y = (log x ) 114 par exemple, on obtient : 

X 
A( x) ~ -

1 
- log2 x. 

ogx 

Tout le travail consiste ensuite à généraliser cet argument à Vk( x) = 
card{m : 1 Sm S x et m = (P1 - 1) · · · (Pk - 1) où p1 < · · · < Pk}, par 

induction sur k, puis à choisir k optimalement. Erdos et Hall montrent très 

simplement ( en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz au lieu de celle de 

Bonferroni) que 

Vi ( ) 
x (c log2 x)k- 1

2
_k2 

k X ::p -- ...:..--==---'----
log x (k - 1)! 

et en déduisent facilement leur minoration. 
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Pour le théorème 8, Maier et Pomerance ramènent le problème à 

majorer par récurrence sur k le nombre de solutions en 2k + 2 nombres 

premiers Po, ... ,Pk, qo, ... ,qk d'un problème du type 

{ 

f < (po - 1) · · · (pk - 1) = _( qo - 1) · · · ( qk - 1) :s; x 

Pi=/- qi, J = 1, ... ,k 

Pi,qiEPj, j=l, ... ,k 

où Pj est un ensemble de nombres premiers p tels que p - 1 ait une 

décomposition en facteurs premiers "normale" en un certain sens. 
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MÉTHODE DES MOMENTS ET FONCTIONS ADDITIVES 

Hubert DELANGE 

Il est entendu une fois pour toutes que, dans tout ce qui suit, la lettre p 

est utilisée pour désigner les nombres premiers, et la lettre n pour désigner 

les entiers > O. 

1. Le théorème suivant, dû à Erdos et Kac [7], est bien connu: 

THÉORÈME. - Soit f une fonction arithmétique réelle fortement addi

tive. On suppose que 

On pose 

f(p)2 
lf(p)I :5 M pour tout pet I:-- < oo. 

p 

A(x)= L J(p) et B(x) = (L f(p)
2

) ½ 
p'.5x p p:5x p 

( de sorte que B( x) tend vers +oo quand x tend vers +oo ). Alors, pour 

tout t réel, quand x tend vers +oo 

où G(t) = (I/\f'2;) J~
00 

e-u
2
f 2 du. 

Autrement dit, la distribution des nombres f(n17_j(x) où n :5 x converge 

vers la distribution normale de Gauss. 

La démonstration originale était basée sur le théorème central limite du 

calcul des probabilités et un lemme arithmétique obtenu à l'aide du crible 

de Brun. 

Ultérieurement Kac suggéra d'essayer d'établir le théorème en montrant 

que les moments convergent vers ceux de la distribution normale de Gauss, 

c'est-à-dire que, pour chaque q EN*, 
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ce qui équivaut à 

(1) L)f(n) - A(x))q = µqxB(x)q + o(xB(x)q). 
n<x 

Ceci a été réalisé en 1955 par H. Halberstam [8]. Sa démonstration 

comportait des calculs compliqués. Je l'ai simplifiée d'abord dans [1] et 

[2], puis dans des cours à Orsay et à Urbana. Sous sa forme définitive, la 

démonstration est basée sur le lemme suivant, démontré dans [4] : 

LEMME 1. - Soit E un ensemble fini non vide de nombres premiers, et 

soit f une fonction fortement additive satisfaisant à 

f(p) = 0 pour p ~ E. 

On pose A="""' f(p) et 
L.,pEE p 

On a pour tout q EN* 

Pour démontrer (1) on applique ce lemme à la fonction "tronquée" 

fy(n) = L pin f(p), où y~ 2, l'ensemble E étant l'ensemble des nombres 
p<y 

premiers :::; y. 
N étant un entier > 0 arbitraire, en prenant y= x 1f 2 N on montre que, 

pour q:::; 2N, 

L)fy(n) - A(~))q = µqxB(y)q + o(xB(yF)-
n<x 

On en déduit que (1) a lieu pour q:::; N. 

2. Le théorème d'Erdos et Kac a été généralisé par Shapiro (voir [6], 

chapitre 12, th. 12.2). 
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Au lieu de lf(p)I:::; M, Shapiro suppose que, pour tout ê > 0, 

p<a: 
lf(p)l>•B(a:) 

f(p)
2 

= o(B(x)2). 
p 

(x--+ oo). 
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Ici les moments de la distribution considérée ne convergent pas 

forcément quand x tend vers l'infini. Un exemple en est donné dans [5]. 

On peut cependant encore démontrer le théorème de Shapiro par la 

méthode des moments. On utilise pour cela un nouveau lemme ( démontré 

encore dans [4]). 

LEMME 2. - Soit f une fonction fortement additive et soit, pour y ~ 2, 

Jy(n) = I: J(p). 
pin 
p'.5;y 

On a pour q EN* et x > y 

La fonction f satisfaisant aux hypothèses du théorème de Shapiro, soit 

g x la fonction définie par 

9x(n) = I: J(p). 
pin 

l!(P)l'.S;B(a:) 

En utilisant les lemmes 1 et 2 on prouve que, pour chaque q, 

L(gx(n) - A(x))q = µqxB(x)q + o(xB(x)q), 
n<x 

d'où il résulte que, quand x tend vers l'infini, la distribution des nombres 

g.,(10:tx) où n :::; x converge vers la distribution normale de Gauss. 

Par suite sa fonction caractéristique, égale à 

1 " (· 9x(n) -A(x)) 
[x] L..,, exp it B(x) , 

n<x 
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tend vers celle de la distribution de Gauss, c'est-à-dire e-t
2 
l2

• 

Mais on voit facilement que la différence entre cette fonction caractéris

tique et celle de la distribution des nombres f(n1c_J(x) où n '.:S x tend vers 

zéro. 

3. Notons qu'on a utilisé ici le fait que, si les moments d'une distribu

tion convergent vers cernc de la distribution de Gauss, cette distribution 

converge vers celle de Gauss, fait établi par Chebichev à une époque où 

on n'avait pas encore introduit les fonctions caractéristiques. 

La méthode peut s'appliquer à d'autres distributions que celle de Gauss, 

en utilisant le lemme suivant qui permet de passer des moments à la 

fonction caractéristique. 

LEMME 3. - Soit G une fonction réelle définie sur 

{(n,x):x~x 0 et n'.:Sx}(xo~l). 

On suppose que 

(a) Pour chaque q EN, quand x tend vers l'infini 

1 ; L G(x, n)q = aq(x) + o(l) (avec ao(x) = 1); 
n<x 

(b) Pour tout q EN et tout x ~ xo, laq(x)I ::S cq, la série entière 
00 

I:: ~ zq ayant un rayon de convergence infini. q. 
q=O 

Soit, pour x ~ xo et z complexe quelconque, 

( de sorte que \JI x est une fonction entière). 

Alors, pour tout t réel, quand x tend vers l'infini, 

.!_ L exp(it G(n,x)) = Wx(it) + o(l). 
X n<x 

Ce lemme est démontré dans [4]. 
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La méthode générale pour établir un résultat concernant une fonction 

additive donnée consistera à introduire une fonction auxiliaire donnant 

lieu à une distribution dont les moments convergent. 

Ou bien cette fonction auxiliaire, dépendant d'un paramètre, donnera 

lieu à une distribution approchant celle qu'on veut étudier. Ou bien elle 

donnera lieu à une distribution qui détermine celle qu'on veut étudier. 

C'est le premier cas qui a lieu dans la démonstration donnée dans [4] 

du théorème bien connu de Kubilius sur les fonctions "de classe ( H)". 
On va voir que, dans le second cas, on peut obtenir des résultats 

concernant des fonctions additives qui ne sont pas forcément fortement 

additives. 

4. A titre d'exemple, on va démontrer ici le théorème suivant, dû à Erdos 

(voir [6], chapitre 5, th. 5.2). 

THÉORÈME 1. - Soit f une fonction additive réelle satisfaisant à 

SoitA(x)= 

1 I: -<oo 
lf(p)l>I p 

p<z 
l!(P)l!,l 

f(p) 
p • 

et I: 
lf(p)l9 

f(p)2 < 00. 

p 

Quand x tend vers l'infini, la distribution des nombres f ( n) - A( x) où 

n ::::; x converge vers une distribution limite dont la fonction caractéristique 

est 

' ou 

et 

P(t) = IT(l + up(t))exp(-vp(t)), 
p 

sz 

sz 

lf(P)I::::; 1, 

lf(p)I > 1. 

4.1. On doit démontrer que l'on a, quand x tend vers l'infini, 

(2) ~ L exp(it(f(n) - A(x))) = P(t) + o(l), 
n:::;x 
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et que la fonction P est continue. 

On voit qu'il suffit d'établir le résultat suivant : 

Soit f* la fonction fortement additive déterminée par 

p > 2 et 

p = 2 ou 

lf(P)I:::; 1, 

lf(P)I > 1. 

Soit A *(x) = """" LJ1>l L.,pS,X p • 

Quand x tend vers l'infini, on a 

(3) ~ L exp(it(f*(n) -A*(x))) = P*(t) + o(l), 
X 

n<x 

où 
eitf*(p)_l J*(p) 

P*(t) = II (1 + p ) exp(-it-p-), 

le produit étant uniformément convergent sur tout ensemble compact. 

On utilise d'abord le lemme suivant, dont nous donnerons la démons

tration en appendice : 

LEMME 4. - Soient g et g* des fonctions multiplicatives satisfaisant à 

lf(n)I :::; 1 et lf*(n)I :::; 1 pour tout n. 

(Précisons ici que, dans la définition de "fonction multiplicative", nous 

supposons que la fonction est égale à l pour n = l). 
Soit G(x) = ½ LnSoxg(n) et G*(x) = ½ LnS,xg*(n). 

On suppose que 

(a) L l9<P>--;,9·<P>I < oo,. 
00 

(b) L g(2r)zr -:/ 0 pour lzl = ½; 
r=O 

(c) Pour tout À > l, G*(,,\x) - G*(x) = o(l) quand x tend vers 

l'infini. 

Alors, quand x tend vers l'infini, 

le produit étant absolument convergent. 
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(2) se déduit de (3) de la façon suivante : 

t réel étant fixé, soit 

g(n) = exp(itf(n)) et g*(n) = exp(itf*(n)). 

Ces fonctions satisfont aux hypothèses du lemme 4. 
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Elles sont multiplicatives et on a lg( n) 1 = lg*( n) 1 = 1 pour tout n. On a 
I: l9(p) 7* (p) 1 < oo car 

g(p) - g'(p) = { exp(itf~p)) -1 :: 

P > 2 et If (p) 1 ~ 1, 

p = 2 ou If (p) 1 > 1. 

00 

On a pour lzl < 1 : I: g*(2r)zr = l~z -=/ O. 
r=O 

De plus, pour tout À> 1, 

G*(.\x) - G*(x) = o(l) quand x tend vers l'infini 

car (3) équivaut à 

(4) G*(x) = P*(t)exp(it A*(x)) + o(l) 

et on a 

IA*(.\x) - A*(x)I ~ L 
x<p:::;Àx 

Le lemme 4 donne 

ce qui, d'après ( 4), est équivalent à 

Comme g* est fortement multiplicative, 

Loo g*(pr) g*(p) p ( g*(p) - l) p ( eitf*(p) _ 1) 
1 + ----'--'-= 1 +-- = -- 1 +--'---'--- = -- 1 +---- . pT p - l p - l p p :..__ l p 

r=l 
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On voit ainsi que 

Ainsi (5) donne 

Maintenant 

-1 ~ 
L,; exp(it(f(n)...:.. A(x))) = G(x)exp(-itA(x)) 

X 
n:'.S;x 

l oo ( r) 
= ( II ( 1 - - ) ( 1 + L g ~ ) ) èxp( -itA( x)) + o( l) 

p:'.S;x p r=1 p 

l oo ( r) 
= II ( 1 - -) ( 1 + L g ~ ) exp(-vp(t) + o(l) 

p:'.S;x p r=1 p 

puisque E vp(t) = itA(x), et ceci est équivalent à (2). 
p:'.S;x 

Reste à établir que la fonction P est continue. 

Pour celà nous utilisons encore un autre lemme : 

LEMME 5. - Soient u 1 , u2, ... , un, .•. et v1 , V2; ... , vn, .•. des fonctions 

réelles ou complexes définies sur un ensemble A. 

Soit B un sous-ensemble de A. 
On suppose que, pour tout n et tout t E B, 

o-ù Un et Vn sont des constantes telles que 

00 00 

L u~ < 00 et L Vn < 00. 

1 1 
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00 

Alors le produit infini IT (1 + un(t)) exp(-vn(t)) est uniformément 
n=l 

convergent sur B et sa valeur est bornée sur cet ensemble. 

Ceci est le lemme de la page 108 de [3]. 

Ce lemme montre que, quel que soit T > 0, le produit 

est uniformément convergent pour ltl :s; T. 

Tout d'abord on voit immédiatement que jup(t)I < ¾, et par suite 

lup(t) - vp(t)I :s;; si lf(p)I > 1. 

D'autre part, si lf(p )1 :s; 1, 

eitf(p) - itJ(p) - 1 eitf(p) ( 1) I:= eitf(pr) 
U (t) - V (t) = ----'--'--'--- - -- + 1 - - --, 

P P p .P2 p Pr 
r=2 

d'où il résulte que 

ltl2 f(p )2 2 lu (t) - v (t)I :s; - · -- + -. 
p p 2 p p2 

On a donc pour ltl :s; T 

où 

Up 2 
p 

et 

= { T' . !(:)' + 1 

Sl lf(P)I > 1, 
Vp 

2 p p2 SI lf(P)I :s; 1, 

de sorte que I: U; < oo et I: Vp < oo. 

4.2. Remarquons maintenant que le résultat à établir est une conséquence 

immédiate du théorème génér~l suivant : 

THÉORÈME 2. - Soit f une fonction fortement additive réelle satisfai-

sant à 

If (p) 1 :s; M pour tout p èt I: J(p)2 < oo, 
p 
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et soit A(x) = I: f~). 
p'.5x 

Quand x tend vers l'infini on a pour tout t réel 

1 ( eitf(p)_l) ( f(p)) 
; L exp(it(f(n) -A(x))) = II 1 + --- exp -it- + o(l), 

n'.5x p p 

où le prodùit converge uniformément par rapport à t sur tout ensemble 

compact, et par suite les nombres f(n)-A(x) où n::; x ont une distribution 

limite dont la fonction caractéristique est ce produit. 

Démonstration : Choisissons un entier N > 0 arbitraire et considérons 

pour y 2: 2 la fonction tronquée fy définie par 

Jy(n) = I: J(p). 
p/n 
P$Y 

Elle satisfait les hypothèses du lemme 1, avec E égal à l'ensemble des 

nombres premiers ::; y. 

On est conduit à introduire la fonction entière 

Le lemme montre que pour tout q E N* et tout x 2: 1 

1 LUy(n) - A(y))q - q!aq(y)xl ::; (i) q Mq1r(y)q. 
n'.5x 

Nous prenons (pour x 2: 22N) y= x 112N. 

On voit que, quand x tend vers l'infini, on a pour 1 ::; q ::; 2N 

(6) L(fy(n) - A(y))q = q!aq(y)x + o(x). 
n'.5x 

Nous remarquons maintenant que, étant donné R > 0 quelconque, le 

produit 

II( ezf(p) -1) · ( zf(p)) 
1 + ---- exp ---

p p 
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est uniforément convergent pour !zl =:; R. Cela résulte du lemme 5 car, 

pour lz 1 :; R, 

zf(p) 1 < eMR - MR-1. f(p) 2 

- M2 P . 

Par suite, quand y tend vers l'infini, tî?y(z) converge uniformément sur 

tout ensemble compact vers la fonction entière 

00 

Si <I>(z) = I,: /3qzq, pour chaque q, aq(Y) tend vers /3q
q=O 

Ainsi (6) donne pour 1 s q:;; 2N 

(7) L)fv(n) - A(y))q = q!/3qx + o(x). (x-. oo) 
n:s;x 

Ceci est vrai aussi pour q = 0 puisque /30 = <I>( o) = 1. 

Maintenant, en partant de 

fv(n)-A(x) = (fy(n) -A(y))-(A(x) A(y)) 

et utilisant la formule du binôme, on voit que l'on a pour q 2::: 1 

+ t(-1/ ( k) (A(x) -A(y)/ (I")fy(n) -A(y))q-k ). 
k=l n:s;x 

Mais 

quantité qui est o(l) car l'.:v<p:s;x ; = 0(1) et E /(~)2 

< oo. 

Il résulte donc de (7) que l'on a pour 1 :; q:;; 2N 

(8) L)fv(n) -A(x))q = q!/3qx + o(x). 
n:s;x 
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Encore une fois, ceci a lieu aussi pour q = O. 

Utilisant à nouveau la formule du binôme on voit que, pour q 2::: 1, 

+ t ( k) (I)J(n) - Jy(n)l(fy(n) - A(x ))q-k). 
k=l n=:;x 

D'après (8), pour q ~ 2N la première somme au second membre est 

égale à q!/3qx + o(x ). 
On voit que, pour 1 ~ q ~ N, la partie restante du second membre est 

o(x). 

En effet, pour 1 ~ k ~ q, l'inégalité de Cauchy montre que la somme 

L(f(n) - fy(n)l(fy(n)- A(x))q-k 
n<x 

est de module au plus égal à 

1 1 

(LU(n) - fy(n))2k) 2 (LUy(n) -A(x))2q-2k) 2. 

n=:;x n=:;x 

D'après (8), on a Ln<x(fy(n) -A(x)) 2q-Zk = O(x). 

D'autre part, le lemme 2 donne 

LU(n) - fy(n))2k ~ x(2N)2k-l L lf(p)l2k 
n=:;x y<p::;x p 

~ x(2N)2k-1 M2k-2 L f (p )2 , 
y<p=:;x p 

quantité qui est a( x) du fait que I:, t(;)
2 

< oo. 

Ainsi, il est démontré que pour 1 ~ q ~ N 

L(f(n) - A(x))q = q!/3qx + o(x). 
n<x 

Ceci vaut aussi pour q = 0 puisque /30 = 1 et, puisque N est arbitraire, 

c'est vrai pour tout q 2::: O. 
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Finalement le lemme 3, avec G(x,n) = f(n) -A(x), aq(x) = q!/3q et 

Cq = q!l/3ql, donne le résultat voulu. 

5. Appendice : Démonstration du lemme 4 
00 00 00 

Pour chaque p, les séries I: g(pr)zr = 1 + I: g(pr)zr et I: g*(pr)zr = 
r=0 r=l r=0 

00 

1 + I: g*(pr)zr sont absolument convergentes pour lzl < 1. 
r=l 

Désignons par Çp(z) et g;(z) leurs sommes. 

Çp(z) et g;(z) sont -=/= 0 pour lzl < ½ car l f g(pr)zrl < 1 et 
r=l 

lr~l g*(pr)zrl < 1. La fonction 9p(z)/Ç;(z) est donc holomorphe dans 

le disque lzl < ½• 
Soit h la fonction multiplicative déterminée par le fait que, pour chaque 

p, on a pour lzl < ½ 

Çp(z) = 1 + f h(pr)zr. 
Q;(z) r=l 

Comme h(l) = 1, ceci est équivalent à 

r 

(9) I: g*(pk)h(pr-k) = g(pr), r = 0, 1, 2, .... 
k=O 

Ceci montre que g = g* * h, puisque g* * h est multiplicative et, pour 

chaque p et chaque r E N*, (g* * h )(pr) = g(pr). 

Les égalités (9) montrent, par récurrence sur r, que jh(pr)I < 2r. 
Il en résulte que, pour chaque p > 2, 

f lh(~r)I s; 1 
2 r;;::2 p p(p- ) 

et, comme h(p) = g(p) - g*(p ), f ih~()I s; lg(p)~g"(p)I + p(p:._Z). . r=l 
Par suite I: ( f lh~r)I) < oo. 

p>Z r=l · 
Maintenant, d'après l'hypothèse (b ), il existe p E]½, 1[ tel que la fonction 

Çz(z)/Qi(z) est holomorphe dans le disque lzl < p, et on a 

~ h(2r) r 92(z) . I I 
~ z = g;(z) pour z < p. 
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En particulier on a f h~
2
rr) = g;go/~~ et la série est absoluement 

r=O 2 

convergente. 

On voit ainsi que I:( f ih~()I) < oo. 
p r=l 

00 

Il en résulte que la série I: h~n) est absolument convergente et sa somme 
1 

est la valeur du produit absolument convergent 

Maintenant, de ce que g = g* * h il résulte que 

-- ~ h(nn)G* (nx) ( ) L..J puisque G* fi = 0 pour n > x. 
n=l 

On a ainsi 

G(x)- G*(x) f h~) = - f h~) ( G*(x) - G*(:) ). 
n=l n=l 

La série au second membre est uniformément convergente pour x ~ l 

car son terme général est de module ::; 2 ih~n)l. D'après l'hypothèse ( c) 

chaque terme tend vers zéro quand x tend vers l'infini. 
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Polynôme de petite mesure 

Mohamed KERADA 

1. INTRODUCTION 

On note S (resp. T) l'ensemble des nombres de Pisot (resp. l'ensemble 

des nombres de Salem). Dans [8] Salem a montré que chaque point de S 

est un point limite de T. Dans [6] D.W. Boyd a établi le résultat suivant : 

Pour tout polynôme Q unitaire à coefficients entiers de degré s vérifiant 

Q* = ëQ; avec ë = ±1 et possédant s - 2 racines distincts sur lzl = 1 

et une racine cr > l dans lz 1 > 1 et pour tout entier k l ~ k ~ n, il 

existe des polynômes P unitaires à coefficients entiers de degré n tels que 

Q(z) = zP(z)+EP*(z) et possèdant le zéros dans lzl > 1 et n-k zéros dans 

lzl < 1. Ce résultat a permis à M.-J. Bertin et D.W. Boyd de caractériser 

les petits nombres de Salem en deux classes [2]. Nous proposons ici de 

généraliser cette caractéristation à des polynômes de petite mesure et 

possédant j racines dans lzl > 1, donnés par D.W. Boyd [7]. 

2. RAPPELS ET DÉFINITIONS 

On rappelle [3] que si P est un polynôme à coefficients réels de degré d 

et j EN - {O}; on définit le polynôme Q par : 

(1) Q(z) = zi P(z) + ëP*(z), 

avec ë = ± 1 et P* le polynôme réciproque de P. 

LEMME 1. - Soit P un polynôme de ~[z] tel que P et P* soient premiers 

entre eux et Q le polynôme défini comme dans (1). Alors l'équation 

Q(z,t) = ziP(z) + ëtP * (z) = 0 définit une courbe algébrique z = Z(t) 

possédant j + d branches ( où d = deg P ), notées Zk( t) ayant les propriétés 

suivantes : 

1) Zk(D(O, 1)) C D(O, i) ou zk(D(O, 1)) CC - D(O, 1), 

2) Zk(l) est égal à une racine de Q de module 1, 

3) si a est racine de Q de module 1, il existe au moins une branche 

Zk telle que zk(l) = a. 
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DÉFINITION 1. - Avec les notations du Lemme 1, soit a une racine de 

Q de module l 

S'il existe une seule branche Zk telle que Zk(l) = a et lzk(O)I < 1 

{resp. lzk(O) > l). On dit que a est une "sortie" {resp. "entrée"). 

Si la branche Zk est telle que zk(l) = a et lzkl < 1 resp. lzk(O)I > l). 

On dit que la branche Zk "sort" (resp. "entre") en a. 

LEMME 2 (Boyd [6]). - Avec les notations du Lemme 1, soit a une 

racine de Q de module 1, alors si a est une racine simple de module 1 de Q, 
a est une "entrée" (resp. "sortie") si et seulement si ë a 1-dP(a)Q'(a) > 
0 (resp. < 0). Si a est une racine multiple d'ordre k de module 1 de Q 

(k ~ 2), alors il existe k1 branches entrant en a et k, branches sortant en 

a, avec k1 + k2 = k et k1 ~ [!], k2 ~ [!]. 

DÉFINITION 2. - Soit P un polynôme à coefficients entiers irréductible 

P(z) = cozn + · · · + Cn-IZ + Cn et 01, ... , 0n les zéros de P. On appelle 

mesure de Mahler de P la quantité 

n 

M(P) = !col II max(l0il, 1). 
i=l 

3. DÉFINITIONS ET RÉSULTATS DE BASE 

DÉFINITION 3. - Soit r un entier algébrique (lrl > 1). On dit que r est 

un i-Salem si son polynôme minimal possède i - l racines différentes de 

r dans lzl > 1 et au moins une racine sur lzl = 1. 

DEFINITION 4. - Soit r un entier algébrique (lrl > 1). On dit que r est 

un i-Pisot si son polynôme minimal possède i - l racines différentes de r 

dans lzl > 1 et les autres racines dans lzl > 1. 
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4. GÉNÉRALISATION DE LA CONSTRUCTION DE BOYD 

THÉORÈME 1. - Soit P un polynôme à coefficient, réels de degrés, soit 

Q le polynôme défini par Q(z) = zi P + eP * (z), e = ±l. 

On suppose que le polynôme Q vérifie les propriétés suivantes : 

a) les zéros de Q sont tous simples, 

b) Q a j racines dans lzl < 1, 

c) e a 1-sP(a)Q 1(a) < 0 quelque soit a zéro de module 1 de Q. 

Alors P a j zéros dans lzl > 1 et s - j zéros dans lzl < 1. 

Preuve: 

Soit k le nombre de zéros de P dans lzl < 1; d'après (b ), ( c) et le 

Lemme de Boyd, il y as - j "sorties" qui proviennent donc d'autant de 

zéros de zi P( z) dans lzl < 1; de plus les j zéros de Q de module inférieur 

à 1 sont des fins de branches commençant dans lzl < 1 donc en des zéros 

de zi P(z). D'où s - j + j = j + k et k = s - j. 

THÉORÈME 2. - Soit P un polynôme à coefficients réels de degrés, soit 

Q le polynôme défini par Q(z) = zi P(z) + eP * (z), e = ±l. On suppose 

que le polynôme Q vérifie les propriétés suivantes : 

a) les zéros de Q sont tous simples ; 

b) Q aj zéros dans lzl > 1; 

c) ea 1 -s PQ'(a) > 0 quel que soit a zéro de Q de module 1. 

Alors P a tous ses zéros dans lzl > l. 

Preuve: 

On raisonne de la même façon que dans le théorème 1. 

Soit R le polynôme minimal d'un j-Salem de degré 2m et U un 

polynôme cyclotomique, alors Q = UR est réciproque ou antiréciproque 

(Q* = eQ, e = ±1), Q possèdes - 2j racines simples de module 1, avec 

deg Q = s. Le polynôme U se~a en général un facteur de zi - i sauf dans 

les théorèmes 5, 6 et 7 où U sera choisi de la façon suivante : 

U = zi - l si ê = -1 
U = zi-l + • • +1 tel que (zi- 1 + • • +l)(z - 1) = zi - l si e = l. 
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THÉORÈME 3. - Soit le polynôme Q = U M R à coefficients entiers de 

degrés, où U et R sont définis comme précédemment et M un polynôme 

cyclotomique à racines simples, M et U premiers entre eux. En outre si 

ë = 1 et s pair, le coefficient du milieu de Q est aussi pair. Alors il 

existe des polynômes P de degré n ayant n racines dans lz 1 > _ 1 tels que 

Q(z) = zi P(z) + ëP * (z), ë = ±1. 

Idée de la démonstration : 

Puisque Q* = ëQ et comme Q possède j racines dans lzl > 1 alors Q a 

s - 2j racines sur lzl = 1 toutes simples donc les conditions (a) et (b) du 

théorème 2 sont vérifiées. 

La démonstration utilise alros le lemme de Boyd. 

THÉORÈME 4. - Sous les hypothèses du théorème 3, il existe des 

polynômes P de degré n ayant j racines dans lzl > 1 et n - j racines 

dans lzl < 1 tels que Q(z) = zd P(z) + ëP * (z). 

On raisonne de la même façon que dans le théorème 3, en remplaçant 

les inégalités d'entrées par les inégalités de sorties. 

5. ENSEMBLES Aq(j) ET Bq(j) 

DÉFINITION 5. - Aq(j) est l'ensemble des j-Salem de polynôme minimal 

T produits par les polynômes P sans zéro dans lzl ~ 1 tels que IP(O)I = q. 

DÉFINITION 6. - Bq(j) est l'ensemble des j-Salem de polynôme minimal 

T produits par les polynômes P, sans zéro de module 1 possédant j zéros 

dans lzl > 1 et n - j zéros dans lzl < 1, tels que IP(O)I = q. 

T(j) est l'ensemble des j-Salem. 

Remarques: 

1) Le théorème 3 entraîne que, 

T(j) c U Aq(j) d'où T(j) = Uq~2Aq(j). 
q~2 

2) Le théorème 4 entraîne que, 

T(j) C U Bq(j) d'où T(j) = Uq~oBq(j). 
q~O 



Polynôme de petite mesure 57 

6. CARACTÉRISATION DE CERTAINS SOUS-ENSEMBLES DES Aq(j) ET Bq(j) 

DÉFINITION 7. - A;(j) est le sous-ensemble de Aq(j) vérifiant en outre 

(zi - l)MT = zi P(z) - P*(z) 
(zi-l + .. · + l)MT = zi P(z) + P*(z) 

si e = -1 
si e = l. 

DÉFINITION 8. - B;(j) est le sous-ensemble de Bq(j) vérifiant en 

outre : 

(zi - l)MT = zi P(z)- P*(z) 
(zi- 1 + ... + l)MT = ziP(z)+P*(z) 

si e = -1 
si e = 1. 

THÉORÈME 5. - Soit r un j-Salem de polynôme minimal T ayant un 

nombre impair de conjugués réels dans ]-oo, -1) ou [l, +oo[ (on peut donc 

toujours se ramener au cas T(l) < 0 c'est-à-dire au cas du nombre impair 

de conjugués réels dans [1, +oo[). Alors r E A;(j) si et seulement si il 

existe un polynôme cyclotomique K à racines simples tel que K( () =f=. O, 

quel que soit ( vérifiant (i = 1 et un plynôme réciproque L tel que 

a) L(O) = q - l! 

b) deg L = deg KT - j, 

c) L(l) > -K(l)T(l), 

d} L possède toutes .ses racines simples sur lzl = 1. En outre si 

l'on a : 

j pair : ou bien e = -1 soit Q(z) = (zi - l)KT alors n = deg KT 

est pair; on désigne par ii'lti, ... , eit/J(n-iJ/ 2 les zéros de L situés sur lzl = 1 

et sur z ~ 0, tels que 

1/-'1 < 1/)2 < · · · < 1/-'(n-j)/2 

et par 1, é<f'1 , ••• , ei<f'n-j)/ 2 -1, eiIT les zéros de (zi -l)KT situés sur lzl = l 
et lm z ~ 0, tels que 

0 < <p1 < <p2 < · · · < l.f)(n-i)/2 - 1 < II, 

alors on a les inégalités suivantes : 

Ü < 1/-'1 < (f)l < · · · < 1/-'(n-j)/2-1 < (f)(n-j)/2-1 < 1P(n-j)/2 < II 
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donc les zéros de L et ( zi - l )KT s'entrecroisent; 

ou bien ê = 1 et Q(z) = (zz-l +· • •+l)KT; alors n+l = deg KT est 

pair; on désigne par ei,J;i, ... , ei,J;(n-;+ 1 )/ 2 les zéros de L situés sur lzl = 1 

et lm z ~ 0, tels que 

1Pl < 'lp2 < ... < 1P(n-j+l)/2 

et par éP 1 , ••• , éP<n-J- 1 )12 , eiIT les zéros de (zi-l + • • • + 1 )KT situés sur 

lzl = 1 et lm z ~ 0, tels que 

'Pl < '-P2 < · · · < '-P(n-j+l)/2 < II, 

alors on a les inégalités suivantes : 

1Pl < 'Pl < · · · < 1P(n-j-l)/2 < '-P(n-j-l)/2 < 1P(n-j+l)/2 < II; 

donc les zéros de L et ( zi-l + • + 1 )KT s'entrecroisent. 

On a un énoncé analogue dans le cas j impair. 

THÉORÈME 6. - Soit T un j-Salem de polynôme minimal T ayant un 

nombre pair de conjugués de module supérieur à 1 vérifiant T(l) > 0 et 

T(-1) > O. Alors T E A;(j) si et seulement si il existe un polynôme 

cyclotomique K à racines simples tel que K( () =/-0, quel que soit ( 

vérifiant (i = l, et un polynôme L réciproque tel que : 

a) L(O) = -q - l, 

b) deg KT - j = deg L, 

c) L(l) s; -K(l)T(l), 

c) L possède toutes ses racines simples lzl = 1. En outre si l'on a : 

ê = -1 soit Q(z) = (zi - l)KT(z)T(z) alors n = deg KT est pair; on 

désigne par ei,J;i, ... , eiî/J(n-il/ 2 les zéros de L situés sur lzl = 1 et lm z ~ 0 

tels que·: 

1Pl < 'lp2 < """ < 1P(n-j)/2 

et par l, é-P1
, ••• , é-P<n-il/2 - 1 , eiII les zéros de (zi - l)K(z)T(z) situés sur 

lzl = 1 et lm z ~ 0 tels que 

Ü < 'Pl < · · · < '-P(n-j)/2-l < II; 
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alors on a les inégalités suivantes : 

Ü < '/Pl < 'Pl < • · • < '/P(n-j)/2-1 < </>(n-j)/2-1 < '/P(n-j)/2 < Il 

donc les zéros de L et (zi - l)K(z)T(z) s'entrecroisent. 
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ê = 1 et Q(z) = (zi-l + • • • + l)K(z)T(z) alors n + l = deg KT; 
on désigne par ei'!/Ji, .•• , é'ifJ(n-;+i)/ 2 les zéros de L situés sur lzl l et 

lm z 2 0 tels que 

'/Pl < .. ' < '/P(n-j+l)/2 

et par é.P1 , ••• , é.P(n-i- 1d)/ 2 , eiII les zéros de (zi-I + · + l)K( z )T(z) situés 

sur lzl = 1 et lm z ~ 0 tels que 

1.p1 < · · · < 'P(n-i-1)/2 < Il; 

alors on a les inégalités suivantes : 

'lpi1 < i.pl < · · · < '/P(n-j-1)/2 < 'P(n-j-1)/2 < '/P(n-j+l)/2 < Il 

donc les zéros de Let (zi-I + •·· + l)K(z)T(z) s'entrecroisent. 

THÉORÈME 7. - Soit T un j-Salem de polynôme minimal T vérifiant 

T(l) > 0 et T(-1) > O. On a alors j pair. Alors TE B;(j) pour ê = 1 si 

et seulement si il existe un polynôme cyclotomique I< à racines simples tel 

que K( () -/= 0 quel que soit ( vérifiant (i = 1; et un polynôme réciproque 

L tels que, 

a) L(O) = I + P(O), 

b) deg L : deg KT - j, 

c) L(I) = K(l)T(l), 

d) 

(i) ou bien L est comme dans le théorème 6. 

(ii) ou bien L possède ·un seule zéro dans lzl > l. En oùtre si l'on 

écrit Q(z) ::::: (zi- 1 + • + l)(K(z)T(z), avec deg KT - 1 = deg P = n 

impair, soient ei'!/Ji, ... , /tf.,n-~ -i les racines de L situés sur lzl = 1 et 

lm z 2 0 tels que 

'<Pl < VJ2 < .. · < '<P(n-j-1)/2 
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. i't"(n-j-t) "II 
et e1

"'
1

, ••• , e 2 , et e1 situés sur lzl = l et lm z ~ 0 tels que : 

<p1 < <p2 < · · · < 'P(n-j-1)/2 < II; 

alors on a les inégalités suivantes : 

îpl <'Pl<•••< îp(n-j-1) < 'f)(n-j-1) < îp(n-Hl) < II 
2 2 2 

d'où les zéros de L et Q s 'entrecroisent. 

Remarque: 

S'il existe un polynôme L réciproque cyclotomique tel que, 

deg L = deg KT - j, L(O) = 1 + P(O), K(l)T(l) 2: L(l) 

tel que les zéros de Let de (z- 1 - l)KT s'entrecroisent alors 

7. EXEMPLES 

On peut montrer que tout polynôme réciproque de petite mesure de 

degré inférieur ou égal à 12 appartient à l'un des enmsembles B;(j) ou 

A;(j), en exhibant un couple de polynômes cyclotomiques K et L vérifiant 

les conditions des théorème 5, 6 ou 7. 

Pour les quelques exemples donnés ici, on indique la mesure, le nombre 

de racines extérieures au cercle unité et les coefficients de la première 

moitié du polynôme. 
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Mesure Nombre de racines extérieures 
au disque unité 

1, 7467934983 2 

Première moitié 
du polynôme 

122 1 

K = l, L = <ps, K(l) = 1, L(l) = 2, T(l) = 11, r E Bô(2) 

Les arguments des racines de module 1 

polynôme T 54,89 

Les arguments des racmes de module 1 

polynôme KT 54,89 

Les arguments des racmes de module 1 

polynôme L 45 135 

0 < 45 < 54, 89 < 135 < 180 

Mesure Nombre de racines extérieures 
au disque unité 

1,8475219321 2 

correspondants 

correspondants 

correspondants 

Première moitié 
du polynôme 

11-1-1-1 

K = l, L = <p1, K(l) = 1, L(l) = 7, T(l) = -1, r E Az(2) 

Les arguments des racines de module 1 correspondants 

polynôme T 75,76 133,60 

Les arguments des racines de module 1 correspondants 

polynôme KT 75, 76 133,60 

Les arguments des racines de module 1 correspondants 

polynôme L 51,4 102,9 154,2 

0 < 51, 4 < 75, 76 < 102, 9 < 133, 60 < 154, 12 < 180 
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au 

au 

au 

au 

au 

au 
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Mesure Nombre de racines extérieures 
au disque unité 

1,6358170255 3 

Première moitié 
du polynôme 

100 -1 -10 

K = 1, L = <I>2<I>g, K(l) = 1, L(l) = 2, T(l) = -1, r E A2(3) 

Les arguments des racines de module 1 correspondants 

polynôme T 56,08 163,39 

Les arguments des racines de module 1 correspondants 

polynôme KT 56,08 163,39 

Les arguments des racines de module 1 correspondants 

polynôme L 40 80 160 180 

0 < 40 < 56,08 < 80 < 120 < 160 < 163,39 < 180 

Mesure Nombre de racines extérieures 
au disque unité 

Première moitié 
du polynôme 

au 

au 

au 

1,4907833576 3 100-10-11 

J{ = 1, L = <I>2<I>4<I>6<I>10, K(l) = 1, L(l) = 4, T(l) = -1, r E Az(3) 

Les arguments des racines de module 1 correspondants au 

polynôme T 41,76 82,93 104,38 

Les arguments des racines de module 1 correspondants au 

polynôme KT 41, 76 82,93 104,38 

Les arguments des racines de module 1 correspondants au 

polynôme L 36 60 90 108 180 

0 < 36 < 41, 76 < 60 < 82,93 < 90 < 104,38 < 108 < 120 < 180. 
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Propriétés algébriques des séries formelles liées au Shuffle 

K. Hyra LAMÈCHE 

Soit A un anneau commutatif unitaire de caractéristique zéro . Soient 

X = (x1x2 - Xn) un ensemble fini ou alphabet et X* le monoïde libre 

engendré par X. 

On notera A < < X > > (resp. Arat < < X > >) l'algèbre large des 

séries formelles sur X ( resp. l'algèbre des séries rationnelles) à coefficients 

dans A. 

Sur l'alphabet X on adopte un ordre qu'on prolonge à X* en posant : 

f ~ g si l'on a l'une des deux relations suivantes : 

Soit !fi < lgl où lfl désigne le nombre de lettres de X figurant dans 

l'écriture du mot f si f E X X* et O si f = e le mot neutre de X*. 

Soit lfl := 191 et f précède g lexicographiquement. Si l'alphabet X= (x) 
est réduit à une seule lettre alors nous sommes ramenés à l'étude des 

séries formelles à une variable. L'algèbre des séries formelles étant notée. 

A[[X]], la sous-algèbre des polynômes étant elle notée A[X]. 

Nous avons: 

a E A[[X)] ~ a = I: anXn an E A Vn. 
n~O 

Dans une première partie, nous étudierons les propriétés liées au Shuflle 

lorsque X = ( x) puis nous étendrons ces propriétés au cas où l'alphabet 

X a au moins 2 lettres. 

Au point de vue algébrique telle que l'étude des éléments nilpotents 

ou diviseurs de zéro, l'algèbre A[[X]] (resp. sous-algèbre A[X]) munie du 

Shuffie se comporte comme l'algèbre A[[X]] (resp. A[X]) munie du produit 

de Cauchy. Au point de vue inversion dans Arat[[X]], l'algèbre Arat[[X]] 

munie du Shuflle se comporte comme l'algèbre Arat [[X]] munie du produit 

de Hadamard. 
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Éléments nilpotents et diviseurs de zéro 

Soient a = L anXn et b = L bnXn deux séries formelles. Le Shuffie 
n>O n>O 

de a par b noté~ a W b est défini pour tout entier n ~ 0 par la relation 

a w b = l)a w b,Xn)xn 
n>O 

où 

(a W b,Xn) = L C~apbn-p 
0$p$n 

soit R.( a) l'application linéaire de A[[X]] dans elle-même définie pour toute 

série a par la formule : 

R.(a) = t(L anXn) = L :~ xn 
n~O n~O 

d'où 

R.(aW b) =RI:( L C~apbn-p)xn = L( L a~ (::-P)!)xn. 
n~O 0$p$n n. 0$p$n p p 

d'où 

R.( a W b) = R.( a) x R.( b) 

l'application R.. est un isomorphisme de l'algèbre A[[X]] munie du Shuffie 

dans l'algèbre A[[X]] munie du produit de Cauchy. 

PROPOSITION I. - Soit a = L anXn un polynôme. Pour tout r ~ 2 
0$n$p 

soit : 

a(r) = a W a W · • • W a (le Shuf fle de a par lui même 2 fois) 

un polygône est nilpotent si et seulement si chacun de des coefficients l'est. 

La démonstration résulte immédiatement de la démonstration faite dans 

le cas où l'algèbre A[X] est muni du produit de Cauchy. 

Soit r l'ordre de nilpotence du polynôme a, d'où 

par récurrence sur n où O :s; n :s; p on démontre que les coefficients du 

polynôme R.( a) sont nilpotents, d'où 

a~ est nilpotent Vn O :s; n :s; p. 
n. 

L'anneau A étant de caractéristique zéro, an est nilpotent V O :s; n :s; p. 

La réciproque est immédiate. 
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PROPOSITION II. - Un polynôme a = E anXn est un diviseur de zéro 
n>O 

dans l'anneau A[X] si et seulement si il e;iste r E A - {O} tel que 

r Wa =ra= O. 

Démonstration : 

S'il existe r E A - {O} tel que r W a= ra = 0 il est immédiat que le 

polynôme a est un diviseur de zéro. 

Réciproquement 

Soit b = E bnXn un polynôme non nul tel que : 
0:'.Sn:'.Sq 

aWb=O 

d'où f(a Wb)= f(a) x f(b) = O. 

La relation f(a) x f(b) = 0 fournit un système d'équations linéaires 

noté (I) dont les coefficients sont les coefficients du polynôme a et les 

inconnues les coefficients du polynôme b. Soit M la matrice du système 

(I). Ce système admettant une solution non triviale est de rang au plus 

égal à q-1. 

Il existe donc un élément non nul k E A - { 0} qui annule tous les sous 

déterminants d'ordre q. Cet élément non nul permet par récurrence sur n 

de construire l'élément r(G(l)). Il exister E A - {O} tel que: 

rf(a) =0 
ourf(a) =f(rWQ)=O 

d'où r W a= O. 

Si l'anneau A est de caractéristique p i= O. Les deu.--c propositions I et II 

sont fausses. En effet pour p = 2 et A= F2 soit : 

a= X 2 +X 4 

nous avons a W a= 0 bien qu'aucun élément non nul du corps F2 n'annule 

a. D'autre part aucun coefficient de a n'est nilpotent. 

Ces deux propositions ne se prolongent pas à l'algèbre large A[[X]] 

lorsque l'anneau A n'est pas nœthérien ou lorsque l'anneau A étant 
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quelconque les coefficients des séries a et b n'engendrent pas des idéaux de 

type fini. En effet : 

Soit A= ?C> (K[~i]) 
EBi=O (XI) 

J{ étant un corps de caractéristique zéro d'où 

00 

si a(T) = I: X iTi 
i=O 

chaque coefficient de la série a est nilpotent, mais la série a n'est pas 

nilpotente. 

En effet s'il existait un entier p ~ 1 tel que : 

(a(T))P = 0 =} (~PP = 0 \/i ~ 0 
z. 

ce qui est impossible. 

Inversion pour le ShufHe dans Arat[X] 

Soit a = I:: anXn une série rationnelle à coefficients dans A. Il existe 
n>O 

un entier no tel que\/ n ~ no les coefficients an s'écrivent : 

an= L Pi(n)af 
l:Si:Sr 

les Pi sont des polynômes et les O'.i des nombres algébriques 

\/ 1 Si Sr. 

Sans perte de généralité ou peut supposer no = 0, d'où 
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Pour tout i 1 :::; i :::; r soit ri le degré du polynôme Pi. Par récurrence 

sur les ri il est facile de voir que : 

C(a) = L Ai(X)ea;X 
l'.5i'.5r 

où pour tout i :::; i :::; r, Ai(X) est un polynôme de degré ri. Il est immédiat 

que le ShufHe de deux séries rationnelles est une série rationnelle. 

L'inverse d'une série rationnelle pour le ShufHe n'est pas nécessairement 

une série rationnelle comme le montre le contre-exemple suivant : 

Soit A= l, a= l +X; b = En~o(-lr. n!xn d'où a w b = l or la 

série b n'est pas rationnelle. 

PROPOSITION III. - Une série rationnelle est inversible pour le Shuffie 

si et seulement si elle est de la forme : 

Démonstration : 

ao 
a=---

l-aX 
ou ao /:- O. 

Il est immédiat que si la série a est de la forme : 

ao 
a = --- ou ao /:- 0 

l-aX 

-1 

la série b = i+°ax est telle que : 

(a W b,Xn) = ( L C~(-l)P)an = 0 s1 n ~ l 
0'.5p'.5n 

et (a W b,X 0
) = l. 

Réciproque : 

Soient a = E anxn et b =. E bnXn deux séries rationnelles telles que 
n~O n~O 

a Wb= l si 

an= L Pi(n)af et bn = L Qj(n)f3J 
l'.5i~r l'.5j~t 
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alors: 

f(a) = L Ai(X)ea;X et f(b) = L Bj(X)eB;(X) 
l~i~r l~j~t 

d'où 

f(a Wb)= R(a) x R(b) = 
l~i,j~sup .r,t 

Etant donnée l'unicité de l'écriture d'un polynôme nous avons néces

sairement: 

Aï(X)Bj(X) sont de degré O Vi,j 

la série a se réduit donc à la forme : 

a=---
l-o:.X 

et la série b se réduit aussi à la forme 

-1 
b = ao 

1 + o:.X 

ce qui termine la démonstration. 

PROPOSITION IV. - Soit a une série rationnelle et b une série algébri

que alors a W b est algébrique. 

Démonstration : 

Il suffit de se ramener au cas où la série rationnelle a est de la forme : 

X 
.a=---

l - o:.X 

or pour tout entier p ~ l nous avons la relation : 

X p ' ----- =" _n. an-p xn 
(1 - aX)P+ 1 L p!( n - p )! 

n'?.p 
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d'où 

où 0 désigne le produit de Hadamard si a est une série rationnelle ayant 

des pôles d'ordre 2: 2. Il suffit de remarquer que les pôles d'ordre 2: 2 

proviennent des pôles d'ordre 1 par dérivation successives. Or la dérivation 

d'une série algébrique d est le produit de Hadamard d'une série rationnelle 

par une série algébrique. 

Par contre le Shuffie de deux séries algébriques n'est pas algébrique 

dans tous les cas. 

Inversion pour le Shuffle dans Ârat ~X~ 

Soit X = (x1,x2, · · · ,xp) où p 2: 2 un alphabet fini et l ~ X > 
l'algèbre large du monoïde libre X* sur 7.. 

Soient a= E ( a, f)f et b = E (b,f)f deux éléments de A~ X >. 
fEX* fEX* 

Si f est un. mot de longueur n où n 2'. 1. 

soit I{ = ( i1 i2 · · · in) la suite ordonnée qui lui est associée. 

Par définition le coefficient de f dans a Wb s'écrit : 

(a Wb, f) = L (a,x;, · · ·, x;.)(b, x;.+ 1 - x;J 
osssn 

pour toutes les décompositions ordonnées de la suite K. 

THÉORÈME I. - Si a, b E Ârat ~ X > alors la série a W b E Ârat ~ 

X>. 

Démonstration : 

Soit x une lettre de l'alphabet X, le mot xf admet la décomposition 

en lettres de X : 

xf = xx· ···x· z1 Zn 
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donc le coefficient du mot xf dans la série a Wb s'écrit 

(I) 

(aWb,xf)= I: (a,XXj,•••,Xj.)(b,xj.+1 -Xjn) 
0$s$n 

+ I: (a,Xj-Xjs)(b,xxi.+1 ··•Xjn). 
0$s$n 

La série a étant rationnelle soit µ une représentation du monoïde libre 

X* dans l'anneau des matrices MN(A) qui lui est associée c'est-à-dire telle 

que l'on ait : 

a(f) = (µf)i,N · Vf E XX*. 

De même la série b étant rationnelle, soit 'Y une représentation de X* dans 

Mn(A) qui lui est associée [S(l)]. 
Soit 

(b,f) = (,1)1,R Vf E XX*. 

La relation (I) s'écrit aussi : 

( a W b, xf) = I: (µx)1,j(µxj, · · ·, µxj, )JN( 1, Xj,+ 1 • • • 1 Xjn)I,R 
O<•<n 
l?;i?N 

soit les séries 

où 

[

a1 = ai Wb 

bt = a w bi 
a'! ., = a1· W b1·, J,J 

[
ai = I:AµJ)jNf 
bj = I:A,J)j,Rf 

la relation (J) s'écrit donc : 

(a W b,xf) = L (µx)i,j(aj,J) + L (,xh,j(b1,f). 
1$j5,N 1$j5,R 

Plus généralement nous avons le système suivant : 

(II) 
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La relation (II) écrite pour toutes les lettres de l'alphabet X démontre 

que les séries a'J,i, sont solutions d'un système linéaire Vj, j ', 1 S j $ N, 

1 s j' s R. 
En particulier, la série a Wb est rationnelle. 

En prenant pour série rationnelle b la série caractéristique I: f nous 
JEX* 

voyons que si la série a est rationnelle la série : 

a Wb= I) 
f 

est rationnelle. 

L a, Xi1 - Xi,) f 
décompositions 

de f 

Les deux propositions I et II s'étendent sans difficultés à l'algèbre des 

polynômes A < X >. Le raisonnement se fait par récurrence sur la 

longueur des mots appartenant au support des polynômes. 

Soit a = I:( a, f)f une série rationnelle inversible pour le shu:ffie. Soit b 
f 

son inverse. 

Nous avons le théorème suivant qui est l'extension de la proposition III. 

THÉORÈME IL - Une série rationnelle est inversible pour le Shuffie si 

et seulement si la représentation qui lui est associée laisse stable un sous

espace de dimension 1 et si pour toute lettre x E X la série rationnelle 

ax = I: ( a, xn)Tn est inversible pour le Shuffie. 
n~O 

Avant de démontrer le théorème II démontrons un lemme. 

LEMME I. - Soit a = :E( a, f)J une série rationnelle inversible pour 
f 

le Shuffie alors la représentation µ qui lui est associée est réductible et 

l'espace laissé stable parµ est de dimension l. 

En particulier dans le cas où la représentation est de degré 2, elle est 

triangulisable. 

Démonstration : 

Sans perte de généralité on peut se limiter au cas où l'alphabet X se 

réduit à 2 lettres x et y. 

Pour toute lettre x ( ou y) soit ax = I:n::::o( a, xn)Tn· la série rationnelle 
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à une variable et soit 

bx = L(b,xn)Tn son inverse pour le Shuffie 
n2:'.0 

le coefficient de xn dans a Wb est le même que celui de xn dans ax W bx 

dans les 2 cas il est égal à : 

L C~( a, xP)(b, xn-p). 
o:s;p:s;n 

Donc pour toute lettre soit x ( soit y) la série ax ( soit ay) est inversible 

pour le Shuffie. 

Donc si a 1 , a 2 • • • ap sont les valeurs propres distinctes de la matrice µx 

nous avons pour tout entier n ~ 0 

Si la série a s'écrit 

a= I)a,f)f = L)TrPµf)f 
f f 

d'où la relations : 

En écrivant les équations ( I) et en considérant le système qui leur est 

associée les inconnues étant les ai et les coefficients les af 2 :::; i < p nous 

voyons que le déterminant des coefficients est ùn Van Der Monde. Donc il 

n'est pas nul. La seule solution est donc la solution triviale : 

d'où TrP = a1, 

De mêm si la série b s'écrit : 

b = L(TrQ,yf)f 
f 

TrQ = aï 1 TrQ('Yxt = (-ltaï 1af. 
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Par récurrence sur la longueur des mots f C X X* nous allons démon

trer que TrPµf ne dépend que du nombre d'occurences des lettres x et 

y. 

Examinons tout d'abord le cas des mots les plus simples de longueur 2. 

Soient xy et yx 

(II) 

( a W b, xy) = bo Tr P µx µy + ao TrQ"YX"'fY + Tr P µx · TrQ fty+ 

TrPµy · TrQµx = 0 

(a W b,yx) = boTrPµyµx + aoTrQ"YY"fX+ 

TrPµxTrQ 1y + Tr • PµyTrQµx = 0 

ou ao = Tr P = a1 bo = TrQ = aï 1 

ou sur les lettres x E X -yx coïncide avec -µx d'où en explicitant les 

relations tirées de II. 

Tr(aï 1 P + a1Q)µxµy = TrPµxTrQµy +TrPµyTrQ µx 

Tr(a 11P + a1Q)µyµx = TrPµxTrQµy +TrPµyTrQµx 

Donc si a 1 est la valeur propre de µx qui intervient dans la récurrence 

liant les ( a, xn) et a 1 la valeur propre intervenant dans celle liant les ( a, yn) 

nous avons: 

[

- Tr(a 11 P + a1Q)µxµy = 2a1a; 

- Tr(a 11 P + a1Q)µyµx = 2a1a:i 

Plus généralement soit fun mot de XX* et soit fx (resp. fy) le nombre 

d'occurences de la lettre x (resp. y) dans le mot f d'où: 

(a W b,f) = (-1)1/ly. TrPµxlfl.,TrQ(µy)lfl11+ 

+(-l)lfl., · TrP(µy)lflv • TrQ(µx)lfla + (-l)lfla 1TrQµf + a11TrPµf+ 

+ I: (-l)l91TrPµf' -TrQµy" = 0 

ou 

J';exlflx ,yllly 
g";e11lfl11 

J';eJ 
g" ;tJ 

[ 

Tr P(µJ)lfl., = a1 aifl., 

Tr P(µy )lfly = a1 atfl11 [ 

TrQµxlfl., = a11a~fl:., 

TrQµylfl11 = a~ 1ailfl11 
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d'où 

+ 
f';t,xlflx ,ylfly 

J';t,J 
o" 'l'-J 

K. H. Lamèche 

(-I)l 9 "1TrPµf' · TrQµg" = 

= [(-l)lflu-1 + (-l)lfl.,-1] a{H•. ai 1/li, 

ou les mots f' et g" sont strictement plus courts que le mot f dans toute 

décomposition restante d'où par récurrence : 

si Ill= 2p d'après ce que nous avons vu précédemment: 

donc l'expression (III) a un sens et permet d'affermer que: a~fl., a~flu est 

une valeur propre de la matrice µf si Ill= 2p + 1 c = O. Supposons que 

le mot f s'écrive : 

f = f'x 

d'où 

[- TrPµJ' • TrQµx = -
ft'l'-1 1 

ft ,;,.xi/lx ,yl/ly 

de même en examinant le mot : lx nous avons : 

d'où 

d'où: 

[ 

Tr( a1 Q + a11 P)µl µx = 2a~fl.,+I ai 11111 

Tr(a1Q + a11 P)µf µx TrPµJTrQµx+ 

+(-I)lflTrPµxTrQµl = C1 aif1.,+1a 1lfly 

Tr(-a 11 P - a1Q)µf = dalfl"' ai lflu 

donc a~fl., a1 lfb est bien une valeur propre de la matric µf. 
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Soit A l'algèbre engendrée par la représentationµ dans MN(C) et soit 

A une matrice de A. 

D'où Tr(aï 1Q + a 1P) A est un polynôme en a 1 et a 1 qui est une 

somme de monomes du genre : 

ara~ m' (modulo les constantes) 

où m et m' sont des entiers qui ne dépendent que des occurences des 

matrices µx et µy dans les différents monomes intervenant dans l'écriture 

de la matrice A. 

Donc l'algèbre A est réductible sur C. Il existe donc une base de MN(C) 

dans laquelle toute matrice µf s'écrit : 

At étant une matrice carrée px pp-=/- (N,O) 

Bt étant une matrice carrée (N - p) x (N - p). 

En tenant compte du fait que at11"' a:111111 est une valeur propre de la 

matrice µf nous voyons que la représentationµ laisse stable un espace de 

dimension 1. Il existe donc une base de MN(C) dans laquelle les matrices 

µx et µy s'écrivent respectivement : 

(

01 µx- - 0 

ce qui termine la démonstration du lemme 3 et aussi que la condition du 

théorème II est nécessaire. 

Réciproque : 

Soit a = 'I:(Tr f µf)f une série rationnelle telle que la représentation 
f 

µ qui lui est associée laisse stable un espace de dimension 1 et telle que 

pour toute lettre Xi E X la série rationnelle à une variable : 

ax; = I)a,xf)Tn 
n2'.:0 

est inversible pour le Shuffi.e; alors la série a est inversible pour le Shuffie. 
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Démonstration : 

Par récurrence sur la longueur des mots f démontrons que : 

(aWb,f)=O VfEXX* 

la série b étant définie sur les lettres de l'alphabet X par : 

b = L(TrQ,f)f où ,xi= -µxi Vxi EX 
f 

et TrQ = (Tr P)- 1 

Prenons comme 1er vecteur de base le vecteur laissé stable par la 

représentation µ. Dans cette base la matrice µf s'écrit pour tout mot 

f de XX* 

la matrice P s'écrit dans cette base : 

TrP' = 0 TrP'Bt = 0 Vf 

la matrice Q s'écrit : 

TrQ' = 0 et TrQ'Bf = 0 Vf 

Soit Xi une lettre de l'alphabet X d'où 

soit fun mot de X X* admettant la décomposition: 

f = Xi 1 Xi 2 • • • Xin en lettres de l'alphabet X 
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soit x.e une lettre de l'alphabet X d'où : 

(a W b,fx.e) - E (a,xù - Xj.)(b,xi.+i - Xjn_,x.e)+ 
o:::;ss;n 
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=TrP·TrQ· '°"' À· ···À· (-l)n-s+l ·À· ···À· À ll LJ Jl J• Ja+t Jn-• Xe 
s=:::;n 

+TrPTrQ; Es::5nÀj 1 ··•Àj,Àxt(-lt-s•Àj,+ 1 ··•Àin-• 

les Àj, sont les valeurs propres des matrices µxi,. En fait 

or par récurrence sur Jfl nous avons supposé que: 

d'où 

(a W b,f) = 0 

(a w b,fx) = Àxt (Essn Àji -Àj,(-it-s+l ï,+1. ··Àin-s )+ 
+.xxt(E Àji -Àj,(-1r-s,xi.+1 ... ,\in-• 

ssn 

=0 

ou ( a W b, e) = 1. SI ë est le mot neutre de X* ce qm termine la 

démonstration de la réciproque. 

THÉORÈME III. - Le Shuffie d'une série rationnelle et d'une série 

algébrique est algébrique. 

Démonstration : 

Soit a = E( a, f)J une série rationnelle et b = E(b, f)J une série 
f f 

algébrique, on peut supposer a et b sans terme constant, car les séries : 

a W b et [a - ( a, ê )] W (b - (b, ê]} sont de même nature. 
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Soit a= I::(µf)ir,.d oùµ est une représentation du monoïde libre X* 
f 

dans l'algèbre MN(~). 

Si f E X X* f admet la décomposition en lettres de X 

d'où (a Wb, f) = I:: (µXjt · · · µxj, )i,N(b, Xjs+t - Xjn), 
O<s<n 

Pour toute lettre-x -EX, nous avons : 

(a W b,xf) = I:: (µxµxii • '' µXjs)1N(b,xi.+1 '' • Xjn + 
(J) 0$_s$.n 

+ I::0$_s$.n (µx ii · · · µx ù hN( b, XX i,+1 ···X jn) 

ou (µxµxù · · · µXjs)j,N = I::15"K5'N(µx)i,K(µxù · · · µXjs)k,N-
En posant pour tout indice K 1 < K :s; N. 

a'f< = L (µf)K,Nf et aK = a% Wb 
/EX* 

la relation (I) s'écrit : 

(a W b,xf) = L (µx)i,K(ai W b,f) + (a W xb,xf). 
1$.K$.N 

Plus généralement pour tout indice J{ 1 :s; K :s; N nous avons : 

(II) (a'{Wb,xf)= L (µx)K,p(a'J,Wb,f)+(a'{Wxb,xf) 
1$.j'$.N 

la série a étant rationnelle est solution du système linéaire suivant : 

p = (PoPI · · · p N) où pour tout j O < j :s; N 

Pi = qio + I: qi,i' · Yi' 
1$_j'$.N 

qJ,i' = I:: (µx h,i' . x 
xEX 

qj0 = I: (µx)jNX 
xEX 

les (yj)15.j5.N étant les variables pour lesquelles on fait les substitutions. 



Propriétés algébriques des séries formelles liées au ShufHe 81 

La série b étant algébrique est donc solution d'un système propre R à 

M variables (yJ) 1 :::; j :s; M sur l'alphabet X. Soit 

où(Ri,Yj 11 )=0 VlsisM lsj"sM. 

Donc tout série a'J W b est une composante du système algébrique S à 

MN variables sur l'alphabet X où 

où Si; = Pi W R; 

les variables étant écrites formellement : 

, w ,, 
Yii = Yi Yj M 

ce qui signifie que l'on calcule le Shuffie des coefficients de y~ et de y'j dans 

les expressions Sij. 

Le système (Sij) 1sisN est un système propre. En effet : 
1$i$M 

d'où(pi W R;, Yi< W vi) = 0 V 1 S i,l{ S N 
V lsj,lsM 

Donc pour tout indice K a'l< W b est algébrique. En particulier pour 

K = 1 la série a W b est algébrique. 

Je remercie beaucoup M. le Professeur BENZAGHOU de l'Université d' Al

ger pour son aide. En effet dans le cas où l'algèbre des séries formelles est 

commutative, l'application R définie de l'algèbre A[X] munie du Shuffies 
. . 

dans l'algèbre A[X] munie du produit de Cauchy m'a permis de simpli-

fier les démonstrations. Les démonstrations que j'avais faites auparavant 

étaient basées sur la relation : 

CP - CP +cr-1 n - n-1 n-1· 
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Il reste à démontrer la conjecture suivante : 

Si l'inverse pour le Shuffie d'une série algébrique est algébrique, alors 

cette série est rationnelle. 

Il est connu qu'en caractéristique p =/= O. Le Shuffie de deux séries 

algébriques est algébrique. En caractéristique zéro, le Shuffie de deux séries 

algébriques n'est pas algébrique. 
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DISTRIBUTION DES SOUS-SOMMES D'UNE PARTITION 

Jean-Louis NICOLAS* 

Nous désignerons par p( n) le nombre de partitions sans restriction de n, 

et par r( n, m) le nombre de partitions de n dont les sommants sont 2::: m. 

Plus généralement si A= {a1, ... ,ak}, nous noterons r(n,A) le nombre 

de partitions de n dont aucun sommant n'appartient à A. Nous dirons 

qu'une partition de n : 

représente a, s'il existe une sous somme ni1 +ni 2 +···+ni; égale à a. Nous 

définissons R( n, a) comme le nombre de partitions de n qui ne représentent 

pas a. 

On voit ainsi que: 

(1) 

(2) 

r(n, m) = r(n, {1,2, ... , n -1}) 

R(n,a) ~ r(n,a+ 1) 

R(n, a)~ r(n, {1, 2, ... , [a/2],a}) 

en notant [x] la partie entière de x. 
Nous considérons aussi les partitions den en sommants distincts. Dans 

ce cas les notations ci-dessus seront remplacées par q( n ), p( n, m ), p( n, A), 
Q(n,a). 

Nous nous proposons dans cet exposé de faire le point sur les diverses 

quantités ci-dessus. Fin 1986, J. Dixmier a attiré notre attention sur ce 

sujet en voulant évaluer le nombre d'invariants des formes binaires ( cf. 

[DNE]). Ce nombre est en effet minoré par le nombre de solutions d'une 

équation diophantienne proche de celles qui interviennent dans la théorie 

des partitions. 

Au paragraphe 3, nous étudierons le nombre de couples de partitions 

de n sans sous-sommes communes ( à part O et n ). 

* Ce travail a reçu l'aide du CNRS, Greco 060 ( calcul formel), PRC Math

Info, PICS France USA n° 48b 
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Les résultats mentionnés ci-dessous sont en grande partie le fruit d'une 

collaboration avec J. Dixmier, P. Erdos et A. Sarkozy. 

1. Estimation de r( n, m) et de p( n, m) 

On définit p( n, m) comme le nombre de partitions de n en sommants 

:::; m, ou ce qui revient au même comme le nombre de partitions den en 

au plus m sommants. 

On a: 
r(n,m) = r(n,m + 1) + r(n - m,m) 

r(n, n) = 1 

ce qui permet de calculer r( n, m) par récurrence. 

On a également (cf. [GGM], p. xiii): 

[n/m] 

(3) r(n, m) = L p(n - tm, t) 
t=O 

et il est facile de voir que 

(4) r(n,m) :::;p(n,[n/m]). 

En utilisant (3), Gupta ( cf. [G]) a donné une estimation asymptotique 

de r(n, m) va~de pour n = O(mlogm). 

J. Herzog a donné dans sa thèse (cf. [Hl], p. 57) l'estimation valable 

pour m = O(n 318 (logn) 114 ): 

(5) 
logr(n,m) = 1rj"j Jn-½mlogn+mlogm 

-m ( 1 + log 4) + 0 (n 114 Jlogrï). 

Ce résultat est obtenu comme application d'un théorème Taubérien. 

Il est démontré dans ([DNl]), que l'on a uniformément pour 

1:::; m:::; n 114 

(6) r(n, m) = p(n) ( fln) m-l (m -1)!(1 + O(m2 /,/n)). 

Cette formule est étendue dans [DN2], où l'on montre que, pour 

0 < € < 1/3 et m :::; n 1/ 3 -e, on a: 

( c ) m-

1 ( (C 1 ) 2) (7) r(n,m)~p(n)(m-1)! 
2
,/n exp - 8 +

2
C Jn , 
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où C = 1rfi. 
Pour montrer la cohérence avec ( 5) rappelons la formule de Hardy

Ramanujan ( cf. (HR]) : 

(8) p(n) ~ ~ exp(CJ;ï). 
4v3n 

Dans [ENS 1], il est démontré qu'il existe a> 0 tel que quand n --+ +oo, 
on a uniformément pour 1 $ m $ a,Jn 

(9) exp(o(m2)) < r(n,m) <1+0(-l) 
v'n - p(n)( ~) m-\m -1)! - fa 

Enfin, dans [DN2], le cas m ~ )...,/n est étudié. Il est commode de poser 

pour x réel > 0 : 

r(n,x) = r(n, r xl) et p(n,x) = p(n, [x]), 

où f xl = min{n; n E 1, n? x}; il est démontré que pour)... > 0 fixé il 

existe une fonction g telle que l'on ait pour n --+ oo, 

(10) log r(n, Àyn) ~ g()...)Jn. 

La démonstration de (10) utilise (3) et les résultats de Szekeres ( cf. 

[SzlJ et [Sz2]) 

Iogp(n, )...Jn) ~ f()...)Jn. 

La fonction g est analytique pour )... > 0, vérifie une équation diff éren

tielle du second ordre, et il est donné dans [DN2] les développements 

asymptotiques de g()...) au voisinage de O et de l'infini, calculé par les 

systèmes de calcul forme MAPLE et MACSYMA. 

Dans le cas des partitions sans répétition, la quantité p( n, m) a été 

semble-t-il introduite pour la première fois dans [ES2], où il est démontré 

p. 433, que pour m $ n 115 , on a : 

(11) 

en utilisant 1 'intégration complexe de la fonction génératrice. Rappelons 

ici que Hardy et Ramanujan ont donné pour q(n) l'estimation: 

(12) 
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Dans [ENSz], il est démontré par des méthodes élémentaires que pour 

t011t n :2: 1 et 1 ::; m ::; n on a : 

(13) _q_(n_) < p(n m) < _l_q(n + _m_(m_-_1_)) 
2m-l - ' - 2m-l 2 

et 

(14) 

( )

1/3 
Il est aussi prouvé que pour m = o 10; n , on a : 

Enfin, il est démontré que pour 15 fixé, 0 < 15 < 10- 2 , et m ::; n 318-e, 
on a: 

(16) p(n,m) = (1 + o(l)) ( ( . )) . Il 1 +exp _ _!!_L 

l<j<m-1 2y'3n 

q(n) 

Dans [H2], J. Herzog a obtenu à l'aide d'un théorème taubérien l'esti

mation valable uniformément pour m = o( ,Jri,) 

(17) 
logp(n m) = 7r lfI - mlog2 + ....2L m

2 
- L m

3 

' V 3 8v3 vn 288 n 

G. Freiman et J. Pitman, ont obtenu, dans [FP], par la méthode du col, 

une estimation valable pour : 

(18) 

Soit Œ = Œ( n, m) l'unique nombre réel tel que : 

et 
n ·2 u· 

2 L J e, B -
- j=m (1 + eu; )2. 
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Sous la condition (18), G. Freiman et J. Pitman démontrent : 

(19) 

Il est certainement possible, par une estimation précise de 17 et B de 

déduire les formules (15) (16) et (17) de la formule (19). La même méthode 

devrait s'appliquer à r(n, m). 
Les méthodes utilisées pour étudier r( n, m) et p( n, m) se généralisent 

à r( n, .4) et p( n, A). Dans [ENS 1], il est démontré qu'il existe À2 > 0 tel 

que si A = { a1, ... , ak} vérifie s = a1 + a2 + · · · + ak s;; À2n alors, quand 

n ---t oo, on a : 

(20) 

Quant à p(n,A), on.trouve dans (ES3] le résultat suivant: Pour ê fixé, 

0 < ê < 10- 2 , et pour k vérifiant 1 :=::; k :5 n 1l 6-e, on a : 

(21) p(n,A) = (1 + o(l)) ( ( .E;L)). 
TI 1 +exp -2 =3 

l<.<k v,)n _J_ 

q(n) 

2. Estimation de R(n,a) et de Q(n,a) 

Premier cas : a fixé, n ---t oo. 

On désigne par w(a) la quantité [a/2] + 1. Dans [Dl], J. Dixmier a 

démontré qu'il existe une constante u(a) telle que: 

(22) ( 
7r )'I'(a) 

R(n, a)~ p(n) ~ u(a). 

Les premières valeurs de ù(a) sont u(l) = 1, u(2) = 4, u(3) = 3, 

u(4) = 16. Une table de u(a) pour a :5 20 est donnée en appendice de 

(Dl] et montre que u(a) est croissante pour 3::::; a :5 20. Mais nous verrons 

ci-dessous que cette propriété n'est pas vraie pour tout a ~ 3. La table 

montre aussi que u( a) est un multiple de a pour a :5 20. En fait, u( a) est 
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divisible par le produit des diviseurs de a ( cf. [Dl], corollaire 4.26). De 

plus, J. Dixmier démontre dans [D 1] que : 

(23) pour a pair,([a/3] - l)!aa/ 6+3
::; u(a)::; 2af2 a!/(a/2 - 1)! 

(24) pour a impair,([a/3] - l)!aa/ 6+2
::; u(a)::; 2af2 a!/(a/2)! 

La différence de comportement de u( a) entre les valeurs paires et 

impaires de a est précisée dans [D3] : 

Lorsque a est impair tendant vers l'infini, u( a) admet le développement 

asymptotique 

(25) 

où les ai sont des entiers ~ O. On a a 0 = 1, a1 = 2, a2 = 24. 

Rappelons que : 

(26) 

Lorsque a est pair et ~ a 0 , on a : 

La fonction a ~ u( a) oscille donc très rapidement lorsque a est grand. 

Par ailleurs les relations (23) et (24) entraînent que, pour a assez grand : 

Une étude similaire pourrait être faite pour Q( n, a). Elle n'a, semble-t

il, pas encore été entreprise. 

Deuxième cas : 1 ::; a ::; Ào fa. 
Ce cas est étudié dans l'article [ENSl], où l'on montre: il existe Ào > 0, 

tel que, uniformément pour 1 ::; a::; -\0 ,Jn, on a, lorsque n --+ oo 

(27) (
R(n, a)) 1ra 

log p( n) ::; '11( a) log Jfuî + 0(1/ vn) 
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et 

avec 'Ya = 1/2 si a est impair, et si a est pair 

1 
"/ a = - + log 3 

2 

où c est une constante. 

7 log a log a 
- log 2 + c-· - = O. 79 · · · + c--
6 a a 
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Dans le cas des sommants distincts, la minoration suivante est démon

trée dans [ENSI] : il existe .\1 > O, tel que, pour 1 ::; a S .\1 J'n on ait : 

Dans [ENS2], on donne la majoration: pour a< fvn, et n assez grand, 

on a: 

Les constantes figurant dans (29) et (30) valent : 

2 
log J3 = 0.144 .... 

Troisième cas : a ~ .\2 y'n. 
Les résultats suivants figurent dans [ENS2] : Pour n > n0 , et 1018 y'n::; 

a ::; n 517, on a : 

et 

Pour n > no et n5l7 < a ::; n/2, on a : 

(33) Q(n,a)::; q([n/2])exp(n 1l2 - 1/ 3o) 
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et 

(34) R(n,a) ~ p([n/2])exp(n 1l2
-

1l 30
). 

On déduit aisément des formules ci-dessus, que si a 

a/ vn--+ +oo et a~ n/2, on a : 

(35) Q(n, a)= q([n/2])Ho(l) 

et 

(36) R( n, a) = p([n/2])Ho(l). 

a( n) vérifie 

Enfin, le résultat ci-dessous montre que l'influence de la parité de a que 

nous avons observée s'étend à celle de la divisibilité de a par les petits 

nombres: Soit s(a) le plus petit entier naturel qui ne divise pas a. Pour n 

assez grand, s( a) 2: 40 000 et 

7 1 
-n 112s(a) 312 <a< -n(s(a))- 1 

100 - - 40 

on a 

(37) Q(n,a) ~ exp(201n 112 s(a)- 1l 2 1og(s(a))) 

et 

(38) R( n, a) ~ exp(301n 1
/

2 s( a )- 1
/

2 log( s( a))) 

Comme il est facile d'observer que : 

Q(n,a) 2: q([(n - a)/s(a)] -1) 

et 

R(n,a) ~ p([(n - a)/s(a)] -1), 

les formules ( 37) et ( 38) seraient optimales ( à la constante près) si l'on 

enlevait le terme en logs(a). 

La démonstration des formules (31) à (38) utilise des résultats de théorie 

additive des nombres ( cf. [Sal] et [Sa2]) et particulièrement le théorème 
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suivant: si une partie A de {1, 2, ... , N} contient suffisamment d'éléments, 

l'ensemble des sous sommes de A contient une progression arithmétique 

assez longue ( cf. [Sa2), théorème 4). 

Quatriè1ne cas : ..\3n :5 a :5 n/2. 

En utilisant également les théorèmes additifs, J. Dixmier démontre dans 

[D4] : soit ..\3 fixé, 0 < ..\3 :5 1/2 et r un entier fixé 2: 1. Soit n tendant 

vers l'infini, et a = an tel que ..\3 n :::; a :::; n/2. 
On suppose que s( a) = r + 1. Alors : 

(39i) 

(39ii) 

(39iii) 

(39iv) 

si a> n/(r + 1), alors IogR(n,a) ~ logp(a); 

si a< (r+l) et r + lfn - a, alors R(n, a)~ logp(r~I); 

si r+z:::; a:::; (r+l) et r +lin-a, alors logR(n,a) ~ logp(a); 

si a :::; r+z et r + lin - a, alors log R(n, a) ~ logp( ~+f)· 

J. Dixmier considère aussi dans [D4) le cas n = 2a. Plus précisément, il 

donne un développement asymptotique de R(2n, n) suivant les puissances 

de n- 1/ 2 • Soit R11(2n) le nombre de partitions de 2n qui ne représentent 

pas n, et ayant une part > n. On a : 

n-1 

R11(2n) = ~p(i) 
i=O 

et il est possible ( cf. [DNl]) d'obtenir, un développement asymptotique : 

(40) R"(2n) = p(n)(V: Jn +Po+~+~ + · · -). 

Soit R'(2n) = R(2n,n) -R"(2n) le nombre de partitions de 2n qui 

ne représentent pas n, et dont les parts sont < n. Lorsque n est pair, 

J. Dixmier prouve : 

( 41) ' ( 7r a2 a3 ) R(2n)=p(n) -+-+-+· .. 
~ n n3/2 

et lorsque n est impair : 

(42) R 1(2n)=p(n)(l+~+ az +~.+···). 
~ n n3/2 

Les coefficients ai sont les mêmes dans_ ( 41) et ( 42). Le "l" supplémen

taire dans ( 42) correspond aux partitions dont toutes les parts sont paires. 
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Cinquiè1ne cas : a ~ >..fa. 
Il est démontré que dans [DN2] que si a est impair et a~ fa, on a : 

(43) log R( n, a) ~ 2.0138yn. 

La même méthode permet de déterminer une fonction <p telle que si a est 

impair, et a ~ >..fa, on ait : 

(44) log R( n, a) ~ <p( >.. )yn. 

Il est conjecturé dans [ENS2] que ( 44) est optimal lorsque a est impair. 

Lorsque a est pair, la situation semble moins claire. 

J. Dixmier démontre dans [D4] que, pour ë > 0, il existe 8 < 1 tel que, 

pour n assez grand on a : 

(45) 

Par la même méthode, un résultat similaire peut être démontré en 

remplaçant R(n,a) par Q(n,a) et p(n) par q(n). 

Remarque: Une table numérique de R(n, a) figure dans [ENSI] et une 

table de Q(n, a) dans [ENS2]. 

3. Couples de partitions additivement indépendantes 

Nous dirons que deux partitions 'TI et r2 du même entier naturel n sont 

additivement indépendantes si leurs sous-sommes ( excepté O et n) sont 

distinctes, autrement dit s'il n'existe aucun entier naturel a, 1 ::; a::; n-1 

représenté simultanément par 'TI et r2. 

Nous désignerons par G(n) (resp. H(n)) le nombre de couples de 

partitions (resp. partitions sans répétitions) additivement indépendantes. 

Si l'on choisit pour 'TI (resp. r 2 ) la partition avec un seul sommant 

égal à n, pour tout choix de r2 (resp. ri), 'TI et r2 seront additivement 

indépendantes, ce qui démontre 

G(n) > 2p(n) - 1 

H(n) > 2q(n) - 1. 
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Le tableau ci-dessous permet de calculer G(7) = 41. 

<Ti Sous-sommes {j; <Ti et <Tj Nombres 

=/= 0 et 7 add.ind.} dej 

0'1 = 7 0 1 · · · 15 15 

<T2 = 6 + 1 1,6 1,3,5,9 4 

CT3 = 5 + 2 2,5 1,2,5,8 4 

CT4 = 5 + 1 + 1 1,2,5,6 1,5 2 

(T5 = 4 + 3 3,4 1,2,3,4 4 

(T6 = 4 + 2 + 1 1,2,3,4,5,6 1 1 

(T7 = 4 + 1 + 1 + 1 1,2,3,4,5,6 1 1 

CTs = 3 + 3 + 1 1,3,4,6 1,3 2 

0-9 = 3+2+2 2,3,4,5 1,2 2 

CT10 = 3 + 2 + 1 + 1 1,2,3,4,5,6 1 1 

CT11 = 3 + 1 + 1 + 1 + 1 1,2,3,4,5,6 1 1 

0-12 = 2 + 2 + 2 + 1 1,2,3,4,5,6 1 1 

CT13 = 2 + 2 + 1 + 1 + 1 1,2,3,4,5,6 1 1 

014 = 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 1,2,3,4,5,6 1 1 

0-15 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 1,2,3,4,5,6 1 1 

Total= 41 

Notons que les partitions cr 6, a1, a 10 à 0'15 sont "pratiques", c'est-à-dire 

représentent tout nombre entre O et 7. Dans [ESl], il est démontré que p(n), 

le nombre de partitions pratiques de n, vérifie p( n) ~ p( n ), autrement dit, 

lorsque n ~ oo, presque toutes les partitions sont pratiques. Dans [DNl], 

on trouvera un développement asymptotique de p(n)/p(n). 

Dans [ENS3], on donne les estimations suivantes pour G( n) et H ( n). 

Pour tout entier k, il existe des coefficients a 1 , a 2 , .•• , ak tels que 
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a1 = ~ = 1.28 • • • , a2 = g 1r
2 

- 1 = 12.98 • • • 

a 3 = _l_ (337 7r3 _ 1019 7r + ...2-) = 91 46 ... ../6 36 48 2,r . 

a = 78891r4 _ 1211s 1r2 + so9 + _3_ = 495 53 ... 
4 864 288 24 4,r 2 • 

as = 10450.82 a 6 = 43427.98 a1 = -848498.0 

as = 7.67 107 
a 9 = -1.897 109 

a1 0 = 4.42 1010 

an = - 7.28 1011 
a12 = 1.23 1013 

a13 = -4.04 1014 

a14 = 2.53 1016 
a15 = -1.42 1018 

a16 = 6.51 1019 

a17 = -2.53 1021
. 

Les coefficients ci-dessus ont été calculés à l'aide du système de calcul 

formel MAPLE. 

Il existe un nombre réel c tel que 

(47) ( (
log

2 n)) H ( n) = cq( n) 1 + 0 0Ï . 

La valeur de c vérifie : 13.83 ::; c ::; 14.29. 

La différence entre ( 46) et ( 47) s'explique par la différence de com

portement de r(n,m)) et de p(n,m). Si l'on choisit pour r1 la partition 

1 + (n - 1), et pour r2 une partition sans 1, r 1 et r 2 seront des partitions 

additivement indépendantes. De tels couples, il y en a r(n,2) ou p(n,2). 

Or, d'après (6), 
7r 

r(n, 2) ~ ~p(n) = o(p(n)) 
v6n 

tandis que, d'après (11), 

1 
p(n, 2) ~ 2q(n). 

Désignons par 1r(h) (resp. 1r'(h)) l'ensemble des partitions de h (resp. 

l'ensemble des partitions en sommants distincts). 

Si a est une partition, on appelle P( a) l'ensemble des sous sommes non 

nulles de a. Le point de départ des formules ( 46) et ( 4 7) est que pour tout 

E > 0, on a 

3000folog n 

(48) G(n) = 2 L L R(n, 'P(a)) + Oe(p(n)1lv'i+e) 
h=O uE1r(h) 



Distribution des sous-sommes d'une partition 97 

et 

3000y'n 

(49) H(n) = 2 L L p(n, P(o-)) + Oe(q(n)1fv'2+e). 
h=O i:rE1r'(h) 

La démonstration de ( 49) est la même que celle de ( 48). Pour démontrer 

(48), on commence par minorer G(n): Pour tout h0 < n/2, on a: 

ho 

(50) G(n) = 2 L L R(n, P(o-)) - E(h 0 ). 

h=O i:rE1r(h) 

Cette formule est assez simple : à o-E 1r( h) on associe r 1 E 1r( n) qui est 

formée des parts de o-auxquelles on ajoute la part n - h. Si r2 est une 

partition quelconque den dont les sous sommes ne sont pas dans P(o-), 

alors le couple ( r1, r2) est additivement indépendant, et de même le couple 

( r2 , r 1 ). Ceci justifie le terme principal dans le membre de droite de (50). 

E( h0) compte le nombre des couples ( 71 , r2) comptés deux fois dans le 

procédé ci-dessus, c'est-à-dire pour lesquels il existe h1 et h2 , 0 :S h1 :S ho, 

0 :S h2 :S ho, 0-1 E 1r( h1) 0-2 E 1r( h2) tels que 

et P( 0-1) n P( 0-2) = 0. On a la majoration 

ho 2 
E(ho) :S (Lp(h)) ~((ho+ l)p(h 0 ))

2 

h=O 

qui, par (8), prouve avec (50) ia minoration dans ( 48). 

Pour la majoration, on dit qu'une partition r E 1r(n) a la propriété (51) 

Sl 

(51) r a au moins yn/100 parts distinctes inférieures à lO0yn. 

Par un argument combinatoire assez grossier, on peut montrer que 

le nombre de partitions de n pour lesquelles (51) n'est pas vrai est 

0( (p( n) )114 ). Le nombre de couples ( r1, r2) de partitions de n tels que 

r1 et 72 ne vérifient pas (51) est O((p(n)) 112 ), et est donc inclus dans le 

terme d'erreur de ( 48). 
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Supposons maintenant que r2 soit une partition de n dont tous les 

sommants sont inférieurs à n - 3000Jn log n. Il est assez facile de voir que 

r2 représente un nombre a vérifiant 

a1 = 1500ynlogn ~a< a2 = n -1500ynlogn. 

Le nombre de choix possibles pour r1, tel que le couple ( r1, r2) soit 

additivement indépendant, est donc au plus ( car r 1 ne doit pas représenter 

a) 

(52) L R(n,a) 
a1 ::;a::;a2 

et les formules (32) et (34) permettent de maJorer (52) par 
0( (p( n ))(1/v'i+e). 

Si, de plus, r1 vérifie (51), grâce aux théorèmes de théorie additive des 

nombres ( cf. [Sal] et [Sa2]) déjà utilisés pour démontrer les formules (31) 

à (38), on peut montrer que le nombre de partitions r2 tels que le couple 

(r1,r2) soit additivement indépendant est O((p(n)) 1 lv'i+e). 

Il restera à compter les couples additivement indépendants ( r1, r2) avec 

r1 vérifiant (51) et r2 ayant un sommant n - h, avec h ~ 3000y0Ïlogn. 

Clairement le nombre de ces couples est majoré par 

(53) L R(n, P(o-)). 
o::;h::;3oooy'nlog n uE11'(h) 

Et comme on doit considérer de façon symétrique les couples ( r1 , r2 ) où 

r1 a un grand sommant n - h, et r2 vérifie (51), il faut multiplier (53) par 

2, pour obtenir ( 48). 

Pour démontrer ( 46) à partir de ( 48), on observe d'abord (puisque 

h E P( o-)) que 

L R(n, P(Œ)) ~ L R(n, h) = p(h)R(n, h). 
UE11'(h) UE11'(h) 

On prouve ensuite 

3000y'7Ïlog n 

L p(h)R(h,h) = O(p(n)n-(k+I)/ 2 ) 

h=2k 
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en utilisant les formules (8), (22), (27) et ( 45). 

D'après [D 1], on peut écrire 

2k-1 d 

L L R(n, P(cr)) = L bïp(n i) 

où les nombres d, et bi peuvent être calculés. 

Enfin d'après Hardy et Ramanujan (cf. [DNl]) on a le développement 

asymptotique d'ordres quelconque, pourµ fixé 

avec en particulier : 

Cµ 
fli =--, 

2 

c2µ2 
/32 = µ+--, 

8 
C = 1rv'2Î3. 

Pour démontrer ( 47) à partir de ( 49), on observe similairement que 

L p(n, P(a)) ~ q(h)Q(n, h) 
uE1r'(h) 

et l'on prouve 

L q(h)Q(n,h) =O(q(n)logn/vn) 
5log n<h$3000vnlog n 

en utilisant les formules (12), (30) et (35). 

L'évaluation de 

L p(n,P(a)) 

est plus délicate. On observe d'abord que comme a est une partition sans 

répétition de h, P( O') est un ensemble contenu dans { 1, ... , h( h + 1) /2}. 

Soit P un ensemble d'entiers naturels :2: 1. On définit W(h, P) comme 

l'ensemble des parties AC {1, 2, ... , h} telles que les sous sommes de A 
ne rencontrent pas P. Si S(A) est la somme des éléments de A, on a alors 

(54) p(n,P) = p(n - S(A), h + 1). 
AEW(h,P),S(A)$n 
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Comme S(A)::; h(h
2
+1) = O(log 2 n), la formule (13) nous donne 

(55) 1 ( (log
2 n)) p(n - S(A), h + 1) = 

2
h q(n) 1 + 0 Jn 

et, par (54) et (55), S1 devient : 

(56) S1 = q(n) ( L z(h)2-h) ( 1 + 0(1°$,t)) 
0$h$5logn 

avec 

(57) z(h) = L Card(W(h, P(a))). 
uE11''(h) 

On démontre ensuite que 

(58) 

et l'on pose 
00 

c/2 = L z( h)2-h. 
h=O 

Par (12) et (58), la série ci-dessus est convergente, et le reste vérifie 

L z(h)2-h = o( L exp(-h/10)) = o(}n)-
h>5Iog n h>5 log n 

La formule ( 56) donne alors 

S1 = iq(n)( 1 + 0(1°$,t)) 
ce qui achève la preuve de ( 47). 

Le calcul numérique de c a été fait par M. Deléglise. Le calcul de z( h) 
par (57) est très lent et a été effectué pour h ::; 40 en plusieurs jours 

d'ordinateurs SUN 3/80. On obtient 

z( 40)2- 40 = 0.842 10- 3 

tandis que la majoration (58) donne : 

z( 40)2- 40 
::; q( 40)( V3/2) 40 = 3.53. 

Il a donc fallu améliorer la majoration théorique ci-dessus pour obtenir la 

valeur de c avec une précision pas trop mauvaise. On trouvera dans [ENS3) 

les calculs détaillés de cette majoration, ainsi que des tables numériques 

des diverses fonctions utilisées. 



Distribution des sous-sommes d'une partition 101 

BIBLIOGRAPHIE 

[Dl] J. DIXMIER. Sur les sous-sommes d'une partition, Mémoire de la SMF, 

n° 35, supplément au Bull. SMF 116, 1988. 

(D2] J. DIXMIER. - Sur les sous-sommes d'une partition II, Portugaliae Ma

thematica 46, (1989), 137-154. 

[D3] J. DIXMIER. - Sur les sous-sommes d'une partition III, Bull. Sei. Math. 

113, (1989), 125-149. 

[D4] J. DIXMIER. - Partitions avec sous-sommes interdites, Bull. Soc. Math. 

Belgique 42, (1990), 477-500. 

[D5] J. DIXMIER. - Proof of a conjecture by Erdos and Graham concerning 

the problem of Frobenius, J. Number Theozy 34, (1990), 198-209. 

[DEN] J. DIXMIER, P. ERDÔS, et J.-L. NICOLAS. - Sur le nombre d'invariants 

fondamentaux des forme binaires, C.R. Acad. Sei. Paris 305, Série I, 

(1987), 319-322. 

[DNl] J. DIXMIER et J.-L. NICOLAS. - Partitions without small parts, Colloquia 

Math. Soc. Janos Bolyai, Number Theozy, Budapest (Hungary) 51, (1987), 

9-33. 

[DN2] J. DIXMIER et J.-L. NICOLAS. - Partitions sans petits sommants, Number 

Theozy, Budapest (Hungazy), (1990), 121-152. 

[ENSI] P. ERDôs, J.-L. NICOLAS et A. SÂRKÔZY. - On the numberof partitions of 

n without a given subsum (I), Discrete Mathematics 75, (1989), 155-166. 

[ENS2] P. ERDôs, J.-L. NICOLAS et A. SÂRKÔZY. - On the number of partitions 

of n without a given subsum (II), Analytic Number Theory, Froceedings 

of a Conference in Honor of Paul T. Bateman, Progress in Mathematics, 

Birkhauser 85, (1990), 205-234. 



102 J.-L. NICOLAS 

[ENS3] P. ERD6s, J.-L. NICOLAS et A. SARKÔZY. - On the number of pairs of 

partitions of n without common subsums, à paraître dans Colloquium 

Mathematicum. 

[ENSz] P. ERDÔS, J.-L. NICOLAS et M. SZALAY. - Partitions into parts which are 

unequal and large, Number Theory, Ulm 87 édité par H.P. Schickewei et 

E. 11/irsing, Springer Verlag Lecture Note 1380, (1987), 19-30. 

[ESl] P. ERDÔS et M. SzALAY. - On some problems of J. Dénes and P. Turan, 

Studies in pure Math. to the memory of P. Turan, Editor P. Erdos, 

Budapest , (1983), 187-212. 

[ES2] P. ERDÔS et M. SzALAY. - On the statistical theory of partitions, Coll. 

lvlath. Soc. Janas Bolyai, Tapies in classical number theory, Budapest 34, 

(1981), 397-450. 

[ES3] P. ERDÔS et M. SzALAY. - On some problems of the statistical theory 

of partitions, Coll. Math. Soc. Janas Bolyai, Number theory, Budapest 

(Hungary) 51, (1987), 93-110. 

[FP] G. FREIMAN et J. PTIMAN. - Partitions into distinct large parts, preprint. 

[G] H. GUPTA. - A formula in partitions, J. Indian Math. Soc. (N.S.) 6, 

(1942), 115-117. 

[GGM] H. GUPTA, C.E. GWYTHER et J.C.P. MILLER. - Table of partitions, 

Cambridge University Press, 1962. 

[Hl] J. HERZOG. - Gleichmiissige asymptotische für parameterabhiingige Par

tionenfunktionen, Thesis, Université J.W. Goethe, Frankfort am Main, 

1987. 

[H2] J. HERZOG. - On partitions into distinct parts 2: Y, préprint. 

[HR] G.H. HARDY et S. RAMANUJAN. - Asymptotic formulae in combinatory 

analysis, Proc. London Math. Soc. (2), 17, 1918, 75-115. (Aussi dans 

Collected Papers de S. Ramanujan, Cambridge University Press 1927, 276-

309, réimprimé par Chelsea, 1_962. 

[Sal] A. SARKÔZY. - Finite addition theorems, J. Number Theory 32, (1989), 

114-130. 

[Sa.2] A. SARKÔZY. - Finite additions theorem II, à paraître, J. Number Theory. 



Distribution des sous-sommes d'une partition 103 

[Szl] G. SZEKERES. - An asymptotic formula in the theory of partitions, Quart. 

J. Matb. Oxford 2, (1951), 85-108. 

[Sz2} G. SZEKERES. - Sorne asymptotic formulae in the theory of partitions II, 

Quart. J. Matb. Oxford 4, (1953), 96-111. 

Jean-Louis NICOLAS 

Mathématiques, Bât. 101 

Université Claude Bernard, Lyon 1 

F-69622 VILLEURBANNE CEDEX 



FINITE ADDITION THEOREMS, III 

A. SÂRKÔZY 

1. Throughout this paper we use the following notations : the 

cardinality of the finite set S is denoted by JSI, A, B, ... denote finite 

or infinite sets of non-negative integers, and the counting fonctions of 

their positive parts are denoted by A(n), B(n), ... , 80 that, e.g., A(n) = 
IA n {1, 2, ... , n }I. A + B denotes the set of the distinct non-negative 

integers that can be represented in the forma+ b with a E A, b E B. We 

write A+ A= 2A and kA = A+ (k- l)A for k = 3,4, .... An arithmetic 

progression will be sait homogeneous if it consists of the consecutive 

multiples of a non-zero number, i.e., it is of the form kd, ( k + 1 )d, ... , R.d 

(where d -:f. 0). 

2. In Part I [5] of this paper, I proved the following theorem 

(improving on a result of N athanson and mine [41) : 

THEOREM 1. - Assume that k, N are positive integers, 

Ac {1,2, ... ,N} and 
N 

I.AI > k + 1 . 

Then there are integers d, e, m such that d::; k - 1, e < 118k and 

{(m+ l)d,(m+2)d, ... ,(m+N)d} c.eA. 

In other words, this theorem says that if .AC {1, 2, ... , N} and IAI 2: 2, 

then there is an R, < c l~I such that .eA contains a homogeneous arithmetic 

progression of length N. (In several applications one needs the fact that 

this arithmetic progression is homogeneous.) 

In Part II [6] of this paper, I studied subset sums, i.e., sums of the form 

E êaa where êa = 0 or 1. 
aEA 

In this paper, my goal is to study kA in the case when k <{:: N /IAI so 

that Theorem 1 cannot be applied. A simple consideration shows that in 

this case, we cannot expect that the sum.set kA (with k ~ N/IAI) should 
contain a complete arithmetic progression of length N. Instead, the best 
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that we may hope is that there is an arithmetic progression of length N 

which contains at least (min(l,ck~))N elements of kA, moreover, we 
have to give up the requirement that this arithmetic progression should 

be homogeneous. ln fact, we will prove 

THEOREM 2. - Assume that k, N are positive integers, A is a finite 

set of positive integers with 

(1) IAI ~2 

and AC {l, 2, ... , N}. Then there is an integer m and a positive integer 

d such that 

(2) 

and 

N 
d< 21AI 

Note that for !Al = 1, the left hand sicle of (3) is :5 lkAI = 1, while the 

right band sicle is = N for k > 800N. This shows that the condition (1) 

1s necessary. 

The example A ={p, 2p, ... , [ ~]P }, k = p (where pis prime) shows 

that (2) is the best possible apart from the constant factor 2. 

Moreover, for A = {1, 2}, the left hand sicle of (3) is :5 lkAI = 

l{k,k + 1, ... ,2k}I = k + 1 and this is ~ ½k~ · N for k ~ +oo. Thus 

for N > k + 1 and k ~ +oo, the left hand sicle of (3) is less than 

( min ( 1, ( ½ + ê) ~)) N. This shows that ( 3) is the best possible a part 

form the constant 8~0 on the right hand sicle and, in fact, this constant 

cannot be replaced by a number greater than 1/2. 

Finally, if p is a prime, k is a positive integer with k :5 p - .1 and A is 

defined by A= {n: n = 1 (modp), 1 < n :5 N}, than all the elements of 

kA are= k :1-0 (modp) and thus 

l{(m+l)d,(m+2)d, ... ,(m+N)d}nkAI :5 [;J +1 :5 IAl+l 
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for all integers m, d (> 0). This inequality shows that, in fact, the 

arithmetic progression { m + d, m + 2d, ... , m +Nd} on the left hand side 

of (3) cannot be replaced by a homogeneous one. 

3. The rest of this paper will be devoted to the proof of Theorem 

2. The proof uses some elements of the proof of Theorem 1, however, 

certain modifications and further ideas are needed. 

We shall need the following special case of a theorem of Dyson [1] (it 
also follows from Mann's theorem [31) : 

LEMMA 1. - Assume that h, n are positive integers, C C {O, 1, 2, ... , n }, 

0 E C. Let V = hC. If S is a positive real number such that C( m) ~ Sm 

for m = 1, 2, ... , n, then 

D(m) >min(l,hS) for m=l,2, ... ,n. 
m 

We need two more lemmas : 

LEMMA 2. - Assume that M, k are positive integers, S is a positive 

real number, AC {1, 2, ... , M}, 

(4) 

and there is a positive integer a* such that both a* E Â and a* + 1 E Â 

hold. Th,en there is an integer n such that 

(5) l{n + 1, n + 2, ... , n + M} n kAI > (min(l, kS/6))M. 

Proof : The case k = 1 is trivial, thus we may assume that 

(6) 

First we will show that there is an integerg u ( with O < u < M) such , 

that 

(7) 
ô 

A(u + m) -A(u) ~ 2m for all 1 <_5_ m· $.M. 
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To prove this, assume that in contrary to the assertion there is no u with 

this property. Define the sequence zo < z1 < · · • < Zt of non-negative 

integers by the following recursion : 

Let zo = O. Assume that Zï has been defined for some i > O. Then we 

define Zi+I in the following way: If Zi > M then we end the construction, 

i.e., let i = t. If Zi < M, then, by our indirect assumption, Zi cannot be 

chosen as u in (7), thus there is an integer mi with 

(8) 

and 

(9) 

Let Zi+I = Zi + mi. By (8) we have 

(10) Zi+I = Zi + ffii < M + M = 2M . 

If follows from (10) and the construction that 

(11) M :s; Zt < 2M. 

By (9) and (11) we have 

A(M) = A(zt) = I:t:~(A(zi+1) - A(zï)) < I:!:~ !(zi+i - Zï) = 
= te Zt - Zo) = f Zt < 8 M 

which contradicts ( 4) and this completes the proof of the existence of a u 

satisfying (7). 

Let u be a fixed integer satisfying (7), and let B = {O} U {b: 1 < b ::; 

M, u + b E A}. Then by (7) we have 

(12) 
s· 

B(M) 2:: 2m for all 1 < m::; M . 

Let R, = (k/2]. Then f > 1 and 

(13) f 2:: k/3 
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by (6). Let C = fB. By Dyson's theorem and (13), 0 E B and (12) imply 

(14) C(M) ~ (min(l,fS/2))M ~ min((l, kS/6))M. 

N ow we will show that 

(15) b E 8 implies b + u + a* + 1 E 2A . 

Assume first that b = O. Then (7) (with m = 1) and ô > 0 imply that 

u + 1 E A so that 

b + u + a* + 1 = O + u + a* + 1 = ( u + 1) + a* E A+ A = 2A 

so that (15) holds in this case. Assume now that b > O, b E B. Then by 

the definition of B we have ti + b E A. Thus we have 

b + u + a* + 1 = ( u + b) + ( a* + 1) E A+ A = 2A 

which completes the proof of (15). 

Let m = f( u + a* + 1 ). We will show that 

(16) 0 < c :::; M, c E C imply m + c E (2f)A . 

In fact, if c E C = fB, then c can be written in the form 

c = b1 + b2 + · · · + b1, ( where bi E B for i = 1, 2, ... , f) . 

Thus we have 

where, by (15), every term belongs to 2A so that 

m + c E f(2A) = (U)A 

which proves (16). 
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It follows from (14) and (16) that 

I{ m + 1, m + 2, ... , m + M} n (U)AI > l{l, 2, ... , M} n Cl = 
(17) 

= C(M) ~ (min(l, k8/6))M. 

Thus if k - 2[k/2] = U, then (5) holds with m in place of n. H 

k = 2[k/2] + 1 = 2P, + 1, then for an a' E A we have 

kA = A+ UA:::> {a'}+ (U)A 

whence 

(18) I{ a' + m + 1, a' + m + 2, ... , a' + m + M} n kAI ~ 

> I{ a'+ m + 1, a'+ m + 2, ... , a'+ m + M} n ( {a'}+ (U)A)I = 

= l{m+l,m+2, ... ,m+M}n(U)AI. 

By (17) and (18), (5) holds with a1 + m in place of n and this completes 

the proof of the lemma. 

LEMMA 3. - Assume that h, g are positive integers, A is a set of 

positive integers and it is the union of t(> 1) disjoint infinite arithmetic 

progressions of difference g : 

t 

A= LJ{ai,ai+g,ai+2g, ... } (whereai=J:-aj (modg)fori=f:.j). 
i=l 

Then there is a divisor g' of g such that hA is the union of u disjoint 
tL 

infinite arithmetic progressions of diff erence g : hA = LJ { ei, Ci + g', Ci + 
i=l 

2g', ... } where 
u t h-1 ->h----. 
g' - g g' 

This is Lemma 4 in [5] and, in fact, it is a trivial consequence of Kneser's 

theorem [2]. 

4. Completion of the proof of Theorem 2. Let us write 

A= {a1,a2, ... ,ay} so that, by (1), 

(19) y= IAI ~ 2. 
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Clearly, 

(k- l){ai} +AC {(k- l)a1 + l,(k- l)a1 +2, ... ,(k- l)a1 +N} n kA 

thus for k < 800 we have 

l{(k - l)a1 + l,(k-l)a1 + 2, ... ,(k- l)a1 + N} n kAI?:: 

> l(k - 1){ ai}+ Al = IAI ?:: 8~0 IAI 
so that (2) and (3) hold with m = (k - l)a 1 , d = l. Thus in the rest of 

the proof we may assume that 

(20) k > 800. 

Let g = min (ai+1 - ai), and let a1 denote an integer with 
l~i<y 

(21) a' E A, a' + g E A . 

Clearly we have 

y-1 

N > ay - a1 = L)ai+1 - ai)?:: g(y -1), 
i=l 

hence, in view of (19), 

(22) 

We will show that (3) holds with ad satisfying 

(23) dlg 

ane then in fact, (2) will follow from (22) and (23). 

For i = 0, ±1, ±2, ... , write A(i) = {a : a E A, a = i (modg)}. 

Assume that A meets exactly t distinct residue classes modulo g, and 

denote the least elements of A in these residue classes by d1 , d2 , ••• , dt, so 

that d1 E A, d2 E A, ... , dt E A and 

t 

(24) 
A= U A( di), A( d;) -=J: 0 for 1 s j s t 

j=l 

and dj -=/= d;, (modg) for 1 S j < j1 s t . 
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We may assume that IA(di)l 2: IA(d2)I 2: · · · 2: IA(dt)I so that 

t 

(25) IAI = L IA(d;)I $ tlA(d1)I . 
j=l 

Write 1) = { d1, d2, ... , dt}. Then we have 

(26) Ve A . 

. Let 

(27) 

By (21), 

A( d1 ) + { a'} c A+ A = 2A 

and 

d1 + a' + g E A( d1) + { a' + g} c A + A = 2A 

so that 

(28) Pc2A. 

Moreover, we have 

It follows from (26) and (28) that 

Let 

(31) Q = {n: 41 +a'+ (n - l)g E P} . 

By (27), we have 

(32) 
IA(d1)I + 1 = IA(d1) + {a'}I + l{d1 +a'+ g}l 2: IQI 2: 

2: IA(d1) + {a'}I = IA(d1)I 
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and 

(33) {1,2} c Q. 

It follows from (29) that 

(34) Q C { 1, 2, ... , [ N; di] + 1} C {1, 2, ... , [ ;] + 1} . 

We have to distinguish two cases. 

(35) 

5. In this section, we will study 

CASE 1. Assume that 

klA(d1)I < 180N . 
g 
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By (33) and (34), we may apply Lemma 2 with [ ~] + 1, [ k21
], Q and 

1 in place of M, k, A and a*, respectively. We obtain that there is an 

integer m. such that 

l{m+1,m+2, ... ,m+ [~] +1}n [k21]QI?: 

?: (mïn(l, [k21] 6([N~l+i))) ([~] + 1) · 
(36) 

By (32) and (35), here we have 

(37) 

[
k -1] IQI < !3._ IA(d1)I + 1 < klA(d1)I < 180 = 30. 

2 6([N/g] + 1) - 2 6([N/g] + 1) - 6([N/g] + 1) - 6 

It follows from (20), (32), (36) and (37) that 

(38) 
j{m+l,m+2, ... ,m+ [~) +1}n [k21]QI?: 3~[k21]~?: 

> io · iok · I.A(:i)I = 4~oklA(d1)I · 

Clearly, n = n1 + n2 + · · · + n[(k-l)/ 2] E [k21
] Q (where ni, 

n2, ... , n[(k-1)/2] E Q) if and only if [ \;1] ( d1 + a' - g) + ng E [ k21
] P. 

Thus it follows from (38) that writing m' = [ k 21
] (d1 + a' - g) + mg, we 

have 

(39) 
= j{m+l,m+2, ... ,m+ [~] +·1}n [k21]Qj?: 4~0klA(d1)I. 



114 

Write 

A. SÂRKÔZY 

n=D+ ({m'+g,m'+2g, ... ,m'+([N/g]+1)g}n [k 2 
1)P). 

Then by (30), 

(40) 

By 'D c {1, 2, ... , N}, for r E 'R clearly we have 

l+m' +g < r ~ N +m' +([N/g]+I)g ~ N +m' +N +g = 2N +m' +g 

so that 

( 41) 'R C { m' + g + I, m' + g + 2, ... , m' + g + 2N} . 

H d, d' E 'D, d-:/= d' and p,p' E ( { m' +g, m' +2g, ... , m' + ([ ~] + 1 )g} n 

[ k21
] 'P), then 

dt d' (modg) and p = p' (modg) 

whence 

d + p i= d + p' . 

Thus by (25) and (39) we have 

(42) 

IRI = l'DI · I { m' + g, m' + 2g, ... , m' + ( [;] + 1 )g} n [ k 21
] Pl ~ 

~ t- 4 ~0 klA(d1)I > 4~0 klAI. 

By the pigeon hole principale, it follows from (40), (41) and (42) that 

(43) 
l{m' + g +eN + 1,m~ + g +eN +2, ... ,m' + g +eN + N}n 

n(2[k 21
] + 1)Aj > 8~oklAI 

holds with either ê = 0 or ê = 1. 
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If k is odd, then 2 [ k21
] + 1 = k so that by ( 43), (3) holds with 

m 1 + g + eN and 1 in place of m and d, respectively. If k is even, then 

2[k 21
] + 1 = k-1. Thus by (43), 

l{m' + g +eN +a1 + l,m' + g +eN + a1 +2, ... ,m' + g+ 
+ eN + a1 + N} n kAI ;::: 

;::: l{m' + g + eN + a1 + 1, m' + g + eN + a1 + 2, ... , m' + g+ 

+eN + a1 + N} n ( ( 2 [ k;l] + 1) A+ { a1}) 1 = 

= j { m' + g + eN + 1, m' + g + eN + 2, ... , m' + 

+ g + eN + N} n ( 2 [ k 21
] + 1 )Aj > 8~0 klAI 

so that again, (3) holds with m' + g + eN + a1 and 1 in place of m and d, 

respectively, and this completes the proof in Case 1. 

(44) 

6. Assume now that 

CASE 2. 

N 
klA( d1)l > 180- . 

g 

First we will show that there is an integer z with 

By (44) and g < N we have 

By (33), (34) and ( 46), we may apply Lemma 2 with [ lo klA( di)] , [ ¾], Q 

and 1 in place of M, k, A and a*, respectively. We obtain that there is an 

integer m such that 

(47) 
l{m+l,m+2, ... ,m+ UoklA(d1)!]}n [¾]ol;::: 

> (mïn(l, [k[41 [-kk/~!di)I])) · [310k!A(d1)I] • 
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By (20) and (32), here we have 

Thus it follows from ( 47) that 

whence 

{m+ 1,m+2, ... ,m+ (
3
~klA(d1)I]} c [¾]Q. 

By (28) and (31), this implies that, writing m' = [¾] (d1 + a' - g) + mg, 

we have 

which completes the proof of ( 45). 

7. Let us write 

h = [-1 klA(d1)lg] . 
180 N 

Then by (44), 

(48) 

Moreover, it follows from (22) that 

(49) h < _1 klA(d1)lg _1 klA(d )I · _!_ < _.!_k. 
- 180 N < 180 1 IAI - 90 

Let us write 
t 

& = LJ {di, di + g, di + 2g, ... } . 
i=l 

By Lemma 3, there is a divisor g' of g such that he is the union of u 

disjoint infinite arithmetic progression of difference g' : 

(50) 
'U, 

h&= LJ{ei,ei+g 1,ei+2g', ... } 
i=l 
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where 

(51) 
u t h-1 ->h----. 
g' - g g' 

Again, we have to distinguish two cases. In this section, we will study 

CASE 2. a) Assume that 

(52) 
u ht 
->--. 
g' 2 g 

Since h& is the union of u disjoint infinite arithmetic progressions of 

difference g1 and g'lg, thus h& is the union of u • 7 disjoint infi.nite 

arithmetic progressions of difference g. Denote the set of the least elements 

of these arithmetic progressions by :F so that 

(53) 

and 

(54) f,f' E :F implies f =I, f' (modg) . 

Moreover, it follows from the definitions of e and :F that 

(55) :F C hV. 

By (49) we have 

(56) 2 [~] + h < ~ + ~ = k 4 2 2 . 

It follows from (26), ( 45), ( 55) and ( 56) that 

{ z + g, z + 2g, ... , z + [ 3
1
0 klA(d1)l]g} + :F+ 

(57) 
+{(k-2[¾]-h)a1} C 
c 2 [¾]A+ hV + ( k - 2 [ ¾] - h) Ac 

c 2 [¾]A+ hA + ( k - 2 [ ¾) - h) A = kA . 
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By (25), ( 44), (52), (53) and (54), the cardinality of the sum set in (57) is 

l{z+g,z+2g, ... ,z+ [l0 klA(d1)l]g} +F+ 

(58) +{(k-2[¼]-h)a1}I= 

= [ a10 klA(d1)I] IFI > 5~k!A(d1)luffe > 1~0 hkt!A(di)I ~ 1~0 hklAI • 

Moreover, by (55), F C {1, 2, ... , hN}. Thus writing z' = z+ ( k-2 [¾] -
h )a1, alI the elements of the sum set in (57) are greater, than z', and, by 

( 48), they do not exceed 

z' + [310k1A(d1)l]g + hN < z' + }oklA(d1)lg + hN = 

= z' + 6. 1 klA(di)lg. N + hN < z' + 3hN + hN = z' + 4hN. 
180 N -

Thus it follows from (57) and (58) that 

l{z' +1,z' +2, ... ,z' +4hN}nkAI > 
1
~

0
hklAI. 

By the pigeon hole principle, this implies that there is a positive integer i 

such that i < 4h and 

l{z' + (i- l)N + 1,z' + (i - l)N +2, ... ,z' +iN} n kAI > 

> 4\ ' 1~0 hklAI = 4~0 klAI , 
so that (3) holds with m = z1 + (i - l)N, d = 1 and this completes the 

proof in Case 2.a). 

(59) 

8. Assume finally that 

CASE 2. b) 

u ht 
- <--. 
g' - 2g 

It follows from (51) and (59) that 

ht u t . h-1 
-- > - > h- - ---
2 g - g' - g g' ' 
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so that 

(60) 
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ht h-l h 
-- <--<-
2 g - g' g' 

t g -<-2 - g'. 
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Consider the set & defi.ned in Section 7. By (50), h& is the non-empty 

union of disjoint infinite arithmetic progressions of difference g'. Consider 

one of these arithmetic progressions, say, { e1, e1 + g', e1 + 2g', ... } . By the 

defi.nition of &, for each element e1 + jg' of this progression there is an 

integer d(j) such that, by (26), 

(61) 

and 

(62) 

li) E h'D C hA 

Defi.ne z by (45). It follows from (45), (56) and (61) that 

{z+g,z+2g, ... ,z+ [loklA(d1)l]g} + {d<1>,d<2>, ... ,d( 9 / 9 ')}+ 
(63) 

+ ( k - 2 [ ¾] - h) { a1} c 2 [¾]A+ hA + ( k - 2 [ ¾] - h) A= kA . 

Let z' denote the greatest integer with 

(64) z' < z + g + hN + ( k - 2 [¾] - h )a 1 

and 

(65) z'=z+e1+(k-2[¾]-h)a 1 (modg'), 

and write 
v = [([toklA(d1)~

1

- l)g- hN] 

Then by (25), ( 44), (60) and g' ~ g < N we have 

v > ;, ( (} 0 klA(d1)J- 2)g- hN) -1 

(66) 
> J,((l0 klA(d1)1-3)g-hN) > 

> N (.1-klA(d1)l.1L - - 1 k!A(di)lg) - .lklA(d )l.fL > 
g 1 60 N 180 N - 90 1 g' -

~ 1!oklA(d1)lt ~ 1!oklAI · 
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N ow we will prove that 

(67) 
{ z' + g', z' + 2g', ... , z' + vg'} C 

C {z+g,z+2g, ... ,z+ UoklA(d1)l]g+ {a(l>,a<2>, ... ,d(g/g')}+ 

+ ( k - 2 [ ¾] - h) { a1} . 

It suffices to show that for every 1 ~ i < v there is a j such that 

(68) 

z' +ig' -d(j) _ ( k-2 [¾] -h )a1 E { z+g,z+2g, ... , z+ [
3

1

0 
klA(d1)l]g} . 

By (65), 

Thus by g'lg and (62), there is a j such that 

z' + ig' - ( k - 2 [¾] - h )a1 = z + e1 + jg' = z + d(i) (modg) 

whence 

Moreover, by (61) and the definition of z' we have 

z' + ig' - aW - ( k - 2 [ ¾] - h) a1 2:: 

(70) > (z+g+hN+(k-2[¾]-h)a 1 -g')+g'-hN-

( k - 2 [ ¾] - h )a1 = z + g 

and, by (64), 

z' + ig' -· aW - ( k - 2 [ ¾] - h) a 1 < 

(71) < (z+g+hN+ (k-2[¾]-h)a1)+vg'-l-(k-2[¾]-h)a1 
= z + g + hN + vg' - l < 

< z + g + hN + ([-JoklA(d1~!]-l)g.:...hN g' = z + [ 310 klA( d1)l]g . 
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(68) follows from (69), (70) and (71) and this completes the proof of (67). 

By (63) and (67) we have 

{ z' + g', z' + 2g1
, ••• , z' + vg'} C kA . 

By (66), it follows that 

1 { z' + g', z' + 2g', ... , z' + N g'} n kAI ~ min( N, v) ~ 

> min(N, 1!0 klAI) = (mïn(1, 1!0 k~))N 
so that (3) holds with z' and g' in place of m and d, respectively, and this 

completes the proof of Theorem 2. 
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