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UNE PROPRIETE EXTREMALE DE SUITES AUTOMATIQUES

——— - - - - —— . — T hn e — R e e TS Sk et M S v TER e e T S e T S e o W - — —— -~

Jean-Paul ALLOUCHE et Michef COSNARD

INTRODUCTION.

Pour étudier Tes itérées d'une fonction unimodale d'un intervalle dans Tui-
méme, deux types d'approches sont possibles :
- une approche topologique qui consiste & définir une relation d'équivalence
sur 1'ensemble des fonctions, de sorte que deux fonctions équivalentes aient méme
comportement itératif et qu'on sache étudier un représentant de chaque classe,
- une approche combinatoire (voir [3], [5j, £61, 71, 81, [91, [10]1) qui
consiste & associer aux itérés successifs d'un point une suite & valeurs dans
un ensemble fini, de sorte qu'une partie des propriétés du comportement itératif

de la fonction se raméne & 1'@tude de certaines de ces suites.

Nous nous proposons, en adoptant ce second point de vue, de montrer le rdle
particulier joué par certaines suites automatiques, baptisées g-miroir, et parmi
elles par la suite de Thue-Morse ; puis nous donnerons une interprétation des

résultats obtenus en termes de théorie des nombres.

Nous ne donnerons pas ici de démonstrations, on pourra les trouver dans [2]

(voir aussi [11).

I. - ORIGINE DU PROBLEME ; QUELQUES DEFINITIONS :

- " - - - - o Phupupumpin, Phufpmgs g L R Ty A

Fonctions unimodales :

Soit ¢ un réel de 10,1[, on dit qu'une fonction f est unimodale si :
f est continue de [0,1] dans Tui-méme,
f(l) =0 et f(c) =1,
f est strictement croissante sur [0,c(,

f est strictement décroissante sur Jec,17.



Le codage ; itinéraire d'un point :

On définit Y par
0 si xeI[O0,cl,

Y(x) = 1 si xelc,l1,
{0,1} si x-=c.

Si X n'est pas un antécédent de ¢ par 1'une des £, on appelle itinéraire de

X, et on note of(x) la suite of(x) = (y(fn(x)))n , c'est un élément de {O,l}]N .
Sinon i1 est possible de faire en sorte que (y(fn(x)))n soit formé d'au plus deux

suites & valeurs dans {0,1}, on note alors cf(x) = {o;(x),o;(x)} 1'itinéraire de
Notations :

On munit {0,1}]N de 1'ordre lexicographique, noté < , et induit par 0<1.
On identifie {0,1}]N et (ZZ/ZZ)]N , et on définit pour une suite A dans
0,13

dA(n) = A(n+l),
TA(n) = §:: A(3),
0<j<n

R(n) = 1+ A(n).

THEOREME 1. d Soiz A dans {0,1} teele que A(0) = 1, A(1) = 0, atons :

AL existe une fonetion f unimodale telle que A==of(1) 84 et seulement s4

¥ k>0 TA< d(1A) < TA ; wne felle suite A et dite maximale.

b) Prenons A of f comme ci-dessus, ot soit B dans (0,13 abors :

A existe x dans [0,13 tel que Be of(x) 54 et seulement 84 ¥ k=0
T <d(tB) < TA 5 we telhe suite B est dite A-admissible.

A

II. - ETUDE DE L'ENSEMBLE T :

D'aprés le théoréme 1 a) ci-dessus, 1'étude des suites maximales se raméne a

1'étude de 1'ensemble

r=(Ac 0,13 5 A(0) = A(l) =1 et Y k=0, A=< dAc<A}.



1°) T a la puissance du continu :

w

Plus précisément, soit M # 1° (17 est la suite constante égale a 1), alors

T'n IM,I®l a la puissance du continu.

En effet, si n est un entier supérieur ou égal & 3, les suites 1"o1'o01'01'...,
od 1' wvaut 1 ou 11, sont dans T ; de plus, pour n assez grand, toute suite
commencant parv 1" est dans 1'intervalie M, 1L,

Ce résultat n'est pas nouveau puisqu'il figure implicitement dans [3].

2°) La suite de Thue-Morse :

La suite de Thue-Morse peut étre définie comme le point fixe de la 2-substitu-
tion 0 — 01,1 — 10 commencant par O (voir [4] par exemple), de sorte
que cette suite commence par 01 10 1001 10010110....
Nous noterons L 1la premiére décalée de cette suite, de sorte que
L = 110 1001 10010110 ... .

THEOREME 2. Soit A une swite de T , telle que A<L , alons A est
2"_peniodique et 2
PLus pricisdment Ta [0Y,LL = {(1100)%, (11010010)%, ...} est un ensemble discret

denombrable dont L est Le seul point d'accumwlation (en particulier L est dans T).

L'idée de 1a démonstration est donnée par les deux considérations "expérimentales"
suivantes :

si une suite A est dans T et strictement inférieure @ L, alors il existe
un entier n au moins égal a 2, tel que A(J) = L(j) pour j dans [0,2”—2] et
A(Zn-l) # L(2n—1) 5 par éi1]eurs, une suite vérifiant ces deux conditions est néces-
sairement périodique, de période 2N ; (i1 est facile de se convaincre que si A
est dans T et commence par 1100... par exemple, alors A = (1100)* , c'est-a-dire
1100 1100 1100... ).
Metropolis, Stein et Stein [8] ont les premiers construit les itinéraires corres-
pondant aux premiéres suites 2n-périod1ques. Une démonstration rigoureuse du

caractére universel de ce codage pour les suites périodiques a été obtenue par



Derrida, Gervois et Pomeau ([5]). Le fait que les suites (1100) , (11010010) ...
sont consécutives dans T est explicite dans Collet Eckmann ([L31). Dans [7]
Jonker utilise une application analogue & t (1'intérét de 1 est que T est
plus facile a étudier que T-lr), et une éuite A qui joue le méme rble que L.
~ Ce qui est nouveau ici, c'est 1'identification de L comme étant la premiére
décalée de la suite de Thue-Morse : L fait partie d'une classe de suites auto-

matiques étudiées ci-dessous et qui permettent de généraliser le théoréme 2.

3°) Les suites qg-miroir et une généralisation du théoréme 2 :

DEFINITION. Soit q wn entiern supérieur ou egal a 1, on dit que La suite
Q est q-mirodn 44
Y k=0 ¥ jer0, q2X-21 Q(q2¥+3)=0(3),
{szo Q2% 1) = 1

Exemples : si q =3 et Q(0) = Q(1) =1, alors Q = 111/001/000111/... ,

1, alors Q =L,

1]

si q

si g=2 et Q(0) =1, alors Q = L.

PROPOSITION. Soit Q uwne swite q-minoin, alons Q n'est pas ultérieurement
pérniodique, et elle est reconnue par un 2-automate {voirn [4]). PLus précisément,

[08]
La serie fonmelle ; Q(n) X" est quadratique sun Z,,p(X).-

On peut alors donner une généralisation du théoréme 2 ; pour j=3 notons
Lj la suite j-miroir telle que pour tout k dans [0,j-21, on ait Lj(k) =1,

et notons M, = (197 1oyw,

THEOREME 2'. a) Les ensembles TnL[(1100)°,L0 et TnlMi,Lil powr jz3
sont discnets dénombrables ; Les LJ. sont dansy T.
Plus procisment, powr 23, Mo LCaT = (N, Mgl), M§.2) . on MK
est 2kj-péniodéqua, et ol La suite (Mgk))kzl crnoit vers Lj‘
b) Les ensembles Frw]L,Ms[ et Tf‘]Lj,Mj+1[ pour j=3

ont La puissance du continu.



w w
(1100) L M3 L3 M4 L4 1
Les‘parties hachurées contiennent un nombre dénombrable d'éléments de T , Tes

autres un nombre continu.

[11. - LES_ENSEMBLES T :

Soit A un élément de T , T1'@tude des suites T-lA-admissib1es se raméne
d'aprés le théoréme 1 b) a 1'étude de 1'ensemble TA = {Be¢ {0,1}]N ; Y k=0

R<dg<nay. Enongons alors le théoréme :

THEOREME 3. a) S{ L'ona AecT et A<Ll, alons TA est dénombrable.
Peus préeistment, soit B un Lément de Ty alons ou bien B est £'une des
suites (10)° ou- (01)%, ou bien 4L existe un entien Kk et un 8ément U de
I, avee UsA, tels que d“B = U (en particulien B est ultiriewrement periodique).
b) S¢ A est dans T et supérnieur ou gal a L, alons Ta

a £a puissance du continu .

Remarque : On peut énoncer un théoréme "3'" en remplagant L par Lj et en impo-

sant & B des conditions supplémentaires.

IV. - RETOUR AUX ITERATIONS.

Traduisons les résultats précédents en termes d'itérations de fonctions
unimodales ;

soit o une suite dans {O,l}N: et f une fonction unimodale telle que
‘a = of(l), alors :
- si ta<l, pour chaque x de [0,1] fn(x) est asymptotiquement périodique,
de plus si la période de 7ta est Zk, alors :

. f ‘admet au moins un cycle d'ordre Zi, quel que soit 1<k,

k+1

. f peut admettre un cycle d'ordre 2" °,

. T n'admet aucun cycle d'un autre ordre,



. quel que soit X, (fn(x))n converge vers 1'un de ces cycles.
-si ta=L, f admet des cycles d'ordre 21, quel que soit T'entier 1 et au
moins un Cantor invariant minimal C (C est une fermé non dénombrable, nulle part
dense dans [0,1], tel que f(C) = C, et quel que soit x dans C, T'ensemble
des points d'accumulation de fn(x) est C).
De plus, quel que soit x dans [0,11, fn(x) converge vers un cycle d'ordre 21
ou vers un Cantor C (c'est-a-dire 1'ensemble des points d'accumulation de
(f'(x)), est C).
-si Ta>L, f peut aussi admettre d'autres cycles et (fn(x))n peut étre une
suite turbulente. |

En particulier, soit fu une famille de fonctions unimodales admettant
lorsque u croit de 0 a By une "cascade‘de Feigenbaum" (suite de bifurca-

i+l

tions de cycles d'ordre 2" en cycles d'ordre 2 "7), alors T(Of (1)) =L

U
et t(op (1)) décrit dans 1'ordre 1'ensemble {AeT ; A<L}. ©
U

V. - TRADUCTION EN UN RESULTAT DE THEORIE DES NOMBRES.

THEOREME. Notons pour un #éel y , {y} sa patie gractionnaire, et 504t
' {£'ensemble degini par :
D' = {xe[0,11 3 ¥ k=20, 1-x=< {2} < x}.

La structure de T' peut étre précisie de £a maniere sulvante : pour j = 2, on

_23-2 B & L (n & Ly(n)
pose .mj —-Ejji , et on définit by Pt Ly = 2%: i Py = 2%: E%;T

pour j=23 3 alons : ‘ _

. Les nombres Qj et mj sont dans T' ; de plus Les 23 sont thanscendants.

. pour chaque j suplrieun ou gal a 2, F'rw[mj,zj[ ne contient que des
nationnels, et Le Aeuﬁlpoint d'accumwlation de cet ensemble est Qj

. pour chagque j supérieur ou gal a 2, F'r}[zj,mj+1[ a La puissance
du continu.



r, ou

que

+00
En effet, si x ==§ ) Aﬁ%% , X est dans TI' si et seulement si A est dans
0 2
k

A = 10... et quel que soit k entier A < d A < A. Il est alors immédiat

x est dans T' si et seulement si A est dans T'u{(10)}" . Enfin la trans-

cendance des Rj résulte du caractére automatique des suites L et Lj (voir [4]

p. 410 par exemple).

On peut alors se poser la question de 1'étude de 1'ensemble

{xel[0,11 ;3 ¥ k=20 1-x< {akx} < x} .

Si

est entier, en développant x en base a au lieu de la base 2, on peut

obtenir des résultats analogues a ceux qui précédent ; en revanche, si a est non

entier, nous ne savons rien dire sur la structure de cet ensemble.

(1]

[21]

[3]

[4]

(5]

[6]

(7]

[el

[9]

[10]
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MODULI r FOR WHICH THERE ARE MANY SMALL

Paul T. BATEMAN and Caxnf POMERANCE*

§1. Introduction.

Supposev a 1is a given non-zero integer. In this note
we show that there is an infinitudé of positive integers r
(relatively prime to a) for each of which there are many primes
p not much largervthan r and congruent to a modulo r. We
prove two theorems of this type, in the second of which we impose
the additional requirement that the ratios (p-a)/r are also
prime. The proof 6f each theorem consists of a straightforward
application of the pigeon-hole principle and is based only on
classical results in multiplicative number theory. Arguments of
the sort given heré were used in an essential way in [1].

Our theorems are as follows. Both theorems remain true

when k = 0 but are trivial in that case.

1

THEOREM 1. If a 1is a given non-zero integer and k

is a given positive integer, there are infinitely many positive

integers r coprime to a for which we can find k + 1 distinct

primes PorPyreerPy satisfying

P.

e a{mod r), P; <ekr logr

for i =20, 1,..., k.

* The research of the second-named author was supported by a grant
from the National Science Foundation.



THEOREM 2. Suppose X » e. If a 1is a given non-zero

integer and k is a given positive integer, there are infinitely

many positive integers r coprime to a for which we can find

k + 1 distinct primes pps, P-re«+sP satisfying
0 1 k

e
1

a(mod r), (pi-a)/r is prime, p; < Ak r log r loglog r

for i =20, 1,...,k.

It is not hard to see that the prime k~tuples conjecture
would imply stronger results than these theorems, for example the
assertion in which the inequalities for the primes P; in Theorem 1
are replaced by the inequalities of the form p; <Akr, where A 1is a
constant depending only on a. However, the inequalities for the
primes P; given in these theorems are about the best that
can be expected by simple averaging arguments, aside possibly for
constant factors (possibly depending on a.) This optimality
.f0110WS from the fact that the relative frequency of primes around
r is about 1/log r and the relative frequency of primes around
log r is about 1/loglog r. More specifically, in the case of
Theorem 1 the early primes congruent to a meoedulo r could be
expected to lie about r log r apart, so that we could not expect
to find k such primes until we reach numbers of the order of
magnitude k r log r. In the case of Theorem 2 the ratios

(p; - a)/r are O (log r)l+€

). and so the extra condition that
these ratios are primes introduces an extra factor 1loglog r in
the preceding discussion. In the case of both Theorems 1 and 2

we do not guarantee that the results cannot be improved by a



numerical factor (possibly depending on a.) In fact, in the case
of Theorem 2, the condition X > e could be replaced by the
condition - log A > ¢(a)/a, where, as usual, ¢(a) denotes the
number of positive inﬁegerS'not exceeding |a| and coprime to a.

The authors would like to thank Paul Erd#s for his

interest in these theorems.



§2. Necessary Lemmas.

We require the following classical results from multi-
plicative number theory. As usual w(y;m,%)  denotes the number
of primes not exceeding y which are congruent to £ modulo m.

In Lemmas Bl and B2 {(as in our two theorems) the letter a

stands for a given non-zero integer.

LEMMA A. If y > 3, then

1 b du
m{y;m, %) = f + O )
$ (m) ) log u (1og y)lOO

for all m 1less than (log y)3/2 and all 2 relaﬁively prime

to m, where the constant implied by the O symbol is absolute

and effectively computable.

The result of Lemma A follows from equation (36) of
(3). The exponent 3/2 could be replaced by any number less than
2 and the exponent 100 could be replaced by any positive

constant whatever.

LEMMA Bl. If o is a fixed number greater than 1,

then for y > 3 we have

1 _ log vy
) FGT = Gy log » + 0(=23H),
y<q<py, {g,a) = 1 @ a Y
where
- ¢{a) 1 $(a)
C_ = T (1 )
a a pfa (o-1) a

and the constant implied by the O-symbol depends on a.
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PROOF. By [2] we have

1

—_— = log v
Ic) c, logy + Da + 0O( Y ),

l<q<y, (§,a) =

where C_ is as above, JD_

a is another constant depending on a,°

and the constant implied by the O-symbol depends on

a. The stated result follows by subtraction.

LEMMA B2. f p is a fixed number greater than 1,

~then for y > 3 we have

1 _ logop 1
) = + O (——x),
y<g<py, q prime ¢(@ 109y (log y)?2

where the constant implied by the O-symbol depends on o.

PROOF. From Lemma A with m = 1 we readily obtain

by partial summation

1 _ ) 1
l1<g<y, g prime ¢(q) 1<g<y, g prime q-1
= log logy + b + O(— 1 55) 1
(log y)

where b 1is a certain absolute constant. By subtraction we obtain

209 0y 4 o(—1

.
) ——— = log (1l +
¢ log y (log y)

)
y<g<py, q prime ¢(@ 997"

from which the conclusion of the lemma follows.



§3. Proof of Theorem 1.

Let K be a large positive constant, to be specified
later in terms of a. For large positive x 1let P be the set
of primes p such that x<p<(K+1)x, let Q be the set of

integers g such that

= 1, k ¢(a) 1, ek¢(a)
(g,a) =1, (1 + 3 c. a log x < q <(1+g) c. a log x,

and let M be the set of pairs (p,q) with p &€ P, g € Q, and
p s a (mod g). We define a function £ on M by putting
f(p,q) = (p-a)/g. In view of the definitions of P and Q,
the range of f 1is contained in the set R consisting of the
integers r satisfying

c,6a (x - a) c, al(R+l)x-a}

(r,a) = 1, =T <r <
(1+K 7) e k ¢(a)log x

(1+8 " 1)k ¢ (a) log x

By Lemma A the cardinality of M is given by

Ml = 1 {m( (®+1) x; g,a) - T(x:;q,a)}
g€Q
(R+1)x
1 du X
= ) {== [ + Of )}
q€0 ¢ (q) < log u (log X)100
1 Kx X X
= ) + O } o+ 0o ).
geQ ¢(q) "log x - {log x)2 (log x)99
By Lemma B 1
1 _ loglog x
L 379 = Ca "0 i5g =)

q€0 ¢ (g)

so that
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x loglog X,

+ Of

log x (log x)

On the other hand the cardinality of R satisfies

1 } X

Ir| = a Kil= (K+1) €° k log x

+ 0(1).

Hence for large K we have k|R| < |[M|, so that the function £
must take on some value at least k + 1 times. Thus for
sufficiently large x there exists an element r of R and

k + 1 distinct pairs (po,qo), (pl,ql),...,(pk,qk) in M such
that

Clearly the primes p; are distinct and p} = a(mod r) for each

i. Further

. 1, €¢(a)
P; =4q; ¥ +a < (1 + K) C;“E”

i k r log x + a.

Since 1log r = log x + O(loglog x), we have

)
k r logr
Ca a

ed(a

p; < (1 + %)

if x 1is sufficiently large. Since Ca > ¢;a)' we may take K

Yarge enough so that

2, 1
(l+f<-)6 <

Then the primes Py satisfy the inequality of the theorem,
provided of course that x 1is sufficiently large. Since r
tends to infinity with x, there are infinitely many positive

integers r for which the conclusion of the theorem holds.
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§4, Proof of Theorem 2.

Let K be a large positive constant and let p be a
constant greater than 1, both of which will be specified later.
For large positive x 1let P be the set of primes p such that

x <p < (K+ 1) x, let Q be the set of primes g such that
k log x loglog x < g < p k log x loglog x,

and let M be the set of pairs (p,q) with p &€ P, g€ Q, and
p = a(mod gq). We define a function f on M by putﬁing
f(p,q) = (p - a)/gq. Clearly the range of f is contained in the

set R consisting of the integers r satisfying

X - a <r < (R +1) x - a
k o log x loglog x k log x loglog x

As in the proof of Theorem 1 the cardinality of M is

given by
1 K x X X
M| = ] POl ) * Ol —gg).
qbo 1@ 'Tog x T UV T2 (log x)°°
By Lemma B2
1 log p 1
Z = 3 + Of ),
geo ¢(@)  log(k log x loglog x) (loglog x)°
so that
] = x + o(xlogloslog x

K lo
g P log x loglog x log x (loglog x)2

On the other hand the cardinality of R satisfies

1 X
E) k log x loglog x + o).

IR = (K + 1 ~
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Hence for large x we have k|R| < |M|, provided that p > €

and we choose K 1large enough so that
K(log p - 1) > 1 - 1/p.

Accordingly for sufficiently large x there exists an element r
of R and k + 1 distinct pairs (po,qo). (pl:ql),---,(pk,qk)

in M such that

a{mod r) for each i,

Clearly the primes p;, are distinct, p

and (pi - a)/r = a3 is prime for each i. Further

P; =4; T +a<p k r log x loglog x + a.

Since log r = log x + 0O(loglog x), we have
P; <p k r log r loglog r + O(r (loglog r)2)

if x is sufficiently large. If we now choose p so that
€<p <A, say, o = (€ + A)/2, and choose

K > (1 - p_l)/(log p - 1), we have
P; < A k r log r loglog v,

provided of course that x 1is sufficiently large x. Since r
tends to infinity with x, there are infinitely many positive
integérs r for which the conclusion of the theorem holds.

By redefining the set R to include only integers co-
prime to a, we could replace the condition X > e 1in Theorem 2

by the condition 1log X} > @(a)/a.b
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§5. Some Related Conjectures.

If a is a non-zero integer and r is a positive
integer coprime to a, let: pk(r,a) denote the k-th prime
number congruent to a modulo r and greater than r. Put

( py (r,a)
c(r,a) = sup .
x k r log(k r)

Since pk(r,a) = O(k log k) for fixed r and a by Lemma A,
clearly c¢(r,a) exists.
Theorem 1 asserts that if a and k are given,

there are infinitely many r coprime to a for which

pk(r,a)/{k r log(k ri}< e,

However c¢(r,a) considers the somewhat deeper question of
' bounding the ratio pk(r,a)/{k r log(k n& for all positive
integral values of k while r and a remain fixed. The

following conjectures about c(r,a) seem reasonable to us.

CONJECTURE 1. There is an absolute constant ¢ for

which there are infinitely many pairs of integers r,a such that

0 < kR < r , (r,a) =1, and c(r,a) <c.

Conjecture 2 is the more specific form of Conjecture

in which a is specified in advance.

CONJECTURE 2. There is an absolute constant ¢ such

that, for any given non-zero integer a, there are infinitely

many positive integers r coprime to a for which
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c(r,a) <c.

Conjecture 3 is a quantitative form of Conjecture
bin which we assert (1) that, for any positive ¢, a positive
fraction of the positive integers coprime to a have the prope
c(r,a) <c and also (2) that, if c¢ is large, the vast

majority of the positive integers coprime to a have the prope

1

2

rty

rty

c(r,a) < c. In order to state this formally, we need the follow-

ing notation. If a is a non-zero integer and c¢ > 0, we let

N(a,c,x) denote the number of integers r satisfying

(ra) =1, 1 <r <x, c(r,a) <c.

CONJECTURE 3. If a is a given non-zero integer, then

£ (c) = lim x 1 N(a,c,x)
K>+

exists for every ¢ > 0 and is a continuous function of c.

Moreover fa(c) >0 for ¢ > 0 and

lim fa(c) = ¢(a)/a.
G+

Clearly Conjecture 3 implies Conjecture 2, which
in turn implies Conjecture 1. While Conjecture 3 seems

difficult, Conjectures 1 and 2 may be assailable.
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SUR LA REPRESENTATION DES MULTIPLES

" —————_———— ——— ———— T —— . —— T —— - ———

D'UN ENTIER DANS UNE BASE

Jean COQUET

Summary. Let s denote the function "sum of binary digits" and h, b, different
odd integers. The sequence : n\ﬁJﬁS(h]n)+xzs(h2n) 18 proved to be uniformly
distributed modulo 1 if at least one of the real numbers X5 Xy 18 irrational.

Fourier-Bohr spectrum and pseudo-randommess of related exponential sums are

studied.

I. INTRODUCTION

Dans cet article, sq(n) désigne la somme des chiffres de l'entier naturel n

2imu

en base q, q entier 3 2. On note e(u) = e pour tout u réel.

Confirmant une conjecture de L. Moser et des observations numériques de I.
Barrodale et R. Mac Leod, D.J. Newnan [8] a montré que 52(3n) était plus souvent

pair qu'impair :

Dans [6]» I. Katai a étudié les rapports entre sz(n) et 32(3n) montrant

que :



21

lim Z_N Card {n < ZN ; sz(3n) - sz(n) < x \/g} = o(x),

Nesoo

ol § est la fonction de répartition gaussienne, résultat qu'il a généralisé ré-

cemment [4] avec L. Dringo 3 sz(hn) - sz(n) ol h est un entier impair différent

1
de 1, en remplagant — par une constante convenable.

/3

La motivation de cet article est d'étudier la répartition modulo 1 de

suites analogues.

014

THEOREME 1. Etant domnés des réels XjseesX et des entiers positifs distincts
. . r
hl""’hr s 8T la suite de terme général F(n) = e( I X,s (hjn)) n'est pas
o

constante (autrement dit, identiquement égale & 1), elle a une valeur moyenne

nulle.

On en déduit le :

THEOREME 2. Etant donnés des réels X, X, et des entiers positifs distincts

h,, h, non divisibles par q, la suite de terme général x]sq(h]n) + xzsq(hzn)

est équirépartie modulo 1 si (et seulement si) 1'un au moins des réels X5 X,

est irrationnel.

Une conséquence du théoréme 2 est le résultat suivant qui fait intervenir

la fois la somme des chiffres Sq et le nombre de diviseurs premiers w :

COROLLAIRE. 8% 1'un au moins des réels x, y est irrationnel, la suite de terme

général x s _(n) + y w(n) est équirépartie modulo 1.
q
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Avec les notations du théoréme 1, on démontre aussi un résultat sur le

spectre [9] qui permet de préciser le théoréme 2.

THEOREME 3. 8¢ la suite F ' n'est pas identiquement égale d 1, le spectre de

Fourier-Bohr de F est vide.

Ce résultat suggére une étude du caracté@re pseudo-aléatoire [9} de F que
nous faisons, pour simplifier les calculs, dans un cas particulier : q = 3,
h. =2, h, = 1. Dans ce cas, si le spectre de F est vide, F est pseudo-aléatoire

2

comme le montre le th@oréme 4. Est-ce vrai dans le cas général ?

THEOREME 4. Si l'un au moins des réels 2x, 2y n'est pas entier relatif, la suite

de terme général e(x s3(2n) +y s3(n)) est pseudo-aléatoire [9]

II. PREUVE DU THEOREME 1.

On suppose que y = lim sup %-I $ F(n)| n'est pas nulle.
Noroo <N

Soit p une puissance de q assez grande pour que F ne soit pas constante sur
1'ensemble {0, 1,..., p—1} et telle que p> Max (h],..., hr)' On utilise le dé-

veloppement des entiers naturels en base p :

n= ¢ e (n) pk avec 0 ¢ e, (n) < p pour tout entier k.
k=0 k ~ "k

Soit € » O tel que | : F(m)| € p -~ e. On choisit un entier u > O tel que
-l.u - Ogm<p : .
(1 -p ) g %'up . La densité asymptotique de l'ensemble E des entiers naturels

pour lesquels e](n),..., eu(n) sont tous non nuls, est majorée par %‘up .
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On partage IN v E en sous-—ensembles

Ab ={n€ N ;b=1inf {k; ]l sk gu, ek(n) =0}} , 1 ¢£b g u.

Tout entier n appartenant & Ab s'écrit n = m+pb+ln' avec m < pb de sorte

que sq(hjn) = sq(hjm) + sq(hjn') pour 1 ¢ j ¢ r, donc F(n) = F(m)F(n').

Ainsi, d(.) désignant la densité asymptotique,

. 1
lim sup = | £ F(n)| g p d(a,).
Nooo N n<N Ab
neAb
Mais, pour b = 1, on a une majoration plus précise :
. 1 -1 -1 -2
lim sup 7 [ £ F(n)| g ud(A])(l-ep )= ulp "—ep 7).
N->o n<N

nGA1

En sommant, il vient :

lim sep ¢ | I F(n)| g d(B) + W@(ME)-ep D) < u(i- S5,
N->co n<N

Ainsi p g u(l - §~p 2), ce qui contredit 1'hypothé&se de départ.

III. THEOREME 2 ET COROLLAIRE

IIT.1. Preuve du théoréme 2.

Pour simplifier, on pose sq = s et on note vy la valuation q-adique définie
par v(n) = Max {k € IN ; qk divise n} pour n € z*. D'aprés le critére de Weyl et

le théoréme 1, 11 suffit de prouver la proposition suivante :



'PROPOSITION 1.

S5t la suite de terme général xls(h]n) + xzs(hzn) est d valeurs

dans 7L , x, et x, sont rationnels.

1

2

preuve : soit k entier assez grand pour que qk > Max (hl’h2)°

s(h; (7 1-1))

k+1 k
s(hi—l) + s(q -hi) = s(hi—l) + s(q -hi) + q-1

s(hi(qk-l)) + q-1.

L'hypothése de la proposition entraine donc que

@ (q—l)(x1+x2) € Z

. . - a
D'autre part, u et a étant deux entiers positifs tels que q° > u,

s(q®-u) + s(u-1)

= a(q -1) et s(u) = s(u~-1)+1 - (q-1)v(u)

ce qui entraine s(u) + s(u) =1 + (g=%a - (g=1)v(u).

L'entier

n étant fixé, on choisit a tel que qa > Max(h]n, hzn). L'égalité

précédente donne :

(g-1)v(h,n)

1 + a(q-1) - s(hin) - s(qa—hin)

1+ a(q-1) - s(h,n) - s(hi(qa-n)) + s(h;~1)

a(q-1) - s(hin) - s(hi(qa—n)) + S(hi)

D'aprés (1) et 1'hypoth&se de la proposition

() (q—])(x]v(h]n) + xzv(hzn)) € Z pour n > O.

Soit di = (q,hi). Si d1 <d

, v(h —‘i)=1etv(h1 d—q)=O.De® et @

2 2 d2 2

on déduit alors que (q—l)xl € Z et (q—l)x2 € Z.
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k h,
* Supposons maintenant que (h],q) = (h2’q) = d et notons Hi = —% de sorte

que Hi est premier avec q. Supposons en outre que Hl < H2.

Avec n =.% N et (N,q) =1,
x]s(h]n) +rxzs(h2n) = xls(H]N) + XZS(HZN)'
On peut trouver un entier N et un entier a positifs tels que :

HN <.qa < H.N <;2qa et H N = g-1 mod qz.

1 2

Alors s(H]N(qa + 1)) = Zs(HlN) et

s (H,N) (q2+1)) = S(HN + 1) + s(HN - q%) = 2s(H,N) - (q-1).
On conclut que (q-l)x] et (q—])x2 sont entiers.

IIT.2 Preuve du corbllaire

Le corollaire est une conséquence immédiate du théordme 2 et du résultat
suivant établi par Halasz et Vaughan [Q]; d'aprés une idée développée par
H. Daboiissi pour montrer 2 1'aide du grand crible que le spectre de Fourier-Bohr

d'une suite multiplicative de module au plus &gal 3 1 est rationnel.

PROPOSITION 2. Soit Q un ensemble de nombres premiers tel que :

Z.l_=+oo.
peq P

ST une suite réelle f est telle que, pour tout couple (p,q) d'éléments de 0
distinets, la suite de terme général £(pn) - £(qn)  est équirépartie modulo 1,

alors pour toute suite additive g, la suite £ + g est dquirépartie modulo 1.
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III.8. Remarques

1.

3.

En adaptant convenablement la fin de la démonstration de la proposition 1,
r
on démontre 1l'équirépartition de ¥ x,s(h.n), si les entiers h, sont
521 i"h i
distincts et premiers avec q, et si l1'un au moins des réelsmxi est irra-

tionnel.

L'équirépartition des suites envisagées au théor8me 2 est uniforme. Rap-
pelons qu'une suite X de réels est équirépartie modulo 1 uniformément si,

pour tout intervalle I<:'[O,l[,

lim %Card{nelN;tsn<N+t, A(n) € T+ Z) = (1),

N>

uniformément par rapport & t € N, ¢(I) &tant la longueur de I.

A 1'aide du théoréme | et de la proposition 1, on montre le :

THEOREME 5. Etant donnés des entiers impairs distincts h et h, des entiers b]

et b, au moins égaux d 2 et des entiers a

I et_az quelconques, 1'ensemble des

entiers n tels que sz(hin) = a, mod b, i€ {1,2}, a une densité asymptotique

s . -
gale & (b],bz) .

THEOREME 6. Etant donmés des entiers b1 22, b, 22, a
semble des entiers n tels que sz(n) = a

sité asymptotique égale d (b]bz)— .

1

On peut aussi prouver le

73

12 8y quelconques, 1l'en-—

mod bl et w(n) = a, mod b2, a une den-—

2 -

]
1
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IV. PREUVE DU THEOREME 3.

IV.1. Un lemme.

x désignant un réel quelconque, il s'agit de montrer que la suite de terme

général G(n) = F(n) e(-xn) a une valeur moyenne nulle.

On pose Gk(n) = G(qkn) et

g = Sup lim sup %- | = Gk(n)l
k Nosoo n<N

Comme dans la démonstration du théoréme 1, on suppose py > O et on dési-

- gne par p une puissance de q supérieure 3 Max (h],..., hr) et assez grande pour

qu'il existe un entier naturel t < p tel que Fq-](t) # 1.0n pose p = qd

LEMME 1. Il existe ¢ > O tel que pour tout k € W, on ait :

Inf (| 2 G|, |z G, @] so-e.
m<p m<p

reuve ¢ 1'identité Fq—l(m) = Gq(m) G (m) entrafne
preuve k k+1

1

O Fi7 ().

Max (|1 - G ()], |1 =G ,()]) >

k+1

Le lemme en résulte.

IV.2. Fin de la démonstration

Pour tout k € N, on note S {n € N, e3k(n) = e3k+2(n) = 0},

k-
oin= I ek(n) pk est encore le développement de n en base p.
k=0
Puisque la densité de L) S, vaut 1 - (1 - p—2 K | il existe un entier
b ) e 1 »
b<K
u tel que la densité de S = LJ/Sb soit minorée par 1 - yu %- o 3. Supposons alors
bgu ’

que :
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9

| ¢ Gk+d(m)| $p-c¢
m<p

Les ensembles To’ T ..,__Tu définis par T0 = So et pour b > O par

1’

> L/ S. forment une partition de S.
j<b

Ty = 5

De plus, tout entier n € Sb s'écrit :

3b+3
=5 n

+
+ p3b ! n, + n, avec n, < p et n3 < p3b,

1 2 3 2

de sorte que Gk(n) = Gk+d(3b+3) (nl) Gk+d(3b+l) (nz) Gk(n3),
ce qui entraine

. 1
() lim sup = | & G (n)| ¢ pd(T).
’ Noroo N n<N k ’ b

neTb

De plus, (:) donne la majoration plus précise :

s -1 -2 _ -
(:) lim sup %-l T Gk(n)l < u(l = ¢p )d(So) = ulp ~ - ¢ep 3)
N-yoo n<N
n€s
o
@ et @ donnent :
. 1 -3 e =3
® limsup = | 2 G (n)] ¢ p(d(S) =g ) +d(N Ng) < p(l -5 p )
N k 2
N-»c0 n<N

Lorsque (:) n'a pas lieu, le lemme 1 donne :

Q | £ Gk+d+l(m)[ $p - ¢
m<p
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Un raisonnement analogue avec les ensembles
Si = {n€ N ; Eﬂ € Sk} ol [[] désigne la partie entiére,

donne a4 nouveau la majoration .

On obtient ainsi une contradiction.

IV.3. Remarques

s(n)
q-1

ne subsiste pas avec l'hypothése du théoréme 1.

1. L'exemple de F(n) = e( ) = e(E%T) montre que la conclusion du théoréme 3

2. A 1'aide d'un résultat classique de Mend&s-France [7], on déduit par exemple

du théoréme 3 et des résultats du paragraphe III le :

COROLLAIRE. Etant domnés des entiers impairs distincts h]""’h s 87 L'un au
—_— r

moins des réels Xjseee0X . est irrationnel, la suite de terme général

r ) '
z xisz(hi[hyf]) est équirépartie modulo 1.
l=

1

~

Ce théoréme peut €tre comparé a celui obtenu dans [3], page 34.

V. PREUVE DU THEOREME 4

Si les nombres 2x et 2y sont entiers relatifs, e(xs3(2n) + ys3(n) - 2xn-yn)
est identiquement égale 3 1. La suite considérée a alors un spectre non vide donc

n'est pas pseudo-aléatoire [5]. La condition du théoréme 4 est nécessaire.

On donne seulement les grandes lignes de la démonstration.



V.1. Relations de récurrence

On pose F(n) = e(xs3(2n) + ys3(n)) et G(n) = e(x33(2n+1) + ys3(n)).

Les relations de récurrence suivantes sont immédiates :

LEMME 2 ., F(sm) = F(m), F(3m+1) = e(2x+y)F(m), F(3m+2) = e(x+2y)G(m),

G(3m) = e(x)F(m), G(3m+1) = e(y)G(m), G(3m+2) = e(2x+2y)G(m).

A 1'aide des suites périodiques "tronquées" F o pg €t G o py ol pK(m)
P K < . - ~
désigne le reste de m modulo 3, on démontre en suivant les arguments d&veloppés

dans [2] 1'existence des corrélations :

0. (t) = lim = ¢ F(n+t)F(a)
] N
Norco n<N

az(t) = éim % ngN G(n+t)G(n)
Bl(t) = 1im% o5y F(n+t)G(n)
Neroo .

B, (t) = 1im-;T T G(n+t)F)
Norco n<N

-~

Le reste de la démonstration consiste & vérifier que :

. 1 2
, 11mf T [al(t)l = 0.
T-»o0 t<T

Les relations du lemme 2 se transmettent aux corrélations.

LEMME 3. Les relations suivantes ont lieu :
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D o (B30 = 3 (2u W) + ay(w)
2) o, But]) = 3 (e(2xty)a (1) + e(-x+y) 8, (u) + e(-x-2y) 8, (ur1)).
3, (Gur2) = 1 (e(xr2y)B, (W) + e(-2xy)a, (wr]) + e(x-y)B, (w)).
) 0y (3u) = 3 (o, (@) + 20,().

3 (e(-x+y)B,(w) + e(2xry)a,(u) + e(-x-2y)8, (u+D).

5) a2(3u+1) 3

6) ay(3u+2) = 3 (e(xr2y),(w) + e(x=y)B, (u+]) + e(-2x-y)a,(u+1)).

(e(-X)al(u) + e(—X)az(u) + e(ZX)Bl(u))-

W)=

7) 8](3u) =

3 (e(xry)a (0) + e(xry)ay(w) + e(-2x-2y)8 (u+1)).

8) 81(3u+]) 3

1
3

9) 8,(3u2) = 7 (e(2y)8,(w) + 2e(-y)8, (utD).

10) 82(3U) = —-(e(X)a](u) + e(X)aZ(u) + e(-ZX)BZ(u))-

1) B,(3url) =  (2e(y)By(w) + e(-2y)8, (u+1)).

I (e(2x+2y)82(u) + e(—x—y)a](u+l) + e(—x-y)az(u+])).

12) 62(3u+2) 5‘

preuve : 3 titre d'exemple, on vérifie la relation 6.
a,(3u+2) = 1lim 1 T b G(3n + a + 3u + 2) G(3n+a)
2 3N :
N->co -n<N Ogag2
= %Jlim % T (e(x+2y)G(n+u)F(n) + e(x-y)F(n+tu+l)G(n)
N->oo n<N

+ e(-2x-y)G(n+u+1)G(n))

='% (e(x+2y)62(u) + e(x-y)B](u+l) + e(-2x-y)a2(u+l)).
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On remarque que la suite a = oo T oa, vérifie :
1 1 1
uo(3u) = §-ao(u), ao(3u+1) = §e(2x+y)a°(u), ao(3u+2) = §e(—2x—y)ao(u+1).

En faisant u = 0, on en déduit que ao(O) = ao(l) = uo(2) = 0. Par récur-

rence, on montre que e est identiquement nulle.

Dans la suite, on pose Bo =a; = a,. Les corrélations Bo’ Bl’ 62 se pro-

longent naturellement 3 Z de la maniére suivante :

Bo(t) = lim L v F(n+t)F(n) pour t <O
Nesoo -tgn<N

(et relations analogues pour 8] et 62).

On constate que Bo(-u) = Bo(u) et 82(-u) = Bl(u) pour tout entier relatif u.

Le lemme 3 se simplifie :

LEMME 4. Pour tout entier relatif u, on a :

D B (3w) = 8_(u)

W~

2) 8, (3u+l) (e(2x+y)B_(u) + e(-x-2y)B, (u+l) + e(-x+y) g, (-u)).

3) B (3u+2) = 5 (e(-2x-y)B (u+]) + e(x-y)B, (ut]) + e(x+2y)B (-0).

4) B](Bu) = (2e(*X)BO(U) + e(ZX)Bl(u))-

W] —

(2e(x+y)BO(U) + e(—2x—2y)B](u+1)).

5) 8,(url) =

L =

6) 81(3u+2) (2e(-y)81(u+1) + e(2y)B](—u))-
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V.2. Corrdlations de corrélations

Bo est la corrélation de F, ZBO + B] + 82 celle de F+G, 280 + 1(82 - B])
celle de F + iG. Ces suites sont transformées de Fourier de mesures boréliennes
bornées positives sur le tore T = R/Z . Ainsi, Bo, Bl’ 62 sont transformées de

Fourier de mesures boréliennes bornées complexes sur le tore :

g.(t) = fe(tx)dA.(x) pour t € Z et i € {0, 1, 2}.
i T i

Le théoréme de convergence dominée montre 1l'existence des limites :

. 1 ————
(V) = 1lim — z B.(n+v)B.(n) et
1] N-seo 2N ~N¢n<N 1 h|
C..(v) = lim %Tf T 8. (n+v)B.(-n) pour v € Z
13 Noo <% —Ngn<N 3
. g
Par exemple, COI (v) = 1lim J (_Z-Ff hX e(nx-ny-i-\zrx)d./\o(x)dl\1 (y))
N> -Ngn<N

= S e sy AN (AN () ob 8Ge,y) = [1six =
IZ 0 six#

y
y

Les relations du lemme 4 se transmettent 3 leur tour aux quantités

z = BOO(O), z, = B”(O), zy = e(3x)B]O(O), z, = e(-3x—3y)Blo(l), zg = e(—3y)C”(])

comme suit :

+
y
w

'LEMME 5. 1)0="821'*'222+z3+zg+z4+z&+z5
z,

2)O=4Zf1022+23+3 4

3)O=8z]+422+ [7-27e(-2x)]z3+z4+34+325+zs

£~
Ut
l N
w

N

4) 0 = 82l + 422 + z3 + 323 + [7 - 27e(2x+2y)] z, + 325 + 25

5) 0 =8z, + 4z, + bzy + bz, + [6 - 27e(2y)] 2, + 2
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V.3. Fin de la démonstration

- =1 P

Les relations | et 2 du lemme 5 donnent 2, =2y = 6(z3+z3+z4+24+25+25).

Les relations 3, 4, 5 deviennent

0 =[9-27 e(=2x)] 2z, + 225 + 3z, + 5z, + 5z, + 3z,
0= 3z3 + 523 + [9 - 27e(2x+2yi] z, + 224 + 525 + 3z5
0 = 6z, + 2z, + 62, + 2z, + [8 - 27e(2y)] 25 + 3z,

-~ L -~ - . m g
On se raméne ensuite 3 un systéme aux inconnues JVezi et zi dont la
seule solution est la solution nulle sous 1'hypoth&se du théoréme 4. Ainsi z, = 0]

ce qui prouve la relation et le théoréme.

V.4, Une application du théeréme 4

En reprenant des arguments de Bésineau [EI, on déduit du théoréme 4 le :

COROLLAIRE. Si L'un au moins des réels %, y, z est irrationnel, la suite de

terme général x 53(2n) +y SB(n) + z sz(n) est équirépartie modulo 1.

V.5. Remarques

1. Un calcul analogué pour x sz(3n) +y sz(n) aurait nécessité 1'emploi des

3 suites F(n) = e(x sz(3n) +y sz(n)), G(n) = e(x sz(3n+1) +y sz(n)),

H(n) = e(x sz(3n+2) +y sz(n)) et conduit 3 des relations plus compliquées que

celles du lemme 3.

2. L'introduction de G suggére 1'étude de suites translatées :
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L

k
THEOREME 7. La suite de terme général iil x;s5(n+a,) + iil yjs3(2n+bj) est

; ; ‘ns éels Ix. .
Squirépartie modulo 1 si (et seulement si) 1'un au moins des r Ix, zyJ

est irrationnel.

-

La démonstration consiste 3 se ramener au cas a, < 2, b’j < 3 puis au cas

3. On trouvera dans un article de Stolarsky DOJ une étude des entiers pour

lesquels sz(hn) > s2(n) pour tout h € w*



o

36

REFERENCES

BESINEAU J. Indépendance statistique d'ensembles 1iés 3 la fonction

"somme des chiffres". Acta Arithmetica 20 (1972), 401-416.

COQUET J. Sur certaines suites pseudo-aléatoires.

Acta Sci. Math. (Szeged) 40 (1978), 229-235.

COQUET J. Sur certaines suites pseudo—-aléatoires III.

Monatshefte fur Mathematik 90 (1980), 27-35.

DRINGO L., KATAI I., Some remarks concerning the sum of digits of integers,

Acta Math. Acad. Sci. Hung. 37 (1981), 165-172 .
HALASZ G., VAUGHAN R.C., Communication privée.

KATAI I.,Change of the sum of digits by multiplication,

Acta Sci. Math. (Szeged) 39 (1977), 319-328.

MENDES FRANCE M. Les suites 3 spectre vide et la répartition modulo 1.

Journal of Number Theory 5 (1973), 1-15

NEWMAN D.J. On the number of binary digits in a multiple of three.

Proc. A.M.S. 21 (1969), 719-721.



8.~
37

[5] RAUZY G.,Propriétés statistiques des suites arithmétiques.

P.U.F., Paris, Coll. Sup le Mathématicien ]5>(1976).

[ld] STOLARSKY K.B.yIntegers whose multiples have anomalous digital frequencies

Acta Arithmetica 38 (1980), 117-128.

Jean COQUET
Département de Mathématique
Université de Valenciennes

59326 VALENCIENNES CEDEX



38

GAUSS SUMS AND FINITE FOURIER TRANSFORMS

Harold G. DIAMOND, Frank GERTH 111, Jedfnrey D. VAALER

Let Zq denote the ring of residue classes of integers modulo q, and
let G(q) CZq denote the multiplicative group of residue classes which are
relatively prime to q. Here <i> 1 ar'xd IG(q) l =¢(q), where ¢ 1is Euler's
function.

We define the (finite) Fourier transform of a function f: Zq + € by

~ -3 9 -
@ B = q7F 2 fme
=1
2wix P
where e(x)=e . As is well known, f can be recovered from £f by the

inversion formula

4 4.
@) fm)=q*2f@néﬁ

n=1

If we identify each function f: z9 > ¢ with a point in the vector space Cq,
then the Fourier transform can be viewed as a linear transformation from Cq

to ¢2 determined by the matrix

e (q~% om0
% {q dq)}, l1<nm<gq.

The matrix giving the inverse transformation is

-1
F =
q {q

-% n
e (—=
qﬂ
Suppose that f£: Zq > € has support contained in G(q), i.e. f(m)=0
if (m,q) > 1. We are going to investigate how the Fourier transform reflects
this special property of f£. For example, can one recover £ from the values

of 'f\ restricted to G(q)? If we write

Research of the three authors was supported in part by grants from the National
Science Foundation.
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% -
3 ¥ = e
for the ¢(q) x@(q) matrix where 1<nm<gq, (n,q)=(mq)=1, then an
equivalent question is whether 9G(q) is an invertible matrix.

More generally, let H denote a multiplicative subgroup of G(q) and
let aH and bH be cosets of H in G(q). If £ zq > C 1is supported in

A
the coset aH, can f be recovered from the values of f restricted to bH?

The corresponding matrix question involves the |[H|x |H| matrix

==

(s) _ ;=%

H]

where nme H and s=ab, and asks if the matrix 9’}(15) is invertible.
We give a complete solution to this problem by determining those subgroups
HC G(ti) for which .‘Fés) has an inverse. We also give inversion formulas
analogous to (2). When H=G(q) these formulas are particularly elementary
| and lead to some interesting inequalities and extremal functioms.
Iﬁ order to determine the matrices yfés) that are invertible, we solve
an equivalent problem on the nonvanishing of Gauss sums associated with H.
Specifically, let y: H> {z e C: !zl =1} be a homomorphism. As usual, we call
such a homomorphism y a ;haracter of H, and we extend the domain of y to

Zq by setting y(m)=0 if m ¢ H. We write I‘H for the set of all characters

Y and note that !FH} = [E[. It is easy to show that every vy e I'; has the form

x(m) if me H

Y(m) =
0 if md H

for some Dirichlet character ¥.



The Fourier transform of y € T is the function ? determined by the

H

formula

~ - q -
®) T@ =% T yme™D
=1 1

%

Aside from the factor q 2, the right side of (5) is a Gauss sum associated
with the character y of the group H. The connection between Gauss sums and

matrices g'lgs) is provided by the following result.

Theorem 1. Let H denote a multiplicative subgroup of G(q). Then for

each integer s with (s,q) =1 we have

(6) det yés) -+ 1 ),
' YeFH

where the t sign depends only on H. Moreover, if the expression in (6) is

nonzero for some integer s, (s,9) ='1, then it is nonzero for every such integer.

We sketch a proof of this theorem here; full proofs of this and subsequent
results are given in [2]. The first assertion of the theorem is established by
showing that each character y 1is an eigenfunction with eigenvalue ;(s) of the
matrix Ks'}(ls). Here K={k }, me H, neH is the [H| x |H| matrix satisfy-
ing

1 if mn=1 mod q

0 if mn#1 mod q .

The determinant of K is *1 since K is a permutation matrix.
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The second assertion of the theorem is proved by noting that

det 9'}(18) = q.IHl/2 Py sgn(ﬂ:)e(i 2 hx(h)) ,
s 9 hen

where = ranges over all permutations of the elements of H Ignoring the
q-lHI/2 factor, the right side of the last equation is a polynomial with
integer coefficients evaluated at e(-s/q). Such a polynomial vanishes at
one primitive q-th root of unity 1if and only if it vanishes at every primitive

gq-th root of unity.

For certain special subgroups H the value of ?(s) can be explicitly
determined, cf. [l1]. In view of Theorem 1, the invertibility of g'és) is
equivalent to the nonvanishing of the product in (6). Some special cases of

nonvanishing of Gauss sums have been considered before [3,4,5,6].

We shall characterize subgroups H < G(q) for which Gauss sums are non~

vanishing. For this we define v=v{(q) to be the number defined by

Np if 84 ¢q

plq
v(q) =
2 np if 8 | q .
plg
We then set
U(@Q) = meZ : m =1 mod v}

q

and note that U(q) is a multiplicative subgroup of G(q) as well as a coset

of an additive subgroup of Zq .
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Theorem 2. Let H denote a multiplicative subgroup of G(q). Then

T Y(s) #0
YGPHV

for each s e G(q) if and only if HNU(q) ={1].

We note that U(q) 1is trivial if q is sqﬁare free, so 9128) is in-
vertible for all subgroups H < G(g) and all s e G(q) 1if q 1is square
free. Also, it follows at once that ?és) is not invertible for any s e G(q)
in case H=G(q) for ¢ a number divisible by the square of a prime.

A rather easy calculation shows that ?0(1) =0, where Yo denotes the
principal character, whenever HNU(q) # {1}. The converse is more difficult;

it is proved with the aid of the following result.

Lemma. Let p be an odd prime, (m,p)=1, § a Erimitiﬁe pc’-_g_t_g_ root of

unity for some fixed o> 1, and w 2 primitive m-th root of unity. Suppose

that

[0
1< 8 <8y<...< ;<P

2
are integers with J < p-1. Then the numbers (¢ j: 1< 3 <J} are linearly

independent over Q(w).

We now give the inverse of Fés) in case it exists. For each coset sH
we define wsH: Zq + € by
T | 0
) W@ = a*5" I v@s)/v(s) ,
yeFH

where ss=1 mod q. (A small calculation shows that Ws depends only on the

H

coset sH and not on the coset representative s.)
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Theorem 3. Let H< G(q) and HNU(q) ={1l}. Let s=ab with (s,q)=1.

Suppose that f: Zq > € 1is supported in the coset aH and its Fourier trans-

form /f is defined by (1). Thén for all integers m e Zq we have

® £@ = qF I F@W @)
nebH

and for all integers £ ¢ Zq

©) T =qF T F@i_ 0 ,
nebH

where nn=1 mod q. Moreover, the inverse of the matrix ?Igs) is

-%

{q WSH(smn)] , mmneH.

Formula (8) is deduced from the definition of W and the orthogonality of
characters. Formula (9) follows from (8) upon taking Fourier transforms.

We note a few consequences of these relations. If the values of % on
bH are given, then g can be extended to ail of Zq by (9) in such a way
that £ has support contained in aH. Also, if f£: zq > € has support con-
tained in aH, then one can bound |f(m)| by an expression depending on
Ilf(n)l only for values of n in bH. For example, if ]%(n)l < A for all
n In bH,  then

w) Jf@| gaTa T [W )|

z
nebH

for all m e aH.
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The function Ws can be characterized as the unique function on Zq

H

satisfying

(11) the support of WSH 1s contained in the coset sH,
o 1

az WM =q%

13) if ne H\{1l}, then ﬁsﬂ(n) = 0.

It is easy to verify that wsH given by (7) satisfies these three conditioms.
For the case H=G(q), q square free, we can give another representation
of WG (@) which does not involve characters. Here there is only one coset, so
we can simplify the notation and write WG(q) =W. If d 1is a positive divisor
of q, we define d to be the unique integer, 1< Eg q/d, which satisfies

dd=1 mod q/d.

Theorem 4. For g square free the function W Vdefined by (7) has the

finite Fourier series representation

14) Wm) = T u(d)e(ddm/q) ,
d|q

where u denotes the Mobius function, and the product representation

(15) W) = 1 {e(‘[%(%)) -1} .
rla

One can verify by inspection that W as given by (14) satisfies (11); (12),

-and (13). Formula (15) follows from (14) by multiplication and use of the identity

%d(qlp) (a/p) = (q/d)(q/d) mod q ,
> |

valid for any d]q.
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We conclude by giving, as an application of these results, a closed form

expression for the sum occurring in (10). We have from (15)

q e
LWm)| = Z n |2isin{=(qa/p)}]| .
m=1 meG(q) plq P

If we write gq= PyPy -+ P.s Ve have G(q) = G(pl) X G(pz) XooaX G(pr), and

we can express the last sum as

2@ 13 [sinZE@m)] -
pla LeG(p) P

Here w(q)=7r, the number of prime divisors of q. Since (q/p,p)=1,

£(q/p) runs through G(p) as £ does, and upon summing sin(wf/p) we obtain

q
Y W@ = 2°@ 1 otk .
m=1 piq P
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SUR UNE SOMME LIEE A LA FONCTION DE MoBIUS

Exposé par Frangods DRESS
(travail de F. DRESS, H. TWANTEC & G. TENENBAUM)

1. UNE FONCTION CORIACE ...

On commence par considérer la fonction arithmétique
M(n,z) := ; u(d)
din
d<z
qui n'est pas trop mal connue. Elle est souvent nulle et de toute fagon pas trés
grande. Voici quelques résultats :
- pour presque tout n et pour tout e > O,
n
E:% L uin.k)2 < (24e)(M)  (Erdes et Hall [31) ;

=Y
- densité {n|M(n,z) # 0} << (log z) ©°

avec y, = 1- g log 24 0.0579 (Erdds et Hall [31), puis
log(e log 2 .
vy = 1- 9(]0903 L £ 0.0860  (Tenenbaum [67).

Les choses se compliquent beaucoup lorsque 1'on étudie le maximum

M(n} := max |M(n,z)]| .
z

Les résultats connus se limitent finalement & :

- w(n)
- pour tout n, M(n) < % 2 (avez-vous reconnu le théoréme de Sperner ?),
vw(n) '

- pour presque tout n et pour tout e > 0, M(n) < (u+e)w(n), le dernier
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Tog 2y
1093 0 1.0641 (Hall et Tenenbaum [47).

record pour o étant (3/e)
Et quiconque démontrera que, pour presque tout n, M(n) = 2, aura une

place de choix au club des Mobiusophiles !

2. TROIS VALEURS POUR UNE_SOMME.

Revenons & la fonction M(n,z) et intéressons-nous & 1'estimation de
2 M(n,z)2 (qui est utilisée par exemple dans Ta nouvelle démonstration du théoréme

n<x
de Bombieri-Vinogradov par Vaughan [71) :

oMz =Y YT w(a) uib)

2%; u(a) u(b Bii&fﬂ *

n<x n<x a,bln
a,bsz
2
= xS(z) + 0(z7),
-~ L m n
ol S(z) : = D> Héﬁ%ﬁ%‘l
m,n<z

Malgré la présence des termes diagonaux %, on peut espérer une Timite finie pour

S(z), avec la bonne raison heuristique que > _ yu(a)u(b) [axb] = 1.
a,bs<x >

THEOREME. Lonsque x  tend vens L'ingini, La somme S(x) dé4inie ci-dessus

tend vers une Limite L et L'on a Les Trhods expresssions :

L=C:]Og‘t-.l : u{mu(n) T } ;
= b omins mn p|mn (l-rﬁ-—?)
p
2 c= TT(1-Z2 + Lyx 0.4282495
ol = 2 3)
p P p
L5 e o um )
T L 9977 .
™ j=1 m,n<j plmn (1+ =)
it 2 00 : 2
L = %f ma-d) qelde -1, & =;1T! |o(1it) 74T Rogeptze- 1y db
0 p P P t 0 P p‘-2cp+l  t

(c = cos( t log p)).

* et trois significations pour la notation [ 1: numéro de référence, partie
entiére, et p.p.c.m.
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Trois valeurs pour une somme, mais hélas pas de valeur numérique certaine.

Si 1'on écrit la premiére expression L =)  a(j), la démonstration'(cf. ci-
J=1 .
dessous) fait apparaitre que les termes a(j) sont positifs ; on obtient donc des

minorations de L et les trois valeurs :

1030
0.44069352...

[e3]
—~
[}
~—

il

0.44071426. ..

[«¥
—
(]
~—

n

4120
Z;: a(J)

suggérent L 5= 0.4407. Mais la seule majoration connue a été calculée par

0.44072359...

Hall [5] et est trés loin de la valeur espérée : L < 0.947 (une amélioration
substantielle de 1a majoration nécessiterait une minoration explicite de
|z(1+1it)|, et i1 semble que les spécialistes n'en possédent actuellement aucune

intéressante en stock).

3. GRANDES LIGNES DE LA DEMONSTRATION.

1+=--
m,n<j p|mn 5 ;?)
On commence par manipuler S(x)
m m)u(n
st = 3 MR- 7o MR
m,n<x ’ m,n<x
o(d)
d|(m,n)
- T el) T
d<x dim
d|n *
m,n<x u(d)u(m" )u(d)u E:: ® d m( 3)2
m'<X/d dm’dn" d<n d _d
n'<x/d
(m',d)=1
(n',d)=1



oi m(d,y) = n(d) Y_ E%?l alias Y K gn

nsy ns
(n,d)=1

Toute majoration raisonnable de m(d,y), par exemple

|m(d,y) | << TF (1-+p_1+€) e~Cv109 y (0<e<1), convient pour continuer.
pld

On écrit alors
2
sy = 7= A n )+ o)

/x<d<x
m -
= Y a(d.x),
j=1
o a(d.x) = E ﬂd%l m(d.§)?
X X
max(/)_(,:m)<ds5
D'une part a(j,x) << % e-2c;1og J , d'olu 1'on déduit 1'existence de 1la
limite. }
D'autre part on démontre, via une expression du style a(j,x)= 2:: Eiﬂ%%iﬂ) (...
m,Nn<J

et une méthode analogue & celle du lemme 2 de [1] que, lorsque n tend vers 1'infini,
a(Jj,x) tend vers
a(j) = T(l-—+ L) tog &y wlm() o1,

J . mn 1
m,n< mn 1+<-
¢ p° J pl p;g

ce qui termine Ta démonstration de la premiére expression de L.

o0 .
6 +1 u{mn 1
SECUNDO L=S 7 logiH yoo oum) omo L1y

o j=1 mn<j ™ plmn 14-5

On manipu]e de nouveau S(x), mais de fagon différente :

()= T MBI L o M@)o T ) e ),

m,n<x d<x x m,n<x/d d<x mn<x/d mn
m'<x/d (m,n)=1 (mn,d)=1
n'<x/d (m,d)=1
(m',n')=1 (n,d)=1

Cette "amorce" différente étant effectuée, on poursuit la démonstration exactement
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comme précédemment, avec au bout Ta deuxiéme expression de L.

‘ . Y 1 1-
TERTIO L [ T (1-2)(1+

0 p p Y

1]
=

On effectue un retour aux sources pour considérer la fonction définie au début

M(n,z) (pour z = eu). Et on introduit la fonction complétement multiplicative

—g-it,2
n +— f(n; o,t) définie par f(p ; o,t) = |1-p° 1tl . On peut alors relier

ces deux fonctions par une formule de Plancherel :

0 o +00 |
[ M(n,eu) e 2ou du = éL J f(n 5 o,t) gt 5 .
0 T )00 o+t

2 ,
On se rappelle que ) M(n,ey” = x s(e') + O(ezu), on montre sans difficulté
_ n<x
que, lorsque x tend vers 1'infini

-o~it | 2_
p

1

> f(nso.t) vx TT (14 [1-p

n<x p

)s

et on en déduit Ta relation asymptotique

sy 2
00 (0] (00) -o-it
« j S(eu)e-chu du + 0(j e-2(o-1)udu) " X J m (1+_|1-p | -1) 2dt 5 s
0 0 TJo p P g+t

valable pour o>1. La fin de la démonstration consiste a4 faire tendre x vers

1'infini et surtout a se donner le droit de passer a la limite pour o .= 0.
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A NEW INEQUALITY IN THE THEORY OF ADDITIVE ARITHMETIC FUNCTIONS

P.D.T.A. ELLIOTT

I shall begin with

THEOREM. Let a>0,b,A>0, B be integens for which A = aB-Ab # 0. Then the

Lnequality
1 2 1 2
Y ZIf(a)-F(x)log q|” < sup = = ¥ [f(an+b)-f(AnsB)|
a=x J x<y<x€ ¥ x<nzy
(g,aAr)=1

hot4d gon all additive functions f( ), and all x=22 . Hene
Foy = 3= Ha /o sm e,
1/2 9. 1/2 g
X T<qex X “<qsx
q denotes a (typical) prime-power, and the constant C depends at most upon a, A, b
and B .

Remarks. <« denotes the symbol of Vinogradov, so that r <« S means

Ir| < €S
for some constant CO. In the above case it depends at‘most upon a, A, b and B.
Probably, if the inequality is asserted only to hold for x Tlarge enough depending
upon a, A, b and B, then an obsolute value could be given for C.

There are suppliementary inequalities involving those prime-poweré which do .
have factors in common with aA , and also IF(x)IZ. I shall not go into those here.
Beforegiving some indication of the proof, I will give some applications.

Erdds (Annals of Math., 1946) proved that if |
f(n+l) - f(n) — 0, n — o,
then for Séme constant D,

f(n) = D log n

must hold. Many other proofs of this result were later given. Here I note that
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in his paper Erdds conjectured that from
f(n+l) - f(n) < constant
one could establish the existence of a constant D so that
f(n) = D Tog n + 0(1)
uniform1y for all n=1. This conjecture of Erdds was established by Wirsing in
1968, by a method altogether different from that of Erdos.
The method used to establish the above theorem is once again different.

2

In particular L"-norm inequalities are considered, since the dual of an

L2-norm inequality is generally another inequality involving Lz-norms.
In this same period of the sixties, Katai asked for a characterisation of
those additive functions for which
f(an+b) - f(An+B) —> Cq s
for some finite number i s8 n— .

The inequality of the theorem allows us to conclude from this assumption

the uniform boundedness of the sums

S= bif(a) - F(x) Tog qf? . x s 2.

q<x q
(q,aRA)=1
In particular |F(x)| is bounded. By letting x increase through a suitable se-
quence of values, we obtain a constant F so that the series
1 2
2= glf(a) - F log g
(g,aAA)=1

converges. In particular those primes p for which |[f(p) - F log p| s large,
say at least one in value, have |

z

O =

convergent. Such a thin sequence of'primes is readily handled by a sieve method,
and one deduces that for all q which are prime to aAA ,

| f(q) = D log q,
when D 1is a constant depending upon F.

For example, if



55

f(3n+1) - f(3n+2) — 0, n —w,
then for some constant D,
f(n) = D logn
holds for all n which are not divisible by 3.
In another direction, consider the following result of Erdds and Kac (1939) :

If f( ) is strongly additive, |f(p)]| < 1,

1
2 =
any =5 He) gy - (o LRI 2,

p<N P p<N P
and B(N) 'is unbounded with N, then
. 74 2
%] Z 1 = 1 f e"u /Zdus N->o,
n<N vor -

f(n)-A(N)<zB(N)
where the frequency approaches the normal law in the usual weak convergence sense
of measure theory.

I shall not consider here the ramifications of this result in the Probabilistic
Theory of Nuhbers, but refer only to the monograph of Kubilius, and my book, volumes.
239, 240 of the Springer Grundlehren series, 1979/80.

Suppose now that B(x)>0 1is a function which satisfies B{(x) — o as

X — m, and

y
1im .EL)E_). =1
x>0  B(x)

for each fixed y > 0. Then a necessary and sufficient condition for the frequency

D 1
[x] n<x
f(n+l)-f(n)<zB(x)

to approach some (limiting) distribution as x — o, in such a way that the
mean and variance of this frequency also converge to the mean and variance of

the Timit law, is that there be a constant D so that

2
1 ) (f(p)v D log p)

B(x) p<X P
f(p)-D Tog p<uB(x)

— G(u), x =0

for some non-decreasing function G(u) of bounded total variation. Here the more
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difficult part is the necessity of the weak convergence to G(u). An application
of the theorem allows the use of a compactness argument so that one can introduce
the machinery of the theory of probabi]ity.v
Now a third application. Let 'ml be an integer which is prime to 3.
Clearly one can always obtain a product representation of the form
s

€.
v _ i
my = g:& (3n; + 1)

where v, n. are positive integers, and each €5 has one of the values * 1.

Likewise if (m2,5) = 1 then one can obtain a representation
S €.
mo= T (5n; +2) .
i=1 !

Much more interesting, and not at all obvious, is that these representatiohs can
be obtained simultaneously, with the same values of Nys €55 S and v. Moreover,
the same value of v can be held for every choice of my and My .

To establish this let Q1 be the (multiplicative) group of the positive ra-
tional humbers. We form Q1 ® Q1 = QZ’ the direct sum of two copies of Ql' Let
G be the subgroup of Q2 generated by the elements 3n+1leéb5n+2, n=1,2,...,
and let T' be the quotient group QZ/G'

The group QZ/G is shown to be finite by considering homomorphisms of it
into various groups, and proving that they are essentially trivial. For example,
one is reduced to the application of propositions of the type :

I§ f.f, are neal-valued completely-additive functions which satisfy

f1(3n4-1) + f2(5n-+2) =0

for akl integers n = 1,

fl(m) 0 if (m3) =1

fo(m) = 0 if (m,5) = 1.
Such a result may be deduced from the inequality of the theorem.
The proof of the main theorem involves several ideas. I shall state here two

ingredients.
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LEMMA 1. Let -1<o <1. Let D=1, t be integens. Then the inequality

2
\ 1 2
Y p omax omax | ﬂ%1<1-3)-|5_—1 > ﬂgl(l-§)|
log x<p<Q (r,p)=1  y=<x n<y n : n<y n
’ nzr(mod p) (n,p)=1
n=t(mod D) n=t(mod D)

2(1- ‘ < 2
« (X ( 0) N Qu(G)) Z _li(g_)_l_

Tog x =

holds fon all additive functions f , for all x=2. Here wu(c) 44 an explicit
but coMpZicated-ﬁunciion 04 o, which satisgies
min u(o) < 8.
l<o<1
As 45 usual p denotes a prime, q a prime-power.
Important features of this inequality are that it holds with no a-piori
bounds on f, and the presence of the factor 1/log x. For a wide range of values

of Q the term x2(1-0)

/1og x cannot be replaced by anything smaller. This result
looks, of course, like the well-known Bombieri-Vinogradov theorem, but it is an
"abstract-norm" inequality, whereas their result takes advantage of the special
properties of prime numbers.

LEMMA 2. Let 1 X
2= 5 1f) - alx) + o) = o(p(x))
dy_ 42
X T<pgx

as X — 0 . Here p(x) >0 s to satisdy

1im sup . o(x) < 00

xo o P(X)

gorn each fixed y>0 ; d1 and d2 are (gixed) pOALtLQQ neazzv; and

a(x) = o HpJ
p<X P
Then there 45 a decomposition
a(x) = U(x) + V(x)

where fon y>0

UOY) = yU(x) + o(p(x))s V() = V(x) + o{p(x))
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hold a5 x — .

In particular we may conclude that

1 -
dl: 4 51£(p) - U(x) Tog p| = o(p(x)).
X *<p=Xx -

The proof of the main theorem is rather complicated, but one might hope to

apply it to other problems which involve additive arithmetic functions.

Impenial Coflege, London
and Boulder, Colorado.



* UNE NOUVELLE MAJORATION DE LA FONCTION ﬂé(X).

Etdienne FOUURY

Dans ce travail, on expose un article fait en collaboration avec H. Iwaniec ([81).
I.. INTRODUCTION. |
La lettre p désignant toujours un nombre premier, on note
wz(x) =# {p ; p<x, p+t2 premier}.
‘La célébre conjecture sur les nombres premiers jumeaux est de montrer que

“z(x) —> + 00 pour x — + @.

Une conjecture plus précise est de prouver 1'équivalence (pour x —+ @) :
1 X

mo(x) v2 T (1 - 5) > = P(x) .
_ p>2 (p-1)" Tog™x
La majoration asymptotique : |
YVe>0 ona ﬂz(X) < {(1+e) P(x) pour x > xo(e)

semble déja trés difficile a obtenir. Les amélioratidns successives de la majoration
de ﬂz(x) rendent bien compte des progrés effectués dans les méthodes de ckib]e
et dans la répartition des nombres premiers.
En 1920, Brun obtenait comme application de son crible, la formule :
(1) mo(x) << P(x)(log Tog x)°
(on retient plutdt ce résu]fat sous la forme :
"La sénie deé invenses des nombres premiens jﬁmeaux est convehgenze”).
Un peu plus tard, i1 obtenait le -bon ordre de grandeur, en démontrant :
(2) | mo(x) << P(x). '
En 1949, Selberg, grace & son crible parvenait a :
(3) Ye>0 WZ(X) < (8+e) P(x) pour x > xo(e).
(On se reportera a [9] par dne bibliographie compléte).

Chacune des majofations (1), (2) et (3) est obtenue en criblant 1'ensemble



{n(n+2) 5 n=<x} et ne nécessite aucun théoréme profond sur la suite des nombres
premiers.

I1 n'en est plus de méme si on part de 1'ensemble

A = {p +2 3 p<x} |

car on doft connaitre la répartition des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques. Ainsi en 1960, Wang ([14]) obtenait, sous 1'hypothése de Riemann
généralisée, 1'inégalité
(4) Y ¢>0, my(X) < (4+e) P(x) pour x > xo(e).
En 1965, Bombieri et Davenport ([1]) retrouvaient 1'inégalité (4), sans recourir
a8 1'hypothése de Riemann généralisée (voir aussi [13] pour un résultat intermédiaire).
Leur démonstration repose essentiellement sur le théoréme de Bombieri-Vinogradov ([91),
résultat trés puissant sur la répartition, en moyenne, des nombres premiers dans

les progressions arithmétiques :

Pour tout A , AL existe B = B(A) zel qu'on ait

(5) 2 max max |mw(x ;q,a)-Eiégl = 0,(x(1og x)'A).

- - (g
qsxl/z(log X) B y<x (a,q)=1

Le coefficient 4, dans la formule (4), semblait difficile a améliorer, puis-
qu'il est directement 1ié & 1'exposant 1/2 de (5). Toutefois, Chen ([21, voir aussi
[12]) parvint & Ta formule

Ye>0, nz(x) < (3,9171 + €) P(x) pour x = xo(e).

Sa démonstration utilise des arguments proches de ceux apparaissant dans celle du
théoréme de Chen ([9] chap. 11). A
On montre

THEOREME 1 (61, [8]) 5 Pour tout ¢ > 0, on a pour x > xo(e) L' inegalite :

(6) m(x) = (35 + €) P(x).

(Le coefficient %g (= 3,7647...) pourrait sans doute &tre amélioré en utilisant

les idées de [2]).



Par le crible de Selberg, appliqué & la suite ., on parvient, en simpli-

fiant & 1'extréme, & la majoration :

(7) | nﬂxygzé%%%+@ P(x) + R(A,D)
-— . X
avec R(e,D) = z;% |ﬁ(X 3 q,-2) ‘E%a% | -
(g,2)=1
) _
2-8

La formule (5) permet de choisir D = x"~ , conduisant ainsi a (4). On voit que
toute amélioration de 1'exposant %, se répercute aussitdt sur la majoration de
nz(x). Une étude plus précise montre que R(.«#,D) vaut en fait (toujours en sim-

plifiant):

(8) Rt0) = T (T s e ) - ez
(9195,2) =1

avec Izq{ < 1. Cette souplesse plus grande du t?rme reste, ne permet pas encore,

pour 1'instant, de prendre des valeurs de D > xz-E . Mais le crible de Rosser-

Iwaniec ([11]) fournit un terme reste beaucoup plus intéressant, puisque pour .

toute &criture D = D1D2 (b =1, D, 2 1) on retrouve la formule (7) avec

1~ 2 -
_ . oy L _m(x
(9) R(JisD) - 2: kql(Dl) AqZ(DZ) (m(x 3 qqus Z)v @ qlqz) )
avec !Aq_(Di)] <1 (i=1ou2).
1
Pour D.= D, = Dl/z, on retrouve (8).

1 72
On a besoin de quelques définitions :

Soit A : N°= [, on dit que X est de niveau D (D > 1) et d'ordre fini

si on a
d >D= A(d) =0

et s'il existe un entier x tel qu'on ait
[A(d)] =< 7,(d)

(t,(d) est le nombre de décomposition de 1'entier d en d = dl"'d ).
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On dit que X de niveau D est bien factorisable, si pour toute décomposi-

tion D = DlD2 (Dl’ D2 > 1), i1 existe u et v de niveaux D1 et D2 et d'ordre
finis vérifiant X = pu * v .
D'aprés les formules (7) et (9), il est facile de.voir que le théoréme 1 est

la conséquence du théoréme 2 suivant :

(.A.)lt—'
NI~
]

m

THEOREME 2 : S&  A(q) est bien factorisable de niveau Q = X (e > 0),

on a, pour tout A LR'inegalité :

m -A
(10) (D A5 ) - T = 0y (x(109 ™)

und formement pour lal < (log x)A.

Ce théoréme constitue, en un certain sens, une amélioration du théoréme de
Bombieri-Vinogradov. A cause du probléme de 1'uniformité en a, on en peut rien
déduire sur le nombre de solutions de 1'équation 2N = Py + Pp- |

La démonstration du théoréme 2 est longue, nous n'en dégagerons que les idées
principales.

Par 1'identité d'Heath-Brown ([101) et Ta définition de A(q), la démpnstration

de (10) se raméne 3@ prouver que la somme

1
11 E=Y a 2 B Y v, 5S_ & - S > 08
(11) =R T <= S =M m = n  o(rs) Ym n)
mn=alrs] (mn,rs)=1
vérifie

£ = 0, (MN(Tog M) 7).

On peut supposer, pour simplifier, les inégalités
Iarl’ lssl’ Iym,’ '(Snlg]"
Les nombres R et S vérifient RS = Q, et seront choisis de maniére optimale en
fonction de M et N.
Les nombres M et N sont liés par la relation MN = x, et Tla suite (Gn)

se répartit bien dans les progressions arithmétiques, elle vérifie :
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T St a8+ 0g(y(Tog ) ™)
n<y,n=blk] nsy,(n,k)=1
pour tout B, et pour tout entier b premier avec k. (Pour 6n = A(n), on recon-
nait le théoréme de Siegel-Walfisz)..
‘Le probléme est alors de ca]éu]er, en fonction de M et N, uhe "sorte d'expo-
sant de répartition" de la convolée des suites (ym) et (6n). Cette‘situation
a été 1'objet de [4]1, [5] et [71, et a été traitée par un calcul de dispersion.

- Par une interversion de sommations, la relation (11) devient
E=3% a. 1 ym(Z: Bg L8y = --)
r m s n

et pér 1'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

<SS (T8
r s s
Aprés avoir développé le carré, on arrive a

wn

28, - L )°
n

2 <

ES < RM(W - 2V + V)

o U, V et W sont définis & partir de six variables de sommation :
r,ym s,s'y,n et n'.
Chacune des expressions U, V et W doit étre exprimée comme somme d'un terme
principal et d'un terme d'erreur, en effet aprés une interversion de sommations,
on rencontre une somme S de la forme suivante :
S= Y 1  (k>M.
M<m<2M
tm=b[k]
(Les nombres b, t et k sont définis a partirde r, s, s', n et n').
En notant " {y} 1la partie fractionnaire du réel y et par t 1'inversé de t

modulo k, on voit que S vérifie

_ M, M-bE, 2M-bE
(12) § =+ 1) - {5522

Le terme M/k est le terme principal. La contribution des différents termes
principaux est traitée par le grand crible, d'une fagon analogue d la démonstration
du théoréme de Barban-Davenport-Halberstam. Le point dé]icét de 1la démonstration est
1'étude de la contribution des parties fractionnaires de (12); On ne peut se conten-
ter de la majorer par 1, on'les développe en série de Fourier, pour parvenir a des

sommes de Kloosterman. I1 faut alors tenir compte des différentes compensations en
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sommant sur les variables r, s, s', n et n', autrement dit, on gagne davantage
en appliquant les résultats récents de Deshouillers et Iwaniec sur les sommes

des Kloosterman en moyenne ([3]) qu'en utilisant la majoration classique de Weil.
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AN EXTENSION OF THE METHOD OF MOMENTS

A. GHOSH*
1. If one were to draw up a list of theorem that illustrate the abiding
charm of number theory, then surely one would include the beautiful result of

Hardy and Ramanujan [ 7] that almost all integers n have about log 1og n

prime divisors.

In his doctoral dissertation (of which only fragments were ever
published) Turan [10] gave a new proof by exploiting the probabilistic
aspects of the problem; .and then, in 1940, ErdYs and Kac [5 ] demonstrated

the fruitfulness of Turan's point of view in their famous theorem that w(n),

the number of distinct prime divisors of n, conforms (after suitable normal-

ization) to the Central Limit Theorem and the values it assumes are distributed

according to the Gaussian Law. Later, Kac [8 ] described this result as an

instance of ‘primes playing a game of chance.

Let

w(n) - log log N

o.(x) = é-card{n : 1< n <N, < x}.
N N - -
v log log N
then N(x‘) is a distribution function and
x
2
. _1
(1) Lim o (x) S J e % gt
NET V2T

is the precise stafement of the Erd8s-Kac Theorem. Their proof involved
applying the Central Limit Theorem itself to a truncation of w(n), and
then bridging the gap between w(n) and its truncation by means of Brun's
sieve. Kac also suggested that a more straightforward approach and one
"closest in spirit to the traditional lines of probability theory", would

be to compute the associated moments

* This article was prepared and delivered as a lecture at the Colloque
Delange, June 1982, by H. Halberstam.
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[+a]
N k
1 - log 1
B = f -xkdON(.x) ) @@ - log log N,
—c0 n=1 v/ log log N

and prove, for each k 1,2,3,... that

: k!
o0 ———
2 Tk
@)  p = lim () =(zm'1§f K g of (12T, K even,
K oo K
00 0 k odd.

3

By a classical lemma of éebyéev - the method of moments - (1) would.then
follow at once.

This approach has the added appeal that (2) yields a whole
family of striking asymptotic formulae. Cases k=1 and 2 were already
explicitly preseﬁt in Turan's pioneering work - the case k=2 leads
directly to a proof of the Hardy-Ramanujan Theorem - but (2) was first
proved in 1953 By Delange [2] (who was not aware at the time of Kac's
desideratum).

When k dis odd, = 0 -~ in other words, there is then present

a"
a marked cancellation effect. It is therefore appropriate to ask whether
anything can be said about the corresponding absolute moments, about
N
I |w@) - log log N|,
n=1

for example. The purpose of this note is to answer this question. Indeed,

it is perhaps a little surprising that one can prove even that

THEOREM. TFor each real number Kk > 0,

N %K ;

K 2 K+ L
Y Jw(n) - log log N|T F(*EADN(log log N)* Kas N » o,
=l o™

We shall suppose in the sequel that N is a sufficiently large positive integer.
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2. Our- approach is to calculate the real absolute moments by expressing
them in terms of ‘even integer' moments kaf For this (2) alone is not
sufficient - we require a result for Por that is uniform in k; fortunately

such a result may readily be extracted from Delange - [3]: Write L = log log N

énd
-k :
F(n) = (w(n) - L)L *, 1 <n <N,
Then
3) (y —lbzl 2k . + 0((ak) KL
- By C ) = N F(n)" " = Hop ((ak) "L %)

n=1
where A 1is, here and throughout, a 'generic' positive absolute constant.
The cases 0 < K.i 1 and Kk >1 r;quire slightly different
treatment, and we shall deal here in detail only with the case «k > 1.
Let m be the unique non-negative integer such that

2m +'1 <K < 2m + 3, so that we may write

K=2m+1+86, 0<6<2,
Let
. N .
4 4 |
- (sin t) _ (sin t) -l-e
D—I 5 16 dt = ———2—_*_—e—dt+0(T )
0 t 0 t

for any T > 0 (T to be chosen later). Throughout, constants implied by

use of the, O-notation depend at most on K.

[For 0 <« <1, the appropriate starting point is
_ (sin t) '
D-J t1+|< de. ]

0
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Then, for any da,

_ 2m
(%) | lalK = Jﬁ]___ J ._’ilil._.,&l_t_)_. dt + O(T 9) .

2 + 6
0

Moreover, by Taylor's Theorem

R 2R+2)
. 4 2r (4 ix])
(5) (sin x) = rZZ a _x + O{KE%;%TT }
where
(6) la_| <35 (gr), (x=2,3,...)

and R is a parameter to be chosen later. Combining (4) and (5) we

obtain
T g 2R+1-9
kK 1 2r| 2m+2r __dt (4T) - 2m+2R+2 2m  _-1-2
T I I B el i e
=2 t 4
0
Now take |a| = lF(n)lK, sum over n from 1 to N and divide by N:
A . .
T T : K _ 11/ 2r dt
RN LCTE (R RSN
n=1 0 r=2 t
| (47 2R+1-8 _ 1.8 )
—_— 1 J) ¢
+ Ol ZRe3)T Homiopez M + T 7 7wy (M)
. )
Hence, by (3), we obtain.after some straightforward calculation
T R | 2
1 2r  _dt 5R . -1-8 T _-%
M (N) D J ;Eé aru2m+2r t ¢ 248 T e L
= t
0
2R+1-6 }
[(AT) + T-l—e

+ Ol(2R+3)! Mo m2R+2

)

Nt s . et
.
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It is straightforward to.check that

R _ R
Momsors2 S 2m+1)RF u2 nHope2 S (2m+1) uZm-(3R) = 0((AR)"), so that
(7). becomes
® == T 1 a 2r 4t +o. Pa+ ante L
' KB =g & rHom+2r 2-!-6
0¥2 5 - -
. (%)R+3 T2R+l-6).

We are now ready to deal with the leading term, and here, in a sense,

we reverse the direction of the preceding argument. We know that
2
1
=V—2~ J x2ke/2x dx,

and therefore, by (5),

[ o] .
R 2
T 2r _ /2 2m _-Ix
LMy £ =75 J e { I a (ex) }
r=2 r=2
0 .
°° 2 2R+2
/2 2m -~ . 4 (4t)
=V T J x e & (sin tx) dx+°[(2R+2):/L 2m+2R+2
‘ o _
. -1  _-2-0 . .
Now multiply by D 7 t » integrate with respect to t from 0 to T,

and interchange the order of integration (justified by absolute convergence).

Then the leading term in (8) contributes

A T

. 2 4 . '
_1 . 3
/2 I x2m e fég 1 J 31; ixé:) de| dx + 0((A)R+3 2R+1- 6)
t
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(o]
- 2
—.1 -
- /% J K2 xS R ml0y g 0((A)R+3 2R+1-0
0

)

N
A

2 I..(_K;l-}_) + o(T -6 (%)R+3 T2R+1-6)

f

3

by (4). Hence (8) becomes

%k 2 A R+3 2R+1-9
@ W =2 rEL o fa + ar® T T H 4@ -

3

%
It remains only to choose T and R. Let T = (R/A)*

1 log L
R=70 log log L ° Then

and

%K
) = 2= ¢ 1 o(@BIE L)Y,

L = log log N,

which is a little more precise than the statement of the Theorem.
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3. Erd8s and Kac actually proved their theorem for the more general

class of real strongly additive functiomns

fm) = ) £(p)
pin

which satisfy
(10)  £(p) = 0(1)
and

P

’ 2
a1 Z £ > o g5 N > o,
p<N ’

Writing

r
AN = ] f—(g)— (r=1,2),
p<N -

our method extends without new complications to proving that, for each real

number K > 0,

- N | f() - A, (N) Kk k%K
a2 lm %) r -2 pdd,
S | A,(N)* roo

if f. 1is a real strongly additive function satisfying (10) and (11).
Indeed, it is clear from the details of the method that we could weaken (10)
somewhat and still obtain (12).

| H. N. Shapiro [9q ] proved the ErdBs-Kac Theorem subjeét to  (11)

and the’(analogue of the) Lindeberg condition

. _ | 1 |
(13) for every € >0, 1lim AZ(N) ) £® . 0.
: N- psN P

Ly
lf(p)|>eA2(N) 2
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Moreover, Delange and Halberstam [-¢ ] showed that the moments associated with
f behave in accordance with (2) if (11) and (13) hold and if also (cf

(10))
14y  £(p) = O(Az(p>1/2) ;

but that this is false if one assumes only (11) and (13). It is very
likely that (12) holds also for the Delange-Halberstam class of additive
functions.

It should be mentioned in conclusion that the extension of the method
of moments described above has been used with success also in the study of
zeros of the Riemann zeta function (Ghosh [&]), and could be applied to
the results about character sums in Davenport and Erdds [4 ], if ever

ahything were to be gained by so doing.
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ON RANDOM MULTIPLICATIVE FUNCTIONS

Let f(p) (p prime)} be independent random variables taking the values
+1 and -1 with probability 1/2 each. We extend them to a multiplicative func-
tion by defining
f(n) = 1 f(p) if n ‘is square free,
pén otherwise.
A. Wintner [1] proved that
M) €T T e = o(xMEe,
n<x \ 4 O()(1/2—8)
for every positive e with probability 1 as a heuristic support for the Riemann
hypothesis, the latter being equivalent to the first estimation for the special"
fuhction With f(p) = -1, the Moebius function. A deeper aspect of the prob1em is
to find out how the number-theoretic dependence among f(n) effects the magnitude,
compared especially with the case of f(n) =t 1 being 1ndependehtkf0r all n
when the exact order of magnitude /X log 1og x is known by the law of the 1£erated.
logarithm. P. Erdds therefore proposed to give more precise estimations showing.-
(unpubTished, see [21) as a first step that
| M(x) = O(YX Tog Lx),
(1) . C
# 0(vx/1og " x)
- with probability 1. Here and in what follows C1s Cps... are, uniess otherwise

stated, positive universal constants that could be given numerically. In the present

paper we replace both these constants by arbitrary positive numbers.
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Cq v1og log x Tog Tog log x
THEOREM. (i) M(x) = 0(Vx e

Cy4 v1og Tog x log Tog Tog x
(i1) M(x) # 0(V/x e

with probability 1.

Apart from the three times iterated logarithm in (i) -it will be outlined
after the proof of Lemma 3 how to drop it by more careful calculation- theée bounds
seem to be the best our method can yield. Unfortunately they are still too weak
to make a comparison with the law of the iterated logarithm. Surprisingly, the

"logarithmic average"
00

:ﬂﬂl

n=1 n®

is, as o —> 1/2+0, much smaller for our random multiplicative function than
for f(n) independent for all n as can easily be established.

Our problem can also be interpreted in the theory of orthogonal series.
Realizing f(p) as the Rademacher functions, f(n) will be the Walsh system of
functions in a number-theoretic reordering. In Wintner's and Erdds's upper bounds
the ordering does not yet come into play -(1) in fact following for any e 3/2
from a theorem of Rademacher énd Menchov concerning general orthogonal series-

but it plays an important role in all the other results.

Proof of Theorem, (i). We shall show in Lemma 1 below that M(x) changes

Tittle in short intervals :

max IM(x) - M(x )| = O(/QE)
X1 XX

C6
almost surely, where X = [ek 1 with some 0« Cg < 1. It therefore suffices
to prove y
' X c,/1og Tog x, 1og Tog log x
(2) J K M(x)dx = 0(x-x,_;) & e k Ky
.
k-1

almost surely.
In each f(n) built up from f(p)'s we separate primes p <z from those

p > z, the parameter 2z to be specified later. Introducing the notations
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3.
) %
M = I fm), TFe 3T
m<X r r>z
plm=p<z : pir=p>z
r square free
this leads to the decompositions
(3) M(x) = M(x) + T R(rM () D (x) + My(x) 5
- r
| " " o
(4) J M(x)dx = J Ml(x)dx + J Mz(x)dx,
| k-1 -1 k-1
where
: g * K X def *
(5) J M, (x)dx = Y, f(r) J DM (R)dx = ) b, f(r) (b, = b(r,k,z)).
X1 r<x X1 r<x

The advantage of this formula will be apparent later.

Observe that for f(p) occuring in Ml(x), hence in br we have p < z;ﬁ"
while for f(p) occuring in f(r) of X:* we have p > z. These two being comple-
tely independent sets of random variables, we can, for the time being, fix the
values f(p) for p <z, i.e. consider br as (deterministicly) constant coef-

- ficients. Note also that since r in Z:* is composed of primes p > z, the number
of its prime divisors Q(r) is Timited and it is thus useful for (5) to apply

Lemma 2'bélow :

(6) E(| & b f(r) £ 1#(p) fixed for psz)<( T b2(e-1)r))¥/2
: _ r<x, r<x,

for any even integer £ > 2. (E' stands for expectation). Markov's inequality
implies for the conditional probability

Prob( | Z:* b f(r)| > (x=x_1) V?E R|f(p) fixed for p < z)

r<x

k .
(7) = p2ee-1)™r) g2 2
. ‘12 (T i \ o def. X (0, = D{kuz)).
R \ (X=X 1) X ) RE k

R is to be chosen later.

Using first the Cauchy-Schwarz inequality in the definition (5) of br s
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X/r  M5(u)

X
k 2
br < (xk-xk_l) Jx Ml(é) dx < (Xk_xk-l)xk'J = du,
k-1 *-1/r
2
X M7 (u) X My (u)

T2 )M eix-x, ) T @D T s v [ 7L 5 (paft),
ren T k “k-177K = X u k17K jq U X T xie
K L STabl

- the upper limit xk/z coming from r >z in Z:* . The sum will be estimated in an
elementary way in Lemma 3, (ii) below (taking a = Xk-l/u’ b = xk/u > z), giving

for the quantity Dk defined in (7)

| log Xy 2-1 X /2 Mi(u)
(8) Dy = 159z (°12 Togz! jl 7
provided that X |8
X Xk-1

(9) z e
with some fixed & > 0.

We can now explain the aim of our introductory steps. The last integral,
since we expect Ml(u) to be of the order about vu, is only a logarithm in magni-

tude not changing its order in a whole range

(10) Y < X, <Y
. toq v &1 (¥ 1w
D, £ —— (cqi, T223) du
k ~ Tog z ‘*12 log 2z 1 u2

independent]y of the many k in our range (fixing Y for the time being) and a
trivial estimate of the integral will therefore suffice : letting now f(p) for

p <z, too, be random variables we calculate the expectations

2
E Ml(U) = )_ l=u
m<u
plm= p<z
m square free
2
£-1 Y M;(u)
1 log Y 1 2 def. log Y
(11) E log z (C12 log z) Jl u du < (C12h) (h ™= Tog z)

and apply Markov's inequality to get with probability

(12) 1- %
(13) | D, < (clzh)zR

for all k in the range (10) simultaneously.
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If so, the right hand side of (7) becomes

N NN log’R

k 1712 <e 16 Tog(cqoh)

RE rE/2 :
with the optimal choice £ =2 [-—-JQELjL——-] , provided that

4 ]og(clzh)
log R

(14) TTog(cm = %

. . v ) 1/C6

(7) holds only for a single k. We discard all the events, at most (log Y)

C6
in number, (recall X = [ek 1), featuring in it corresponding to our range (10)
of total conditional probabi]ity at most 5

log_ R

1 -
(Tog V) /cg o 16 Tog(cyzh)

The condition (13) of this conditional probability is fulfilled with proba-

bility (12) and we see that with probability TodZR

1/ -
(- (1~ (ogv) Ce T6TOS(CLM

we have for (5)

X
k

(15) | J My(x)dx| < (x =%, _;) /?L R
X

: k-1 .

for all k 1in the range (10).

The first term of (4) is estimated trivially using Markov's inequality :

X X :
k 2 k 2 o 2. ~h
E(jx Ml(x)dx) < (xk—xk_l)jX E Ml(X)dX5§(kaXk_1) X e s
since k-1 k-1 '
2 ~h
(16). E Mi(x) = n;;; 1< xe (z>cqps h220q7, x<X)
plm=p<z

m square free
by Lemma 3, (i) below, noting that 1log xk/log z > (1/2)log Y/log z = h/2 accor-

ding to the definition of h in (11), hence

Xk _h
Prob([J M (x)dx]| = (xk-xk_l)/i—) <e

k
. k-1
for a single k.

Discarding all these events of total probability at most
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/e, _
(log Y) 6 e h,

we have
g

IJ Mp(x)dx| < (x,=% ) /?;
X-1 |

for all k in the range (10) simultaneously and combined with (15) we get for (4)
*K

(17) |J M(x)dx| < (x =%, _1) VX, (R+1)
% _
k-1

for all" k in A <x, <Y simultaneously with probability
2
log"R

Ve = 5 Teglesn] . -]
(e 9 12 +e )J.

1
1- [R'F (Tog Y)
In order to optimize this quantity let us e.g. choose h =_Iong and in

order to supress the power of TlogY with a possibly small R set

logR= /(33/c6)1og1ogY logloglogyY . We then get for the exceptional probability

in the square bracket the upper bound
-1/c

6 - c5/1og1ongog1og1ogY

1 2
(18) R + (log Y) <sg<e

for Y Tlarge enough. h defines z 1in (11) as
log ¥ _ log Y

log z = h
: (33/c6ﬂog1ongog1oglogY
c
6
and as for x = [ek ] <Y

X 1 (I-cg)/cg (1-cg)/cq
_— v (Tog x) < = (log Y) R

k "k-1 6 6

we see that condition (9) is satisfied with e.g. ¢ = Cos while conditions (14), z:>c11
and h:>2c11 in (16) are obviously satisfied.

Putting our choice of R into (17) and letting Y run through a sequence
s

/7; , e.g. Y = e?  we get (2) with any ¢4 > v33/c;  from the

Ys with Y s

s-1
Borel-Cantelli lemma since the sum of the exceptional probabilities as estimated
in (18) is finite.

Q.e.d.
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| 6
LEMMA 1. Let x = [ek ]. With suitable 0<cp<1 we have
max !M(X)'M(Xk_l)l = max I E f(n)| = O(/)?()

Xpeo 16X XXX X _<n=x
with probability 1.

In fact we could add any fixed negative power of 1ogxk as a factor to the

right by further decreasing the value of Co

" Proof. This is based on evaluating

4 _
E(Y_ f(n) = )~ EFOFmMF(n)F(r) = 1. 1.
u<n<v u<f,m,n,r=v. u<l,m,n,r<v
Zmnr a complete square
£,m,n,r square free

We write 52, u2~<s‘<v2, for the complete square and observe that !Lls2

implies £|s, s def. e, u /v<,@'<:v /u, £ being square free. Noting also

Y 1< diee'd) < dée)dte)

M,N,r
mnr=%f=££'2_ ,
owing to elementary properties of the divisor function d(n) = ) _ 1, we obtain

m,r
mr=n

4 2 4, ., 4 2

E( Y f(n) < (2 d°(8) ( 2 -d(f—))ﬁ(zz- d’(£))".

u<ﬁsv u<ksv u2/v<£'<v2/u u /v<£<v2/u

One way of estimating the sum here is to use HOlder's inequality and the

elementary estimate
2%1

Y d%*(2) = 0(x log” ~“x)
yZ3% -
with x = Vz/u, o = 12 : assuming also u+l<v<2u,
' 2
= dhe) < : at2 1/3(% gv_+1)2/3<C7vl/3(v_u)2/31091365v.
u2/v<£<v2/u £<v /u

We could almost get (v-u) but the exponent 2/3:»1/2 is just as good.
Markov's inequality implies for X1 SUSVEX
Xk 2,v-u

Prob(| ) f(n)]| > —K ) <ty T 10g 8, .
usnzy log xk 7' x k
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Keeping k fixed temporarily we apply this result, in a nowadays standard way,
to u = xk_1-+(s—1)2m, Vo= xk_ld-szms;xk for all possible choices of s=1,

m=0, sZm:;xk-xk_l. Summing the bounds for the corresponding probabilities,

4/3 x,-x X, =X 4/3 c
2 , Cg 2" K *k-1 K *k-1 8
c; log °x =) —_—— <y ) 1og “x, .
7 k m X m 9'\ x 7k
27SX "Xy 1 k 2 k

With the exception of an event of this probability

T s

f(n)| <
u<n<y Tog Xk

simultaneously for all the above intervals (u,v).
. By dyadic decomposition every interval (Xk—l’x) (x < xk) is the union
of such intervals corresponding to different m and we find that
%
max | Y f(n)] < Tog 2 °
Xa1 XX X <nsx
since m has at most 1og(xk-xk_1)/1og 2+1 different values. This then will follow
almost surely for k Tlarge enough from the Borel-Cantelli Temma as for the above

c
exceptional probability we have, when x = [ek 6] >

X l-c,. °?
k K 6
X, =X 4/3 ¢ c Cqn
k k-1 8 10 10
1o < =
(7% ) 109 X < TR (Tcp)cacg - (573

choosing ¢, = 1/16(c84-4/3),

and the proof of Lemma 1 is completed.

We have made, in the course, a rather rough estimation of the 4th moment as
far as powers of logarithm are concerned. Some power is, howeQer, indispensable
and this makes it impossible to simply use this natural device of 4th moments to
prove our Theorem containing only loge. In the present situation, however, we héve
taken sufficiently short intervals X" X1 ™ xk/1ongk to cancel the effect of the

logarithm.
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Next we prové (6) in a different, but obviously equivalent, formulation in

order to emphésize=its independence of primes and our ordering of the Walsh system.

LEMMA 2. With points w of a countable set § we associate independent
nandom variables & = taking +1 and -1 with probability 1/2 each.
Forn any §inite subset A we put =T &, and denote by Cp arbithany constant

wEA
coefpicients. We have for every even integen L£=2

L . 2 Al \L/2
Bl 3 e gl < (1 1ey1? (e IADY
_ A A _

where A nuns through all 4inite sets AcQ ; [A| stands fon the number of elements
in A,

This result, as we have learned long after completing the work published
here, had been proved earlier by A. Bonami even for every real £22 ; see [3]
where she gives various methods for proving this and related results. We present

our different

£ el a2 &R e iy AT
(19) £ 1@ el s 1T I P

for arbitrary £ sets of ceofficients c£1), where £ 1is an integer, even or odd.
We deduce the inequality for £+1. For £=2 it is just the Cauchy-Schwarz inequality,
the Ny being orthogonal and the lemma then follows as the special case

o =, (1sise/2), (=, (/2<is<e) when & is even.

A
Now, multiplying out and separating i =2 + 1,

) .
_ 2+1) (1) (&) e (241) =
E H(Ec(”n),- ZC( Z: crot..cC E npnNp «-.N —Ec E Cp vee
-1’k A A F B Asoh, Ay Ry T BATTTR, B Ay soahy Al

where in {: (Al""’AZ) runs through all Z-tuples of finite sets which cover
points w€B an odd number of times, points w ¢ B an even number of times.
We consider A% = AiriB and make them disjoint by the usual procedure :
"n_ pt nw_ pi n
Al"Al, A2—A2\A1’
-(an odd non-negative number is =1)- thus the A; form a disjoint decomposition

Ag::Aé~\(AELJA§) and so son. The sets Ai cover B
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]
of B. Fixing this decomposition, in other words summing in X: first only for
those (Al,...,Aﬂ) which yield the same decompoSition A",...,AE we find for this

n
summation [

. £ . .
1} 1 z
D e O PN O R
As.uA 1 £ i=1
1 £
where b£1) = Ic&&&ul if ALJA$ =0 and 0 otherwise ; to see this the right
‘ i
hand side, when multiplied out, contains beside possibly other positive terms all
terms
1) (£) = el L (8)
b( n ...b n E n neoL. n n = IC ee.C IE n fHeool "
AI\A AE\AK A1\A1 A£§Az A1 A£ AI\Al‘ AZ\AK
with Al,...,Aﬂ occuring on the left hand side and this Tast expectation is in fact 1,

1,...,4) cover each point an even number of times :

since the sets Ai\A$ (i

if wgB, then w ¢ Ag (i i,..., ) and w 1is covered by Ai\A; as many times as
by Ai ; if on the other hand w € B, then we A; for precisely one value of 1,
thus w 1is covered by A{\A? one time less than by Ai’ again an even number of
times.

Hence we can apply our induction hypothesis (19) :

. £ : £ :
(1) (1)12,,_1\IA] _ (1),2 DIREY
b <T b £-1 = T ) 2-1
1(2 A nA) i=1\/§: | A |~ (e-1) 1_21\/_'0\;'%ch |~ (e-1) 1

£
E m

1=

= AT

4 - '

T \ﬁli)(A$)(£-1)
i=1

with the notation

n(1)(a) = }%j {112 -y 1P,
DA

Still keeping B fixed we sum now for all the possible ﬂlBl disjoint

decompositions ‘AI,...,AE of B using the Cauchy-Schwarz inequality :
. < A o =AY
D D2 el o Wy
Al”"’AK 1 2 A{;",AE i=1

|b|2/2a implies with o = u EIBI

+

The inequality |ab| = a|a|2/2
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11.
. e e
2+1 1) (8), e+1),2 ,[B], 1 | .
D DB s elBD 2 B L Dy
Aty 1T R ALY 1

Summing finally for B,.introducing the notation

L= D2 e ey
i

the first term gives (u/2)I£+1 and the second

_]:. _ ‘ (1) A (2-1 'IA.| R
zu.AEAE . ! 1,1<§m (A)(£-1)"171)

summation on the left being extended over all tuples of £ disjoint sets AI,...,AE .

n3es
S/\
-
=
>
—
-t
IA

| L B o

Here

» n() (a) (e-1)7 1Al -T (2-1)" 1Al )D;ﬁ c{112(e-1) 1Pl L Ic[()")lz(l&-l)|D|A§_:_jD (e-1)" 1A

5 el ol
D

Collecting our estimations we get

| £+1 Z: (1) | u 1 L £+1 e
E 1 ( ¢y ‘ny) <35 1 +=— T I.= T I.
i=1 R A A 2 £+1 7 2u i=1 1V 5o1 i
with the optimal choice u =\/( % »11.)/I£+1 what we had to prove.
‘ i=1

The following lemma is partly known (in much stronger form), starting from

the work of N. de Bruijn and partly standard.

LEMMA 3. Let vy = logb/logz. Using again the notation

X
L=
r r
plr=p>z

r square free
and also ). for the same summation with p<z, we have
*
(1) - Y« lsbe”
n<b
jorn z, y > €11 3

. £ o(r) _ b-a , . &
(ii) .z = (C71,Y)
. a<r<b log b'™"12
b &

(555)
jon £ 21, z>e (§ > 0) and Cip = c12(6).

IA
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Proof, (i). With y =2 2 we first Took at

. 2
Toals—F Ioxlognsqgeg I logp s

log = E<nsb m ps<z

= 1

E
2

g<mpsb 2

by Chebyshev's elementary estimation 2:: log p = O(u) which, by the way, he obtained
from essentially the same formula thatpjg have just used. This device of turning a
strong average into a logarithmic one has also been used by E. Wirsing and H. Delange
for general multiplicative functions and a similar thing happens also in the proof

of our Theorem, (i).

' Now, with Oov b/z » B <1 -(1-B)log v + ): (ls-%)+]og]ogz+c14
1 1 1 <z

:*r-ns B lx g1 (1t <e e ’

m>v m=1 m v psz p
where we have made use of the elementary asymptotics

hu) €F 7= 12 10g10gu + 0(1).
p<u P
This latter also implies by partial summation
z . z | 1-B_ (1-8)logz ,¢_ - -
= oh-b - [t nan - [ et au e o) - St + 0z P)=0)
p<z p P 2 1 g 0
and we get
v -2
1-8 -(y-2)log L=+ y-2 i

2::* . o~ (1-B)Togv+cisz” “+loglogz _ logz e 15 <cy logze 2y
m>v

with the optimal choice of B given by the equation 1log v/log z = -2 = c1521'8.

Collecting our estimates,

b
€13 -2y -2y
Z*l‘mgb 16 109ze T <cppbe ™,
-<n<b
z
trivially holding for vy < 2. Using this with b/z,'b/zz... and so on as b
with corresponding values +vy-1, y-2,...,
(00) .
T 2(y=k) -2y
nL;b* < 172 X s2c ,be

for z:>2e2 and Lemma 3, (i) follows.
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(ii) The same formula as above leads to the inequality

I AL L)
a<rs<b g n<l a_ b
"z m“P<m

Here we can use the prime number theorem with a logarithmic remainder to get

. 1/8 .
ugg;v log p < cyg(v-u), provided that v-u=zv/log”’ v (cqg = ciq(8)). With
u=a/m, v =b/m this condition takes the form Tlog(b/m) z(b/(b-a))(S

§

and this

s certainly fulfilled if Tog z = (b/(b-a))~ which is assumed in the lemma.

Wé get further 1
Q(m) c,o2(b-a) p
1 * p 18

= log a C18£(b—a) {:: m log a no(1+

m<b z<p<b

NV
{) R AP T
p

- log a

. clgﬂ(b-a) L 1og(clgy)
log a
proving Lemma 3, (ii).

The three times iterated 1log factor in Theorem, (i) comes from the large

YA . c
factor (cy,v) in Lemma 3, (ii) which in turn comes from )} 1ye can,
s ‘ z<p<b
however, restrict these primes to ranges | 1.
. z<p=z2 P
into a greater number of parts than in (3) according to e.g. the sequence zj =

M(x)= )}, ) 1. f(r) L f(m) + Yo f(n) .

Zjo<ZjSX p|Y\:ZY‘SX<p<Z mSé n<x
i~1P=25 Nep<z .
j j plmepz | p[n=p iy

Estimating the inner double sums for each j separately the same way as in our

Theorem enables one to drop the three times iterated logarithm.

estimating the integral of (8) non-trivially would be to use generating Dirichlet

series ; (see [4] for an attempt). But this is how we get our Tower bound.

[04]

F(s) = 3 B (s = osit)
n=1 n>

converges for o = Res>1/2 as follows already from Wintner's upper bound. Its

connection with M(x) 1is given by the partial integration

0(1) by decomposing M(x)

9
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o) = [ G L g [T M g

1 e 1 Xs+1
Cutting the range of integration by x = exp(1/vo-1) we get for |t] = [Ims |<2,
say,
[M(x) o dx . M(x)] [® dx
|F(s)| < 3(max ‘==t J 7175 * max J T175)
x=1 VX 1 Xt/ X2X, VX 1 oY
< 3(max [M(x) | . L, max [M(x) | . 0-1/2)'
x=1 VX vo-172 xex VX

Suppose Theorem, (ii) were false. This would imply with positive probability

uniformly for |t| < 2, 0 = 1/2+0, with the notation L = log 1/(0-1/2),

L-c,/{T72)Tog(L72
F(s) = 0(e-2 4 ¢ 2 (L/2)Tos( )).

The connection with primes is given by the Euler product representation

| k+1ck
L) (172 p L+ o ¢ G R0
F(s) =1 (1 + figl) _ PP pp k=3 p  kp
P p

This is valid for o > 1 b& absolute convergence. The second and third parts
converge ébso]ute]y even for o > 1/2 while the first sum converges there by
KoTlmogorov's theorem, f(p) ‘being independent and {: 1/p20~<oo. The exponential
formula thus extends to the half-plane o > 1/2.

The third part is uniformly bounded in this ha]f—p]ane. The second part,
by a similar exponential formula for the Riemann zeta function, equals

03] — 1
k=2 p kp

3 109 £(2s) -

™ol =

and is also uniformly bounded e.g. in the domain o > 1/2, 1 <t < 2 avoiding the

pole at s = 1/2 of £&(2s). We infer

(20) max Re Y figl = max ) f(p) cos (t Tog p) L - (cy/2) /L Tog L
lst<? p p  lst<2 p p°

as o =» 1/2 + 0 with positive probability.
We shall show later that with x defined by o0-1/2 = 1/1og x (then L = TogTlogx)

the contribution of terms p>x is negligible as is the error made by replacing o
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by 1/2 for p < x. Our first aim is, therefore, to prove

max :f(p)w>l__c

vLTogL (L=1oglogx)
1st<2  p=x vp

20
almost surely for x = ® through some sequence, a contradiction if C, > 2 o0

We have to split up the sum into smaller parts. The next lemma explains why.

LEMMA 4.

cos(o log p) €21
| - | <

1/1 <a < 4).
=2 5 STogy (1/logy <o =<4)

JX.cos(a Tog u)dh(u),

y
where _
(21) n(u) % T 1= t0gt0gu + C o+ g(u), gu) = 0—Ly)
p<u P , logu
as follows from the prime number theorem with a logarithmic remainder by partial
summation.
First,
X log x a log x .
J cos(oa]ogu)d]oglogu=J Qgﬁa—uldu=J g"')—S-—udu=0( ]10 )
y Togy o logy afogy
(a Togy 2 1).
Secondly,

X X : |
{y cos(a logu)dg(u) = [g(u)]; +<ny g(u) §lﬂi§££5LH) du==0(]0é y) (0 <0< 4)

proving Lemma 4.

We define accordingly )

olt) = I f(p) 2(tlodp) (5 < ¢ < g
y<psx vp

The correlation

Eo(t)o(1) = {:: cos (t 1og p)cos(t log p) 1 Z:: cos((t-t)logp)+cos((t+t)logp)

P P

y<p<x y<p=x
measures the independence of values taken at a distance o = [t-t|. The proof of the
lemma shows that this correlation would be rather large for 0 < a < 1/logy while

it decreases more rapidly for o 2 1/log y. Thus forced td take y large we can
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then apply to our sub-sum essentially the same method as in [5] based on the
almost independence of values taken at distant points.

We take a non negative function
1 X

v

M+1,
k(x) =
0 X

A

M,

M will be given later and consider for an arbitrary set Sc<[1,2] the random.

variable

(22) n = J k(o(t))dt < |[{t : t€S, o(t) = M}]|;
S

(| | of a set means its Lebesgue measure).

We wish to show that with large probability n 1is large, i.e. o(t) is large
on a large set. With a view of applying Chebyshev's inequality for this purpose
we calculate the first and second moments of n using what is called the charac-
teristic function method in probability.
Accordingly we 1ntroducé the Laplace transform
Mw)=Jmk00 X4 (Re w>0)
that we shall only consider on tre line Rew=1.

We have

I

M+1
IJ k(r) x)e Xdx| < Chn
M

r
|K(w)w" | (
( Coo (r = 1,...,6) and we fix k(x) between M and

provided that |k r)( )|

IA

Me1 with this property, implying
(23) J(l)]K(w) W] < cps
integrated on the vertical line Rew=1.

We also have

k(o(t)) = 2?11-](1) K(w)e"? Haw,
- L (t)
(24) En = 5= IS J(l) K(w)E "™/ dw dt
Here, f(p) being independent, cos(t log p)
ééww(t) = m E ve(p) VP = T ch(w cos(t]ogp)).

Y<p=X Y<p=x b
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As chz =exp(22/2+-0 |z|4 for |z| < 1, we have for |w| <

2
ch(™ cos(t log p)) _w cosz(t logp) M _w wzcos(Zt]og p) , 0 hNJ

+
5
b P pc = b 4p p

and by Lemma 4 (2<a = 2t<4), introducing for simplicity

= loglogx-loglogy ( = | __. 1/p + 0(1/logy)) and estimating rather roughly

) y<p<x
W lodwl2, . J_J_
wo(t) ¥ Leop? Otrogy) + O R b aa
"9 =e JYPE = O(log v e’ "), recalling

1/4 1/4

lw| = Rew=1, provided that |w| <(logy) For Rew=1, |w| = (logy)

we ph1y use the trivial - chC”COS(t'UZgP))

‘Y<Esx * ah y<E<XCh(;B)<:C24 A/z.
Splitting the inner integral of (24) accordingly,
I(1) K(w)Ee"{t) gy _ J " K(w)ew2A/4dw-+0(%§gf;){(1)lK(w)w4[|dw|,
lwl<(Togy) /% jwl=(logy)t/®
J(1) K(w)Ee¥(B) gy = 0(e??) 0 IK(w)| |dw] .
w|=(Togy) /4 | w|=(logy) /4

The error made in the main term when integration is extended to the whole line
Rew=1 can be included into the last 0( ) term which in turn is inferior to
the last but one 0O( ) term; A/4 to be replaced in it by A/2. Using for it
our preliminary estimation (23) and integrating the formula thus arisen at the same

time with respect to t (of which the formula does not depend),

2 A/2
- 1 W A/4
(25) en = 18| (557 [(1)K<w)e dw + 0(755))-
Here, by Plancherel's formula, the integral becomes
2 ‘ 2 2
- -% . - - (1/2)10g &

— J k(x)e “dx =z — e 2 Cyp @

vTA M : vVl =
and 2

| -%;-(1/2)109 A
(26) En > (c,:/2) |S|e
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for we shall have

(27) 0O<M<sA, logy = eZA, A2 Cog -
Next,
n? = [ ] Kott)k(o(0)tar
S’S '
(28) e’ = [ [ £ kGo(t))ko(n)) dter
A SYS
K(o(t)ko(n) = === | [ kk(z)e )70 aue
(2ri)% (1) (1)
E klo(t)klo() = —2— | [ KwKk(z) n ch(cos(tloapltzcos(rlogp)
(zri)? (1)’ (1) y<psx /

Similarly and as roughly as above the product will be

4
2 2 wi+iz

1 @vcos(tlogp)4—zcos(xlogp))2 lwl+lzl)4 v A/4+271/4+0( t-t]logy

5 L +0 ) = e

o Y<P=X P y

_ Parmdara g (ulezD)? sz,
t-tilog y

by Lemma 4 with o = 2t, 2t, t+1 and [t-T|, provided that |w], |z]|=< (|t-r|1ogy)1/4.

For other w, z on Rew=Rez=1 we only use the trivial

2A

| - Ch(wcos(ﬂogp)+zcosU]qu))| <o ch(é) <o, e
y<p<x b y<psx /P
- We see similarly as in the one dimensional case

2 2
ew A/8+z"A/8 dwdz

Ek(o(t))k(o(r)) = —— | | K(W)K(2)
(2mi) 51 il 1/a
-l lzlsC Tl 10gy)
eA/2

o2y [ g (OO | iz ol

TG TN | KW)K(2)] |dw] |dz]
( 1/4

+

1) 51
max( {w|,|z|)=(|t-t|logy)

e2A

2
= (§E7 J K(w)eW A4 dW)2 + O(TE:¥TT6§37) (|t-t] log y = 1).
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19.
For |t-t|logy < 1 we cannot but use the trivial estimate :
20
27° 24
E k(o(t))k(o(1)) = 2L | j K(n)K(2) | [dw] [dz| = cpq 2 .
(2m) (1)7(1)
When integrated with respect to t and t in (28) separately for
|[t-t|logy =1 and < 1, our results yie]d
ZA
2 2, 1 w A/4 109(]5]109 xl
e’ < 15125 J(1>K( e ® o(js| &eglls] + 0(Is] 155 )-
Replacing the integral by En according to (25),
A2 2N
2 e 1?2 e 10g([S]T0gy) y _ (g2 “Aog(]s|log y)

(Is| Togy = 2)

for trivially En < |S| < 1. We have thus found for the variance of n

2A
2 2 1 1
12 - (en? - o5/ lestlsllon 1))

Let us apply now Chebyshev's inequality combined with the lower bound for
En in (26)
5

2A A
Prob. (n < (1/2)En) = 0(]S|S 103(’Sl]°9~Y)) - o(e—loa(sflog v)y _ oA
(En)“ log y IS| Togy

for we shall have |S| Tog y > exp(7A). By the definition (22) of n , using

again the lower bound (26) of En , 2

-%y-1og A -A
Prob. (|{t : teS, o(t) = M}| < [S]e ) <e ",
provided that
(29) IS| logy = e’ ,0<M=<a , A2 Coge

If so, our previous conditions (27) will also be fulfilled.

We shall define a sequence Yk (k = 0,1....), corresponding blocks

of(t) = I f(p) xltloap) (k- 1,2,..,

Yi-1P=Y &
corresponding sequences Ak = 1oglogyk-1oglogyk_1, Mk and a sequence of sets
S, =[1,2] with M2
k - K log A
) 9 %

|Sk| = |Sk_1|e
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With ko to be specified later we apply our result for S = Sk 1° [1,21,
0

y = yko-l’ X = yko, o(t) = @ (t), A = Ako s, M= Mk . It gives us with probability

0 o

1-exp(-4, ) a random set S, < S of measure
k k k -1
0 o 0 5

5
IS, = IS, _ql e ko
Ky k -1

on which ¢, (t) = M .
k0 k

This random set depends on f(p) for Py, which are
0 0

independent of f(p) for p > Yy » SO we can fix this set and take it as our S
0
for the next block ¢(t) = 0 +1(t). Our result again gives us with conditional
0

probability 1-exp(-Ak0+1) a random set Sko+1c:Sko (depending only on f(p)

2
for p<y } of measure M
ko+1 - Kgtl -log A
A k +1 .
ko+1 0
1S, 41l = 15, | e
0 0
on which ¢k0+1(t) 2 Mk0+1 and so on. We see that on Sk mz(t) > MK for all
ko < £ < k and thus
' cos(t Togp) k k
(30) L f(p) = 1 _@p(t) +0(1) =} M, + 0(1)
| <Y /D L=k, 2=1
(0(1) depends on ko) on a set Sk of measure
",
-—=1log A
ISl = 1 e be £
£=ko
for all k simultaneously with probabi]ity
00 -A
mo(l-e 5.
k=kO
We have to satisfy first of all the condition
7A
k
(31) |Sk_1| logy,_;2e .
Recalling the definitions of our sequences this can be rewritten as
A, + (A, = = -1og A,) 27A,, (Tet loglogy_ = 0).
=t ek 0
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2 . cL s
Here Az-M /Az Z Mﬂ if 0 < M2 < Aﬂ’ and it is reasonable to set
A!.'M£=2 log A£ . The inequality will then certainly be fulfilled if we set

k-1

gMg by =78, (k = 2,3,...),
i.e. A, = (1/7) log Aps B =8 4t (1/7)1o0g A1 (k = 2,3,...).
Starting this recurrence with Al large enough, all the remaining conditions
OsMksAk, A 2 Cog of (29) will also be satisfied.

We easily see that Ay n(1/7)k Togk 3 alternatively we could define Ak

a priori as e.g. (1/8)klogk and ver1fy the requirements for k = ko ’ko large
enough. We have
TogTogy, = {:j b, (1/14) K% Togk ,
k K £
1og1ogyk-z:: M,=> (A =27 . loga,v2k Togk ~ v/28Tog Togy, TogTog Togy,
£=1 £2=1 =1
implying in (30)
(32) Y f(p) $s(t109D) L | _ [ TogT (L =1loglogx)
p=X P
as x =y —> 00 for t belonging to a set Skc:[1,2] of measure
1
(see (31)) almost surely, letting k - o0, since ), exp(-4,) < +00.
k=1

It remains to examine the difference of the quantities in (32) and (20)

for o = O = 1/2 + 1/logx = 1/24-1/109 Y

(34) z:: £ ) os('t]ogp_)(1 p1/2 o] 2:: £(p) cos t]o
p=x P ' p>X P

A standard real variable technique will suffice here.

We have for v >0

) _
J e (Vat > ™ |(t : ter1,21, p(t) = M}
| 1 |

and calcuiate

2 2
E J eVP(t) 4t - J £ eVP(t)ge.
1 1
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Now,
Eevo(t) - T ch(v cos(t logp) (1__p1/2-c)) m ch(v cosf;]og;n)
| p<X /P p>X p
e 2
!? z;: Ll:EEiEJEl_ + v 2;: 1

The first sum is, for o = 1/2 + 1/10g x,

' 2
< (o-12)° L 1ogB ¢

Can »
P=x 30

and the second, using only a bounded remainder in (21)

w0 4 00 0 _y
) J ul"29 gn(y) = j —du__ o1 - J e du+ 0(1)<c,
2

X X uzclogu r
We deduce 2
: JZ R P e T
! <

and by Markov's inequality

' 2 vM

Prob. (|{t:te[1,2], p(t)>M}|>1/log x) < Prob,(J evp(t)dt 3_]gg X)

1

2
C3oV -vM 1
~ log x
choosing - v = M/Zc32 optimally and M = /8c32L .

< Tlog xe

The sum of the probabilities 1/log x = 1/70g Yi is finite and we see that
almost surely for x =y, large enough the set where o(t) > /B eyl has
measure <1/log x. But (32) holds on a larger set (33) so that there exists
a t satisfying both (32) and p(t) < /5_555-[ implying by the definition (34)
of o(t) |

L f(p) cesltloan) » ) - /25T Togl - /B ey, L
p p

contradicting (20) for Cy > 22?@ . The proof of Theorem, (ii) 1is concluded.
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WEIGHTED SIEVES

H. HALBERSTAM and H.-E. RICHERT

Introduction Let & be a finite integer sequence and & a set of primes.

Following the notation of [4], let J<1= {a€sf: aZ0 mod d}, so that gﬂa =

and write

P(z) = T p, P(zl,z) =P(z)/P(z1)= n P (23zlSz).
p<z z <p<z
pEP pEP

The classical sifting function
S, P,z) = |la€d: (a, P(2)) = 1}}
has been intensively studied and much is known about it for a wide range
of sieve problems. Later we shall need to recall some of this information.
If S(f, #,z) is large then 4 contains many elements all of whose

prime factors from & are at least as large as z; if &# has been properly
chosen this may allow us to infer that . contains many elements having
few prime factors. However, if this is the kind of result we want, then
experience has shown that we do better with a weighted sifting function of
type :

HGl, Pz ,2) = L, Y((a, Blz),2,))

1272 1272
a€f
(a,P(z)))=1

where Y(n) <1 always and v(n) . is so chosen that at n = (a, P(ZI’ZZ))’

y(n) > O implies that a has few prime factors from & between zy and zZ,

Since any a counted in H has ﬁo prime factors from & below zys
an ineqﬁality showing H to be large again leads, indirectly, to the
conclusion that < has many elements having few prime factors (again,
provided that & has been properly chosen); but now we often attain
better results‘because, roughly speaking, we may take z, larger when
estimating H from below than 2z when working with $. The study of
weighted sieves, though hardly new, is still at rafher an experimental

stage. First of all, we do not know how to construct optimal weights «y ;

neither have we found the best way to estimate the associated H from below.

(0f course, these two problems are closely connected; but later we shall
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see that one may have a 'good' weight and still not be sure of the best
way of dealing with H.)

When it comes to interpreting arithmetically what it means for H to
be large it is important to know that we may assume any a counted in H
with a positive weight to be squarefree with respect to the primes (of &)

between =z and z In practice it is usually possible (though not

1 2°

necessarily trivial) to show that

) EDED N

z,<p<z, _aEJf 2
pEP a=0 mod p

is small compared with H , so that we shall make this assumption here.
And while we introduce one assumption we may as well take the opportunity
to introduce several others; for, while generality is oﬁe of the hall-
marks of sieve theory, we have necessarily to impose some restrictions on
o and &
Let X be a convenient approximation to ||, and for each p€P let
wp)/p (O<w() <p) be the "probability" that p divides an element of &
in the sense that Qﬁgﬁ-x approximates Idfp'u We let w(p) = 0 if P
% (normally the right way to choose &P is to require that no prime
from the complement of & can ever divide an element of . ) and assume
that w(p) is, on average over & , 1 (in some weak sense - cﬁ.coﬁdition
QZ(I:A) of [4] with A2l a constant for simplicity; and see F/N connected
with (4.15) below.) We form the multiplicative function (d) = ﬂpldw(P)
on the squarefree integers d, and we assume the "events" {fa in &
is divisible by p in P to be "quasi-independent" in that the remainders

w(d)
(1.1) Ry = |y -—5°%

are small on average (in some precise sense) over divisors d of P(zz) that
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are less than y (see (4.4) below). This y is our basic parameter. We
suppose it to be large, and write

max lal < y® .

a€sf

Finally (for the present!) let

v(z) = T (1 - Q%?l),

p<z
and use v(n), Q(n) to denote respectively the riumber of distinct prime
factors of n and the number of prime factors of n counted according
to multiplicity.
We shall now sketch the first and simplest weighted sieve, invented
by Kuhn. Let b be a positive integer and
|

Y(n)=l—b_+T21
pln

Then +«(n) <1 always and +(pn) >0 implies for squarefree n that n has

at most b prime factors. Suppose we want to sift out Pr's in &, with

r22,
Write
2. = v zZ, = U
1 Y 2 y
where
8
U>max(V, r+1) .

Let a€4 have Y(/(a, I;(yV,yU))) >0and be counted in H(A, P, yv,yU)

-
’

also, remember that :@a dis squarefree with respect to the primes of @

between yV, jU by éssumption. If a has '{ such prime factors between
y' and y¥ | and if  Q(a)2 r+l,
then

v& > la| 2 y£V+(r+l- U _ y(r+l)U—£(U-V) 5 y(r+1)U—b(U-V)

and this is impossible if (r+1)U-b(U~-V) 2g , that is, if we take

b = [SEillH;Lg 1.

U-v
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With this choice of b, therefore, we may conclude that Q(a)<r
whenever vy ((a, P(yv, yU»)> 0 ; and the latter must hold for some a€.,
indeed for many a's, if we can show that, for some admissible choice of
parameters,

0, P, v',50) »> XV(y).

Finally, to arrive at such an inequality we observe that

A

= S(J{; 9, yv) - bil Z S(dp’é?’ y )
A U

y Sp<y

and we then apply classical S—theofy to estimate H from below.

Logarithmic weights

A choice of Y that is always superior to Kuhn's is

- - _logp
Y(n) =1 (r+1)U— El( log y)

first proposed by Ankeny and developed in Richert [7]. Here, if (a, P(yv)) =
and Q(a) 2 r+l,

Y((a,P(YV,YU))) < -(—rT}_)TJ:-é 3 (r+l)U—g-E Ol 1ogy)}

E_E__\.Elgso
* '('E‘ﬁlﬁfg 3 (x+1)U - g~ V@) * Fog7y

so that +y((a, P(yv,yU))) >0 implies that Q(a)<r. Moreover,
here

Ht, By y") =set, #,y") - '(}Ti)—u—" VE (U - 1og y) 124 , 237y

y'<pey”
and so may be estimated from below, as in the Kuhn case, by classical
S -theory.
A defect of both these weights is that the corresponding H-sums
do contain negative weights. In Halberstam, Heath-Brown and Richert [3]

we introduced therefore the modified logarithmic weight

= (] = _logp
v = U - 57 pZEI U - 1o y)}
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where

{x}" = max(x,0)
and we managed to analyse the associated H in terms of S—-functions. The
general theéry of this weighted sieve still needs to be worked out, but
fof Pz's in short intervals we obtained good results.

Howéver, there is a second defect, even in this improved approach,
arising from the analysis in terms of S-functions: we estimate those
appearing with a positive sign from below and those with a negative sign
from above, extreme measures that a prior cancellation or smoothing might
conceivably avoid. Putting this in more radical fofm, we might ask
whether there is not, for each weighted sieve fuﬁction H, a lower bound
theory analogous to that for S . In two important papers [1] and [2]

Greaves has had some success in this direction; and in this paper we sketch

an improved as well as more versatile weighted sieve of Greaves' type.

A new weighted sieve
Introduce, in addition to U and V, two further parameters E

and T , such that E <V and U < T; more precisely, put

1
EQ = max(E, §(I—T))

and require that

1 1

- - <

B Vg, ziusT<l,
also that
U + 3V 2‘1.

Eventually, in an application, all these parameters have numerical values;
but for the theoretical calculations beforehand it is important to insist

that 'V 1is positive and bounded away from zero. Define*, for p€ &,

*When E, = E, w(p) has, at least for p> yV , the more familiar look

0

=L (p_logp
L-w(p) = 75 (T - 12D,
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1
log p _ 4o ¢l
(1ogy E), y <p<y
log p _ Ve < 4
(Togy ~ B2 ¥y 2P <Y

A
0 3 P<Yy o=

|-l
[——
=

(3.44 w(p) =

T
£

Note that, by (3.2), O0<w(p) <1 always. We have defined w(p) on %

U ' .
for p <y only, but it is in order, or course, if we wish, to extend
it to p < yT. Indeed, this can strengthen our method in at least one

respect, as we shall point out presently. But first, define

(3.5) ym) = {1 - T d-wenl’
pin
p@?
and observe that, by (3.4), 7v(n) =0 unless (n, P(y )) - Hence we

may write the weighted sifting function H more simply in the form

v T
(3.6) 0, Py 2 = 1 v((a,p@), vy <z2y
Since acd
I LA R CIP AR ) A
we have

(3.7) Ht, By v > B, PyY iy - EDp - k)
ac¥f pla
(a,2(y V=1, y'<p<y”

=B Py D) - T (1 -w(p)) S%,g’,yv)-

U T
y <p<y
Inequality (3.7) transfers the basic combinatorial idea of Iwaniec-

Laborde [6] to our new configuration; but we shall make no use of this
innovation in the présent account. Let it be said that our definition of
w(p) follows Greaves [1l] closely but involves two new parameters as well
as a hew gifting function and in this way affords us greater flexibility.
‘Suppose for the moment that we can prove that
(3.8) H(d,g’,y 4 Ty > 0.
What does this mean arithmetically? To simplify matters suppose here that

T = U. By (3.8) there exists an element a€.# , necessarily coprime with
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P(yv), such that

+
0<{1- ) e - w(p))}
Pla,ﬁ<y
Since E < Eo’ we have, by (3 4),

1-w(p) > 57 (T

(3.9)

\ T
- < <
1ogy), y £pP<Vy,

and we note that T - "85‘5 < 0 for p > yT. Then, by (3.9),
0 < T-E - (T ELE)‘T_E_ (T lg.g_B
log y log y
P'<y
< T-E - TQ(a)

1o a
log y

Wi T-E - TR(a) + g,

so that
Qa) <1 +_g;_E .
Hence, if
(3.10) g £ rT + E,
(3.9) implies that Q(a) < r.
Our main problem is to prove (3.8) or something better. For this
purpose write (note that our W differs from Greaves')
U
(3.11) W) = ¥ oue) y(v),  d[eGy),
t|d
so that, by Moebius inversion.

y(n) = )? u@ W@, alpgh,
din

and so H may be re-written in the form

(3.12) Hety By oy = T (@) W@ [ |
| d|{p(yl)

This will be our starting point; but first we introduce some other

convenient notations. Let

(3.13) H (4, Py ,2) = W(dW(qd) [yl (q,P(2)) =
1 d|p(z) q

so that Hl(od,g,yv,z) = H(bd,g,yv’z)' Then

(3.14) | V2) = ,P(2)), (q,2(2)) = b
B, Py 2) a&)% AMICRIC @
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where
= d = .
(3.15) Yq(n) d?_F U(d)W(q ), Yl(n) Y(n)
n
Let p(n) and q(n) denote respectively the least and largest prime factors
of n >1, and put pl) = o, q(1) = 1. On the set of positive divisors of
P(yu‘) introduce an arithmetic function X(.), requiring at this stage
only that x(1) = 1; and define
- n -
x(1) =0,  x(m) = Xy x(n) if n > L.
It is easy to verify that
(3.].6) 1 = X(d) + X(t)
. t]d
q(d/t)<p(t)
and from this we readily derive the important identity
(3.17) Yo o u@éd = ) w@x(@eé(d + T ou@x@ . Y - u(e)e(dr)

d|P(z) d|p(z) d|p(z) t|P(p(d))
valid for any arithmetic function ¢(.) . Applying this identity in (3.12),
with =z = yU and ¢(d) = W(d) l,,ddl , we obtain

(3.18) Bl, By ,y) = L w@Ox@W@ [yl s T u@R (@) By, Fp (D).
a|p(yY) dIP(y) ‘

Lemma 1 Suppose that d!P(yU) and that n[P(p(d)). Then

(3.19) Yy 20 if V(@) =2
and
1 - w(p) >0, n=1,
pid ,
(3.20) Yy = w(p) , n=op, if v(d) > 2
0 » v(n) > 2,

provided that

(3.21) d< v, q@@/q(@)> q@ <.

In particular, by (3.14), Hd(d’,@’yv’ (p(d)) > 0 for every d,P(yU) with

\)(d)_>_2 that satisfies (3.21).
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We shall not prove this result here; but as some indication of
its line of reasoning let us prove (what is implicit in the proof of

the Lemma) that

(3.22) W =1- ). wip), a|eiyY),

when d=1, d is prime or, if v(d) >2 | when d satisfies (the second
inequality in) (3.21). We do, in any case, require this result. We

argue as follows:

By (3.11) and (3.5), W({1) =vy(1) =1 and W(p) =1-v() =1 - w(p).
Now suppose v(d) >2 and pu;: d = PPy - P, (p1 >‘p2 1}...> p\)) ;
then, lacc:ording to (3.21), Pop; < . Hence Py <y4 {so that only

Py _>_Y4 is possible) and

Wi

(1+20)  1(1e2m)
< < 3
PPy <Y <y
It follows from (3.4) that P -
1 log PPy

wip)) +wip,)) 73 (—m E-E)<I

since, by (3.1), T+3E,> 1-; and this tells us that Y(p1p'2)“=

0
{W(Pl) "‘W(Pz) - 1}+ =0 by (3..5)‘. But (3.5) implies also that if t|d
then v(d) f_;(t) ~+ In particular, +y(d) iy(pipz) =0, so that.zl

Y@@ =0 . TFurthermore, if t|d and y(t) > 2, then t also
satisfies (3.21) and therefore y(t) = (T Hence the only t's contributing
in (3.11) are t =1 and the pi'ime values of t; and this proves (3.22)

under the given conditions.

Lemma 1 and the subéequent argument imply that

) G, Py D) > T w@x(d) |, (1")_?W(p)»
-2 | ~a|FGyU) Y F

provided that
(3.24) CalpY),  x@#0, v@>2 = (3.21),
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and

_ = 0, U(d)=—1’
(3.25) u(d) x(d) {

U
dlp(y) ;
>0, wd =1,
and these two requirements are satisfied if X 1is chosen from the Rosser-

Iwaniec upper sieve.

E: +
Introduce the arithmetic functions Xy(-) : Let X;(l) =1,
and if =n = Py+-P, (p1 > pv,\{Z 1) let
+ + + £
(3.26) - =
_ Xg(m) = () no(pypy)ees nopipyeeep)
where

1, v(m) even I, vim) odd
n;(m) = { 1, v(m) even & pz(m)m <y

+ ' 2
(3.27) ny(m) = { 1, vim) odd & p"(m)m <y,
0, otherwise 0, otherwise.

Th 3.23) hold ith = v .
en ( ) holds wit X Xy , for (cf (3.25)) 0, v(d) odd )
0, v(d) even & p (d)d<y
X;(dlp(d)), v(d) even & pz(d)di y.

Also, if d]P(yU) and vd) >2 , then X§(d) #0 implieé that X;(&;.; 1 i

u(a)?&;(d) = u(d)x;(;%)(l - (@) =

writing d = Pie«+P, (pi) >0 pv,vii 2), this means that ny(plpz) =1,

. 3 -

i.e. that pyp; <7, and that ny(plpz...pz[v/z])'= l. When v is even
..,p1-<y clearly implies d < 'y, and when v is odd pi—lpv—Z"'pl <y

3
PyPy-1

leads to d <y too. Thus we have arrived at the important inequality

(3.28) Bt 2,5,y 35’_‘3 W@ (@ |ty] (1 ; w(p))
a[pyv pld

by following closely the model of the Rosser-Iwaniec treatment of S(A, #,2).
There is one respect in which we probably fail to match the success of that
model: in goiﬁg from (3.18)(with X = X; ) to (3.28) we have discarded some
non-negative terms and it may be that in so doing we have omitted a worth-

while positive contribution to H.
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The inequality (3.28)

By (1.1), inequality (3.28) implies that

HeL, Py ,yU) > XG(ﬂ,@,yv,yU) +R(v¢,g,yv’YU)_ = XG + R,
where
G = G(ﬂe@y »Y ) U(d)X (d) w(d) (1 - ;W(P))-
. dp(yY) d pld
and

R = R(A, P,y ,yY) = ? LAY @R, (1 - ) wip)).
- d[p(yY) 5 pld

The remainder sum can, in favorable circumstances, be analysed with greater

precision, but in this exposition we note merely that

Rl < 22, IR
d|pGyo)

A

and that, with the right choice of y, R will play the role of an error

term. Our main business is with G. Writé

Tt(x,z) %:: u(d)x ( ) Q%?l ’
P(z)

sums familiar from Rosser-Iwaniec theory. Then

- u < )
G=T (y,y) - 3. wip) ). udy (@) L .
' p<yU le[(YU) Xy

P d

In the second sum write d uniquely in the form d = d?Pdl’ where

dZ[P(p) and dl|P(p+’ yg) (p+ being the successor of p in &#); and

observe that O v, )+1 (-)v(d )+ (-)v(d, )(d )
G =GP g @8 T GENe P Xy ayy T2
Then (_)V(d)+l o)
b w(p) o -y LD 1)
G=T (y,y )+ p%U wip) — le(P;’yU)u( /4 (p) X (&) =g T

in the double sum on the right, when d > 1 we deduce from /d

e

( )V(d)+1( )X;(d) =
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that, necessarily, p . vy (more precisely, we deduce p'd- y when
y(d) dis odd and p(d)zd <y when v (d) 1is even). The analysis of G
in terms of the functions T =~ allows us to use known information about
them. First of all, there is the Buchstab identity

T+(X,Zz) = Ti(X,zl) - Z:: w( ) T+(§,P), zfizlfiZZ’

(4.8) Zﬁmzzp

. L e 3 .
with the additional condition p -y x in the '+' case, and then we have

(Iwaniec [5]), for x > = >2,

1
(4.9) T+(X,Z) = V(z) {F(%%g—g) + 0(10g 3X)}
_ 1
(4.10) T (x,2) = V(2) { f(}—ﬁ?ﬁ) + 0(log %)},
where
2eY 0, s <2,
(4.11) F(s) = _e_ (0<s<3), f(s) ={ ZeY
—= log(s-1), 2 < s < 4,
and
S B
sF(s) - soF(so) = J f(t-1)de,
s
(4.12) { "o 2<s_ <s,
sf(s) - sof(so) = J F(t-1)dt,
s
o .

where the first formulﬁ in (4.12) is true even for S0 Zjl. Apply (4.8)

(with x =y, z, = y4 N yU) to the first term on the right of (4.7),

and in the second sum use the remark immediately following (4.7). We

obtain at once

(4.13) G = T_(y,y%) - (1-w(p)) wlp) o+ &, p) + G,

Al TR G e

<p<yl
say, where

v(d)+1 v(d)

w(p) ) d
(4.14) | T % w(p) = le%;;’yU)u(d) ny/d (p)xy( ) 22

()

A
v

(ﬁ%,p)-

y <p<y
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Apply (4.8) again, this time with zg =x'7: we see by (4.10)
and (4.11) that T+(x,z2) and T+(x,xl/3) are approximately equal if
z, :_xl/3. Writing
1
(4.15) ot @ = TN (x50

Wl —

V(x) {2¢7 + 0(log

3)}

by (4.9) and (4.11), we derive from (4.13) that
1
416 6=T Gy - | T (-we)) LB o*@) v e, + 0((log y)|
yhepey” |
since p > (y'/p)l/3 in the second expression on the right of (4.13).

1
3)

The asymptotic formulae (4.9) and (4.10) may be applied in
the expression for *GO, (4.14), since y/(pd) > p in each term (see again
the remark fqllowing'(4.7)), but this will lead to little progress in itself
because F and f are known explicitly only for small values of ¢
(cf. (4.11)). Fortunately the functions Ti may be expressed in terms of

+
functions - ¢ = by means of the following

.LEMMA 2 (REDUCTION LEMMA): Suppose that

log x . 1 ;
log z ?
then 1
T(—)v(x’z) = Z:: wif) c+(§) + 0(V(z)log :32), v= 0, 1,
t|P(z,x)
q(t) x/t

v(t)=vmod 2 5
provided that x > 1, z > 2 when v =0, and 2 <% < X’ when Vv =1,

1y,

T " . = ( L 0(—
We use here and later that V(zl)/V(zz) (log zzllog‘zl)(l + O(log ;

2 f_zl i_zz, reflecting that w (p) is 1. on average.
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The proof depends on iterations of (4.8). In a continuous form
this result occurs for the first time in an unpublished manuscript of
Siebert, and is to be found also in Greaves [1].
We substitute/from Lemma 2 in the expression (4.14) for GO.
To simplify the exposition we omit error terms from here on and indicate

their hidden presence by means of the symbol % ; details of all these

calculations will, in any case, appear elsewhere. Then

yV<p<yh d|p(pt,yY) e|p(p¥,y/pd) P
B v(d) odd = p3d y v(t)=v(d)mod 2
q(t) t<y/ (pd)

In the inner double sum the term corresponding to d =t =1 is simply
d+(y/p), and the terms with ged(d,t) > 1 altogether contribute no more

~ than an admissible error term. For the remaining terms with gcd(d,t) =1
write dt = n; we'obtaip,cﬁ%er careful combinations of summation conditions,

v W) [+ o) *( Xy
Go Z: % w(p) P to (P) +1<n§;%b+,yU) n pn

4u(d)x;(d) .
YVSP<Y

din
- v(n) even q(n/d)<y/ (pn)
Here a curious and possibly significant result comes to our aid.

+ U
LEMMA 3. Suppose that 1< n iP(p ,yU) and that vy (n) is even.

Then - i;(n), p(n) < y/(pn),

)? WX (@) = {
din 0 , otherwise.
q(n/d)<y/(pn)

With this result to hand, we obtain

- win) + ¥y
D AR I R S e T
o v A p 1<an(p s V)
yV<p<y p(n)<y/(pn)

v{n) even
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Combining (4.16) and (a precise version of) (4.17) we arrive at
1 _ .
C =T (y,9%) - _ wlp) *¥ Cw(p) +.y
(y,y) L (=) el (p) ) wip) o (p)

(4.18) 1 P
| yi<pey! yV<p<y? :
- W - + T3
T owe 2y Sy S Yy y(y)10g 2 ).
il P 1< IP( + U) y n pn
yV<p<y4 n P sy
= p(n)<y/ (pn)
v(n) even
Writing Gl for the fourth expression on the right of (4.18), (4.10),
(4.11) and (4.15) combined with straightforward Stieltjes integration
yield |
2¢¥ V(y) 1 1 4 3 Z(l__g) dx_}
(4.19) G = - {T 1log ﬁ-ﬁ(l—T)log v~ log 3" E log v =) Tox

)=

- G1 + 0(V(y) log “y).

We take a closer look at Gl. Suppose Vw(n) = 2k, k > 1. The

conditions yv_i p, pn) < y/(pn), v(n) = 2k together imply that
q(n)p2k+1 <y, that is, q(n) < yl-(2k+l)v_§ yl_BV, and this is a more

stringent requirement than q(n) < yU, in view of (3.3). Hence

wn) + ¥y .
O (pn) H

6= L, v 22y w¥ () 3 )
YYfP<YZ k>1 P3%£?1j§£(pn)

and the same argument shows that, actually,

1
k < v 1

in this summation. For example, if Vlz-%, there is only the term k =1

1
in the sum over k, and if V > there are only two terms corresponding

to k=1 and 2. One can show by (4.15) and Stieltjes integration that

1

Y 4 E
(4.20) ¢, = &) ¢ fv (1 - =) h(dx + o(———l-o; =)}
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where
' dx,...dx
1 2k 1
h(x) =) _h, (x), h (X)=j

4,21 ’ X - = .

( ) ST 2k 2k x<xy <. 0 <x) K e eXgp 1-x e
x2k<1—x—x1-...-x2k
3x Ax.<1 ¥i<k

21t ¥

3X2k+"'+XLZI

Hence, by (4.19),
) 1

2¢7 v 1 % x-E
(4.22) G==-%_:_é22 {T 1og ﬁi-(l-T)log Téﬁ-log g - E log 3 + J _3;9 P(x)dx}
v
1
3

+ 0(V(y) (log y) ™)

where

PY(x) = T%; - h(x), 0<x<

=
-

and, according to Greaves [1], Y(x) is increasing and has a unique zero

Vo = 0:074 368 ... (= 1/13-446...), so that
¥ >0 for x>V .
Let
1 1
4 4 dx
(4.23) a(v) = j V(x)dx, B(V) = f V(x) —
v v

Greaves [1l] carried out the difficult computation to show that

(V) = 0.150 5528..., " B(V ) = 0.876 95...,

suggesting VO to be the optimal choice of V in his sieve. This is
not always the case, especially when one works with our more flexible

system of parameters and uses ancillary sieve devices such as the bilinear
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form of R and/or the Iwaniec-Laborde extension (cf. (3.7)). For example,
for P,.'s in short intervals a value of V <close to 1/6 is better.

2

~Accordingly we record here the values

]
a(3) = 0.098 580..., B(F) = 0.474 533...

and recall, in the light of an earlier remark, that

1

S-2
X
_ X log(t-1) 1 1
h(x) = h,(®) = 13 jz 7- (t+)x 9 §1¥Z13

Summing up, we have shown that

Y 1 4

2 1 2 -

H(d,g)’yv,yU) > TE_E XV(y) {T log T + (1-T)1log T (log 3 a(v)
. 1

- E log 3 - E_ B(V) + 0((log y) *)}

- IR l’
d%yu) d

d<y
subject to (3.1), (3.2) and (3.3), as well as 0. <w{p) < p and 522(1,A).

Finally, we report that the preceding analysis can be extended
to sieve problems of dimension « , % <k < 1l; and that in the case
K =1 41t can be made to incorporate a bilinear form of R a la Iwaniec.
Using the latter, we are able, for example, to obtain many new results
concerning almost primes in short intervals. These results, as well as
details of the preceding exposition, will be published elsewhere. A
first paper will appear in the Proceedings of the Number Theory Colloquium

held by the Banach Institute in Warsaw in the fall of 1982.
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SPIRALES

M. MENDES FRANCE

Ce texte est un compte-rendu d'un travail fait conjointement avec Y. Dupain
et C. Tricot et dont Te détail paraitra ultérieurement t3].

La spirale exponentielle p = e-e évoque la croissance biologique alors que
la spirale p = (1og(2+6))_1 évoque plutdt les tourbillons de von Karman dans
les fluides turbulents. La premiére est 1iée @ la notion d'ordre et la seconde
au désordre et a la complexité. |

Suivant 1'idée de B. Mandelbrot [6], nous mesurons la complexité par la di-
mension. Quelle dimension ? Nous discuterons deux d'entre elles, 1'une bien connue,
la dimension de Kolmogorov, 1'autre qui nous est personnelle et que nous appelons

la dimension de Steinhaus.

Soit E un ensemble borné dans iRZ. Soit N(e) le nombre minimal de boules

de rayon >0 nécessairesvpour recouvrir E. Si E est un segment de droite,
on voit que
N(e) x g quand ¢ \ O
et si E est un rectangle,
| | Ne) x (57

-1 traduisent les dimensions respectives du segment et

 Les expoéants let2de ¢
du rectangle. Cette remarque conduit a la définition suivante de la dimension de

KolmogOrov :
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d,(E) = 1im sup log N(e)

e\0 Tog et
d (E) = 1im inf RO N(e)
=K -1
e\0 log e

En cas d'égalité, on notera dK(E)_ la valeur commune.

IT est clair que

IA

0 < d(E) aK(E) <2

A

et pour tout couple (o,B), 0 <
gK(E) = o, HK(E) = B

Soit o > 0. On définit les spirales Sa»

B <2 il existe un ensemble E tel que

o= (8+1)"% (8>0)
log
-1
p = (log(6+2)) .
Un calcul tout 3@ fait élémentaire indique que
- 2
dK(Sa) = max {1, 1+0L}
d

S = 2.

K( 109)
(Méthode : remplacer T1a spirale par des cercles concentriques).
On voit en particulier que la spirale S]og a tendance d recouvrir un voisinage

infiniment petit de 1'origine.

Soit D wune droite du plan x,y :
xcose{ysine-p=0,eeR/Zﬂl, pe R
ot T'on a identifié les deux couples
(ps8) = (-p, 6+m).

L'ensemble des droites est donc un ruban de Mobius M qu'on suppose muni de la
mesure de Lebesgue dD = dpd6 . (Je remercie R. Gay qui m'a indiqué la structure
de MGbius de 1'ensemble des droites).

Dans le plan x,y on se donne une courbe rectifiable T . Soit Q(I')<M 1'en-

semble des droites D qui intersectent T et soit mk la mesure de 1'ensemble
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M, = (Deq(r)/card(T D) = k} (k = 1,2,3,...).

Un théoréme célébre de Steinhaus [8], [9] énonce que

o)
>k m, = 2|r|
| k=1
ot |T| représente 1a longueur de T, et que
o0
};: mo = [K|,
k=1

longueur de la frontidre de 1'enveloppe convexe de T .

2

Considérons maintenant une courbe plane T, bornée dans R", localement

rectifiable, de longueur infinie mais telle que My = 0. Pour une telle courbe,
00
> _m <00
k=1

et

00
km =+ .
r K
La premiére inégalité montre que m, — 0. I1 se peut qu'il existe un exposant o

(nécessairement >1) pour lequel

Ir[(®) - E%E k(m)* < 0o.
=1

(Exercice : Supposez que

{ v©S osi k=2Y,v=0,1,2,...

k2 sinon.
Alors la série [Pl(“) diverge pour tout o>0).

Le nombre

m, = f dpdd
M
k
est de dimension 1 au sens des physiciens (d6 est sans dimension et dp est uni-

dimensionnel). Donc, (m )% et lrl(a) sont de dimension o . Le nombre
dg(T) = infla >1/ ]FI(G) <o}
s'appelle la dimension de Steinhaus de T. Si lP|(“) diverge pour tout o ,

on pose dS(P) =+ .
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Ainsi, Ta dimension de Steinhaus d'une courbe est égale & 1 dés que
I' est de lTongueur finie.

On remarquera que ds(r), calculé & partir du nombre de points d'intersection
de T avec une famille de droites mesure la "complexité" de T alors que dK(P)
mesure ce qu'il semble naturel d'appeler la dimension.

La dimension de Steinhaus d'une spirale se calcule aisément. On trouve en
particulier

dS(Sa) = max {1, Téa}

ds(slog) =2
si bien que pour ces spirales, les dimensions de Kolmogorov et de Steinhaus

coincident. Ce résultat s'étend & une grande famille de spirales (voir [3]) :

THEOREME. So.it Sf La spinale p = f(6) ol La fonetion f est rnéelle,

déginie, continue pour 6 > 0, tendant verns 0 pour 6 Aingini, convexe.

Abors  dg(Se) = (S

Remarque 1. La condition entraine 1'inégaliteé

dS(Sf) < 2.
Remarque 2. Outre les phénoméres de la nature (escargots, turbulence, spirales
se rencontrent dans 1'étude de Ta répartition modulo 1 liées aux sommes de Weyl.

On consultera a ce propos les articles de Dekking, Mendes France [11, Deshouillers

[2] et Lehmer [51.
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W. NARKIEWICZ

On dit qu'une suite d'entiers 315 Bpseves Asees est faiblement équirépartie
modulo N si |
1°, #= {n : (an,N) = 1}
2°. Y j tel que (j,N)

@,

1,

# {h<x: an = j(mod N)} 1
Tim = >
X->00 F£E= {n<x : (an,N) =1} ‘P(N)

ol ¢ est la fonction d'Euler.

Pour k=1, soit ok(n) la somme des puissances' k-iémes des diviseurs
positifs de n.

En utilisant un critére d'équirépartition démontré par moi dans Acta
Arithmetica 12 (1967), p. 269-279, J. Sliwa a montré que la suite {ol(n)}, est
faiblement équirépartie modulo N si, et seulement si,” N n'est pas divisible
par 6. L'utilisation du méme critére dans le cas général semblait difficile et

ce n'est que récemment que 1'on a obtenu des résultats difinitifs.

En 1980 Fomenko a observé que, pour chaque k, les valeurs de ck(n) sont
faiblement équiréparties modulo p pour tout nombre premier p = p(k). Ce résultat
est maintenant un cas particulier du théoréme suivant (Litovskii Mat. Sbornik, 22,
1982, p. 135-145) :

SL f est une 50nct£oﬁ~mu£iip£&caiéue a valeuns entilres telle que L'on aif,
pour chaque p premien, f(p) = V(p), o V est un polynime qui n'est pas de La
fo/ume

V(x) = CVE(x), avee V;eZIX] et k=2,
alons La suite {f(n)} est faiblement Squirépartie modubo N pour chague N

qui n'est divisible par aucun nombre premiern appartenant @ un certain ensemble

tind E(V) .
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Dans Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 323, 1981, p. 200-212,
j'ai donné une méthode effective pour déterminer cet ensemble. Comme ok(p) = 1+-pk,
on peut prendre V(X) = 1 + Xk et ce théoréme s'applique.

On peut poser le probléme de déterminer 1'ensemble M(f) de tous les entiers
N tels que Ta suite {f(n)} soit fafb]ement équirépartie modulo N. Dans le cas
général on ne connait pas d'algorithme fini pour cela, mais, dans le cas de O la
situation est meilleure. J'ai démontré 1'existence d'un tel algorithme pour .Ok’

o k =z 3, dans un article qui doit paraitre dans Acta Arithmetica.

L'utilisation de cet algorithme nécessite 1'emploi d'un ordinateur, mais pour

k = 3 on peut se débarasser de toute technique et on arrive a

M(o,) = {N: 2} N et 7/ N} vu{N:2/N et 3/} N}

3)
Le cas o0 k =2 est plus compliqué, mais, avec F. Rayner, nous avons déterminé

M(oz) (Monatshefte fiir Mathematik, sous presse) :

o) = AN : 8N, 12 [N, 15N, 28 [N, 42 [N, 66 [N}

u{N : 40/N et, ¥ p premier = 7 tel que p/N, 2/ordrep4 }.

Comme on voit, la situation est ici beaucoup plus compliquée que pour k = 3.

J'ignore la structure de M(ok) pour k=4, mais, si k est un nombre
premier, on peut montrer que la partie impaire de M(ok) est
- soit 1'ensemble de tous les entiers impairs (dans le cas o0 k = 1 (mod 4)
ou bien k = 3 (mod 4) et 2k+l est un nombre composé),
- soit {N:2f N et 2k+1][ N} (dans le cas ol k = 3 (mod 4) et
2k+1 est premier) .

C'est un résultat obtenu par E. Dobrowolski et moi-méme et qui va paraitre
dans Colloquium Mathematicum.

Je termine en indiquant une conjecture de Rayner basée sur une expérimentation
numérique :

Si k est un nombre premier impair et 2k+1 est un nombre composé,

Mo, ) = {N: 6} NI.

k)

W. NARKIEWICZ
Wrockaw Univernsity, Mathematics

WROCLAW (PoLogne)
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AUTOUR DE. FORMULES DUES A A, SELBERG

Jean-Lowis NICOLAS

I. INTRODUCTION.

Des1gnons par Q(n éT a le nombre de diviseurs de n comptés avec
pep

Teur multiplicité. On définit :

H(X,k) = {n<x |Qn) =
N(x,k) = Card#(x,k)
F(x,k) = {n< x| Q(ﬁ)z kb
S(x,k) = Card S(x,k).

Dans tout cet article on écrira £ & la place de log log x.
En 1900, E. LANDAU a démontré comme corollaire du théoréme des nombres
premiers que, pour k fixe,

. . k_]_ -
N(x5k) x . {log log x) . _X Qk 1
? Tog x (k=-1)! Tog x (k-1)!

(cf. [Lanl, § 56) . Cette formule avait été& conjecturée par Gauss‘(cf. LE11], Intro-

duction). En 1917, Hardy et Ramanujan dans leur célébre mémoire lv'The normal number

of prime factors of a number n" ont donné une majoration de N(x,k) (cf. [Raml).
En 1953, L.G. Sathe (cf. [Sat]) explicitait une fonction f telle que, pour

k<(2-g)% , on ait :

2k-1 X

N(x,k) v F(K/2) Ty TTog %

étendant dinsi un résultat de P. Erdds qui avait considéré le cas k-2 = 0(/@) ;

(cf. [Erd]). |
A la suite de T'article de L.G. Sathe, A. Se]befg démontrait 1a.formu1e

(cf. [Sell) :
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-1 Re z-2

(1) 3 AN . xzF(z)(log x)Z™" + 0(x(Tog x) ) ol x22,
n<x

F(2) = 7 T ) (1-2/p)""

est une fonction holomorphe dans |zl <2, et ol 1le "0" est uniforme dans tout
disque |z|<R, avec R<2.

La formule (1) permettait & A. Selberg de retrouver le résultat de L.G. Sathe,
et de préciser le comportement de N(x,k) lorsque (2-e£)2<k=<BQ. I1 signale notam-
ment que

N(x,k) ~ C(x Tog x)/2k
pour (2+c)2<k<B%, o B est un nombre réel arbitraire.

La formule (1) a été généralisée de plusieurs fagons par H. Delange (cf. [Dell).

En 1978, G. Kolesnik et E.G. Strauss, ont donné (cf. [Kol]l) une estimation |
asymptotique de N(x,k) sous la forme d'une somme double, mais dont les termes sont
difficilement comparables. P. Erdds et Sarkdzy ont démontré dans [Sar] :

S(x,k) = 0((x Tog x)k*/2¥)

uniformément pour tout x et k. Et K. Norton (cf. [Nor 31) a donné

S(x,k) = 0((x log x)/ﬁ/Zk)

ainsi qUe
S(x,k) >> (x log x)2_k(e/1og Tog log x)3
pour 2% - /22 <k<(l-€)(log x)/log 2 et x assez grand.

Nous démontrerons :

THEOREME. Pour tout €>0 et pour tout n>0, on a uniformément pour Xx 2 €
et (2+e)es<sk<(log x)/log 2 -~ n .

N(x,k) = C(x/2%)Tog(x/2X) (1 + 0(10g Tog(3x/2K))1/4

)

avec
C=(/8)TT (1+1/(p(p-2))) = 0,378694.
p>2

La démonstration du théoréme repose sur la formule :

K
(2) NOGK) = 3 N (x/25™ m)
m=0
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oi N'(y,m) = cardin<y, n impair, @(n) = m} .
La formule (2) s'obtient en regroupant les neA(x,k) qui sont divisibles exactement
par la méme puissancé de 2.

On évalue ensuite N'(y,m) grdce & une extension de la formule de Selberg

(n)

(cf. lemme 2), qui permet d'évaluer ) ~  z . On remarque enfin que dans la

n<x
' n=1 mod 2
sommation de la formule (1) Tes termes les plus importants sont ceux pour lesquels
m est voisin de 2% ; en quelque sorte, 1'@lément normal de A4(x,k), lorsque
k> (2+e)% , s'écrit n = 2%"' avec n' impair et Q(n') ~ 2%. '
Cette démonstration marche lorsque k< (log X)(Tﬁé—? - ¢). 11 est facile de
voir que, si k> (log x)/log 3, alors tout &lément de A#(x,k) est certainement

pair, et méme divisible par une certaine puissance de 2, ce qui permet de nous

ramener au cas précédent.

II.  QUELQUES LEMMES.

LEMME 1. Soit a un nombre néel §4xé. On a, Lorsque X — + .00

m
e 5 %T = 0(1/x)
mzx+x3/4+a
et
-X Xm
e 2 5 =0(1/x).
msx-x3/4+a

Démonstration. On utilise les majorations suivantes : (cf. [Hall, p. 149)

m Mo
T @ s ocxen,
mzm . 0 m »
: x_<(e_x) 0 <m < X
T = > =
msmy m: my 1
On pose m, = x(1+u) avec u = x'1/44-ax'1, et en utilisant le développement limité

(1+u) (1 - Tog(1+u)) = 1-u2/2 + o(u?)

on obtient pour la premiére quantité Ta majoration
2
u
exp(-x & (1 + o(1))).

La deuxiéme majoration est similaire.
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LEMME 2. (Formule de Selberg pour les nombres impairs).

on a :
Y AN . xz(1 - %) F(z)(log x)z'1 + x0(log x)ReZ'2
nz?ggod 2 '
o £Le "0 " est uniforme pour |zl <R < 2, ef La fonction (1l-z/2) F(z) - est holo-

morphe pour  {z] < 3.

Démonstration. H. Delange a donné ([Del], p. 136) une formd1e de Selberg pour une

progression arithmétique quelconque. Cependant, on peut donner ici une démonstra-

tion rapide. On a :

2: ZQ(n) - : Zl+9(n')

n<x n'sx/2'
n pair
et par (1) : . %6 7.2
Zf e zZ-
= z{g zF(z) (log g) + 0(3(10g g)) }

Re z-2

22 g F(z)(1og x)z-1 + 0(x(log x)

En observant que : ‘
y o M)y ) oy )

n<x nsx nsx
n=1 mod 2 n pair

et en appliquant (1), on démontre le lemme.

LEMME 3. Soit f(z) une fonction holomorphe dans |z| < R et vénifiant

f(0) #0 . Soit t >0 et
tz _ k
f(z)e™" = a, t Azt Z 4oL

Alorns on a, pour k<tR :
‘ k

D)

Ir"

la, - F(k/t) t¥/k11 < 2M (

=

ol M= sup |[f"(z)].
jz]<R

Démonstration. On écrit, pour k # 0 :

1 L]
A = Zw f k+1
Y

ol y est le cercle de centre 0 et de rayon r = k/t. On a ensuite :
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£(2) = £(r) + (z-r) £'(r) + (z-r)% 8(2)

et la fonction & est holomorphe pour |z| < R. Un calcul simple montre que :

z
(z-r)2 o(z) = ( (z-w) f"(w)dw
r
et que
|o(z)] < M/2 .
On a alors :
' tz tz 2 tz
_ 1 f(r)e (z-r)f'(r)e (z-r)" e &(z)
% = Zin {fy el 92 JY gt e 4

La premiére intégrale vaut f(r) tk/k! ; la seconde est nulle; la troisiéme est

majorée par -——ELE:? J, avec
2w r " k cos @
J = (l1-cos 6)e de .

Or,
™
: T A )
Jd =2 f (1-cos e)ekcosede < 2 fz (1-cos e)ekcose de + (m+2)
0 0
oy ku 1 — K
<2 J —— e du + (m+2) < 2 [ vVi-u e du + (m+2)
A 0
-u
K
=2 ek Y2 J eV A dv + (m+2)
0
<2 7(3/2) e kY2 4 (me2) < ek Y2
On obtient donc : }2
k-
2 = ) €K1 < g e € TV

En utilisant la formule de Stirling sous la forme :

k

ki < kKK ek v/omk  exp(1/12k) < 2,73 KK 7K VR,

on achéve la démonstration du lemme.

LEMME 4. Soit x(n) 4La gfonction qué vaut 1 84 n est impain, et 0 44 n

est pair. On a alons, pour z héel, virniflant 1 <z < 3,

Y x(n) AN oy TT (1+Z-:—1)

n<x 3<p<x p-z

et pour tout p< 3, on a : _
p-1
N (x,K) = € x{log x)

p
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pour tout x z 1 et kzl.

Démonstration. On écrit :

g%g h(d)

od h(d) est la fonction multiplicative a valeurs positives ou nulles définies par :
h(p%) = x(p)z*(1-1/2).

On a ensuite :

>
—
>
~—
N
<
—
>
~—
1}

h(d) < x 5 _ h(d)

n<x n<=x dn d<x d
(¢4
< x T1 {]_+h_(ﬁ+ +h_(.L).+ }
p<X P p°
1 z,\&
= x TU(Lax(p)(1- 502 () )
p<X ax1
-x TT (1+ %),
3<psx P
On peut majorer N'(x,k) en observant :
2N (k) < T2 xin) 22N

n<x
ce qui donne, pour z = p,

3sps<x p=p
< Zoexp S ot
;E 3<p=x P=p
X 1
< = o+ -
s T exp ( E:; 5 * (5ip=my ) (p71)

Et en utilisant la relation

> 1 Tog log x + 0(1)
p<x P
on obtient 1'égalité annoncée.

Remarquons que, par une méthode similaire, K. Norton obtient une majoration

meilleure cf. [Nor 31)
2
N'(x,k) =0 (5LB%}JQ— v/log log x ).
3
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PROPOSITION. (Evaluation de N'(x,k)). On a, pour p < 3,

| S
(3) N'(x,k) = 0(109 X zk—l)!)
undfoamement pour k < pf. De plus, pour
(4) 20 - 2034 <k < 2042038
on a :
(5) N'(x,K) = X e (1+0(g /4
: K) = 7 Togx R=T)T ))

ot La comstante € est celle qui figure dans Le théoreme.

Démonstration. Le lemme 2 nous dit que :

(6) Y AUn) xz(1-2/2) F(z) (log x)z-1 + Q(x,2)

nqugod 2
ol Q(x,z) est holomorphe pour |z| < 3, et pour chaque R<2, il existe M(R) > 0
tel que

(7) [Q(x,2)| < M(R) x(log X)Rez—Z pour x 22 et |z| <R.

Le coefficient de 2K dans (6) est N'(x,k). On a donc :
N'(x,k) = ak(x) + bk(x)
ol ak(x) et bk(x) sont les coefficients de zk dans les développements en
série entiére de xz(1- z/2) F(z) (log x)z_1 et de Q(x,z).
D'aprés une inégalité classique de Cauchy, il résulte de (7) que pour R<2,

-k

b, (x)] < M(R) x(]og'x)R"2 R pour x = 2.

La formule (3) résulte pour k < 92/5 du théoréme de Sathe, car il est
clair que N'(x,k) < N(x,k). Pour 9 /5 <k < p% , on choisit R = 9/5, et on pose
r=%k/% Ona:

Ibk(x)l M(9/5) X(109 X)-1/5 (9/5)'k

M(9/5) x exp(- 1/5 - r log 9/5)% .

A

A

On a d'autre part, d'aprés la formule de Stirling :

%)k et

ce qui entraine
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Q,k—l

1
Tog % TKCT)T > @®((-r Tog r+r-1) ¢-(1/2) Tog 2).

La fonction r +— ?r Tog r + r-1 + r log (9/5) + 1/5 pour re([9/5, 31 présente

un minimum en r=3. On en déduit :
x Qk_l
(Tog x) 1 (k-1)!

L'estimation de ak(x) se fait par le lemme 3, en remarquant que F(0) # O.

On achéve ainsi de démontrer (3). On obtient (5), en observant que si 1'on pose

Fi(2) = (1-2/2) F(z) = ———— T1 (1-1/p)% (1-z/p)"".
2° I'(z+1) p=3
On a lorsque k vérifie (4)

Fy((k-1)/2) = Fy(2) (1+0(2" %)
et Fy(2) = /2.

III.  DEMONSTRATION DU THEOREME LORSQUE k < Tog x.

On remarque d'abord que 1'hypothése k < log x entraine :

X 2 x/2k > x1~10g 2

log x = 1og(x/2k) 2 (1-Tog 2) log x
log Tog(x/2¥) = 2 + 0(1).
On choisit o =5/2 et on découpe la somme (2) :
N(x,k) = Sl+SZ+S3+S4
ol Tes intervalles de sommation sont :

pour S1 : ms< 22 - (21&)3/4 =m
3/4
pour 52 : m, <ms< 22 + (29) /% - my
pour 53 : my < ms< 0%
pour 54 : pf < m < k.

La somme 54 pouvant éventuellement étre vide.
a) Majoration de S4.

D'aprés le lemme 4, on a :
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S, = Y N (x2™K, )

pf<m=k .

c, Y= x2"K(log x)°7! 7"
pf<msk

IA

<« X (log )t T (2/0)"
2 pl<m -

<< x2-k(1og X)p-l(z/p)p2 Xz-k p-1+p Tog(2/p)

(log x)

= O(x2-k(1og x)o’gs), puisque p = 2,5.

b) Majoration de Sl' On a

1 - k
Sy = L N(x2", m)
msmo )
et par (3), X
m_m- _
S, = 0f 279 X

mem (ML) 2k1og(x/2k))

et par Te lemme 1

Sl - 0f kx log x ).
27 1og log x

¢) Majoration de 53. On obtient la méme majoration que pour S1 en appli-
quant (3), puis le Temme 1.
d) Estimation de SZ. On a :
PPN [/ 4
S, = 2 N'(x277, m).

<m<m
My 1

On veut appliquer (5). On doit vérifier que :

3/4 3/4

2 1og Tog(x2™ ) - 2(10g Tog(x2™¥))¥* <m<2 109 T0g(x2™¥) + 2(10g Tog(x2™ ¥y

Ceci résulte de

Tog Tog(x2" ") = & + 0(1).

On obtient alors, par (5)

m-k))m-l

m~-k Cx 2m-k (log log(x2 4

VX270, m) = e d
2 Tog(x2™ %) (m-1)1
En posant £, = log Tog(x2™¥) et %, = log log(x2{2+e)e-ky

(11—0(2'1/

))-

et en remarquant que

m-k

log(x2™ ™) = ]og(x2_k)(1+-0(£/1og x));von encadré 52 par deux sommes de la forme :
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-1
20.,)"
. C x -1/4 (224
i=1,2: = (L+ 02”7 3T T
27 Tog(x2 ™) m <m<m,
qui valent, par le lemme 1 :
2%.
—E e TrsoeMY).
27 7log(x2 ™)
Or
2%
e - 1ogz(x2'k)
et
2%
e 2 - (1og(x2'k)+-(2+s)2 log Zf
= Tog?(x2 Ky (1+0(2/109 X)).
On obtient donc :
| S, = =X Tog(x2™) (1 + 0(2a™%))
2

et compte tenu des majorations de Sl’ 53, 54, cela démontre le théoréme lorsque

(24¢)% < k < log x.

Iv. DEMONSTRATION DU THEOREME LORSQUE k > log x.

On observe d'abord que, si n eA#(x,k), et si 1'on écrit n = 230" avec
n' dimpair (ce qui entraine Q(n') < (log n')/log 3), on a, lorsque k > Tog x :
k=a+a(n') <a+ (109 n')/log 3 < a+ 1og(x/2a)/]og 3
ce qui implique :
a > (k Tog 3 - Tog x)/10g(3/2)
et donc a = 3, €n posant :
a, = [(k Tog 3 - log x)/1og(3/2)]

o [ul désigne Ta partie entiére de u. On a donc :

a, = ((k Tog 3-Tog x)/Tog(3/2)) -8
L ‘ a
avec 0 < 6 < 1. Tous les éléments de #(x,k) sont donc multiples de 2 0, et 1'on a :
-a
(8) N(x,k) = N(x2 ©, k-a,).

On veut appliquer le résultat du paragraphe précédent au membre de droite de (8).

On doit donc vérifier :
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-a
(9) k - aj < lTog(x2 °)
et -a
(10) (2+¢)log Tog(x2 °) < k- a,-
Soit XA un nombre réel. On a :
"% A log 3-1
(11) X log(x2 ) - (k-a0)= 169(3/2) (Tog x-k log 2) -6(1-2x log 2).

En choisissant A =1 et si k < (log x)/(log 2) - 2, on constate que le deuxiéme
membre de (11) est positif ce qui entraine (9). En choisissant A = 1/log 3, le
deuxiéme membre de (11) est maintenant négatif et 1'on a :

, -2 -2
K-a > — Tog(x2 °) = 3 Tog log(x2 ©),

o Tlog 3
-a
" cette derniére inégalité ayant lieu si log(x2 ©) > 6. Or comme

_ _log 3 o

(12) log x - a01og 2 = Tog 3/2)(]ogx kTog2)+6log 2
log 2)(log 3) ,log x _
2 L“%Ba%%7?§“) (Togz ~ )
-a

on a log(x2 0) 2 6 dés que k < %gg—% - 4, et.cela entraine (10), car on peut se

lTimiter dans le théoréme a e < 1.
Nous avons démontré au paragraphe III, pour e > 0, 1'existence d'une cons-

tante K8 telle que, pour x =3 et k vérifiant (2+e)% < k < log x, on ait :

IN(x,k) - cx2™* k

x2 *109(x27F)
€ (log Tog(3x 2°%))

On applique cette formule au membre de droite de (8) et on constate qu'elle est
k

Tog(x2 ") | < K

1/4 *
encore valable pour k < (log x)/(log 2) - 4, puisque la quantité X2~

ne change

-a
pas quand on remplace x par x2 O et k par k-ao. Enfin, lorsque

log x _ log x _
Tog2 < <k<1ogz ">

(8) et (12) montrent que N(x,k) est borné, et x2_k aussi, et Te théoréme est

démontré en augmentant éventuellement la constante Ke'

Remarques. L'exposant 1/4 qui figure dans le terme de reste du thé&oréme peut étre
remplacé par tout nombre < 1/2. D'autre part la méthode de Selberg permet d'obtenir

un reste meilleur si on se limite @ k < BX. Rappelons que cette méthode consiste
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a écrire dans (1) :
F(z) = 55 + G(z)
avec G holomorphe dans le disque |z| < 3, et & écrire N(x,k) comme une

somme de 3 termes, dont le premier est le coefficient de zk dans

C z-1
XZE(]OgX)
et vaut donc : :
k-1 J
Cx 2%
= (207

N ]

2109 x j=0 J°
Le deuxiéme s'évalue en appliquant le lemme 3 & la fonction G, et le troisiéme se
majore par 1'inégalité de Cauchy, comme dans Ta proposition 1. On peut ainsi prou-

ver que :

PROPOSITION 2. Pour tout r>2, et B>r, L€ existe 6>0 +tel que pour fout

k vérifiant r& < k < B, on ait :
N(x,k) = C(x Tog x)2 K(1+0(l0g x)7%).
Pour 2 < r < 3 on peut choisin pour S n'imponte quelle valeur vErnifiant
. 2 ..
§ < 2+r(log r-log 2-1). Pour 3 < r < Tog 32° 4,93 on peut choisin

§ <r log(3/2) - 1 ; pour r> T5§g§7§ » on peut choisin 8§ < 1.
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POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES ET "MOYENNES CROISEES"

B. SAFFARI (Orsay)

Tout le contenu des paragraphes 2 et suivants [& propos des fonctions dé-
finies sur 1'intervalle [a,b] muni de la mesure dx/(b-a)] est valable sans mo-
dification pour tout espace de probabilité. Néanmoins nous nous restreindrons ici

au cadre de 1'intervalle [a,b] pour suivre a la lettre 1'exposé oral. La mesure
de Lebesgue d'un ensemble S sera notée mes S.

1 - Etant donnés deux nombres strictement positifs u et v, Tleur moyen-
ne pondérée d'ordre p (réel quelconque) par rapport aux "masses” respectives
A>0 et u>0 est:

<Aup-+uvp)1/p
A+U
(1) M&uw;km)=

(uAv”)1/(A+“) si p=0.

C'est une fonction continue et non-décroissante de p. Pour A =y, ceci est la
moyenne “"ordinaire" d'ordre p : '

PP
(lﬁ¥L)”p si p#0
Mp(u,v)=
Y uv si p=0.

Lorsque A=v, u=u (c'est-a-dire quand chacun des nombres u et v est affecté
d'une masse égale a 1'autre nombre),je propose d'appeler la moyenne pondérée (1)

Ta "moyenne croisée” (en anglais : "cross-mean") d'ordre p de u et v :
p p
vu~ +uvhy1/p .
(=) si p#0
Ms(u,v)=

(uvvu)1/(u+v)

si p=0.
Au paragraphe 3 j'indiquerai la raison qui m'a conduit a considérer cette "moyen-
ne croisée" (3), qui semble a priori &tre un objet pour le moins artificiel. Signa-

=

4
lons, bien que nous n'ayons pas & nous en servir ici, que Z. PALES me fit récemment



- 136 -

observer que ME(u,v) correspond au cas a= -1 de la "generalized power mean"

atp  o+p 1/p
M (u,v)u-_- (u#) '

p u® 4y

étudiée en détail dans des articles récents par Z. DAROCZY, L. LOSONCZI et lui-
méme, principalement dans des revues hongroises. Inversement on retrouve les "ge-
neralized power means" a 1'aide des moyennes croisées,car

Mp(u’V)OL= (pr/a(u'd,v_oc))-’l/ot (si o # 0) .

2 - Soit f : [a,b] —> R une fonction mesurable et bornée non identique-
ment nulle presque partout, mais de valeur moyenne nulle :

‘ b

(4) I f(x)dx = 0 ,
a

de sorte que les nombres

H: =supessf et h : =«inf ess f
sont strictement positifs. Pour p>0, posons
P Pgye)1/p
]|pr = (5:5 Ialf(X)I dx) .
Une observation ancienne (et triviale) est que

1
(5) h> 5 lIfll

Ceci fut en particulier utilisé par divers auteurs (K.F. ROTH [6], S.K. PICHORIDES
[4],...) pour remarquer que, dans le cas [a,b]= [0,2n] et ’
N
f(x) = k§1 cos n,x (les n, entiers, 0<n, <... <nN),

les divers résultats relatifs a la conjecture de LITTLEWOOD (minorations de [|f]|,
en fonction de N) fournissaient des résultats quant au "probléme de ANKENY-CHOWLA"
(minorations de h en fonction de N). '

I1 est facile de voir que, f n'étant pas nulle presque partout, 1'inégali-
té (5) est stricte. En remplacant f par -f, celle-ci devient H>%l|f“1 . D'ou :
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(6) €11, < 2min(H,h) .

Comme 2Hh/(H+h) <2min (H,h), Jje me demandai si 1'inégalité grossiere (6) ne pour-
rait pas étre remplacée par

(]

(7) e, < G,

vu que j'avais déja observé que certaines inégalités classiques pouvaient étre amé-
Tiorées en remplacant des expressions analogues au second membre de (6) par les
moyennes harmoniques correspondantes. En vérité la démonstration de (7) est trés fa-
cile. La voici :

Preuve de (7) : On peut supposer sans perte que [a,b]l= [0,1]. Posons :

mes A ;

A= {x€[0,1] : f(x) > 0} et 6
B= {xe[0,1] : f(x) < 0} donc 1-9

mes B ;

£7(x) = max(f(x),0) et f(x) = max(-f(x),0) .

I1 résulte de (4) que

(8) €11, = ZIAf (x)dx = ZJ'Bf (x)dx .

Or

(9) | ¥ (x)dx < oH et [ £ dx < (1-0)h
: A ' B

donc, d'apres (8) et (9),
- (10) HfH1§2mﬂK&L (1-8)h) .

Le maximum sur [0,1]1 de la fonction t —> min(tH, (1-t)h) est Hh/(H+h) [atteint
en t= h/(H+h)]l. Donc (10) 1implique (7). Enfin (9) permet de caractériser les cas
d'égalité, que nous énoncons dans le cas général d'un intervalle [a,b] quelconque :
Pour que (7) soit une égalité, il faut et il suffit que

h/(H+h) si & =H
5_1_—ames{x€[a,b] : f(x) =g} = 4 H/(H+h) si £=-h
0 si £#H et #-h.
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C'est par exemple le cas pour la fonction valant H sur [a,c] et -h sur
lc,bl, ot c= a+(b-a)h/(H+h).

3 - Par ailleurs j'avais déja observé, lors d'une étude sur les polyndmes
triogonométriques sans terme constant (donc de valeur moyenne nulle) de 1a forme

n
(1) )X (akcoskt-+bksinkt) sur [0,2n] ,
k=1 ’

que pour toute fonction f vérifiant (4) on a
(12) lIfll, < VHh ,

avec des résultats plus précis pour les polyndmes trigonométriques (11) quand on
tient compte du degré : par exemple le second membre de (12) peut alors étre rem-
placé par

(13) VAR (1-5) (c : constante absolue>0) .

J'étais intrigué par la similarité entre (7) et (12), les seconds membres étant
respectivement Tes moyennes harmonique et géométrique de H et h. Des person-
nes a qui je fis part de cette observation suggérérent, vu le fait que les seconds
membres de (7) et (12) sont respectivement M_,(H,h) et My(H,h) [cf. Ta relation
(2) ci-dessus], la conjecture suivante :

CONJECTURE. Pour toute f vérifiant (4) et pour tout p réel > 1,

4 f M H,h) .
Je pus prouver que (14) est vraie pour p>2, mais qu'elle est fausse pour 1<p<2.
[Pour p=1, elle est vraie d'aprés (7). Je montrai en outre que (14) est également
vraie pour 0<p<1]. C'est au cours de cette démonstration que je fus conduit a dé-

finir, accessoirement, la moyenne croisée (3). En effet, i1 résulte facilement de (7)
que

(15) ||f||p S_M;(H,h) pour tout p>1.

[Pour le voir, il suffit de reprendre la démonstration de (7) : on a
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+1p p=Tpety - 1yp-1
I T PR T T
- S - 1,.p-1
I£7105 < PN = g PRl
En ajoutant, et en utilisant (7), on a bien (15)]. I1 ne restait plus qu'a essayer

de majorer M;(H,h) par 'MP_Z(H,h); Je prouvai le lemme suivant (qui est facile,
mais pas entierement trivial) :

LEMME. Nous avons, pour tout p réel et pour tous u>0, v>0,

(16) >M
M;(u,v)

p_z(u,v) si 1<p<2

< Mp_z(u,v) pour tous les autres peR.

Si p#1 et p#2, 1'égalité n'a Tieu que pour u=v. [Si p=1 ou p =2,
(16) est évidemment une égalité pour tous u>0 et v>O0].

Je dispose actuellement de quatre démonstrations différentes de (16) : une
par moi-méme, via les "réegles de LAGUERRE" [5]; une par R.C. VAUGHAN [8], par un
calcul direct; une par J. PEYRIERE [3], via une utilisation intéressante de proprié-
tés de fonctions hyperboliques; une par J. MARION [2], grdce 3 une remarque (souvent
utile) que, pour des raisons diverses, j'appelle le "lemme de DELANGE" [1] : Soit
@ une fonction réelle définie et continue sur [c, +w[, dérivable sur Jc, +o[,
vérifiant o(c)>0 et o(x)>0 'Eggg x suffisamment grand. Supposons que chaque
fois que ¢ s'annule en un xove Jc, +f, alors cp'(_xo)’ garde un signe constant

(non nul). Alors o ne s'annulke jamais, c'est-a-dire que o(x)>0 pour tout x>c.

~ Ces diverses démonstrations seront exposées en détail ailleurs. Observons
que la véracité de (14) pour p>2 résulte de (15) et de la seconde inégalité (16),
mais que sa fausseté pour 1<p<2 ne résulte évidemment pas de la premiere inéga]f—>
té (16). Néanmoins i1 est facile d'établir directement la fausseté de (14) pour
1<p<2 et le fait que, pour un tel p, Tla plus petite valeur de q telle que
1'on ait toujours

11l < M, (H,h)

est g = 0.

4 - Extension de (14) au cas 0<p<1. La véracité de (14) pour p=1 n'est
pas une "singularité". On peut en effet voir que (14) reste vrai pour 0<p<1, grdce
a un argument autre que 1'inégalité (15) (laquelle n'est pas valable si p<1). En
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effet supposons (sans perte) que [a,bl= [0,1], et définissons A, B et & comme
au paragraphe 2 [démonstration de (7)]. Si 0<p<1, alors d'aprés 1'inégalité de
Holder :

f [£001Pax < (] 1F()]ax)P(f dx)17P - RPe!-P |
A A A
[ 1F00Pax < (] [F001d0P(| d)'P = RP(1-9)17P
B B B
ou R : = I | f(x)|dx = I |f(x)|dx. D'ou :
A B
1
(7) [ 00 Pax < RP(01 7P+ (1-8)"P) = (HghD + ngHP)/ (Hy + hy)
0
ou Hy : =R/ et hy= R/(1-6). Donc, d'aprés (17) et (16),
(18) ||f|l < M* Hgshg) < Mp_z(HO,hO)

Or, pour tout gqeR fixé, Mq(u,v) est une fonction croissante de u et de v.
Comme Hy<H et hy<h [cf. (9)1, on obtient donc, d'aprés (18) :

llf”p S_Mp_Z(H,h) pour 0<p<1,

ce qui est 1'inégalité (14) étendue au cas 0<p<1. (N.B. Pour traiter le cas
0<p<1, 1'utilisation de Mp_z(HO,hU) et de 1'inégalité Mp-2( shg) < Mp o(H,h)
était ici indispensable, et nous n'aurions pas pu comparer directement ME(HO’ 0)
et M;(H,h). En effet, contrairement aux moyennes ordinaires, M;(u,v) n'est pas
dans ce cas une fonction monotone de u et de v). D'autre part 1'inégalité (15)
n'est pas nécessairement vraie lorsque 0<p<1.

L'inégalité (14) reste donc également valable pour p=0 & condition de
poser

Hfllq = 11n1||f” = exp( Tog| f( x)ldx)

0~ >0+ b -a I

(noter que !lpr est une fonction croissante de p). Ce cas p=0 est particu-
Tierement intéressant, vu le lien avec la "mesure de Mahler" d'un polyndéme. Quant
3 1'extension de (14) aux p négatifs, elle sera étudiée ultérieurement dans une
version plus détaillée du présent texte.

5 - REMARQUES.
a) Un cas particulier intéressant. L'inégalité (14), qui est donc vraie pour
tout p>0 (sauf ceux tels que 1<p<2), devient pour p=3 :
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H+h _ 1
“f“3 < “;— = zw(f).

o w(f)= sup ess f-inf ess f est 1'oscillation (essentielle) de f. On a ainsi :

2{|fll4 < w(f) < 2]l pour toute f de moyenne nulle,

le facteur 2 étant évidemment obtima] dans les deux cas.

b) Polyndmes trigonométriques. Malgré le titre de 1'exposé, nous n'avons
guére parié ici de polynémes trigonométriques, mais comptonévle faire dans un tra-
vail reprenant ces questions de facon détaillée. Bornons-nous a indiquer ici que,
Torsque f est de 1a forme (11), on peut affiner les inégalités (14) et (15) en
multipliant le second membre par un facteur <1 (et dépendant du degré n). La
forme optimale d'un tel facteur n'est pas connue. En particulier 1'expression (13)
qui s'obtient grace a 1'utilisation du théoreme de FEJER-RIESZ (171 et {9]) sur la
représentation des polyndmes trigonométriques >0, n'est pas optimale. D'autre part
on peut obtenir des améliorations intéressantes moyennant des hypothéses appropriées

sur les fréquences.

c) L'idée d'une certaine extension de (14) aux fonctions a valeurs complexes
a été suggérée par J. PEYRIERE.'E11e sera développée dans la rédaction détaillée évo-
quée ci-dessus.
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SUR LES ENSEMBLES DE MULTIPLES

G. TENENBAUM

Soit & une suite d'entiers et B=RB(L) 1'ensemble des multiples de &,
soit
Bid) = {ma : me N, aco} .
Une méme suite &% peut &tre engendrée par plusieurs suites . L'intersec-
tion de toutes les suites £ engendrant # est encore une suite engendrant & .
Elle est caractérisée par la propriété qu'aucun de ses &léments n'en divisé un autre :
on dit qu'elle est primitive. Un exemple important de suite primitive finie est
A(T) := {a : T<a<2T} ;
un exemple de suite primitive infinie est fourni par 1'ensemble des entiers ayant
exactement k facteurs premiers comptés évec leur ordré de multiplicité.
Les résultats classiques concernant les ensembles de multiples sont exposés
dané le livre d;Halberstam et Roth [5]. Un des théorémes fondamentaux est le Thé-

oréme de Davenport et Erdds démontré en 1937 [2] :

THEOREME (Davenport-Erdds). Quelle que 50it La suite £, £'ensemble des
multiples Bl«) possede une densite Logarithmique &B (), Cgale & sa densité

asymptotique inferieure dRB ().

Au debut des années trente, on avait méme conjecturé que tout ensemble de
~ multiple posséde une densité asymptotique, mais Besicovitch a montré en 1934 que
"ce n'est pas Te cas [1]. Sa démonstration repose sur le fait que
(1) Tim inf d(T) =

T-00
ou d(T) des1gne la densité asymptotique de #((T)). Ayant prouvé (1), i1 cons-
truit un contre-exemple de la facon suivante. Un nombre positif € &tant donné,

on peut toujours trouver une suite {Tk k= 1,2,3,...}' tendant vers ]'1nf1ni et

satisfaisant aux deux conditions suivantes



(1) d(T,) < e27K71
(i1) sup B (x)/x < 2 d(T))
x=T k K
T k+1
pour tout k=1, ol Bk(x) désigne le cardinal de 3B(ai(Tk)) n[1l,x]. On pose
®
alors & := u af(Tk) et #B:=B(A). Notant B(x) := card # nll,x], on voit
k=1 '
que B(2Tk) > Tk 1, et donc que la densité supérieure d# de % est au moins
égale a %. De plus,
k
k+1 2:: B k+1) =€ Tk+1 2:: 2™ Tk+1 ?

d'od d# < e. Comme e est arb1tra1rement petit, on obtient bien le résultat
annpncé.
En 1935, Erdds a précisé l relation (1) en établissant que d(T) — O

lorsque T —> o [3], sa démonstration fournit méme la majoration

~1/2

d(T) << (log log T) . En utilisant un autre de ses articles [4], j'ai montré

en 1976 [7]1 que 1'on a pour T infini
d(T) = (log T)~8+0(1)
avec

L log(e 109 2)
§ :=1- Tog ? = 0,086071..

Le théoréme général suivant [9] fournit un encadrement plus précis.

THEOREME 1. Désignons par H(x,y,z) ALe nombre des entiens au plus Egaux a

X ayant au moins un diviseurn dans L'intervalle ly,z] . Sous L'hypothése

(2) 1<2y <z<vx
o= min(l, 109 z/y
et en notant u : m1n(2, Tog y ) On a
8 1 8 1

(3) X U Ll(ﬂ) < H(x,y,2) < x u LZ(D)
avec

Li(v) := exp {-c1 viog v Tog log v},

L,(v) := ¢, Tog log v(log v)'l/z.

De plus, dans Le cas ol z <<y, on peut suppriimern, quitte a modifien Co, Le gac-

teur loglogv dans L2(v).
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On trouvera également dans [91 une étude asymptotique de H(x,y,z) lorsque
y<z<2y et lorsque Tlogy = o0 (log z). En choisissant y = % z=T et en fai-

sant tendre 'x vers 1'infini, on obtient par le théoréme 1

(4) exp{-c /€og1ong]ogloglog'r} << d(T) << 1
(Tog T)

‘/]og]ogT,(log T)6

de plus Te méme encadrement est valable pour % H(x,T,2T) = % card B( (T)) n [1,x]

dés que x 2 4T2. I1 s'ensuit que le contre-exemple de Besicovitch peut étre cons-

truit avec, par exemple, la suite définie par
Tk = exp exp k/e  (k = 1,2,3,...)
pour € assez petit. La situation change lorsque 1'on restreint la vitesse de

croissance de Tk . Considérons, pour A>0, la suite définie par
A

T, = exp k (k = 1,2,3...)
et notons
. , ©
‘.= v AL(T)),
)\ k=1 k
f}\ o= %(bd)\)'
Lorsque A>1/8 , le produit TT (1-d(T,)) est convergent ; on déduit alors
k=1
facilement d'une inégalité de Behrend que d 33A existe et que 1'on a
[04)
d#B, <1 - TT (1-d(T,)) <'1.

A 1'opposé, pour A<1, on a dﬁﬂ = N \{0,1,2} , et donc deﬁx = 1. Erd0s a conjec-
turé 1'existence d'une valeur Ay > 1 telle que dSBA =1 pour A< Ao . Dans
1'article [6] en commun avec R.R. Hall, nous établissons cette conjecture ; plus

précisément, on a le résultat suivant :

THEOREME 2. Soit A, = 1,314578... fa nacine de £'Zquation

1 -
)\0 109(1-?>\—0)+2)\0-2—0.

ALons d$A=1 pour A < Aj .
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Dans 1e méme travail, nous conjecturons que d&?A =1 pour

A< = 1/(1-log 2) = 3,258891..., et que d33A<:1 pour A>3} -

L'argument

heuristique conduisant & cette conjecture est le suivant : les diviseurs de n

occupent 1'échelle logarithmique

]Tk,ZTk] couvre une longueur équivalente & 1log 2 (Tog n

[0, Tog n] , dont 1a réunion des intervalles

a )I/A, soit une proportion

d'environ Tog 2 (1og nfl/x)- 1; i1 est raisonnable de penser que la condition

d&?x= 1 n'est réalisée que si ce

que tout n ; comme 1'ordre normal de t(n) est (logn

bien 1a valeur kl annoncée.

nombre est au moins éga1 a l/r(n) pour pres-

)1og 2*'0(1), on obtient

La démonstration du théoréme 2 utilise la notion d'équirépartition moduio 1

sur les diviseurs. On dit qu'une fonction arithmétique réelle f est équirépartie

modulo 1 sur les diviseurs (en abrégé erd) si

A(n; f) :=  sup

O<u<vsl

|card{d|n : f(d) e [u,v[(mod 1)} - (v-u)t(n)]|

est o(t(n)) pour presque tout n. Un critére pour que f soit erd est que

1'on ait pour x infini [8]
|t - o¢/ieg x)
k<x n<x né4
n=0(mod k)
poUr tout entier non nul v , ol<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>