
N° 48 

Publication 

"UNE APPLICATION DÉ LA DUALITÉ AU 

CONTRÔLE OPTIMAL : CONTRAINTE PORTANT 

SUR LE CONTRÔLE ET SUR L1 ÉTAT" 

J . MOSSINO 

Or say, ann ée universit aire 1973-1 974. 



UNE APPL1CATION DE LA DUALITE AU CONTRÔL~ OPTIMAL 

CONTRAINTE PORTANT SUR LE CONTRÔLE ET SUR L1 ETAT, 

J. MOSSINO 

Nous étudions ici quelques problèmes de contrôle optimal comportant des 

contraintes sur le contrôle et sur l'état. Cela est décrit dans un cadre relativement 

général qui englobe les systèmes dont l'équation d'état est une équation aux 

dérivées partielles linéaire. 

Nous transformons chacun de ces problèmes (dit problème de contrôle primal) 

par dualité, selon le formalisme de Fenchel et Rockafellar [7]. Cela conduit en 

général à un autre prohlème de contrôle (problème de contrôle dual) ou, dans 

certains cas limites, à un simple problème dioptimisation. 

Du fait des contraintes sur l'état, le problème de contrôle prima! n'est pas 

simple à approcher numériquement. Par contre le problème de contrôle dual est 

souvent un problème sans contrainte sur l'état, et de ce fait son approximation 

est plus aisée. Utilisant les relations primal~dual de la théorie de la dualité, 

nous en déduisons une ?pproximation de la solution du problème primal. 

Nous décrivons un algorithme se rattachant à ce point de vue: c'est un algo­

rithme d' Uzawa au niveau dual, dont la convergence est classique; nous donnons 

sa signification pour le problème primal et nous obtenons ainsi une approximaticn 

numérique de ce problème. 
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Plan - § .1. Enoncé du problème prima1 1f 

§ .• 2. Le problème dual fi'* ; les relations entre fr et q.w (cas v>O) 

§.3. Le cas v = 0 

§.4. Un procédé-d'approximation du contrôle optimal (avec v>O) 

§.1. Eponcé du· problème d·e contrôle primal (problème !f). 

Le problème s> est un·problèmede contrôle que nous formulons de la manière 

suivante 

- L'état y(v) dépend· de façon affine continue du contrôle 

y(v) = !lv + Y • 

- On minimise la 11fonction coût" : 

sur l'ensemble des contrôles admissibles : 

La contrainte porte donc sur le contrôle et sur l'état. Dans toute la sùite nous 

supposerons K f ©. 

Précisons le cadre fonctionnel. 

L'espace 'U, est 1 'espace de Hilbert des contrôles ; W est 1 'espace de Hilbert 

des états;~ est l'espace de Hilbert des observations. Soient w1 et w2 deux 

espaces de Hilbert. Tous ces espaces sont supposés réels. 
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L'application ;E est linéaire continue de 'lL dans W • On note ~e:SÎ('U.,W) • 

L'ensemble K1 (resp. K2) est un sous-ensemble convexe fermé (éventuellement 

borné) non vide de \'Pl (resp. \i/
2

) l'hypothèse K1 (resp. K2) borné dans \i/1 

(resp .• \i/
2

) n I intervenant que dans la partie numérique de ce travai 1. 

L'introduction de l'ensemble K1 n'exclue pas,bien sûr,le cas où la contrainte 

ne porte que sur l'étai: : i 1 suffit alors de poser 4'?
1 

= 'lL et K
1 

= { O} , p 1 étant 

1 1 application nulle de 'lL dans lui-même. 

Voici un premier exemple de problème de contrôle entrant dans le cadre précédent: 

Exemple 1. 

- L'état y(v) est la solution de 

} y - /J,y = f 

l y = 0 sur 

+ V dans 

où Q est un ouvert borné "régulier" de !Rn et 

- Le problème de minimisation est 

1 J 2 V f 2 dx} Inf {2 (y(v)-zd) dx + 2 ~/v) 
veK Q 

où K= {v e L2(n)I jgrad y(v)I ~ 1 p.p. dans Q} 

2 
f <:: L (n) • 

On vérifie que K # 0 (car il contient -f) et que ce problème de contrôle 

rentre dans le cadre général défini ci-dessus. 

§.2. ~problème~ g'>4t les relations entre ~ et q-w (~ v>O) •• 

2. 1. Le problème dual !1'* : 

Nous allons définir par dualité selon le formalisme de Fenchel et Rockafellar 

[7J un, problème de contrôle g>* qui sera ,plus simple que o/ car la contrainte 
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pprtera sur le contôle seulement. 

Notons que l'on peut énoncer g> sous une forme équivalente où l'état dépend 

de façon linéaire (et non plus affine) du contrôle : 

- z(v) =iv est l'équation d'état. 

- Le problème de minimisation est 

1 2 'Î} 2 
Inf { z llCz(v) + CY - zdll~ + 2 llvll-u. 1 
veK 

où K = {Ve: "U.I pl V e Kl et p2z(v) +p2Y e: K2}. 

La fonctionnelle à minimiser est 

Soit F : <11 -+ IR définie par F(v) = ~livllt; et soit 

G : P = <I?1 " <I?2 x Je -+- J-oo,+ 00 J définie par 

avec 

= i O si pl e: K1 

{+ ClQ sinon 

(on dit que xK est la fonction indicatrice de K1) 
1 

G2(p2) = XK (p2+p2Y) 
2 

G3 (p3) = ! j\p3 +CY-zd llk 

On définit L E:. :i,(.ttt,P) par 

On vérifie que le problème de minimisation (que l'on notera· souvent Inf ~) s-'écrit 

Inf {F(v) + G(Lv)} 
ve':ll 
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et que F (respo G)J est convexe Soc.io sur 'U. (resp. P) • 

Soit alors F~ (resp. ci la fonctionnelle conjuguée [7] de F (resp. G),'qui 

est convexe Soc.L sur CU,* (respo P*) • Le problème dual de ff au sens de Fenchel 

et Rockafellar s'écrit en désignant par L~ lwopérateur adjoint de L: 

Sup f-F~(L"p*) - G-tt(-p*)} (cf. [7]) 
p*e:; P"' 

(on notera souvent Sup g>*) o 

Le lemme suivant, de vérification immédiate, permet de préciser la forme de L*, 

F * et G -it dans le contexte ci-dessus 

Lemme 2.1. L*p~ = Pi PÏ + ~w(p2 P2 + O""pj) 

F*(L*pi") = 2~ llt*p411.;_,t 

où dl;K, (i=l ou 2) désigne la fonction 
1. 

Sup 
p,€K, 

1. 1. 

* ) (1) <p'' p, > 
l. l. 

On peut alors expliciter le problème t:f*. 

d I appui de K. 
1. 

Proposition 2.lo Le problème fi* est un problème de contrôle, le contrôle est 

p"' E: p* = cI>; x cI>; x :}t* , et 1 1on doit maximiser sur P* la "fonction c0ût" 

(1) Les crochets sont des cr0chets de dualité (Les espaces qui interviennent s0nt 
bien évidents). 
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Cela appelle deux remarques 

1) La maximisation porte bien sur une fonction concave, mais "en général" ni 

strictement concave ni coercive. 

Donc "en général" on n'est assuré ni de l'existence ni de l'unicité d'une solution 

11'* • pour ..i 

De plus la fonction à maximiser n'est nen général" pas différentiable,. les fonc­

tions c.tK. n'étant "en général" pas différentiables. 
l. 

2) L'existence de contraintes pour le problème de contôle @* ne peut se produire 

que si la "fonction coût" prend des valeurs infinies. Par suite les contraintes 

éventuelles ne portent que sur le contrôle p~, l'ensemble des p* admissibles étant: 

Et nous remarquons que sous l'hypothèse K1 (resp. K2) borné dans t 1 (resp. t 2) le 

problème t!/* est sans contrainte (car .:ïtK (-p~) " Sup fjp:IIIIP, li < +co pour tout 
i 1 p~aK. 1 1 

l. l. 

(i=l ou 2)). 

Du point de vue numérique ce résultat est intéressant et nous l'exploiterons au 

Exemples. Nous donnons deux exemples avec calcul explicite du problème $'* pour 

lesquels la "fonction coût" de P* n'est ni strictement concave, ni coercive, ni 

différentiable. Elle se prête cependant à l'approximation numérique du §.4. Puis nous 

montrons à titre d'exemple qu'elle est coercive et strictement concave dans le cas 

particulier où il n'y a pas de contrainte sur l'état et où la contrainte sur le 

contrôle est donnéede façon explicite (v -. K1) • 

1) Reprenons ]._'exemple 1 du §.1 le problème primal est un problème de contrôle 
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optimal d'un système distribué (contrôle, observation et contrainte distribués). 

2 1 2 2 2 N On pose : 'U = L (n) ; w = H
0

(n) ; ~= L (n) ; ~ 1 = L (n) ; ~ 2 = L (n) • L'appli-

cation C est l'injection canonique de H!(n) dans L2
(n) ; p

1 
=i: 0; Pz est 

1 'application : 
l 

H (n) 
0 

---+-

y grad y. 

Nous posons enfin K
1 

= { O} et 

i <I> i ~ 1 pop. dans n} 

Dans ce cas L* p* est défini par 

(car z(v) est 

Soit alors 

Il vient 

+ <pi' C cS.,,,r> 

z(v) dx + Jn 
p;) z(v) dx 

nul sur an) . 

w(p,lf) la solution de : 

- b.w 
;< 

- div * l : = P3 Pz 

= 0 sur an 0 

dans n 

J n (p; - div p;) z ( v) dx = J n ( w - 11 w) z ( v) dx = J n ( z ( v) - b. z ( v) ) w dx 

(car z(v) et w sont nuls sur ë>Q.) 

L * p * = w(p*) • 

On obtient immédiatement ~~K (-p~) = 0 et 
1 
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Par suite la "fonction coût" du problème dual est 

- ~v f n (w(p*))
2 

dx - !fn (p;)
2 

dx - Jnp;(Y-zd) dx -Jnp;.grad Y dx - fnlP;l dx. 

Or -Jnp;Y dx - Jnp;.grad Y dx =-Jn (p; - div p;) Y dx 

= -Jn (w(p*) - tw(p*))Y dx 

= -fn (Y - ôY) w(p*) dx 

= -Jnf w(p*) dx. 

En reportant cela dans l'expression de la "fonction coût" on trouve: 

Et nous obtenons 

Le problème g~ est le problème de contrôle où w(p~) est l'état, donné par 

{ w - ~w • * - div * dans n P3 P2 

. w = 0 sur an . 
Le problème de maximisation est à une constante près 

Nous remarquons sur cet exemple que la fonction coût de S -11-- n'est ni strictement 

concave , ni coercive ni différentiable. Cependant ~* est sans contrainte et 

l I on montrera au §. 4 que l'introduction de CS"' fournit un procédé d'approximation 

numérique pour q' 

2) Exemple 2. 

Le problème primal est un problème à contrôle frontière, observation finale et 
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contrainte finale sur l'état: 

- L'état y(v) est la solution de 

( dY - by = f 
) dt 

l l 
<ly = v sur an 

dans Q=nx]o,T[ 

y(x,O) = y (x) dans n 
0 

ouvert borné "régulier" de !RN 

(y e: L 2·(n) 
0 

2 et f e L (Q)) • 

- Le problème de minimisation est: 

On suppose que Kr~ et lion pose: 

2 \" 2 1 'tL= L (l); W = {ye. L (O,T; H (ü)) 

On prend pl= O, et p2 s C Enfin on pose 

K2 = {$ e: t
2<n) 1 l$l ..5-1 P•P• dans n} • 

Lrapplication L~ est alors donnée par 

<L~ p*,v>r = <p .. ,Lv> = <p;, p2<fv> + <p;, ctv> = In <Pi+ p;) z(T;v) dx. 

Soit w(p*) la solution de 

dans Q 

dans n • 
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Il vient alors : 

+ tt(O) z (O;v) dx - J l ~: z (v) 

= - j
0

(p; + p3) z(T;v) dx + Jl w v dl . 

dl+ J w az(v) dt l an l 

D~nc Jl(L* p.i<-)v dl = Jlw v dl , V v E: L
2

(}:) 

et par suite : 

Nous avons encore : J;K (-p~) = 0 tandis que 
1 

Sup 
2 

p2<::L (ri) 

IP2l~1 p.p. 

La fonction coût est donc : 

Et par suite: 

Le problème q'I<, est le problème de contrôle où 

- L'état w(p~) est la solution de : 

l 
-:~ -b.w = 0 dans Q 

ôw = 0 sur t 
éln l 

w(T) = p; + p; dans n. 

- Le problème de maximisation est : 

Sup 
(p;,p;) 

E L 2 ( Qh L 2 ( Q) 

dx. 
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Et la. remarque faite à l'exemple 1 sur la "fonction coût" de !f* est encore valable 

icL 

3) Montrons que lorsque la contrainte ne porte que sur le contrôle pour le 

problème primal, et s'écrit v e: K
1 

, la "fonction coût" de g>'lt est coercive et 

strictement concave, ce qui entraîne alors pour fr* l'existence d'une solution 

unicque. 

On p@se dans ce cas : I!\ = 'U ; pl = Id 

Il vient : L* p* = Pi'. + :f-11 C * p3 

t = w 
2 

Et le problème de maximisation de gai s'écrit alors 

Sup {- !" 11P~ + ~}'c~p;t* - ½l!P;ll~;-<p;,cY -zi~ 
(pi ,pj) \.1, 

e'1."x-;Je~ 

et il est facile de montrer que la fonction à maximiser est coercive et strictement 

concave. 

2.2. ~ relations entre P et q~ (~ v>O) • 

Les preblèmes 5> et g> * sont liés de la façon suivante 

Théorème 2.2. 1@) Le problème CJ admet une solution unique (c'est-à-dire un 

contrôle optimal unique) vfS. K. 

2°) Les problèmes ff et q~ ont le même extrêmum (nous écrirons 

Inf g, ~ Sup q~). 

3°) Si q* possède une solution (soit p~) elle est liée à la 

solution v de tJ par les relations dites d I extrêmalité : 

-31-
Inf -* <Pl, plv> = <pl' pl> 

plsKl -~ P2Y<v>> = Irif -'* P2> <p2' 
P2EtK2 

<pz, 

ay(v) - z + d 
A -1 -• 
~ P3 = ô 
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(où \i_ désigne 1 1 isomorphisme canonique 'l.L ~ eu,* , de même pour A"&,). 

Réciproquement si v et p* vérifient ces relations v est la solution 

de g' et p it est solution de g)it • 

Démonstration Le résultat du 1°) est classique [4]. Pour les points 2§) et 3°)notre -------------
démonstration utilise un résultat général de Rockafellar [7] que nous rappellons : 

Le.s problèmes gi et g>* étant notés respectivement 

Inf {F(v)+G(Lv)} et 
ve:'U. 

Sup {-F*(L,i, p*).;. G"'(-p")} 
p""E:P* 

où F et G sont convexes s,c.L pr;:ipres, il est établi en [7] que 

A) Si Inf s>> -00 et s'il existe V ettL tel que F(v) < +oo et G continue 
0 0 

en Lv ' alors 
0 

(i) Les problèmes g et q-11-ont le meme extremum 

(ii) q,. admet une solution au moins, 

B) Si q et q * possèdent les solutions respectives v et p 14 
; l'égalité 

Inf j = Sup 9"~ est équivalente à 

Réciproquement si v et p * vérif ien.: ce système, alors 

(i) Inf 1 = Sup Ç/JJ1 

(ii) v est solution de '3 et p* est solution de :1"' • 

Dans le cas du problème de contrôle considéré ici, le critère énoncé en A) n'est 

pas directement applicab.le au niveau primal, les fonctions indicatrices pouvant n'être 

continues en aucun point (c'est le cas lorsque K. 
J. 

est d'intérieur vide (i=l ou 2)), 

Par contre il est applicable au niveau dual (c'est-à-dire qu'on permute en A et B les 

rôles de tJ et CS~) • En effet nous avons Sup g 1' <. +"' (car il est bien connu que 

et que F ~ soit continue •en 

de plus il existe p" <:: P " tel que 
0 

(pa.r E:xemple p* = O). Les problèmes 
0 
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f* et jli.,.,., s> (cf. [7J) ont donc le même extrêmum. Et pour démontrer le point 3°) il 

suffit dtaprès B de montrer que le système: 

{ 

F(v) + F*(L* p*) = <L* p.i.,v> 

G(Lv) + G~(-p~) = - <p~,Lv> 

prend la forme annoncée, 

Or la première de ces deux égalités s'écrit: 

0 - ~-1 --d. soit: vv - _'U L" p~ = 0. 

La deuxième se divise en 

( Gl(plv) + G~(-pi) = - <p;,rlv> 

} Gz(Pz~v) + G;c~·pi) = - <pi,Pz~v> 

l G/C:iV) + c3<-Pjl - - <Pj,c'1.V> 

et ces trois égalités s'écrivent respectivement 

Nous reprenons les exemples du §,2.1. et nous écrivons les relations 

diextrêmalité pour chacun de ces exemples. 

1) Exemple L (contrôle, observation et contraim:e· distribués). 

Si f?• possède une solution p.... elle est liée à la solution v de ~ par les 

relations d' extrêmal:i,té ; 
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vv - w(p*) = O dans n 

lnPÎ. (p2-grad y(v)) dx 9 0 

y (v) - z d + P ; = 0 dans 

Y 2 N 
Pz e:. L (Q) 

n • 

Réciproquement si V -* et p vérifient ces relations~~ 

et p* est solution de g'* • 

p.p, 

est la solution de 'if 

2) Exemple 2. (contrôle frontière, observation finale et contrainte finale sur l'état) 

La situation est identique à celle de l 1 exemple 1, mais les relations d'extrê­

malité s'écrivent : 

( vv - w(p ~) 1 l = 0 sur l 

~ JnPi (p 2-y(T,V)) clx~o V Pz.: L
2 (n) 

( y(T,v) - zd + p; = 0 dans Q. 

3) Reprenons le cas particulier où la contrainte ne porte que sur le contrôle et 

s'écrit V€. K
1

, Nous avons vu au §.2,L que dans ce cas P* admet une solution 

unique Elle est liée à la solution V de q 

"" 0 

V V e. Kl 

~-1-•-o 
il~ P3 - . C 

par les relations d 1 extrêmalité 

Réciproquement si v et p~ vérifient ce système, v est la solution de !T et p ~ 

est la solution de S'* , 

Montrons sur un exemple concret (mais c'est évidemment général!) qu'en éliminant 

p* entre ces relations on retrouve le système habituel contrôle-état-état adjoint 

On considère le problème g> suivant 

- Lvétat y(v) est la solution de 
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ouvert borné "régulier" de IR.N 

- Le problème de minimisation est : 

où K1 est un convexe fermé de t 2
(n) 

2 Nous posons CU = L (Q) = JG et -W = H1
(n) o Il vient alors 

0 

{ 
X - b.x = P; 
X = 0 sur 

dans 

an . 

Et les relations diextrêmalité s'écrivent 

dans 

(où y(v) est la solution de 

~y 
- b.y = f + v dans n 

lY = 0 sur an 

et x(pj) est la solution de 

- b.x -* dans n 
\ X ""P3 

lx = 0 sur an 0) 

En éliminant (pt,p3) entre ces relations et en posant X= -P pour retrouver 

les notations habituèlles de [4] nous obtenons 

y - ty = f + v dans n 

y = 0 sur an 

p - AP = y - z d dans n 

p = 0 sur an 

In (P+vv) ( v-v) dx ~ 0 V Ve: Kl 
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ce qui est bien le système classique contrôle-état-état adjoint, et nous retrouvons 

ainsi que v est solution de ce système si et seulement si il est contrôle optimal du 

problème primal. 

§o3. Le cas ~ = 0, 

Nous faisons maintenant .-., = 0 dans l'énoncé du problème g> donné au §.1., c'est­

à-dire : 

- Lvétat y(v) dépend de façon affine continue du contrôle 

y(v) = ~V + Y o 

- On minimise la "fcmction coût" 

sur lvensemble des contrôles admissibles 

La signification des notations reste celle indiquée au §,1,, et nous supposons 

toujours K F ~. 

Nous procédons comme dans le cas v>O, cependant nous avons maintenant 

F = 0, G et L étant inchangés. Alors G* et L* sont définis au lemme 2ol. 

tandis que 
L.,. p* = 0 

sinon. 

Et nous pouvons alors expliciter le problème g,~. 

Proposition 3,1. Le problème 9'* est le problème de maximisation 
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p * + C* p *) 
2 3 

Cela appelle trois remarques a priori 

1°) Régulariser le problème primal c'est-à-dire rajouter à la fonction coût 

du problème primal le terme ~~v~~ revient à pénaliser le problème dual (la contrainte 

L* p* = 0 disparaît alors et il s'introduit le terme supplémentaire de pénalisation 

. 
2@) Connue au §.2 la "fonction coût" du problème dual est concave mais "en 

général 11 pas strictement concave, pas coercive et pas différentiable; donc "en 

général" on n'est assuré ni de l'existence ni de l 1 unicité dvune solution pour g>* • 

3@) Le problème g>* est toujours un problème avec contrainte, l 1ensemble 

des p~ admissibles étant 

< +oo ; JèK (-p;) < +oo 
2 

Cependant cette dernière contrainte (L* p* = 0) 

et L.,. p * = O} 

s'exprime souvent très simple-

ment, de sorte que souvent fr"' n I est pas un problème de contrôle 0ptimal mais un 

simple problème d'optimisation. Cela est illustré par les exemples qui suivent. 

Exemples. 

1) Reprenons l'exemple l (contrôle d'un système distribué) en faisant maintenant 

V = 0 o 

Nous avons vu que 1* p* = w(p*) où w(p*) est la solution de 

ÂW = plt - div 
y. dans n l w - P2 3 

w = 0 sur an 0 

La contrainte L* p* = 0 s'explicite alors directement en fonction du contrôle p* 

et s'écrit : 

Le problème q* est alors un simple problème de maximisation 
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( 
!up 'l' ) {- ! Jn (p3,2 dx + J

0
P; zd dx - JnlP;l dx} 

P2,P3 

.e:L2 (n)Nx L2 (0) 

p3 - div p2 = 0 

2) Faisons aussi v = 0 dans l~exemple 2 (contrôle frontière, observation finale 

et ~ontrainte finale sur l'état)o 

Nous savons que L* p* = w(p*)lr où w(p*) est la solution de: 

âw 
0 dans Q 

! 
- - - b.w = ât 

clw 
0 I ~= sur cln 

w(T) = P2 'If' p* dans 0 • 
3 

Et la condition w(p*)il = 0 est équivalente à w(p*) = 0 donc à p2 + p3 = 0 

(cfo [4])o 

Le pr<ilblème <(!'1// se réduit alors au problème de maximisation 

Sup 
(p2,p;) 

E' L 2 (0) K L 2 (n) 

p; + p; = 0 

soit 

3) Montrons toutefois sur un exemple que, lorsque ~ = O , il peut arriver que le 

problème q* comporte, comme le problème ÇP , une contrainte sur l'état (et dans ce 

cas il ne paraît pas très intéressant de l'introduire!)o 

Considérons en effet le cas d 1 un problème q à contrôle frontière, observation 

et contrainte sur lvétat distribuées : 

- L'état y(v) est la solution de 
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, ouvert borné "régulier" de IRN 

- Le problème de minimisation est: 

Inf { ! J (y(v)-zd) 
2 

dx + ~ J (v) 
2 

dr} 
vaK n r 

où K"" {ve: L
2 (n I IGraà y(v)! ~ 1 PoPo dans n} 0 

On pose ici "tl = L2 (r) ; W = n
1

(n) ; ~ = L2
(n) ; 4\ .., L2

(r) ; t2 = 12
(n)N ; 

C est 11 injection canonique de H1
(n) dans L2

(n) ; pl s O; p 2 est l'application 

* * 0 Dans ce cas L p est défini par: 

on dx 

(fovmellement) o 

Soit w(p*) la solution <ilu système formel 

f w - Aw = p3 - div p2 
1 aw * - = p on sur r 0 an 2 

dans n 

Il vient alors: 

= f (w-Aw)z dx + J z !!! dr 
n r an 

J J ôw J az = (z-Az)w dx - -z dr + w - dr 
n ran r an 

= J w !! dr r an 
= Jr w v dr . 

Donc L* p* = w(p~)lr • 

La condition L~ p~ = 0 est alors équivalente à w(p*)jr = 0 et ne se simplifie pas 
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davantage, de sorte que g' "li- est le problème de contrôle optimal où 

- L'état w(p*) est la solution du système formel 

* 

{ 

w - ô.w = p
3 

-

aw ~ - = p on sur an 2 

div Pz 
r 

dans n 

- Le problème de maximisation est 

Sup 

(p;pp;) 

eL 2 (n)Nx L 2 (0) 

w(p*)ir = o 

- - . (p) dx - p (Y-z) { l J l(- 2 J if 
2 0 3 n 3 d dx - Jnp;.arad Y dx 

-Jn IP;i dx} 

c~est donc encore un problème de contrôle optimal à contrainte,,.sur l'état, l'en­

semble des contrôles admissibles étant: 

appartienne 

(O,O) o 

} w - Aw = p; - div p2 dans n 

l aw * an = p 2 .n sur r 

à H1
(n) et non seulemnet à H1

(n) , ensemble non vide car il contient 
0 

3o2o Les relations entre g> et g>'ll' (~ "= 0), 

Neus o'btenons encore 11 égalité des extrêma de g' et g'it- - ce qui fournit 

des relations primal-dual analogues à celles obtenues pour v > 0 - en faisant une 

hypothèse supplémentaire: 

Théorème 3.20 0n fait 1ihyp0thèse supplémentaire H: 

Si v est une suite d'léléments de U qui vérifie n 

) Cy(v) borné dans % quand n ~ 00 

d(plnvn,Kl) --+- 0 quand n --,. oc, 

~ d(p2 y(vn),K2) ---+- 0 quand n --+- CC) 



alors v est bornée dans <tL • 
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(On note indifféremment par d les distances dans 4>1 et t 2). 

Moyennant cette hypothèse : 

1) Le problème q admet une solution au moins ve l(, 

2) Les problèmes q et g>* ont le même extrêmum. 

3) Si 9' * possède une solution (soit p*) elle est liée à toute solution 

de g par les relations 0 . 
V 

Réciproquement si v et p* vérifient ces relations v est solution de g> 

et p * est solution de !? * . 

Démonstration: Le point 1) est immédiat grâce à l'hypothèse H, assurant que toute 

suite minimisante pour g> est bornée, et à la semi-continuité inférieure faible de 

la fonction coût de q , 

Une fois établie 1 1 égalité des extrêma de g' et q"' , le point 3) s I obtient 

exactement connile au §o2, Il nous reste donc à établir l'égalité des extrêma de g, 

et <1"' • 

Or elle ne peut pas se démontrer comme dans le cas v>O car F * est définie 

par 
si v* = 0 

sinono 

et nrest donc continue en aucun point. 

Cependant nous allons montrer que 
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pour un problème f?(e) qui est une forme pénalisée de 1' et l'égalité des extrêma 

de g et g>i<> en découlera par passage à la limite. 

Cette démonstration nécessite cinq lemmes : 

Lemme 3.2.L : Soit g>(e;) le problème de contrâle suivant, que nous appellerons 

"problème primal pénalisé" 

y(v) = cJ.,v + Y 

Inf f½llcy(v)-zdlj~ + ,k [d(p 1v,K 1/ + d(p 2y(v) ,K2J2J3 
vsttl 

Sous 1 shypothèse H, Inf g>(e;) -+ Inf <J lersque e: ~ 0 

(e:>0) • 

Preuve : Il est immédiat que Inf ':.?(e:) ~ Inf q. D'autre part, pour tout v E: 11. , 

1~expression: 

croît lorsque e -;. 0 ; et par suite 

Inf s->(e) croît également, de sorte que 

Nous allons montrer que 1' = Inf !? • 

Soit a.>O fixé. Pour tout e: il existe v(e:) e; <tL tel que : 

La suite v(e:) vérifie donc: 

{ 
Cy(v(e)) borné dans ~ quand e: -+ 0 

d(pl v(e:) ,K
1
) --+- 0 quand e; -+ 0 

cl.(p2y(v(e:)) ,K2) -+- 0 quand e: ---li- 0 

et, grâce à l ihypothèse H, elle est bG>rnée dans ctL • 
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Nous pouvons donc en extraire une sous-suite, notée encore v(e) , telle que 

v(e:) 

Cy(v(e)) 

dans <'lL faible 

_._ Cy(u ) 
a 

faible 

dans % faible. 

0r les fonctions d(.,K,) (i=l ou 2) sont convexes continues et par suite s.c.i. 
1 

Comme nous avons 

u e:. K • 
a 

nous en déduisons par passage à la lim 

fonction ~. - zd~
2 

: 

et semi-continuité inférieure faible de la 

!i\cy(ua~-zdf ~ JI, + a 4> Inf q + a • 

Faisant maintenant tendre a vers O, nous avons 

En utilisant encore l'hypothèse H, nous avons 

u _._ u dans ttL faible 
a 

d I où Cy(ua) .- Cy(u) dans ~ faible. 

Et en passant à la lim, lorsque a ~ 0 , dans l'inégalité précédente, nous 

obten0ns : 

Or u e: K puisque u E. K qui est faiblement fermé 
a 

les inégalités sont donc 
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des égalités, ce qui achève la démonstration du lemmeo 

Lemme 3.2.2. En dualisant :P(e) de façon convenable, nous obtenons pour g>~(e) 

le 11problème dual régularisé". 

Sup 

p-l"e.P* 
Ll'- p""=O 

Preuve Nous dualisons ?(e) en posant 

et 

F .e. 0 

G3 et L étant inchangéso 

Nous avons alors par exemple 

= Sup { <pi ,pl> - k l!P1-<1>1112} 
pldl 

\<:::·\ 
= $up Sup {<pi,Pf 1·</>1> - ~IIP1i!2}= Sup {<pi,4>1> + ~llPi,!12 } 

q>l€Kl ple.~1 </>1E.Kl ~:l 

Effectuant un calcul analogue sur G2, nous obtenons pour q*(e) le problème 

indiquéo 

[ 
Lemme 3,,2,,3,, Les extrêma · de <;f (e) et g•(e) sont égaux. Le problème qi'(e) 

admet une solution r(e) . 
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Preuve: Le critère de Rockafellar énoncé en A dans la démonstration du théorème 

2o2 est en effet directement applicable aux problèmes f(e:) , g~e:) , les fonctions 

[ Sup g'*(e:) ~ Sup q * lorsque e: ---+ 0 • 

La démonstration découle immédiatement du lemme suivant, de vérification aisée, 

appliqué aux problèmes q • et g1-i<(e:) : 

Lemme 3o2o5o Les notations sont indépendantes du contexte, 

Soit gi le problème : Sup J(x) , et soit 1(e:) le problème 
XE.X 

Sup J (x) 
e: xeX 

où J et J sont des fonctions réelles définies sur un ensemble quelconque X, e: 

et vérifiant les seules hypothèses 

(i) 

(ii) 

(iii) 

Alors ~ 

q (e:) admet une solution x(e:) e:: X pour tout 

J (x) e: 
~ J(x) Yxe:.X, 

J (x) ---+ J(x) V Xe: 
e: 

Sup fr(e:) = Sup J (x) 
X€X € 

't/ e:>O 

X ' lorsque e: ---+ 0 0 

~ Sup CJ = Sup J(x) 
xeX 

e:>O 

lorsque e: --,.. 0 0 

Nous pouvons maintenant démontrer 1 'égalité <iles extrêma de q et \31" o Nous avons 

dvaprès le lemme 3o2o3o ; et grâce aux lemmes 3o2ol. et 3o2.4. nous obtenons par passage 

à la limite lorsque e: tend vers 0 

Inf r:f = Sup g>* 

ce qui achève la démonstration du théorème 3.20 
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§.4a !œ: procédé d~approximation ~ contrôle optimal(~ v>O), 

Dans toute la suite nous supposons que ~ est strictement positif et que les 

sous ensembles K1 et K2 sont bornésa 

Nous avons vu que dans ce cas le problème dual est sans contrainte, et de ce 

fait "plus simple" que le problème primal; nous sommes donc amenés à remplacer 

1 1 approximation de S' par l O appraximation de 9"* a La "fonction ceût" de ':J"'" étant 

"en général" non différentiable à cause des termes v1:K (-p~) (i = 1 ou 2) il est assez 
0 l. 
l. 

naturel [2] diemployer une méthode de minimax qui utilise un algorithme du type Uzawaa 

En fait cette méthode s'appliquera non pas à ~* mais à une forme régularisée 

Nous verrons que l'approximation de qw ainsi construite introduit parallèlement 

une appreximation de q ; cependant les convergences qui semblent difficiles à établir 

directement au niveau primal se démontrent très simplement par passage au niveau dual; 

nous aurons ainsi une approche des "fonctions optimales" du problème prima! (contrêle 

optimal v, état optimal y(v) , observation optimale Cy(v) , ainsi que p1v et 

Nous exposerons d 0 abord (§a4al à 4o3) la méthode dans le cadre abstrait décrit 

au §,1; nous donnerons un exemple au §a4,4, et enfin au §a4a5 une discrétisation 

sur cet exemple, utilisant une méthode de différences finies. 

§a4al, Description.~ l 1 algorithmea 

(i) On part de ~o e: Kl x K2 connu 

(ii) On 
n 

Kz suppose ~ €, Kl X connu 

(iii) On détermine n+l 
€. 'U. et itn+l p* en résolvant le système V p e 
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n+l .IL-:1 L11- ~n+l O 'vv - -~ p ... 

n+l -1 "n+l n 
pl v + e::l A~ pl - $1 = 0 

1 
n+l · -1 *n+l n 

P2 y(v ) + e::2 At2 P2 - $2 ~ 0 

n+l -1 *n+l 
Cy(v ) - zd + A~ p3 "" 0 • 

(iv) On détermine n+l 
K2 $ e: Kl )( par 

n+l ô 
kn n+l n l 'l • ProJIS_ 
(e pl V + (1 - LHn> 

1 e::l 1 

$n+l kn y(vn+l) + 
n 

= PrGj (e p2 (1 - !s_Hn) 
2 K2 2 e::2 2 

où kn est une suite de nombres positifs pour lesquels nous préciserons les 

hypothèses par la suiteo 

Le lemme suivant montre que le système (iii) détermine de façon unique vn+l et 

•n+l 
p ~ et caractérise ces éléments comme les solutions respectives de deux problèmes 

en dualité 9' n+l et g,•n+l : 

f'JJ n+l Lemme 4o L SG>it ::, le problème de contrôle optimal -
y(v) = ..tv + Y l !:~ {½llcy(v)-zdl~ + iM~ + 2!1 

iP1v-,~!!
1 

+ 2!}P 2Y(v)-~~lltl • 

l) En dualisant fJ n+l de façon convenable nous obtenons le problème 1,i1 n+l 

Sup 
* p* pe 
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2) bl , e.,n+l Les pre emes .::, t11•n+l et :1 admettent chacun une solution unique. 

3) Ils ont le même extrêmumo Les éléments 

le système (iii) si et seulement si 

~n+l 
p 

est la solution de gin+l 

, t7>-1<n+l est la solution de~ 

n+l 
V €. ~ et 

Démonstration. On procède comme au §.2ol, en posant maintenant 

G2<P2) = 2! ilP2+p2Y-~~11; 
2 2 

, ~ ~ " , , ~ t11 * n+ l Fi G3 et L étant 1.nchanges, et on ver1.f1.e a1.sement que ~ 

indiquée,, 

p *n+l e: p* vérifient 

a la forme 

n+l @~n+l Ensuite il est immédiat que q (resp o ;; ) admet une solution unique, la 

fonctionnelle à minimiser (respo maximiser) étant strictement convexe (resp. stric­

tement concave) et coercive. 

Enfin le critère de Rockafellar énoncé en A dans la démonstration du théorème 

2o2 est directement applicable aux problèmes gn+l et g>"'n+l qui par suite ont le 

.... " l ~1~ vn+l,,,,. ~. et meme extremum; et es e ements = u.. *n+l * ~ 'f' 1 l ' p «: P ver1. 1.ent es re at1.ons 

d'extrémalité si et seulement si n+l 
V est la solution de qn+l et 

*n+l p est 

m*n+l la solution de~ • Or on constate aisément que ces relations diextrémalité ne 

sont autre que le système (iii), 

Nous définissons d'abord deux problèmes &'(e) et fr~(t) en dualité et nous 

établissons pour ces problèmes les relations primal-dual; puis nous montrons que 

les suites convergent vers les "fonctions optimalesn des problèmes 
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Lennne 4. 2. Soit S'(e::) le "problème· primal pénalisé": 

{ 

y. (v) 

Inf 
ve.'U 

= :lv + Y 

1) En dualisant S1(e::) de façon ccmvenable nous obtenons le "problème dual 

régularisé" P*(e::) : 

2) les problèmes §>(e::) et q~(e::) admettent chacun une solution unique. 

3) Ils ont le même extrêmum. Les éléments v(e::) e:. '1L et p.i1 (e::) s P* sont les 

solutions respectives de g'>(e) et ff*(e::) si et seulement si ils vérifient les 

relations diextrémalité 

-1 ~ vv ( e) - \i L * p ( e) = 0 

p 1v(e::) + e1 A;l p~(e::) - ProjK (p 1v(e)) = 0 
1 1 

p 2y(v(e::)) + e::2 A;1 p2(e::) - ProjK (p 2y(v(e::))) = o 
2 2 

Cy(v(e)) - zd + Ai' p;(e) =o. 

Démonstration. Pour le 1) la démonstration est identique à celle du lemme 3o2.2. 

(on pose: 

F = ~ 1/v l~ ; Gl (pl) = 2!1 d(pl ,Kl) 2 ; 

1 2 G2(p2) = 2e
2 

d(p 2+p 2Y,K2) G3 et L étant inchangés.) 

Le 2) est immédiat. 

L'égalité des extrêma se montre comme au lemme 3o2o3. Quant aux relations 
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d?extrêmalité, celles qui comportent F et G3 sont les mêmes qu'au théorème 2.2 

montrons par exemple que celle qui comporte G1 est équivalente à: 

(pour G2 on procède de même). 

Il nous faut expliciter: 

Notant v (resp. pi) au lieu de v(E) (resp. p;(E)) pour simplifier, cela s'écrit 

soit 

D'où en faisant w1 = ProjK <i:,1v) 
1 

IIP1V + €1 A;
1 PI - ProjK (plv)f ~ 0 , 
1 1 

- -1 -~ 0 ( -, 

plv + El A~l pl - ProJKl p1 v = 0. 

Réciproquement cette égalité entraîne: 

->t -1 _.,. V 
<-pl' 1/Jl-i:ilv - €1 At pl>~ O 1/11 e: Kl ' 

1 

l'égalité étant atteinte pour 1/Jl = p1v + El A;
1 pi= ProjK (p1v) 
1 1 

= 0 • 

D'où l'équivalence indiquée. 

Le théorème qui suit établit la convergence de l'algorithme lorsque n -,.. ® 



- 31 -

(i) La suite vn converge fortement vers la solution v(e:) du "problème 

primal pénalisé" S' (e:) 

(ii) La suite converge fortement vers la solution p*(e:) du "problème 

dual régularisé" 9'*(e:) 

(iii) De plus ~ cl>~ 

{et <l>n 
2 

(convergences fortes)o 

-+- ProjK (p
1
v(E)) 

1 

--1" ProjK (p 
2

y(v(e:))) 
2 

Démonstrationo Appliquant les résultats de [2] et [5] il est aisé de constater que 

1) La fonction selle 

définfo sur P * x ((l\ x t
2

) admet un point-selle sur p* x (K
1 

x K
2
) sous 1 whypothèse 

K1 (respo K2) borné dans ~l (resp. t 2) o 

2) L'algorithme défini au §o4o1 est simplement l'algorithme d'Uzawa associé au 

problème 

(i~i on utilise le lemme 4ol). 

La convergence de vers la solution p~(e:) 

dans [s] en remplaçant la fonctionnelle quadratique 

de g~(e:) s'établit comme 

Hvl2 
- <f,v> par 
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Soit di,= Inf(l,ë 1 ,e2) • En prenant la suite de nombres kn dans un intervalle 

[k
0

,k 1] choisi de façon que 

on montre comme dans [s] que: 

et par suite 
.v,n 

p converge fortement vers 

Les autres convergences vont s'en déduire grâce aux relations primal-dual : 

n 1 -1 * ~n n Comme v = v .l\yi L p nous obtenons v (d'après le 

n n+l lemme 4.2) ; ensuite comme t 1 = Pl v + 

n -1 * 
~l -+- pl v(e:) + €1 At Ï\ (e:) = 

1 
(toujours d'après le lemme 4.2) et 

on obtient de même la convergence forte de 

--+-- (0,0) , 

La convergence de la suite v(e:) , lorsque e: -:!JI- O découle immédiatement de 

la théorie de la pénalisation [4]. 

1 Théorème 4.3. 

Lnverge fortement 

~ 

Lorsque i:: ---+ O P la solution v(e:) du nproblème primal pénalisé 

vers la solution v du problème primal. 

Remarque. On ne peut rien dire a priori sur la convergence de la suite p "'"(e:) , la 

coercivité sur les deux premières composantes dépendant de e: ; on sait seulement 

que p*(e) est une suite maximisante pour <3'* et les relations primal-dual entre 

et Çf*(e:) L" _p.,.(") montrent que c. 

§.4.4. Exemple. 

Nous reprenons l~exemple 1 (contrôle optimal d'un système distribué) et nous 

explicitons sur cet exemple 1 1 algorithme et les résultats de convergence obtenus aux 
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Le problème ~ est le problème de contrôle optimal où 

- L'état y(v) est la solution de 

l y -
/J.y = f + V dans n ouvert borné 

y = 0 sur an 

(fe:L 2
(n)) 

- Le problème de minimisation est : 

Inf 
veK 

"régulier" de 

où K = {v e:. L
2

(n) 1 jGrad y(v)I ~ 1 p.p. dans Q} 

Rappelons 

1 1 application 

p.p.}. 

2 que CU, = L (Q) = J€ = ~l ; ~
2 

Grad de H1 (n) dans Lz(Q)N 
0 

IRn 

pl = 0 ; Pz est 

e: L z(Q)NI 1 <I> 1~1 

En utilisant l'expression de L~ trouvée au §.2.1 et en supprimant les * pour 

simplifier les notations, lwalgorithme défini au §.4.1 s'explicite connne suit: 

(i) On part de 0 
<j> E:. K2 connu 0 

(ii) On n suppose <j> e: Kz connu 0 

(iii) On résout le système 

n+l ôyn+l f + V 
n+l 

dans Q y = 

n+l 
0 an y = sur 

n+l /J.wn+l = n+l d' n+l dans Q w P3 l.V Pz 
n+l 

0 an w = sur 

n+l n+l 
0 dans n '\JV - w .. 

Grad n+l n+l n dans Q y + E: Pz - <I> = 0 

n+l 
- z + n+l 

0 dans Q y P3 = 0 d 
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"'n+l (iv) Enfin on détermine ~ e K2 par 

ce qui s'écrit encore: 

n+l • (~n _ kn pn
2
+1) 

,ti = ProJK v 
2 

En utilisant le lemme 4.1 et les calculs effectués au §.2.1 nous voyons que les 

~l~ n+l L2(1"\) e ements v e ~ 

et seulement si; 

- vn+l est la solution de: 

Inf 
·2 veL (Q) 

{ l J 2 ❖ J 2 1 J I n 12 2 (y(v)-zd) dx + 2 (v) dx + 2€ Grad y(v)-$ dx} 
n n Q 

où y(v) est l'état défini par ! y - y == f + v dans Q 

{ y = 0 sur àQ 

- et 
n+l p est la solution de : 

Sup 
p=(pz,P3) 

{ _ _L J (w(p)+\)f)
2 dx ... ~ j \p \

2 dx - ! J (p )
2 dx 

2\J Q 2 Q 2 2 S1 3 

€ L 2(Q)Nx L 2 (Q) + t.t3 zd- dx + Jn Pz <tin dx) 

où w(p) est l'état défini par } w - Aw = p3 - div Pz dans Q. 

l w = o sur -aQ • 

Et 11on déduit des théorèmes 4.2 et 4.3 les convergences fortes 

n -+- oo , e>O fixé € ~ 0 
~ ~ 

n v(e:) ' V , 

L ~ (n)) 
.. 

(dans (dans L ~(n)) 

n y(v(s)) y 

(dans Hl (n)) 
0 

(dar.s Hl(Q)) 
0 

! 

V 

y(v) 

n p i!llt -~ P (e) l on ne ·sait rien sur la .conver'-

(dans L 2 (Q) N x L 2 (n)) gence de Pz (e) mais 

P3(e:) 2 zd - y(v) 
(dans L (Q)) 
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w(p(e)) 

ProjK (Grad y(v(E))) 
2 

'VV 

(dans 

(dans 

où p(€) est la solution du "problème dual régularisé" et v(e) est la solution 

du 11prablème primal pénalisé": 

dans 

(avec la notation V! "' { 1/J 
+ 0 sinon ) 

tandis que v est le contrôle optimal du problème primalo 

Nous donnons par une méthode de différences finies une version discrète de 

lialgorithme précédent et nous montrons que l'on obtient ainsi une approximation 

des "fonctions optimales" de q (contrôle optimal v, état optimal y(v), ainsi que 

ProjK (Grad y(v))). 
2 

Pour les résultats et les notations classiques de la méthode des différences 

finies nous renvoyons à [10] " 
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1nespace des fonctions étagées 

(*) vh (x) = L vh (M) whM(x) , vh (M) e:. JR , 

M 

muni du produit scalaire 

(vh,wh) = zvh(M) wh(M) ) et H!(n)h 

M 

liapproximation externe habituelle de (cwest l'espace des fonctions étagées 

(**) yh (x) = L yh (M) whM(x) ' yh (M) e IR. ' 

M 

muni du produit scalaire analogue discret de celui de H1(Q) ). 

Pour simplifier nous ferons dans{*) et(**) les sommations sur le même 
@1 

ensemble {Me: nh} • 

Nous considérons le problème de contrôle GJ>h , analogue discret de 1' , que 

nous formulons de la manière suivante : 

(notation qui signifie 

N 
yh(M) - L 

i=l 
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est défini par 

o~ <P(M) = _!.,_2 [cf>(M+h, e,) + cp(M-h, e.) - 2cp(M)] .) 
1 h. 1. 1 1 1 . 

l. 

- On minimise la "fonction coût" 

sur l'ensemble des contrôles admissibles : 

¾ = {vh e L
2

(Q)hj lôyh(vh)I N ~ 1 partout} 
IR 

où ô est l'application de H!(n)h dans 12(n): définie par 

ôi cp (M) = ½:-(ip (M+l\ e1)-cp (M)] (i = l, •• .,N 
l. 

Tous les résultats théoriques obtenus précédeunnent sont applicables en posant 

'1L = L 2(Q\ = 3t = cpl 

H!(n)h dans t
2

(n)h 

Il est facile de constater que l I opérateur adjoint de D est -divh défini 

par 

N 
- -divh cp(M) =~hl· [<fi. (M-h. e.) - qi. (M)] • w . 1 l. l. l. 

i=l 1 

En appliquant les résultats du §.2 et en remarquant que le problème dual est 

coercif (toutes les normes étant équivalentes en dimension finie, on a 
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Proposition 4.5,1. 1) Le problème s1~ est le problème de contrôle où 

- Le problème de maximisation est à une constante près 

2) Le problème 9h admet une solution unique, et le 

problème s'~ admet une solution au moins. 

3) Ils ont le même extrêmum. Les éléments vh €- L
2

(n)h 

sont solutions respectives de <J et :?* si et h · h 

seulement si ils vérifient les relations d'extrêmalité: 

vvh - wh(ph) = 0 

J n P2h • (p2h - ôyh (vh)) dx 9 o 

yh(vh) - zd + P3h = O • 
h 

Et il est possible de rechercher vh et ph en travaillant sur ce système, 

cependant les convergences lorsque h -+ 0 semblent difficiles à établir (au 

niveau primal du fait des contraintes sur l'état, au niveau dual du fait que la 

coercivité dépend de h). Nous allons donc appliquer la méthode décrite plus haut 

Soit s>O fixé. 

(i) On de 0 part $ e K2h connu, 

(ii) On n suppose q,h € K2h connu. 

(iii) On résout le système 

et 
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n+l ~ n+l • n+l _ Pn+l = 0 wh - h wh + d1.vh p2h 3h 

. n+l _ wn+l = 0 v vh h 

n+l n+l n 
oy· + e:. P = $ 

h 2h h 

(iv) Enfin on détermine 

Appliquant les résultats des §.4.1 etr 4.2 au cadre fonctionnel discret, nous 

obtenons les deux lemmes suivants 

Lemme 4.5,L Soit q~+l le problème de contrôle optimal : 

Sup 

Ph =(p2h'p3h) 
2 N 2 ·. 

ES L (Q)h x L (S'2)h 

w - t,, w = p - div p 
h h h 3h h 2h 
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2) bl ~ a,n+l t:ï1*n+l h l . • Les pro em~g ~ h et~ h ont c acun une so ut1on unique, 

3) Ils ont le même extrêmumo Les éléments 

n+l L2(n)N ph É h X vérifient le système (iii) si et seulement si 

est la solution de 

est la solution de 

0 n+l 
;:, h et 

ri'>*n+l 
:, h o 

(Et ce lemme prouve en particulier que le système (iii) admet une solution 

unique!) 

Lemme 4.5.2. Soit Er h (e::) le "problème primal pénalisé discret" 

l 
est la solution de: yh - ~h yh = fh + vh (yh e H

0
(S"l)h) 

{½ Jn (yh(vh)-zd)2 dx + ~ Jn (vh)2 dx + ~e Jn[!oyh(vh)!-1]; dx} 0 

1) En dualisant g>h(e::) de façon convenable on obtient le 11problème dual 

régularisé discret" S1 ~ (€) 

Sup 
ph=(p2h'p3h) 

e.L2(n):xL2(n)h 

2) Les problèmes Ph(€) et g>;(e) admettent chacun une solution uniqueo 

3) Ils ont le même extrêmum. Les éléments vh(e) e:. L2(n)h et 

2 N 2 
ph (e) e L (n)h x L (n)h sont les solutions respectives de q h (e) et '311 (e) 

si et seulement si ils vérifient les relations d'extrémalité : 
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n --i,. <:a:> i pour une suite kn "bien choisie" (cf. démonstration du 4.2): 

Théorème 4,5, 1. La suite kn - étant "bien choisie 11
, on a les convergences 

suivantes lorsque n ....;.> 00 , g>O étant fixé: 

(i) La suite 

pinalis~ discret" 

(ii) La suite 

régularisé discret" ; 

)) 

Rèmarque. Il est naturel de se demander si l'on ne peut pas faire 1:: = 0 dans 

l'algorithme discret, Les inconnues du système (iii) sont les vecteurs 

(pn+l). , pn
3
h+l 

2h i=l. •• N 
n+l --1· . , wh ; on peut e iminer et par les troisième et 

cinquième équations ; les inconnues qui restent sont 

le système (iii) devient 

n+l 
(I - L\) 

n+l 
= f - V + yh h h 

v(I - 6h) 
n+l n+l 

+ divh 
n+l 

vh + yh Pzh 

n+l n+l qin ôyh + € Pzh = 
h 

La matrice à inverser est donc de la forme 

et 

= zdh 
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- I I - b, 
h 

0 

v(I - b,h) 
t tô) I (- ôl) ... (- N 

ôl 
. . . 

0 . s I . 
ôN 

(i = 1. •• N) désigne la matrice transposée de la matrice 

Il est aisé de constater que si N = 1 le déterminant de cette matrice ne 

s'annule pas avec s , mais que cela se produit si N = 2 • Le ysstème (iii) n'est 

donc pas inversible pour N = 2 

Nous plaçant dans le cas où N = 1 et e = 0 l'opération (iii) de l'algorithme 

( n+l n+l 
vh ' yh 

n+l n+l 
' Pzh ) ' wh et s'en discret détermine de façon unique 

déduisant. Notant Xn+l = (v~+l , 

o. n+l le système (iii) s'écrit : v~X 

n+l n+l 
yh 'Pzh) et appelant Bn le second membre, 

== Bn où Jt est une matrice inversible indépendante 

de n. La norme de est majorée indépendamment de n • ,i. n puisque y h demeure dans 

un sous ensemble borné de 2 ( ) N 
1
1! xn + 1

11 L Q h. Nous avons donc 

l'on peut extraire des sous suites notées encore qui 

convergent vers (vh, yh, Pzh , Îh) • Mais le système (iii) comportant des indices 

n et (n+l) , le passage à la limite pour ce système n'est pas loisible, non plus 

que celui dans l'égalité: 

. ( n _ kn n+l) 
ProJK ~h Pzh 

et l'on ne peut donc pas affirmer que 

Ci'"' et j h • 

2h 

V 
h 

et sont solutions respectives de q, h 
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Ceci a été vérifié numériquement pour un problème q dont le contrôle optimal est 

= connu (pour l'exemple considéré où vh = 0 nous avons obtenu vh très loin de zéro!) 

De toute façon·nous allons avoir besoin de c>Q pour établir les résuLtats de 

convergence lorsque h -+ 0, ainsi que nous l'avons indiqué plus haut. 

Nous faisons donc tendre h vers O, i:;>Q étant fixé puis nous ferons t:endre 

e vers O: 

Théorème 4.5.2. Lorsque h -+ O, €.>O étant fixé, la suite vh (e) converge 

fortement vers la solution v(s) du "problème primal pénalisé continu" T(t:), 

et la suite ph (E:) converge fortement vers la solution p(e) du 11problèmlt 

dual régularisé continu" S"~(e) • 

En outre yh (vh (e:)) converge fortement Vé!'S y(v·(ë)) tandis que 

converge fortement vers w(p(~)) ; et ProjK Zyh(vh(t)) 
2h 

fortement vers ProjK Grad y(v(s)) c 

2 

converge 

Toutes ces convergences ont lieu au sens des approximations respectives 

t
2(n)h, L2(n)! x L2(n)h, H!(n)h, L2\n,:. 

Démonstration, Les convergences s'établissent facilement au niveau dual du fait de 

l 9 absence·d-e contrainte. 

On montre (grâce à la c.oerdvité pour e>O t) qt.m 

{ 

wh fi\ (e)) 1 borné dans L 
2 

(n) 
lg 

ôi wh(ph(d)jQ borné dans L
2

(n) (i.,1 1 .,qN) 

On montre alors de façon classique [10] que: 

= _... p dans faible; 

wh(ph(e))l ___.. w(p) dans L2
(Q) faible; 

Q 

faible 
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puis il est facile grâce à l I absence de contrainte sur l 1état (ét même l 'absenc.ê 

totale de contrainte!) de montrer que p = p(e:) • 

Enfin, on montre de façon tout aussi classique, en utilisant les "fonctions 

coûe' de !r; (e:) et 9'"'(e:) , que 

ph(e:)l --+ p{e:) dans L
2

(n/.x 1
2

(n) fort 
n 

puis, en utilisant encore 1iéquation d'état~ que 

fort (i = 1, 0 0 C 'N) 0 

Les relations d 1extrêmalité établies aux lemmes 4,5,2 et 4,2 nous dcnnent 

alors : 

vh(e:)!n = t wh{ph(8))ln 

(convergence dans t 2
(n) fort), 

La convergence de yh(vh(z)) s'en déduit facilement ainsi que celle de 

ProjK ôyh(vh(e:)) ce qui achève la démonstration du théorème 4,5.2" 
2h 

On utilise ensuite le théorème 4o3 qui établit la convergencs ds V< 

et lson obtient en résumé le tableau suivant ~ 

n ---+-o:> , h>O fixé 

~ 
h-+ O 
e>O fixé ----....,...-.-

( L2(0\1h) au sens ~~ 

€: ~ 0 ..._____,, 



n 
Ph , 

(dans L
2

(Q): x L 
2

(G)h) 
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i\ (e:) _____ ..,,. p(e:) 

2 N 2 
(au sens L (Q)h x L (Q)h) 

~ 

w(p(t)) 

y(v) 

1 on ne sait rien str: 
la convergence de 
p

2
(e) ma1.s : 

t P3(e) --

(dans 

zd - y(v) 

L2(Q)) 

(dans L2
(n)) 

--+~ ProjK Grad y(v(e))----+-
2 

ProjK GrE.d y(v; 
2 

(au sens (dans 

' - ( ) ( -( ) -·) • < ., d fi bl~ o ~ ~ 1 o ~ do Il ou vh e resp. v e ; reep. v est .ta sc1ution u pro eme p:n.ma.:. pen.a.!.lSe 1.scr:et: 

(resp. "problème primal pénalisé 11 
; resp. Prchlème pr:ima.1) et ph (e) (resp. p(s)) 

est la solution du "problème dual régularisé àis.::ret" (resp. "problème dual régula­

risé"). 

Enfin lorsque 9 = 0 et lorsque le problème dual 1* est sans contrainte sur 

l'état (cf. §.3) on peut approcher par une méthode analogue Cy{v) ainsi que 

p 1v et p2yCv), mais cela ne permet pas dvatteindre le contrôle optimal et l'état 

cptimal. 
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