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UNE APPLICATION DE LA DUALITE AU CONTROLE- OPTIMAL :

CONTRAINTE PORTANT SUR LE CONTROLE ET SUR L'ETAT,

J. MOSSINO

Nous &tudions ici quelques problémes de contrBle optimal comportant des
contraintes sur le contrGle et sur 1l'état. Cela est décrit dans un cadre relativement
général qui englobe les systémes dont l'8quation d'état est une &quation aux

dérivées partielles linéaire.

Nous transformons chacun de ces probldmes (dit probléme de contrdle primal)
par dualité, selon le formalisme-de Fenchel et Rockafellar [7]. Cela conduit en
général 3 un autre probléme de contrdle (probléme de contrdle dual) ou, dans

-

certains cas limites, & un simple probléme d'optimisation.

Du fait des contraintes sur 1'état, le probléme de contrSle primal n'est pas
simple & approcher numériquement. Par contre le probl&me de contrdle dual est
souvent un probl&me sans contrainte sur 1'8tat; et de ce falt son approximation
est plus aisée. Utilisant les relations primal-dual de la théorie de la dualité,

‘nous en déduisons une approximation de la solution du probléme primal.

‘Nous déerivons:un algorithme.se rattachant 3 ce point de vue : c'est un algo~
rithme d' Uzawa au niveau dual, dont la convergence est classique ; nous donnons
sa signification pour le probl&me primal et nous obtenons ainsi une approximaticn

numérique de ce probléme.



Plan : §.1. Enoncé du probldme primal &

§.2. Le probléme dual 9 *; les relations entre P et &% (cas v>0)
§.3. Le cas v =0
§.4. Un procédé d'approximation du contrdle optimal (avec Vv>0)

§.1. Eponcé du probldme de contrdle primal (probléme §).

Le probléme & est un probléme de contrdle que nous formulons de la manidre

suivante :

- L'état y(v) dépend de fagon affine continue du contrdle :
yv) =%v + Y .
- On minimise la "fonction colt" :
30 = Hley =z, 5+ Svl
sur l'ensemble des contrdles admissibles :

K={veu | plveK et pzy(v)e KZ} .

1

La contrainte porte donc sur le contrOle et sur 1'état. Dans toute la suite nous

supposerons K # @ .

Précisons le cadre fonctionnel.
L'espace 9L est 1l'espace de Hilbert des contrdles ; W est 1'espace de Hilbert
des états ; H est l'espace de Hilbert des observations. Soient &, et &, deux

1 2

espaces de Hilbert. Tous ces espaces sont supposés réels.



L'application ¥ est linaire continue de AU dans W . On note % e <£@W,W) .

On suppose : Ce LW, 38) ; P, < ng"@l) H pzefﬁ(W,@z)w

L'ensemble K1 (resp. K2) est un sous-ensemble convexe fermé (éventuellement

borné) non vide de @1 (resp. @2) ; 1'hypoth&se K., (resp. Kz) borné dans ¢

1 1

(resp. @2) n'intervenant que dans la partie numérique de ce travail..

L'introduction de 1'ensemble X, n'exclue pas,bien slir,le cas ol la contrainte

1

ne porte que sur 1'état : il suffit alors de poser &y =qQ et K, = {0}, oy étant

1

1'application nulle de U dans lui-méme.

Voici un premier exemple de probléme de contrdle entrant dans le cadre précédent:
Exemple 1,
- L'état y(v) est la solution de :
sy‘~Ay=f+v dans 0
l y =0 sur 299
oi Q est un ouvert borné "régulier"de R” et f e Lz(Q) .

- Le probléme de minimisation est

.

;.l;zé {% jﬂg(y(v)-zd)z dx + %}Jﬂ(v)z dx}

ot K=1{ve LZ(Q)ngad y(v)l £ 1 p.p. dans Q} .

On vérifie que K # ¢ (car il contient ~-f) et que ce probléme de contrdle

rentre dans le cadre général d&fini ci-dessus.

§.2. Le probléme dual &* ; les relations entre % et %* (cas v>0)..

2.1. Le probléme dual &*:

Nous allons définir par dualité selon le formalisme de Fenchel et Rockafellar

[7] un probléme de contrdle 9* qui sera plus simple que ¥ car la contrainte



portera sur le contBle seulement.

Notons que l'on peut énoncer & sous une forme &quivalente ol 1'&tat dépend

de facon linéaire (et non plus affine)‘ du contrble :

- z(v) =9v est 1'équation &' &tat.

-~ Le probléme de minimisation est :

Inf { Jcz(v) + €Y - z 5 “Vﬂ
veK

oi K= {ve ‘U.{plve K1 et pzz(v) +92Ye: Kz}.

La fonctionnelle 3 minimiser est :

3 = Flez@) + a¥ - 212 + FvlE

Soit F : 4 -+ R dé&finie par F(v) = %}}vﬂi, et soit

G:P= @lwbzxgﬁ —> J-=,+o] définie par :
G(P) = G (p) + Gy(py) + Gy(py)

avec :

0 si ple‘: Kl
ei(pl) =2y (91) = {

1 + ginon

(on dit que Xg ~ est la fonetion indicatrice de Kl)
1

Gg(pz) = XKZ(p2+sz)
2
G (P3) = “i +CY"Z “3& *
On définit L e $@,P) par
Lv = (p v, o54v, )

On vérifie que le probléme de minimisation (que 1l'on notera souvent Inf R ) s'écrit

Inf {F(v) + G(Lv)}
vl ‘



et que F (resp. G), est convexe s.c.i. sur ‘U (resp. P) .

Soit alors F* (resp. G* 1la fonctionnelle conjuguée [7] de F (resp. G),qui
est convexe s.c.i. sur U* (resp. P¥) . Le probléme dual de & au sens de Fenchel
et Rockafellar s'écrit en désignant par L* 1'opérateur adjoint de L :

Sup  {-F¥(L'p"™) - 6*(-p*)} (ef. [7])
p¥e P¥

(on notera souvent Sup P*) .

Le lemme suivant, de vérification immédiate, permet de préciser la forme de L%,

F* et G™ dans le contexte ci-dessus :

O LIPS 1 ¥
r Lemme 2.1. L*p Py Pyt = (02 Py +C )
" * 1' 2
F*(L"p*) = 7v ”L*P*"n*

1 2 +* *
G*(p*) = 5"?3!&: <Py CY = z;> = <pj, p,¥>+dby (p]) +a%K2(p§)

1
ol a‘i‘K (i=l ou 2) désigne la fonction d°'appui de Ki
i

1
G G = swp <l p) L.
i 'pieKi

On peut alors expliciter le probléme %%,

. Proposition 2.1. Le probldme &* est un probléme de contrdle, le contrdle est

*e P¥ = 0¥x 02 | et 1%0on doit maximiser sur P* 1la "fonction cofit" :
P 1" %2

1 2 _ Ly w2 .
- 5, I*p “u,- a3l <03y €Y = 2> - <p’£,_szr>-c*Kl(-p°{) - rﬁKz(-pz)

(1) Les crochets sont des crochets de dualité (Les espaces qui interviennent sont
bien évidents).



S = p* p¥ * * %
Lou L }'5* pl P1+£(p§ 92+C*P3 M

Cela appelle deux remarques :

1) La maximisation porte bien sur une fonction concave, mais "en géndral" ni
strictement concave ni coercive.
Donc "en général" on n'est assuré ni de l'existence ni de 1'unicité d'une solution
pour 9% .

De plus la fonction 3 maximiser n'est "en général" pas différentiable, les fonc-

Y

1

tions ‘tK n'étant "en général" pas différentiables.

2) L'existence de contraintes pour le probléme de contBle 9* ne peut se produire
Que si la "fonction colit" prend des valeurs infinies. Par suite les contraintes
éventuelles ne portent que sur le contrdle p* , l‘énsemble des p* admissibles &tant :

p¥e PYlek (-pD) <+ et dk (-p}) < 4=l
1 2
Et nous remarquons que sous 1'hypoth&se Y (resp. Kz) borné dans ¢, (resp. @2) le

probléme %% est sans contrainte (car cﬁk (—p;) < Sup'ﬁpgﬂnpiu < 4+ pour tout
i ‘ pieKi

* * .
. . i=1 ou 2
p; e & ).
Du point de vue numérique ce résultat est intéressant et nous l'exploiterons au

u§oz@c

Exemples. Nous donnons deux exemples avec calcul explicite du probléme &* pour

1t 3 Helt . : * . »
lesquels la "fonction cofit" de %* n'est ni strictement concave, ni coercive, ni

-

différentiable. Elle se préte cependant 2 1'approximation numérique du §.4. Puis nous
montrons 3 titre d'exemple qu'elle est coercive et strictement concave dans le cas
particulier ol il n'y a pas de contrainte sur l'état et ol la contrainte sur le

contrdle est donnéede fagon explicite (v e Kl) .

1) Reprenons l'exemple 1 du §.1 : le probléme primal est un problémékde contrdle
& gXemple o



optimal d'un systéme distribué (contrdle, observation et contrainte distribués).

1
On pose : U = LZ'(Q) s W= HO(Q) s R= LZ(Q) 3 <I>1

1
cation € est l'injection canonique de HOG2) dans L2«2) 3 P

1l'application :
1
H@) — 1@
y grad y .

Nous posons enfin K1 = {0} et

-1.2@) ;¢

1

2

- 2@)Y . vrappli-

0 3 p2 est

K, =1{¢ e Lz(ﬂ)N | l¢ls 1 p.p. dans Q} .

Dans ce cas L* p* est défini par :

<L* p*,v> = <p*,Lw>

<pys 04w + <pl, ¢ Aw
= f pY . Grad z(v) dx + p* z(v) dx
Jg 72 o 73
* o »*
—JQ (py - div py) z(v) dx

{car z(v) est nul sur 23Q)

Soit alors w(p®) 1la solution de :

§ w - Aw = p; -

w=0 sur 90 .

div p; dans

I1 vient
J (P; = div P;) z(v) dx =J (w =-Aw) z(v) dx =
Q Q JR
(car z(v) et w sont nuls sur 3Q) )
=] vw dx .
J

Dol J w* p*) v dx = J w(p*) v dx , V v e LZ(Q) et par suite
Q Q

L*p* = w(p™

On obtient immédiatement a%K (—pI) =0 et
1

[ (2(v) - Az(v))w dx



S o = sp e S [ rpe e [l e
2 Py pzeLz(Q)N f &
Ipzlsl PP

Par suite la "fonction colit" du probléme dual est :

1 j sy 2 1 ®,2 x L x *
- = | (w(p®))" dx - ij (p)" dx - J p.(¥Y~z,) dx —J p,.grad Y dx - J Ip l dx .
2v Q 2 Q 3 Q 3 d Q 2 Q 2
Or : - p*Y dx - | pa.grad Y dx =- (p* - div pr) Y dx
Q 3 Q 2 3 2
Q
= - WG*) - dw(E*)Y dx
JQ
-
= - (Y - AY) w(p*) dx
0
= =1 f w(p*) dx .
4Q

En reportant cela dans l'expression de la "fonction colt" on trouve :

- L 3 2 4o - 1 *y2 * - * 2 2
T Jg(w(p Y+vE) T dx 3 Jg(p3> dx + Jgp3 24 dx jg]pzl dx + 5 Jn(f) dx .

Et nous obtenons :

~ Le probléme $* est le probléme de contrGle o w(p*) est 1'8tat, donné par :

*-

{ w =~ Aw = Py

{w=0 sur 302 .

div p;‘ dans 0

Le probléme de maximisation est & une constante prés :

Sup {- .Lj e (p*)+vE) % dax - & j (p*) 2 dx + (D% 2. dx - lpX| dx}
. 7V 2 3 _Jps d Py
(pz,pj) Q Q 2 Q

el

- . o L~ * . 4
Nous remarquons sur cet exemple que 1a fonction colit de 9% n'est ni strictement
concave , nl coercive ni différentiable. Cependant $* est sans contrainte et
1'on montrera au §.4 que 1'introduction de 9% fournit un procédé d'approximation

numérique pour & .

2) Exemple 2.

Le probléme primal est un probléme 3 contrSle frontidre, observation finale et



contrainte finale sur 1'état :

- L'8tat y(v) est la solution de :

S 3 . Ay = £ dans Q = Q X]O,T[ s, @ ouvert borné "régulier" de KRN

at
2%§—~=v sur z =8&’3x]0,'f[

y(x,0) = yo(x) dans

v, 2@ et fe 12(Q) .

= Le probléme de minimisation est :
Inf {-1- (y(x,T3v) - z )2 dx + > (v)2 ay}
2 d 2 |3
veK Q
~ 2
of K={vel® ) | ly(m;v)| €1 p.p. dans 0} .

On suppose que K # § et 1'on pose :

w=120); W= {ye 120,73 i) | —2% 140,13 Hl(sz*)'};

R = Lz(sz); %, = LZ(Z) ; 9, = LZ(SZ) » L'application C est définie par

W e LZ(Q)

y y(T) .

On prend o, = 0, et P, = C . Enfin on pose : K1 = {0} et

K, = {9 G:LZ{Q)f l¢] <1 p.p. dans @} .

Lfapplication L™ est alors donnée par

<L“-p*,v>~>j = <p¥,Lv> = <p;, p2<£v> * <p§, c4vs = j (pg + p;) z(T;v) dx .
Q

Soit w(p*) 1la solution de
_ow

at

W

an

w(T)

- Aw =0 dans Q

i

Osurz

]

p;+p; dans Q .
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I1 vient alors :

8Z(v) - Az(v))w dx dt —J w(T) z(T;v) dx

0 = J (- - Aw) z(v) dx dt = J (——
Q Q

Q

+ | w(0) z(0O;v) dx - J Eﬂlz(?j dz + J az(v)
JQ * y on ) 4

-J;:l(p2 + p3) z(T;v) dx +jzw v dz .

Denc JE(L* p*)v dz =J2w v dz , Yve LZ(Z)

et par suite :
L*"p*= w(p*)lz .

Nous avons encore : ctK (-p;) = 0 tandis que
1

¥ = - * = *
"th(Pz) Stzlp j P, P, dx JQIPZ dx .
Py L7(R)

|p, <l p.p.

La fonction colit est donc :

- l_-JE(W(p¥)) aj - J (p3 dx - J pg(Y(T) z ) dx -Jgp; Y(T) dx - ngpzldx

Et par suite :

~ Le probléme 4* est le probléme de contrdle oi

- L'état w(p™) est la solution de :

ow -
T Aw = 0 dans Q

%% =0 sur. 2

w(T) = p; + p; dans Q .

- Le probléme de maximisation est :

Sup {- ——-J (w(p*)) ) - = J 2 dx - -J‘p;(Y(T)—za) dx
(p3»P3 ) Q Q

e 12«12 ()

* *
- | p, Y(T) dx - J ]p I dx} .
[ %
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Et la remarque faite i 1'exemple 1 sur la "fonction cofit" de F* est encore valable

ici.

3) Montrons que lorsque la contrainte ne porte que sur le contrdle pour le

probléme primal, et s'decrit ve K, » la "fonction cofit" de 9 est coercive et

strictement concave, ce qui entraine alors pour 9* 1'existence d'une solution

unique.

Onpesedanscecas.:¢1=‘{L;plwtd;¢> ==W;§>2.=;0;K2={0}.

I1 vient ¢ L* p* = p{ + i”c*p:’; o

Et le problaéme de maximisation de &% s'écrit alors :

1 * ¥ _x w2 Ty #¢2 * *
sup. (=55 o7 + Lc*pll” - 3leall - <phicY —zp> b, (-p)}
hen 3hpe T 2R3l P30T "2 k1
S xH*

e

et il est facile de montrer que la fonction 3 maximiser est coercive et strictement

congcave.

2.2, Les relations entre ¢ et P (cas v>0) .

Les problémes & et 9 * sont 1lids de la fagon suivante

Théordme 2.2. 1°) Le probléme 4 admet une solution unique (c'est-d-dire un

contrdle optimal unique) ve& K .

2°) Les problémes & et F* ont le méme extrSmum (nous &crirons
Inf § = sup §%.

3°) Si &* possdde une soclution (soit P*) elle est liée 3 la

-

solution v de & par les relations dites d'extrémalité :

Rl S
v A(u L*p*=0

éﬁ;ﬁ p1;$ = Inf gsii P1>
plsz1
<§;9 QZY(—{"):’ = Inf <1_32: ?2>
pZeK2

=“1 _»

Cy(v) ”zd*ﬁzﬁ pBﬁO



- 12 -

oy - 13 - N [ L4 * - -~
(ol % désigne 1'isomorphisme canonique U —>~ U~ , de méme pour A%)e

Réciproquement si Vv et pP¥ vérifient ces relations Vv est la solution

de & et P* est solution de #* .

Démonstration : Le résultat du 1°) est classique [4]. Pour les points 2°) et 3°) notre

. b o . o i ,
démonstration utilise un résultat général de Rockafellar |7] que nous rappellons :
Les problémes § et &F* étant notés respectivement :

Inf {F(v)+G(Lv)} et Sup {-F*(L* p*) = ¢™(-p™)}
vl pFeP ¥

ol F et G sont convexes s.c.il. propres, il est &tabli en [7} que
A) Si Inf §» -~ et s'il existe v,e U tel que F{vo) < 42 et G continue
en Lvo , alors :
(1) Les problémes 9 et T* ont le mefie extremum
(ii) 9* admet une solution au moins.
B) Si & et 9* possédent les solutiocns respectives Vv et P* , 1'égalité
Inf § = Sup F* est Bguivalente 3

. F(?) o F*(L#ﬁ fﬁ%&\) . {L* E‘!”:‘;f;

-

Réciproquement si ¥ et P¥* vérifient ce systéme, alors :

(i) Inf § = Sup §*

(ii) ¥ est sclution de § et P* est solution de §* .

Dans le cas du probléme de contrdle considéré ici, le crit&re énoncé en A) n'est
pas directement applicable au niveau primal, les fonctions indicatrices pouvant n'@tre
continues en aucun point {(c'est le cas lorsque Ki est d'intérieur vide (i=1 ou 2)).
Par contre il est applicable au niveau dual (c'est-3-dire qu'on permute en A et B les
rbles de 8 et £*y |, En effet nous avons Sup 5%< +« (car il est bien connu que

Sup §% ¢ inf & et, puisque K # 0, Inf § < +=) ; de plus il existe p; e P* tel que

g

G*(-—p;} < 4+ et que F * soit contimve en L™ p; (par exemple ‘pg = 0}, Les problémes
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G* ot §%*= @ (cf. [Z}) ont donc le méme extrémum. Et pour démontrer le point 3°) il

suffit d'aprés B de montrer que le systéme :

F(EF) + F¥L™ p™) = <L* p™,v>
G(Lv) + G*(-p") = - <p*¥,Lv>

prend la forme annoncée.

»®
.

Or la premidre de ces deux égalités s'écrit

J-pi2 1 g, w ==32 N _—t -
%gvnu * 'étih:' p *Lﬂ‘» = <L” P43V>
soit : \;\?~A‘£l L*p*=0
: ) .

La deuxiéme se divise en :

- k3 o G o e B -
Scl(plv) + G1< 91) = = <pysPyV>

Gz(pz%"ﬁ) + G;"(“ﬁ;) == <§§,c2£\7’>
G (CET) + 63 (-) = - <p3,CELH>

et ces trois égalités s'8crivent respectivement

1%
Bs0,y(¥)> = Inf <G,,p,>
2°°2 ooex, T2P2
2572

- ..1_»*

- + =
Cy(v) Z4 Ag& Py 0 .
Exemples. Nous reprenons les exemples du §.2.1. et nous &crivons les relations

d'extreémalité pour chacun de ces exemples,

1) Exemple 1. (contrdle, observation et contrainte distribuds).

5i @ posséde une solution P*

elle est lide 3 la solution ¥V de § par les
relations d'extr@malité ;
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v - w(p*) = 0 dans Q
=% - v 2 N '
Py (pz—grad y(v)) dx » O p, € L7(R) tel que ipzl.él PsPo
Q
y(v) - z4 +715’3“= 0 dans Q .
Réciproquement si v et p* vérifient ces relations, ¥V est la solution de §

et p* est solution de 9*.

2) Exemple 2. (contrGle frontiére, observation finale et contrainte finale sur 1l'&tat)
La situation est identique 3 celle de 1°exemple 1, mais les relations d'extré-

malité s'écrivent :
V§ - w(f)*)!z =0 sur )
- — 2
5X (p,~y(T,¥)) dx»0 Yp,e L°(2) tel que [p,| €1 p.p.
2 Q 2 2 2 2

y(T,¥) - z3 + 'ﬁ; = 0 dans Q .

3) Reprenons le cas particulier ol la contrainte ne porte que sur le contrdle et
s'écrit ve K'1 . Nous avons vu au §.2.1. que dans ce cas $* admet une solution

unique P* . Elle est lide 3 la solution Vv de 9 par les relations d'extr@malité :

<§;, v=v> 20 Yw c:-zK1

-1 _,

Cy(¥) —zd*ﬂg& Py

= O o

Réciproquement si ¥V et P*¥ vérifient ce systdme, ¥V est la solution de & et P*

est la solution de §* .

Montrons sur un exemple concret (mais c'est évidemment général!) qu'en &liminant

P* entre ces relations on retrouve le systéme habituel contrdle-état-état adjoint

(cf. [4]).
On considére le probléme ? suivant :

- L'état y(v) est la solution de :
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(y - Ay = f + v dans 2 ouvert borné "régulier" de B

ly = 0 sur 08 (fe LZ(Q)) .
— Le probléme de minimisation est :

Inf {%.I (y(v)-zd)2 dx + %lf (v)2 dx}
veK1 Q Q

ol Kl est un convexe fermé de LZ(Q) .

Nous posons ‘U = LZ(Q) = ¥ et W

HE(Q) . Il vient alors

L* p* = py * X(p;) ol x(pg) est la solution de

X - Ay = p; dans Q
{ X =0 sur of .

Et les relations d°'extrémalité s'écrivent :
- —_- _ - =
g vV - g x(p3) 0 dans Q
pr (v=%) dx » O YveKk
1 1
) Q
y{v) - 24 + Py = 0 dans £
(ot y(v) est la solution de :

‘y - Ay = £ +% dans @
1y = 0 sur 9N

et x(ﬁ; est la sclution de
‘x - Ay = 5;' dans &
1x =0 sur 30 .)

M

3

les notations habituelles de [4] nous obtenons :

En éliminant (ﬁ{,ﬁ entre ces relations et en posant ¥ = -P pour retrouver
y-~Ay=f +7V dans Q

y =0 sur odR

P-AP =y -2z  dans @

d
P =0 sur 98

j (P+v¥) (v=v) dx » O v ve Kl
Q
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ce qui est bien le systéme classique contrdle-état-état adjoint, et nous retrouvons
ainsi que ¥ est solution de ce systéme si et seulement si il est contrSle optimal du

probléme primal.

§.3. Le cas V = 0.

Nous faisons maintenant ¥ = 0 dans 1'énoncé du probléme ¢ donné au §.1., c'est-

a-dire :
- L'état y(v) dépend de fagon affine continue du contrdle

yv) = €v + Y .

- On minimise la "fonction cofit" :

J(v) =

N[ =3

ley - 2412,

sur l'ensemble des contrdles admissibles

e

={ve"(l|plv€K et pzy(v)eKz} .

1
La signification des notations reste celle indiquée au §.1., et nous supposons

toujours K # @ .

3.1. Le probléme dual g .

Nous procédons comme dans le cas v>0 , cependant nous avons maintenant
F=0, G et L &tant inchangés. Alors G* et L* sont définis au lemme 2.1.

tandis que :

0 si L* p*=0
F'(L* p*) = %

+o ginon .

Et nous pouvons alors expliciter le probléme 9* .

- Proposition 3.1. Le probléme %™ est le probléme de maximisation :

Sup {- -npsﬂ = <p3sCT-zg> = <ph0,Y> - %, P10~ H, (pp))
p e P =0 %] x J¥
12

L* p¥=0
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o *«)(=* » ¥pao * P
LouLp ] pl-r-%(p2 p2+C P3)

Cela appelle trois remarques a priori :

1°) Régulariser le probléme primal c'est-d-dire rajouter 3 la fonction coit
du probléme primal le terme %nvné’ revient 3 pénaliser le probléme dual (la contrainte
L¥ p* = 0 disparait alors et il s'introduit le terme supplémentaire de pé&nalisation
- p*il;*) :

Ilen

2°) Comme au §.2 la "fonction cofit" du probléme dual est concave mais

gnéral" pas strictement concave, pas coercive et pas différentiable ; donc "en
s P H

énéral" on n'est assuré ni de l'existence ni de 1'unicité d'une solution pour P* .
P

3°) Le probléme &%* est toujours un probléme avec contrainte, l'ensemble

des p* admissibles &tant

* * ¥ . _a® " * _w o
{p*eP ia‘iKl(pl)<+°°,J*K2(p2)<+ et L* p”=0} .

Cependant cette dernidre contrainte (L™ p* = 0) s'exprime souvent trés simple-
ment, de sorte que souvent 9* n'est pas un probléme de contrdle optimal mais un

simple probléme d’optimisation. Cela est illustré par les exemples qui suivent.

Exem.Elesc

1) Reprenons 1'exemple 1 (contrOle d'un syst&me distribué€) en faisant maintenant
ve=0,
Nous avons vu que L* p* = w(p*) ol w(p*) est la solution de

*—

{w - Aw = P,

w=0 sur 90

div p; dans @

La contrainte L* p* = 0 s'explicite alors directement en fonction du contrdle p*
et s'écrit

* .

Py div p; =0 .

Le probléme G* est alors un simple probléme de maximisation :
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Sup {- %.I (pg)z dx + J pg z, dx - j ip;T dx}
{(p3,p3 ) Q Q Q

2@« L2@)
* 2 * =
Py div Py 0

2) Faisons aussi v = 0 dans 1l'exemple 2 (contrdle fronti&re, observation finale
et centrainte finale sur 1'état).

Nous savons que L* p* = w(p*}ig ol w(p*) est la solution de :

g‘ i Aw = 0 dans Q
9w _
3 " @ sur z

w(T) = p; % pg dans .

Et la condition w(p*)ﬁz = 0 est équivalente & w(p™) = 0 donc & p; + pg =0
(cf. [4]).
Le probléme 9™ se ré&duit alors au probléme de maximisation :
Su - & (p‘)z‘&x + *z,dx - | |p3] dx}
P 2 JoP3 '3 % Pz

*

*
{P23P3 Q
€ Lz Q) = L2 (2)
* »* =
PptP3 =0
soit 3
1 ¥ 2 » »*
Sup {==] ()Y dx + | p*z, dx - lp ? dx3} .
¥ v 2 2 Q § d Q
pel™(Q)
3) Montrons toutefols sur un exemple que, lorsque 9=0 y 11 peut arriver que le
probléme ¢¥ comporte, comme le probléme & , une contrainte sur 1'état (et dans ce

cas il ne parait pas trés intéressant de 1'introduiret!).

Considérons en effet le cas d'un probléme § & contrdle frontidre, observation

et contrainte sur 1'état distribuées :

- L'état y(v) est la solution de
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{y - Ay = £ dans £ , ouvert borné "régulier" de RY

?-zav sur T = 3Q
an

te 2@ .
-~ Le probléme de minimisation est :

Inf { (y(v)-z ) dx + —J (v) dr}
veK T

oi K={ve 1.2 (F) | |6rad y(v)] € 1 p.p. dans Q} .
On pose ici U= Lz(I‘) s W= HICQ} s o= 1269) 3 @1 = LZ(F) H <I>2 = Lz(Q)N
€ est 1l'injection canenique de HI(SZ) dans LZ(Q) 3Py = 03 s est 1l'application

@) — 12@F
y grad v .

On pose encore K, = {0} et K, = {éeLz(mN | 16l €« 1 p.p.ts
Dans ce cas L™ p" est défini par :
<L* p*,v> = <p¥,Lv> = | pr . Grad z(v) dx + | p. z(v) dx
& 2 Q 3

zj (p; - div pZ} z{v) dx +J 2 (%) p; n dx
Q T

(formellement).

Soit w(p*) 1la solution du systéme formel :
o o i
w - Aw P, div Py dans 0

1% pon sur T .
on 2

I1 vient alors :

(pg'—div pf,,f) z{v) dx + | z(v) p;m dar = J( (w=hw)z dx + j z %Y- ar
a r Q r, "
I z—&z)wdx—f%z.dF*Jwg%dP*jz%g
Q T T T
j‘ W --- dl‘
T
J' w v dl .
T
Donc L* p* = w(p"‘)fr .

La condition L* p* = 0 est alors é&quivalente & W(p*)iP = 0 et ne se simplifie pas
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davantage, de sorte que § * est le probléme de contrSie optimal ol :
P P

~  ~ L'8tat w(p*) est la solution du systéme formel

*—

{ w - bw = py - div pg dans Q

- Le probléme de maximisation est :

Sup {~ 1 | (p*)z dx - | pX(Y~-z.) dx - | p’.Grad Y dx
2 o 3 Q 3 d Q 2
* »*
(pz&pg) *
2 N .2 'j |pyldx}
eL(@) = L7 Q

] WCp*ﬂF =0

C'est donc encore un probléme de contrdle optimal i contrainteisut 1'8tat, 1'en-

semble des contrdles admissibles &tant :
% 2 N 2 .
{p e L7(Q) x L7(Q) tels que la solution de

Sw-&wr—’p;-—éivp; dans €

3w
on

appartienne 3 Hz‘(Q) et non seulemnet 3 HE(Q) , ensemble non vide car il contient

:p;.n sur T
(6,0} .

3.2, Les relations entre ¢ et @* (cas V= 0).

Nous obtenons encore 1'égalité des extréma de § et §* - ce qui fournit

des relations primal-dual analogues 3 celles obtenues pour v > 0 - en faisant une

hypothése supplémentaire :

~  Théoréme 3.2, fait 1'hypothé&se supplémentaire H :

Si v, est une suite d'éléments de W qui vérifie :
$Cy(vn) borné dans ¥ quand n —> o
d(pl vn,Kl) —>» 0 quand n — «

26@2 Y(Vn)us) — 0 quand n - ®
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alors v, est bornée dans U .

(On note indifféremment par d les distances dans <I>1 et <I>2).

Moyennant cette hypothése :

1) Le probléme & admet une solution au moins Ve K.
2) Les problémes & et 9* ont le méme extrémum.
3) 8i 9* posséde une solution (soit P*) elle est liée d toute solution ¥

de 9 par les relations :

L"p*=0

<§;’ P1§7_> = In§ <§;3P1>
. P1EH™
- - - %
<P2: PZY(V)> = Inf <P2,P2>
. pze:K2

R by - _1 —* —4
Cy(@) =z + Ay By =0 .

Réciproquement si ¥ et pP* vérifient ces relations ¥V est solution de &

et P est solution de @* .

Démonstration : Le point 1) est immédiat grace d& 1'hypothé&se H, assurant que toute

suite minimisante pour § est bornée, et 3 la semi-continuité inférieure faible de

la fonction coit de § .

Une fois établie 1'égalité des extréma de § et 9* , le point 3) s'obtient
exactement comme au §.2. Il nous reste donc 3 établir 1'&galité des extr@ma de &

et 9* .

Or elle ne peut pas se démontrer comme dans le cas v>0 car F* est définie
par :
0 si v*¥=0

F¥(wv*) = {

+o  ginon.,
et n'est donc continue en aucun point.

Cependant nous allons montrer que :
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Inf $(c) = Sup F"(e)

pour un probléme % () qui est une forme pénalisée de § et 1'égalité des extréma
de § et 9™ en découlera par passage d la limite.

Cette démonstration nécessite cing lemmes :

- Lemme 3.2.1. : Soit F(e) le probléme de contrSle suivant, que nous appellerons

"probléme primal pénalisé" :

y(v) = dv + ¥

Inf Floy =24l + 3= (4 vik)? + a0,y () k) T) (€>0) .
ve

Sous l'hypothése H, Inf $(¢) - Inf & lorsque & -0 ,

Preuve : Il est immédiat que Inf §(e) < Inf % . D'autre part, pour tout ve U,
1'expression :

1 2 1 2 : 2

sloy-z4l + 52 [a0vik)™ + 4Gy 7]
croit lorsque € —> O ; et par suite

Inf @(c) croit également, de sorte que :

Inf Pe) =—> L s Inf 9.
Nous allons montrer que £ = Inf G .
Soit >0 fixé. Pour tout & 1l existe v(e) ¢ W tel que :
ey -z, ? + 1= [d (o v(e), & F + d (0,y(v(e)) ,K)2] ¢ Inf G(e) + o < Inf G+
21y d 2e LG WP VIESRy 27 189t 48 < .
La suite v{(g) vérifie donc :

« Cy(v(e)) borné dans H quand ¢ —>» O
d(piv’(a),Kl) ~+ 0 quand € - O

&(sz(v(a)),K2§ —> 0 quand € - 0

et, grice 3 1l'hypothése H, elle est bornée dans U .
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Nous pouvons donc en extraire une sous-suite, notée encore v(g) , telle que :

v(g) — u, dans U faible
plv(e) — P14y dans ¢1 faible
P% y(v(e)) — pz_y(ua) dans @2 faible

Cy(v(e)) — Cy(ua) dans % faible.

Or les fonctions d(o,Ki) (i=1 ou 2) sont convexes continues et par suite s.c.i.
pour les topologies faibles. D'oll : O = lim d(plv(e),Kl) 2 d(plua’Kl) > 0 et donc
iU, € K1 . De m€me Py y(ua) € KZ' et par suite u & K .

Comme nous avons

%HCy(v(e))—zdﬂz < Inf () + o € Inf T+ a

nous en déduisons par passage 3 la lim et semi-continuité inférieure faible de la

fonction |[. - zdnz :

%llcﬂua)—zdllz €. +asInf §+a.

Faisant maintenant tendre a vers O , nous avons
g‘Cy’(‘um) borné dans I lorsque o —> O
d(olua,Kl) =0

d(p,y(u ) K,) = 0 .

En utilisant encore l'hypothése H, nous avons :

u, — u dans A faible
dlel Cy(ua) —>~ Cy(u) dans ¥ faible.

Et en passant & la lim , lorsque o —> O , dans l'inégalité précédente, nous

obtenons :
%ﬁ“Cy(u)—zd"'2 < L < Inf @ .

Or ue K puisque u, € K qui est faiblement fermé ; les inégalités sont donc
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des égalités, ce qui achdve la démonstration du lemme.

. Lemme 3.2.2. En dualisant %(¢) de fagon convenable, nous obtenons pour

. W, - " . .
le probléme dual régularisé",

Sup {"' “HI *"2 * ] - %“ 3" - <P3sCY“’zd - <p;!‘)2Y>
p*eP* %"
L* p"=0

- (-p¥) -F (-p™)} .
R, P1 R, T2

Preuve : Nous dualisons &’(¢) en posant :

F=so0
_1 2 _ 1 - 2
Gl(p1> = 2€ d(p1’K1> e 2e Inf “pl ¢1ﬂ¢
¢.eK 1
11
_ 1 , 2 _ 1 ; . 12
: ¢>2€K2 2
G3 et L é&tant inchangés.
Nous avons alors par exemple :
%, % _ 1 12y 1 2
: pleéi ¢1eK1 p1c<§1

“%

2 . 2
%P Sup t<ptip, 0> = =l 1M1= sup t<p¥,,> + El)P

#

it
avd fu
E=
s ®
)
+
S
~
Faney
=
%
S
N

g¥(e)

Effectuant un calcul analogue sur Gz, nous obtenons pour J7(e) 1le probléme

indiqué.

Lemme 3.2.3, Les extréma  de G(g) et 9"(e) sont &gaux. Le probléme

admet une solution P*(g) .

9(e)
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Preuve : Le critére de Rockafellar &noncé en A dans la démenstration du théoréme
2,2 est en effet directement applicable aux problémes H'(e) , 9%e) , les fonctions

d(ogKi) étant continues.
[ Lemme 3.2.4. Sup §*(e) —> Sup @™ lorsque € - O .

La démonstration découle immédiatement du lemme suivant, de vérification aisée,

appliqué aux problémes ¢ et §*e) :

Lemme 3.2.5. Les notations sont indépendantes du coentexte.

Seit § 1le probléme : Sup J(x) , et soit 9P(ec) le probléme : Sup Je(x)
xeX xeX

ol J et Je sont des fonctions réelles définies sur un ensemble quelconque X ,

et vérifiant les seules hypothéses :

(i) 9 (e) admet une solution x(e) € X pour tout e>0
(i) J_(x) ¢ I(x) YxeXx, Ye>0

(iii) Jg(x) — J(x) VYxe X, lorsque € — O .

Alors @ Sup G(e) = Sup Jg(x) — Supg = Sup J(x) 1lorsque & - O .
L xeX xeX

Nous pouvons maintenant démontrer 1'égalité des extréma de & et §* . Nous avons

Inf §(c) = Sup 9*(e)

d'aprés le lemme 3.2.3. ; et gra3ce aux lemmes 3.2.1. et 3.2.4. nous obtenons par passage

d la limite lorsque e tend vers O :
Inf® = Sup ¥

ce qui achéve la démoenstration du théoréme 3.2,
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§.4, Un procédé d'approximation du contrdle optimal (avec v>0).

Dans toute la suite nous supposons que v est strictement positif et que les

sous ensembles K1 et K2 sont bornés.

Nous avons vu que dans ce cas le probléme dual est sans contrainte, et de ce
fait "plus simple'" que le probl&me primal ; nous sommes donc amenés 3 remplacer
1'approximation de 9 par 1’approximation de 9™ . La "fonction colit" de Z* &tant

"en général' non différentiable & cause des termes J'l'K (—p;) (i =1o0u 2) il est assez
i

naturel [2] d'employer une méthode de minimax qui utilise un algorithme du type Uzawa.

En fait cette méthode s'appliquera non pas 3 &* mais & une forme régularisée

de $*, soit F*) .

Nous verrons que l'approximation de 9* ainsi construite introduit parall&lement
une approximation de 9 ; cependant les convergences qui semblent difficiles i &tablir
directement au niveau primal se démontrent trés simplement par passage au niveau dual ;
nous aurons ainsi une approche des "fonctions optimales" du probléme primal (contrdle

@1\7 et

optimal ¥ , état optimal y(¥v) , observation optimale Cy(¥) , ainsi que
INACORE
Nous exposerons d'abord (§.4.1 3 4.3) la méthode dans le cadre abstrait décrit

au §.1 3 nous donnerons un exemple au §.4.4, et enfin au §.4.5 une discrétisation

sur cet exemple, utilisant une méthode de différences finies.

§.4.1. Description de l'algorithme,

-  Principe de l'algorithme. Soient €.>0 et €2>O fixés,

1
(1) On part de ¢°€ Kl X K2 connu
(i1i) On suppose ¢ne. Kl X K2 connu

- . n+l + - o
(1i1) On détermine v e U et p*n 1<—: P* en résolvant le systéme :
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vvn+1 - [H':'Ll L* *»nbkl 0
n+l 1 _»n+l no_
PpY e Aél Py 6y =0
n+l =1 _en+l no_
0, y(v  7) + €y Aéz N - ¢2 = 0
n+l -1 sn+l
Cy(v ) zq * i\% 3 0,
(iv) On détermine ¢n+1 e K1 % K2 par
n n
o™t = proj, Ep, Ve 1 - e
[ Ky &1 gl

n n
n+l . k n+l -k 4n
9, = ProJK2 (€2 0y yv ) + (1 82)¢2>

ce qui s'écrit encore :

n+l _ . n_.n ,~1 =n+l

¢y = Projp (b - kT Ay py )
1 1

n+l _ . n_,n =1 =n+l

¢, " = ProJK2(¢2 k A®2 Py )

S 1 . e P
ol k~ est une suite de nombres positifs pour lesquels nous préciserons les

hypothéses par la suite.

. 5 coe . ) s n+l
Le lemme guivant montre que le systéme (iii) détermine de fagon unique v et

bl oz sz . 5 o
P s, et caractérise ces éléments comme les solutions respectives de deux problémes

en dualité €n+1 Q’mﬂ :

~ Lemme 4.1. Soit 8™ 1e probléme de contrdle optimal :

y(v) = v + ¥

Inf'{%HCy(v)-zdﬂz + %ﬂv}

1y o_mp2 . Ly 02
o % * 2alnpzv ¢1“@1 ¥ 2e2302y<V) b5 3 -

}2
U

1) En dualisant Q’n*l de fagon convenable nous obtenons le probléme {?*n*l :

]

1 w2 Sly g2 2
sup  {- 5=IL* p*]° - THP;HQ* - 5=lp

&
peP w*

1 2 n n
o gﬂpgkmj=<?§,¢1> = <Py ,0,T~95>
1 2
+*
- <p3,CY~zd>} .
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+ . .
2) Les problémes E?n+1 et §°0 1 admettent chacun une solution unique.
- ~ P + . o oe
3} Ils ont le méme extreémum. Les &léments v le.ﬁl et p*n*lé: P* vérifient
le systéme (iii) si et seulement si :
v est 1a solution de 9§71
B p*n+1 est la solution de §*7*! |
Démonstration. On procéde comme au §.2.1, en posant maintenant :
. 1 _.ng2
6(pp) = z—leymoqly
1 1
_ 1 _ny2
Gz(p2> = 2c ﬂpz+sz éz“@
2 2
. . ~ oo o . #n+l
F, G3 et L &tant inchangés, et on vérifie aisément que ¢ a la forme

indiquée.

gty

o, o Y + o o
Ensuite 11 est immédiat que f?n 1 (resp. admet une solution unique, la

fonctionnelle 3 minimiser (resp. maximiser) &tant strictement convexe (resp. stric-—

tement concave) et coercive.

Enfin le critére de Rockafellar énoncé en A dans la démonstration du théoréme

o . o n+ + o o
2.2 est directement applicable aux problémes & L et ?ﬁzlj' qui par suite ont 1le
-~ ~ P, + #1i% P .
meme extremum ; et les €léments v 1€.%L et p Itz P* vérifient les relations
- o e o 0 + o + +
d'extrémalité si et seulement si v° 1 est la solution de gﬂll et p*n L est
#n+l

la solution de ¢ . Or on constate aisément que ces relations d'extrémalité ne

sont autre que le syst@me (iii).

§.4.2, Convergence de 1l'algorithme (n -+ « j ¢ = (ei,sz) Etant fixé).

Nous définissons d'abord deux problémes F'(e) et &%(e) en dualité et nous

tablissons pour ces problémes les relations primal-dual ; puls nous montrons que

&l

. n n ,n .0 . . N
les suites v , p ¢1, ¢2 convergent vers les "fonctions optimales" des problémes

F(e) et F%(e) .
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Lemme 4,2. Soit §(e) 1le "probléme primal pénalisé":

yv) = v + Y

e (Fleym-z i + JME + 32— a0, v,k D + 5= d6,y (k)%
Ve,‘tl 3& 1 2

1) En dualisant 9(¢) de fagon convenable nous obtenons le "probléme dual

Egularisé" 9)*(3) :

€ : €

L gos w2 _ 1y ¥92 2y #p2 1y %92 _ > e en® v

e gl e muf 2 leﬂé* 2 upzuéx I e
1 2

-k (-p7) =, (-p)} .
Kil K22

2) les problémes %(e) et 9%(e) admettent chacun une solution unique.

3) Ils ont le méme extrdmum. Les &léments v(e)e W et P (e) e P¥ sont les

solutions respectives de F(e) et &¥(e) si et seulement si ils vBrifient les

relations diextrémalité :
Vi(e) = Ay" L* B7(e) = 0
p(e) + €, A;; B () - Projy (7)) = 0
7 FE) + ey iy Bj(e) = Profy (ppy(F(eN) = 0

Cy(F(e)) - 2y + Ay B3e) =0 .

Démonstration. Pour le 1) la démonstration est identique 3 celle du lemme 3.2.2,

{on pose :

Vi n2 1 2

. ‘ 2, oz » P
Gz(pz) = 2, d(p2+sz,K2) 3 Gy et L Etant inchangés.)

Le 2) est immédiat.

L'égalité des extréma se montre comme au lemme 3.2.3, Quant aux relations
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d'extrémalité, celles qui comportent F et G3 sont les mémes qu'au théoréme 2.2 ;

montrons par exemple que celle qui comporte G1 est équivalente & :

; -1 _ ) - ~
v pvae) + g A@1 pl(e) PrOJK1(¢1V(€)) =0

(pour G, on procédde de méme).

I1 nous faut expliciter :
G b V) +6C (-151(8)) - <pj(e) w0 T(e)> -

Notant ¥ (resp. 5;) au lieu de ¥(e) (resp.'ﬁ;(s)) pour simplifier, cela s'écrit

1y = . a2 L Slpe
551—7}0 X "‘PTOJKI(pr) I° + Tﬁp’{ﬂ * wsw <Py ¥ H> =0,

. . - . =y
D'oli en faisant ¢1, Pro;K (le) :

1
- "1 - s —— 2
ﬁglv + 81 Aq) Pl‘ - PT.”OJK (plv)ﬁ < 0 ,
1 1
soit p.V + ¢ ﬁ—I ) - Proj, (o V) =0
1 i @1 1 K1 1 °

Réciproquement cette &galité entraine :

Bl by - €y A;i <0 Yy, ek ,

1'égalité Etant atteinte pour Yy = PV * ey A;l 5; = PrOjK (pi$) >
1 1
Donc Sup <P1,9 v- by = e H§¥“2 .
wfaKl

1y - o a2 . L2 e =

Et alors 5;;”91v - PrOJKl(plv)” + §—ﬂp;“ + Sup <Pl V¥,
Ly =2, 1
= "z"g.'{ﬁel Plu + T“ﬁln 1§P1n

D'oll 1'équivalence indiquée.

Le théoréme qui suit &tablit la convergence de 1'algorithme lorsque n —» o @
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-  Théoréme 4.2, Lorsque 1nn = © , £ = (el,ez) étant. fixés :

(i) La suite v converge fortement vers la solution ¥%(e) du '"probléme

primal pénalisé" P (g) ;

{(ii) La suite p*n converge fortement vers la solution P*(e) du "probléme

dual régularisé" %*e) ;

1

(iii) De plus { ¢? — ProﬁK (plﬁ(e))
et ¢>§ — Prosz(pzy(\'f(e)))

{convergences fortes).

Démonstration. Appliquant les résultats de [2] et [5] il est aisé de constater que

1) La fonction selle :

[Q]

€

1 2 1 2 2 Ty #y2 * *
ﬁ<p*s¢) = '27\';“1‘* p*n N “p‘l” 'Z_H n §np3ﬁ ;‘ <P1 ¢1> + <P2’92Y"¢2>

w 3 14
1 2

*
+ <’p3,CY—zd>
définie sur P¥* x (®1x‘®2) admet un point-selle sur P™x (le Kz) sous 1'hypothése

Ky (resp. Kz) borné dans @1 (resp. @2) .

2) L'algorithme dé&fini au §.4.1 est simplement 1'algorithme d'Uzawa associé au

probléme :

o

12 To g2 . "2y %92 . 1p #p2
- 8%(s) = Inf {31 p*| . ‘2?'8?{83@,, * -g-i}pz“f + gle3l + <pl.ev> + <plic¥-z>
pep* 1 2 &

+ Sup <=p},$.> + Sup <-pj,0,>}
b €K 1’71 6. <K 2072
11 22

{ici on utilise le lemme 4.1).

La convergence de p © vers la solution Pe) de 9%(e) s'établit comme

dans [5] en remplagant la fonctionnelle quadratique anz - <f,v> par

1 2 2, S2p 42 1y %2 . |
=l p“W'u* ﬂpln NP;UV + 5lpy “3&* + <ppsPy¥> + <py,CY-z,> .
% 2
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Soit & = Inf(l,sl,sz) . En prenant la suite de nombres k" dans un intervalle

[ko,klj choisi de fagon que

Zko-12>8>0 si ke [k k]

on montre comme dans [S] que @
*n+l - 2
o™ =5"|° — o
P‘*
et par suite p*’n converge fortement vers P (€) .

Les autres convergences vont s'en déduire grace aux relations primal-dual :

- h — — —
Comme v = % Au} LY p* nous obtenons v— —» %‘Au} LY P (e) = V(e) (d'aprés le

lemme 4.2) ; ensuite comme ¢? =Py vn+1 + €y A;l p;nfl nous obtenons
1
¢n — p. V(e) + e, A 1 pr(e) = Proj, (p,v(e)) (toujours d'aprés le lemme 4.2) et
1 1 1 Qi 1 K1 1

on obtient de méme la convergence forte de ég .

§.4.3. Les résultats de convergence lorsque ¢ = (81’82) —- {0,0)

La convergence de la suite ¥(e) , lorsque € -—» O découle immédiatement de

la théorie de la pénalisation [&]e

%
Théoréme 4.3, Lorsque & —> 0O , la solution ¥(g) du "probléme primal pénalisé

converge fortement vers la solution ¥V du probléme primal.

Remarque. On ne peut rien dire a priori sur la convergence de la suite P*e) , la
coercivité sur les deux premiéres composantes dépendant de £ ; on sait seulement
que DP¥(e) est une suite maximisante pour 9G¥ et les relations primal-dual entre

F(e) et G*(c) montrent que L* P (g) =—> v ¥ et 5;(9) — - Ag{Cy(6)~zd)

§.4.4. Exemple.

Nous reprenons l°'exemple 1 (contrdle optimal d'un systéme distribué) et nous
P L. gxemp e 1 p y

explicitons sur cet exemple 1l'algorithme et les résultats de convergence obtenus aux
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§.4.1 3 4.3,
Le probléme P est le probléme de contrdle optimal of :
- L'état y(v) est la sclution de

y - Ay = £ + v dans Q ouvert borné "régulier" de R"
%y = 0 sur 9§

(f e L2(@)
- Le probléme de minimisation est :

1 2 v 2
Inf {3 J (y(v)=2z.)" dx + = J (v)© dx}
veK 2 Q d 2 Q

oi K = {V'e.LZCQ) | |Grad y(v)| €1 p.p. dans Q} .

Rappelons que €U = LZ(Q) = 3 = @1 ; &, = LZ(Q)N s W= Hi(Q) 3 pl =0 3 Py est

2
1'application Grad de Hi(9> dans LE@Y ; K, = {0} ; Ky = {4 & LZ(Q)NI l¢]<l

PP}

En utilisant 1'expression de L* trouvée au §.2.1 et en supprimant les = our
{2 P

simplifier les notations, l'algorithme défini au §.4.1 s'explicite comme suit :

b

(1) On part de ¢Oe: K2 connu .
(ii) On suppose ¢ e K, comnu .

(iii) On résout le systéme :

yn+1 - Ayn+1 = f + vn+1 dans @
20 sur e

wn+1 - Awn+1 = Pg*l - div p;+1 dans Q
wn+1 = 0 sur 2R

vvn+1 - wn+1 = 0 dans @

Grad yn+1 + € p2+1 - ¢n =0 dans @

n+l n+l

y - Z4 + P; = 0 dans Q
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+
(iv) Enfin on détermine o™ le Kz par

) n
oM = projy ¢ }'
2

ce qui s'écrit encore :

n
Grad ytw * (1*}%‘} ™

n+l _ . n_.n _n+l
$ = Proj, (® -k p, )

2

A3

En utilisant le lemme 4.1 et les calculs effectués au §.2.1 nous voyons que les

n+l

gléments v e L(Q) et pitt

e 12 x 1.2(q) vérifient le systéme (iii) si
et seulement si :

- vn+l est 1la solution de 3

me {1 jQ<y<v>~z Plax e jg(v)z R fgf crad y(n-4"1% ax}

ver? (@) | \ |
ol y{v) est 1'état défini par g vy~ y=f+v dans Q
z vy =0 sur 30
- et ?n+1 ést ia solution de ¢
Sup - 55 [ woen? ax - & { 1o, 17 ax - ot e
€L2(Q)NxL2(Q) + j Py Zg dx + J P, ‘t’n‘ dx}
, Q Q

ol w(p) est 1'état défini par ~§vs-‘éw =Py div Py dang @

w =0 sur 9% .

. Et 1'on d&duit des théorémes 4.2 et 4.3 les convergences fortes :

n =+ , £»0 fixé € e O
R W
v 3 v{e) > v
(dans 14(Q)) | (dans L°(Q))
- ; - -
y > y(v{e)) y(v)
(dans H(2)) (dans H_(2))
n . . : - »
P > “p(e) , on ne sait rien sur la conver-
(dans Lz{Q)Nx LZ(Q)) Eémca de pz(a) mais
‘ pyled s>z, = y(¥)

(dans L2(2)) !
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e r  wip(e)) > vV
(dans Hi(ﬂ)) {dans LZ(Q))
o" —_— Proj, (Grad y(¥(e))) ——> Proj, (Grad y(¥))
2 2

(dans LZ(Q}N) {dans LZ(Q)N)

oti p(e) est la solution du "probléme dual régularisé" et ¥(e) est la solution

du "probléme primal pénalisé&" :

= (y =4y =f+v dans Q
gy =0 sur 23Q
‘ 2
Inf {%j (y(v)—zd)z dx + ‘%J’ ) ax + %‘EJ [{erad y(v)[-1]] dx}
2 Q2 Q Q
vel”(Q)

v si ¢=0
\

(avec la notation : b, = {
0 sinon )

oo

tandis que ¥ est le contrBle optimal du probléme primal.

§.4.5. Discrétisation sur 1'exemple précédent.

Nous donnons par une méthode de différences finies une version discrdte de
1'algorithme précédent et nous montrons que 1'on obtient ainsi une approximation
des "fonctions optimales” de 4§ (contrble optimal ¥V, état optimal y(¥), ainsi que
PreﬁK (Grad y(¥))).

2 ,

Pour les résultats et les notations classiques de la méthode des différences

finies nous renvoyons i [id] .

Nous notons szﬂ)h 1'approximation interne habituelle de LZ(Q) (c'est
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17espace des fonctions étagées

) v () = }:vh(M) T(® , M eRr,
M

muni du prodult scalaire :

W) = 5T, 0 w0 ) et H (@)
M

1'approximation externe habituelle de Hi(ﬂ) (¢'est l'espace des fonctions étagées
%y = E :yh(M) By{x) > M eRr,
M

muni du produit scalaire analogue discret de celui de Hl(Q) ).

Pour simplifier nous ferons dans (%) et (*%) les sommations sur le méme

e
ensemble {Me nﬁ} .

Soit alors fhe Lz(ﬁ)h défini par

1

hlx th jch(M}

fh(M) = £(x) dx

et z

i € Lz(ﬂ)h défini de la méme fagon,

h

Nous considérons le probldme de contrBle Cj}h , analogue discret de § , que

nous formulons de la maniére suivante :
- L'état yh(v.h) est la solution de

‘ o 1, .
Vp Ay Yy = Ep vy Oy e B (@)

(notation qui signifie :

=

700 =5 8] 3,00 = £,00 + v 00

i=1



- 37 =

o
pour tout M,ezﬁi , ol 5? est défini par :

2 1
§; ¢ = --;-5 [oQh; e) + ¢(M-h, e.) - 20(0] )

1

- On minimise la "fonction coit®

_ 1 22 v 2
I, =3 jg(yh(v’h) zg)" dx + 2-jﬂ(vh) dx

sur 1'ensemble des contrdles admissibles :

K = {vh e.Lz(Q)hi |5yh(vh)f N §1 partout}
' R

of § est l'application de Hi(Q)h dans LZ(Q)§ définie par :

1

h)o

1 . . . : °
8i¢(M) =-E§ [¢(M}hi ei)~¢(M)] (i =1,...,8 ; Maq

Tous les résultats thdoriques obtenus précédemment sont applicables en posant

13 %

GG = Lz(n)h =3 = ¢ Lz(ﬁjg s W Hi(Q)h ; € est 1l'injection canonique de

1 2 = & = {o
HO(Q)h dans L (Q)h 3 pq 0 ; Py = § 3 K {e} et

I

= - 2, \N \
K, = KZh = {¢h el (Q)hi }¢hlmx < 1 partout} .

Il est facile de constater que l°opérateur adjoint de § est -div, défini
q h

N

01 - o . = 1 v

Y Me Q div, ¢ (1) z :F: [6; 0, e) ~ 9. (0] .
i=1

En appliquant les résultats du §.2 et en remarquant que le probléme dual est

coercif (toutes les normes &tant équivalentes en dimension finie, on a

N) on obtient la °

jgypzh;dx v oy | h

L2 (s)]
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—  Proposition 4.5.,1. 1) Le probléme E?; est le probléme de contrSle ol :

~ L'état Wh(ph) est donné par :

- A = L e 3 - 1
W TR, Wy S Py T divy Py (e Bo@))

-

-~ Le probléme de maximisation est & une constante prés :

1 2 1 2
Sup {.”._..J (w, (p,) + vE) dx-—j,(p ) dx+jp z, dx
(®ypsPap) 2v joohh 2 ), 3n g 3h 7d

| - jnip%i dx}

2) Le. prcbléme ?h admet une solution unique, et le

- * . .
probléme 5}1 admet une solution au moins.

3) 1ls ont le méme extreémum. Les &léments VB.Q’LZ(Q)h et

ﬁh«s LQ(Q)ﬁ ® Lz(ﬁ}h sont | solutions respectives de Qh et 9; si et

seulement si ils vérifient les relations d'extrémalité :
v, - wh(ph) = 0
j §2h . (p2h - Syh({?h)) dx >0 Y Pop, € KZh
q . \

yh(vh) - zdh + th =0 .

Et i1 est possible de rechercher G% et 55 en travaillant sur ce systéme,
cependant les convergences lorsque h =+ 0 semblent difficiles & &tablir (au
niveau primal du fait des contraintes sur 1'&tat, au niveau dual du fait que la

coercivité dépend de h). Nous allons donc appliquer la méthode décrite plus haut @

Le principe de 1'algorithme est le suivant :
Soit >0 fixé.

(1) On part de ¢° e K connu,

2h

o, n
(ii) On’suppose éh &€ th connu.

(iii) On résout le systéme :
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. n+l n+1 n+l
Ve e
n+l n+l n+i n+l
T N S YR
. n+l n+l
§""h p =0
n+l n+l _ o
Syp T &Py, Ty
n*l . n*l -z
\_"h dh
. _n+tl n+ i 1, n+l 2, N 2
(ol vy €L<Q)h,yh e B ﬂ)h, (2h, 3h)€L(Q)th(ﬁ;h,
n+l 1
wh e HQ(Q)h 3

{iv) Enfin on d&termine ¢§+1€2 KZh par

s} 4
n+l . k n+l _kTyon . .
oy = PYOJKZh (— 5yh + (1 - ) éh) soit encore :

1
¢§+& - PijK (@h“kn n+1)
2h 2h

&

Appliquant les résultats des §.4.1 etr 4.2 su cadre fonctionnel discret, nous

obtenons les deux lemmes suivants

—  Lemme 4.5.1., Soit 4?§$1 ie problame de contrdle optimal :

8 Tt 7 . wr - - % P 5 i 1
yh(vh) est la solution de : Th &h i fh vy (yhes Ho(ﬁ)h)

[ 2 1 ; 2
JQ(Y (Vh) Z ) dx + % jg\“h§~ + %E~j9§6yh(vh)~¢gl dx} .

laad
Lavg 1o

Inf

2
xheL (Q}h

1) En dualisant €?§+1 de fagon convenable on obtient le probléme Q”%n+l :

. 2 ~Tued ¢ - A P -»&v
wh(ph) est la solution de Ve &h W ¥ Pay n Pon

(v, € H(@))
2

Sup {~ %3‘&2wa(ph)vvf) dx - = j ipzh dx - % jg(p3h) dx

phz(p%,p%}
er?@px1f @), o
J Py %4 dx *.jQPZh ¢ dx ] .
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n+l & g}*n'i‘l

2) Les problémes ,‘fh e h ont chacun une solution unique.
3) Ils ont le méme extrémum. Les &léments vﬁﬂe‘ L:Z(SZ)h et
pgﬂ e LZ(Q)?1 x Lz(Q)h vérifient le systé@me (iii) si et seulement si :
v?fl est la solution de Q‘gﬂ et
{pgﬂ est la solution de @;nﬂ .

(Et ce lemme prouve en particulier que le systéme (iii) admet une solution

uniquel)

. Lemme 4.5.2. Seit Q’h(e) le "probléme primal pénalisé discret" :

. _ 1
yh(vh) est la solution de : Y Ah Y = fh vy (yh € HO(Q)h)

2 2 2
Inf {%- jg(yh(vh)‘-z P dx+ %’Jnfvh} dx + %jg[i@yh(vh)l*ﬂ_i_ dx} .

2
vheL (Q)h

1) En dualisant Qh(eﬁ de facon convenable on obtient le '"probléme dual

régularisé discret" Q’g(e:) :
P = e 1
a wh(ph) est la solution de vy Ah Wp = Pay élvh Py, (whe: HQ(Q)h)

1 2 _E 2 21 2
Pp™ P P3y

er? @ =12 (a), |
+ | p,, 2z, dx -J{ lp,. | dx}
jg 3h “d Q 2h

2) Les problémes H’h(a) et @;(e) admettent chacun une solution unigue.

3) Ils ont le méme extrémum. Les &l&ments ;f_h(€> = Lz(ﬂ)h et
"f;h(e) e LZCQ)g X LZ(Q)h sont les solutions respectives de ﬁ?h(e) et @*{;(s)

8i et seulement si ils vérifient les relations d'extrémalité :
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v, () o (P le))
éyh(?hia)) + € pzh{gj - ProgK‘ (cyhgvh\

€)) -z, *P

o,
i
-

Y9 %0

1w

Et i1'on peut d8duire du thBcvéme 4.2 la convergence de 1falgorithme lorsgs

‘ ' .. o . e aa . . N
n =+ © o pour une suite k  “bien choisie" {cf. démonstration du thiordms 4.2):

P

- o N : cen i S e . v
Théoréme 4,5.1. La suite k= &étant "bien choisie", on a les convergences

-

suivantes lorsque n —> o , ¢30 &tant fixé :

s . T . e - . N
{i} La suite v, converge vers ia solution vh{e} du “problsme primal

pénalisé discret™

b o L n £ i ¥ " ‘ ot 3
{(ii) La suite p, converge vers la solution ph{e) du "probiZme dual
régularigé discret”
23 k] . P 5 Ry S Y
(iii) De plus @ ¢ > Proji &y, (v, &3y .
h K, h''h
Zh
. - ot Wt w (5 fey
__ En cutre y% —— y%fvh(c et w = whiyhxe;} .

Remarque. Il est naturel de se demander si l'on ne peut pas faire e = 0 dans
SEmergque P P

. . . . - _nt
1'algorithme discret. Les inconnues du systéme (iii) sont les vecteurs vy s Yy, s

+ + .. + . s
(ngl).zl & . p?hl s wg 1 ; on peut éliminer wﬁ 1 et 9§h1 par les troigidme et
e ae - . ; . . k +1 (o
cinquidme Equations ; les inconnues qui restent sont v§ 1 , yg (pihl)l =1...N et

le systéme (iii) devient :

n+1

n*+(1~a) = f

Ty h
n+l n+l . n+l
vw(I Ah) v + Y + dlvh Pop = Zgy

n+l n+l n
Syt E Py, =y

-~

La matrice 3 inverser est donc de la forme :
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-1 I- Ah 0
(I - 4) I (- t61)...(— téN)
%
0 ; e I
.
ol tﬁi (i = 1...N) désigne la matrice transposée de la matrice Si .

I1 est aisé de constater que si N = 1 1le déterminant de cette matrice ne
s'annule pas avec ¢ , mais que cela se produit si N = 2 . Le ysstéme (iii) n'est

donc pas inversible pour N = 2 ,

Nous placant dans le cas of N =1 et &= 0 1l'opération (iii) de 1'algorithme

. . . n+l n+l n+l n+l n+l '
discret détermine de fagon unique (vh s Yy s Pop Y Wy et Pay, s

1 - (Vn+1 n+l
h °7h

- . +
le systéme (iii) s'écrit . AP L. B

en

P + :
déduisant. Notant X° s pg;l) et appelant B® le second membre,

noo. . . . . s 4z
o b est une matrice inversible indépendante

de n . La norme de B est majorée indépendamment de n puisque ¢>2 demeure dans
un sous ensemble borné de LZ(Q)E . Nous avons donc HXn+1H < & HﬁBnH < C ; et
1'on peut extraire des sous suites notdes encore (vg s yg s pgh s ¢E) qui

convergent vers (vh s ¥, 5 Pop o 6%) . Mais le systéme (iii) comportant des indices

n et (n+l) , le passage & la limite pour ce systdme n'est pas loisible, non plus

que celul dans 1'égalité :

n+l . n _,n ntl
¢h = PrOJK (¢h k th )
2h
et 1'on ne peut donc pas affirmer que 3; et ;; sont golutions respectives de é?h

et ‘F;



Ceci a été vérifi& numériquement pour un probléme § dont le contrdle optimal est

connu (pour l'exemple considéré ol vy = 0 nous avons obtenu vy trés loin de zéro!)

De toute fagon nous allons avoir besoin de €>0 pour Etablir les résulitats de

convergence lorsque h —» 0 » ainsi que nous 1'avons indiqué plus haut

Nous faisons donc tendre h wvers O , >0 é&tant £ix& puis nous ferons tendre

e vers O :

—  Théoréme 4.5.2. Lorsque h —+ 0, €>0 &tant fixé&, la suite ?g(s} converge
fortement vers la soclution ¥(¢) du "probidme primal pénalisé continu" (&),

¢ la suite §h(€) converge fortement vers la solution p{e) du "probléme

dual régularisé continu" &@%(e) .

En outre yh(eh(€)> converge fortement vers y{v(e)) tandis que

w, (p, (¢)) converge fortement vers w(p(s)) ; et Proj 3y, (v, (£}) converge
h**h th h''h
fortement vers ProjK Grad y(v(e))
2

Toutes ces convergences ont lieu au sens des appreximations respectives

2 2, N _ 2 1 22, o\ N
L@, L@y x L@, B, 5 1@y

Démonstration. Les convergences s'établissent facilement au niveau dusl du fait de

1'absence-de contrainte.
On montre (grice & la coercivité pour €>0 1) que {p,
2 )

. 2 N cx o S ., .
borné dans L) " x L°(Q) . Utilisant 1‘'8quation d'état, nous avons :

w, (p, (e))] borné dams inﬁ)
h%h Iq

h\ph{ )); borné dans L°(Q) (i=l,...,N)

On montre alors de fagon classique [10] qﬁe :
;g(s)f‘ — §= dans LZ{Q)N;x Lz{n) faible ;
Q ,

Wh(sg(e))} — w(p) dans Lz(ﬁ) faibie ;

m 3 B
8; wy By (e))] = 3P) gans 12(%) faible  (iml,..c,N)
Q i
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puis il est facile grace a 1'absence de contrainte sur 1'&tat (et méme 1'absence

totale de contrainte!) de montrer que P = p(e) .

Enfin, on montre de fagon tout aussi classique, en utilisant les "fonctions

colit” de 9‘;(8) et 9%(e) , que |

'ﬁ'h(e)} —> pl{e) dans LZ(Q‘}Nx LZ(Q} fort
Q

puis, en utilisant encore 1'8quation d'8tat, que :

Wh(ﬁh(ﬁ))f — w{p(e)) dans LZ(Q) fort
&

‘ e .
§. w (P, (e))] —> 2w (ple)) dans Lz(m fort (I = 1,,..,N) .
i hvh 0 %K. e :

Les relations dfextrémalité établies aux lemmes 4.5.2 et 4.2 nous donnent
alors :

el - ! N L) = v

(convergence dans 1‘;2 () fort).
La convergence de yh({?h(a)) s'en d&duit facilement ainsi que celle de

ProjK dyhrﬁh(a)) ce qui achéve la démonstration du théoréme 4.5.2.
2h

On utilise ensuite le théordme 4.3 qui &tablit la convergence ds viz) vers v

et 1'on obtient en résumé le tableau suivant :

n ~»o , hyO0 fixé h o= O g —+ 0
e>0 fixé e>0 fixé A
W"’"""J
vp AL — V() - T

2 2 2
(dans L (Q)h) {au sens L‘i(iz‘}h) (dans L°(Q))
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vy . ¥, T (1) - > yTE)) e §(T)
{dans Hl(ﬂ) ) {au sens Hl(Q) ) {dans Hiiﬂi)
b o ’h LR 2 ’h Ve o
on ne sait rien sur
n . — . - la convergence de
P g P,le) - ple) Py(e) mais :
r . 2 N 2 £ ~ 2 N 2 ‘ —— - Iy
(aans L (Q)h.XL (Q)h) {au sans L (Q)h<xL (Q)h) p3(€) — 2y yi¥)
(dans Lz(Q))
W > v (B (e)) ' > wFEE) s 3§
h T WPy P
{dans Hl(Q)~) {au sens HI(Q) ) {dans Lz{ﬂ))
' o' ’'h , ; o 'h
o ey Proi.,  (8y, (¥, (e)}} =———> Proj, Grad y(¥(g)) =——> Proj, Grad y{¥;
h ’ th h 'h K2 K2
{dans Lz(ﬂ)g) (au sens inﬂ}i} {dans LZ(Q}N)

. — - — - ' @ o » - - ’ o - a _b“
ou vh(e) (resp. v(e) ; resp. v) est ia sclution du "probléme primal pinazlisé discrei

(resp. "probléme primal pénalisé" ; resp. Prcbléme primal) et 'Eh(e) (resp. P(E))

b

est la solution du "probléme dusl régularisé discret" (resp. "probléme dual régula-

risé"),

Enfin lorsque v = 0 et lorsque le probldme dual 9¥ est sans contrainte sur
178tat (cf. §.3) on peut approcher par une méthode analogue Cy{¥) ainsi que
‘ ﬁlV et pzy(?), mais cela ne permet pas d'atteindre le contrdle optimal er i'état

cptimal,
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