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DES ETUDES DE CERTAINS PROCESSUS DE NAISSANCE
PAR

WEN ZHI-YING

INTRODUCTION

Les travaux de B. Mandelbrot [17,18,19] sont & l'origine
de l'étude des processus que nous considérons. En effet la
construction de beaucoup d'ensembles fractals, définis et é&tudiés
par B. Mandelbrot pour modéliser divers phénoménes physiques,.
procédent par adjonction de détails de plus en plus fins a une
figure initiale : 3 chagque étape de la construction on a une figure
composée d'objets géométriques simples (segments, triangles,
cubes,...) ; pour passer d'une figure & la suivante, chaque objet
simple est remplacé par une collection d'objets semblables et
plus petits.

Pour étudier simultanément ces ensembles, et en particulier
pour en déterminer la dimension de Hansdorff, J. Peyriére [21-24]

a introduit ce gqu'il a appelé les systémes de Mandelbrot
(M-systémes) qﬁi définissent des processus de naissance dont les
processus de Galton-Watson sont un cas particulier.

Rappelons gu'un processus de Galton-Watson a p-types est
une chalne de Markov homogéne {Zn ; n€52+} r & valeur dans Z+p P

gqui satisfait la propriété suivante : si l'on pose

1 +

= P 1ggt € = i< L=
z2,= (2 ,...,27) , 2.€% , n€z et Fij(x) P(Zl\xlzo e.)
~ — <'< -
ol e, (6i,l""’ai,p) , 1<i<p ; alors
n 2y | % a3
< = o R ,
P(Z_ ., xlzo, '2,) Fy F2,3 Fp,]

ol le second membre désigne la convolution des Z; fonctions Fi 3
14
pour i =.1,2,...,p. On peut imaginer gu'a l'instant n+l , chague
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gme . . . A 1z :
génération est remplacé aléatoirement et

7P

individu de 1la ni
indépendamment par un vecteur de . Ces processus ont été
tudiés systématiquement par de nombreux auteurs dont
S. Asmuseen [1,2] , K.B. Athreya [3] ,.T.H. Harris [61] ,
C.C. Heyde [7,8,9] , H. Kesten et B.P. Stigum [11,12].

Les processus associés aux M-systémes généralisent les
processus de Galton-Watson sur deux points. D'abord, & chagque
instant n , la population est organisée en graphe coloré (les
couleurs correspondent aux différents types d'individus composant
la population). A l'instant n+l , chague sommet est remplacé
aléatoirement par un graphe coloré ; les graphes obtenus sont accrochés
ensembles, ce qui fournit la population & l'instant n+l. La
seconde différence est qu'une certaine dépendance des substitutions
de sommets voisins est autoris@e. Dans le cas ou il y a indépendance,
si l'on oublie la structure de graphe, on obtient simplement un
processus de Galton-Watson a plusieurs types.
La définition formelle des M-systémes généraux est assez compliquée
et n'a pas sa place dans une introduction. En revanche les exemples
suivants, dont le premier est 3 l'origine de la considération de
ces processus, dohnent une idée correcte des processus considérés.

On part d'un triangle équilatéral To dont l'un des cOtés
est noir, les autres blancs. On peint en noir au hasard et indé-
pendamment une moitié de chaque c6té blanc de To (les deux mbitiés
d'un m&me segment sont équiprobables). On partage TO en guatre
% , générigue-

ment notés Tl. Si un triangle T, a deux cOtés noirs, on peint

triangle &gaux, homothétique de To dans le rapport

€galement en noir son troisiéme c8té&, et l'on fait cette opération
tant qu'elle est possible. En suite on supprime les triangle Tl

dont la frontiére est totalement noire. Le triangle TO a donc
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donné naissance a 1 ou 3 triangles T On remplace To par

1
le ou les trois triangles ‘I‘l et l'on répéte l'opération
précédente indéfiniment. A part cela, tous les choix sont
indépendants et faits selon la méme loi.
On obtient ainsi une suite de triangles ayant deux
~y - iéme .
cOtés blancs : aprés la n étape, on a une suite de Nn
triangles semblables 3 TO dans le rapport 2—n’ telle que
deux triangles consécutifs partagent un c8té blanc.
iéme . . .
A la n €tape on obtient donc Nn triangles qui
pavent une allée. On peut coder la situation par un mot décrivant
la succession des virages a gauche et 3 droite gue l'on est amené a
faire en suivant cette allée (voir la figure 1l). Il s'’agit 1a
. . iéme .
d'un processus de naissance : on passe du n mot au suivant
en remplagant aléatoirement chacune de ses lettres par un mot

de une ou trois lettres. Il est A& remarquer que deux lettres

consécutives ne sont pas substituées indépendamment.

——— — = .

etope 3

Codage = 93ddgaddanigqddydsssg
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Le deuxiéme exemple gque nous donnons englobe le
précédent. Il s'agit du cas ol la population est arrangée
linéairement (alors que, dans le cas général, la population
est structurée en graphe).

Considérons un ensemble fini A gque nous appellons
alphabet et notons A* l'ensemble des mots non vides. On se

WEA

projectif dans le sens suivant : si W' est un sous-mot de W ,

donne un systéme (Qw,pw) * d'espace probabilisés dénombrables,

on se donne aussi une 1li i
a iu application rW',W de QW dans QW' ’
telle que 1'i i
q image de p, Ppar rW',W soit Py - On suppose
. ' _ : "
aussi que l'on a rw,.,W o rW',W = rW",W chaque fois que W est

un sous-mot de W', lui-mé&me sous-mot de W. Pbur chaque lettre
*
a , on se donne une application o de Qa dans A . Si
e * .
W = alaz...av est un mot, on définit gW de QW dans A ainsi :

g, (®w) est la concaténation des mots {ga o T (w)}

J J -
définit alors une probabilité de transition Q : Q(W,W') = pwgwl(W'))
La chalne de Markov stationnaire ayant Q pour probabilité de

transition sera notée {Xn} On suppose de plus, qu'il existe

n=0"
un entier %, tel que, quel gque soit le mot W, concaténation

des mots {Wj}l<§j<§2n-l tel que la longueur de chacun des sz
soit supérieure ou &gale & & , les variables {rWZ._l,W}l<_i<rl
soient indépendantes. ’

Le premier exemple correspond & un alphabet de deux
lettres, et 3 2 = 1. Les résultats de J. Peyriére sont relatifs
au cas ou les variables aléatoires IOaI = longueur de 0, ont
des moments d'ordre 2 finis. L'objet de cette étude est de relaxer
cette hypothése. Nous établissons une condition nécessaire et
suffisance de croissance exponentielle de la population, un
théoréme de limite centrale et une loi du logarithme itéré les

résultats sont analogues & ceux que l'on obtient pour des processus

de Galton-Watson, mais les méthodes employées sont différentes.



En effet, la dépendance possible entre les descendances de
voisins prohibe l'emploi dés l'emploi des fonctions génératrices,
gui est un outil essentiel dans le cas classique.

Cette étude fait suite aux'travaux‘de Mandelbrot [17,18],
Peyriére [21-24] et Wen [28], en précise les résultats et résoud
certains problémes laissés en suspens.

Dans le chapitre 1, on définit les chaines de Markov

{z_}

que l'on considére. Comme nous l'avons dit, Z est un
n‘n=0 n

graphe coloré (l'ensemble, fini, des couleurs, c'est-d-dire des
types, est noté A). La composition de la population est décrite
par le vecteur L(Zn) de RA dont 1la aiéme composante est le
nombre de sommets de Zn dont la couleur est a. Il y a une
matrice M & coefficients positifs ou nuls telle que 1l'on ait

E(L(Z 1) |2) = ML(Z ).

n+l

Dans le chapitre 2, on établit les premiéres propriétés
de ces processus et l'on précise les hypothéses. On se blace
dans le cas ol la matrice M est irréductible. On suppose que
sa valeur propre de Perron-Frobenius P est strictement
supérieure & 1 et 1l'on note § et €* les vecteurs propres
pour p de M et tM tels que la somme des composantes de &
valent 1 ainsi que le produit scalaire (E*,i). On fait aussi
l'hypothése que l'interaction est de portée finie.

On fera, suivant les cas, l'une ou l'autre des hypothéses
suivantes :
(Lp) Si l'on désigne par Na le nombre d'individus auxquels a
donne naissance, on a, E(N§)<<W.

(L log L) : E(Na log Na)<oo pour tout a.
Dans le chapitre 3, on &tudie des.conditions de non

dégénérescence du processus. Les résultats principaux sont les

suivants.
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THEOREME. Si la matrice M est primitive, pour chagque
a€A, il existe une v.a.r. W telle que p_nL(Zn) converge
vers W§ Pa—presque sirement. De plus, les trois assertions

suivantes sont équivalentes

*
i) Pour tout a€A , EW=§ ;
« a a
ii) Pour tout a€a , Pa(W=O) =0 ;

iii) L'hypothése (L log L) est satisfaite.

THEOREME. Sous l'hypothése (L log L), on a :
- *
i) Pour tout a€a , p (g ,L(zn)) converge P_-presque

sirement vers une v.a.r. W .

*
& et Pa(W=0) =0,

i1i) Pour tout a€A , EW
a a

- *
iii) o ¢g ,L(zn)) converge vers W dans Ll(Pa).

THEOREME. Si l'on désigne par vn(z) le nombre de fois
que 2z figure comme sous-mot de zn. Alors, si M est primitive
et sous l'hypothése . (I log L), quel que soit a€A3A, le gquotient

vn(z)/lznl tend P_-presque slirement vers une constante.

Dans le méme chapitre, on montre que, dans le cas de la
matrice M est simplement supposé irréductible, il existe une

sous-suite de {zn} , pour laguelle la conclusion du premier

n=0
théoréme est valide.
Dans le chapitre 4, on é&tablit une condition nécessaire

et suffisante de finitude du moment d'ordre p (l<p<®) -de W.

THEOREME. Pour tout a€A, pour que Ea(Wp) soit fini
(L<p<w®), il faut et il suffit que l'hypothése (LP) soit

satisfaite.
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Le chapitre 5 est consacré& 3 l'étude des vitesses de
convergence. On obtient des résultats analogues & ceux pour les
processus de Galton-Watson a plusieurs types.

Dans le chapitre 6, on se restreint au cas ol les 2
sont des mots construits sur l'alphabet. On démontre d'abord un
théoréme de limite centrale pour les suites doubles de variables
aléatoires #-dépendantes qui généralise un théoréme de Diananda.
Ensuite, on donne une nouvelle démonstration d'un théoréme de
limite centrale pour ces processus. En utilisant un théoréme de

Shergin, une loi de logarithme itéré est obtenue dans le

chapitre 7.

THEQOREME. Si M est irréductible et sous 1l'hypothése

I-l/2

*
(L2), quel gue soit a€A , la loi de [zn (<& ,L(zn)—pnw))

converge étroitement vers une loi de Gauss centrée.

THEOREME. Sous les mémes hypothéses gque précédemment,
quel que soit a€A, on a presque slirement
_* *
€ ,L(z ) )-p"W (€",L(2n)) -p"w

lim =1 , lim = -
n (202|zn]log n) 172 na® (202|zn|log n) /2

1,

ol U est une constante positive.

Dans le chapitre 8, on utilise un théoréme de la section 5,
pour montrer que les arbres généalogigques ont presque slirement une
propriété d'homogénéité qui est utile pour évaluer la dimension

de Hausdorff de réalisations géométriques de ces processus.



1. LES SYSTEMES DE MANDELBROT

1.1. Graphes étiquetés

Nous appellerons graphe étiqueté un triplet Z = (V,w,E) o0 V
est un ensemble fini, w une application de V dans m*' et E une partie
de 1'ensemble {(a,m,b,n)EVXINxVYxXN ; 1<m<w(a) et 1<n<w{b)} de
telle sorte que 1'on ait

(i) (a,m,b,n)EE=a # b

(ii) pour chaque couple (a,m) dans VXIN 1'ensemble
{(b,n)€VxN ; (a,m,b,n)€E ou (b,n,a,m)€E} a un &lément au plus V,
parfois noté VZ , est 1'ensemble des sommets de Z , E 1'ensemble de ses
arétes.

I1 sera commode d'utiliser les notations suivantes :

V= {(a,m)eVxN ; 1<sm<W(a)}

W(z) = eV 5 (vBeV)((0,B)EE et (B,a)¢E)},
w(Z) = card W(Z)
x(a) = card{(m,b,n)ENXVXN ; (a,m,b,n)€EE ou (b,n,a,m)EE}.

La figure 1 illuste ces définitions et notations,

4 5
%i::::;////g
#ﬂé—x 1
o
:\\\\\\-f 2
1 ¢

Figure 1. (Graphes étiquetés)

v = {a,b,c}
w(a) =4 , w(b) =5, w(c) =3
E = {(a,1,b.4), (a,2,b,2), (c,1,a.4),(c,3,b,3)}
W(z) = {(a,3),(b,1)}

x(a) =3, x(b) =4, x(c) = 3.



Soit Z un graphe étiqueté et V' une partie de V. On désigne
par V' 1'ensemble {{a,m)€V'xIN ; 1<m<w(a)} . Soit w' 1la restriction
de w a V' et E' 1'ensemble Efi(V'><V'). Le graphe étiqueté
(V',w',E') est par définition le sous-graphe étiqueté de Z dont
1'ensemble des sommets est V'.

Un graphe non orienté Z* est associé au graphe étiqueté
Z = (V,w,E) : 1'ensemble des sommets de Z* est V , celui de ses arétes est
E* = {(a,b)eVvxV ; (F(m,n)ENxN)((a,m,b,n)€EE ou (b,n,a,m)EE)}.

Les composantes connexes d'un graphe étiqueté Z sont les sous
graphes étiquetés correspondant aux composantes connexes de Z*.

La distance le long de Z , dz(a,b), de deux sommets a et b de
L est la distance géodésique de a & b considérés comme sommets du
graphe Z*.

La boule de centre a, de rayon k, dans Z est le sous-graphe

étiqueté de Z dont les sommets sont les sommets de Z situés & une

distance de a inférieure & k ; elle est notée Bz(a,k).

1.2. Accrochage de graphes étiquetés

Soit Z' un graphe étiqueté, {Z.}. une famille finie
JTIEV,,
de graphes étiquetés indexée par VZ' et ¢ une injection d'une partie
")
D de V., dans la réunion disjointe de la famille {W(Z.)}. telle
" VA JTIE VS,
que ¢(j,m) soit dans N(Zj) si (j,m) est dans Qp.

Le graphe étiqueté 7" dont la définition suit sera appelé

résultat de 1'accrochage des graphes étiquetés {Zj}je v suivant le
Z ]

couple (Z',p) : VZ" est la réunion disjointe de la famille {Vj}’

W2 est Ta fonction qui prolonge chaque wj , et

By = (U E) U ((p(a)0(8) 5 (2,B)€E N (D, %D )]}

ZII aev'



1.3. Ions

Soit A un ensembie fini dont nous appellerons Tes éléments
couleurs et. w une application de A dans m*,

Considérons les couples (Z,A) ol Z est un graphe étiqueté
et A une application de VZ dans A te11e que T'on ait Wy =W o A
(une telle application sera appellée coloration de Z). Deux tels couples
(Z,A) et (Z',A') sont équivalents s'il existe une bijection u de

V, sur VZ‘ telle que 1'on ait A' g u =24, Woi o U =Wy et telle que

yA
(a,m,b,n) appartienne a EZ si et seu]eﬁent si  (u(a),m,u(b),n)
appartient a -EZ.. On appellera A-ions les classes d'équivalences.

Si 1a construction d'accrochage est effectuée sur des ions le
résultat est naturellement muni d'une coloration (celle qui é&tend chacune
des colorations des Zj)' On parlera donc d'accrochage d'ions selon un
graphe étiqueté.

Si o = (a,m,d,n) est dans E, nous poserons

Ala) = (A(a),m,A(b),n).

1.4. M-systémes probabilisés

A et w ont la méme signification qu'en 1.3. Soit %y un ensemble
d'ions tel que si un ion est dans gf , Ses sous-ions connexes y sont
aussi. [ suppose que, pour chaque Z dans %? , on s'est donné un espace
‘probabilisé dénombrable (Qz,pz) et, pour chaque sous-ion connexe 7' de
Z , une application de QZ dans QZ' telle que pz. soit la mesure

image de pz par ri. 4. On suppose de plus que 1'on a

rzu’z = rZ",Z [ rzl’z .

Si Z est un ion et a un de ses sommets on écrira r au

a,z

lieu de r., 7 pour désigner 1'application associée au sous-ion 7' de Z
bl

yA
dont 1.. seul sommet est a.



On se donne, pour chaque a dans A, une application 9, de
Qa' dans 1'ensemble des A-ions, et pour chaque w dans Qa , une injection

wa(w) d'une partie de N(ga(w)) dans 1'ensemble {1,2,...,w(a)}.

Une application de QZ dans 1'ensemble des A-ions est

97

‘définie de Ta fagon suivante : si w est dans QZ on définit une application

v
¢ d'une partie de V dans 1a réunion disjointe des ensembles
W(gx(a)(ra,z(w))), a€V : p(a,m) appartient a W(gx(a)(ra’z(w))) et si m
est dans 1'image de wa , pla,m) = w;l(m) ; on note alors gz(w) Te résultat

w))}

. On suppose

(
a,’z 7

de 1'accrochage suivant (Z,p) des ions {gk(a)(r Y

de plus que 97 prend ses valeurs dans 5}.
On dit alors que 1'on a défini un M-systéme. On définit alors une

probabilité de transition Q sur €t><§f : Q(Z,.) est 1'image de Py

par g,.

{Zn}n>=0 désigne la chaine de Markov canonique et stationnaire
associée a Q. Comme d'habitude PZ désigne la probabilité sur les
trajectoires partant de Zo et EZ: 1'espérance correspondante.

1.5. Générateurs d'arbres

Nous appe11erons jon arborescent un ion Z tel que (a,m,b,n)€E EZ
implique n=1. Alors chaque composante connexe de Z est un arbre muni d'une
racine. Dans 1e cas ol 1'on a un M-systéme tel que %/ soit contenu dans

1'ensemble des ions arborescents, on dit que 1'on a un générateur d'arbres.

1.6. Générateurs de mots

Un cas encore plus particulier est celui d'un générateur d'arbres
tel que, pour tout a€A, on ait w(a)=2. Les notations se simplifient alors

considérablement.



A est un ensemble fini dont Tes éléments seront appelés Tettres. On
se donne un ensemble fyr de mots construits avec 1'alphabet A. On
suppose que tout sous-mot d'un &lément de %f appartient a 3, . On se
donne un systéme d'espaces probabilisés dénombrable (QZ’pZ)Zegk’ projectif
au sens ol on 1'a défini en 1.4. On se donne aussi, pour chaque a€A, une
application 9, de Qa dans aﬂ

Si 7= a1a,..-2, est un élément de (’T et si we QZ , gz(w)
est le mot obtenu en mettant bout & bout, dans 1'ordre ol ils se présentent,
les mots 9, (r Z(w)),...g (r Z(w)).

1 % v Ay
Des exemples de tels systémes sont donnés dans [18] et [23].



2. HYPOTHESE ET NOTATIONS

On suppose désormais que A est un ensemble fini,

Si Z est un A-ion on désigne par L(Z) 1'élément de 'RA dont
la composante La(Z) associée & a est le nombre de sommets de Z dont
Ta couleur est a ; le nombre de sommets de Z sera noté |Z].

On désigne par M Ta matrice indexée par AXA, dont la colonne
associée 3 a est Epa(Loga).

En ce qui concerne les matrices a coefficients positifs nous
adoptons la terminologie de [26].

On note AM = sup w

ach

Suivant les cas, nous ferons sur M 1'un ou 1'autre des hypothéses
suivantes.

(MI) La matrice M est irréductible (c'est-d-dire, pour chaque
paire (i,j), i1 existe un nombre entier k = k(i,j), tel que Mk(i’j))i,j>-0).
On suppose aussi que sa valeur propre de Perron-Frobenius p est
strictement supérieure a 1.

Dans ces conditions, les espaces propres de M et de sa
transposée associés & o sont unidimensionnels. Soit & et E* les
vecteurs propres‘de M et tM associés & p tels que 1'on ait
(5*,§> =1 et |£[ =1 (o0 () désigne 1'accouplement entre ‘RA et son
dual et | | désigne la somme des composantes d'un vecteur). Les
composantes de & et é* sur les bases canoniques sont strictement
positives. En outre, p'nMn a un nombre fini de valeurs d'adhérence.

(MP) La matrice M est primitive (c'est-d-dire, pour un kK

k

convenable, aucun coefficient de M~ n'est nul) et p est strictement

supérieur @ 1. On a alors
-y, N * n
PPM - ERE =0(), n>w (2.1)

ol O est un nombre positif tel que Osac<l,



Nous faisons en outre éventuellement une ou plusieurs des

hypothéses suivantes :

S )

(D) I1 existe un entier & tel que, pour toute famille
de sous-ions connexes de Z, dont Tes distances mutuelles le long de Z sont

strictement supérieures & £ , les variables r (1) yeeesl sont
JA ,Z

indépendantes. En particulier, si 2y et a, sont deux sommets d'un ion Z,
dont 13 distance le long de Z est strictement supérieure & £ , les
variables . .7 et r 7 sont indépendantes.

1° 4

(LP) Pour tout a€A , E,p (lga]p)<°° , l<p<w
' a

(L(TogL)”) Pour tout a€A , Ep [[gaI(Log|ga{a)]<<w , a>0 .
a

Pour tout ZEE% , NoOus avons
E Lo = ML(Z) ,
pz( gZ) (Z)

donc, si {Zn}n>0 désigne la chaTne de Markov d'ions associée au
=

M-systéme, nous avons

EZO(L(Zn+1)|Zn) = ML(Z,) (2.2)
IT en résulte que 1'on a
E, (JZ,1) =0(") , n-w (2.3)

0
ol IZHI désigne le nombre des sommets de 1'ion Z .
On dit que la suite {Xn}n>=0 de variables aléatoires est
2-dépendante si, quels que soient les entiers np<n,<LLo<ng tels que

n. -nj> 2 , les variables {Xn } sont indépendantes.

j+l J1<j<k
Nous utiliserons les deux théorémes suivants démontrés dans [23].

Théoréme 2.1. — Sous les hypothéses (MI) et (D), pour chaque

ZOEE?, . |Zn| tend on-presque strement vers 1'infini.
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Théoréme 2.2. — Sous les hypothéses (MI) et (D) pour chaque

- *
ZOEE%f, o " g ,L(Zn)> est une martingale positive et il tend PZ -presque
0
sirement une variable aléatoire réelle W. De plus,

1z,

Py (sup < w) =1 (2.4)

on p
Dans [23] 11 est montré que, sous 1'hypothése (L2) d'existence
des moments d'ordre 2, la population explose exponentiellement. Nous
montrons ici que 1'hypothése (L Log L) est nécessaire et suffisante
pour obtenir la croissance exponentielle de la population. Il s'agit
de 1'analogue du résultat de Kestin et Stigum [15] sur les processus de
Galton-Watson. Ceci permet d'améliorer les résultats de [23] sur Ta
fréquence d'apparition des motifs. On discute aussi du cas ol la matrice

est irréductible sans &tre primitive.
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3. CONDITION DE NON DEGENERESCENCE

Sous 1'hypothése d'existence des moments d'ordre 2 des applications
de génération, Peyriére [23] a démontré 1'explosion exponentiellie de la
population. Nous démontrons ici que, comme pour les processus de Galton-
Watson [5], i1 en est de méme sous 1'hypothése (L log L). En effet, on a
prouvé que le condition logarithmique est nécessaire et suffisante pour 1'ex-
plosion exponentielle de la population (c'est 1'analogue du théoréme de
Kestin et Stigum [151). En utilisant ce théoréme, on peut améliorer des
résultats de [23], par exemples, la fréquence d'occurence d'un arbre
coloré donné comme sous-arbre de la population & 1'instant n (théoréme

5.1 de [231). De plus, on obtient quelques résultats quand la matrice M

est irréductible et une généralisation du théoréme 3.1 dans certains cas.

3.1. Résultat principal

Théoréme 3.1 — Sous les hypothéses (MP) et (D), pour chaque

ZOG,E(’Z, , i1 existe une v.a.r. W telle que p "

L(Zn) converge vers
We p, -presque slrement. De plus, les trois assertions suivantes sont
équiv:1entes :

(1) Pour tout a€A , EMW = g: :

(1) Pour tout a€A , P (W =0)=0;

(iii) L'hypothése (L log L) est satisfaite.

Remarque 3.1. — Si la limite du théoréme 3.1. existe, on peut

vérifier facilement qu'elle coTncide avec la limite du théoréme 2.2.

L'idée principale de la démonstration du théoréme 3.1. est la
suivante : en tronquant successivement les applications de génération du
processus, on construit un processus auxiliaire {%n}nEBO qui coTncidera
essentiellement avec le processus de départ {Zn}n>=0 , et puis, par Tes
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estimations des moments d'ordre 2 et en utilisant les théorémes de

convergence de martingales, on achéve la démonstration.

3.2. Troncation des applications de génération

Considérons un élément a de 1'ensemble A des couleurs. Etant
donné un ion ga(w) et un entier n, on définit un nouvel ion En’a(w)
de la fagon suivante

{ga(w) ,si g (w)]<p"
€ , Sinon

ol € désigne Te graphe étiqueté dont 1'ensemble de sommet V. est vide.

Soient Z un ion et gz(w) le résultat de 1'accrochage de la
famille {gk(a)(ra,z(w))}aEEVz suivant (Z,p). Considérons ensuite les
sous-ions de gz(w) engendrés par des sommets de Z ; étant donné un tel
sous-ion, si son nombre de sommets est inférieur ou égal a pn, on le
garde dans gz(w), sinon, on 1'efface. On obtient ainsi un nouveau graphe

étiqueté coloré que 1'on note d;“}.

On désigne par M(n) la matrice dont T1a colonne correspondant &

~ N N
a€ A est Epa(Ldgn,a) et on pose Z .. = gn,Zn'
On vérifie sans peine qu'on a
."\_/
E.pZ(Logn,z) - M(n) L(Z)
d'old
) (3.1)

ty (LalyylZ,) = Min) LT,

3.3. Démonstration du théoréme 3.1.

Lemme 3.1. —
(i) Sous 1'hypothése (Ll), pour tout a€A , ) o"E 1 <ew o (3.2)
2 P n
n=1 a {Iga1>p }
(ii) Sous 1'hypothése (Ll), pour tout a€A , J p " Ep (|ga}2
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(iii) Sous 1'hypothése (L Tog L) pour tout a€A, } E_p |ga]1 n. < (3.4)
n=1 Fa {lga|>p }
Démonstration. — (i) Pour |ga(w)| fixé, i1 existe un entier
positif k(w), tel que pk<;|ga(w)|<1pk+1 , on en déduit que
“ k ktl , plg (w)]
) pn1< . y pn=pp_11< ap—l =0 (|ga(w)|) ,
n=1 {lg,[>0"}  n=1
d'ol
z pn E’p 1 n =Ep(z pn]_ n)=0(E;pa|ga!)<°°
n=1 a {Iga|>p } a n=1 {|ga(w)|>p }
(ii) comme dans (i),
[e o] - [o6] _ 1 1
I oM = ¥ " =0(—) =0
n=1 {g,[<o"} K41 Mt 9, ()]
donc
Lo Uol?t =g lg 5D oMy =, I,
n=1 a {lg,|<e™} a n=1 {lg /<02 a

(iii) Comme en (i), si 1'on fixe w, on peut trouver un entier

positif k{(w), tel que k(w)<;1og[ga(w)|/]og p< k(w)+l ; alors
D . = k(@) = 0(loglg (w)]) ,
n=l  {|g_ |>0"}

E = £ 19,1 1 O(Epa(lgal1ogf9a|)).

lg, |1 =
o Pa @ {Iga|>pn} a % n=1 {[ga|>pn}

i t~1 8

n

Lemme 3.2. — Sous les hypothése (MP), (D) et (L log L), on a,

pour chaque Zoeoo% s

(1) 1 Py (LZ ) #L(Z ) <=
n=o 0

(i1)

p-(n+1)(L(£\") - ML(Z.)) converge P, -presque sdrement
n+l n Zo ’

It 1 8

n=0
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Démonstration. — (i) Soit ZEC% un ion, alors
L(g,) = & Llgger 5) sLllg5)= I L@, or, o)
z K€V X X,Z n,Z KV n,Xx XL
JA Z
Posons
A L= U {w; g, . r, 5|>0"}
n,zZ XE V X X,Z

Z

alors évidemment

{Llg,) # L(g ¥en,

On en déduit

po(L(g;) # L(g ) <py(8, )< T 9, {gy ory 4l > 0™

xEVZ
= ) p. {lg.| > o"}< |z p {lg [>p"} . (3.5)
by vl 21 1wyl
compte tenu de (2.3), (3.2) et (3.5),
o o] —~ [oe]
nzo PZO(L(Zn+1) f L(Zn+1)) = nzo EZO(PZO(l{L(Z;:I)#L(Zn.l.l)}]Zn>)
= L oolg 17,0 [ v dle e =0f § (1 oME, 1 )}«»
n=o Lo "a€p 3 @ a€A n=o Pa {Igal>pn}
ce qui démontre 1'assertion (i) du Temme 2.2.
(ii) Considérons les deux séries suivantes
ngo (L(Z, ;) - Mn) L(Z, ))/e (3.6)
DICORECRIEL NI (3.7)

Evidemment, Ta convergence des séries précédentes entrainera la seconde

assertion du lemme 3.2. D'autre part, par (3.1), la suite

L) - mn) L(Z.)) t centrée. Donc, 1 de 1a séri

L( n+1l’) " n) n) n>qo €st centrée. Donc, la convergence de la série
® - ~~

) EZ (p (n+1)(L (zZ +1) - L_(M(n) L(Z ))))2 , pour tout a€A, donnera

n=o Zo a‘’n a n

celle de la série (3.6) d'aprés la proposition IV-6-1 de [20].
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Si Z est un ion appartenant a %y’, alors on a

Epz(Lé‘(a:Z))2 ) Epz(xgvz LBy @ ’"x,Z))2 ’
Posons
A, 4 = Wxy) (Gy)ev, <V, dix,y)<e} »
b, o= {06y) s (xy)EV, XV, 5 d(x,y) > 2} )
An,x,a - pr a(a;jx) > 'n,X,a B EpX(La(égj;))z ?
Az =(xzy)EA 3 AZ =(x§)e{\ .
Z,d i Z,d Z,i i Z,i
On a alors

+
n,Xx,a n,y,a

Dans ce qui suit Bz(a,k) et AM ont la méme signification qu'au paragraphe 2.

Remarquons que

241
AM 1

2
Z(a,!L) M M A,-l i

card VB

Le nombre de droite est une constante qui ne dépend que du M-syStéme donc,

on en déduit card A, , = 0(|Z]), et on obtient

. ( 2)=o0(z] § B ).

D n,b,a
ZAZ,d be A
Pour (X’y)E'AZ,i R rx,Z et ry,z sont indépendantes d'aprés 1'hypothése
(D), donc
~~/ N _
ps La(gn,x ° x,Z)'La(gx,y ° ry,Z) An,x;a' n.y,a

D'autre part
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o~ 2 ~ 2
(E. L(g -N°"=()r E LA(g " o ))
p; a n,zZ = VZ Py aTTnLx X,z
= ) A )
n,X,a Nn,y,a n,X,a n,y,a
AZ,d AZ,1
il en résulte que
~ 2 ~ 2 3
Epz(gn,Z) - (Epz(gn,z)) 0(|z] g%A B b.a) (3.8)

Par un calcul simple, on obtient
7 (LyZpag =L, MLEZ N = € (8 (L, (212,085 (6 Ly(Z0) 7))

En utilisant (2.3), (3.3) et (3.8), on obtient

Ioe, oM ()L (niniL(z,)))?
n=0 o
o () SEMD e (2 1 s, )
néo Z, | nl b€ a Nsbsa
=0 ( ¢ 7o "E g [2 1 ) <.
a€ A n=o O {|ga1<pn}

Ceci démontre la convergence de la série (3.6). Montrons maintenant que
la série (3.7) converge. En utilisant le théoréme 2,2 1'hypothése (L(Tlog L))

et le lemme 3.1 (iii), on a en effet P, -presque sirement
' 0

~{n+1

i~ 8

o™ (w(n)L(z,) MLz, ) =

Yz 1im(n)-mi
. i 1z, [MM(n

P
0

Il ~1 8

n

o

0 IM(n)-MI) =0( ) (
nzo " acA nzo pa|gaI {lg,|>o"}

o I E g |loglg |) <=,
ac A 'pa a a

ol I I désigne une norme sur les matrices.

N . o g - 4 = 3 ]
Par Te lemme 3.2.(i), on a L(Zn+1) = L(Zn+1) a partir d'un

certain rang, et par le Temme 3.2.(ii), la série Zm (L(Zn+1)—ML(Zn)ypn+1
n=o
converge PZ -presque slrement.
0
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Maintenant, nous allons démontrer le théoréme 3.1. Nous
partageons la démonstration en quatre &tapes et nous faisons les hypothéses

(MP) et (D) pendant la démonstration.

lére &tape. — L'hypothése (L log L) entraine qu'il existe une v.a.r.

W, telle que pour tout Z EES* , 0°"L(Z.) tend vers WE P, -presque
0 n _ Z0
slirement.

Remarquons que pour ny > fy-

n,-n_+1
Lo / nyon 1) (L(Z

L(zZ )/ n41 - (M
n1+1 p1 pl

avec
n

n.-n
IAI < sup |L(Zn+1) - ML(Zn)|/ n+1< T |al 1 ),|=u<1, (3.9)
m>n0 p n=n,

la derniére égalité est due a (2.1), a& cause du lemme 3.2 et de
o] 1. 0(1), Te deuxiéme terme du second membre de (3.1) tend vers

zéro quand Ny tend vers 1'infini. Par conséquent

| nl-no+1
Tim  sup [L(Z_  ,q)/ - (M / WLz )/ )| =0

N+l n,+l n,-n +1 n n

n0—>°°,nl_>n0 1 o1 pl o 0 po
PZ -presque silirement ,

)
compte tenu de (2.1) encore, on trouve que PZ -presque slirement

0
*
Tim Lz 1)/ -ERE(L(Z. ) ) =0 (3.10)
n > N> nl+1 pn1+1 o pn.0 :

D'aprés (3.10), p" L(Zn) converge une limite qu'on note w, donc,
*
nous avons w = &B& w par (3.10). Remarquons que le rang de la matrice
*
ERE  est 1, donc, il existe une v.a.r. W tel que w = W§ PZ -presque
0

stirement.
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2éme étape. — Si 1'hypothése (L log L) n'ést pas satisfaite, alors

b‘n L(Zn) tend vers zéro PZ -presque slrement.
0

Remarquohs d'abord les faits suivants : p—n <€*,L(Zn)> tend vers
une limite finie PZ -presque slrement, donc, si p_n<E*,L(Zn)) tend vers
Z&ro en probabi]ité,oil tend vers zéro PZ -presque sflirement aussi. Alors,
puisque le vecteur E* a toutes ses compogantes strictement positives,

p" L(Zn) tend vers zéro P, -presque slrement aussi ; donc, il suffit

-n *
de démontrer que o "¢ ,L(Zn)> tend vers zéro en probabilité P
0

Pour cela, opérant comme au paragraphe 3.2, on construit un
autre processus auxiliaire {Y }n>=0 a partir du processus {Zn}n;>0
de la facon suivante.

Soit B>0, que 1'on déterminera plus tard, comme en 3.2, on

définit 1'application génératrice tronquée ainsi

. n
g, (w) si |g (w)[<Bp
RAOES I ° a€h ,
: € sinon

Soit {Yn}n>=0 la chafne de Markov, non stationnaire, telle

que Yo = Zo, définie comme {Zn}n2=0 d ceci prés que pour passer de
' = s 11x o . . ~/
1'8tape n & 1'étape n+l on utilise les applications {gn,a}aGEA au
lieu des applications {ga}aGEA‘
On vérifie que 1'on a
EZ (L, Yn+1lYn) = M(n)L(Yn) (3.11)

o}
Evidemment

{w s L(Z, 1 )AL(Y 1) pour un n}C : {w ; L(Z, )=L0Y )L L(Z L )AL(Y )
n=0 ’

Par des calculs similaires d ceux des lemmes 3.1 (i) et 3.2 (i), on obtient

pZO{L(zn+1)¢L(Yn+1) pour un n} = O(ag;A Epalgall{lga|>3}),

Puisque Ep [ga|<a>, Te second membres tend vers zéro quand B
a

tend vers 1'infini.
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Donc, si p-nL(Yn) tend vers zéro en probabilité, il en est
de méme de p_nL(Zn) aussi pour un B assez grand. En effet, quels que

soient €, >0, il existe N, tel que PZ (p-n]Yn[>6)<e/2 » n>N, alors

0
P, (|Z |/ >8)<p, {(|Z |=]Y | s > &)U (]Z|#]Y. | Yol 6))
g = - ? s 7
Z0 ntton Zo n n pn n n p“
Y,
<Py = 8k ey (7 AV, 1D
0 P 0
<%+ % = £

pour n>N et B convenable. Donc, pour démontrer 1'étape 2, il suffit
de démontrer que p_nL(Yn) tend vers zéro en probabilité. On va démontrer

que E, p_nL(Yn) tend vers zéro.
0

Soit €(x) = M-M(n), évidemment, 0<eg(n)<M, €(n) >0, n->=
A cause de la primitivité de M, on peut supposer Mk> 0, ot k>0. Pour
tout entier n, on a

m=n+2k K

T (M-e(m)) <MS(M-(n+k)ME = M2 omke(neku
m=n
(On dit qu'une matrice (aij) est supérieure 3 la matrice (bij)’ si pour
tout i,j, aij> bij)'
k _ _ 2k+1 _
Posons M~ = (aij)’ e(n+k) (bij)’ M = (c1j),
- _ -1
A= inf a . c =Xx sup c; )
1<i,j<n 1 »d 1<i,j<n Y
on obtient
K K n n
Mie(ntk)M™ = (1 ) a5, by 3g:)= (Ae(n+k)l)
p=1 g1 1P bg “a]
= Ha(n+k)ﬂ(—5—-.c..)>=c"€(n+k)"(c..) = c||€(n+k)llM2k+1 ,
iy 13 ij
d'oli
m=n+2k
T (M-e(m)) < (1-cle(n+k)MH cexp(-cle(n+k)imZ** . (3.12)
m=n

Si 1'hypothése (L lTog L) n'est pas satisfaite, alors, il

existe a€A, tel que Ep (|ga|1og|ga|) = © , Parce que
3 !
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le(n)l > E |gafl N ? il en résulte que, comme dans Te lemme 3.1.,
Pa % {]g, [>80"}
Iote(mt= } E_ (]g.]1 y=cE_ (|g.|Tog|g_|1 Y=o,
n=o n=o Pa ° {lga|>Bpn} Py 2 a {|ga]>8}

ol ¢ est une constante a solue.
Puisque les le(n)l sont positifs, i1 existe un entier N, 0<N<Z2Kk,
tel que

Y Te(N+k+s (2k+1)l = o | (3.13)
S=0

D'aprés (3.11), (3.12), pour tout n assez grand, on a

L) 1 N
E, = Mn=1) MO LIZ)< == M{n-1) .. . M(N+1IM(N) MTL(Z )
o P P p
" [(n-N-2k-1)/2k+1]
< b—E)L(ZO)exp{—c ) he(N+k+s (2k+1 )1}
p S=0

donc, par (2.1) et (3.13), EZ p—nL(Yn) tend vers zéro quand n tend vers
0

1'infini. Ce qui achéve 1'étape 2.

*
3éme étape. — L'hypothése (L Tog L) implique Ep W= Ea pour tout a€A.
a

Pour achever la 3éme é&tape, on introduit un incrément de
-n, %
martingale qui approche Ta martingale {wn =p g ’L(Zn)}n2=0' Pour cela,
on pose
~

o~ -n * ~ _ _
= oMLy LR =W Ezo(wn+1|zn) .

Compte tenu de (2.2) et (3.1), on a

] T2y = o (1) > '
Ry = Bz (il Zy) = B Oy 170) = 0 T (mn))L(Z, D

I1 est facile de vérifier que la suite {ﬁgll—wn+Rn} est un incrément

n=0
de martingale (ou bien une suite centrée).
De Ta méme facon que pour la démonstration du lemme 3.2, on a Te Temme suivant.

Lemme 3.3. — Pour tout Zoéigf , sous 1'hypothése (Ll)

IRy, (W Al ) <o (3.14)
n=o 0
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- wn + Rn) < (3.15)

OZO E, R < (3.16)

Le lemme suivant se déduit immédiatement de (3.14) et (3.15)

v

Lemme 3.4. — Sous les hypothéses (MI), (D) et (Ll), wn et wn
coincident PZ -presque slirement 3 partir d'un certain rang, la série
« —~ o] 0
- 1 A 3 A - l'
ngo W, - W +R T et doncaussi la série nzo Mg =W R

-] ~_ '
convergent PZ -presque slrement ; la série } {Qn+1 - wn + Rn} converge
0 n=o
dans LZ(PZ ) donc converge dans Ll(PZ ).
0 0

Maintenant, remarquons que, les Rn étant positifs, (3.16) implique

N
que, pour tout a€A, Rn converge dans Ll(Pa), et que, en vertu du
1

n:

o N 1 :
lemme 3.4 la série ) {W N } converge dans L (P_). I1 s'en suit que
hz1 M n a

o] ~
E()Y W ,-W}H>0 , N> (3.17) .
3 SNy n+l n

D'autre part

E =E (L W -0 1) +EW
n=o0
* N <
) zc;a ¥ Ea(nzo(wnﬂ ) wn)) ¥ Ea(Nzl(wnﬂ ) wn))
* v~
>g ¢ Ea(n=%+1(wn+l - W)

* *
donc, an2=§a par (3.17), mais, d'aprés le lemme de Fatou, an<;ga , ON
obtient ainsi an = éa.
4eme Etape. — an>»0 pour tout a€A entrafne que Pa(w =0) =0 pour
tout a€A.

Comme dans [23], si Zoéfﬁk on peut écrire
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ol la distribution de wx par rapport & ., est identique a celle de W

VA
0
par rapport & P . De plus, W et W sont indépendants si
A(x) X Xo
dZO(Xl’X2)> L . |
De méme, conditionnellement 3 Zn’ on a p”w = ) WX , ol la
: XeV
Zn
distribution de NX est identique a celle de W par rapport & Pk(x) .
m
< - A-1 .
On a vu preceTemment que car‘d(VBZ (x,z))szing'_ Oy s donc 11
Z | n
existe au moins kn = [ un ] boules BZ (x,2) dont les distances mutuelles
M n

des centres sont supérieures & £ . On note les centres de ces boules

Xl’XZ""’an’
Posons Aa = Pa(w=0), A = sup Aa' A cause de 1'hypothése, A<1.
achA
On désigne par I{W=0 7 =a} Ta fonction indicatrice deiwso}partant de a,
>0

on remarque que {wl,wz,...,wn,...w} est une martingale. On déduit de ce
qui précede les faits suivants.

Lm0,z =a} = PalN=0ITe) = Tim P, (N=0]Z,)

n-» oo
=%im P (o" I W, =0[Z)<lim P (W, =0,...,H, =0]|z)
n > XEVZ X n n - o a Xl Xk n
n n
k
< lim A",
n >

Par le théoréme 2.1, [an tend vers 1'infini P, -presque s@irement donc,
0

kn(w) tend vers 1'infini presque sirement. Ce qui termine la démonstration

du théoréme 3.1.

La démonstration du théoréme 3.1 donne en fait un péu plus,

notamment les résultats suivants.

Théoréme 3.1, — Sous les hypothéses (MI), (D) et (L log L), (i)
- *
pour tout ZOEE%? , o " (& ,L(Zn)> converge PZ -presque sfirement vers une
0

*
v.a.r. W (1) an = Ea et Pa(w=0) = 0 pour tout a €A ;

L)

s o o - *
(iii) o "<& ,L(Zn)) converge vers W dans Ll(PZ )
0
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Corollaire 3.1. — Sous les hypothéses (MP), (D) et (L log L)

pour tout ZOGE%V’ p " L(Zn) converge vers W& dans Ll(P

VA ).
0

Corollaire 3.2. — Sous les hypothéses (MP), (D) et (L log L)

pour tout ZOEEEy , p'"lzn[ tend vers W et L(Zn)/|Zn[ tend vers &

PZ -presque slrement.
0

Si 1'on remplace la condition (LZ) par (L log L) dans la
démonstration de la proposition de §.4.5 de [23] , et si on utilise le
théoréme 3.1, on obtient le résultat suivant qui précise 1'assertion (ii)

du théoréme 3.1.

Théoréme 3.2. — Sous les hypothéses (MI), (D) et (L logl),

il existe -un nombre o strictement positif tel que, pour tout a€A,

on ait Ea(w'a)< o,

3.4. Une remargue sur la matrice M,

On peut, comme dans [23], affaiblir les hypothéses sur la
matrice M. On Suppose qu'il existe une partition de A, A = A1LJA2 R
telle que A1 soit non vide et telle que 1a forme correspondance de Ta matrice
T
U
irréductible) et sa valeur propre de Perron-Frobenius p é&tant strictement

M soit (8 ), la matrice S (indéxée par A1><A1) étant primitive (ou

supérieure & 1 et au module de toute valeur propre de la matrice U, Dans

ces conditions les espaces propres de M et de sa transposée associés a p
* .

sont unidimensionnels, les composantes de § et § sont positives, non

nulles si elles correspondent & des &léments de A1;

Sous cette hypothése, les résultats précédents restent vrais.
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3.5. Structure asymptotique des arbres générés.

On considére un M-systéme au-sens du paragraphe 1.5. En
utilisant le théoréme 3.1 dans la démonstration du théoréme de §.5.3 [23] ,

on obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.3. — On suppose que, pour tout Z dans Qy et pour
tout w dans QZ , On a w(gz(w)) = w(Z). On fait en outre les hypothéses
(MP), (L Tog L) et (D). Alors, quel que soit ZEngs'Vn(Z) désignant
Te nombre de fois que Z figure comme sous-ion de Zn, le quotient

vn(Z)/[Zn] tend PZ -presque sdrement vers une constante pour tout Zoezgf

0

Pour les paragraphes suivants, on considére un systéme au sens de 1.7.,

c'est-a-dire un M-systéme générateurs de mots,

3.6, Une amélioration du théoréme 3.1.

On considére un M-systéme au sens du paragraphe 1.6.

On a vu que si la matrice M est jrréductible mais non primitive,
on n'obtient que la convergence de wn. Mais, en utilisant Ta propriété de
"périodicité" de Ta matrice irréductible, on peut trouver un sous-processus

de {Zn}n> 0

pour lequel le théoréme 3.1. reste valable.
On suppose dans ce qui suit A é&tant 1'ensemble de couleurs que
M est irréductible. D'aprés les théorémes 1.3 et 1.4 de [26] sur les matrices

irréductibles, on a les faits suivants.

IT existe un entier positif d=>1 de facon qu'on puisse partager

1'ensemble A en d parties disjointes, Al’AZ""’Ad , telles que

1"),ma,b =0 si mb¢A1XA 1<i=sd ,

i+l
(on convient que Ad+1 = Al)'

2°), si aGAi, (Mn)a b= 0, sauf bEAJ. avec j-i=n (mod d)



-25-

et pour k suffisamment grand

(k=i

a,b>0 pour tout bEAJ..

Dans ces conditions, M peut s'écrire d'une facon suivante

0 M(1,2) 0 0
0 0 M(2,3) 0
M= : : : : (3.18)
0 0 0 M(d-1,d)
M(d,1) 0 0 0

o0 M(i,i+l) désigne la matrice indexée par A1.x Aj dont 1a colonne

A
associée a Ai est Ep (Lj‘ga)' (Lj(Z) désigne le vecteur indexé par R J
a

dont 1a composante associée a aGEAj est le nombre de sommets de Z,

dont la couleur est a).

Un calcul simple montre que

N(1) o 0
0o N(2) 0
whd - .
0 0 N (d)
d

Jab = Eallp(Zg))s a,peh; .

I1 résulte de (3.18) que (Nk(i))a b:>0, pour tout a, bEEAi si
k suffisamment grand. Donc, les matrices N(i), 1<i<d sont primitives.

Si aéEAi, alors le processus {Li(Z a N(i) pour

dn)}n>0
matrice de moments et pd pour valeur propre de Perron-Frob€nius.

* *
d . pdi , donc, & et & sont les

Eivdemment, Md£ = pdg s é* M
vecteurs propres d droite et a gauche de Md associés a pd.
On définit pour 1<i<d
§(i) ={g,, a€A} , £(i) = (0,...,0,5(1),0,...0)
- %

i
*
g (1')={€a,a€A1.} , £ (i) = (0,...,0,¢
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On vérifie sans peine que

pE(i-1) = ME(1) , p§*ﬁ+1)=§*(i)M

On choisit € et £ tels que |E(1)] =1 et £(1)E(1) =1, alors
pour 1<i<d, on a
B> = E(DEQ) . £Ya)E(a) = L.

On obtient
*

Ae(iy , NG = 0% ()

N(i)&(1)

Comme dans la démonstration de Kestin et Stigum [15] relative aux processus
de Galton-Watson & plusieurs types et en utilisant 1'estimations des moments

d'ordre 2 comme précédemment, on obtient le théoréme suivant

Théoréme 3.4. — Sous les hypothéses (MI), (D) (L log L), il
existe une v.a.r. W tel que pour tous aEEAi , on ait

Pa- presque slirement
nd+j-1i

Tim L.(Z Y/ p

n »> o J nd+j"'i ) Wg(J)

si pour tout xEAk, Y€ Ak+1 , 1<k<d

(g, )1 <= (3.19)

£ IL, (g, )tog(L (g,

alors

* . S , . .
ol ga(1) est égal a Ea S aEA]. et égal d zéro si a¢A}..

Si (3.19) n'est pas satisfait pour une paire de (x,y), alors W =0 presque

slirement.

3.8. Changement d'alphabet et ses conséquences

Désignons par Bk 1'ensemble des mots de longueur k qui

peuvent apparaitre avec une probabilité non nulle dans la descendance d'une

(k)(

_ B
lettre A. Si W est un mot, L w) désigne le vecteur de R K dont
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la composante correspondant & w' est le nombre de fois que w' figure
dans W. On note Mk la matrice indexée par ka Bk dont le terme
correspondant & (w',w) est 1'espérance par rapport & Py du nombre de
mots égaux & W' qui figurent dans gw(.) et dont la premiére lettre

est engendrée par la premiére lettre de w.

Notons B/ 1'ensemble des mots de k lettres qui apparaissent

k
avec une probabilité non nulle & la fin de 1'un des mots engendrés par
une quelconque lettre de A. On pose A(k) = BkLi( U B.) et A(l) = A.
1<j<k
A chaque mot X = Xq Xo wee X, construit sur 1'alphabet A,

(k)

on associe un mot pk(X) construit sur 1'alphabet et A par le procédé

suivant : si |X| <k , alors o (X) =X, et si [X]=>k, alors

pk(X) = (X1X2"‘xk)(xzx3"'Xk+1)"'(Xv-k+1xv—k+2‘"Xv)(xv-k+zxv-k+3"'xv)

(pk(X) est constitué de Vv-k+l1 é&lément de Bk suivis d'un de Bé-l)'

On note £, 1'ensemble des sous-mots des mots {pk(x)}xééﬁ%' A chaque

k
pk(X) on associe 1'espace probabilisé (QX,pX) et au mot

W= (x1X2‘f‘Xk)(x2x3"'xk+1)"‘(xvxv+1'"Xv+k-1) appartenant a £k on

associe 1'espace probabilisé (ﬁh,pw) o0 W = Xy Xow e o X\ Xoiq e Xypp 1 Les
. . ]

rw.,w sont des applications rw',w pour des w' et w

convenablement choisis dans %}. Définissons maintenant les applications de

applications

génération gék) pour o dans A(k). Si o appartient a Bk’ gék)(.) est

le mot obtenu en ne gardant dans pk(ga(.)) que les &léments de Bk dont

la premiére lettre est engendrée par la premiére lettre de o . Si o
appartient a U B, alors on pose gék) = P o Iy
1<k
Ainsi, nous avons défini un M-systéme opérant sur A(k) et

J. Peyriére [16] a démontré les faits suivants

(1) {pk(zn)}n2=0 est une chaine de Markov stationnaire dont la
probabilité de transition est c21le que définit ce nouvel M-systéme.

(2) Si 1'hypothése (D) est satisfaite pour le M-systéme du

départ, elle 1'est aussi pour .2 nouveau en remplacant 2 par 2+k-1.
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Y

(3) Notons Mk 1a matrice associée & ce M-systéme. A la
"]
partition A(k) =B, U( Y B!) correspond une décomposition de M, oen

1<j<k
blocs

Alors, pour tout Kk, Mk a P pour valeur propre simple qui est strictement

supérieure aux modules des valeurs propres de Mk

(4) La matrice M, est primitive.

k

Le théoréme 3.1. appliqué & ce nouvel M-systéme donne les résultats

suivants.

Théoréme 3.5. — Sous les hypothéses (MP), (D) et (L log L),
-n , (k) _ . -
pour tout ZOEEEY’ P L (Zn) converge wgk PZ presque slrement, ol
g, désigne le vecteur propre associé @ p de M , tel que (Ekl =1 et
*
<gk,gk> = 1. De plus, la condition de non-dégénérescence de W est 1a

méme que celle du théoréme 3.%.

Théoréme 3.6, — Sous les hypothéses (MP), (D) et (L log L),
pour tout Zoe%f et pour tout mot w, la fréquence d'apparition de w

comme sous-mot de Zn tend vers une constante PZ -presque silirement.
)
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4. CONDITIONS D'EXISTENCE DES MOMENTS

Pour les processus de Galton-Watson & un seul type, S. Asmuseen [1]
a démontré que le moment d'ordre p (1<p<2) de la distribution de la
Timite du processus existe si et seulement si Tes moments d'ordre p des
applications de génération existent. Wen {28] a obtenu le méme résultat
pour le M-systéme générateurs de mots & un seul type. Dans le cas des
M-systeémes généraux, Peyriére a démontré que si p est un entier supérieur
ou égal a 2, alors, la finitude des moments d'ordre p des applications de
génération implique celle du moment d'ordre p de W. Dans cette section
on établit une condition nécessaire et suffisante de finitude du moment

d'ordre p (l<p<«) de W.

Lemme 4.1. — Soient ¢ une fonction concave, croissante et nulle
+ + . . ) .
en 0 de R dans R , {Yj}l<ﬁ<n une suite des variables aléatoires

positives et k wun entier positif. Alors, si S = Y1+...+Yn, on a

k
Esfo(s)<ESFe(Es) + ¥ EY, ¥; -ov; (O F 2(v.))
1<i,,...,i,<n 1 '2 k jEA . I
1 k (1P PR, |
1 k
si le complémentaire de 1'ensemble A . est contenu dans

(11 PR
3 1’ ] k
1'ensemble {j ; 1<j<n et Y5 est indépendant de (V. ,Y. 5....Y: )} .

11 12 'Ik
Démonstration.
£(s5(5)) = I E(y v, .v, 9(S))
1<i,,...7,<n 12 k
1 K

= ) EY; Vi oo vs i ) Ys5)

Iip,..ni<n 12 T gent o Jgen oo

A AR A R
< y EY. Y . (o ¥ Y5 )+o( ) Y.))
. . 1,01 1 C J : N]

ISiead s 12 k jeA"’11""1k JeAn’ilka
< ) EY, Yy oo, @l ooy

1<i, e den 12T et J

1 k Nydqaeeedy
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L) EY, ¥y oYy Ioelyy)
<i < j ;
111“ s 1 2 kJEAm1..1
1 k
- ) EY. Y. ...Y, .Eo( Y:)
. i, 1 1 . o J
1<11,. 1k<h 1 2 k JE-An,i U
1 k
¥ ) EY. ¥ oy Ioooelv))< ) EY, Yy --Y
I<i,,...1,=n 1 2 k jeiA . J 1<i., ,i<n 1 '2
1 k nsigs. an 1 k
+ - ) EY. vy v, ( «p(Yj)) = £sX.Ep(S)
<i . < . .
1 EERRREA 1 2 k jeA sty
¢ ] By Yy - I ey <esh.ees)
1<i,,...i,<n '1 '2 k jeA J *
1 k n).l b ’1
1 k
+ ) Ev, Yy --Vy ( Yo elv)).
i, i< 12 k jEA_ . . J
k Noigse.esdy
les trois premiéres inégalités résultent de la concavité de ¢ et la
derniére de 1'inégalité de Jensen. Remarquons que si jEAAE 5 i Yj
] 13---5 k
et Yi sont indépendants pour tout 1<s<k, nous avons donc la 3iéme
s
égalité,

Lemme 4.2. — Si k est un entier?2 et Zefy , on pose

Az = Wpadgsndy) 5 1S3<Z] s WGLT, s dz(xjs’xjt)>z}

et Ag  Son complémentaire. Alors, pour tout k, il existe c, = tel que,

pour tout Zéﬁf, on ait

C k-1
card AZ,k < ck[ZI (4.1)
Démonstration. — On vérifie sans peine que (4.1) est vrai pour

k = 2. Supposons que

card AS

k-1
7 kel < Sl , k>2 (4.2)
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On fixe j1=1 et considére 1'ensemble

. . . . C . .
WLadpseeendy 3 (Ludpse sl )€ 5 15,5003, < [Z]} . On Te partage en
deux classes de la fagon suivante : la premiére classe est constituée

des k-uples dont au moins un point Xj , 25i<k, satisfait
: i
dZ(Xl’Xj )<2& , et la seconde des autres. Remarquons qu'il y a au plus
i

" k3 < . < . 3 . < -~ -
Gy point sz, 1<j, |Z|, qui satisfont dz(xl,xJz) £, 00 o a Te méme

sens qu'en section 2, donc, i1 y a au plus ocM]Z|k-2 k-uples de la premiére
classe satisfaisant dZ(Xl’Xj )< L. Par conséquent, le cardinal de la

2
premidre classe ne dépasse pas (k-l)uMIZIk'Z.

Pour la deuxiéme partie, par la construction, dans chaque k-uple, il y a

au moins deux sommets x. ,X. , 2<m, n<k, qui satisfont d,(x., ,x, )<& .
m vn z In” In
Donc, par 1'hypothése d'induction (4.2), le cardinal de la deuxiéme classe

k-2

est de 1'ordre de |Z] . Faisant parcourir a jl les entiers de 1 a

|Z|, on obtient (4.1).

Théoréme 4.1. — Sous les hypothéses (MI) et (D), pour tout

Zoetyg pour tout pE Jl,+«] EZ (wp) est fini si et seulement si 1'hypothése
0 ;
(Lp) est satisfaite,

Démonstration. — Posons
- P _ -1 ,si p est un entier ;
7 ngalgal ) o k= Ly ] sinon
a = p-k (donc 0<a<l), ¢(x) = > (donc ¢ est concave).

Soit Z wun ion appartenant a %f , alors

* * : _ *
sg =(£ ,Logz> =(& , ) L(g,er z)) = ) (g ,L(gxor )y

X" X, on
Z x€VZ XGVZ
Numérotons les sommets de Z, vV, = {Tlixz,...,xlz|}~, soit
*
Y. =(&,L(g, or », alors S = Y. .
. A .
’ 5% 97 §=1 )

D'aprés le Temme 4.1, on obtient
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P kooou k
E. SP =E 55 .s¥ = SN op(s )
Pz 9% Pz 92 %2 Pz 97 9%
k
<(E SX).e(E 5 )+ ) E Y. ...Y. ( o(Y.)) (4.3)
P19 P97 a<plge<zl Pt Yk ogen, J

Za\]ls---jk

Nous allons maintenant estimer E Sk .
Pz 97

Considérons les ensembles AZ K définis au lemme 4.2.

Alors, si (31,...Jk)€‘AZ’k , tous les in sont indépendants
deux & deux.

sk -

= Yo+ Y YL LY. )
97 Puisj i

Yo oo.Y. =E ( Y. . c
Slzl e P, e 1k

E
D
’ 7,k 7,k

Rk

Remarquons que tous les Ep Yj sont positifs, on en déduit
VARSI
k
)= Y, ...E_ Y, < ) I E_ VY,

E_ Y, . <
W aD Pz P I 1., LG < z) i=1 Pz Y
1 k

E( YY, ...Y,
|
7.k 7,k

Pz

(4.4)
|Z]

=(z (E v.))"=(E s )

j=1 Pz J Pz 97

compte tenu de (2.2)

* *
E_ (s E (& ,L(g,)) =<¢& ,E_ L(g,)»
'pz( gz) v, & ,L(g;) & », (g7)

H
[t}

CEXM.L(Z)) = <EM,L(z) (4.5)

o (gX,L(Z)

i
©
w
N

donc, on obtient par (4.4), (4.5)

Estimons maintenant E Y. Y. ... Y. ).
'pz(ACz 31 J; Jk)
7,k
Notons

k *
E v$ =p (&L or K = o(E
Pz Iy Pz : <ng. Xj.’z) ( .
1 1 J

donc, en utilisant 1'inégalité de Holder,



C v v <1 (E Yk)%=o(s) (4.7)
A PR DR S T 5 ANE k '
on en déduit que par le lemme 4.2 et (4.7)
k-1
T oY, ...¥, =0(8,]7]% ) (4.8)
p c J J 3
compte tenu de (4.4), (4.8), on obtient
e sk o= ok sk v o(zi*le) (4.9)
Pz 9
En particulier
a0
E S =0pS,, E S =p S 4.10
», 59, pS, o( P, gZ) 'S, ( )

Maintenant, on estime le deuxiéme terme du second membre de (4.3).

Etant donné x€V fixé, il y a au plus @M sommets de Z dont la

Z
distance & x est inférieure 4 £, i1 en résulte que le cardinal de
1'ensemble AZ . . est inférieur kaM. Par conséquent, en remplacant

Jpe e dy
o(x) par et appliquant 1'inégalité, on obtient

‘ _ A AT Iowlyskfe * |k &, 1z|P=0(]z|*8 (4.11)
1<j»..-3,<[2] Pz )1 K 3€hy S
1 k
i} - o-(n+l)
Posons Sn+l = wn+1 =0 (i ,L(Z n+1)) De (4.3), (4.9), (4.10),
(4.11) et du fait que p'n]an = 0f n)’ i1 résulte finalement que
; ) ,p wﬁ'l wk
Ezo(wn+1lzn)=Ezo(wn+1¢ a1 ) WO . ol? (pna By
d'ol EZ w:
PPy = a0
EZ (Nn+1 Nn) 0( N @p) (4.12)
0 p
Si k=1, alors Ezown = Ezowo, parce que {wn}n>=0 est une martingale. I1
" résulte de (4.12) que
E, WP tim £, WP = 1im {E, WP + nil £ (WP - WPy
Zo e Lo N e Lo © i%o ZO i+l i
Tl
= 0 B ( Z —.__) < co
Plizo o™ 4.17')

o 1l<p<2, 0<axl],
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En utilisant (4.12), les théorémes de convergence de
martingales et en effectuant un calcul similaire & celui qui méne a

» - 3 3 - -
(4.12), nous obtenons par récurrence les implications suivantes :

B o<w=E W <o = sup E, wﬁ <w=E WP < .
P 0 n o} 0

On a ainsi démontré que pour 1<p<eo | @p < o= EZ Wp < o,
0
D'autre part, soit Z0 = a. A cause de la convexité de xp.

(1<p<x) et de 1'inégalité de Jensen, et du fait que W Wy W)

est une martingale, on a

E17,1P = o(E, WD) = O(E

£y 19,17 i (, (12 )P))

a

0(E_(E_(WP|Z;)) = 0(E, WP)

a

ol la constante ne dépend que du M-systéme et de 9 ce qui termine la
démonstration du théoréme 4.1.
Le théoréme 4.1 et Te théoréme de convergence des martingales

donnent le résultat suivant.

Corollaire 4.1. — Sous les hypothéses (MI), (D) et (Lp),

converge vers W dans Lp(PZ ).
0

pour tout ZOE'J, » W,

Si 1'on remplace 1'hypothése (MI) par (MP) dans le corollaire 4.1

d'une part, par le théoréme 3.1, p'nL(Zn) converge vers &EW PZ -presque
o
slrement ; d'autre part, remarquons que pour tout a€A

L (z, ) |z, IP
(2P = o(—) = o(P) .
p p
D'aprés le corollaire 4.1
L (Z)
sup E; (2P = o(sup E, wﬁ)< o
n o P n 0

d'ou Te résultat suivant.

Corollaire 4.2. — Sous les hypothéses (MP), (D) et (Ep), pour
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tout Z Gigy, o "L(z.) converge vers E&W dans Lp(P ) .
0 n Z0

La méme méthode conduit au résultat suivant, plus précis.

Théoréme 4.2. — Sous les hypothéses (MI), (D) et (L(log L)a+1),

+ 10
pour tout ZOE%, EZo W(log W) <o

La démonstration est presque la méme que celle du théoréme 4.1.

On ne fait que quelques remarques.

. . + . . .
1. Bien que la fonction (log x)a ne soit pas concave, on peut choisir

¢

dx2 o
- (log xo) . Alors, la

* <0

tels que, Xy > 1 (Tog x

2

o
(log x) |x=x 5 ¢y

des nombres positifs Xo’ ¢ et ¢

[aRFa)
x

quand x>x0 3 C, =

1 = C1X

0
fonction

+ .0
< ©
[Tog x] +c2 , xo X <

est croissante et concave et ¢(0) = 0.

2. Remarquons que ¢ .est croissante, pour toutes les v.a. positives Yi’Yj

E(Yi-YJ-) [o (v, )-¢(Yj)] >0

( = . . . .
E¥i¢\71)+EYj¢(YJ.) EY1‘P(YJ) + EYJ‘P(Y1)

3. Pour chaque x fixé, on peut trouver un entier positif k, tel que

X _<x <& (4.13)
pk+1 0 pk
donc
S X k-1 X 3 X
nzo w(pn+1) ) nzo ¢(;ﬁIT) ' ngk ¢(pn+1)
k-1 ®©
= toX g X
= nzo (I1og (p”+1)] tCp) + ¢y nzk p”+1
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mais, d'aprés (4.13), on a

k = 0(log'x) , I 2g=0(1) ,
n=k p

ol les constantes ne dépendent que Xy2 €15 €y - D'oli

I e(Z) = o(iogha™™) .

Compte tenu des remarques précédentes, le théoréme 4.2 se démontre comme

le théoréme 4.1,



-37-

5. VITESSE DE CONVERGENCE

Nous avons vu, dans la section 3, sous 1'hypothése (MI)
(resp. (MP)), que Nn = p'"(g*;L(zn) (resp. p" L(Zn)) converge vers une
limite W (resp. W§) presque siirement non nulle. Nous étudions ici les
vitesses de convergence du processus dont les variances des applications de

génération sont infinies, précisant ainsi le théoréme 3.1.

+1
 Théoréme 5.1. — Sous les hypothéses (MI), (D) et (L(log L)* ")

pour tout ZOE%, a>0,

. . o 3
(i) 1a suite {n (\»I-l«ln)}n}0 converge vers z&éro on—presque
slrement ;
|
(ii) la série } n* {w-wn} converge P, -presque srement.
n=o0 0
_ o
On pose B, = sup E [lgaI(Loglgal) 1.
ach Pa
Si 1'on répéte le procédé du paragraphe 3.2 en remplacant pn par pn/na,

on peut définir une application de génération par troncation de 9,

s
.a
et donc, comme dans §.3.2, on définit 1'application de génération §;“i
pour Ze%f . Par la suite, de la méme facon, on construit un processus

~
auxiliaire {Zn} a partir du processus {Zn}n>=0‘ On a comme dans §.3.2

n=0
lgn.a| B lgal'l{lgaISZDn/na}’
EZO(L(Zn+1)|Zn) = M(n)L(Z)

ol M(n) désigne la matrice dont la colonne correspondant & a est

E (Log ).

Py n,a

De méme qu'au paragraphe 3.4, on introduit une suite centrée

-~

{wn+1 - wn * Rn}n2=0 » ou

A~ - ) [rd
Hopp = 0 e L(Z )
R = o~ (ML uomm)IL(z ) . (5.1)

n n
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Posons
on
P =p(x) = sup {n|> <x , x>0}
n n
On vérifie sans peine que
n
p'p(x) = 0(x(1og x)a)’ p(x) = 0(log x), n logp~log p_a . (5.2)
n

En utilisant les hypothéses (MI), (D) et (5.1), (5.2), et par un calcul

similaire & celui du Temme 3.2, nous obtenons

TP, kW) =008 £ (5 o
nso Lo "*1 n+l a€A Pa n=1 {pn/na<|ga|}
o0 1 g oPU%al o 5 € Jg [(ogle,D®) =08 )<= . (5.3)
a€A ’pa ac€A pal a a @
Var'(wn+1 -t Rn) = EZO(Var‘(wn+1|Zn)
- 2
=o( ] o "E g |1
a€A  Pa ' {|g |<e"/n%)
d'ol
OZO Var n*. 0 - - W +R}=0(1 (OZO ﬁE lg, 2.1
n=o0 il a€A nso o" Py 2 {Iga[<9n/na}
T n2a 2
=0(} E (I ——.1 Mg, 1%)
a€A Pan=o o" {Iga|<pn/na} a
o) 20
2
=00 § B ]9l (1 =)
a€A "a n=p(|g (w))+1
- o( I g, 1o, 1% 2 57t at))
a€EA ‘a ’p(}ga(w)l)“l
o ((lg,+1)”
SO0 L B %l g
a€A Fa a
a
= E 1 =0 < o 5.4
O(é‘éA 13algal( oglg,[)7) = 0(8) (5.4)
Pir (5.4) et puisque la suite {ﬁn\:l - W Rn}n>0 est centrée,
la série ngo na(ﬂn\:l - wn + Rn) converge on-presque stirement, et,
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. R .. S
par (5.3), il en est de méme de la série ngo n {wn+1 S Rn}.
On obtient ainsi le lemme suivant :

Lemme 5.1. — Sous les hypothéses (MI), (D) et (L(10g L)%)

. L T a
(S - -
tout Z0 %f » 1a série ngo n {wn+1 Nn + Rn} converge PZO presque
slrement.

Pour démontrer les résultats de cette section, on utilisera une

variante d'un lemme de Kronecker.

Lemme 5.2. — Soient {un}n;,o R {Bn}nEBO deux §u1tes de nombres
telles que {Bn}n2=0 soit positive croissante et tende vers 1'infini,
0 o]
alors la convergence de la série )} o B  implique | o °(—l) ,
. nn deon N
n=0 n=N g
N »> o«
Démonstration du théoréme 5.1. — 0On note Fa(x) Ta fonction

de distribution de lga(w)l.

(¢}

(i) Posons a = W - wn + Rn’ Bn =n" ; alors par les

n+l
lemme 5.1. et Temme 5.2., on a
oA @

o(N") = [

- n=N

compte tenu de (5.1), W-Wy = o(N™%) équivaut a

{wn+1

- (n+1) <zg*,(M-M(n))L(zn)> = o(NY ,  (5.5)

L Ro= 1

n=N n=N

Remarquons que O0<inf wnsésup wn < ® Pz -presque slrement par le
n n 0

théoréme 3.1' ; (5.5) est donc équivalent &

<o

Ny = v dF , 5.6)

mais



-4Q-

) f X dFa(x) = f o N () 1{x> U ) x dF_(x)
z - it /n '} a
n=N pn/nu N "p° n=N
rOO
= (X (p(x) - N) dF_(x) ,
JN—ubN a
donc, il suffit de démontrer
- et
o(N%) = | gy X(pUX)-N) dF (x) . (5.7)
N p

En effet, compte de (5.2), pour tout a€A.

00
G

N _ N x dF_(x) = f .
JN de a N a

= O(J _ x(log x)a dF
N upN a

o0

: N
jN-a N X p(x) dF_(x) = 0(7og ga)a

(X))“*O sy N>

" JN_apN x log x dFa(x»

= 0( x(log x)OL+1 dF (x)) =0 , N~
N—apN

On a ainsi (5.7) donc (5.5).

C
n
(i1) Posons B = ]

a

eci achéve la conclusion (i).

-1 , alors B ~an” ; par un calcuyl
k=1 n
similaire & celui qui conduit & (5.4) on obtient
o — '
n§1 Var(p (W ., - W +R)) =0(8)<= (5.8)

Donc, la série )} B {W

g - wn + Rn} converge Pz -presque

n=p )
strement par (5.3) et (5.4). Posons
N N ©
o =W -W +R ,S,= Y a , S = )Y o,
n n+l n n Nz 0 n=N+1 D

par transformation d'Abel, on a

N
nél By = Wy + R =

1}
He~1=2

- n-1 N
(8 - Bn_l)(s - S

n=1 n

N N
Lok 1 (BB )5S, )

) = g nOL-]. Z O"k - B



en utilisant le lemme 5.2, BN ) a =~ converge vers zéro quand N tend
n=N+1 ‘
vers 1'infini, donc, la série ) (na'l( Y ak)) converge P, -presque
n=1 k=n 0

stirement. Mais

Donc, pour démontrer le théoréme, il suffit de démontrer que la série
[ee]

) 1 (kz Rk) converge P_ -presque slrement.
=n

VA

n=1" , 0
D'autre part, compte tenu de (5.1),
© o-1 © 0 a-1 0 o0 Iznl
R,) =0(. ( dF _(
DL ORESEL AN fk_upk A, (0)) (50 )
=0( ) ( § B ‘fw x dF_(x))) =0( ) ( ; n™ Jm x dF_(x)))
© a€A n=1 M9 a a€ A n=1 n~ %" a
_ ° atl B ® 1+
=00 T (| xp0)®™ ar, 600 =00 § [ x(log 0T e (x)) <
ag€hA +o a€h ‘o

ce qui démontre la conclusion (ii).

Théoréme 5.2. — Sous les hypothéses (MP), (D) et (L(log L)a+1)

€
pour tout 7. Ef .

(i) si o=0 , n“(gw - " L(Zn)) converge vers zéro
PZ -presque slrement ;
0

(eW - p " L(Z)) converge

(ii) si a=>1, la série n

ne-1 8

n=1

PZ -presque silrement.
0
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Démonstration. — Opérant de mé@me que pour les théorémes 3.1

et 5.1, on obtient

(1) (M(R)L(Z.) - ML(Z W =
n+l n n

0 p n

(2)

1~ 8
|
Il ~1 8§
=S
+
= [
o
T
=
~~
=
S
—
N
g

n

1t
o
—~

Il t~1 8
~
=
+
—_
g
g
T
=
———
=]
N
~
I
(o)
"
[

e~ 8

x dF_(x))
o T a

> 1+o -
f x(log x) dFa(x))) = 0(ﬁu+1)< o PZ -presque slrement.
a€A ‘o 0

1]
O
T
S~
—

) 3 oE (T L (L)
oL pn+1 a‘n+l a n

=0( ) E .iﬂillff- fpn/n“ 2 dF (x)) =0( } rmx(lo x)OL+1 dF_(x))< o
ae A n=o pn+1 0 a a€A Jo ) a -

[ee]

Par (3), la série )} op
n=o

_(n+l)(n+1)a (L(i;:l)'M(“)L(Zn)) converge

PZ -presque slrement, et par (2), il en est de méme de la série

<0

7 p-(n+1)(n+1)“ (M(n)L(Z )-ML(Z )), donc, aussi de la série

n=o

5 p-(n+1)(n+1)u (L(f;:i) - ML(Z,)). Enfin, par (1), on obtient le Temme
n=o

suivant :

Lemme 5.3. — Sous les hypothéses (MP), (D) et (L(Tog L)a+1)
ria ¢ om(ntl) e
pour tout ZOEE%y , la série nzo o (n+1) (L(Zn+1) - ML(Zn))
converge P, -presque siirement.
0
o o+l
Lemme 5.4. — Sous les hypothéses (MP), (D) et (L(log L) 7)

* *
pour tout ZOE %f » et pour tout vecteur a tel que <(a ,&) =0, 1a
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- *
p n nu(a ,L(Zn)) converge Pz -presque slrement.

0 0

série

I B~1 8

Démonstration. — Puisque M est primitive, en vertu de (2.1),
on a

aM__onM (59)

ol 0<A<1. Donc

o o N o

D (a*,L(z )Lz p + 0§ a*Mn,L(ZO))
n=1 p n n=1l p

tl b1
—
N
—
~
i
|| ~12Z

n

Remarquons que (5.9) résulte la convergence du deuxiéme terme du second
membre ; par conséquent, il suffit de démontrer que la série

- *
1 P " a ,L(Zn)-MnL(Zo)> converge P, -presque slrement quand N

z
0
tend vers 1'infini. En effet
¢ N a n
* -
E ﬂ,; (L(z)-WL(z) = L A5 (L 2 “(L(z, )Mz, 1))
= n= o] =
N N * n-k o
= e aM k™
S ol T ke g )
k=1 n=N-k+1 K p" o k k-1
0 * n
ol A(k) = ) (n:k)a CAM svidemment : sup IA(k)I <o,
n=o p k=1

. D'autre part, remarquons qu'en reprenant la démonstration du
lemme 5.3, et sous les mémes hypothéses, on peut montrer que la série

I o naA(n)(L(Zn)-ML(Zn_l)) converge P, -P.S. Il suffit donc de
n=o o .

démontrer que

N o *. 1N o
Lo op ez -z, )

k=1 n=N-k+1 oo
v *Mn N K> n+k a
= 2 (3 S z-mz, NI
n=1 p k=N-n+l p

tend vers zéro quand N tend vers 1'infini. En effet
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N ¢ o

Doz -z, O Aam)® sup 15 Lz )mz, )
k=N-n+l p k=N-n+l p
S on . *
le sup tend vers zéro par le lemme 5.3, et la série )} o n nOL+1 a M
’ n=1
converge par (5.9), donc, e lemme 5.4 en découle.
Démonstration du théoréme 5.2. — (i) Par Te Temme 5.4, pour
* *
tous a € GRA) tel que <a*,€ y=0 ,
o *
o * L(Zn) i n a L(Zn)
n"a ( -Wg) = —— " 50 P, -P.S,n >
n n Z
P 0]
De plus, il résulte des Temmes (5.2), (5.3) et de
* *
. L) gLUz) gL,
& (We - ) = 1im - - N
P n->« p P
_* _k
© &L(z ..) &L(Z) o
1 m 1 "
= I (—- ) = 1 g(L(Z ) - M(Z ),  (5.10)
n=n pm+1 om n=n pm+1 m+1 m
0. %, -n P ~
que, n & (p L(Zn) - W) tend vers zéro PZ -presque sirement.

0
Ceci démontre la premiére assertion du théoréme 5.2.

(ii1) En vertu du Temme 5.3, 1'hypothése (L(log L)a+1) entraine,

si a>1, la convergence de la série ] p™™m ma(L(Z ) - ML(Z

L . no1) - EN
outre la convergence de la série
) . L(Z ) ) o
* n 1 *
Y & ug - )= 1 I & (L(z .,) - MA(Z ))
n=o p" n=o m=n p"*! m+l m

*
découle des Temmes 5.2 et (5.10). D'autre part, pour tout vecteur a

tel que (a*,£> = 0, la série,
© L L(Z) o a"L(Z,)
L oa - We) =} —
n=o p n=0 p

converge PZ -presque slrement en vertu du lemme 5.3. On termine la
o .
démonstration comme précédemment.

Théoréme 5.3. — Sous les hypothése (MI), (D) et (fp), pour

tout ZOE %f , la suite p”/q(w-wn) converge vers zéro PZ -presque
)
srement, o 1<p<2 , 1/p + 1/qr= 1.
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Démonstration. — En remplacant pn/na par pn/b , On
2V}
définit wn, Rn comme précédemment. Posons X = A(x) = sup {n ; pn/bszx, x>0},
n
alors, pk(x) = O(Xb). Opérant comme pour le théoréme 5.1 et remarquons

que 0%271 < 1. Nous obtenons .

o(? Ny o0 0 [ i © b -
nél P(wn+1an+1)<a;A(n§1 o | n/,p Fo(x) O(aéA Jo X" F(x)) <=,
S v ( n/q; -W +R )) ( [ 2 - 1 2"/ dF (
nzl ar ( agA Jo ” (nél {xépn/p} q’ ) *))
=0( } Jw x= (p 2/ —1)}‘()()+1 dFa(x)) =0( ) fn gb‘dFa(x))< ®
ac€hA ‘o a€A ‘o

Donc, de méme que pour l1a démonstration du lemme 5.1, la série

) pn/q (W;“’-wn+Rn) converge. La série ) pn/q (W -w +R ) converge

L +1 - n+l
n"'l n—l n/q)—
donc on—prgsque slirement. Si 1'on pose Bn =p s an = wn+1-wn+Rn s
la série L o« B converge PZ -presque slrement. On en déduit par le
n=1 )
lemme 5.2, que
-y + 1 R= (e Y (5.11)

n=N

Par une démonstration similaire a celle de 5.1 (i), on obtient

Y Man - v 0/
I o"aR <0( ] (] anTEn/,pxdFa(x))

n=1 a€A n=1

o( 7 J 'de()) . (5.12)

ach

ainsi, le théoréme 5.3 en découle des lemmes 5.4 et (5.11), (5.12).

Remarque. — Asmuseen [1] a indiqué, que, pour les processus

de Galton-Watson a plusieurs types, on ne peut pas remplacer pn/wa—wn)

pn/l;(

par Wg - p_nL(Zn)), c'est-a-dire, dans ce sené, on ne peut pas

améliorer 1. héoréme 5.3.
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6. UN THEOREME DE LIMITE CENTRALE

Nous considérons uniquement des M-systémes générateurs de mots

dans les sections 6 et 7.

Asmuseen [3,4], Heyde [10, 11, 121, Jagers [13], Kesten et
Stigum [14] ont obtenus des théorémes de Timite centrale et des lois
du Togarithme itéré pour les processus de Galton-Watson. Peyriére a
démontré un théoréme de limite centrale pour les systémes générateurs
de mots [23], et Wen [28], une loi de logarithme itéré dans le cas d'une
seule Tettre. Dans cette section on donne une autre démonstration du
résultat de Peyriére, la méthode utilisée ici peut &tre appliquée aux
M-systémes générateurs d'arbres. Dans la section suivante, on généralisera

le résultat de [28] au cas de plusieurs Tettres.

On considére une suite double de variables aléatoires :

Xy g s Xy p seees xl’kl ,

Xo 12 %o 0 0eeen Xy g s
2

Xn,l ? Xn,Z ’ ? Xn,kn ?

ooooooooooooooooooooooo

ot kn tend vers 1'infini quand n tend vers 1'infini.

On suppose que les v.a. d'une méme ligne sont &-dépendantes.
(Mais on ne fait aucne hypothése d'une ligne & 1'autre).

On dira simplement que les v.a. de cette suite double sont
%-dépendantes.

On note
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k
n
N _ 2 - 2 2 _ 2
Sy = Sn,k - .Z Xn,J > 9 <Xn,j) On,J » 0 (Sn) n
n j=1
Lemme 6.1. — Soit {Xn,kn}n>=0 une suite double de v.a.
2-dépendantes, d'espérance nulle, ayant un moment du 3leme ordre fini.
On pose
b= _wi;gm |P{s, <ys I - e(y)]
ry 2
ol &(y) = ~l—-J e X /2 dx. Alors, on a
V2T e ‘
kn
3,3
< .
A <c . jgl EIXn’JI /s, s

ol c est une constante positive qui ne dépend que % .

C'est le théoréme 1 de Shergin [27].

Lemme 6.2. — Soit {Xn ‘ } une suite double de v.a.

. n=0
n

2-dépendantes. Supposons que, (i) pour chaque n et j , il existe une

-1 <
constante M ; telle que s_ Ixn,jl\‘Mn,j , P.S., et telle que

]

Max Mn i >0 5 narees
1<J<kn kn
. 2 - o S -
(ii) jél EXn,j/sﬁ = 0(1), n > . Alors, (S E(sn))/sn) tend

vers @ en distribution.

La démonstration découle immédiatement de 1'inégalité suivante

et du lemme 6.1.

k k

E E|X - E(X )[3/s3<;2 Max M ( E 02(X )/52)
ja1 o Ned nsJ N gk M g1 n,J='on

n
=0 (Max M_.)->0,n->w
1<J<k n,J
n
Lemme 6.3. — Soit wu(m,n) une fonction sur 1W2 telie que

¥m , Tim wu(m,n) = 0.
n—>o2
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Alors i1 existe une suite {mn}n>]_ croissante, tendant vers T infind,

telle que
Tim u(m_,n) =0
>0 n
Démonstration. — Pour chaque m, il existe un N tel que

n=n_ = u(m,n)<1/m. On peut choisir {nm,m2¥1} par induction tel que
no croisse strictement avec m. Maintenant, on définit (no = 1),
m =m pour n <sn<n .
n P m m+1

Alors

1
ulm ,n)<= pour n <sn<n_ .
( n3 ) \'m p m\ m‘+.v1

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Théoréme 6.1. — Soit {X une suite double de v.a.

ngk}n>0
n

%-dépendantes, d'espérances nulles et de variances finies. Si pour tout

£>0. K
n o r
L L | Z S Pldw) >0, ne (6.1)
s, 3=1 JLX, |>es }
et K
1 E ev? - |
- - 0(1) , n > (6.2)
Sh j=1 ’

Alors, Sn/sn converge en distribution vers ¢&.

Démonstration. — On suppose d'abord & =1 .

Pour chaque m=1, d'aprés (6.1), on a

k
XZ

f o3 P(dw) - 0 ,
1 {IXn,j|>sn/m} '

lim mz/SZ
n-e n j

I~

donc, en utilisant Te lemme 6.3, i1 existe une suite {En}n2=l décroissante,
tendant vers 0, telle que
kn
1
2 j§1 J{|x J>es 3 M
n n,j' " n°n

2
Sn?;



Posons X' . =X 1., _ , 1Si<k_,
n,J n,j  {|X ,j|§€nsn} IS5,
Ky
2 Va
s!= T XL o, s!C=0%(s))
U R I n n
Puisque E Xn ; =0 ,o0na
[ r
E Xﬁ Pl J n.i P(dw) = - J xn ; P(dw)
{IXn,j|<ansn} {IXn,j|>ensn}
Utilisant les inégalités de Schwarz et de Chebychev, on obtient
r
|E XA j|< J n J.|P(dm)
{{Xn’jl>ensn}
1/72/( 2 1/2
< (P([x, jIPeps,) /Z(J Ko s P(dwi) /
{|Xn’j|>ensn}
{
. | xﬁ,j P(dw) (6.3)
non {!Xn,jl>€nsn
donc, d'aprés (6.1').
Espl g :
LLEI 4 f € P@a) >~ 0, (6.4)
n o es. 3=l {lxn,jl>€nsn

A cause de Ta propriété de

-49.

%-dépendance de la suite {Xn,kn}nEBO’ on a

517 = E XL XD - E X! LEX!
0<|i-J|<1,1<i, i<k Tl oki-g L, Isi L sk ’ »J
Soit An,j = {w |Xn’jl>€nsn} , alors,
f
! i = -
E Xn,i Xn,j E Xn,1 Xn,j JA " Xn,i Xn,j P(dw). On pose
n,i n,j
S, = E1l X X .,
1 O<]izjl<1,l<i,j<kn Wy, i, 57 1 Tnsd
S, = E X)L E XL
0<|i-J[<L,1<i, 3k, g -
On vérifie sans peine que
2 _ 2 _
Sp T Sy - S1 52

(6.5)
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) v 1 ' 2 . ! 2
En remarquant que 2 E Xn,i E thjé(E Xn,i) + (E Xn,j) , et
e 2 ) 2 2 2
(Ex .)°=(E 1 < X )" =(E1 X L)°<E1 Xo2)
%, {an’jl Ensn} n,J An’.j;, n,J An,j n,J
il s'en suit que
k
n r \
s,i<2 ¥ E1 X2 (=-6)
=t fn,g MY
Evaluons maintenant SI' D'une part,
2E LG o e e o i E o g
n,i "n,j- "’ »J bl O A O | > n,i  n,j nsJ
d'autre part.
: 2 ( 2 [ 2
E 1 XS . = X5 . P(dw) + | X . P(dw)
A JUA . F'n,j J X5J l‘ " n,
n,i n,j An,j An,i\An,j
2 2 2
< : : .
El, Xn,J t e, Sn-P{An,1}
n,J
dong
: ] 22 ,
2 E1 X X .<E1, X2 +E1, X2 4e2s2(P(A. .)+P(A_ .)) 3
{An,iUAn,j} n,i-%n.; Ay 0 'An,j 0.3t sn(P(An,1) P(An’J)) ;
il en résulte que
k
|51]< 4 . J Xn.j P(dw) (6.7)
3=l 7Ix, j|>ans,n_ ’
Compte tenu de (6.1'), (6.6), (6.7), on obtient
Sl
n
g“' 1 ,n~>e (6.8)
n
Montrons que SA/SA converge en distribution.
Sﬁ SA-ESA ESA ESA
Puisque T Tt T et comme =T tend vers 0, il nous suffit
n n n n
de démontrer que (SA - ESG)/SH converge en loi.
En effet, IXn,il/sAsgsnEn/sé<"2€n par (6.8), et € tend vers zéro

quand n tend vers 1'infini, d'aprés la formule (6.2) et le lemme 6.2

(Sﬁ - ES;)/SA converge vers ¢ en distribution.
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Finalement, remarquons que

k k
n n
P(Sn # Sn)<P(.k_J {Xn,j # Xn’j})< g P(,Xn,jl >€nsn)
j=1 j=1
kn .
< 212 Z J XiJ P(dw) -~ 0, n » =
€nsn J=1 {Ixn,j|> Ensn}

donc, Sn—SA converge vers zéEéro en probabilité. Parce que

w

S

s' S -S!
v §D>+ ns :
n n n n

|

wn

on en déduit le théoréme 6.1 dans le cas ol £ = 1.

Considérons maintenant 1e cas & > 1. On pose

k L
T o 1] = i= L.
kn [2' ] + ]- ] Yn,j ‘izl Xn,z(j—l)'l’“i s J 1,2,...,kn ]. -
k
n
Yn,k' ) 2 Xn,i

n i=(kn—1)2+1

}

Alors, la suite double de v.a. {Yn,ka n>0 est 1-dépendante, par des

calculs semblables aux précédents et en utilisant (6.1) et (6.2),

il est facile de vérifier que

{
S 212J YrZ]jP(dw)—ro,n—»oo
= ensn {|Yn,j];=€nsn}
k'
no_2
T OEYS /2 =0(1), n >
j=1 n.J" sy,

Donc, on peut utiliser le résultat pour & =1, et Te théoréme 6.1 est

démontré.

Remarque : Diananda [7] a démontré ce théoréme pour une suite
de v.a. 2-dépendantes avec des variances bornées.. Notre résultat est
valable pour une suite double de v.a. &-dépendantes, avec variances

finies mais non nécessairement bornées.
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Théoréme 6.2. — Sous les hypothéses (MI), (D) et (L2), quel

que soit ZOGE%k, la loi de iZn]—1/2(<£*,L(Zn)—pnw))> converge

étroitement vers une loi de Gauss centrée.

Démonstration. — Si 1'on suppose Zn = a1a2...a|znl fixé, on
1|
peut écrire comme en [23], p"w = ) Wa , o0 la distribution de Wa
j=1 J

(conditionnellement & Zn) est identique 3 celle de W par rapport

a P_. De plus, la suite {waj}1<d<|zn| posséde la propriété de
2-dépendance.

On a donc
Z JA
Sy = €LLZy - M= T (g N )= T

Dans [23], i1 est démontré que

K N\ 2 2
EZO[((Q ,L(Zn))—p W) lzn]/|Zn| >0, PZO-P.S., (6.9)

ol o est une constante positive.

Conditionnellement a Zn s pour presque tout wo, on a une

suite double de v.a.  f-dépendantes {Yn’zn(wo

évidentement les conditions du théoréme 6.1. D'autre part, on peut

)}n>=0 , qui satisfait

vérifier facilement

12| 1z (s))]
P(j-:% Yaj/0|zn|1/2<YlZn)(wo) = PZO(( le Yaj/glzn(wo)ll/2)<y) , P.S.

d'aprés (6.9) et théoréme (6.1), le second membre tend vers &(y).

Prenons 1'espérance, on obtient Te résultat que nous voulons.

Remarque : Comme dans [28], on peut donner, en utilisant le

théoréme 6.1 une autre démonstration du théoréme 6.2.
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7. UNE LOI DE LOGARITHME ITERE

—_ - (T - -
Lemme 7.1. Soit {9 n}n2=0 une suite croissante de
O-algébres et soit {Xn}n;BO une suite de v.a.r. telle que
Lo = L sup [P(T <y[§) - oy)] < (7.1)
n=o N=0 =~ tx<y<oo
Alors
Tim T/ 1/2<1 , tlim T/ >-1 , P.S. (7.2)
pre N (210gn) Pl (210gn)1/2

De plus, si les Xn sont ¢%+k—mesurab1es pour certain k=1,

alors on peut remplacer les inégalités par des égalités dans (7.2).

Démonstration. — Puisque
0 2 2
- -V
ER(L - (Y)) =j R LR
Y
on a
oo : @ -n <o si 7y>1
I (1-e(2nlogn) Y%y =c ¥ 129 - { (7.3)
n=1 n=1 = oo si n<l1
ol ¢ est une constante positive qui ne dépend pas de n .
D'autre part, par la définition de An, on a
A< <Y|F ) - <
A SP(T <Y|g ) - o(Y)<4 (7.4)

pour tout n et pour tout YER.

Posons A = {w; T > (2n1ogn)1/2}. En utilisant (7.1), (7.3),

(7.4), i1 résulte que presque sirement

F )< ¥ {1—@(2nlogn)1/2

)=} {1—@(2nlognjl/2 -

+ An}'<°° ,si n>1, (7.5)

An} =0 , 51 n>1, (7.6)
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en utilisant le lemme de Borel-cantelli conditionnel

0 o0}

(L PATF) < pgs { g L, <=}
n=1 n

et par (7.5), pour presque tout w , il existe un entier positif no(w),

tel que

T/ (2(1re)10gn) /2T > 020 (W) o >0

dod Tim T /0017251

n> o
Si les Xn sont 9;+k—mesurab1es pour un certain k=1,
il résulte d'une généralisation du lemme de Borel-Cantelli conditionnel

[20, p.144] que

>
Donc, par (7.6), pour presque tout w, on a Tn/(2(1~€)1ogn)1/2 1 pour
une infinité de n, ce qui démontre la deuxiéme partie du lemme.

L'assertion relative a 1im se démontre de la méme facon.

Théoréme 7.1. — Sous les hypothéses (MI), (D) et (L2), quel

que soit Zoéisr , On a presque sirement

*
(g7, L(Z, ) -p" &Lz, -o"

Tim =1, lim = -1,
N> (202|Zn|1ogn)1/2 n>o (202|anlogn)1/2
.2 ~ '
ol 0° a le méme sens qu'en §.6.
Démonstration. — Comme en §.6, si 1'on suppose Zn = a1a2"'a|Z |
n
fixé, on a
o'W gLy = D, - &)
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On pose
§ Y Y .1 ? Y EY
Y =W - N ! = . = ! - 1 ,
a; a; ; a; 3 {fYa.l<pn/2} a; a; a;
J

1z | z,| -

n n — n, —~ S
s,= v, L8 =1 T, Fevar(S]z) LT =Rt

j=1 J J=1 J 0

En opérant comme dans le paragraphe 7.4 de [23], on obtient

que presque slrement on a

V2

@n 2
1im TZT = g (7.7)
n-co Zn

La démonstration comporte 3 étapes.

lére étape : On va démontrer, presque sdrement,

S S

n <1 , lim n

Tim >-1 (7.8)

n->w (2c52|Zn|1ogn)1/2 N> (202[Zn|1ogn)1/2
On a
V]
ey, P<evy P+ 3 Ejy: €]y D+ 3 Ely: (2Ely |+ (el )P
i j 3 j j j j
<8 ElY: [P<s [ (g |v' _|°) (7.9)
j a€A  Pa M
*
o Y' = (W -¢&.).1 .
n,a a a {lwa_g:|<pn/2}

De méme que dans le paragraphe 6, pour presque tout Wy
12 (w )]

P (T D)=L

° Za J

)

(w,
=1

de la méme facon qu'en §.6, par le lemme 6.1 et {7.9), on obtient

presque slrement

A = sup [P(T.<Y|F) - a(Y)
n = sup [P <YIS, |
1z,
<c EIY. |3/a<8c.( T E |V 13y.12 1/
= . (\)\ . .
=18 8 a€p Py N2 "
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1z | |
Compte tenu de (7.7) et inf ——%—»> 0 PZ -presque slrement, on en
n P 0
déduit que
(o] (o] _ 2 3
Ioa =003 (L o ™2E v %)
n=1 " a€ A n=1 1)a n»a
rOO vOO _ 2
=0 ] | (1w n/2 4 w)) dF (%)
a€A J-»  n=1 {[x]|<p" "}
R [ 2
=0C E | 7007 aF () =00 T | xf R ()<,
a€A /- a€A /-
*
oll Fa(x) désigne la fonction de distributions de Na - Ea .

Donc, pour démontrer (7.8), il suffit de démontrer

Tim S_/ =Tim T/ P.S.
nroo N (Zozlznllogn)l/2 n>o N (21ogn)1/2
D'aprés les définitions des Yé . Va s Tn , 11 suffit de démontrer
J J
que presque slirement,
17, 2 1/2
I, - o(e"%(10gm 2,
J=. J J
17, 2 1/2
IoEr =™ ?(0gn)/?)
j=1 J

en utilisant le lemme de Kronecker, il suffit de démontrer que, presque

strement,
o ) v .
) p_n/ (logn)~ / oY, -y ] < (7.10)
- o a, a.
n=2 j=1 i 3
. 1z, |
2 p'“/‘zuogn)'l/2 ) E]Yé | <o (7.10%)
n=2 j=1 J
Remarquons que E Ya = 0 (conditionnellement & Zn)
J
EJY! | = JECY' - Y_ )<ElY' -Y_ ]
a; ay aj a5 a;
= EjY. |1 .
5 Ay > oM
J

et remarquons que IZn| = o(p").
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Pour démontrer (7.10'), i1 suffit que, P

X (

aEA n

7 -presque sdrement,
0

pn/2(1ogn)_1/2 Ep Ya.l

2 a {]Ya|>p

I b~1 8

) < (7.11)
n/2}

(Pour démontrer 7.10, on prend 1'espérance). En effet, on a méme

8

T 2 n/2
;o2 Y |.1 =E Y [()Y o'".1 )
n=o0 Pa 2 {[Ya|>pn/2} Pa 2 pa1 {]Ya|>pn/2}
v 2
= O(Eb |ya| ) < o
a
Ceci démontre (4.11)
L e .iéme -
2éme étape : Soit aj la j lettre du mot Zn a1a2"'a|2nl . On
commence un processus a partir de a; , et on note Z,  Ta kiéme
k. ok 3’
génération du processus. Soit wa K =P k(E ,L(Z k»

‘s ass
J J
De méme que dans §.4.4 de [23] , nous avons les faits

suivants.
1°) Conditionnellement & Zn’ la distribution de wa K est identique
a celle de wk par rapport a Pa et les wa K sont f2-dépendants.
3’ é
Quand k tend vers 1'infini, wa K tend vers wa , comme précédemment.
Donc sa distriTut}on est identique a celle de W par rapport a Pa'
VA
n
2°) Lz ) = I Wz, )
+k . ..k
f =l %
donc
n _ n, -{n+k) * Nk
o (W W) = ei(e € LL(Z, 0 = p (g LL(Z D)

-k * *
T ETLL(Z, ) - L)

1z |
S AR COR N A PRI N e AP
51 5
2| 0 1z, .
= 1 wa kT ) ga =} (wa ,k_ga )

j=1 J =t "3 J=l J J
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1z, |

3°)E, () (€* -W )2|Z )/ a une limite o2 lorsque n tend
7.k a, a.,k n'’ |z | k
o j=1 j n

vers 1'infini.

D'autre part, on peut vérifier sans peine que conditionnellement

on a donc

o s+ , k> (7.12)

s ' [ n - 1 G
Si 1'on note Sn o (W wn), alors, Sn est Jh+k mesurable.

n+k

Répétons le procédé de 1'étape 1 et utilisons la deuxiéme partie du

Temme 7.1. Nous obtenons

S! S!
Tim n =1 Tim n = =-1, P.S
2 1/2 P — 2 1/2 > e
o (26k|2nllogn) / N> (Zok]Zn|1ogn) /
3éme étape :
n, ,.x n+k
pM-CETLL(Z ) e ) |2, 4| Toan+k) ), K

(2012, [10g0) % (267 |2, [10g(nek)) /8 T TEqlTOS

n
P (wn+k-wn) o

2
(20k|Zn|1ogn)

k

* 172 * G

Nous avons montré a 1'étape 1 que

oK w0
lin —m—— 7z =1
e (207]Z,,, [Tog(n+k))
et 3 1'étape 2 que
n
T 2] 1

2 =
N> (20k|Zn|1ogn)1/2

de plus, dk + o par (7.12), on a donc finalement
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o
= n -k/2 | "k

Mm, —s——75 > ((1)p T+ g

( )

le second membre tend vers 1 quand k tend vers 1'infi.

De la méme facon, on démontre que la limite inférieure est -1.
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8. UNE PROPRIETE D'HOMOGENEITE

DES ARBRES GENEALOGIQUES

Dans cette partie nous améliorons le résultat de [23] relatif

a la propriété d'homogénéité des arbres généalogiques.

-

Nous considérons les M-systémes généraux définis & la section 1.
A chaque trajectoire de la chafne {Zn}n2=0’ on associe un arbre T :

1'ensemble des sommets de T est 1a réunion abstraite des VZ , un
n
élément de V est 1ié aux sommets de V

Zn Zn+1

On note T 1la compactification naturelle de T [6] et 1'on pose

qu'il a engendrés,

3T = TAT.

Si X€ dT, pour chaque n=>0, il existe un unique sommet anGEVZ

n
tel que x soit approché par des descendants de ag 3 on note In(x)
ou I 1'intersection de 9T et de 1'adhérence dans T des
n
descendants de a .
Théoréme 8.1. — Sous les hypothéses (MI), (L(Log L)2) et
(D), pour chaque Zoéffy, PZ -presque slrement i1 existe une mesure
0
de probabilité, 1, sur oT telle que, pour u-presque tout x, on ait
Togu (I (x))
Tim = - log p.
N> n
Démonstration. — on-presque sGrement, une collection {wa}aG'T
est définie : si aGEVZ R wa est la Timite lorsque m > » de
n
- * .
p m £ ’La m > ol La mn est le vecteur qui décrit la décomposition de
la descendance de a dans Z .
n+m

On a gwa ) wb ol Ta derniére somme est étendue aux sommets de Zn+1

b

engendrés par le sommet a - de Zn‘
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I1 existe donc une unique mesure de probabilité u sur aT

telle que, pour tout a€T , on ait u(Ia) =p " w'lwa , ol n est

le numéro de la génération & Taquelle a appartient.

( -1 -n
E, (Jre™(r ()17 z )y =€, (L oz =z 1/
ZOJ n n Z0 aEVZ n Nt on
n
d'od
f -
£, (M 0T () = gy Uzl <=
0 (o] p
donc

.1_ n —]' <‘oo
Ezoqtn;l 7 (M1, () 1au0)

Par conséquent, P, -presque slrement, pour U presque tout x ,

Zo

il existe A tel que poUr tout n ,

21 <A
n pnu(In(x))

s

d'ol, PZ -presque slrement, M-presque tout x, nous avons
0

Togu(1_(x))
1im ————— = - log p .

Maintenant, soient € >0 et 1l<a<l+te.

E, (W1 du(x)|z )
Z0 f H X)I n

fun (1 ()zp™ "™}

= E, (W 1 (I Z)
2 {Wu(Ia)>p'"a"} )l

-n
=" E, (W Wl 17.)
yA a {wa%n} n
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E, [Wu{Wu(In(x)]>p‘”oc"] =0( ¥ E.W.1 ) .

0 achA & (=}

Donc, en utilisant 1'hypothése (L{log L)2) et le théoréme 5.2 , nous

avons
I E, alin(r (x))>e "]
n=0 0
=o[ ¥ E W(JT 1 )1 =0( an1og+W)<°°.

a€A ¢ n=o (="} a€A

Alors, si l<a<l+e, } EZ [WP{WM(In(x))>p_nun}] est sommable.

n=0 o

Donc, PZ ~-presque slrement, on a
Fowu{wu(I (x))=e "} < o,
n=o0 n

d'aprés 1e lemme de Borel-Cantelli, PZ -presque slrement, pour u

presque tout x, on a

(1 (x)<p™"a"
D'ol
— Togu(I (x))
1lim ———— < - log o
n>r« n
PZ -presque slirement, u-presque tout. Ceci achéve la démonstration.
0

Ce théoréme permet de calculer la dimension de Hausdorff-

Besicovith d'ensembles résultat de constructions de B. Mandelbrot.
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