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DES ETUDES DE CERTAINS PROCESSUS DE NAISSANCE 

PAR 

WEN ZHI-YING 

INTRODUCTION 

Les travaux de B. Mandelbrot [17,18,19] sont à l'origine 

de l'étude des processus que nous considé.rons. En effet la 

construction de beaucoup d'ensembles fractals, définis et étudiés 

par B. Mandelbrot pour modéliser divers phénomènes_ physiques, 

procédent par adjonction de détails de plus en plus fins à une 

figure initiale: à chaque étape de la construction on a une figure 

composée d'objets géométriques simples (segments, triangles, 

cubes, ... ) ; pour passer d'une figure à la suivante, chaque objet 

simple est remplacé par une collection d'objets semblables et 

plus petits. 

Pour étudier simultanément ces ensembles, et en particulier 

pour en déterminer la dimension de Hansdorff, J. Peyrière [21-24] 

a introduit ce qu'il a appelé les systèmes de Mandelbrot 

(M-systèmes) qui définissent des processus de naissance dont les 

processus de Galton-Watson sont un cas particulier. 

Rappelons qu'un processus de Galton-Watson à p-types est 

une chaîne de Markov homogène + {Z ; n E 'li } , à valeur dans 
n 

qui satisfait la propriété suivante : si l'on pose 

Zn= (z!, .•• ,Z~), z!Ez+ nE:l+ et Fij(x) =P(Z{<xlzo= 

où e. = ( o. 1 , ... , 8. ) , 1 < i < p ; alors 
l l, 1,p 

zl z2 zP 
P(Zn+

1
<xJz , ... ,z) = F

1
n.*F

2
n.*···*F n_ 

n o n ,J ,J p,J 

,j'+p 

e.) 
l 

I 

où le second membre désigne la convolution des zi fonctions F. . 
n 1,J 

pour i = 1,2, ... ,p. On peut imaginer qu'à l'instant n+l, chaque 
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ième individu de la n génération est remplacé aléatoirement et 

indépendamment par un vecteur de ~+p. Ces processus ont été 

étudiés systématiquement par de nombreux auteurs dont 

S. Asmuseen [1,2], K.B. Athreya [3], T.H. Harris [6], 

c.c. Heyde [7 ,8,9] , H. Kesten et B.P. Stigum [11,12 ]. 

Les processus associés aux M-systèmes généralisent les 

processus de Galton-Watson sur deux points. D'abord, à chaque 

instant n, la population est organisée en graphe coloré (les 

couleurs correspondent aux différents types d'individus composant 

la population). A l'instant n+l , chaque sommet est remplacé 

aléatoirement par un graphe coloré ; les graphes obtenus sont accrochés 

ensembles, ce qui fournit la population à l'instant n+l. La 

seconde différence est qu'une certaine dépendance des substitutions 

de sommets voisins est autorisée. Dans le cas où il y a indépendance, 

si l'on oublie la structure de graphe, on obtient simplement un 

processus de Galton-Watson à plusieurs types. 

La définition ·formelle des M-systèmes généraux est assez compliquée 

et n'a pas sa place dans une introduction. En revanche les exemples 

suivants, dont le premier est à l'origine de la considération de 

ces processus, donnent une idée correcte des processus considérés. 

On part d'un triangle équilatéral T 
0 

dont l'un des côtés 

est noir, les autres blancs. On peint en noir au hasard et indé-

pendamment une moitié de chaque côté blanc de T 
0 

(les deux moitiés 

d'un même segment sont équiprobables). On partage T
0 

en quatre 

triangle égaux, homothétique de T 
0 

dans le rapport 1 
2 , générique-

ment notés T1 • Si un triangle T1 a deux côtés noirs, on peint 

également en noir son troisième côté, et l'on fait cette opération 

tant qu'elle est possible. En suite on supprime les triangle T
1 

dont la frontière est totalement noire. Le triangle T 
0 

a donc 



iii 

donné naissance à l ou 3 triangles T
1

. On remplace T par 
0 

le ou les trois triangles T1 et l'on répète l'opération 

précédente indéfiniment. A part cela, tous les choix sont 

indépendants et faits selon la même loi. 

On obtient ainsi une suite de triangles ayant deux 

ième côtés blancs : après la n étape, on a une suite de N n 

triangles semblables à T
0 

dans le rapport -n 2 , telle que 

deux triangles consécutifs partagent un côté blanc. 

ième; Alan etape on obtient donc N n triangles qui 

pavent une allée. On peut coder la situation par un mot décrivant 

la succession des vi~ages à gauche et à droite que l'on est amené à 

faire en suivant cette allée (voir la figure 1). Il s'agit là 

d ' d . d ième t . t un processus e naissance : on passe un mo au suivan 

en remplaçant aléatoirement chacune de ses lettres par un mot 

de une ou trois lettres. Il est à remarquer que deux lettres 

consécutives ne sont pas substituées indépendamment • 

. kl 
~/ , . \ 

/ , 

/ 

1\- - 7\ 
/ \ ·7 

/ \ 

/ \; 
/ \ 

·--~ 

I ,_ -

/ \ 

--!;-! ',A 
, ' I \ 

~---•·•·--lt. •. ~ 

è. tt:.rli'.. \ 
d j, 
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Le deuxième exemple que nous donnons englobe le 

précédent. Il s'agit du cas où la population est arrangée 

linéairement (alors que, dans le cas général, la population 

est structurée en graphe). 

Considérons un ensemble fini A que nous appellons 

* alphabet et notons A l'ensemble des mots non vides. On se 

donne un système <~w,Pw)WEA* d'espace probabilisés dénombrables, 

projectif dans le sens suivant : si W' est un sous-mot de w 

on se donne aussi une application rw, ,w de r.lw dans ~W' , 

telle que l'image de Pw par rw, ,w soit Pw, . On suppose 

aussi que l'on a r r = r chaque fois que W" W", W O W', W W", W est 

un sous-mot de W', lui-même sous-mot de W. Pbur chaque lettre 

a, on se donne une application a 
a 

w = est un mot, on définit 

de d * . s-2 ans A. Si 
a 

de dans * A ainsi 

gw(w) est la concaténation des mots {ga. 0 r W ( w) } 1 ✓ • ~ " • On 
a• f ""'J .... V 

J 
définit alors une probabilité de transition 

J -1 
Q: Q(W,W') = Pwgw (W')). 

La chaîne de Markov stationnaire ayant Q pour probabilité de 

transition sera notée {x } ....._ 
0

• On suppose de plus, qu'il existe 
n Il""' 

un entier t, tel que, quel que soit le mot W, concaténation 

des mots {W} tel que la longueur de chacun des w
2

J. j 1 ~ j ~ 2n-l 

soit supérieure ou égale à i , les variables 

soient indépendantes. 

Le premier exemple correspond à un alphabet de deux 

lettres, et à i = 1. Les résultats de J. Peyrière sont relatifs 

au cas où les variables aléatoires Jo J = longueur de o ont a a 

des moments d'ordre 2 finis. L'objet de cette étude est de relaxer 

cette hypothèse. Nous établissons une condition nécessaire et 

suffisance de croissance exponentielle de la population, un 

théorème de limite centrale et une loi du logarithme itéré les 

résultats sont analogues à ceux que l'on obtient pour des processus 

de Galton-Watson, mais les méthodes employées sont différentes. 
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En effet, la dépendance possible entre les descendances de 

voisins prohibe l'emploi dès l'emploi des fonctions génératrices, 

qui est un outil essentiel dans le cas classique. 

Cette étude fait suite aux travaux de Mandelbrot [17,18], 

Peyrière [21-24] et Wen [28], en précise les résultats et résoud 

certains problèmes laissés en suspens. 

Dans le chapitre 1, on définit les chaînes de Markov 

que l'on considère. Comme nous l'avons dit, Z 
n 

est un 

graphe coloré (l'ensemble, fini, des couleurs, c'est-à-dire des 

types, est noté A). La composition de la population est décrite 

par le vecteur L(Z ) 
n 

de ième dont la a composante est le 

nombre de sommets de z dont la couleur est a. Il y a une n 

matrice M à coefficients positifs ou nuls telle que l'on ait 

E (L (Zn+l) j Zn) = ML (Zn). 

Dans le chapitre 2, on établit les premières propriétés 

de ces processus et l'on précise les hypothèses. On se place 

dans le cas où la matrice M est irréductible. On suppose que 

sa valeur propre de Perron-Frobenius. P est strictement 

ç i::* supérieure à 1 et l'on note ~ et , les vecteurs propres 

pour p de M et tM tels que la somme dés composantes de ~ 

valent 1 ainsi que le produit scalaire * ( ~ ,~>. On fait aussi 

l'hypothèse que l'interaction est de portée finie. 

On fera, suivant les cas, l'une ou l'autre des hypothèses 

suivantes : 

(Lp) Si l'on désigne par N le nombre d'individus auxquels 
a 

donne naissance, on a, E (Np) < 00 • 

a 

(L log L) E(N log N ) < 00 pour tout a. a a 

Dans le chapitre 3, on étudie des conditions de non 

dégénérescence du processus. Les résultats principaux sont les 

suivants. 

a 
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THEOREME. Si la matrice M est primitive, pour chaque 

a E A, il existe une v.a.r. w telle que P-nL(Z ) converge n 

vers W.; p -presque sûrement. De plus, les trois assertions a 

suivantes sont équivalentes 

* i) Pour tout aEA E w = ~a i a 

ii) Pour tout aEA P (W=O) = 0 i a 

iii) L'hypothèse (L log L) 

THEOREME. Sous l'hypothèse 

i) Pour tout a E A , p-n ( 

sûrement vers une v.a.r. W. 

est satisfaite. 

(L log L), on a: 

* ~ ,L(zn) > converge 

ii) Pour tout a E A , E W = ~* 
a a et P (W=O) = 0, 

a 

P -presque 
a 

-n * iii) P <~ , L ( z ) > converge vers n w dans L1 (P). 
a 

THEOREME. Si l'on désigne par V ( Z) n le nombre de fois 

que z figure comme sous-mot de z . Alors, si M est primitive n 

et sous 1 'hypothèse (L log L) , quel que soit a E A, le quotient 

v (z)/lz 1 n n tend P -presque sûrement vers une constante. 
a 

Dans le même chapitre, on montre que, dans le cas de la 

matrice M est simplement supposé irréductible, il existe une 

sous-suite de {z} ~ 0 , pour laquelle la conclusion du premier 
Il Il""' 

théorème est valide. 

Dans le chapitre 4, on établit une condition nécessaire 

et suffisante de finitude du moment d'ordre p (1 < p ~ co) · de W. 

THEOREME. Pour tout a E A, pour que E (Wp) soit fini 
a 

( 1 < p < 00 ) , il faut et il suffit que l'hypothèse (Lp) soit 

satisfaite. 
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Le chapitre 5 est consacré à l'étude des vitesses de 

convergence. On obtient des résultats analogues à ceux pour les 

processus de Galton-Watson à plusieurs types. 

Dans le chapitre 6, on se restreint au cas où les z n 

sont des mots construits sur l'alphabet. On démontre d'abord un 

théorème de limite centrale pour les suites doubles de variables 

aléatoires t-dépendantes qui généralise un théorème de Diananda. 

Ensuite, on donne une nouvelle démonstration d'un théorème de 

limite centrale pour ces processus. En utilisant un théorème de 

Shergin, une loi de logarithme itéré est obtenue dans le 

chapitre 7. 

THEOREME. Si M est irréductible et sous l'hypothèse 

(L 2 ), quel que soit aE A , la loi de 

converge étroitement vers une loi de Gauss centrée. 

THEOREME. Sous les mêmes hypothèses que précédemment, 

quel que soit a E A, on a presque sûrement 

lim 
n-+oo 

où o est une constante positive. 

lim 
n-+oo 

Dans le chapitre 8, on utilise un théorème de la section 5, 

pour montrer que les arbres généalogiques ont presque sûrement une 

propriété d'homogénéité qui est utile pour évaluer la dimension 

de Hausdorff de réalisations géométriques de ces processus. 



-3-

1. LES SYSTEMES DE MANDELBROT 

1.1. Graphes étiquetés 

Nous appellerons graphe étiqueté un triplet Z = (V,w,E) où V 

est un ensemble fini, w une application de V dans m* et E une partie 

de l'ensemble {(a,m,b,n)EVXD'Jxvxm; l<m<w(a) et l<n<w(b)} de 

telle sorte que 1 'on ait 

(i) (a,m,b,n)E E =? a f' b 

(ii) pour chaque couple (a,m) dans V x]'J l'ensemble 

{(b,n)EVx]'J; (a,m,b,n)EE ou (b,n,a,m)EE} a un élément au plus V, 

parfois noté V z , est l'ensemble des sommets de Z , E 1 'ensemble de ses 

arêtes. 

Il sera commode d'utiliser les notations suivantes 

~ = {(a,m)EVx]'J; l<m<W(a)} 
'v 'v 

W(Z) ={a.EV; (IJSEV)((a.,S)EE et (S,a.)E;ëE)}, 

w(Z) = card W(Z) 

x(a) = card{(m,b,n)ED'Jx vxm (a,m,b,n)E E ou (b,n,a,m)E E}. 

La figure 1 i1luste ces définitions et notations. 

z b ....-< 

-3-x20(x.)· s 1 

Ow~ 2 

1 ic;. C 

Figure 1. (Graphes étiquetés) 

V = {a ,b ,c} 

w(a) = 4 , w(b) = 5 , w(c) = 3 

E = {(a,l,b.4), (a,2,b,2), (c,l,a.4),(c,3,b,3)} 

W(Z) = {(a,3),(b,l)} 

x(a) = 3 , x(b) = 4 , x(c) = 3. 
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Soit Z un graphe étiqueté et V' une partie de V. On désigne 
'\., 

par V' l'ensemble {(a,m)E V' xIN ; 1,;;;;m,;;;;w(a)} . Soit w' la restriction 

de w à V' et E' l'ensemble En(~' xV''). Le graphe étiqueté 

(V' ,w' ,E') est par définition le sous-graphe étiqueté de Z dont 

l'ensemble des sommets est V'. 

Un graphe non orienté z* est associé au graphe étiqueté 

Z = (V,w,E) : l'ensemble des sommets de * Z est V celui de ses arêtes est 

E* = {(a,b)EVx V ; (:J(m,n)EINxIN)((a,m,b,n)E E ou (b,n,a,m)E E)}. 

Les composantes connexes d'un graphe étiqueté Z sont les sous 

graphes étiquetés correspondant aux composantes connexes de z* 

La distance le long de Z , dz(a,b), de deux sommets a et b de 

Z est la distance géodésique de a à b considérés comme sommets du 

graphe z* 

La boule de centre a, de rayon k, dans Z est le sous-graphe 

étiqueté de Z dont les sommets sont les sommets de Z situés à une 

distance de a inférieure à k ; elle est notée Bz(a,k). 

1.2. Accrochage de graphes étiquetés 

Soit Z' un graphe étiqueté, {Z .} .EV une famille finie 
J J Z' 

de graphes étiquetés indexée par Vz, et ~ une injection d'une partie 

dans la réunion disjointe de la famille {W ( z.)} . E V 
J J Z' 

telle 

que ~(j,m) soit dans W(Zj) si (j,m) est dans D~. 

Le graphe étiqueté Z" dont la définition suit sera appelé 

résultat del 'accrochage des graphes étiquetés {Z.}. EV 
J J Z' 

suivant le 

couple (Z' .~) : VZ" est la réunion disjointe de la famille {Vj}' 

wZ" est la fonction qui prolonge chaque wj , et 

= ( u E) u {(~(a),~(6)); (a,S)EE'n(o,,,xo,,,)} 
a EV' a .,, .,, 
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1.3. Ions 

Soit A un ensemble fini dont nous appellerons les éléments 

couleurs et w une application de A * dans IN . 

Considérons les couples (Z,À) où Z est un graphe étiqueté 

et À une application de Vz dans A telle quel 'on ait wz = w O À 

(une telle application sera appellée coloration de Z). Deux tels couples 

(Z,À) et (Z',À') sont équivalents s'il existe une bijection u de 

v2 sur v2, telle quel 'on ait À' o u = À , wz, o u = wz et telle que 

(a,m,b,n) appartienne à E2 si et seulement si (u(a),m,u(b),n) 

appartient à E2,. On appellera A-ions les classes d'équivalences. 

Si la construction d'accrochage est effectuée sur des ions le 

résultat est naturellement muni d'une coloration (celle qui étend chacune 

des colorations des Z.). On parlera donc d'accrochage d'ions selon un 
J 

graphe étiqueté. 

Si a= (a,m,J,n) est dans E, nous poserons 

1.4. M-systèmes probabilisés 

A et w ont la même signification qu'en 1.3. Soit 'ty un ensemble 

d'ions tel que si un ion est dans ~ , ses sous-ions connexes y sont 

aussi. 1 ,, suppose qur, pour chaque Z dans ~ , on s'est donné un espace 

·probabilisé dénombrable (QZ'~z) et, pour chaque sous-ion connexe Z' de 

Z , une application de QZ dans Qz, telle que ~Z' soit la mesure 

image de ~Z par rz, ,z· On suppose de plus quel 'on a 

Si z est un ion et a un de ses sommets on écrira r a,Z au 

lieu de rz 1 ,z pour désigner l'application associée au sous-ion Z' de z 

dont 1.. seul sommet est a. 
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On se donne, pour chaque a dans A, une application ga de 

~ dans 1 1 ensemble des A-ions, et pour chaque w dans ~ , une injection 
a a 

l/Ja(w) d 1 une partie de W(ga(w)) dans l'ensemble {1,2, ... ,w(a)}. 

Une application gz de ~Z dans l'ensemble des A-ions est 

définie de la façon suivante : si w est dans QZ on définit une application 
'\, 

<P d'une partie de V dans la réunion disjointe des ensembles 

W(gÀ(a)(ra,Z(w))), aEV <P(a,m) appartient à W(gÀ(a)(ra,Z(w))) et si m 
-1 est dans l'image de l/Ja , <P(a,m) = l/Ja (m) ; on note alors gz(w) le résultat 

del 'accrochage suivant (Z,<P) des ions {gÀ(a)(ra,Z(w))}aE vz· On suppose 

de plus que gz prend ses valeurs dans Î. 
On dit alors que 1 'on a défini un M-système. On définit alors une 

probabilité de transition Q sur ~x ~: Q(Z,.) est l'image de 'Pz 

par g .... 
L 

{Z } ...__0 désigne la chaîne de Markov canonique et stationnaire 
n n""' 

associée à Q. Comme d'habitude 

trajectoires partant de Z
0 

et 

Pz désigne la probabilité sur les 
0 

Ez 1 'espérance correspondante. 
0 

1.5. Générateurs d'arbres 

Nous appellerons ion arborescent un ion Z tel que (a,m,b,n)E Ez 

implique n=l. Alors chaque composante connexe de Z est un arbre muni d 1 une 

racine. Dans le cas où l'on a un M-système tel que CJt soit contenu dans 

1 'ensemble des ions arborescents, on dit que 1 'on a un générateur d'arbres. 

1.6. Générateurs de mots 

Un cas encore plus particulier est celui d'un générateur d'arbres 

tel que, pour tout aEA, on ait w(a)=2. Les notations se simplifient alors 

considérablement. 
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A est un ensemble fini dont les éléments seront appelés lettres. On 

se donne un ensemble ½' de mots construits avec l I alphabet A. On 

suppose que tout sous-mot d I un élément de ~ appartient à ~ . On se 

donne un système d'espaces probabilisés dénombrable (n2 ,p2)ZE%,,, projectif 

au sens où on 1 'a défini en 1.4. On se donne aussi, pour chaque aEA, une 

application ga de n 
a dans ~-

Si Z = a1a2 ... av est un élément de ~ et si wEDZ, g2(w) 

est le mot obtenu en mettant bout à bout, dans l'ordre oü ils se présentent, 

les mots g (r 2(ui)), ... g (r 2(ui)). 
a1 a1, av av, 

Des exemples de tels systèmes sont donnés dans [18] et [23]. 
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2. HYPOTHESE ET NOTATIONS 

On suppose désormais que A est un ensemble fini. 

Si z est un A-ion on désigne par L(Z) l'élément de nl dont 

la composante L ( Z) associée à a est le nombre de sommets de z dont a 

la couleur est a ; le nombre de sommets de z sera noté 1 z 1. 

On désigne par M la matrice indexée par AxA, dont la colonne 

associée à a est E~ (Log). 
t-a a 

En ce qui concerne les matrices à coefficients positifs nous 

adoptons la terminologie de [26). 

On note ÀM = sup w • 
,1 aEA a 

Suivant les cas, nous ferons sur M l'un ou l'autre des hypothèses 

suivantes. 

paire 

(MI) La matrice M est irréductible (c'est-à-dire, pour chaque 

(i,j), il existe un nombre entier k = k(i,j), tel que Mk(i,j)) .. >O). 
l ,J 

On suppose aussi que sa valeur propre de Perron-Frobenius p est 

strictement supérieure à 1. 

Dans ces conditions, les espaces propres de M et de sa 

transposée associés à p sont unidimensionnels. Soit s et r;* 

vecteurs propres de M et tM associés à p tels que l 'on ait 

( r;*, [; > = 1 et isl = 1 ( OÙ (, ) désigne l'accouplement entre nl 
dual et 1 1 désigne la somme des composantes d'un vecteur). Les 

les 

et son 

composantes de s et ç;* 

·t· E t -nMn pos, ives. n ou re, p 

sur les bases canoniques sont strictement 

a un nombre fini de valeurs d'adhérence. 

(MP) La matrice M est primitive (c'est-à-dire, pour un k 

convenable, aucun coefficient de Mk n'est nul) et p est strictement 

supérieur à 1. On a alors 

où a est un nombre positif tel que O~a< 1. 
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Nous faisons en outre éventuellement une ou plusieurs des 

hypothèses suivantes : 

(D) Il existe un entier t tel que, pour toute famille ... ,z 

de sous-ions connexes de Z, dont les distances mutuelles le long de Z sont 

r (1) , ... ,r (v) 
z ,z z ,z 

sont strictement supérieures à t, les variables 

indépendantes. En particulier, si a1 et a2 sont deux sommets d'un ion Z, 

dont la distance le long de Z est strictement supérieure à t, les 

variables r et r sont indépendantes. a1,z a2,z 

aE A , 

a 
(L(logL) ) Pour tout aE A , 

Pour tout ZE~ , nous avons 

donc, si 

E~ (Logz) = ML(Z) , 
z 

{Z } ..__0 désigne la chaîne de Markov d'ions associée au 
n n""' 

M-système, nous avons 

(2.2) 

Il en résulte quel 'on a 

où 

. Ez (IZnl) = O(Pn) ' n + oo 

0 

désigne le nombre des sommets del 'ion z . 
n 

(2,3) 

On dit que la suite {Xn}n>O de variables aléatoires est 

t-dépendante si, quels que soient les entiers n1 < n2 < •.. < nk tels que 

nj+l-nj>t, les variables {Xn.}l..;j..;k sont indépendantes. 
J 

Nous utiliserons les deux théorèmes suivants démontrés dans [23]. 

Théorème 2.1. - Sous les hypothèses (MI) et (D), pour chaque 

Pz -presque sûrement vers l I infini. 
0 

(v) 
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Théorème 2.2. - Sous les hypothèses (Ml) et (D) pour chaque 

est une martingale positive et il tend Pz -presque 
0 

sûrement une variable aléatoire réelle W. De plus, 

1 z 1 

Pz (sup + < 00
) = 1 (2.4) 

o n p 

Dans [23] il est montré que, sous l'hypothèse (L2} d'existence 

des moments d'ordre 2, la population explose exponentiellement. Nous 

montrons ici quel 'hypothèse (L Log L) est nécessaire et suffisante 

pour obtenir la croissance exponentielle de la population. Il s'agit 

de l 'analogue du résultat de Kes tin et Sti gum [15] sur les processus de 

Galton-Watson. Ceci permet d'améliorer les résultats de [23] sur la 

fréquence d'apparition des motifs. On discute aussi du cas où la matrice 

est irréductible sans être primitive. 



3. CONDITION DE NON DEGENERESCENCE 

Sous l'hypothèse d'existence des moments d'ordre 2 des applications 

de génération, Peyrière [23) a.démontré l'explosion exponentielle de la 

population. Nous démontrons ici que, comme pour les processus de Galton­

Watson [5], il en est de même sous 1 'hypothèse (L log L). En effet, on a 

prouvé que le condition logarithmique est nécessaire et suffisante pour 1 'ex­

plosion exponentielle de la population (c'est l'analogue du théorème de 

Kestin et Stigum [15]). En utilisant ce théorème, on peut améliorer des 

résultats de [23], par exemples, la fréquence d'occurence d'un arbre 

coloré donné comme sous-arbre de la population à 1 'instant n (théorème 

5.1 de [23]). De plus, on obtient quelques résultats quand la matrice M 

est irréductible et une généralisation du théorème 3.1 dans certains cas. 

3.1. Résultat principal 

Théorème 3.1 - Sous les hypothèses (MP) et (D), pour chaque 

Z
0

~~ , il existe une v.a.r. W telle que p-n L(Zn) converge vers 

W; Pz -presque sûrement. De plus, les trois assertions suivantes sont 
0 

équivalentes : 

( i) * Pour tout aE A , E W = ; · a a ' 
( i i ) Pour tout aE A P (W = 0) = 0 a 

( i i i ) L'hypothèse (L log L) est satisfaite. 

Remarque 3.1. - Si la limite du théorème 3.1. existe, on peut 

vérifier facilement qu'elle coïncide avec la limite du théorème 2.2. 

L'idée principale de la démonstration du théorème 3.1. est la 

suivante en tronquant successivement les applications de génération du 
f\, 

processus, on construit un processus auxiliaire {Z} ...._0 qui coïncidera 
n n""" 

essentiellement avec le processus de départ {Z } ...._0 , et puis, par les n n ... 



-12-

estimations des moments d'ordre 2 et en utilisant les théorèmes de 

convergence de martingales, on achève la démonstration. 

3.2. Troncation des applications de génération 

Considérons un élément a de l'ensemble A des couleurs. Etant 

donné un ion g (w) 
a 

et un entier n, on définit un nouvel ion g (w) n,a 

de la façon suivante 

{ 

g (w) 
g (w) = a 
n.a E 

• si 

, sinon 

où E dé5igne le graphe étiqueté dont l'ensemble de sommet Vs est vide. 

Soient Z un ion et gz(w) le résultat del 'accrochage de la 

famille {gÀ(a)(ra,Z(w))\EVz suivant (Z,IP). Considérons ensuite les 

sous-ions de gz(w) engendrés par des sommets de Z ; étant donné un tel 

sous-ion, si son nombre de sommets est inférieur ou égal à n 
P , on le 

garde dans 9z(~), sinon, on l'efface. On obtient ainsi un nouveau graphe 

étiquetécoloré quel 'on note 
,-..._.,, 
g z· n, 

On désigne par M(n) la matrice dont la colonne correspondant à 

aE A est EP (L.,~) et on pose ~l = g~~ . 
a ' n • n 

On vérifie sans peine qu'on a 
,___, 

E-t-. (Log z) = M(n) L(Z) ~z n, 
d'où 

(3.1) 

3.3. Démonstration du théorème 3.1. 

Lemme 3 .1. 
00 

(i) Sous l'hypothèse (L1), pour tout aEA, < 00 

00 

(ii) Sous l'hypothèse (L1), pour tout aEA, 

(3.2) 
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00 

(iii) Sous l'hypothèse (L log L) pour tout aEA, I E jg j1 <00 (3.4) 
n=l ~a a {jg l>pn} 

a 

Démonstration. - (i) Pour lga(w)I fixé, il existe un entier 

positif k(w), tel que /,s;;; 1 g (w) 1 < pk+l , on en déduit que 
a 

k n Pk+l_l Plga(w)I 
I Pn 1 n = l P = p-1 ,s;;; P-1 = 0 (lga(w)I) , 

n=l {lgal>P} n=l 

00 

d'où 

< 00 

(ii) comme dans (i), 

donc 

(iii) Comme en (i), si l'on fixe w, on peut trouver un entier 

positif k(w), tel que k(w),s;;;loglg (w)l/ 1 < k(w)+l ; alors a og p 
00 

d'où 
00 00 

Lemme 3.2. - Sous les hypothèse (MP), (D) et (L log L), on a, 

pour chaque Z
0

:, ~ , 

,,...,__,, 
(i) I Pz (L(Zn+l) I L(Zn+l)) < 00 

n=o o 

00 

( i i ) \ p - ( n+ l ) ( L ( Z ) - ML ( Z ) ) 
l n+l n 

n=o 
converge Pz -presque sûrement. 

0 
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Démonstration. - (i) Soit ZE~ un ion, alors 

Posons 

t:. = n,Z {w 

alors évidemment 
~ 

{L(gz) r L(g z)}ct:. z n, n, 

On en déduit 

Pz(L(gz) f L(~z)).;;;;1>z( 6n,z).;;;;xJv 1lz {jgx O rx.zl > pn} 
z 

= I -P { 1 g 1 > Pn } .;;;; 1 z 1 
XE V X X 

z 

compte tenu de (2.3), (3.i) et (3.5), 

(3.5) 

= I O(Ez IZ I l 'P {jg j>pn}) = oS L ( I pn E'):> 1 n )l<oo 
n=o o n a E A a a la E A n=o a { 1 g 1 >p } J 

a 

ce qui démontre l'assertion (i) du lemme 3.2. 

(ii) Considérons les deux séries suivantes 

(3.6) 

00 

l (M(n) L(Z) - ML(Z ))/ +l 
n=o n n Pn 

(3. 7) 

Evidemment, la convergence des séries précédentes entraînera la seconde 

assertion du lemme 3.2. D1 autre part, par (3.1), la suite 
"-../ 

{L(Zn+l) - M(n) L(Zn)}n;;.:i.o est centrée. Donc, la convergence de la série 
00 

I E
2 

(p-(n+l)(L (z::'
1

) - L (M(n) L(Z )))) 2 , pour tout aEA, donnera 
n=o O a n a n 
celle de la série (3.6) d 1 après la proposition IV-6-1 de [20]. 
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Si Z est un ion appartenant à ty· , alors on a 

EPz(La(~,z))2 = E-n ( I La(¾x o rx z))2 
l'Z XE V , , 

z 

i\z. d = { ( X ,y) , ( X ,y) E V z X V z d(x,y)~.Q.} 

i\z . = { ( X ,y) , ( X ,y) E V z X V z d(x,y)>.Q.} 
. 1 

~ -E (L(...--.__.;))2 
A = EPx La(gn,x) , B n,x,a n,x,a - p a 9n x X , 

I = I 
i\z . , 1 

(x ,y) E Az . 
, 1 

On a alors 

Si ( X ,y) E i\z 'd 

2E L (~ ) L (-.._, 
0 

r )~B + B Pz a gn,x O rx,Z · a 9n,y y,Z n,x,a n,y,a 

Dans ce qui suit Bz(a,t) et ÀM ont la même signification qu'au paragraphe 2. 

Remarquons que 

Le nombre de droite est une constante qui ne dépend que du M-système donc, 

on en déduit card AZ,d = O(IZI), et on obtient 

E'p ( I) = O(IZI I B b ). 
z i\z , d b E A n , ' a 

Pour (x,y)EAZ . , r Z et r Z sont indépendantes d'après l'hypothèse 
,, X, Y, 

(D), donc 

D'autre part 
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= l A A A n,x,a n,y,a 
Z,d 

+ I 
Az . 

'l 

A A n,x,a n,y,a 

il en résulte que 

E ( 9z ) 2 - ( E"' ( 9z )) 2 = o ( 1 z I I B ) ( 3 . 8 ) 
Pz n, _ l'Z n, bE A n,b,a 

Par un calcul simple, on obtient 

En utilisant (2.3), (3.3) et (3.8), on obtient 
00 

p - 2( n + l ) ( L ( Z )-L ( M ( n) L ( Z )) )2 I Ez 
n=o 0 

a n+l a n 

00 

P - 2( n+ 1) E ( 1 Z I l B ) = 0 ( I 
n=o Z

0 
n bE A n,b,a 

00 

= 0 ( I I -n 
E"P 1 g 12 1 ) p < 00 • 

aE A n=o a a {jg j,;;;;pn} 
a 

Ceci démontre la convergence de la série (3.6). Montrons maintenant que 

la série (3.7) converge. En utilisant le théorème 2.2 l'hypothèse (L(log L)) 

et le lemme 3.1 (iii), on a en effet Pz -presque sûrement 
0 

00 00 

I Hp-(n+l)(M(n)L(Z )-ML(Z ))11 = l P ,,..(n+l) IZ IIIM(n)-MII 
n=o n n n=o n 

00 00 

= 0 ( I II M ( n )-MIi ) = 0 ( l ( l E I g 11 ) ) 
n=o a E A n=o î>a a { 1 g 1 >pn} 

a 

oü 11 11 désigne une norme sur les matrices. 

,....._....,, 
Par le lemme 3.2.(i), on a L(Zn+l) = L(Zn+l) a partir d'un 

certain rang, et par le lemme 3.2.(ii), la série I00 

(L(Zn+l)-ML(Zn))/ n+l 
n=o p 

converge Pz -presque sûrement. 
0 
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Maintenant, nous allons démontrer le théorème 3.1. Nous 

partageons 1a démonstration en quatre étapes et nous faisons les hypothèses 

(MP) et (D) pendant la démonstration. 

1ère étape. - L'hypothèse (L log L) entraîne qu'il existe une v.a.r. 

W, telle que pour tout Z0Etr , P-nl(Zn) 

sûrement. 

tend vers Ws P2 -presque 
0 

Remarquons que pour n1 > n
0

• 

n1-n +l 
L(Zn +1)/ n1+l - (M o / nl-n +1)(L(Zn )/ n) 

1 p p O O pO 

nl n -n 
= I (M 1 / n -n)((L(Zn+l) ML(Z ))j +l) 

n=n p 1 n Pn 
0 

nl 
ss*((L(Zn+l) - ML(Zn))/ n+l) = I + A 

n=n p 
0 

avec 

(3.9) 

la dernière égalité est due à (2.1), à cause du lemme 3.2 et de 
nl n -n 
l Jal 1 = 0(1), le deuxième terme du second membre de (3.1) tend vers 

n=n 
0 

zéro quand n
0 

tend vers l'infini. Par conséquent 
n1 -n +l 

lim sup JL(Zn +l)/ n +l - (M 
O 

/ n -n +l)(L(Zn )/ n )J = 0 
n 0➔ 00 ,n 1 ?'n0 1 pl pl o o po 

Pz -presque sûrement. 
0 

compte tenu de (2.1) encore, on trouve que Pz -presque sûrement 
0 

l i m L ( Z + l) / + l - s ® s* ( L ( Zn ) / n ) = 0 ( 3 .10) 
n ➔ 00 n - n ➔ 00 n 1 pn 1 o p o_ 

0 ' 1 0 

D'après (3.10), p-n L(Zn) converge une limite qu'on note w, donc, 

* nous avons w = s ® s w par ( 3 .10). Remarquons que 1 e rang de 1 a mat ri ce 

* s®s est 1, donc, il existe une v.a.r. i~ tel que w = Ws 

sûrement. 

Pz -presque 
0 
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2ème étape. - Si l'hypothèse (L log L) n'est pas satisfaite, alors 

p-n L(Zn) tend vers zéro Pz -presque sürement. 
0 

Remarquons d'abord les faits suivants : 

une limite finie Pz -presque sürement, donc, si 
0 

tend vers 

tend vers 

zéro en probabilité, il tend vers zéro Pz -presque sürement aussi. Alors, 
0 

* puisque le vecteur s a toutes ses composantes strictement positives, 

P-n L(Zn) tend vers zéro Pz -presque sürement aussi ; donc, il suffit 

-n * o de démontrer que P < s , L ( Z )> tend vers zéro en probabilité 'Pz . 
n o 

Pour cela, opérant comme au paragraphe 3.2, on construit un 

autre processus auxiliaire {Yn}n>O à partir du processus {Zn}n>O 

de la façon suivante. 

Soit B>O, que l'on déterminera plus tard, comme en 3.2, on 

définit l'application génératrice tronquée ainsi 

__ {ga(w) si Jga(w)J¾BPn 
g (w) = 
n,a c sinon 

aE A , 

Soit {Y } ...__0 la chaîne de Markov, non stationnaire, telle 
n n""' 

que Y
0 

= Z
0

, définie comme {Zn}n>O à ceci près que pour passer de 

l'étape n à l'étape n+l on utilise les applications {9';,a}aE A au 

lieu des applications {ga}aEA' 

On vérifie quel 'on a 

Ez (Lo Y +llY) = M(n)L(Y) 
0 

n n n (3.11) 

Evidemment 

{w; L(Zn+l)f:L(Yn+l) pour un n}c u {w; L(Z )=L(Y ),L(Z +l)f:L(Y +l)}. 
n>o n n n . n 

Par des calculs similaires à ceux des lemmes 3.1 (i) et 3.2 (i), on obtient 

Puisque E..,... J g J < 00 
, le second membres tend vers zéro quand B 

Pa a 
tend vers l'infini. 
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Donc, si p-nl(Y) tend vers zéro en probabilité, il en est 
n 

de même de P-nl(Z) aussi pour un B 
n 

soient s, 6 > 0, il existe N, tel que 

assez grand. En effet, quels que 

Pz (p-njYnj>o)<s/
2

, n>N, alors 
0 

1 v 1 

> 0PJ ( I z I 1 I Y 1, _n > o)} 
n n Pn 

1 v 1 

Pz ( 1 z 1 / > 6) < Pz { ( 1 z 1 = 1 Y 1 , _n 
0 n Pn O n n Pn 

E: E: 
< - + - = E: 

2 2 

pour n > N et B convenable. Donc, pour démontrer l 'étape 2, il suffit 

de démontrer que P-nl(Yn) tend vers zéro en probabilité. On va démontrer 

que Ez p-nl(Yn) tend vers zéro. 
0 

Soit s(x) = M-M(n), évidemment, O<s(n)<M, s(n)-+ 0, n-+ 00 

A cause de la primi ti vi té de M, on peut supposer Mk > 0, où k > 0. Pour 

tout entier n, on a 

m=n+2k k k 2k+l k k 
TI (M-s(m))<M (M-s(n+k))M = M -M s(n+k)M 

m=n 

(On dit qu'une matrice (a .. ) est supérieure à la matrice 
lJ 

(b .. ), si pour 
lJ 

tout i ,j, a .. > b .. ) . 
lJ lJ 

Posons Mk =(a .. ), s(n+k) = (b .. ), M2k+l = (c .. ), 
lJ lJ lJ 

À.= inf 
l<i ,j<n 

2 a .. 
l ,J 

c = >..( sup 
l<i ,j<n 

c .. 
lJ 

) -1 

on obtient 

d'où 

existe 

n n 
= ( I I a. bb a .)>(>..lls(n+k)II) 

p=l q=l lP q qJ 

= IIE(n+k)II(~ .c .. )>clls(n+k)ll(c .. ) = clls(n+k)IIM2k+l , 
Cij lJ lJ 

m=n+2k 2k+l 2k+l 
n (M-s(m))< (1-cllc(n+k)ll)M ~exp(-cllc(n+k)IIM 

m=n 

Si l'hypothèse (L log L) n'est pas satisfaite, alors, il 

aEA, tel que E (lg jloglg 1) = 00 • Parce que 
Pa a ~ 

(3.12) 
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IIE(n)ll>E 19 Il , il en résulte que, comme dans le lemme 3.1., 
'):la a {lg J>Bpn} 

a 
CO CO 

où c est une constante a solue. 

Puisque les IIE(n)II sont positifs, il existe un entier N, o,;;;;;N,;;;;;2k, 

tel que 
CO 

I IIE(N+k+s(2k+l)II = 00 (3.13) 
s=o 

D'après (3.11), (3.12), pour tout n assez grand, on a 

Mn 
,;;;;; (-)L(Z )exp{-c 

Pn o 

[ (n-N-2k-l )/2k+l] 
l IIE(N+k+s(2k+l)II} 

s=o 

donc, par (2.1) et (3.13), Ez P-nL(Yn) tend vers zéro quand n tend vers 
0 

l'infini. Ce qui achève 1 'étape 2. 

* 3ème étape. - L'hypothèse (L log L) implique E W = /;a pour tout aEA. 
Pa 

Pour achever la 3ème étape, on introduit un incrément de 

martingale qui approche la martingale 

on pose 

{W = p-n<t,L(Z )} .___
0

. Pour cela, 
n n n""' 

Compte tenu de (2.2) et (3.1), on a 

- 1 -- - - ( n+l) * R - Ez (W +l z) - Ez (W +llz) - p u; ,(M-M(n))L(Z )>, n 
0

n n 
0

n n n 

Il est facile de vérifier que la suite {W+1-w +R } .___
0 

est un incrément 
n n n n""' 

de martingale (ou bien une suite centrée). 

De la même façon que pour la démonstration du lemme 3.2, on a le lemme suivant. 

Lemme 3. 3. - Pour tout Z
0 

E ~ , sous 1 1 hypothèse ( L 1 ) 
00 

l 'Pz (Wn+11~1) < 00 

n=o o 
(3.14) 
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(3.15) 

et sous 1 'hypothèse (L log L) 
00 

< 00 (3.16) 

Le lemme suivant se déduit immédiatement de (3.14) et (3.15) 

1\., 

Lemme 3.4. - Sous les hypothèses (MI), (D) et (L1), Wn et Wn 

coïncident Pz -presque sûrement à partir d'un certain rang, la série 
00 ~ 0 00 

I {Wn+l - Wn + Rn} et donc aussi la série I {Wn+l - Wn + Rn} 
n=o n=o . 

CO r-........./ 
convergent Pz -presque sûrement ; 

2 0 

la série I {W +l - W + R} converge n n n 
dans L (Pz ) donc converge dans 

0 

1 
L (Pz ). 

0 

Maintenant, remarquons que, les 
N 

que, pour tout a E A, n~l Rn converge dans 

n=o 

Rn étant positifs, (3.16) implique 

L1(Pa)' et que, en vertu du 

N -----._/ 1 
lemme 3.4 la série I {Wn+l - Wn} converge dans L (Pa). Il s'en suit que 

n==l 
00 ,,..__, 

Ea( I {Wn+l - W }) + 0 , N + oo 

n=N+1 n 
(3.17) . 

D'autre part 
00 

= E ( I 
a n=o 

{W +l-W }) + E W n n a 

00 * \' ""-' ;;i,, s + E ( l (W +l - Wn)) 
a a n=N+l n 

donc, E w;;i,,s* par (3.17), mais, d'après le lemme de Fatou, E W~s*, on a a a a 

obtient ainsi 

4ème étape. 

tout aE A. 

* E W == ~ . a a 

E W > 0 pour tout a E A entraîne que P (H = 0) == 0 pour a a 

Comme dans [23], si Z0 Er on peut écrire 
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où la distribution de Wx par rapport à ~Z est identique à celle de w 
0 

par rapport à p,\(x)° De plus, et W sont indépendants si Xz 

De même, conditionnellement à Z , on a pnW = I 
n 

XE VZ 
n 

distribution de Wx est identique à celle de W par rapport à 

On a vu précédemment que 

1 z 1 

card(V8 
Zn 

Àm-1 
( x, 9,)) < Àm -1 = aM • donc il 

existe au moins k = [TJ boules 
n M 

Bz (x,i) dont les distances mutuelles 
n 

des centres sont supérieures à 9, • On note les centres de ces boules 

xl ,x2•· .. ,xk . 
n 

Posons l\. = P (W=O), A= sup A. A cause de l'hypothèse, /\.<l. 
a a aEA a 

On désigne par 

on remarque que 

l{W=O z =a} la fonction indicatrice de\W0;0\partant de a, 
' 0 

{w1,w2, ... ,Wn,···W} est une martingale. On déduit de ce 

qui précède les faits suivants. 

l {W=O Z =a} = P (W=OJ~) = lim a oo 
P (W=OJZ ) a n 

' 0 n ➔ oo 

= l im P ( Pn I w = oJz )<lim p (W = 0, ... ,w = OjZ) 
n -+ oo 

a 
xE vz X n n ➔ oo a x1 xk n 

n 
k n 

< 1 im /\. n 
n ➔ oo 

Par le théorème 2.1, Jznj tend vers 1 'infini Pz -presque sûrement donc, 
0 

kn(w) tend vers l'infini presque sûrement. Ce qui termine la démonstration 

du théorème 3.1. 

La démonstration du théorème 3.1 donne en fai't un peu plus, 

notamment les résultats suivants. 

Théorème 3.1
1
• - Sous les hypothèses (MI), (D) et (L log L), (i) 

pour tout Z E ~., , p-n < r,,* ,L(Z )> converge 
o o n 

v.a.r. W ; (ii) EaW = s: et Pa(W=O) = 0 

(iii) P-n <s*,L(Zn)} converge vers W dans 

Pz -presque sûrement vers une 
0 

pour tout a EA ; 

1 
L (Pz), 

0 
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Corollaire 3.1. - Sous les hypothèses (MP), (D) et (L log L) 

pour tout Z
0

E~, p-n L(Zn) converge vers Ws dans L1(Pz ). 
0 

Corollaire 3.2. - Sous les hypothèses (MP), (D) et (L log L) 

pour tout Z
0 

E 'Cy , P-n I Zn 1 

Pz -presque sûrement. 
0 

tend vers W et L(Z )/JZ 1 n n tend vers s 

Si l'on remplace la condition (L 2) par (L log L) dans la 

démonstration de la proposition de §.4.5 de [23] , et si on utilise le 

théorème 3.1, on obtient le résultat suivant qui précise l'assertion (ii) 

du théorème 3.1. 

Théorème 3.2. - Sous les hypothèses (MI), (D) et (L log L), 

il existe -un nombre a strictement positif tel que, pour tout aE A1 

on ait E (W-a) < 00 

a 

3.4. Une remarque sur la matrice M, 

On peut, comme dans [23], affaiblir les hypothèses sur la 

matrice M. On suppose qu'il existe une partition de A, A= A1 uA 2 , 

telle que A
1 

soit non vide et telle que la forme correspondance de la matrice 

M soit (~ ~), la matrice S (indéxée par A1 x A1) étant primitive (ou 

irréductible) et sa valeur propre de Perron-Frobenius P étant strictement 

supérieure a 1 et au module de toute valeur propre de la matrice U, Dans 

ces conditions les espaces propres de M et de sa transposée associés a P 

sont unidimensionnels, les composantes de s et r,* sont posi'tives, non 

nulles si elles correspondent a des éléments de A1. 

Sous cette hypothèse, les résultats précédents restent vrais. 
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3.5. Structure asymptotique des arbres générés. 

On considère un M-système au sens du paragraphe 1. 5. En 

utilisant le théorème 3.1 dans la démonstration du théorème de §.5.3 [23] • 

on obtient le résultat suivant. 

Théorème 3 .3. - On suppose que, pour tout Z dans ier et pour 

tout w dans ~Z , on a w(gz(w)) = w(Z). On fait en outre les hypothèses 

(MP), (L log L) et (D). Alors, quel que soit ZE~, vn(Z) désignant 

le nombre de fois que Z figure comme sous-ion de Z le· quotient n • 

vn(Z)/IZnl tend Pz -presque sûrement vers une constante pour tout Z
0

E~ 
0 

Pour les paragraphes suivants, on considère un système au sens de 1.7., 

c'est-à-dire un M-système générateurs de mots, 

3.6. Une amélioration du théorème 3.1. 

On considère un M-système au sens du paragraphe 1.6. 

On a vu que si la matrice M est irréductible mais non primitive, 

on n'obtient que la convergence de Wn. Mais, en utilisant la propriété de 

"périodicité" de la matrice irréductible, on peut trouver un sous-processus 

de {Zn}n;;;i,o pour lequel le théorème 3.1. reste valable. 

On suppose dans ce qui suit A étant l'ensemble de couleurs que 

M est irréductible. D'après les théorèmes 1.3 et 1.4 de [26] sur les matrices 

irréductibles, on a les faits suivants. 

Il existe un entier positif d;;;i.1 de façon qu'on puisse partager 

1 'ensemble A en d parties disjointes, A1,A2, ... ,Ad , telles que 

1°), ma,b = 0 si a,b(J:AixAi+l, 1,;;;;i~d, 

(on convient que Ad+l = A1). 

2°) • si n aEA., (M) b = 0, sauf bEA. avec j-i=n 
1 a, J (mod d) 
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et pour k suffisamment grand 

(Mkd+j-i) > O 
a,b pour tout bE A .• 

J 

Dans ces conditions, M peut s'écrire d'une façon suivante 

M = 

où M ( i , i+ 1) 

0 

0 

0 

M(d,l) 

M(l,2) 0 

0 M(2,3) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

M(d-1,d) 

0 

(3.18) 

A­
associée à A. est E (L .. ga). (L.(Z) désigne le vecteur indexé par R J 

, Pa J J 

désigne la matrice indexée par A. x A. dont la colonne 
l J 

dont la composante associée à aEA. est le nombre de sommets de Z, 
J 

dont la couleur est a). 

Un calcul simple montre que 

0 0 

où (N(i)) b = (Md) a, a,b 

Il résulte de (3.18) que (Nk(i)) b>O, pour tout a, bEA. a, l 
si 

k suffisamment grand. Donc, les matrices N(i), 1.-;;;i.-;;;d sont primitives. 

Si aEA
1
., alors le processus {L.(Zd )} ..__

0 
a N(i) pour 

1 n n""' 
matrice de moments et pd pour valeur propre de Perron-Frobenius. 

Eivdemment, Mds = Pd~ , s* Md= Pds* , donc, s et s* sont les 

vecteurs propres à droite et à gauche de Md associés à pd_ 

On défi nit pour 1 .-;;; i .-;;; d 

~ ( i) = {;a, 

* s ( i) = {sa' 

aE A.} 
l 

aE A.} 
l 

( ( i) = 

r:* ( i) = 

(0, ... ,O,s(i) ,0, ... 0) 

(o •...• o, s* (; ) , o, ... o) . 
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On vérifie sans peine que 

- -* -* Pé; ( i -1 ) = M~ ( i ) , Ps (i+ 1 ) = s ( i ) M 

On choisit ~ et s* tels que ls(l)j = 1 et s*(l)s(l) = 1, alors 

pour 1 ~ i ~ d. on a 

On obtient 

Comme dans la démonstration de Kestin et Stigum [15] relative aux processus 

de Galton-Watson à plusieurs types et en utilisant l 'estimations des moments 

d'ordre 2 comme précédemment, on obtient le théorème suivant 

Théorème 3.4. - Sous les hypothèses (MI), (D) (L log L), il 

existe une v.a.r. W tel que pour tous 

P - presque sûrement 
a 

a E A .• on ait 
1 

. ( ) nd+j-i _ . (.) l 1 m L . Z d . . / P - wç; J 
n+oo J n+J-1 

si pour tout xEAk' yEAk+l , l~k~d 

< 00 (3 .19) 

al ors 

E W = s* ( i) 
a a 

où ç*(i) est égal à ç* si aE A. et égal à zéro si €/. A "'a "'a 1 a i · 

Si (3.19) n'est pas satisfait pour une paire de (x,y), alors W = 0 presque 

sûrement. 

3.8. Changement d'alphabet et ses conséquences 

Désignons par Bk l'ensemble des mots de longueur k qui 

peuvent apparaître avec une probabilité non nulle dans la descendance d'une 

lettre A. Si w est un mot, L(k)(w) désigne le vecteur de n/k dont 
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la composante correspondant à w1 est le nombre de fois que w' figure 

dans W. On note Mk la matrice indexée par Bk X Bk dont le terme 

correspondant à (w1 ,w) est l'espérance par rapport à -Pw du nombre de 

mots égaux à W' qui figurent dans gw(.) et dont la première lettre 

est engendrée par la première lettre de W. 

Notons Bk l 'ensembl~ des mots de k lettres qui apparaissent 

avec une probabilité non nulle à la fin de l'un des mots engendrés par 

une quelconque lettre de A. On pose A(k) = B u ( u B'.) et A(l) = A. 
k l~<k J 

construit sur l'alphabet A, 
V 

A chaque mot X = x 
1 

x 2 • • • x 

on associe un mot pk(X) construit sur 

suivant : si JxJ < k , alors pk(X) = X 

l'alphabet et A(k) par le procédé 

, et si 1 X 1 ;;;i, k, alors 

(pk(X) est constitué de V-k+ 1 élément de Bk suivis d'un de 8k-1). 

On note .c k l'ensemble des sous-mots des mots {pk(X)}XE 1'. A chaque 

pk(X) on associe l'espace probabilisé (S\,Px) et au mot 

W = (x1x2 ... xk)(x 2x3 ... xk+l) ... (xvxv+i···xv+k-l) appartenant à .ck on 

associe l'espace probabilisé (nw,pw) où w = x1x2 ... xvxv+l···xv+k-l" Les 

applications rW' ,W sont des applications r w' ,w pour des w' et w 

convenablement choisis dans ~-Définissons maintenant les applications de 

génération (k) 
9a pour (l dans A(k)_ Si (l appartient à (k) 

Bk' 9a (. ) est 

le mot obtenu en ne gardant dans pk(ga(.)) que les éléments de Bk dont 

la première lettre est engendrée par la première lettre de a . Si (l 

appartient à u Bj , alors on pose glk) = Pk o 9a· 
l~j~k 

Ainsi, nous avons défini un M-système opérant sur et 

J. Peyrière [16) a démontré les faits suivants 

(1) {pk(Zn)}n;;;i,o est une chaîne de Markov stationnaire dont la 

probabilité de transition est c3lle que définit ce nouvel M-système. 

(2) Si 1 'hypothèse (D) est satisfaite pour le M-système du 

départ, elle 1 'est aussi pour :e nouJeau en remplaçant 1 par l+k-1. 
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·v 

(3) Notons Mk la matrice associée à ce M-système. A la 

A(k)=BU( tJ 

k i,,;;;j<k 
B '.) 

J 

M') 
M~ 

k 

'\, 

correspond une décomposition de Mk en 

Alors, pour tout k, Mk a p pour valeur propre simple qui est strictement 

supérieure aux modules des valeurs propres de 

(4) La matrice Mk est primitive. 

MIi 

k. 

Le théorème 3.1. appliqué à ce nouvel M-système donne les résultats 

suivants. 

Théorème 3.5. - Sous les hypothèses (MP), (D) et (L log L), 

pour tout converge W;k Pz -presque sûrement, où 
0 

P de Mk, te 1 que I E,;k 1 = 1 et ~k désigne le vecteur propre associé à 

* <~k'~k> = 1. De plus, la condition de non-dégénérescence de W est 1 a 

même que celle du théorème 3.1. 

Théorème 3.6. - Sous les hypothèses (MP), (D) et (L log L), 

pour tout Z0 E't et pour tout mot w, 1 a fréquence d 'apparîti on de w 

comme sous-mot de Z tend vers une constante 
n 

Pz -presque sûrement. 
0 
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4. CONDITIONS D'EXISTENCE DES MOMENTS 

Pour les processus de Galton-Watson à un seul type, S. Asmuseen [1] 

a démontré que le moment d'ordre p (1 < p<2) de la distribution de la 

limite du processus existe si et seulement si les moments d'ordre p des 

applications de génération existent. Wen [28] a obtenu le même résultat 

pour le M-système générateurs de mots à un seul type. Dans le cas des 

M-systèmes généraux, Peyrière a démontré que si p est un entier supérieur 

ou égal à 2, alors, la finitude des moments d'ordre p des applications de 

génération implique celle du moment d'ordre p de W. Dan? cette section 

on établit une condition nécessaire et suffisante de finitude du moment 

d I ordre p (1 < p < 00 ) de W. 

Lemme 4.1. - Soient 'P une fonction concave, croissante et nulle 

en O de IR+ dans IR+ , {y.}1~-~ une suite des variables aléatoires J -..J-...n 
positives et k un entier positif. Alors, si S = r1+ ... +yn' on a 

ESktp(S)<ESktp(ES) + I Ey. y .... y. ( l tp(yJ.)) 
1~ · · ~ 1 1 1 2 1 k J' = A . · ""11'···, 1 k""'n <.: n,1l, ... ,1k 

si le complémentaire de 1 'ensemble A . . 
n,11, ... ,,k est contenu dans 

l'ensemble {j ; l<j..;;n et yj est indépendant de 

Démonstration. 

yJ) 
J 
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les trois premières inégalités résultent de la concavité de ~ et la 

dernière del 'inégalité de Jensen. Remarquons que si jEp.,_C . . , y. 
n,1 1, ... ,lk J 

et Y­
ls 

sont indépendants pour tout 1 ~ s ~ k, nous avons donc la 3i ème 

égalité. 

Lemme 4.2. - Si k est un entier~2 et ZE'ey , on pose 

AZ,k = {(j1,j2,···jk); l<ji~IZI 'Vjs,jt, dz(xj ,x. )>i} 
s Jt 

C et J\Z,k son complémentaire. Alors, pour tout k, il existe ck tel que, 

pour tout ZEtg,, on ait 

c j j k-1 card J\Z,k ~ ck Z (4.1) 

Démonstration. - On vérifie sans peine que (4.1) est vrai pour 

k = 2. Supposons que 

c [ j k-1 card J\Z,k-1 ~ ck-1 Z , k > 2 (4.2) 
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On fixe jl =1 et considère l I ensemble 

{(1,j 2, ... ,jk (1,j 2, ... ,jk)EJ\tk' l~j 2, ... jk~ IZI}. On le partage en 

deux classes de la façon suivante : la première classe est constituée 

des k-uples dont au moins un point x. , 2~i~k, satisfait 
Ji 

, et la seconde des autres. Remarquons qu'il y a au plus 

qui satis font a le même 

sens qu'en section 2, donc, il y a au plus de la première 

classe satisfaisant dz(x1,xj
2

)~t. Par conséquent, le cardinal de la 

première classe ne dépasse pas (k-l)aMIZlk- 2 

Pour la deuxième partie, par la construction, dans chaque k-uple, il y a 

au moins deux sommets x. ,x. , 2~m, n~k, qui satisfont dz(x. ,x. )~Ji 
Jm Jn Jm Jn 

Donc, par l'hypothèse d'induction (4.2), le cardinal de la deuxième classe 

est de l'ordre de IZJk-2 . Faisant parcourir à jl les entiers de 1 à 

JZI, on obtient (4.1). 

Théorème 4.1. - Sous les hypothèses (MI) et (D), pour tout 

Z
0 

Ei" pour tout -pE ]1,+ 00 [, Ez (W-p) est fini si et seulement si 1 'hypothèse 
0 

(l'f:>) est satisfaite. 

Démonstration. - Posons 

a = 'f)-k 
a (donc O<a~l), cp(x) = x 

Soit Z un ion appartenant à ~ , alors 

(donc cp est concave). 

* * * s = q; ,Logz> = (~ 'I L(g or z)> = I (~ ,L(g or z).> 
9z xEVz X X, xEVz X X, 

Numérotons les sommets de Z, Vz = {x1,x2, ... ,xlZI} -, soit 

Y . = < ~*, L ( g x or x z )>, a 1 ors S = If I Y . . 
J j j' 9z j=l J 

D'après le lemme 4.1, on obtient 



-32-

Nous allons maintenant estimer 

Considérons les ensembles AZ,k définis au lemme 4.2. 

Alors, si (j 1, ... jk)EAZ,k, tous les Y. sont indépendants 
Ji 

deux à deux. 

Remarquons que tous les E Y. sont positifs, on en déduit 
'Pz Ji 

(
JzJ r = l (E Y. ) = (E s )k 
j =l 'Pz J -Pz 9z 

compte tenu de (2;2) 

E (S ) = E <s*,L(gz)> = <s*,E L(gz)> 
'Pz 9z 'Pz 'Pz 

= < s*,M.L(Z)> = < i/M,L(Z)> 

* = P <s ,L(Z)> = pS z 

donc, on obtient par (4.4), (4.5) 

E ( I v . v . .. . v . ) ~ l s~ 
-Pz A J 1 J 2 J k 

Z,k 

Estimons maintenant 

Notons 

k * k k E'P Y . = E'P < s , L ( g or z) > = 0 ( E"h J gx . J ) = 0 ( Sk) 
z J i Z XJ. . XJ •. ' t" 

l l Xj. Ji 
l 

donc, en utilisant l'inégalité de Holder, 

( 4. 5) 

(4.6) 

(4.4) 
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k 1 
E Y .... Y. ¾ II (E l )k = 0(13k) 
'Pz J1 Jk i=l 'Pz J; 

(4. 7) 

on en déduit que par le lemme 4.2 et (4.7) 

E L Y .... Y. = 0(1\IZlk-l) 
-Pz Ac J1 Jk 

Z,k 

(4.8) 

compte tenu de (4.4), (4.8), on obtient 

(4.9) 

En particulier 

E S = PSz , 
-Pz 9z 

(4.10) 

Maintenant, on estime le deuxième terme du second membre de (4.3). 

Etant donné xE Vz fixé, il y a au plus aM sommets de Z dont la 

distance à x èst inférieure à t, il en résulte que le cardinal de 

l'ensemble AZ . . est inférieur kaM. Par conséquent, en remplaçant 
,Jl ... Jk 

~(x) par xa et appliquant 1 'inégalité, on obtient 

l E'P Y .••• Y. ( I ~(Y.))¾kls*JkaM/3 1z1P=o(1z1k~) (4.11) 
1 ¾j l , ... j k¾ 1 Z I Z J 1 J k jEA . . J P 'P 

Z,J1•·•·Jk 

Posons Sn+l = Wn+l = p-(n+l)<s*,L(Zn+l)>. De (4.3), (4.9), (4.10), 

(4.11) et du fait que p-nlZ 1 = O(W ), il résulte finalement que 
n n 

w'P-1 wk 
E (Wp Jz )=E (Wk ,n(W )! Z )=Wî>+o(-n- /3 )+0(-n- /3) 
Z n+l n Z n+ly n+l n n n p na p 

0 0 P P 

E Wk 
Z n 

Ez (w'P -w'P) = o( 0 s ) 
0 

n+l n P lb -p 

d'où 

(4.12) 

Si k=l, alors Ez W = Ez W , parce que {Wn\~o est une martingale. Il 
o n o o 

résulte de (4.12) que 

CO 

==0/3(L - 1-)<co 
P . na , =o P {4 .12') 

où 1 < p ¾ 2, 0 <a¾ 1. 
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En utilisant (4.12), les théorèmes de convergence de 

martingales et en effectuant un calcul similaire à celui qui mène à 

(4.12), nous obtenons par récurrence les implications suivantes 

1 < 1> < oo , S. < oo ~ E w'fl < oo On a ainsi démontré que pour 

D'autre part, soit 
1J zo 

Z =a.A cause de la convexité de xv. 
0 

(1<-p< 00 ) et de l'inégalité de Jensen, et du fait que {W
0

,W1, ... ,W} 

est une martingale, on a 

E J g J-P = E J Z J-P = 0 ( E w'P) = 0 ( E ( E ( W J Z )'P)) Pa a a 1 a 1 a a 1 

= O(Ea(Ea(w-PJz1)) = O(Ea w-P) 

où la constante ne dépend que du M-système et de -p ce qui termine la 

démonstration du théorème 4.1. 

Le théorème 4.1 et le théorème de convergence des martingales 

donnent le résultat suivant. 

Corollaire 4.1. - Sous les hypothèses (MI), (D) et (LP), 

pour tout Z
0 

E 1' , Wn converge vers W dans Lµ(Pz ). 
0 

Si 1 'on remplace 1 'hypothèse (MI) par (MP) dans le corollaire 4.1 

d'une part, par le théorème 3.1, P-nl(Zn) converge vers 

sûrement ; d'autre part, remarquons que pour tout aEA 

L' ( Z ) J Z J-P 
( a n )p = 0( n ) = O(W~) . 

Pn Pn n 

D'après le corollaire 4.1 

sup 
n 

d'où le résultat suivant. 

c;W Pz -presque 
0 

Corollaire 4.2. - Sous les hypothèses (MP), (D) et (l'P), pour 
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o 6 n 
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converge vers ~W dans LP(pz) 
0 

La même méthode conduit au résultat suivant, plus précis. 

Théorème 4.2. - Sous les hypothèses (MI), (D) et (L(log L)a+l), 

pour tout Z
0
E1, Ez W(log+W)°'<00 • 

0 

La démonstration est presque la même que celle du théorème 4.1. 

On ne fait que quelques remarques. 

1. Bien que la fonction + a 
(log x) 

des nombres positifs x
0

, c1 et c2 

ne soit pas concave, on peut choisir 
cl2 . a 

tels que, x >l; - 2 (log x) < 0 
o dx 

d a quand x;;.x
0 

; c1 = -d (log x) 1 x x=x
0 

a ; c2 = c1x
0 

- (log x
0

) • Alors, la 

fonction 

, X <x< 00 

0 

est croissante et concave et ~(O) = O. 

2. Remarquons que ~ est croissante, pour toutes les v.a. positives y.,y. 
1 J 

E ( y . -y . ) [ ~ ( y . ) -~ ( y . ) ] ;;. 0 
1 J 1 J 

d'où 

3. Pour chaque x fixé, on peut trouver un entier positif k, tel que 

(4.13) 

donc 
00 k-1 00 

I '{) ( ~+ 1) = I 'P( n~l) + I ~( ~+1) 
n=o p n=o p n=k p 

k-1 00 

I ( [1 og + X a I X = ( n+ 1) 1 +c2) + cl n+l n=o p n=k .P 
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+ k = O(log x) 
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CQ 

I ~+i = o o) 
n=k p 

où les constantes ne dépendent que x
0

, c1, c2 . D'où 

00 

\ x + a+l 
l ~( n+l) = O([log X] ) 

n=o P 

Compte tenu des remarques précédentes, le théorème 4.2 se démontre comme 

le théorème 4.1. 
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5. VITESSE DE CONVERGENCE 

Nous avons vu, dans la section 3, sous l 1 hypothèse (MI) 

(resp. (MP)), que W = p-n<s*,L(Z ) (resp. P-n L(Zn)) converge vers une 
n n 

limite W (resp. W~) presque sûrement non nulle. Nous étudions ici les 

vitesses de convergence du processus dont les variances des applications de 

génération sont infinies, précisant ainsi le théorème 3.1. 

Théorème 5.1. - Sous les hypothèses (MI), (D) et (L(log L)a.+l) 

pour tout Z
0

E~, a.~O, 
a. (i) la suite {n (W-W )} ...__

0 
converge vers zéro P n n""' z -presque 

0 

sûrement 
<X) 

(ii) la série l na-l{W-W} 
n=o n 

On pose S = sup Ep [lg l(Loglg 1 )a.]. 

converge Pz -presque sûrement. 
0 

a aEA a a a 
Si 1 'on répète le procédé du paragraphe 3.2 en remplaçant n a 

P /n , 

on peut définir une application de génération g par troncation de g n.a a 

et donc, comme dans §.3.2, on définit 1 'application de génération 

pour ZEt . Par la suite, de la même façon, on construit un processus 
(V 

auxiliaire {Zn}n~O à partir du processus {Zn}n~o· On a comme dans §.3.2 

où M(n) désigne la matrice dont la colonne correspondant à a est 
,,,....__, 

EPa (Lo gn,a). 

De même qu'au paragraphe 3.4, on introduit une suite centrée 

/"._; -n * ,,...__ 
Wn+l = P <s ,L(Zn+l)>, 

Rn= p-(n+l)<;*,(M-M(n))L(Zn)> (5.1) 
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Posons 
n 

'P = "p ( x) = s up {n J Pa < x , x;;;,, 0} 
n n 

On vérifie sans peine que 

n 
p"p(x) = O(x(log x)a), 1J(x) = O(log x), n logp'vlog Pa. (5.2) 

n 

En utilisant les hypothèses (MI), (D) et (5.1), (5.2), et par un calcul 

similaire à celui du lemme 3.2, nous obtenons 

00 00 ,,....___, n 
I Pz (w +l \: w +l) = o( I s,., ( I P .1 )) 

n=o o n n aE A 1-'a n=l {pn/na.~ Jg J} 
a 

= 0 ( l E l ( J g a 1 ) )= 0 ( L E J g I ( 1 o g I g 1 {") = 0 ( S ) < co , ( 5. 3) 
a E A "Pa a E A Pa a a a 

d'où 

00 00 2a. 
I Var na.. {~ - W + R } = 0 ( I ( I _n - E,,... 1 g J 2 • 1 n a. ) ) 

n=o n n a E A n=o pn 1-'a a { J g J ~ P /n } 
a 

00 2a 
= 0( l E ( I _n 

a E A Pa n=o Pn 

00 2a. 
= 0( l E 19 12 ( l _n) 

aEA "Pa a n=l>(Jg (w)J)+l pn 
a 

00 

= 0( l E Jg J2(f t2 p-t dt)) 
aEA lla a -p(Jg (w)J)+l 

a 

(1>( J ga 1 )+l )u 
= 0 ( l Eî> 1 g a 12 1 g 1 ) 

aE A a a 

< 00 (5.4) 

,,.....___, 
Par (5.4) et puisque la suite {W +l - W + R } ~o est centrée, 

00 
n n n n-

la série 
ï a ,....__, 
L n (W +l - W + R) converge Pz -presque sûrement, et, 

n=o n n n o 
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CO 

a 
par (5.3), il en est de même de la série I n {Wn+l - Wn + Rn}. 

n=o 
On obtient ainsi le lemme suivant : 

Lemme 5.1. - Sous les hypothèses (MI), (D) et (L(log L)o:.) 

tout Z
0

E~ , la série 

sûrement. 

CO 

Pz -presque 
0 

Pour démontrer les résultats de cette section, on utilisera une 

variante d'un lemme de Kronecker. 

Lemme 5.2. - Soient {a } ~a , {/3} ~a deux suites de nombres n n.,..- n n.,..- . 

telles que soit positive croissante et tende vers l'infini, 
00 CO 

alors la convergence de la série I a /3 implique I a 
n=o n n n=N n 

N + oo • 

Démonstration du théorème 5.1. - On note Fa(x) la fonction 

de distribution de lga(w)!. 

(i) Posons a = W n n+l 
lemme 5.1. et lemme 5.2., on a 

CO 

compte tenu de (5.1), -0:. 
W-WN = o(N ) équivaut à 

CO CO 

-(n+l) I R = I <i;*,(M-M(n))L(Zn)> n 
p 

n=N n=N 

CO 

= 

alors par les 

R ' N ➔ CO n 

o(N-o:.) 
' (5.5) 

Remarquons que O < i nf W ,s;;; sup W < 00 Pz -presque sûrement par 1 e 
n n n n o 

théorème 3.1 1 
; (5.5) est donc équivalent à 

o ( N-u) = I ( Î f : a x d F ( x) ) , 
a E A n=N p /n a 

(5.6) 

mais 
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donc, il suffit de démontrer 

-a r oo 
o(N ) = ) N x(1J(x)-N) dF (x) -a a 

N P 
(5. 7) 

En effet, compte de (5.2), pour tout aEA. 

roo f oo I r oo N a+ 1 
Na J -~ N N x dF (x) = _,. N Na+ x dF (x) = O(J _ N x(log PN) dF (x) 

N ..... p a N "'p a N a. p N"" a 

00 

f 
a+l 

= O( -a N x(log x) dF (x))-+ O 
N p a 

• N -+ oo 

a r oo PN a r oo 

N J -a. N x ~(x) dF (x) = O[log -) J -a N x log X dFa(x)) 
N p a Na N p 

r oo a+ 1 
= O(j -a N x(log x) dFa(x))-+ 0 , 

N P 
1N -+ 00 

On a ainsi (5.7) donc (5.5). Ceci achève la conclusion (i). 
n a.-1 a. 

(ii) Posons l3 = I k , alors /3 '\, n par un calcul 
n k=l n 

similaire à celui qui conduit à (5.4) on obtient 
00 

I Var ( l3 ( w+l - w + R ) ) = 0 ( fj ) < 00 ( 5. 8) 
n=l n n n n a 

00 

Donc, la série \' Q {W 
I.. ""n n+l n=p 

sûrement par (5.3) et (5.4). Posons 

a = W - W + R n n+l n n 

par transformation d'Abel, on a 
N 
I 

n=l 

W + R} converge n n Pz -presque 
0 

00 

I a 
n=N+l n 

N 1 N N a-1 00 

= I (13 - /3 )(Sn- - S ) = I n 
00 

l a - /3 l a 
n=l n n-l n=l k=n k N k=N+l k 
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00 

en utilisant le lemme 5.2, SN I a converge vers zéro quand N tend 
n=N+l n 

oo al oo 

vers 1 'infini, donc, la série 

sûrement. Mais 

I (n - ( I ak)) converge Pz -presque 
n=l k=n o 

00 00 00 00 

I a-1 ( I l\) I ct-1 ( I (Wk+l - Wk + Rk)) n = n 
n=l k=n n=l k=n 

00 00 00 

I a-1 ( I (Wk+l - Wk) + I Rk) = n 
n=l k=n k=n 

00 00 00 00 00 

I a-1 
((W-Wk) + I Rk) I a.-1 (W-W) + I a-1 ( I Rk) = n = n n . 

n=l k=n n=l n n=l k=n 

Donc, pour démontrer le théorème, il suffit de démontrer que la série 
00 00 

\ na-1 ( \ Rk) P - t l l converge Z -presque suremen . 
n=l k=n o 

· D'autre part, compte tenu de (5.1), 

oo l oo oo l oo Ioo jZ j 
l na.- ( I Rk) = 0( I na- I ( l -a k x dFa(x)))(sup -+) 

n=l k=n n=l k=n a E A k p n p 

= 0 ( l ( Ï fjn .jf ~a. n x d Fa ( x ) ) ) = 0 ( I ( Î na. J 
00 

x d F ( x ) ) ) 
a E A n=l n p a E A n=l n -al a 

00 00 \ f a.+ I J 1 +a = 0( l ( x(-p(x)) dFa(x))) = 0( I x(log x) dFa(x)) 
aE A ·o aE A o 

< 00 

ce qui démontre la conclusion (ii). 

Théorème 5.2. - Sous les hypothèses (MP), (D) et (L(log L)a.+l) 

pour tout Z
0 

E ~ • 

( i ) si a.;;;i,o , na.(~W - p-n L(Z )) converge vers zéro 
n 

Pz -presque sûrement ; 
0 

(ii) si a;;;i,1, la série 

Pz -presque sûrement. 
0 

00 

I (~W - P-n L(Zn)) 
n=l 

converge 
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Démonstration. - Opérant de même que pour les théorèmes 3.1 

et 5.1, on obtient 

(1) 

( 2) 

(3) 

("' 
= 0 ( I ( J x (log x t d Fa ( x) ) ) = 0 ( Ba)< 00 

aE A o 

oo a 
I Il ( n + 1 ) ( M ( n ) L ( Z ) - ML ( Z ))11 = 

n+l n n n=o P 

oo a 
I (n+l)l ll(M-M(n))L(Z )Il 

n+ n n=o p 

00 00 00 

= 0 ( I ( n + 1 ) 
0

'11 M-M ( n ) 11 ) = 0 ( I l ( n + 1 ) a f x d F ( x ) ) n a a n=o a E A n=o p /n . 

= 0( I (Jx, x(log x)l+a dFa(x))) = O(f\:x.+1)< 00 , Pz -presque sûrement. 
aEA o o 

oo a 
I E ((n+l) (L (Z) - La((M(n)L(Zn)))) 2 

Z n+l a n+l n=o o p 
n a 

00 ( )2a Jp /n roo 
= O( l I n+~+l x2 dFa(x)) = 0( I J x(log x)a+l dFa(x))< 00 • 

a E A n=o p o a E A o 

00 

Par (3), la série I p-(n+l)(n+l)a (L(~
1

)-M(n)L(Zn)) 
n=o 

converge 

série Pz -presque sûrement, et par (2), il en est de même de la 
000 

I p-(n+l)(n+l)a (M(n)L(Z )-ML(Z )), donc, aussi de la série n n n=o 
0G 

l p-(n+l)(n+l)a (L(z;;;
1

) - ML(Zn)). Enfin, par (1), on obtient le lemme 
n=o 
suivant : 

Lemme 5.3. - Sous les hypothèses (MP), (D) et (L(log L)a+l) 
00 

pour tout Z
0

E~ , la série I p-(n+l)(n+lt(L(Zn+l) - ML(Zn)) 
n=o 

converge Pz -presque sûrement. 
0 

Lemme 5.4. - Sous les hypothèses (MP), (D) et (L(log L)a+l) 

* * pour tout Z
0 

E 1 , et pour tout vecteur a tel que <a ,s> = 0, la 
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série converge Pz -presque sûrement. 
0 

Démonstration. - Puisque M est primitive, en vertu de (2.1), 

on a 

( 5 .9 ) 

où O < À < 1 . Do ne 

N a * I !!_ < a , L ( Z )> 
n=l Pn n 

Remarquons que (5.9) résulte la convergence du deuxième terme du second 

membre ; par conséquent, il 

N * I P-nna< a ,L(Z )-Mnl(Z )> 
n=l n o 
tend vers 1 1 infini. En effet 

suffit de démontrer que la série 

converge Pz -presque sûrement quand N 
0 

N a * N a n * n-k I i!..__ a (L(Z )-Mnl(Z ) ) = I !!_ ( I a M (L(Zk)-Ml(Zk-1) )) 
n=l pn n ° n=l Pn k=l 

N 00 * n (A(k) ka . 
= I I (n+k)a ~). k (L(Zk) - ML(Zk_1)) 

k=l n=N-k+l k Pn p 

A (k) = 
00 * n 

J A ( k) J où I (n+k)°'. ~ évidemment sup < 00 · k n 
n=o p ~1 

D'autre part, remarquons qu'en reprenant la démonstration du 

lemme 5.3, et sous les mêmes hypothèses, on peut montrer que la série 
00 

I p-n n°'A(n)(L(Z )-ML(Z 1)) converge Pz -P.S. Il suffit donc de 
n n-n=o o 

démontrer que 

N oo *n a 
l ( l (n;kr a~ ){\ (L(Zk) - ML(Zk-1))) 

k=l n=N-k+l p p 

tend vers zéro quand N tend vers 1 'infini. En effet 
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00 

d l 1 . \' P-n n.a+l a*Mn le sup ten vers zéro par e lemme 5.3, et a série l 
n=l 

converge par (5.9), donc, le lemme 5.4 en découle. 

Démonstration du théorème 5.2. - (i) Par le lemme 5.4, pour 

tous * ( A)* a E 1R tel que * <a ,s > = o , 
u. * L(Zn) 

u. * na L(Z) 
Wc;) n 

➔ 0 Pz -P.S, n a ( n = n ➔ oo . 
Pn 0 

De plus, il résulte des lemmes (5.2), (5.3) et de 

que, nas*(p-n L(Zn) WE;) tend vers zéro Pz -presque sûrement. 
0 

Ceci démontre la première assertion du théorème 5.2. 

(5.10) 

(ii) En vertu du lemme 5.3, l'hypothèse (L(log L)a+l) entraîne, 
00 

si a.;;;;, 1, 1 a convergence de 1 a série 1 -m a ( 
l P m (L(Z) - ML Z 1). En m m-m=l 

outre la convergence de la série 
00 

I 
n=o 

L(Z ) oo oo 

s*(ws - n ) = I I 
pn n=o m=n 

* découle des lemmes 5.2 et (5.10). D'autre part, pour tout vecteur a 

* 0, la tel que <a ,s > = série, 
00 * L(Z ) 00 a*L(Zn) 
I a ( n - Ws) = I 

n=o Pn n=o Pn 

converge Pz -presque sûrement en vertu du lemme 5.3. On termine la 
0 

démonstration comme précédemment. 

Théorème 5.3. 

tout Z
0

E~,lasuite 

sûrement, où 1 < ,P < 2 , 

- Sous les hypothèse (MI), ( D) 

pn/q(W-W) converge vers zéro 
n 

1/1) + l/97-= 1. 

et (l'j)), pour 

Pz -presque 
0 



-45-

Démonstration. - En remplaçant 
n a n/-n P /n par p 1-' , on 

définit W , R comme précédemment. Posons À= .\(x) = sup {n ; pn/t>¾X, x;;;..o}. 
n n n 

alors, p.\(x) = O(x0 ). Opérant comme pour le théorème 5.1 et remarquons 

que 
,.,; -1 

p'1fl 2 < 1. Nous obtenons . 

= 0( I J00 

x2 (ll9r-l/(x)+l dF (x)) = 0( l JF
0 

x0 _dFa(x))< 00 

aEA O a aEA 

Donc, de même que pour la démonstration du lemme 5.1, la série 
00 00 

I Pn/q (W -W +R ) converge. La série 
n=l n+l n n 
donc Pz -presque sûrement. Si 1 1 0n pose 

0 00 

I pn/q (W -W +R) converge 
n=l n+l n n 

S = pn/q, a = W -W +R 
n ' n n+ 1 n n ' 

la série n~l anSn converge P
20

-presque sûrement. On en déduit par le 

lemme 5.2, que 

(5.11) 

Par une démonstration similaire à celle de 5.1 (i), on obtient 

rco 
= 0( l J x'll dF (x)) < 00 

aE A o a 
(5.12) 

ainsi, le théorème 5.3 en découle des lemmes 5.4 et (~.11), (5.12). 

Remarque. - Asmuseen [1] a indiqué, que, pour les processus 

de Galton-Watson à plusieurs types, on ne peut pas remplacer pnl9r(w-w) 
n 

par pn;i(Ws - p-nl(Z )), c'est-à-dire, dans ce sens, on ne peut pas 
n 

améliorer 1 héorème 5. 3. 
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6. UN THEOREME DE LIMITE CENTRALE 

Nous considérons uniquement des M-systèmes générateurs de mots 

dans les sections 6 et 7. 

Asmuseen [3,41, Heyde [10, 11, 12], Jagers [131, Kesten et 

Stigum [14] ont obtenus des théorèmes de limite centrale et des lois 

du logarithme itéré pour les processus de Galton-Watson. Peyrière a 

démontré un théorème de limite centrale pour les systèmes générateurs 

de mots [23], et Wen [28], une loi de logarithme itéré dans le cas d'une 

seule lettre. Dans cette section on donne une autre démonstration du 

résultat de Peyrière, la méthode utilisée ici peut être appliquée aux 

M-systèmes générateurs d'arbres. Dans la section suivante, on généralisera 

le résultat de [28] au cas de plusieurs lettres. 

On considère une suite double de variables aléatoires 

, ... , 

' ... , 

X 1 , X 2 , ••• , X k n, n, n, n 

où kn tend vers 1 'infini quand n tend vers l'infini. 

On suppose que les v.a. d'une même ligne sont t-dépendantes. 

(Mais on ne fait aucune hypothèse d I une 1 i gne à 1 1 autre). 

On dira simplement que les v.a. de cette suite double sont 

Z-dépendantes. 

On note 
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k n 
a2(x .) 2 a2(s ) s2 s = s = I X = a , = n n,k n,j , n,J n,j n n n j=l 

Lemme 6.1. - Soit {X k} ~a une suite double de v.a. n, n.,... 
n 

n d - d t d ' - 11 t t d 3 i ème d f · · N- epen an es, esperance nu e, ayan un momen u or re 1n1. 

On pose 

/J. = 
n 

sup 
_oo<y<oo 

JP{S < ys } - IP(y) J 
n n 

où IP(y) = - 1- JrY e-x
2
J2 dx. Alors, on a 

y27r _oo 

/J. ,;;;; C n • 

où c est une constante positive qui ne dépend que 9.. • 

C'est le théorème 1 de Shergin [27]. 

Lemme 6.2. - Soit {X k} ..__0 une suite double de v.a. n, n""' n 
9.,-dépendantes. Supposons que, (i) pour chaque n et j , il existe une 

constante M . telle que s-l Jx . J ..;;M • , P.S., et telle que n,J n n,J n,J 

Max M . -+ 0 ; n ➔ Cl"' ; 

1..;;J,s;;;k n,J 
n k 

(ii) Ï EX2 ./ 2 = 0(1), n-+ 00 • Alors, (S - E(S ))/ ) tend 
j=l n ,J sn n n sn 

vers ~ en distribution. 

La démonstration découle immédiatement de l'inégalité suivante 

et du lemme 6.1. 

M .) + 0 , 
n,J 

n -+ oo 

Lemme 6.3. - Soit u(m,n) une fonction sur IN2 telle que 

\Jm , 1 im u(m,n) = O. 
n"700 
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Alors il existe une suite {mn}n;;;i:l croissante, tendant vers l'infini., 

telle que 

l im 
n--+oo 

u(m ,n) = O. 
n 

Démonstration. - Pour chaque m, il existe un 

nm croisse strictement avec m. Maintena,nt,. o:n définit 

Alors 

m = m 
n 

pour n¾n<n 
1 

.. m m+ 

1 u ( m , n ) ~ - pour n .,;; n < n +·l n m m m 

ce qui achève la démonstration du lemme. 

n tel qu·e m 

(n = 1), 
0 

Théorème 6.1. - Soit {X } une. sufte double de v.a . . n,k n;;;i:O 
n 

.R,-dépendantes, d I espérances nulles et de vari.ances finies. Si pour tout 

et 

Al ors, 

k 

Ï jr x2 ~(dw) + o , n + 00 

j = 1 { j X . j >ES } n 'j 
n ,J n 

E x2 . = 0(1) , n + 00 

n ,·J 

S /s converge en distribution vers n n 

Démonstration. - On suppose d I abord .R, = 1 . 

Pour chaque m;;;i-1, d'après (6.1), on a 

k 

Ï f x2 . 
j=l {JX . J>s /m} n,J 

n,J n 

2 l im m / 2 
n~ sn 

P(dw) + 0 , 

( 6 .1) 

(6.2) 

donc, en utilisant le lemme 6.3, il existe une suite {e:n\:i;;;i: 1 décroissante, 

tendant vers 0, telle que 

k 

Ï j x2 . 
j=l {Jx .J>e: s } n,J 

n,J n n 

P ( dw) + O , n + oo ( 6. l 1) 



-49-

Posons X ' . = X .• 1 { J·x j _ } , 1 ~ j ~ k , n,J n,J . ¾Es n · n,J n n 
k 
n 

s 1 = I X 1 • , s 1 2 = a2 (S 1) • 

n j=l n,J n n 

Puisque E X . = 0 , on a 
n,J 

r 
E X ' . = j X . P ( dw) 

n ,J { 1 X . j~E s } n ,J 
n ,J n n 

r 

J 
X . P ( dw) 

{jx .j>E s} n,J 
n,J n n 

Utilisant les inégalités de Schwarz et de Chebychev, on obtient 

r 
j E X 1 

• ,~ j j X . j P ( dw) 
n , J { 1 X . 1 ;;;,E s } n , J 

n ,J n n 

~ ( P ( 1 X . 1 ;;;,E s )) 1 / 2 (jr x2 . P ( dw)) 1 / 2 
n , J n n { 1 X . 1 ;;;,E s } n , J / 

n,J n n 

~ l j' x2 . P(dw) 
""Ensn {jX .j>E s n,J 

n,J n n 

(6.3) 

donc, d'après (6.1 1 
). 

f x2 P(dui)) + o , 
{ j X • j >E s n ,j 

n,J n n 

(6.4) 

A cause de la propriété de t-dépendance de la suite {Xn,k }n;;;,o• on a 
n 

E X 1 
• X 1 

• E X' .• E X' . n,1 n,J n,1 n,J 

Soit A . = {w; jX .j>E s } , alors, 
n,J n,J n n 

r 
EX'. X'.= EX . X . - j 

n , 1 n , J n , 1 n , J A . UA 
n,1 n,j 

X . X . P(dw). On pose n,1 n,J 

s1 = 'i' E 1 {A UA }X . X . , 
O~I · 1,, • 1~1 1:s::· ·:s::k . . n,, n ,J "" , J -... , -... 1 , J-... n n , 1 n , J 

s2 = I 
~I i-j l~l ,l~i ,j~kn 

E X' . E X' . n, 1 n ,J 

On vérifi~ sans peine que 
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En remarquant que 2 E X 1 
• E X 1 

• < ( E X' . ) 2 + ( E X 1 
• }

2 , et n,1 n,J .. n,1 n,J 

(Ex•· . )2=(E l{IX j,.;:~ } X .)
2 

= (E lA X .)
2

<E lA x
2 

.) ''11,J . "" s n ,J . n ,J . n ,J n, J n n n ,J n ,J 
il s'en suit que 

k 
n 

1s2 1 < 2 I 
j=l 

E lA . x2 
. n,J n,J 

Evaluons maintenant s1. D'une part, 

2 2 
2 E 1 {A UA }X . X .<E 1 {A X + E 1 X . . n , 1 n , J . UA . } n , i {A . UA . } n , j n,1 n,J · n,1 n,J. n,1 n,J 

d'autre part. 

E I{A x2 
.UA . } n ,j n,, n,J · 

r x2 . i 2 
= J P ( dw) + J _ X . P ( dw) 

A . x ,J A . \ A . n ,J 
n, J n,, n ,,J 

< E 1 X2 . + ~2 s2 P{A .} A . n ,J n n n ,., n,J 
donc 

2 2 ? 2 
2 E l{A UA }xn .. X .<E lA X .+E lA X .. +E-S (P(A .)+P(A .)) 

n,i n,j ,, n,J n,i n,1 . n,j n,J n n,1 n,J 

il en résulte que 

k 
n r 

1 s1 i< 4 I J 
j=l J X . j;;;i,t=.: s 

n ,J n n 

x2 . P(dw) n,J 

Compte tenu de (6.1 1
), (6.6), (6.7), on obtient 

Montrons que 

s' 
n 

Sn 

S 1 /s 1 

n n 

+l,n-+ 00 

converge en distribution. 

S 1 S 1 -ES 1 ES' 

(6. 7) 

(6.8) 

. n n n n 
Puisque s'= s' + 7 

ES' 
n , et comme. s;; tend vers 0, il nous suffit 

n n n 
de démontrer que (S~ - ES~)/s~ converge en Toi. 

En effet, IX' .J/ ,<s E/ ,<-2E par (6.8), et E tend,vers zéro 
n,, sn n n sn n n 

quand n tend vers l'infini, d'après la formule (6.2) et le lemme 6.2 

(S~ - ES~)/s~ converge vers ~ en distribution. 
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Finalement, remarquons que 
k k n n 

P(S 
n 

f s 1 
) ¾ p ( u {X . f X 1 

• } ) ¾ l p ( 1 X • J > E s ) 
n j=l n,J n,J j=l n,J n n 

k 
n r 2 I J X . P ( dw) -+ 0, n -+ 00 

j=l {JX .J>Es}n,J 
n ,J n n 

donc, S -S' converge vers zéro en probabilité. Parce que 
n n 

on en déduit le théorème 6.1 dans le cas où t = 1. 

Considérons maintenant le cas t > 1. On pose 

k Q, 

k' = [o"1 + 1 , Y . = n N n,J i~l xn,i(j-l)+i 
k 
n 
I 

i=(k'-l)t+l 
n 

X • n, l 

j=l,2, ... ,k'-1 
n 

Alors, la suite double de v.a. {Yn,k'}n>O est !-dépendante, par des 
n 

calculs semblables aux précédents et en utilisant (6.1) et (6.2), 

il est facile de vérifier que 

k~ 1 r 2 

~ s2s2 J{/Y .j>E s /n,j 
J=1 n n n ,J n n 

P(dw)-+ 0, n + oo 

k' 
n 

I EY2 ./ 2 = 0(1), n-+ 00 

j=l n,J sn 

Donc, on peut utiliser le résultat pour i = 1, et le théorème 6.1 est 

démontré. 

Remarque : Diananda [7] a démontré ce théorème pour une suite 

de v.a. t-dépendantes avec des variances bornées .. Notre résultat est 

valable pour une suite double de v.a. Q.-dépendantes, avec variances 

finies mais non nécessairement bornées. 
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Théorème 6.2. - Sous les hypothèses (MI), (D) et (L2), quel 

que soit Z
0 

E 1", la loi de 

étroitement vers une loi de Gauss centrée. 

Démonstration. - Si l'on suppose Zn= a1a2 ... alZ I fixé, on 

JZnl n 
peut écrire comme en [23] , pnW = I W , où la distribution de W 

j=l aj a 
(conditionnellement à Z) est identique à celle de W par rapport 

n 

à Pa. De plus, la suite {Wa.}l,.;;;J~Jz I possède la propriété de 
J n 

.Q,-dépendance. 

0.n a donc 

Jz I· 

< t,;*, L ( Z )> n n 
s = - p w = I n n j=l 

Dans [23], il est démontré que 

où cr est une constante positive. 

IZnl 
( E,; -W ) = I a. a. j=l J J 

2 
+ a , Pz -P.S., 

0 

y 
a. 

J 

Conditionnellement à Zn , pour presque tout 

(6.9) 

w , on a une 
0 

suite double de v.a. .Q,-dépendantes {Yn Z (w )}n>O , qui satisfait 
' n o 

évidentement les conditions du théorème 6.1. D'autre part, on peut 

vérifier facilement 

IZnl 
P( I Y 101z 

1
112,.;;;vJz )(w) = • 1 a. n o 

J= J n 

d'après (6.9) et théorème (6.1), le second membre tend vers ~(y). 

Prenons l'espérance, on obtient le résultat que nous voulons. 

Remarque : Comme dans [28], on peut donner, en utilisant le 

théorème 6.1 une autre démonstration du théorème 6.2. 
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7. UNE LOI DE LOGARITHME ITERE 

Lemme 7.1. - Soit {$' } une suite croissante de n n;;;,. 0 

O-algèbres et soit {Xn}n;;;;.o une suite de v.a.r. telle que 
00 00 

I t = I n n=o n=o 
sup 

- lY. <y<oo 
< 00 (7.1) 

Al ors 

lim T/( 2logn)l/2~1 , lim T/( 2logn)l/2;;;,.-1 , P.S. (7.2) 
n-+00 n-+ao 

n 
où T = l X .. 

n i =l , 

De plus, si les Xn sont ~+k-mesurables pour certain k;;;;.1, 

alors on peut remplacer les inégalités par des égalités dans (7.2). 

Démonstration. - Puisque 
00 2 2 

·5 ( 1 - <P (Y) } = f e - x h dx c:: l e - v / 2 , y -+ oo 
y y 

on a 
00 

I 
n=l 

00 -n f <oo 
(1-<P(2nlogn) 112) c:: c I _n_ 

n=l log n t =oo 

si 

si 

n>l 

n<l 

où c est une constante positive qui ne dépend pas de n . 

D'autre part, par la définition de ~, on a 
n 

-6 ~P(T ~YJ{F') - <P(Y)~6 n n n n 

pour tout n et pour tout Y E R. 

(7.3) 

(7.4) 

Posons A = {w; T > (2nlogn) 112}. En utilisant (7.1), (7.3), 
n n 

(7.4), il résulte que presque sûrement 

00 00 

l P(A J<r )~ l {1-<I>(2nlogn)112 + !::, }< 00 , si n > 1 , (7.5) 
n=o n n n=o n 

00 

l P(A J'F );;;,. l 
n=o n n n=o 

{l-<P(2nlogn)112 - tn} = 00 , si n > 1, (7. 6) 
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en utilisant le lemme de Borel-cantelli conditionnel 

CO CO 

{ I 
n=l 

P(A j g' ) < co} ç_ 
n n P.S { l lA < co} 

n=l n 

et par (7.5), pour presque tout w, il existe un entier positif n (w), 
0 

tel que 

d'où lim 
n+co 

Si les Xn sont ~+k-mesurables pour un certain k;;a.l, 

il résulte d'une généralisation du lemme de Borel-Cantelli conditionnel 

[20, p.144] que 

CO CO 

{ I 
n=l 

P(A JŒ"') = co} 
n n P.S 

{ I 
n=l 

Donc, par (7.6), pour presque tout w, on a T/( 2(1-E:)logn)l/2;;;.l pour 

une infinité de n, ce qui démontre la deuxième partie du lemme. 

L'assertion relative à lim se démontre de la même façon. 

2 Théorème 7.1. - Sous les hypothèses (MI), (D) et (L ), quel 

que soit Z
0 

E 1' , on a presque sûrement 

lim l im 
n+co n+co 

où a
2 a le même sens qu'en §.6. 

< r,* ,L(Zn)> -PnW 

(202 Jz Jlogn) 112 
n 

= -1 , 

Démonstration. Comme en §.6, si l'on suppose z = a1a2···aJz 1 n n 
fixé, on a 

1 z 1 

pnW -<i::;*,L(Zn)> 
n 

r,* ) = I (W 
j=l a. a. 

J J 
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On pose 

s* 'v 
y = w Y' = y .1 y = Y' - E Y' 

l~Pn/2} ' a. a. a. a. a. {JY a . a. a. 
J J J J J a. J J J 

J 
1 z 1 1 z 1 s ' n 

$' 
n ,..__, 'v2 s = I y = I y 0 = Var(s' jz ) T - n - ~ n j=l a. n j=l a. n n n n 0 J J n 

En opérant comme dans le paragraphe 7.4 de [23], on obtient 

que presque sûrement on a 
ê2 

l . n 2 
,m Tz:T = a 

n➔ 00 n 
(7. 7) 

La démonstration comporte 3 étapes. 

1ère étape : On va démontrer, presque sûrement, 

lim 
n➔ oo 

On a 

s 
n 

2 1/2 ~ l 
(2o jz jlogn) 

n 

, li m 
n➔ oo 

s 
--,---n--~- ~ -1 
(2o2 jz jlogn) 112 

n 

(7.8) 

EjY 13~E!Y' 13 + 3 EjY' l(EIY' 1/ + 3 EjY' 12.EjY' 1 + (EIY' 1)3 
a. a. a. a. a. a. a. 

J J J J J J J 

(7.9) 

où y 1 = ( w - r;*) 1 
n ,a a a · { I W -t=,;* I ~ Pn/2} 

a a 

De même que dans le paragraphe 6, pour presque tout w 
0 

p (T ~YJg;' )(w) = 
-:i. n n o 

'v 
y /'v ( ) ~ Y) a. 0 w 

J n o 
P.S. 

de la même façon qu'en §.6, par le lemme 6.1 et (7.9), on obtient 

presque sûrement 

Lin = su p I P ( T n ~ y I gr n) - <P (y) l 
-oo<Y<oo 
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1 z 1 

Compte tenu de (7.7) et 

déduit que 

i nf _!!.__ > 0 
n Pn 

Pz -presque sûrement, on en 
0 

00 00 

l L = 0( I ( I P-n/ 2 E IY' 13) 
n=l n aE A n=l 'f)a n,a 

OÙ F (X) 
a * désigne la fonction de distributions de W - s . a a 

Donc, pour démontrer (7.8), il suffit de démontrer 

l im 
n➔ oo 

= l im T / 
n➔ 00 n (2logn) 112 P.S. 

'ù 
D'après les définitions des 

que presque sûrement, 

y' , Y • T , il suffit de démontrer a. a. n 

1 z 1 n 
I 

j=l 

1 z 1 n 
I 

j=l 

J J 

en utilisant le lemme de Kronecker, il suffit de démontrer que, presque 

sûrement. 

00 IZ l 
P-n/2(lognfl/2 

n 
I I i Y -Y' i 

n=2 j=l a. a. 
J J 

< 00 (7.10) 

00 1 z 1 

P-n/2(logn)-l/2 
n 

I I EjY' 1 
n=2 j=l a. 

J 

< 00 (7.10') 

Remarquons que E Y = 0 a. 
J 

(conditionnellement à z ) 
n 

EjY' 1 = IE(Y' - v )i<EIY' - v 1 a. a. a. a. a. 
J J J J J 

=EIY 11 • 
aj {jva.1> Pn/2} 

J 

et remarquons que jznl = o(pn)_ 
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Pour démontrer (7.10 1
), il suffit que, Pz -presque sûrement, 

0 

( Pour démontrer 7 .10, on prend 1 1 espérance). En effet, on a même 

Ceci démontre (4.11) 

2- ~t S ·t la J.ième l tt d t Z 0 eme e ape : 01 aj e re u mo n = a1a2 ... aJznJ . n 

commence un processus à partir de a. , et on note Z k la kième 
J a., 

génération du processus. Soit W k = P-k<s*,L(Z k); . a . , a . , 
J J 

De même que dans §.4.4 de [23] , nous avons les faits 

suivants. 

1°) Conditionnellement à Z , la distribution de W est identique 
n a,k 

à celle de Wk par rapport à P et les W sont i-dépendants. a a., k 
J 

Quand k tend vers 1 'infini, W a,k tend vers W , comme précédemment. a 
Donc sa distribution est identique à 

JznJ 

2°) L(Zn+k) = I L(Za.,k) 
j=l J 

donc 

celle de W par rapport à 

pn(Wn+k-Wn) = Pn(P-(n+k)<s*,L(Zn+k)> - p-n<s*,L(Zn)>) 

-k * ) * = p <s ,L(Zn+k > - (i; ,L(Zn)> 

JZnl 
= P - k I < ç;*, L ( Z a . 'k) > 

j=l J 

w a., k 
J 

1 z 1 n 
I 

j=l 
s* = 

a. 
J 

<s* ,L ( Z ) > 
n 

1 z 1 n 
I 

j=l 
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1 z 1 

n * 2 2 
3°) Ez ()

1 
(E,;a.-wa.,k) IZn)ljz I a une limite ok lorsque n tend 

o J= J J n 

vers l 'infini. 

D'autre part, on peut vérifier sans peine que conditionnellement 

à z 
n 

on a donc 

ok + o , k + ro (7.12) 

Si l'on note est ~+k-mesurable. 

Répétons le procédé del 'étape 1 et utilisons la deuxième parti~ du 

lemme 7.1. Nous obtenons 

S' S' 
1 im 
n+ro 

___ n____ = 1 ' 

(2o~1Znllogn)112 lim 
n+ro 

--=--n-----::-:=- = -1, P.S. 
(20;Jznllogn) 112 

3ème étape : 

Nous avons montré à 1 'étape 1 que 

Pn+k(W-W ) 
1

. n+k ,m 
n+00 (2a21zn+kllog(n+k)) 112 

., 

et à l'étape 2 que 

pn(Wn+k-Wn) 
1 im --=-------=--,-c- = 1 
n+00 (2o~Jznjlogn) 112 

de plus, ok + a par (7.12), on a donc finalement 
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1 im 
n+oo 

le second membre tend vers 1 quand k tend vers 1 'infi. 

De la même façon, on démontre que la limite inférieure est -1. 
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8. UNE PROPRIETE D'HOMOGENEITE 

DES ARBRES GENEALOGIQUES 

Dans cette partie nous améliorons le résultat de [23] relatif 

à la propriété d'homogénéité des arbres généalogiques. 

Nous considérons les M-systèmes généraux définis à la section 1. 

A chaque trajectoire de la chaîne {Zn}n;;;;.o• on associe un arbre T : 

l'ensemble des sommets de T est la réunion abstraite des VZ , un 
n 

élément de VZ 
n 

est lié aux sommets de VZ 
n+l qu'il a engendrés. 

On note T la compactification naturelle de T [6] et l'on pose 

a T = T\T. 

Si xE clT, pour chaque n;;;;oo, il existe un unique sommet anEVzn 

tel que x soit approché par des descendants de an on note I (x) 
n 

ou I l'intersection de aT et de 1 'adhérence dans T des 
an 

descendants de an. 

Théorème 8.1. - Sous les hypothèses (MI), (L(Log L)2) et 

(D), pour chaque Z Et,,., Pz -presque surement il existe une mesure 
0 <f 0 

de probabilité,µ, sur clT telle que, pour u-presque tout x, on 

1 im 
n-+oo 

logµ(! (x)) 
n 

n 
= - log p. 

Démonstration. - Pz -presque surement, une collection 
0 

est définie : si , W est la limite lorsque m-+ 00 de a 

ait 

OÙ 

aE Vz 
n 

L a,m est le vecteur qui décrit la décomposition de 

la descendance de a dans Zn+m· 

On a p'W = l W où la dernière somme est étendue aux sommets de 
a b b 

engendrés par le sommet a de z . 
n 
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Il existe donc une unique mesure de probabilité µ sur ar 
-n -1 telle que, pour tout aET, on ait µ(I ) = P W W , où n est 

a a 

le numéro de la génération à laquelle a appartient. 

d'où 

donc 

E Z ( ) [ P nµ ( I n ( x ) ) f 1 1 Zn ) = E Z ( I ~ -n I Zn ) = 
o o aE Vz 

n 

Par conséquent, Pz -presque sûrement, pour µ presque tout x , 
0 

il existe A tel que pour tout n , 

d'où, Pz -presque sûrement, µ-presque tout x, nous avons 
o l o gµ (I ( X ) ) 

l im n > - log p 
- n 
n+oo 

Maintenant, soient E > 0 et 1 < a< l+E:. 
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d'où 

Ez [Wµ{Wµ(I (x) ]~ p-nan] = 0( I E W.1 n ) . 
o n a E A a {w;,,a } 

2 Donc, en utilisant l'hypothèse (L(log L) ) et le théorème 5.2 , nous 

avons 
00 

00 

= o [ I 
aE A 

+ 
E W( I 1 )] = 0( I E W log W)< 00 • 

a n=o {~n} aE A a 
00 

Alors, si I Ez [Wµ{Wµ(I (x) )~p-nan}] 
n=o o n 

1 <a< 1 +E, est sommable. 

Donc, Pz -presque sûrement, on a 
00 0 

l Wµ{Wµ(I (x)) ~ p-nan} < 00 

n=o n 

d'après le lemme de Borel-Cantelli, Pz -presque sûrement, pour µ 
0 

presque tout x, on a 

D'où 
logµ(In(x)) 

lim -----~ - 1 og p 
n+oo 

n 

Pz -presque sûrement, µ-presque tout. Ceci achève la démonstration. 
0 

Ce théorème permet de calculer la dimension de HqU:Sdorff­

Besicovith d'ensembles résultat de constructions de B. Mandelbrot. 
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