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Ce premier cours sur les nombres transcendants a été enseigné à Orsay, en 1973. 

Comme il s'agissait d'un cours semestriel, il n'était pas question de traiter tous 

les aspects de cette théorie; le choix s'est porté sur l'étude des valeurs de la 

fonction exponentielle. A l'exception de la méthode de Lindemann Weierstrass et des 

résultats effectifs (mesures de transcendance, minoration effective de formes liné-

aires de logarithmes de nombres algébriques, indépendance d'exponentielles et d'un 

U-nombre, ••• ), il semble que tous les résultats actuellement connus sur la transcen-

dance ou l'indépendance algébrique des valeurs de fonctions exponentielles soient 

présentés ici, dans le cours ou en exercices. 

La théorie des nombres transc·endants possède 1 1 avantage de fournir des énoncés 

(et des conjectures) très aisément compréhesible par des personnes non initiées; 

de plus, et c'est peut-être moins connu, les démonstrations nécessitent également 

très peu de connaissances préalables. Le chapitre 1 contient les notations et les 

principaux résultats (classiques) qui sont utilisés dans toute la suite. 

Les énoncés de la première partie (chapitres 2, 3 et 4) concernent les valeurs 

de fonctions méromorphes en une suite de points les applications les plus intéres-

santes utilisent les variétés de groupe, mais, pqr souci de simplicité, nous nous 

contenterons du théorème de Gel'fond Schneider sur la transcendance de 
b 

a d'un 

X.Y. 
théorème de Lang sur la transcendance des nombres e i J , et du théorème de Hermite 

Lindemann sur ea.. Nous appelons "méthode de Schneider" (chapitre 2) celle qui con-

siste à construire une fonction s'annulant en de nomoreux points distincts, et 



"méthode de Gel'fond" (chapitre 3) celle qui impose, en plus, un ordre de multiplici-

té élevé à ces zéros. Par exemple, pour la transcendance de 

Schneider utilise les remarques suivantes : 

si a, b et 
b 

a sont des nombres algébriques, avec 

b /~,alors les deux fonctions 

z 
z , a 

b 
a , la méthode de 

et 

sont algébriquement indépendantes sur t, et prennent des valeurs algébriques 

pour 

z = i+jb, (i,j) € 'Zx'.l 

tandis que la méthode de Gel'fond est fondée sur les propriétés suivantes 

si a, b et 
b 

a sont trois nombres algébriques, avec et 

b {.Q, alors les deux fonctions 

z bz 
e e 

sont algébriquement indépendantes sur t, prennent des valeurs algébriques en 

z = j.Log a, j € Z, 

et vérifient des équations différentielles à coefficients algébriques. 

A partir de ces remarques, la structure des deux méthodes est la même on construit 

(en utilisant le principe des tiroirs de Dirichlet) une fonction auxiliaire ayant de 

nombreux zéros on considère ensuite un point où cette fonction ne s'annule pas; 

on majore la valeur de la fonction en ce point (en utilisant des propriétés analy-

tiques), puis on minore cette vale·ur (grâce à des considérations arithmétiques) ce 

qui permet d'obtenir•le résultat voulu. 



-On peut généraliser ces résultats en remplaçant le corps ~ des nombres algé~ 

briques par une extension de ~ de 11type de transcendance 11 fini (chapitre 4). r-1ais, 

pour la fonction exponentielle, on peut faire mieux (chapitre 7), au prix de quelques 

complications techniques : on utilise un critère de transcendance de Gel 1fond (cha-

pitre 5) ainsi qu'un ré sultat de Tijdeman sur la rép artition des zéros de polynômes 

expon en tiels (chapitre 6). 

cette étude pr en d fin par un exposé de la méthode de Baker (chapitre 8). Comme 

compléments à ce cours, nous étudierons (en appendice) quelques théorèmes locaux, 

concernant non plus des fonctions entières, mais des fonctions analytiques dans un 

disque. 

Les différents chapitres sont, dans une large mesure, indép en dants les uns des 

autres en particulier chacun des chapitres 2, 3, 4, 6 .et appendice peut être lu 

séparément. 

Les exercices proposés sont de difficulté et d'intérêt inégaux certains sont 

des applications directes de théorèmes étudiés auparavant, d'autr es au contraire al}-

portent des développe ments et des compléments à certains résultat s du cours. L'ordre 

logique n'a pas toujour s été r es pecté pour les exercices, mais le lecteur scrupuleux 

pourra vérifier qu'il n'y a pas de cercle vicieux. 

Ces pages ont été dactylographiées, avec beaucoup de soin et de compétence, par 

:Madame BONNARDEL je l'en remercie vive ment. Je suis également r econnais sant à 

Maurice r-'JIGNOTTE qui a reiu le manuscrit et y a apporté quelques corrections. 

Orsay, juillet 1973. 
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CHAPITRE 

Préliminaires 

Nous noterons IN l'ensemble des entiers naturels, ':E l'anneau des entiers ra-

tionnels, ~ le corps des nombres rationnels, R le corps des nombres réels, et t 

le corps des nombres complexes. 

§1 .1 Généralités lUll: les extensions Q2_ corps 

Soient K et L deux corps; si Kc L, on dit que L est une extension de 

K L est alors un If-espace vectoriel, et on dit que L est une extension finie 

de K si L est un K-espace vectoriel de dimension finie cette dimension se 

note alors 

(1 : K] • 

Un élément a€ L est dit algébrique §fil: K s'il existe un polynôme non nul 

P € K[X] tel que P(a) ~ O, c 1est-à-dire si l'homomorphisme canonique 

~ : K[X] ..., L , 

qui laisse invariants les éléments de K et envoie X sur a, a un noyau non nul. 

Ce noyau est alors engendré par un polynôme irréductible p €. K[ x] , et 1' image de ~ , 

c'est-à-dire le sous-anneau K[a] de L engendré sur K par a, est isomor~1e au 

corps K[X]/p(X). Si on impose à ce polynôme p d'être unitaire, alors p est 

unique on dit que p est k polmôme irréductible de a ~ K • 



1.2 

Inversemen.t, si l'homomorphisme ~ associé à un élément a de L est injectif, 

alors on dit que a est transcendant §Jl~ K. 

Une extension L de K est dite algébrique (sur K) si tout élément de L 

est algébriq~e sur K. Par exemple une extension finie est algébrique. 

Si E est une partie d'une extension 1 d'un corps K, .QQ. note K(E) le 

sous-corps de L engendré par E sur K (appelé aussi sous-corps de L obtenu en 

adjoignant à K les éléments de E), c'est-à-dire l'intersection des sous-corps de 

L contenant K et E • De même .2ll. note K[E] le sous-anneau de L engendré par 

E sur K • Une extension L d'un corps K est dite de~ fini s'il existe une 

1 = K(E) = K(x , ..• ,x). 
1 n 

En particulier une extension finie est de type fini, et toute extension algé-

brique de type fini est finie. D'ailleurs, tous les corps que nous considérerons 

seront de caractéristique nulle; alors toute extension finie L d'un corps K est 

simple, c'est-à-dire qu'il existe a EL (algébrique sur K) tel que 1 = K(a) 

(théorème de l'élément primitif). 

Si a est algébrique sur K, on a 

K(a) = K[a] , 

et le degré du polynôme minimal de a sur K est égal à [K(a) K] on appelle 

ce nombre degré de a .êJQ'._ K. 

Un corps Q est dit algébriquement clos si tout polynôme non constant (c'est-

à-dire de degré supérieur ou égal à 1) de Q[X] a au moins une racine dans Q. Le 



corps ~ des nombres complexes en fournit un exemple. Si K est un corps, il 

existe des extensions algébriques de K qui sont algébriquement closes si Q est 

un corps algébriquement clos contenant K, l'ensemble des éléments de Q algébri-

ques sur K est appelé clôture algébrique de K dans Q, et noté K. Ainsi, E:™ 

noterons ~ la clôture algébrique de ~ dans œ; c'est le sous-corps de ~ formé 

des nombres complexes algébriques sur ~. 

§1.2 Corps de nombres 

Un nombre complexe est dit algébrique (resp. transce·ndant) s'il est algébrique 

sur ~ (resp. transcendant sur ~). 

Soit a E ~ un nombre algébrique, et soit p le polynôme irréductible de a 

sur ~ . On peut écrire p sous la forme 

a a 
p(x) xn n-1 n-1 0 

= + -b- X + ••• + b 
n-1 0 

où, pour tout i o, ••• ,n-1 a. et b. sont deux hombres entiers rationnels 
1 1 

miers entre eux, avec b. >o. soit 
1 

c le plus petit co:mmun multiple de 
n 

b , ••• ,b 
1 

; notons 
o n-

Le polynôme 

C 
n 

c. =b a. 
J j J 

pour O < j < n-1 • 

( ) _ _n Xn n-1 [ J c p X = C X + c + C X + ••• + c E Z X 
n n n-1 n-1 o 

est appelé le polynôme minimal de a ~ ~. 

pre-

Pour un nombre algébrique a, les trois propriétés suivantes sont équivalentes. 



(i) Le polynôme minimal de a: sur 'Z est unitaire, ce qui revient à dire que le 

polynôme irréductible de a: sur ~ est à coefficients entiers rationnels. 

(ii) Il existe un polynôme unitaire (non nul) Q ( ~[X] tel que Q(a:) =O. 

(iii) Il existe un sous-:1---module JvI f O de ~ , de type fini, tel que a:M c M • 

On dit alors que a: est entier algébrique (sur ~). La condition (iii) montre 

que l'ensemble des entiers algébriques forme un sous-anneau de ~. L'intersection de 

cet anneau avec une extension finie K de ~ (c'est-à-dire ]11_ corps de nombres) est 

1 1 anneau des entiers de K • 

Soit a (~;l'ensemble 

ÀO: est entier algébrique} 

est un idéal non nul de ~; un élément positif de cet ensemble est appelé l!d1, dénomi-

nateur de a:, et le générateur positif de cet idéal est appelé le dénominateur de a:; 

on le note 

Pour voir que l'idéal 

la forme 

D 
a 

d(a:) • 

est non nul, on écrit le polynôme minimal de 

C 
n X

n 
+. • .+ C 

0 

(X sous 

et on constate que c est un dénominateur de 
n 

a, puisque c a vérifie la condi­
n 

tion (ii) précédente, avec 

( ) n n-1 n-2 
Q X = X + c X + c c X + ••• + c n-1 n-1 n o 

n-1 
C 
n 

On. peut remarquer que c n'est pas obligatoirement k dénominateur de 
n 

dérer le polynôme 

a (consi-



2 
4X + 2X + 1 

par exemple )o 

Soit K un sous-corps de œ, et soit a un nombre complexe algébrique sur K; 

notons 

( ) n n-1 
PX = X + a X + ••• + a 

n-1 o 

le polynôme irréductible de a sur K, et 

les n racines complexes de P (avec a
1 

= a). Ces racines sont deux à deux dis-

tinctes (car, pour tout j = 1, ••• ,n, P est le polynôme irréductible de 

K, donc a. 
J 

n'est pas racine de la dérivée ·pr de 

n 
P(X) = Il 

j=1 
(x-a. ). 

J 

p), et on a 

a. 
J 

On dit que a
1

, ••• ,an sont~ conjugués de a .ê.lll'.. K. Il existe alors n 

K-isomorphismes L = K(a) dans œ, déterminés par 

(où 

a.(a) = a. 
J J 

On définit la norme de a .ê1E. K par 

a = P(o)). Remarquons que la norme d 1un nombre algébrique non nul est non 
0 

nulle, et que la norme sur ~ d 1un entier algébrique est un entier rationnel. 

Quand K = ~ et a€~, on note 

1;1 = max 
1~j.(n 

la. 1 
J 

on définit la taille ( 11size 11
) s(a) de a par 

sur 
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(1.2.2) s(o:) = max(Loglal, Log d(a)). 

Rappelons que d(a) désigne le dénominateur de a, c•est-à-dire le plus petit des 

entiers rationnels d > O tels que d.o: soit entier algébrique, 

La propriété fondamentale de la taille est la suivante 

( 1.2.3) ~ a ~ E.:!!. nombre algébrigue de degré inférieur .2.3:l. égal à n , $1 §;_ 

-2 n s(a) ~ Loglo:I • 

Pour cela, on remarque que la norme 

n 
TI d(a).a. 

J j=1 

sur ~ de d(a).a est un entier rationnel non nul, donc que 

n 
Il d(o:).la.l ~ 1 

. 1 ' J J= 

On en déduit 

d'où la relation (1.2.3). 

Dans le calcul de la taille de certains nombres algébriques, nous aurons à utiliser 

les propriétés (évidentes) suivantes : 

; la.7xt = a. lai 

; laml =· lalm 

pour a , ~ € (Q , et a , m € ~î • 



î.7 

+ ••• + s(a) 
m 

Si, de plus, a
1

, ••• ,am sont entiers algébriques, on a 

s(a
1
+~ •• +am) ~ max s(~) + Log m. 

1~h~m 

Remarque. La taille de O r . 1 a pas été définie. On laisse au lecteur le soin d'examiner 

ce que deviennent les différentes relations concernant la fonction s lorsque cer-

tains des nombres algébriques incriminés s'annulent. Un abus de notation commode est 

le suivant au lieu d'éc!:'.ire 

a f 0 ou s(a) .<. A , 

on écrit simplement 

s(a) <.A. 

Les nombres algébriques dont nous aurons à calculer la taille seront donnés 

comme valeurs de polynômes à coefficients entiers rationnels en des points algébri-

ques. Pour cette raison nous introduisons les notions de hauteur et de taille pour 

des polynômes. 

Soit p E it[x
1

, ••• ,xq] un polynôme non nul en q variables à coefficients com­

plexes. On note 

le degré de p par rapport à X. , et 
J. 

deg P 
X. 

J. 

H(P) 



la hauteur de P , c'est-à-dire le maximum valeurs absolues des coefficients de P. 

Maintenant, si P € ~[x
1

, ••• ,Xq] a ses coefficients entiers algébriques, on~ 

le maximum des valeurs absolues des conjugués des coefficients de p, et on définit 

la taille de P par 

t(p) = max{Log IPI , max 1 + degX.P}. 
1<i<q :i. 

On déduit alors facilement des propriétés de la fonction s le résultat suivant. 

polyn8m~, ~ degré inférieur sm, égal à ri 

p est _1fil. nombre algébrique, 

2.§i J:fil. dénominateur de p , tl .2.E:. §:. 

q 
s(p), Log H(P) + L (r. s(œ.) + Log(r.+1)). 

i=f J. J. J. 

Pour raffiner un peu quelques inégalités, nous utiliserons également la norme 

pour 

r r 
1 q "'1 

r(x1,···,x) = L ... L p("-1,···,x )x1 
q À. ==0 À. =◊ q 

1 q 

on définit 



On a donc (Parseval) : 

(1.2.6) 

où H est l'hypercube q_ 

On a de manière évidente 

(1.2.1) 

et 

(1.2.s) 

§1.3 Un lemme de Siegel pour les corps de nombres 

Les démonstrations de transcendance q_ue nous allons étudier débutent toutes par 

la construction d'une fonction auxiliaire. cette construction repose sur la possibi-

lité de résoudre un système d 1 éq_uations linéaires homogènes. Pour des raisons évi-

dentes de dimension d'espaces vectoriels, il est immédiat qu'un système d'équations 

linéa.Lres homogène à coefficients dans un corps K possède au moins une solution non 

triviale dans K, dès que le nombre m d'équations est inférieur (strictement) au 

nombre n d'inconnues. Mais, de plus, on cherche une solution qui ne soit pas trop 

~rande. Ceci est permis par un lemme de Siegel, dont la démonstration repose sur le 

principe~ tiroirs de Dirichlet 

E à n éléments dans un ensemble 

si ~ : E - F est une application d'un ensemble 

F = F. , et si 
J 

m < n, alors l'un au moins 
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des ensembles F 1 '• •• ,Fm contient les images par cp de deux éléments distincts de 

E. Il revient au même de dire, plus simplement, qu'une application d'un ensemble à 

n éléments dans un ensemble à m éléments n'est pas injective si m < n. 

Lemme. 1. 3.1. Soit K ]11. _çorJ;s de nombres, de degri ô .êJ:ll: ~ • Soient a .. 
1,J 

( 1 < i < n , 1 < j < m) des éléments de K entiers .ê.3:ll: Z • Soient a
1

, ••• , a
6 

les 

différents isomorphismes de K dans œ , tl soit A .lill. entier rationnel vérifiant 

A) max 
1(:j(:m 
1<h<ô 

Si .Q,g_ .§:. n > ôm , alors le système 

n 

n 
C l~(a .. )1. . n 1,J 
1=1 

C 
i=1 

a .. 
J.' J 

X. = Ü 
1 

( 1 < j -' m) , 

admet~ solution Q2Q_ triviale (x
1

,. 0 .,xn) E Zn, vérifiant 

mô 

1 1 ( )n-mô 
max x. < 1(2.A • 

. 1 
1<1~n 

Remarque. Pour résoudre un système 

n 

G 
1=1 

a .. X. 
1,J 1 

à coefficients dans K, on se ramène au cas où les a .. 
1, J 

sont entiers sur 

multipliant la j-ième équation par un dénominateur commun 

a
1 

., ••• ,a .• 
,J n, J 

Il suffit alors que l'on remplace A par 

A d .• 
J 

d. de 
J 

:l en 

Avant de démontrer le lemme 1.3.1, nous commençons par résoudre un système d'inéqua-

tions linéaires. 



1 • 11 

Lemme 1. 3.2. Soient u. . ( 1 ~ i ~ v , 1 ~ j < µ) des nombres réels soit. U .1ill. 
i, J 

nombre entier vérifiant 

U ~ max 
1<'.'.j-'µ 

V 

[: lu. -1, . l,J 
l=1 

tl soient X et ,e de~ nombres entiers positifs tels que 

Alors il existe ~ éléments de ~ , rn ~ nuls, tels que 

et 

max ji;il ~ X 
1"i"v 

Démonstration du lemme 1.3.2 

Pour 

Considérons l'application ~ de l'ensemble 

1 ~ j" µ, on note 

V 

î) · =Cu. · i;i 
J i=1 l, J 

-V. 
J 

(resp. W.) 
J 

( 1 ~ j " µ). 

la somrne des éléments négatifs (resp. 

positifs) de l'ensemble 

On aura donc 

V.+W.-'U 
J J 

u
1 

. , ••• , u . • 
'J v, J 

pour tout j = 1 , ••• ,µ. 
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appartient à l'ensemble 

On partage chacun des intervalles [-v .X, W .X] en J, intervalles (de longueur<. n:), 
J J ,., 

ce q_ui fait que E est p<i,rtagé en J,µ sous ensembles Ek (1 <, k-' J,µ). La condi-

tion 

permet d'appliquer le principe des tiroirs il existe deux éléments distincts 

** et t de W(v,X), dont les images par ~ appartiennent au même sous-ensemble Ek 

de E. Notons t la différence et n l'image ~(t). On aura 

t = (t , ••• , t ) =) 0 , avec 
1 V 

et 

, avec max ln-1 < u~, 
. / J ,., 

1<J~µ 

d'où le lemme 1 • 3. 2 • 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme 1.3.1. 

Numérotons les différents plongements a
1

, ••• ,a
0 

de K dans ~, de telle manière 

que l'on ait 

°ii. ( K) C R pour 

et 

ar+s+k = ar+k ( conjugué complexe de cr k) pour 1 ~ k~ s. r+ ~ ~ , 

où r et s sont deux entiers vérifiant ô ~ r+2s. On définit des applications 
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pour 

pour r+1 (. h .(. r+s 

pour r+s+1, h (. 6 = r+2s. 

Choisissons deux entiers X et t: 

mo 

X= [(V2 A)n-mo] , et 

t = 1 + [ "\12 AX] 

où [ ] désigne la partie entière, de telle manière que l 1 on ait 

mô 

X < (V2 Af-mo , 

et 

donc (puisque A> 1) , 

Le lemme 1.3.1 (avec v = n, µ = mo, U = A) montre qu'il existe des entiers ra-

tionnels x , ••• ,x , non tous nuls, vérifiant 
1 n 

et 

On en déduit 

mô 

1 x. 1 -' (V2 At-mo , 
J. 

n 

max IL ~h(a. . )x. 1 (. [f2 J • 
. i , J i 1 + 2 AX 

1(.h(.ô J.=1 
1(.j(.m 

max 
1 (.h(.r 
1.(j.(m 

n 

1~~(a .. )x.l.( [JAJ' ~ n i,J i 1+ 2 X 



et 

d'où 
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n 

max IS C\i(ai,j)xil 
r+1(h"ô 1=1 

1~j~m 

1(2 AX 
-' 1 +[12 AXJ ' 

])ans cette dernière inégalité, le membre de gauche est un entier rationnel, et Je 

membre de droite est majoré (puisque s" Î) par 

D'où 

n 

C 
i=1 

( "\f'2 AX )ô 
1+(12 AX] < 1 • 

a .. X. = 0 
1,J 1 

pour 

§1.4 Extensions transcendantes 

Soient K un corps et A un anneau contenant K. On dit que des éléments 

x
1

, ••• ,xn de A forment~ partie de A algébriquement libre~ K (ou bien que 

x , .•• ,x sont algébriquement indépendants~ K) si l'homomorphisme canonique 
1 n 

(de l'anneau des polynômes sur K à n indéterminées, sur le sous-anneau de A en-

gendré par x , ••• ,x ), qui est l'identité sur 
1 n 

(1 ~ i ~ n), est un isomorphisme. 

Dans ces conditions, tout sous-ensemble de 

K · et qui envoie X. 
1 

sur x. 
1 

{x , ••• ,x J forme une partie algé-
1 n 

briquement libre de A sur K; en particulier, chacun des éléments x , ••• ,x est. 
1 n 

transcendant sur Ko Deux éléments sont algébriquement indépendants sur K 
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si et seulement si est transcendant sur K et est transcendant sur 

Inversement, si l'homomorphisme ~ n'est pas injectif, c'est-à-dire s'il existe 

un polynôme non nul 

tel que 

alors on dit que x
1

, ••• ,xn sont algébriquement dépendants sur K. 

Une partie E (finie ou non) de A est algébriquement 1.ili~ sur K si toute 

partie finie de E est algébriquement libre sur K. 

Soit L une extension d'un corps K; une partie B de L est une base de 

transcendance de L .êJfl: K si B vérifie 1 1une des trois propriétés équivalentes 

suivantes. 

(i) B est une partie maximale algébriquement libre de L sur K. 

(ii) B est une partie algébriquement libre de L sur K, et L est une extension 

algébrique de K(B). 

(iii)B est une -partie minimale de L telle que L soit une extension algébrique de 

K(B). 

Toute extension L de K admet des bases de transcendance, et deux telles 

bases sont équipotentes si L admet une base de transcendance finie, le nombre 

n ~ O d I éléments de cette base est appelé degré de transcendance de L ~ K ( ou 

dimension algébrique de L ~ K) et noté 
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Ainsi une extension de type fini a un degré de transcendance fini. On remarque que, 

si Kc L c M sont trois corps, alors on a 

dès que l'un des deux membres a un sens. 

Notons qu'une extension de K est algébrique si et seulement si elle a un degré 

de transcendance nul sur K. 

Deux exemples d'extensions transcendantes seront utilisés. Le premier est K==©,, 

L == œ ; on dit que des nombres complexes sont algébriquement indépendants s I ils sont 

algébriq_uement indépendants sur ©, (ou sur ©,, cela revient au même). Le deuxième 

exemple utilise comme corps L le corps des fonctions méromorphes sur un ouvert con-

nexe U de œ; on définit une injection 

(CCL 

en faisant correspondre à a€ il; l'application constante z H> a de U dans il;. 

Soit 

f u -'> (C 
0 

l'application identité f (z) 
0 

z pour tout z € U, et soit 

K = œ(f ) 
0 

(que l'on écrit quelquefois K = (C(z)). On dit qu'une fonction méromorphe f 

est algébrique (resp~ transcendante) si f est un élément de L algébrique sur K 

(resp. transcendant sur K), c'est-à-dire s'il existe (resp. s'il n'existe pas) un 

P(z,f(z)) == 0 pour tout z € u • 
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Par exemple, pour des raisons évidentes de périodicité, une fonction exponen-

tielle 

z ....... exp(,ez) 

(où ,e Et , ,e 1 o) est transcendante. Plus gé~éralement, on a le résultat suivant. 

Lemme 1.4.1. Soient b
1 

, ••• ,bh des nombres complexes. ~es fonctions entières 

b1z bhz 
z,e , ••• ,e 

sont algébriquement indépendantes~ (!; si et seulement si les nombres 

sont ~-linéairement indépendants. 

Démonstration du lemme 1.4.1 

Il est clair qu'une relation 

où À. E Z , ( 1 < j ,< h) , 
.7 

entraîne 

1 pour tout z E 4; • 

Supposons maintenant les nombres b
1

, ••• ,bh ~-linéairement indépendants, et 

soit 

un polynôme non nul. Il s'agit de démontrer que la fonction entière 

F 
b z bhz 

z ....... p(z,e 1 , ••• ,e ) 

n'est pas la fonction nulle. 
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Ecrivons le polynôme P sous la forme 

ainsi 

ou' on a noté (~) - (~ À_) 
t\ - t\ o' • . • ' .. h • 

Les nombres 

sont deux à deux distincts écrivons les 

avec q = (0
1

+1) ••• (0
1
+1). On peut écrire alors la fonction F sous la forme 

p q 
F(z) =CL 

i=1 j=1 

w.z 
zi-1 e J a .. 

l,J 

où p = o +1 , et a. . ( 1 ~ i .(. p , 1 ~ j ~ q) sont dès rnombres complexes non tous 
0 l,J 

nuls (car P f o). Il nous reste donc à démontrer le résultat suivant 

(1.4.2) Soient soient des 

nombres complexes deux à deux distincts. Alors la fonction .2ntière 

F 

n'est pas identiquement nulle. 

On démontre (1.4.2) par récurrence sur q; le cas q = 1 est immédiat sup-

posons q > 1 , et notons pi le degré du polynôme P. 
l 

( 1 ~ i ~ q). On remarque 

qu'il existe des polynômes Q
1

, ••• ,Qq_
1 

de t[X], de degré p
1

, ••• ,pq_
1 

respecti-

vement, tels que 
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p +1 
d q -w z q-1 

e q F(z) = C Q.(z) 
p +1 J 

dz q j=î 

D'après l'hypothèse de récurrence, le membre de droite n'est pas identiquement nul, 

donc F / 0 • 

§1.5 Généralités ill?L ~ -:onctions corrmlexes 

Soient f et g deux f.onctions réelles de variable 1'.'€olle. On~ 

f(x) « g(x) pour x...,. +oo, 

ou, plus simplement, 

f << g ' 

s•il existe deux nombres réels positifs A et C tels que 

x > A > f(x) ~ C.g(x) 

soient p un réel positif et f une fonction entière ( c 1 est-à-dire une appli-

éga;!._ à p si 

Log lflR = Log sup lf(z)I << Rp 
lzl=R 

de deux fonctions entières d'ordre inférieur ou égal à p. 

pour R...,. +oo. 

Exemples. Une fràction rationnelle est d'ordre inférieur ou égal à p quel que soit 

p >O. Les fonctions sinus, cosinus, exponentielles sont d 1 ordre inférieur ou égal 

à 1. Si n € 'Z, n > O, la fonction z...., exp(zn) est d1 ordre inférieur ou égal à n. 

Si f est une fonction paire (f(~z) == f(z) pour tout z C 11;) d'ordre inférieur 
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ou égal à p, alors f(fz) est d'ordre inférieur ou égal à 't . Enfin la fonction 

z· ...... exp(exp z) 

n'est pas d'ordre fini. 

Principe du maximum; lemme de Schwarz. 

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque fermé 

{z E ID; lzl < R} • Le principe du maximum s'énonce alors (sous une forme faible, la 

seule que nous aurons à utiliser) : 

sup lf(z)I == sup !f(z)I 
lzj.{.R lzl==R 

déf. 

Dans chacune des démonstrations de transcendance, nous utiliserons le principe 

du maximum pour majorer, sur un disque lzl ~-r, une fonction f holomorphe sur un 

ouvert contenant un disque lzl ~ R, avec O < r < R, lorsque la fonction f pos-

sède de nombreux zéros sur le disque lzl ~ r. 

Le cas le plus simple est le lemme de Schwarz 

(1.5.2) Si f est~ fonction holomorphe dans illl ouvert contenant illl disque 

lzl ~ R, telle que f(ü) == 0, alors, pour tout z E ID , lzl .{. R, on.§. 

La démonstration du lemme de Schwarz est un exemple typique de celles que nous 

aurons à effectuer. Le développement de Taylor à l'origine de la fonction f s'écrit 

f(z) n 
+ .•• + a z +... , n 

puisque f(o) ==O. Soit g la fonction définie par 

+ ••• + a z n 
n-1 

+ ••• 
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g est holomorphG dans un ouvert contenant lzl ~ R , et f(z)-= z.g(z) dsns cet 

ouvert. D'après le principe du maximum, on a 

pour tout z € C, lzl ~ R, 

donc 

pour tout z € C, lzl ~ R. 

zéros -9&. fonctions entières 

L'analyticité des fonctions holomorphes permet de montrer facilement qu 1~ 

fonction holomorphe rn nulle ~ .lill. ouvert connexe U & ~ zéros isolés. 

En effet, soit z € U, et soit ~ le pluR ~rand disque ouvert de centre 
0 

z 
0 

inclus dans U. Dans ô, f est égale à la somme de sa série de Taylor calculée en 

z 
0 

. .. 

f(:z) = ~ a (z-z )n • 
~ n o 
n)O 

Si f n'est pas la fonction nulle dans U, alors (en vertu de la connexité de 

u), f n'est pas la fonction nulle dans ~, donc les nombres 

pas tous nuls. Soit 

h = inf {n ) 0 

La fonction 

est holomorphe dans ~, donc continue en 

; a/. o}. n 

z , et 
0 

pour tout z € ô. 

a , (n ) 0) 
n 

ne sont 
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z dans b tel que 
0 

pour tout z E Y, 

car ah= g(z
0

) f O. Dans l'ouvert V , la fonction f admet au plus un zéro ( z ) • 
0 

Notons en passant le résultat suivant si f est~ fonction holomorphe rn 

null(l. dans .:ill!. ouvert connexe U , pour tout z E U il existe .:ill!. entier n 4 O tel 
0 

Nous aurons besoin de renseignements plus précis sur les zéros de fonctions en-

tières. Nous utiliserons ,pour cela la formule de Jensen soit f une fonction holo-

morphe non nulle dans un disque ouvert de centre O et de rayon R >O. Soit r un 

nombre réel, O < r < R, soient les zéros non nuls de f (comptés avec 

leur ordre de multiplicité) dans le disque lzl ~ r, et soit 

le premier terme non nul du développement de Taylor de f à l'origine. Alors on a 

Pour démontrer la relation (1.5.3), on remarque que la fonction 

G(z) 

est holomorphe dans le disque lzl < R, et sans zéros dans le disque lzl ~ r. Donc 

la fonction Log! G(z) 1 est harmonique dans un disque I z 1 < r+c: (avec E > o), et 

par conséquent 

Or 
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o <. e <. 21t , 

et 

G(ü) 

d'où le résultat. Pour plus de détails, voir par exemple [Rudin, théorème 1s-1s]. 

La formule de Jensen montre q_ue, si f est .l!ll§.. fonction entière _gQg_ nulle 

d'ordre inférieur .slli:.. égal à p , alors ]& nombre n(f ,R) de zéros de f dans le 

disque lzl < R vérifie 

pour R - + oo 

Une conséquence qui nous sera très utile est la suivante si f est .l!ll§.. fonc-

tion méromorphe rl22l nulle d I ordre inférieur .slli:,_ égal_ à P ' 
et si x 
-- 1 

nombres complexes ~-linéairement indépendants,~ n > p, alors l'un .filJ.. moins 

des nombres 

f(k X + ••• + k X) 
1 1 n n 

k. E Z, k. ) 1 (1 'i .(. n) 
l l 

est QQD. nul. 

Nous allons démontrer u..n. résultat plus précis q_ue ( 1.5.4). 

(1.5.5) soit f ~ fonction entière non nulle, et soit A> 1 • Pour R > O réel • 

.2.!l note n(f ,R) ]& nombre de zéros de f (comptés ~ leur_ ordre de multiplicité) 

dans le disque lzl < R. Alors .Q!l~ 

n(f,R) << Log!f!AR pour R - +oo. 

Notons a1,••e,ap, .•• les zéros non nuls de f, avec la 1 ~ la 1 1 p p+ 
pour toµ.t 

p ~ 1 • Si ces zéros sont en nombre fini, le résultat est trivial. 
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Soit p * un entier, tel que la 1 < la 
1
1 , et soit r un nombre réel, 

p p+ 

la l < r {. la 1 • D'après la formule ( 1.5.3) de Jensen, on a: p " p+1. 

f(k)(o) 
où c - --- est le coefficient du premier terme non nul de la série de Taylor k - k! 

de f en O. Or on a 

D'autre part, la croissance de la fonction x r-> n(f,x) , et l'inégalité 

n(f,x) ~ k pour tout x ~ O 

montrent que l'on a 

On en déduit, en choisissant r = ~R 

ce qui démontre (1.5.5), donc aussi (1.5.4). 

Enfin, nous dirons qutun nombre complexe ,e est un logarithme d'un nombre a 

si e 1 =a. En particulier, un nombre ,e est un logarithme d'un nombre algébrique 

si e 1 € i; ainsi, le nombre i% est un logarithme d'un nombre algébrique. 

Si x est un nombre réel positif, on notera Log x le logarithme népérien de x. 
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§1.6 Références 

Les résultats présentés dans ce chapitre 1 sont à peu près tous très classiques. 

De plus amples renseignements (avec démonstrations) sur la théorie des corps pour-

ront être obtenus en consultant [Lang, A.] par exemple. La notion de 11taille 11 que 

nous avons donnée est celle de 11size 11 dans [Lang, T.] ; elle n'est pas universelle-

ment adoptée, et d'autres définitions sont légitimes (les exercices 1.2.a à 1.2.c 

proposent quelques comparaisons entre différentes notations). 

Il existe de nombreuses variantes du lemme de Siegel; les premières ont été ob-

tenues par Dirichlet dans l'étude d'approximations de nombres algébriques [Schmidt, 

1971] ; mentionnons également un théorème de Kronecker sur les approximations dio-

phantiennes [Rille, 1948, lemme 2] l'énoncé 1.3.1 est dû à Maurice Mignotte. Nous 

établirons plus loin (lemme 4.3.1) un lemme de Siegel pour les extensions de Q de 

type fini. 

Le lemme 1.4.1 sera considérablement amélioré au chapitre 6 mais, pour le dé-

but, ce résultat grossier sera suïfisant. 

La définition de l' 11ordre 11 d'une fonction, telle qu'elle est donnée au §1.5, ne 

coïncide pas avec la notion classique (2.3.1) des livres de théorie des fonctions 

analytiques, par exemple [Rudin 

les notations de [Lang, T]. 

] (il manque un c). Ici encore, nous avons suivi 

Le chapitre 1 ne prétend pas contenir tous les résultats utilisés dans la suite, 

mais seulement les principaux; par exemple nous n'hésiterons pas à utiliser, sans 

les démontrer, les propriétés du résultant de deux polynômes (au chapitre 5). 



Exercice 1.2.a 

Soit 

m 
1 

P=L 
À =0 

1 
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EXERCICES 

m 
q_ "-1 "-q L P ( "-

1 
, ••• , "- ) x ••• x E Q; [ x

1 
, ••• , xq] 

À,=Ü q 1 q 
q 

un polynôme en q variables à coefficients complexes. On définit la hauteur de P px 

la longueu~ de P par 

la norme euclidienne de P par 

et la mesure de P par 

M(P) 

avec M(o) = 0. 

= exp J 
H q 

2i'JRl 
Log!P(e 1 

Vérifier les inégalités suivantes 

' • • • 'e 

m +o •• +m 
M(P)' L(P) ( 2 1 q M(P) 

-(m + ••• +m -v) 
2 1 q H(P) ( M(P) ( IIPII , 

où v est le nombre d'inconnues x
1

, ••• ,X , qui interviennent avec un degré~ 1 . q 

dans P • [Mahler, 1961]. 
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Exercice 1. 2. b • Soit a un nombre algébrique, et soit P € z[xJ le polynôme mini-

mal de o: sur 'Z 

n 
P(x) =La. xj , n = [~(o:): ~] • 

j=O J 

On note les racines de P, c'est-à-dire les conjugués de 

(avec o:
1 

= o: par exemple). On définit la hauteur de a par 

la longueur de a par 

H(a) = H(P) = · max 
0-('.j<n 

n 

1 a -1· , J . 

L(o:)=L(P)=Lla.l, 
. 0 J J= 

la norme euclidienne de a par 

la mesure de a par 

et la taille du polynôme minimal de o: par 

Rappelons que l'on note 

1. Vérifier la relation 

0(0:) = t(p) = max(LogH(a),n+1 ). 

1;1· = max 
1~i<n 

1 a -1 • J. . 

-pour tout a € in • 

En déduire, pour a 10, 

a sur Q 
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[Cijsouw, 1972, lernmest.2 et 1.3]. 

2. Vérifier l'inégalité 

pour tout nombre algébrique a de degré(. n 

[Schneider, T., lemme 4] ; [Ramachandra, 1967, lemme 1] [Cijsouw, 1972, lemme 1.4]. 

3. Quelles inégalités lient les nombres 

(Utiliser l'e~ercice 1.2.a). 

4. Ecrire l'inégalité (1.2.3) en remplaçant la fonction s successivement par les 

fonctions 

H , L , 11.11 , M et a • 

5. Vérifier l'égalité 

n 
M(a) = !anl• TI ma.x:(1,l~I) 

h=1 

[Mahler, 1960]. 
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Exercice 1.2.c 

1) Montrer que, si P et Q appartiennent à ~[X] , on a 

et 

[Mahler, 1969]. 

2) Soient a et ~ deux nombres algébriques non nuls de degré n et m res-

pectivement. Vérifier 

[Feldman, 1968a, lemme 3]. 

( -1) n.m m( ) n( ) La.~ < 2 .L a .L ~ • 

En déduire des majorations de 

en fonction de f(a), f(~) , n =[~(a):~] et m = [~(~): ~] , pour chacune des 

fonctions f de 1 t exercice 1 • 2. b : 

H , L , 11.11, M et a • 



Exercice 1.2.d. Soient 

pectivement. On note 

1.30 

a , •• 0 ,a des nombres algébriques de degré 
1 q 

un polynôme de degré inférieur ou égal à N. 
l 

X. ( 1 ~ i ~ q). Montrer que, si 
J. 

alors on a 
dN. 

J. 

1 ( ) 1 ( ) 1-d q 11 rvi 11-ëÇ P a
1 

, ••• ,aq > L P • TI ~ 
i=1 

(utiliser l'exercice 4.2.d et consulter [Feldman, 1968b, lemme 2]). 

d , ••• , d res-
1 q 

par rapport à 

En déduire une minoration de la-~! (quand a et ~ sont deux nombres algé-

briques distincts) en fonction de 

[Feldman et Shidlowskii, 1966, (1.9)]. 



Exercice 1.3.a. Soient u . . 
J.' J 

( 1 (_ i (. V , 1 ~ j ~ µ) des nombres réels, et soient 

u
1

, ••• ,Uµ des entiers rationnels positifs, tels que 

V 

u. ~z:= lu. -1 
J i=1 1

' J 
pour 1 ~ j (. µ • 

Soient 

Montrer qu'il existe des éléments de z, non tous nuls, tels que 

et 



Exercice 1.3.b. Soient 

1 ~ j (_ m, notons K. 
J 

nombres 

et 

a .. 
1,J 

des nombres algébriques. Pour 

le sous-corps de (I; obtenu en adjoignant à ~ les n 

a
1 

. , ••• , a . , 
'J n, J 

le degré de Kj. Soient A
1

, ••• ,Am des entiers positifs vérifiant 

où 

A.) 
J 

sont les différents plongements de K. 
J 

pour 

dans (1 (_ j, m). On suppose 

Montrer qu'il existe des entiers rationnels non tous~nuls 

vérifiant 

et 

X , • • • ,x 
1 n 

n 
La . . x. = 0 pour 1 ~ j ~ m, 
i=1 J.,J 1 

lx. 1 
J. 

Montrer ensuite qu'on peut remplacer par dans cette dernière inégalité, dans 

le cas particulier où les corps K , ••• ,K sont totalement réels (c'est-à-dire 
oA j ) ( K } c IR. pour 1 , h ~ ô j , 1 

1 
(_ j <: r1J1). 
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Exercice 1.3.c. Soit K un corps de nombres. Montrer qutil existe une constante 

CK > O ayan t la propriété suivante. Soient a .. 
J.' J 

ments de K entiers sur ·';l, avec m > n. Pour 1 ~ j ~ m, soit 

A.= 
J 

max 
1~i~n 

s(a .. ). 
J.,J 

des élé-

Alors il existe des éléments de K , entiers sur 'Z , non tous 

nuls, et tels que 

n 

C 
i=1 

a .. X. 
J.,J J. 

0 pour 

et 

s (x.) ~ 
J. n-m 

(Indications utiliser le fait que l'ann eau des entiers de K est un Z-module de 

type fini et de rang [K : ~] écrire les inconnues x , ••• ,x dans une base d'en-
1 n 

tiers de K 

w , ••• ,w~, 
· 1 · u 

et appliquer l'exercice précédent pour ca lculer 

max s(wh) ). 
1-'h-'ô 

C en fonction de 
K 

ô et de 



Exercice 1.3.d. Soient u ' ••• 'u o m 
des nombres réels. Soit H un nombre entier posi-

tif. Montrer q_u'il existe des entiers rationnels ~ , ••• ,~ , non tous nuls, tels que 
o m 

et 

lu~ + ••• + u ~ 1 ~ (lu 1 + ••• + lu l).H-m • o o m m o m 

(Indication utiliser le lemme 1.3.2 avec 

µ = 1 v = m+ 1 ; u . 
1 

= u. , ( 1 <'. i ~ m+ 1 ) , 
i, J.-1 

et choisir pour t le plus grand entier strictement inférieur à 

On pourra ainsi majorer H 
t 

-m) par H • 

Exercice 1.3.e. Soient u un nombre réel, et Q > O un entier rationnel. Montrer 

qu'il existe p € IQ 
q 

tel que 

0 < q < Q 

(théorème de Dirichlet voir par exemple [Feldman et Shidlovsld.i, 1966, (1.5)]). 



Exercice 1.,3.f. Soient u , ••• ,u des nombres complexes., 
o m H un entier positif. 

Montrer qu'il existe des entiers rationnels 1; ,.e .. ,ç;. 1 non tous nuls, tels que 
o · m 

et 

(Indication: les cas m = O et m = 1 sont triviaux; si m '.) 2 , utiliser le 

lemme 1. 3.2 avec 

µ = 2 ; v = m+ 1 ; u. 
1 

= Re ( u. 
1 

) , u . 
2 

= J m (u: ) , 1 ~ i -' v) • 
1, 1- 1, J.•~1 

En déduire le résultat suivant: si sont nombres complexes, et 

si N
1

, ••• ,Nq, R sont des nombres entiers positifs, ex:iste un polynôme non nul 

P € z[x
1

, ••• ,xq] , de degré inférieur ou égal à Nh par nqiport à ¾ ( 1 , h , q) 

et de hauteur inférieure ou égale à H, tel que 

où 

q 
M = Il ( 1+Nk) 

k=1 

et 

( Remarquer que M < /f 1 + • • • +N q) • Comment peut-on améliorer ce ré su1 ta t quand tous 

lès nombres xk ( 1 ~ k ~ r) sont réels ? (utiliser l'exercice 1.3od). 



Exercice 1.3.g. Nontrer qu'un nombre complexe 0 est transcendant si et seulement si 

pour tout réel w > O, il existe un entier n > 0 tel que l'inégalité 

ait une infinité de solutions (x , ••• ,x) € ;i1+1 
o n 

(Indication: utiliser les exercices ,.2.d et 1.3.f) [Mahler, 1969]. 



Exercice 1.4.a. Soient (P , ••• , r des fonctions elliptiques de Weierstrass 
1 m 

on 

note (w~j),w~j)) un couple de périodes fondamentales de 

a) Montrer que 'f 
1 

et sont algébriquement dépendantes (sur c) si et 

seulement si il existe une matrice M carré 2 x2 telle que 

b) Montrer que les fonctions 

sont algébriquement indépendantes si et seulement si les deux fonctions 

le sont. 

, ... ' c) Si :en 
w2 

R-espace vectoriel de 

1 -W sont ~linéairement indépendants engendrent un 
w 

m 

dimension 1, montrer que les fonctions 

sont algébriquement indépendantes 

[Ramachandra, 1967, lemme 7]. 

d) Soit , la fonction zêta de Weierstrass associée à une fonction elliptique 

f, et soient a, b deux nombres complexes, (a, b) :} (o,o). nontrer que les deux 

fonctions 

f(z) , az + bç(z) 

sont algébriquement indépendantes 

(Utiliser la relation de Legendre w ~ - w ~ = 2in) 1 ''2 2 ''1 [Schneider, T, p.60]. 



f ' ••• ,f 1 n 

que les fonctions entières 

des fonctions entières de 

'·• • • 'e 

f 
n 

dans {!. Nontrer 

sont algébriquement j_ndépendantes sur t(z) si et seulement si les fonctions 

sont ~-linéairement indépendantes. 

[Narasirrihan, 1971]. 

Exercice 1.4.c. Montrer que les fonctions 

et 

sont des fonctions transcendantes sur C. 

[Ham1ning, 1970]. 

t 
.::.,. dt 
t 
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Exercice 1.5.a. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert U de r, contenant 

un disque fermé !zl ~ R. On suppose qùe f admet les zéros dans le 

disque ouvert lzl < R o 

1) Etablir la majoration 

(Indication: utiliser le principe du maximum, sur le disque jzj ~ R, pour la 

fonction 
1 

2 -n R -zz. 
f(z) II J . 

~ R(z-z.) ' j=1 J 

voir [Rille, 1942, lemme 3]). 

2) Soit z € ~, lz 1 < R. Etablir la majoration 
0 0 

lf(z )1 ~ !ri . sup 
o R jzj=R 

n lz -z.
1 II --5?.._:; 

. z-z. 
l=1 l 

(Indication: utiliser le principe du maximum pour la fonction 

n 
f(z). Il 

i=1 

voir [Waldschmidt, 1973b, lemme 1]). 



Exercice 1.5.b. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert U de C contenant 

un disque fermé lzl ~ R; soit cr le nombre de zéros de f dans le disque 

lzl ~ p, avec p < R. Montrer que pour tout entier s) 0 et pour tout r 

vérifiant O < r ~ R, on a 

(Utiliser la formule intégrale de Cauchy pour obtenir 

(inégalités de Cauchy), 

puis appliquer le deuxième résultat de l'exercice précédent). 

Exercice 1.5.c. Soit f une fonction holomorphe non nulle dans un ouvert (connexe) 

contenant I zl ~ R , soit cr le nombre de zéros non nuls de f dans le disque 

lzl ~ p, et soit s le plus petit entier supérieur ou égal à O 

Etablir la majoration 

(Utiliser le principe du maximum pour la fonction 

f(z) 
s (J 

z • Il 
i=1 

(z-x.) 
1 

que 

où x , ••• ,x sont les zéros non nuls de f; voir (Waldschmidt, 1973b, lemme 1]). 
1 a 
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Exercice 1.5.d 0 Soit f une fonction entière dans ~. Soit ~ € t[X] un polynôme 

unitaire, de degré n. On note z , •.• ,z les racines distinctes de Q dans IV , et 
1 m 

k , •.• ,k leurs ordres de multiplicité respectifs; ainsi 
1 m 

m 

Q(X) = II 
j=1 

k. 
(x-z.) J • 

J 

Soit r un cercle dont ]'intérieur contient les points z ,= •• ,z ; soit z un 
1 m 

autre point de l'intérieur de r on considère m cercles r
1

, ••• ,rm, tels ~ue 

l'intérieur de rj contienne zj , mais ne contienne pas z, ni zt pour t 1 j 

(1 ~ j ~ m). Vérifier la relation 

1 1 f(ç) dç f(z) 1 ..J!!-, 
2irc fü) Ç-z = QW + 2in '7--1 

r J=1 

k .-1 ( )h 
J dh 1 Ç-z. 
L h\ h f(z.) ç-~ 
h=O . dz J r. 

J 

[Lang, T, chap.VI, lemme 6], ou [Baker, 1966, I, p.212]. 
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CHAPITRE 2 

La méthode de Schneider 

§2. 1 Une première démonstration ~ théorème de Gel I fonq,_ Schneider .fil.ll:. 

b 
dance .92. a 

transcen-

La première démonstration de transcendance que nous allons étudier est une ver-

sion simplifiée de celle qui permit, en 1932, à Schneider de résoudre le septième 

des problèmes posés par Hilbert au congrès de Paris de 1900. Nous étudierons, dans 

le chapitre suivant, la solution de Gel'fond. 

Théorème 2.1 .1. Soient ,e /= O et b t ~ ~ nombres complexes .. 1•un .ê:11. moins .§&.§.. 

trois nombres 

,e b b,e 
a = e , b , a = e 

.§.ê.i transcendant. 

On peut énoncer ce résultat sous la forme équivalente suivante : 

(2.1.2) Si ,e
1

,,e
2 

q_ont ~ l_ogarithmes de nombres algébrigues, tl 

~-linéairement indépendants, alors le nombre 

Jranscendan,i (ce qui revient à dire que ,e
1

,1,
2 

sont ~linéairement indépen­

dants). 

rr ) On déduit de 2.1.1 la transcendance de e (choisir ,e = i1t , b = -i • 
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Ponr démontrer le théorème 2.1 .1, nous suivons une méthode que Lang a utilisée [Lang, 

T., chap.II] pour démontrer un autre résultat de transcendance sur la fonction expo-

nentielle (2.2.3). 

La démonstration s'effectue par l'absurde on suppose que les trois nombres comple-

xes 

,e b,e 
b , e e 

sont algébriques, avec t f O et b irrationnel. On remarque que les deux fonctions 

tz z , e 

sont algébriquement indépendantes (grâce à la condition ,e f O et à (1.4.1)), et 

prennent des valeurs dans le corps 

K ' e 
bt) 

pour z = i + j b , ( i, j) E 7 x '.E • 

Soit ô = [K: ~] , et soit d un dénominateur commun des trois nombres 

On considère un nombre entier N suffisamment grand (c'est-à-dire minoré par 

un nombre fini d'inégalités que l'on va écrire). On pourra supposer que 
j_ 

N2 est 

entier. 

~ degré inférieur à N)/ 2 
.::J2§1:. rapport à x

1 
, de degré inférieur à 2ôN1/ 2 

.::J2§1:. 

rapport à x
2 

, et 2N3/ 2 .LogN, tel gue la fonction 



vérifie 

li' N ( i+ j b ) = 0 pour i = 1 , ••• , N et j = 1 , ••• , N • 

Pour obtenir ce résultat, on écrit le polynôme inconnu P sous la forme 

avec p~ (N) € Z, et on considère le système d'équations en P~ (N) 
,-,µ ,-,µ 

d (4o+1)N3/2.FN(1·+J·b) = 0 ' (1~i"N,1~j(.N), 

c'est-à-dire 

On obtient ainsi un système de N
2 équations à 2oN

2 inconnues, à coefficients dans 

K entiers sur Z; ces coefficients ont une taille majorée par 

grâce à (1.2.5). 

Le lemme 1.3.1 de Siegel permet de trouver des nombres entiers rationnels 

non tous nuls, vérifiant 

(remarquer que l'exposant mo d 1 t .. ' 1' ) t t 1 1· --~ u emme 1.3.1 es 1c1 ega a 1 , e es que a 
n-mu 

fonction FN vérifie 



Les conditions p .j_ 0 
N' 

et ,e -/: O montrent que la fonction FN n'est pas id.en-

tiquement nulle; or FN est une fonction entière, d'ordre inférieur ou égal à 1, 

puisque 

Comme nous l'avons vu en (1.5e4), ceci entraîne que l'un des nombres 

F (k +k b) 
N 1 2 

est non nul (on utilise ici l'hypothèse b i. ~). Par conséquent, il existe~- entier 

F (i+jb) = 0 pour 1 ~ i ~ M, 1 .(- j ~ M, 
N 

tl 

(2.1.6) Il existe ( i , j ) € Z X Z , 1 {. i ~ M+ 1 , 1 ~ j 
O 

<. M+ 1 , ~ 
0 0 0 

y = F (i +j b) 'f O. N N o o 

La suite de la démonstration consiste à majorer y = F (i +j b), puis à le rni-
N N o o 

norer, ce qui apportera la contradiction attendue. 

Vérifions, pour commencer, la majoration 

On remarque pour cela que la fonction 

N 
Il ( . ·b)-1 Z-l-J 

est entière, à cause de (2.1.5). On lui applique le principe du maximum sur le dis-

que 

On obtient 
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On majore, pour lzl = R, 

i -i+(j -j )b 
0 0 

z-i-jb 

par 

pour N (donc M) suffisamment grand. 

D'autre part, grâce à (2.1.4), on a 

dès que N est suffisamment grand. 

On obtient ainsi 

11 
2 1? 12 

Log yN ~ 2M - 4 l\lÏ Log M < - 5 M Log M , 

ce qui démontre (2 .1. 7). 

Pour minorer yN, il suffit de majorer la taille s(yN) , puis d'utiliser la 

relation (1.2.3) 

puisque yN E K avec [K: !Q] = o , et yN f. O d'après (2.1.6). 

Montrons que l'on .ê:. 

donc 
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ce qui contredira (2.1.1). 

Le calcul de la taille est très simple, grâce à (1.2.5) on constate que 

e st un· de'nominateur de v et nue 
IN '· 'i 

ce qui démontre (2.1 .8), et termine donc la démonstration d!lt théorème 2.1.1. 

On peut maintenant expliquer les .raisons du choix des deux fonctions 

exprimant le degré du polymôme PN ·· par rapport à 

et respectivement. 

Pour appliquer le lemme de Siegel, on a utilisé l'iné,galité 

La majoration de la taille de yN fait intervenir uniquement la . ciuantité 

Si les deux fonctions R
1 

et R
2 

sont monotones croissantBs, on aura 

Il est donc naturel de choisir R
1 

, R
2 

de telle P13.llière que les deux quanti tés 

aient le même ordre de grandeur. Le choix optimum ( compte hmu de l'inégalité 

serait 
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et 

où [ ] désigne la partie entière. 

Le choix g_ue nous avons fait n'est pas essentielle:nent différent, et il fournit 

des fonctions plus simples. 

Une fois choisies R
1 

et R
2

, il reste à donner une valeur au paramètre R, 

rayon du disque sur lequel on utilise le principe du maximum pour majorer yN. On 

va choisir R beaucoup plus grand que M et on majore 

par 

Si on vérifie l'inégalité 

on obtiendra 

M 
sup TI 

1 zl =R i=1 

M l(i -i)+(j -j)bl 
TI o o . 

. z-i-jb 
J=1 

(ce ~ est évidemment sans importance). 

Dans la majoration (2.1.4) de Log!FNIR, le terme principal est 

1 

2 ôN
2

1tlR ~ 

Pour obtenir le résultat, il suffit que l'on choisisse R ~ M3/ 2 ; un choix possible 

est celui que nous avons fait: 



Notons que le théorème 6.1.1 permettrait de majorer le nombre M de la démons-. 

tration précédente (qui est fonction de N) par 

mais nous ntavions pas à utiliser cette majoration ici. 

§2.2 Valeurs algébriques de fonctions entières 

Quand on examine la démonstration précédente, on constate aue l'on neut se con-

tenter d'utiliser les seules propriétés suivantes. 

Les deux fonctions f 
1 

(z) :::: z et f
2

(z) = e,ez (où ,e € f , ,R, f: o) sont en-

tières, algébriquement indépendantes sur. t, d'ordre inférieur ou égal à p
1 

, p
2 

respectivement (o < p
1 

< 1 , et ,p
2 

= 1 ). Elles prennent des valeurs dans le corps 

( ,e b,e) K = ~ e ,b,e , 

(qui est un corps de nombres par hypothèse), pour tout point z de l'ensemble 

S = {i+jb 

plus précisément, si N est un entier, pour 

on a 

et 

p 
s(f 1 (z)) < LogN + 2s(b) « N 1 , 



pour N - + oo • 

Enfin, on a 

et 

max lzl , (1+lbj)N << N, 
zESN 

Card S = N
2 

N 

(grâce à l'irrationnalité de b). 

En formalisant cette démonstration, on obtient un résultat général. 

Théo:rème 2.2.1. Soit K .ll!l, corps de nombres 

tières, algébriquement indépendantes §J2.!. ~, d'ordre inférieur~ égal à p
1

, ••• ,pd 

respectivell'.ent, ~ d ~ 2 • Soit ,e ]dl.nombre réel positif, et soit (sN) ~ 

suite de sous-ensembles finis de 

Alors ..Q,g_.§1 

f. (s ) c K , et 
1 N 

p. 
max s(f.(z)) << N 

1
, 1 ~ i ~ d 

1 
zESN 

card SN>> N,e, et max lzl << N, .pour N-+oo. 
zES n 

On obtient évidemment comme corollaire le théorème 2.1.1 de Gel 1fond Schneider 

d'autre part on déduit du théorème 2.2.1 le 

~-linéairement indépendants. Alors l 1un lill. moins des six nombres 

est transcendant. 

exp(a. b.) 
1 J 

(i ·= 1, 2 j = 1,2,3), 
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Pour démontrer le corollaire 2.2.3, on peut 

- soit utiliser les deux fonctions 

avec 

et 

f 
1 

(z) = e 

a z 
1 

S = {ib +jb +kb , 1 ~ i ~ N , 1 ~ j ~ N , 1 <. k ' N} 
N 1 2 3 

- soit utiliser les trois fonctions 

avec 

et 

f (z) 
1 

= e 
b z 

1 

Le corollaire 2.2.3 peut s'énoncer sous la forme équivalente suivante : 

(2.2.4) si ,e
1 

, ,e
2

, ,e
3

, ,e~ , ,e~, ,e3 sont des logarithmes non nuls de nombres algé-

briques, et si 

alors t
1 

, ,e
2 

, ,e
3 

sont ~linéairement dépendants. 
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Démonstration du théorème 2.2.1 

Montrons déjà qutil suffit d'établir le résultat dans le cas 

Supposons par exemple que Iton ait 

p1+ ... +pd+,e 

Pd) d ' 

é' est-à-dire 

P1+• • .+pd-1+,e 
Pa > d-1 • 

Si la conclusion du théorème était fausse, on aurait 

donc 

d'où 

ce qui entraine d > 2 et 

+ 
P1 +. • .+pd-1 +,e 

(d-1 )
2 

Ainsi il suffit que l'on démontre le théorème pour les fonctions f , ••• ,f~ • Par 
1 u.-1 

récurrence, on se ramène au cas où l'inégalité (2.2.5) est vérifiée. 

On supposera aussi 

max p. < ,& , 
l. 

la conclusion du théorèm, étant immédiate dans le cas contraire (sous l'hypothèse 



2.2.5). L'hypothèse 

montre qu'il existe un réel C > O tel que 

p.our tout N suffisamment grandq Quitte à remplacer chaque SN par un de ses sous-

ensembles, on peut supposer 

Pour la même raison, on peut supposer la suite (S) croissante 
N 

Soit ô = (K: ~) ; on note 

et on suppose 

(2.2.1) ..e 
,e > p+a. • 

Soit N un entier; les majorations que nous écrirons seront vraies dès que N est 

suffisamment grand. 

Pour commencer, montrons qu'il existe ,:gg_ polynôme rn nul 

~ degré .!r?-férieur .2Jl égal à 

(2.2.s) R. 
1 

R. (N) 
1 

par rapport !, Xi ( 1 ~ i ~ d) , _et §&. taille majorée :ear 

j, 

~ 
t(PN) << N , 
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tel que la fonction 

vérifie 

Pour obtenir ce résultat, on résoud le système 

où à.(z) est le dénominateur de F.(z) pour z E SN, (1, i .{. d). On obtient 
1 1 

ainsi un système de 

équations à 

inconnues (les inconnues étant les coefficients de PN); les coefficients de ce sys­

tème d'équations sont: 

d R.-À.: d 
TI ô.(z) 1 1

• TI 
. 1 . 
1=1 J.==1 

. /1.i 
(à.(z)f.(z)) , avec 

1 1 0 ' À, ~ R. , 1 ~ i ~ d • 1 J. 

On peut majorer la taille de ces coefficients (qui sont des entiers de K sur 

z) par 

JJ 
()-'a_ 

<< N • 

Le lemme 1.3.1 montre qu'il existe des entiers rationnels 

non tous nuls, majorés par 
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tels que la fonction 

vérifie 

pour tout 

La fonction FN ainsi construite n'est pas identiquement nulle (car PN 1 O 

et les fonctions f
1 

, ••• ,fd sont algébriquement indépendantes sur ~). C'est une 

fonction entière, d'ord.;re inférieur ou égal à 

(2.2.6) montrent que les nombres 

ne sont pas tous nuls. 

max p .• Les relations (1.5.4) et 
. d i 1-'1" 

Soit M le .J2.lus grand entier tel que tous les nombres 

F (z), (z € S = 
N M 

soient nuls. On §. donc M ~ N , tl _i-1 existe z
0 

€ SM+
1 

tel que 

y = F (z ) 1 0 • N N o 

Vérifions maintenant la majoration 

Utilisons le principe du maximum, sur le disque 

lzl < R = M Log M, 

pour la fonction 



On obtient 

grâce à l'hypothèse 

(2.2.1) 

et on majore 

par 

2. î 5 

,e 
p~·p. p. 

Log!FNIR << m~x N 
1

.R 
1 

1.(.i<d 

Log 

<< M,e ' 

,e 
P+a_<,e, 

sup 
lzl=R lz0-tl 

z-t 

1 z 0-tl • 
z-t 

Si N est suffisamment grand, on a 

donc 

11 
c,e t 

Log y N ~ - 2 M Log Log fJI .(. - M , 

ce qui démontre (2.2.10). 

Majorons maintenant la taille de yN. 

On remarque que 



est un dénominateur de 

z.16 

p. 
Log ô.(z) << M 

1
, 1 ( i' d • 

J. 0 

D'autre :part on a (soit directement, soit en utilisant 1.2.5) 

donc 

Les inégalités (2.2.1), (2.2.10) et (2.2.11) montrent que la relation 

n'est pas vérifiée, bien que yN € K soit non nul. cette contradiction termine la 

démonstration. 

Précisons comment ont été choisies les fonctions R
1

, ••• ,RA. On a cherché à 

satisfaire l'inégalité 

en rendant la quantité 

minimum. On a donc imposé 

d p. 
L R. N J. 
. 1 
1=1 

ce qui donne immédiatement R
1

, ••• ,Rd. 
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§2.3 Références 

La démonstration, par Schneider, du théorème sur la transcendance de b 
a date 

du 28 mai 1934 [Schneider, 1934]. On la trouvera également exposée dans [Siegel, 

chap.III §1]. La différence essentielle avec celle présentée ici [Waldschmidt, 1973b, 

chap.I] réside dans la construction d'un nombre yN f O, que l'on devra ensuite ma­

jorer et minorer. Dans la démonstration originale de Schneider, ce nombre apparaît 

non pas comme une valeur de la fonction FN, mais comme un déterminant dont on doit 

montrer qu'il est non nul (exercice 6.1.b). 

Le théorème 2.2.1 est une généralisation d'un résultat de Lang [Lang, T., 

chap.II, §2, Th.2] et d'un résultat de Ramachandra [Ramachandra, 1967, Th.1]. Le ré-

sultat de Lang correspond à d = 2 , p = p ; on ne peut pas en déduire le théorème 
1 2 

2.1.1 de Gel'fond Schneider. L'énoncé de Ramachandra contient l'hypothèse supplémen-

taire 

de plus, les notations de Ramachandra sont beaucoup·moins agréables que celles de 

Lang (que nous avons adoptées ici). 

On peut étendre le théorème 2.2.1 aux valeurs de fonctions méromorphes dans t 

[Waldschmidt, 1972a] ; il permet alors d'obtenir des résultats de transcendance de 

valeurs de fonctions elliptiques, et même, plus généralement, de majorer la dimen-

sion algébrique de sous-groupes à un paramètre de certaines variétés de groupe, en 

fonction du nombre de points ~linéairement indépendants que ces sous-groupes con-

tiennent [Lang, T, chap.II §3 et 4] et [Waldschmidt, 1973a]. 
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La première démonstration du corollaire 2.2.3 a été publiée par Lang, bien que 

le résultat semble avoir été connu avant par Siegel. Ce résultat ne paraît pas le 

meilleur possible, Lang conjecture que, si a
1 

, a
2 

(resp. b
1 

, b
2

) sont des nom­

bres complexes ~-linéairement indépendants, alors l'un au moins des quatre nombres 

a.b. 
e 1 

J , (i = 1 ,2 ; j = 1 ,2) , 

est transcendant. [Lang, T., chap.II §1]. 

Avec les notations 2.2.4, ceci revient à montrer.que si des logarithmes non nuls 

.e
1 

, .e
2 

, ,e~ , t2 de nombres algébriques vérifient 

alors [Schneider, T., problème 1, chap.V]. 

Pour obtenir cet énoncé, il suffirait que l'on puisse remplacer, dans la conclu-

sion (2.2è2) du théorème 2.2.1, l'inégalité large par une inégalité stricte. 

Dans le cas des fonctions 

z z z 
z,2 ,3 ,5 , ••• , 

on a t=1 , et cette inégalité stricte serait la meilleure possible. 

Puisque l'inégalité (2.2.2) est large (<) , la conclusion du théorème 2.2.1 

resterait inchangée si on remplaçait la définition (1.5.1) de l'ordre d'une fonction 

entière F par celle, plus classique : 

p = lim sup 
R-+oo 

• 



2. 19 

EXERCICES 

Exercice 2.1 oa. On sait que le groupe additif du corps ~ n ra. des nombres réels al-

gébriq_ues est isomorphe au groupe multiplicatif - * ~nlR. 
+ 

des nombres algébriques réels 

positifs. Montrer qu'aucun de ces isomorphismes n'est localement croissant. 

[Dieudonné, p. 164]. 

Exercice 2.1.b. Soit P E Z[X,Y] un polynôme irréductible, tel quE 

Soit a un nombre algébrique irrationnel. 

Montrer que l'équation en z : 

P(z , z") = 0 

n'a pas de racines dans ~. 

[Fel'dman, 1964]. 
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Exercice 2.1. c. On note 1\i (K) l 'ann.eau des matrices carrées n xn à coefficients 

dans un corps K , et GL (K) 
n 

le groupe linéaire des matrices carrées n xn inver-

sibles. 

Soit ME Mn(c) une matrice qui n'est pas nilpotente, et soient a
1

, a
2 

deux 

nombres algébriques, tels que les deux matrices 

appartiennent à GLn(i). 

Montrer que a
1

, a
2 

sont ~-linéairement dépendants. (Indications : la ma­

trice M possède au moins une valeur propre non nulle À; la fonction t t➔ exp(At) 

prend des valeurs dans ~ pour t = a 
1 

et t = a
2

• Le résultat demandé est donc 

équivalent au théorème 2.1.1 de Gel'fond Schneider). 

[Waldschmidt, 1973, a]. 
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Exercice 2.2.a. Soit M E M (c) 
n 

on note d la dimension du sous-~-espace vectoriel 

de (I; engendré par les valeurs propres de M. Soient t
1

, ••• ,tm des nombres com­

plexes ~-linéairement indépendants tels que les matrices 

appartiennent toutes à 

1) Montrer que l'on a 

exp(Mt . ) , ( 1 <. j <. m) 
J 

GL C~D. n 

md ~ m+d , 

c'est-à-dire m ). 3 > d ~ 1 et m ) 2 > d ~ 2 • 

(soit u
1 

, ••• ,ud une base du sous-X-module de C engendré par les valeurs propres 

de M ; l'hypothèse entraîne 

exp(u.t.) E ~ pour 1 ~ j ~ m, 1 ~ i ~ d 
1 J 

Le résultat demandé est donc équivalent à 2.2.3). 

2) Montrer que, si la matrice M ri' est pas diagonali-sable, ni nilpotente, on a m = 1. 

(c'est le théorème de Gel'fond Schneider). 
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Exercice 2.2.b. Si r
1

, •• o,fd sont des fonctions méromorphes, on note 

le nombre maximum de nombres complexes W, ~-linéairement indépendants, distincts 

des pôles de r
1

, ••• ,fd, et tels que 

f.(w) € Q pour 1 ~ i ~ d. 
J. 

Avec cette notation, le théorème 2.1.1 sténonce 

pour ,e € .(l; , ,e f: O , et (2.2.3) peut s'écrire 

si b € C, b f Q, 

ou encore 

si b ,b ,b sont trois nombres complexes 4(--linéairement indépendants. 
1 2 3 

On désigne par f et ( deux fonctions elliptiques de Weierstrass, algébri-

* quement indépendantes, dont les invariants modulaires j et j sont algébriques, 

et par ç la fonction zêta de Weierstrass associée à f . Montrer que 1 1 on a 

ô(z,f(z))<2 

* ô('f(z), 'f (z)) <. 4 

ô(f(z) , bz + dz)) <. 4 pour tout b € (D • 

[Ramachandra, 1967] et [Waldschmidt, 1972a, (5.1)] •. 
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Exercice 2.2.c. Soit f une fonction entière transcendante, d'ordre inférieur ou 

égal à p; soient µ un nombre réel positif, et une suite de nombres ra-

tionnels, deux à deux distincts, tels que 

lim sup Lo~ k max [Log! Pkl , Log! qkl] , µ • 
k--,.+oo 

On suppose que 

En déduire 

pµ > 1 • 

(supposer pµ < 1 ; soit e > O tel que 

(p+e)(µ+e) < 1 • 

D'après l'hypothèse, pour k suffisamment grand, on a 

et 

Si N est un entier positif, considérer 

et appliquer le théorème 2.2.1, avec 

et 

1, = _1_ ). 
µ+i:: 
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Exercice 2.2.d. Sous les hypothèses du théorème 2.2.1, on suppose que les fonctions 

f 
1

, ••• ,f d ont une période w =} O commune. Etablir 1 1 inégalité 

P1 +. • .+pd-1 
.e <-----­d-1 

(Quitte à remplacer chaque SN par un sous-ensemble de t . le con tenant, on peut · 

supposer 

z € SN ~ z + jw € SN , pour tout j € Z , -N (_ j (_ N • 

Construire une suite (T) de sous-ensembles de V, vérifiant 
N 

pour tout 

TN c SN pour tout N ~ O · ; 

1 Card T .( - Card S • 
N ' N N ' 

z € S , il existe j € 'Z, -N <. j <. N, tél que 
N 

Reprendre la démonstration du théorème 2.2.1 ; la fonction auxiliaire 

FN = PN(f
1

, ••• ,fd) étant périodique, de période w, il suffit qu'elle vérifie 

pour que l'on ait 

[Ramachandra, 1967, Th.1] et [Waldschrnidt, 1972 a]. 
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Exercice 2.2.e. Les hypothèses sont celles du théorème 2.2.1, mais on suppose seule-

ment q_ue les fonctions f 
1

, ••• ,f d .sont méromorphes dans it • Montrer que, pour q_ue 

l'inégalité (2.2.2) soit encore valide, il suffit que l'on ajoute l'hypothèse sui-

vante. 

Pour tout i = 1, ••. ,d, il existe une fonction entière h. , d'ordre inférieur 
J. 

ou égal à pi, telle q_ue la fonction h.f. 
l l 

soit entière (et d'ordre inférieur ou 

égal à p.), et telle q_ue 
J. 

et 

h.(z) ~ O pour tout 
l 

p. 
max Log 1 ~ 1 « N l pour N -> + oo • 

zE:SN l 

(La seule modification à apporter à la démonstration du théorème 2.2.1 réside dans 

la vérification de 2.2.10. 

On utilisera le princi:r:e du maximum, sur le disque lzl .(. R = M Log M, pour la 

fonction entière 

d R. _
1 

FN(z)._II hi(z) 
1 

II (z-t).). 
l=1 tESN 

(voir [Lang, T., chap.II, Th.2] pour le cas particulier 

comparez avec (4.5.1)). 
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Exercice 2.2.f. Soient f
1

,-••• ,fd des fonctions entières, algébriquement indépen-

dantes sur t . Soit (z ) une sui te de nombres complexes, deux à deux distincts, 
n n:;1 

tels que 

lim 
R-+oo 

Card{n) 1 ; lznl ( ~} 

max LoglfilR 
1-(i<d 

= +oo • 

On suppose que pour tout i = 1, ••• ,d et tout n) î , le nombre f.(z; 
l n 

brique. On note 

ô = [~(r
1

(z ), ••• ,fd(z )) : ~] pour n > 1. n n n 

Soient R
1

, ••• ,Rd des applications de IN dans IN, telles que 

est algé-

Montrer que, pour tout n suffisamment grand, il existe un entier m) n+1 tel que, 

pour tout R > O, on ait 

R d 
(m-1)Log I I ,( L R.(n)(46 (1 + max s(f.(zh))) + Log(1 + lf.lR)) 

3. max zh i- 1 i m 1 (h(m J. J. 
1.(h(m - "' "' 

Indications. Utiliser l'exercice 1.3.b pour construire, pour n suffisamment grand, 

un polynôme non nul 

de degré inférieur ou égal à 

vérifie 

R. (n) 
J. 

par rapport à Xi, et tel que la fonction 

F = P (f 1, ••• ,fd) n n · 

on majorera, de plus, la taille de P par 
n 
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n ~ d 
t ( P ) < Log 1{2 + L --,--,-----,..-.....,.---,.-----,. x L R. (n) x 

n h=1 R1 (n) ••• Rd(nJ-U\+• •• +on) i=1 J.. 

d 

x Log!d(fi(zh)).fi(zh)! + G Log(Ri(n)+1) 
J..=1 

en particulier 

d 

t(pn) ~ 2 G R/n).(1 + max s(fi(zh))). 
J..=1 1(h(n 

La fonction F étant entière non nulle, la relation 1.5.5 (avec À= 2) et 
n 

les hypothèses faites montrent que les nombres 

ne sont pas tous nuls. Soit m le plus petit entier tel que 

-v = F (z ) -1. 0 • 
'n n m r 

En utilisant le principe du maximum sur le disque de rayon R, avec 

R > 3 max lzhl (puisque le résultat est trivial dans le cas contraire), majorer 
1~h<m 

Y par 
n 

d m-1 z -z 
Log!rnl ~ t(pn) + L RJ...(n)Log max(!fJ...IR,1)· + Log(RJ...+1) + sup Log LI tm-zhl 

i=1 !tl=R h=1 h 

On majorera ensuite, pour ltl = R, la quantité 

par 

Majorer ensuite la taille de y par 
n 

d 

z -z 
m h 

t=z 
h 

R 

s(y.) < t(p) + ~ R.(n)s(f.(z )) + Log(R.+1) , n n ~J.. :i..m J.. J..=1 . 

et le dénominateur de yn par 
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d 
d(y)" ~ R.(n)d(f.(z )) , 

n ~ i i m 
1=1 

grâce à 1.2.5. Utiliser enfin (1.2.4) pour obtenir la conclusion. 
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Exercice 2.2.g. Déduire le théorème 2.2.1 de l'exercice précédent. Plus générale-

ment, montrer que si les constantes o, c
1 

, c
2

, ••• qui interviennent dans les re­

lations « des hypothèses du théorème 2.2.1 satisfont une certaine inégalité, alo:rs 

on peut remplacer la conclusion (2.2.2) par l'inégalité stricte 

(Indications. Se ramener au cas 

choisir 

max pi ~ ,e 
1<i~d 

et R = JVI.À. , (À. > 1 réel indépendant de N et M) •. Ordonner les éléments de 

S = U S en une suite (zK)K,1 de telle manière que 
N)O N ,? 

On remarquera que l 1 on a 

et 

p./,e 
max s(f.(z )) << K 

1 
, 

1 H 
1,0I<K 



CHAPITRE 3 

La méthode de Gel'fond 

§3.1 l&,_ théorème de Hermite Lindemann 

Pour illustrer cette deuxième méthode, nous commencerons par démontrer le théo-

rème de Hermite Lindemann sur la transcendance de ecx. Nous verrons ensuite un ré-

sultat général sur les fonctions méromorphes satisfaisant des équations différen-

tielles. 

Théorème 3.1.1. Soit ex .:illl. nombre algébrique™ nul. Alors le nombre 
(X 

e est 

transcendant. 

Il revient au même de dire qu'un logarithme non nul d'un nombre algébrique est 

transcendant. On en déduit la transcendance du nombre % • 

On effectue, ici encore, la démonstration par l'absurde. Supposons les deux 

nombres 

0: 
o: ' e 

algébriques, avec ex t O. Les deux fonctions 

z 
z , e 

qui sont algébriquement indépendantes sur «: , prennent alors des valeurs dans le 

corps de nombres 

pour z = jo: j € 'll • 



Soit ô = [K : ~] , et soit à € ~, à> O un dénominateur commun de a et 

soit N un nombre entier suffisamment grand. 

r,~ontrons déjà qu'il existe ~ polynôme rn nul 

de degré inférieur 2Jl égal à 

par rapport à X , de degré inférieur .2ll égal à 

par rapport à Y , .tl _9&, taille inférieure 2Jl égale à N , tel gue la fonction 

vérifie 

pour s = O, ••• ,N-1 • 

Pour construire un tel polynôme PN, on résoud le système 

R +R s 
à 

1 2 
• ~ FN ( j a) = 0 , ( 0 ~ s < N-1 , j = 0 , 1 ) , 
dzs 

a 
e • 

où les inconnues sont les coefficients PÀ,µ(N) de PN. On écrit ce système sous la 

forme 

s! S-(j .À-Ci ( )À.-CJ ( a)jµ µ • J • àa • àe • 

R
1 

(N)-(À-a)+R
2 

(N)-µ 
• ô = 0 • 

On doit résoudre 2N équations à au moins [N Log N] inconnues, à coefficients 



dans K entiers sur 'Jf. La taille de ces coefficients peut être majorée :par 

-
Log(N+1) + NLog2 + R

1 
Log R

1 
+ NLogR

2 
+ R

1 
Logjo

2o:l + R
2 

Loglieo:I < 3NLog(Log N). 

Le lemme (1.3.1) de Siegel montre qu'il existe des entiers rationnels 

vérifiant 

2N 

et tels que la fonction 

vérifie 

ds . 
- FN(Ja) = 0 , (o ~ s < N-1 , j = o, 1) • 
dzs 

Pour N suffisamment grand, on a 

La fonction FN ainsi construitP- n'est pas identiquement nulle, donc l'un des 

nombres 

est non nul. Notons M ]&. J?lus grand entier ~ gue 

On aura donc M ~ N, et il existe j
0 

€ {0,1} tel que 

On note J·1 l'élément de 'o 1 } d;st;nct de J. { , 1 .,_ .,_ 0 • 



La fonction 

est entière, et on a 

Le principe du maximum, pour la fonction GN, sur le disque lzl (. 1f/ 3 , donne 

Or on a 

d'où 

1 1 1 ( 1 1 )M 2M ( 2 )M YN ~ M. 1+ a .e • 2 • 
R 

(on a majoré, pour lzl = R, lz~al par li). 
D'où finalement 

l 1 7 4 · 1 Log yN (. 6 M Log M - 3 M Log M' - 6 M Log M. 

R +R2 La taille de yN se calcule facilement : à 1 est un dénominateur de yN, et 

d'où 

ce qui contredit la relation 

Le théorème de Hermite Lindemann est ainsi démontré. 



§3. 2 Deuxième démonstration du théorème ~ Gel I fond Schneider 

La méthode q_ue nous venons d'utiliser pour démontrer le théorème de Hermite 

Lindemann est inspirée par celle qu'a utilisée Gel'fond pour résoudre le septième 

problème de Hilbert. 

On remarque que, si 

,e b b,e 
a = e , b , a = e 

sont trois nombres algébriques, alors les deux fonctions 

z bz 
e e 

sont algébriquement indépendantes (si b f Q), prennent des valeurs dans le corps de 

nombres 

b 
K = ~(a , b , a ) 

pour z = j,e, j € z, et vérifient des équations différentielles à coefficients 

dans K • 

On construit alors un polynôme non nul 

de degré inférieur ou égal à par rapport 

inférieure ou égale à 3. [K : Q]2 .N , tel que la fonction 

vérifie 

F (z) 
N 

( z bz) = PN e , e . 

et à x
2

, de taille 

ds 
FN(j,e) = 0 pour j 

dzs 
0 , ••• , [ K : ~] + 1 , eit s = 0 , ••• , N-1 • 

On note ensui te M le plus petit entier pour lequel il existe j
0 

€ X , 



0 .(. j .(. [K : ~]+1 , avec 
0 

1 

Le principe du maxinmm (sur le disq_ue lzl .(. N2) permet de majorer hNI par 

la taille de yN vérifie 

de plus, le dénominateur de yN est majoré par 

La relation (1.2~4) 

n'est pas vérifiée, ce q_ui apporte la contradiction attendue. 

Le théorème 2.1c1 est donc de nouveau démontré. 



§3. 3 Valeurs algébriques de fonctions méromorphes satisfaisant ~ équations diffé-

rentielles 

Nous avons vu (2.2.1) que la méthode de Schneider permettait d1 obtenir des pro-

priétés arithmétiques des valeurs de fonctions entières algébriquement indépendantes. 

Il en est de même de la méthode de Gel'fond, mais, de plus, on doit supposer 

que les fonctions considérées satisfont des équations différentielles; en contre-

partie, cette hypothèse supplémentaire permet d'obtenir un résultat plus fin. 

Théorème 3. 3.1. Soit K .illl corps _Q&. nombrès. Soient f 
1

, ... ,fh des fonctions méro­

morphes • .Qu. suppose que les~ fonctions f
1 

,f
2 
~ algébriquement indépendantes 

~ ~ , et sont d I ordre inférieur .21!:. égal à p
1 

, p
2 

respectivement. On sup-oose éga-

lement que 1§_ dérivation 
d 

dz 
opère~ le corps 

Alors 1 1 ensemble des nombres complexes w , gui .!!!i. ~ ,::Qas pôles de 

éléments. 

On déduit évidemment de cet énoncé le théorème 3.1.1 de Hermite Lindemann et le 

théorème 2.1.1 de Gel 1fond Schneider. 

Il y a une petite difficulté technique dans la démonstration du théorème 3.3.1. 

Jusqu'à présent, tous les calculs de la taille de nombres aJ.gébriques reposaient sur 

(1.2.5). Maintenant, l'intervention des éqùations différentielles complique un peu 



la situation. On résoud ce problème dans le lemme suivant. 

Lemme 3. 3.2. Soient K :!fil.. corps ~nombres, et f 
1

, ••• ,fh des fonctions complexes. 

Il existe .RB, entier C > O ayant 1.§i.§. propriété.ê_ suivantes. 

soit w € ~ ; .Q.ll. suppose que les fonctions f 
1 

, ••• , fh ~ holomorphes ~ voi­

sinage~ w, que]& dérivation d~ opère~ l'anneau K[f
1

, ••• ,fh] , et que 

par rapport 1 Xi • 

f . ( w) € K pour 1 {- j ~ h • 
J 

Alors .Q!1. ~, pour tout entier k ) O , 

k . Ck+r . Ck+rh 
C .d(f (w)) 1 ••• d(fh(w)) 1 . 

est .1Q2. dénominateur~ 
dk 

k F(w) , et· 
dz 

~ h h 
s(k F(w)) <: t(p) + k Log C(k+r) + L (r.+C.k)s(f.0,)) + L Log(t+r.). 

dz j=1 J J jz1 J 

On remarque que le cas k = O correspond à (1.2.5). On va effectuer la démonstra-

tion par récurrence sur k. Par hypothèse, les dérivées peuvent 

s'exprimer comme des polynômes en r
1

, ••• ,fh; soit c
1 

le maximum des degrés to­

taux de ces h polynômes, que l'on écrit sous la forme 

avec 



un po1ynôme non nul. de degré total r et de degré r. 
J 

par rapport à X. . . 
J 

r1 rh 
À1 "h À1 "h 

p =<C ... L: P(À1,···,"h)x1 ···¾ = C p(À1,···,"h) x1 ···¾ 
À =O "h=O À

1 
+ ••• +"h ~r 

1 

On calcule facilement la dérivée, en w, de la fonction 

~F 
dz 

Ecrivons cette expression sous la forme 

avec 

et 

donc 

où la somme est étendue à l'ensemble 

On a alors 

µ. ~ r. + c
1 1 J. 

pour j /= i; 

À.+v. .-1 
f 1 1,1 

X i 

• 



avec 

3.1 0 

max !q("µJj ~ L IP(A)I.A .• l~I 
(µ) 1' 1,J 

~ max IP(A)!.r. max lu(v . .Jl.(c +1)h 
(,J i,j,v. . 1,J 1 

1,J 

( C + 1 )h. max I u (V. .) 1 • 
1 . . 1, J 

1,J,V .. 
1, J 

D'autre part, si c
3 

est un dénominateur comrrnm aux nombres 

u(v. 1, ••• ,v. h), 1-' i ~ h, 
1, 1, 

alors c
3 

est un dénominateur de q(µ) , et 

C +r C +rh 
c
3

.d(f/w)) 1 1 ••• d(f
1

(w)) 1 

est un dénominateur de 

d 
dz F(w) • 

Pàr récurrence, on constate que l'on peut écrire 

... f~,h 
h ' 

avec 

h 
L ~. ~ r + k(c 1-1) , 
. 1 'J J= 

u.. • ~ r. + k c
1 

, 1 ~ j ~ h, 
• K;J J 

et 



(.on majore 

par 

On déduit alors de (1.2.5) : 

dès que 

k-1 
II (r+,e(c

1
-1)) 

t=O 

h 
+ L Log(r.+kC +1) + k Log c

2
(.r+kC -k) 

i=1 J. 1 1 

h 
<.· t(P) + k Log c

4
(k+r) + [: (r .+kC )s(f. (w)) 

i=1 
1 1 1 

h 
+ C Log(r.+1) 

• J. 
J.:=1 

On obtient le résultat annoncé en choisissant c multiple de c
3

, et C) c
4

• 

Remarquons que la constante C est indépendante de w. (Elle ne dépend d'ailleurs 

pas non plus du corps de nombres K, mais seulement des polynômes exprimant que la 

Nous sommes prêts, maintenant, à effectuer la démonstration du théorème 3.3.1. 

Par hypothèse, la dérivation d~ opère sur le corps K(f
1

, ••• ,fh). Cela veut 

dire qu'il existe des fractions rationnelles 

telles que 



3.1 2 

d 
On constate alors que la dérivation dz opère sur l'anneau K[f

1
, ... ,fh+1J. De 

plus, si w n'est pas pôle de f 
1

, ••• ,fh , alors w n•est pas pôle de d: fk , 

1 <. k ~ h , donc 

et w n'est pas pôle de fh+
1 

• Enfin, si 

f k ( w) E: K pour 1 ~ k i h , 

alors 

Finalement, on voit que, quitte à remplacer h uar h+1 , on peut supposer que 

Soient des nombres complexes (m } 2), non pôles de 

tels que 

Nous allons établir la majoration 

avec ô = [K : ~] • (Pour une fois, la. démonstration sera directe, le raisonnement 

par l'absurde étant repoussé dans le passage du théorème aux corollaires). Soit N 
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un entier suffisamment grand; c
1

, ••• ,c
6 

désigneront des entièrs indépendants de N 

(ces constantes sont facilement calculables en fonction des données de l'énoncé). 

Montrons qu'il existe :!:111. 12olYJJ,8me rn nul 

de degré inférieur .9Jl éga;\._ à 
P2 

p +p 1 

= (N 
1 2 .(Log N)2 ] 

et 
P1 -p +p 1 

R2(N) = [N 1 2(Log N)2 ] 

tl. x
2 

respectivement, et de taille inférieure .QY. égale l 

3ôm N, tels gue la fonction 

vérifie 

Notons ok ( 1 ~ k <. h) un dénominateur commun des nombres 

f k (w j) , ( 1 <. j ~ m) • 

On résoud le système 

c'est-à-dire 

D'après le lenime 3.3.2, on peut choisir c
1 

> O tel que les coefficients de ce sys-



tème soient entiers sur 'J, de taille majorée par 

On obtient m.N équations à (R
1
+1)(R

2
+1)). N Log N inconnues le lemme 1.3.1 per-

met de trouver des entiers rationnels 

vérifiant 

omN 
36mN e , 

tels que la fonction 

vérifie 

ds 
- FN ( w. ) = O pour O ~ s ~ N-1 , 1 .(. j .(. m • 
dzs J 

Les deu:x: fonctions f
1

,f
2 

sont algébriquement indépendantes sur ~, et le po-

lynôme PN est non nul. Donc, pour tout z € t l'un des nombres 

ds 
- FN(z) , (s ~ o , s € z) 
dzs 

est non nul. Notons M le plus petit entier tel qu'il existe j 
O 

€ z , 1 -' j 
O 

-' m , 

avec 

On a donc 

ds 
- FN(w.) = 0 pour 1 "j "m, O ~ s .(. M-1 ; 
dzs J 



deux fonctions entières, d'ordre inférieur ou égal à p , p res-
1 2 

pectivement, ne s'annulant pas en w , ••• ,w , et telles que les fonctions 
1 m 

et 

h
2
f

2 
soient entières. Alors la fonction 

est entière, et admet les zéros w
1

, ••• ,wm, d'ordre au moins égal à M. Par consé-

quent la fonction 

est entière dans ~; on lui applique le principe du maximum sur le disque de rayon 
1 

et on utilise la relation 

Donc 

On majore 

d 1 où 

grâce au choix de R,R
1 

et R
2

• 

On majore ensuite 

par 



et 

D'où 

sup 
lzl=R 

II 
j:::::1 

ta taille de yN se calcule facilement, grâce au lemme 3.3.2 : 

• 

1 1 

s( yN) <: t(PN) + M Log(M + N(Log N)2 ) + c
5
M " M log M + M(Log M)2 

• 

De plus, le dénominateur de yN est majoré par 

1 

d(yN) ~ c6N ~ M(tog M)2 • 

L'Ïnégalité (1.2.4) : 

donne 

ce qui ntest possible, pour N suffisamment grand, que pour 



§3.4 Références 

La démonstràtion du §3.1 est essentiellement différente de celles de Hermite 

(qui obtint la transcendance de e en 1873) et de Lindemann (qui démontra, en 1882, 

la transcendance de n) ; ces démonstrations originales reposaient sur l'identité 

d'Hermite : si P € ~[X] est un polynôme de degré n, la fonction 

vérifie 

n dk 
F(x) = L k P(x) 

k=O dz 

On. pourra trouver de plus amples renseignements sur la méthode de Hermite Lindemann 

(ainsi que ses développements, par Weierstrass, Siegel, Shidlovskii, ••• ) dans les 

articles et ouvrages suivantes : [Fel'dman et Shidlovskii, 1966] ; [siegel,T] voir 

aussi [Ramachandra, 1968], [Lipman], [:Mahler, 1969], et [Lang,.T,chap.VII]. 

La démonstration présentée ici du théorème de Hermite lindemann n'est pas la 

plus simple qu'on puisse donner; mais elle présente la curiosité de n'utiliser la 

fonction auxiliaire qu'en deux points, O et a. 

La solution, par Gel'fond, du septième problème de Hilbert, date du 1 avril 

1934 [Gel'fond, 1934]. Elle a été reprise et détaillée par [Hille, 1942) et [Siegel,T] 

Le premier théorème général sur les valeurs de fonctions méromorphes algébri-

q_ument indépendantes, contenant des résultats de transcendance, est dû à Schneider 

[Schneider, 1948]. Deux variantes de ce premier théorème sont les théorèmes 12 et 13 

de [schneider,T.]. Ces résultats étaient très généraux, en particulier celui de 

1948, qui pouvait s 1appliquer aussi bien aux fonctions satisfaisant des équations 



différentielles (méthode de Gel'fond) qu'aux autres (méthode de Schneider) ; seule-

ment leur énoncé n'était pas propic~ à une généralisation, par exemple pour les 

fonctions de plusieurs variables; c'est Lang qui, en 1962, a trouvé les hypothèses 

convenables, ce qui lui a permis, l'année suivante, d'énoncer un résultat correspon-

dant pour les fonctions de plÙsieurs variables [Lâng,T.]; voir à ce sujet [Bombieri, 

1970]. 

Le lien entre ces résultats (par exemple le fait que le théorème 12 dE 

[schneider,T] conduise à la borne 

pour le théorème 3.3.1) est expliqué dans [Lipman]. 

On peut remarqu.er que la borne 

du théorème 3. 3.1 est la meilleure possible quand K = ~ ( considérer les deux f one-

tians 

z et exp(z(z-1) ••• (z-k+1)) ). 



EXERCICES 

Exercice 3.1 0 ao Soit M € Mn(ij) une matrice qui n'est pas nilpotente. 

1) Montrer que, pour tout a€ i, a f O, la matrice 

exp(Ma) 

n'appartient pas à GL (~). n 

2) On suppose qu'il existe u € C, u f O tel que 

exp(Mu) € GL (~) • n 

Mnntrer que le sous ~-espace vectoriel de C engendré par les valeurs propres de 

M a pour dimension 1, et que M est diagonalisable. 

(utiliser le théorème de Hermite Lindemann ou celui de Ge11fond Schneider, suivant 

que M est diagonalisable ou non). 
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Exercice 3.3.a. Soit f une fonction méromorphe transcendante, d'ordre fini, véri-

fiant une équatfon différentielle du type 

où p E 4t[X , ••• ,X]. Montrer que l'ensemble des z E Q tels que f(z) E 4t est 
1 m 

fini. 

Exercice 3.3.b. Avec les notations de l'exercice 2.2.b, le théorème de Hermite 

Lindemann s'énonce 

et le théorème de Gel'fond Schneider s'écrit 

( z bz) 6 e , e = O 

pour b E ~ , b j. Q • 

soient a, ~ deux nombres algébriques, (a,~) :f. (o,o), et deux fonc-

tions elliptiques de Weierstrass, d'invariants et algé-

briques. Soit ç
1 

la fonction zêta associée à Î . Vérifier, en utilisant le thé-
1 

orème 3.3.1, les majorations suivantes 

o(e~z , f/z)) = 0 si ~ 'f 0 

6('6'
1 

(z), az+~ç
1 

(z)) = O ; 

o('f
1 

(z), f/~z)) = o si les deu:x: fonctions 

'f1 (z) , 'f2 (~z) 

sont algébriquement indépendantes. 

[Schneider, T., chap.II §4]. 
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Exercice 3.3.c 

1) Soient a et b deux nombres réels algébriques, O < b <a; soient 1;
1 

, 

n
1 

, 1;, T) des nombres réels algébriques; on suppose que les points (1;
1
,n

1
) et 

(ç,,11) de tR.2 appartiennent à l'ellipse 

Montrer que la longueur de l'arc 

(où 2 b2 
t = 1--) 2 

est un nombre transcendant ou nul. 
a 

2) Soient a> 0 un nombre réel, et (1;
1
,n

1
),(ç,,T)) deux points de la lemmis-

cate 

montrer que, si a, 1;, 1;
1 

sont algébriques, la longueur de l 1arc 

2 2 
( où t2 = ç;, -n ) 

J:'2 2 "'+T) 

t 
s(1;,1; ) = I 

1 t 
1 

est un nombre transcendant ou nul 0 

Er. déduire la transcendance du nombre 

où r désigne la fonction gamma. 

3) Iviontrer que le nombre 

dx 

v1-x 6 

est transcendant [Siegel, 1931] et [Siegel, T]. 



Exercice 3.3.d. Soient K un corps de nombres, d, h et ô trois entiers, o) 1 , 

h ~ d) 2 , et f
1

, ••• ,fh des fonctions méromorphes. On suppose que la dérivation 

d 
dz opère sur le corps K(f

1
, ••• ,fh) , et que les fonctions f

1
, ••• ,fd sont algébri-

quement indépendantes sur Q, d 1 ordre inférieur ou égal à p
1

, ••• ,pd respective-

ment. 

Montrer que l'ensemble des nombres complexes w, non pôles de f
1

, ••• ,fh, et 

tels que 

f.(w) € Q 
J. 

avec 

est fini, et a au plus 

éléments. 

(Indications. se ramener au cas 

en s'inspirant de 2.2.5. 

Utiliser ensuite l'exercice 1.3.b pour construire, pour N suffisamment grand, un 

polynôme non nul 

de degré inférieur ou égal à 



par rapport à X. 
1 

(1 ~ i ~ d), et de taille inférieure ou égale à N, tel que la 

fonction 

vérifie 

ds 
- FN(w.) = 0 pour j = 1, ••• ,m, et s = O, ••• ,N-1 • 
d:l J 

r.ontinuer ensuite comme dans la démonstration de 3.3.1 on utilisera le principe du 

maximum sur un disque de rayon 
d-1 



Exercice 3.3.e. Une dérivation D sur un anneau A est une application de A dans 

A satisfaisant 

D(x+y) = Dx + Dy et D(xy) = x Dy+ y Dx 

pour tout (x,y) E A xA • 

1) Montrer qu'on peut remplacer, dans l'énoncé du lemme 3.3.2, la dérivation 

d 

dz 
par une dérivation quelconque D sur l'anneau K[f

1
, ••• ,fh]. 

2) On remplace, dans les hypothèses du théorème 3.:3.1 (resp. de 1 1 exercice 

3.3.d), la condition 

nia dérivation 

par : 

11il existe une dérivation D sur le corps L = K (f
1

, ••• ,fh), qui possède les 

deux propriétés suiva:utes. : 

a) pour tout w Et et g EL, si w n'est pas pôle de g, alors w n'est 

pas pt>le de Dg (on note alor& la valeur de Dg en w), et, pour tout entier 

k} O , on a 

pour pour O < h ~ k. 

b) Il éxiste un prolongement de D à Itanneau L[z) tel que 

k k 1 Log D (z) Z=O' C k Log k pour 

où C est un entier positif indépendant de k". 

Montrer que la conclusion devient 



(resp. 

3) Donner des exemples de dérivations D possédant les propriétés a) et b) 

précédentes (considérer, par exemple, les dérivations 

où g est une fonction entière). 



Exercice 3.3.f. Soit K un corps de nombres; soient f
1

, ••• ,fh des fonctions holo-

morphes au voisinage d'un point w E C; soit D une dérivation sur l'anneau 

On suppose que la dérivation D opère sur le K-espace vectoriel 

c'est-à-dire qu'il existe des éléments 

u. . (o ~ i -' h , 1 ~ j ~ h) 
i, J 

de K, vérifiant 

Df . = u . + u . f + ••.• + u. . fh 
J O,J 1,J 1 h,J 

Soit à un dénominateur des nombres 

et soit 

u. . (o ~ i " h , 1 ~ j -' h) , i,J 

U = Log maxi~! . . . i,J i,J 

Soit P E K[x
1

, ••• ,~] un polynôme de degré total r on note !Pl le maxi-

mum des valeurs absolues des conjugués des coefficients de P, et d(P) le plus 

petit commun multiple des dénominateurs des coefficients de P (ainsi les coeffi-

cients du polynôme d(P).P sont des entiers de K sur z). 

1) Montrer que pour tout entier k) O, on a 



montrer q_ue 

est un dénominateur de k 
D F ( w), et que 

Log lnkF(w)I (. Log IPI + r( max s(f.(w)) + Log(h+1)) + k(Log(r+1) + Log(h+1) + u). 
1,j.(h J 

(Voir à ce sujet [Adams, 1964, p. 283] et (waldschmidt, 1972 a, lemme 3.1]). 

2) Applications : 

d 
a) Sous les hypothèses du théorème 3.3.1, on suppose que la dérivation dz 

opère sur le K-espace vectoriel K + K.f 
1 

+ ••• + K.fh • 

Montrer que l'ensemble des w € C tels q_ue 

a au plus 

f . ( w) € K pour 1 , i ~ h 
1 

(Indications. La démonstration est identique à celle du théorème 3.3.1, à l'excep-

tion de la majoration de s(yN) qui devient 

Comparer avec la démonstration du §3.2). 

d b) Avec les notations de l'exercice 3.3.d, on suppose que dz opère sur 

K + Kf
1 

+ ••• + Kfh montrer que l'enserr.ble des w a au plus 

éléments. 

(&-1 ). min pi 
1<'.i¾d 
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Exercice 3.,3.g 

1) soit f une fonction entière d'ordre inférieur ou égal à p (p > o). En 

utilisant les inégalités de Cauchy sur un disque de rayon 

pour tout w € (C , on a 

(~) 1/P, montrer que, 
p 

1 
dn 1 Log~! dzn f(w) +~Log n << n pour n - +.oo. 

En déduire 

n 
Log!~ fÀ(w)I << n Log n 

dzn 
pour n-+.oo. 

2) Soient f
1 

, ••• ,fd des fonctions entières d'ordre 1·ini. Vérifier que, pour 

tout w E (C, on a 

1 

dn À1 Àd 1 
max Log n f

1 
••• fd (w) << n Log n 

Ü~À
1

, ••• ,Àd~n dz 
pour n - +oo • 

3) Soient f 
1

, ••• ,f d des fonctions entières, algébriq_uement indépendantes sur 

Q, d'ordre inférieur ou égal à P P respectivement. Soient 1, ••• , d k , ••• ,k des 
1 m 

entiers rationnels, deux à deux distincts, tels que 

~ 3 f .(k.) E z pour tout (n,i,j) EN 
dzn 1 J 

Montrer que 

(Reprendre la démonstration de l'exercice 3.3.c) 

4) En déduire que, si f est une fonction entière transcendante d'ordre~ p, 

et si m E W est tel que 

dn 2 
f(j) € z pour tout (n,j) E W 

dzn 

alors 
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m ~ p • 

(on peut arriver au même résultat par une méthode entièrement différente [straus, 

1949, théorème 1] ; d'autre part, pour tout réel w > 0, on peut construire une 

fonction entière transcendante g, admettant w pour période, et telle que 

dn 
g(O) E ~ pour tout n E W 

dzn 

cf. [Mahler, 1971] ; par conséquent, si on choisit pour w un nombre rationnel, une 

telle fonction g n'est pas d'ordre fini). 
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CHAPITRE 4 

Type de transcendance 

Dans les deux méthodes de transcendance étudiées précédemment, la conclusion 

s'obtenait toujours en utilisant, pour un corps de nombres, l'inégalité fondamentale 

pour tout a E K, a f O o 

Pour obtenir des résultats d'indépendance algébrique, nous considérerons des 

extensions de ~ de type fini, et nous supposerons qu'elles vérifient u..ne inégalité 

du même genre .. 

§4. 1 Définition du type ~ tra...nscendance, tl énoncé d'un premier résultat 

Rappelons que, si p E ~[x
1

, ••• ,Xq] est un polynôme non nul de degré 

deg p == r. 
X. i 

J. 

par rapport 'à X. (1 ( i ~ q) , et de hauteur H(P) (la hauteur de P est le maxi­
J. 

mum des valeurs absolues des coefficients de P), on définit la taille de P par 

t(p) = max{Log H(P) î+r , ••• ,1+r 1 
1 q 

(voir §1.2). 

Soient K un sous-corps de Œ;, et -i; > 1 un nombre réel. On dit que K ~ 

.11!!. ~ sk transcendance inférieur .Qll_ égal à -i; ~ ~ si K a un degré de trans-:-



cendance sur ~ fini, et s'il existe une base de transcendance (x , ••• ,x) de K 
1 q 

(La constante « dépend de K, x
1

, ••• ,xq, -i; , mais non de a:). 

Si K a un type de transcendance inférieur ou égal à -i; sur ~ et un degré 

de transcena..ance q sur ~, alors on a 

't ~ q+ 1 • 

Ceci se voit en utilisant le principe des tiroirs de Dirichlet (voir exercice 1.3.e). 

Si -i; est un nombre réel, 1 ~ -i; < 2 , alors un corps K· a un type de trans-

cendance sur ~ inférieur ou égal à -i; si et seulement si K est une extension 

algébrique de ~. 

Nous démontrerons, pour commencer, un premier résultat d,1 indépendance algébri-

que concernant les valeurs de la fonction exponentielle, en utilisant une extension 

de la méthode de Schneider. 

Théorème 4.1.2. Soient -i; > 1 un nombre réel et K .1fil. sous-corps de. C , ~ ~ ~ 

transcendance inférieur 2Jd. égal à ,i; .§lll: ~ •. soient u
1 

, ••• , un (resp. v 
1

, ••• , v m) 

des nombres complexes ©.-'.linéairement indépendants. 

Si 

mn ~ -i;(.m+n) , 

alors l'un .§1!:. moins des nombres 

est transcend.ant E.1ft K • 



Quand K est le corps (Q des nombres rationnels (ou le corps ~ des nombres 

algébriques), l'hypothèse 

rnn ), -r(m+n) pour tout -r > 1 

s'écrit simplement 

mn > m+n, 

c'est-à-dire (m) 3, n} 2), (ou m ~ 2 , n ~ 3) (on peut choisir par exemple 

~ = §) ; on obtient alors (2.2.3) comme corollaire. 
5 

La démonstration du théorème 4.1.2 est particulièrement facile dans le cas où 

on.ne considère que des extensions transcendantes pures ~(x
1

,; •• ,xq) de ~, où 

x
1

, ... ,xq vérifient 4.1.1 (voir par exemple [Lang, T., chap.V §1] pour le cas q=1). 

Pour démontrer le cas général, il est utile de définir une fonction taille pour 

des extensions de iQ de type fini. Pour étudier les propriétés de cette taille, nous 

établirons quelques lemmes auxiliaires qui seront utiles dans les chapitres suivants. 



§4.2 Tai1le §.11!. ~extension~ ~ d.e ty:Re fini 

Soit K une extension de ~ de type fini soit q .~ O le degré de transcen-

dance de K sur ~. Soit (x , ••• ,x) une base de transcendance de K sur Q. 
1 q 

D'après le théorème de l'élément primitif, il existe y E: K tel que 
1 

racine d'un polynôme P irréductible (mais pas forcément DnitaireJ dans 

P; alors Y= îl•Y 1 
c'est-à-dire racine d'un polynôme 

On voit ainsi que ltanneau z[x
1

, ••• ,xq] joue par rapport à K le rôle de 

l'anneau des entiers rationnels par rapport à un corps de nombres (mais 

~[x , .•. ,x] ne se définit pas de façon intrinsèque). 
1 q 

On• introduit la définition suivante 

(4.2.1) Systèmes générateurs. Soit K un sous-corps de V de type fini sur ~. 

Nous dirons que des éléments x , ••• ,x ,Y forment .:!-1Q;_ _s_;ystème générateur ~ K .ê.J..E. 
1 q 

Q si 

2) x
1

, ••• ,xq sont algébriquement indépendants sur ~ 

Alors un élément a de K s'écrit de manière unique (à des facteurs ±'1 près) 

sous la forme 

a 
Q. 

J.. 

R. 
1 

est le degré de y 

i-1 
y 

sur z[x , ••• ,x] , et, pour tout 
1 q 



et R. 
J_ 

sont deux éléments de sans facteurs communs. 

(L'anneau z[:x:
1

, ••• ,xq] est, rappelons le, factoriel [Lang, A., chap.V §6]). Ona:p-

pelle dénominateur de a (par rapport au système générateur (x , ••• ,x ,y)) le plus 
1 q 

Nous pouvons maintenant définir la taille sur une extension K de ~ de type 

fini. Soit x , ••• ,x ,Y un système générateur de 
1 q 

K sur ~. Soit a € K , et soit 

P le dénominateur de a (relatif au système générateur x
1

, ••• ,xq,y). Alors 

où P. € z[x
1

, ••• ,x] (1 ~ i ~ ô). 
J. q 

(Avec les notations (4.2.2), on a P.= (RF ).Q.). On définit la taille de a lrela-
1 . J. 

J. 

tive au système générateur x
1

, ••• ,xq,y) par 

Si K est un corns de nombres, un système générateur est formé par un élément 

y€ K, entier sur Z, tel que K = ~(y) ; on a défini deux applications de 

* K = K- {O} dans l'ensemble R des nombres réels x > O : la fonction s ("size", 
+ 

introduite au §1.2), et la fonction t (taille par rapport au système générateur Y1 

On voit facilement qu'il existe deu.x constantes c
1 

, c
2 

, ne dépendant que de 

y , telles que, pour tout a € K , a /= O , on ait. 

La relation j.2.; montre qu'il existe une constante ck > 0 telle que 

-ck t(a) ~ Loglal pour tout a€ K, a f O. 



4.6 

Nous allons généraliser cette relation aux extensions de Q de type fini et 

de type de transcendance inférieur ou égal à ~ sur Q. Nous montrerons que, si K 

a wi type de transcendance inférieur ou égal à ~ sur .IQ , et s5. L est un sous-

corps de K de type fini sur 1Q, alors il existe une constante c
1 

> O (ne dépen­

dant que d'un système générateur de L sur Q, permettant de dÂfinir une taille 

t
1 

sur L) , telle que 

On en déduit que K a un type de transcendance inférieur ou à ~ par rapport 

à toute base de transcendance, et que tout sous-corps de K a un type rle tr;:inAP.P.n-

dance inférieur ou égal à ~ s 

Nous commençons par le 

Lemme (4.2.5). K ~ extension 

système ~énérateur de K ..ê.1l!. 1Q. 

t(a + ... +a ) <. c( t(a )+ ••• +t(a ) ) 
î m î m 

(4.2.s) t(a
1 

••• a), c(t(a
1
)+ ••• +t(a )) m m 
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(comme au §1. 2, on laisse le soin au lecteur cl' étudieT ce qui se passe lorsque cer-

tains des nombres concernés s'annulent). 

Démonstration 

1. Soient des éléments de :E[x
1

, .... ,xq,y]. Il existe des polynômes 

tels que 

On a 

donc 

or, trivialement, on a 

et 

~ i-1 a. = L...i P .. y , 1 < j .(.m. 
J i=1 J '

1 

m m 
t(C a.) 

. 1 J J= 
= max t(~ P .. ) • . 4-..1 J,l. 

1<1.~6 J=î 

m 
H(L P . . ) < m. su:p H(P .. ) , 

j=1 J,l. 1(j(m J,l. 

On en déduit très facilèment (4.2.6). 

2. Remarquons déjà que, si P 
1 

, sont des éléments de ~[x
1

,.$.,x] , on a 
g_ 

q 
) {.. H(P

1 
).H(P

2
). II ( 1 + deg P

1
) , 

t=1 X ,R, 

donc, par récurrence, si P , ••• ,P sont des éléments non nuls de œ[x ; .... ,x] , 
1 · m 1 q 

m-1 
II ( 1 + deg P .) • 

j=1 X ,e J 



Considérons maintenant deux éléments a a 
1 ' 2 

de ~[x , ••• ,x ,Y] . On peut 
i q_ 

écrire 

et 

0 
a2 = L Q. yj-1 , 

. 1 J J= 

où P. et Q. 
J. J 

appartiennent à ~[x
1

, ••• ,x ]. Le produit . q_ ap-

partient à ~[x
1

, ••• ,xq_,y] ; il s'écrit donc sous la forme 

Pour expliciter R
1

, ••• ,R
0

, soient ~ 
0 

E z[x
1

, ••• ,x] 
u, ,{, q_ 

(u) O, ,e = 1, ••• ,0) tels 

que 

0 
o+u = ~ ,e-1 

Y L....Jît 0 Y • u,.v 
i=1 

Alors 

o o 
~ ~ i+j-2 

a
1
~a

2 
= ~ ~ P. Q. y 

i=1 j=1 l J 

2o-1 k- 1 L L P. Q. y 
k=1 i+j=k+1 1 

J 

o ~ W ~ 
= L L P. Q. Y -

1 
+ L L pi Qj y 

k=1 i+j=k+1 
1 

J U=O i+j=o+u+2 

Donc 

~ P. Q. ît k' 1...-i J. J u, 
i+j=o+u+2 

pour tout entier k = 1, ••• ,0. 

6n déduit de ( 4. 2 • 6) et ( 4. 2. 11 ) 



se calcule facilement en fonction de 6 et t(n 
1

) (o ~ u ~ &-2, 1 (_k,6). 
u, {: 

si 

Par récurrence, on obtient 

m 

t(a ••• a)~ (q+1) L t(a.) , 
1 m i=1 i 

sont des éléments de ~[ x
1 

, ••• , X , y]. 
q_ 

Enfin, si a , ••• ,a sont des éléments de 
1 m 

K, notons P. 
J. 

a. , et a. = a.P. (1 ~ i ~ m). 
J. J. J. J. 

On a m 

m Lai Il P. 
~ i=1 j/i J 
L.....J a. = --~-
. J. m 
J.=1 Il p. 

. 1 J J= 
et m 

II m 
i=1 

Il a. = 

a. 
J. 

i=1 
J. m 

Il P. 
j=1 J 

D'après (4.2.6) et (4.2.12), on a 

de même 

et 

Le-s relations (4.2.1) et 

II P.).(. 
j/i J 

t(a. II P.)+ Log m 
J. j/i J 

m 

~ (q+1) L t(ai) + Log m 
i=1 

m m 
t( II a.) ~ ( q+1) C t(a.) 

' j=1 J i=1 
J. 

m m 
t( II p.) <- ( q+1) L t(.a.) . 

j=1 J i=1 
J. 

(4.2.s) seront donc des conséquences de 

le dénominateur de 

(4.2.9). 
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le dénominateur de a; on a 
f3 

et 

, avec 

ô ô 
L P. 

i-1 I: i-1 y rci Y • J. 
a J.==1 i=1 
- = == 
f3 p f3 

f3 = PQ, et rc. = P.Q, (1 ~ i, ô). 
1 J. 

Tl suffit donc que l'on établisse le résultat suivant: 

si P et Q sont deux éléments non nuls de z[x
1

, ••• ,x
4

] , on a 

q 
t(p) ~ t(PQ) + :[:.degx. (PQ) • 

J.=1 1 

cette inégalité fait l'objet du lemme suivant 

_degré J2ê!:. rappori 1 X. 
J 

( 1 <, j ~ q) • On suppose 

j==1, ••• ,q. 

Alors .Q.ll.,Ë:. 

n = n + ••• +n • 
1 q 

Les inégalités 

n. ). 1 
J 



X (X+Î)..1. X e > 2 
2

• 2 pour x ~ 1 

q t 

H ( P) ~ Il PI J ~ H ( P). II ( 1 + deg P) 2 

k=1 xk 

montrent que l'on a, à plus forte raison, (et sans supposer 

j = 1, •• ..,q) 

d'où on déduit (4.2.13). 

n. ~ î 
J 

Notons que, dans l'autre sens, on obtient facilement (voir 4.2.10) 

Démonstration .211 lemme (4·.2 .14) 

L'inégalité à démontrer s'écrit, en utilisant (1.2.6) 

Examinons pour cornmencer le cas q î • 

pour 

Quitte à diviser chaque F. paru.ne puissance convenable de l'inconnue X, on peut 
J 

supposer, sans perte de généralité, P(o) O. 

On remarque que, si z , a , ~ sont des nombres complexes vérifiant 

alors on a 



(Le cas z = ±~ est trivial; sinon, notons t la projection orthogonale de a sur 

la droite (-~,z) ; on constate que l'on a 

--

D'autre part, si R € ~[X] vérifie R(o) f O, on peut écrire R sous la 

forme 

r k r 
R(X)=[:akx =a II (x-o:.), 

k=O r j=1 J 

avec 

r = deg R, a f O, et a. f O (1 ~ j ~ r). 
r J 

a. 
Dtaprès (4.,2.15), si on note ~- = ~ (1 ~ j ~ r), on a, pour 

J (Xj 

r r r 
= 1 a ! . II I z-o: • 1 ) 1 a 1 ° II 

r . J r . ,. J=1 J= 
(1+!0:.j). rr 

J k=1 

r 
!R(z)! > sup jR(y)I. rr 

IYl=1 j==1 

·1z-~ -1 
J 

2 

en notant v , ••• ,v les 
1 m 

racines de P, on obtient, pour lzl = 1 

IP(z) 1 

Le polynôme 

vérifie 



car b = b = 1 ' 
et n ), 1 

0 n 

J1 
0 

On obtient ainsi 

D'après (1.2.s), on a 

. D1 où, en utilisant (1.2.6) 

n 
le2inx_ 1:~Îj2dx TI ), 2 . 

j=1 J 

max IPk(y)j , 
IYl=1 

donc l'inégalité (4.2.14) est démontrée dans le cas q = 1 • 

Le cas général va se démontrer par récurrence. Soient P , ••• ,P des éléments de 
1 m 

Remarquons déjà que, si sont des nombres complexes, on a, 

f 1 2· . 2 
(4.2.18) jP(x

1
, ••• ,x 

1
,e l'J(U.,x 

1
, ••• ,x )1 du> 

0 
s- s+ q 

1-2n m f 1 
~ 2 s. TI 1 ( 2i1(U. ) 12 Pk x , ••• ,x ,e ,x , ••• ,x du, 

1 s-1 s+1 q 
k=1 0 

L'hypothèse de récurrence est la suivante il existe un entier s , 

1 ~ s ~ q-1 , tel que 1 1 on ait, pour tout (x , ••• ,x ) ( il!s 
1 s 

J 
2i1(U. 2i1(U. 2 

IP(x , ••• ,x ,e s+1 , ••• ,e q)I du ••• du ~ 
H 1 s s+1 q 

q-s q 
q-s-2 C n 

V 2i1(U. 2 
~ 2 V=S+1 m J 2i·n:u 

TI IPk(x , ••• ,x ,e 1 

k=1 H ~ 1 s 
, •• • 'e q) 1 du 

1 
••• du • 

s+ q 
q-s 
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Cette relation est vraie au rang s = q-1 , d'après (4.2.18) ; supposons la vraie au 

rang s (avec 2 < s, q-1) et démontrons la au rang s-1 • On intègre les deux 

2i10.1 
membres de (4.2.19) sur le cercle unité s 

x = e , 0 ~ u ~ 1 • On obtient, s s 

grâce à (4.2.18) : 

du du 
1 

••• du ~ 
s s+ q 

s 
'• • • 'e du ••• du 

s q 

du ••• du 
s q 

ce qui établit la formule de récurrence (4.2.19) au rang s-1 ~ 

La démonstration du lemme (4.2.14) est donc terminée (donc aussi celle du 

lemme 4.2.5). 

Nous poursuivons maintenant notre étude des propriétés de la taille; le lemme 

suivant nous permettra de ramener certains problèmes au cas d'extensions transcen-

dantes pures. 

Lemme 4. 2. 20. Soit K :un_ sous-cor:2s de V , de fil§. f.i;g._i ..fill:L ~ • Soit 

(x
1

, ••• ,xq,y) !fil. système générateur de K ~ ~. Il existe rn constante C > O, 

~ dépendant que_ de x
1

, ... ,xq,Y , ayant la propriété suivante .• 

Soit a E K , a -/:-0 • Soit P le dénominateur de a (:ear rapport ~ système 

t( ,c) ~ c. t(a) 



tl 

Démonstration 

Soit 6 = [K:(Q(x
1

, ••• ,xq)]; notons y
1

,~ •• ,y
0 

les différents conjugués de 

y sur ~(x , ••• ,x) (avec y
1 

= y par exemple). On peut écrire 
1 q 

ô . 1 
~ J.-Pa = L.J P. y , 
. J. 
1=1 

où P
1

, ••• , Pô appartiennent ·à Z'[x , ••• ,x] • Alors 
1 q 

6 6 . 
1 

6 
1t = TI (2= P . y~- ) = P. a • TI 

. . J J. . 
1=1 J=1 J.=2 

ô . 1 
([:p. y~- ) • 

. 1 J J. J= 

La majoration de t(rc) se déduit alors du lemme 4.2.5, et la relation 

provient du fait que l'anneau z[x , ••• ,x] est intégralement clos. [Lang, A, 
1 q 

chap.IX, prop.6]. 

Enfin la majoration de Loglrcl est une conséquence de l'inégalité triviale 

pour tout a f 7[x , ••• ,x ,y] , a f O. 
Î q 

Nous montrons maintenant que la taille ne dépend pas (à une constante près) du 

système gén~rateur choisi. 

Lemme 4.2.22. Soient K
1 

c K
2 

deux extensions de· ©, 

(res:e. (ç,
1

, ••• ,i;q ,ri)) J:!E.. système générateur de K
1 2 

~ ~ li!Ji_, (x
1

, ... ,xq ,Y) 
1 

(resp. K) JillE. 4i , tl t
1 

(re,,ê.J2. t
2

) la taille sur K (res:e. K) définie à partir de ce système générateur. 
- - 1 2 - - -- -

Il existe ™ constante c. > O telle que, pour tout élément rn nul a k K
1
, 



Démonstration 

1) On démontre l'inégalité t
2 

<< t
1 

d'abord pour un monôme p.x~ (p € z, 

p f O, r ~ o), puis pour tout polynôme non nul P € z[x
1

, ••• ,xq] (en utilisant le 

lemme 4.2.5), enfin pour tout élément non nul de K
1 

• Les détails, faciles, sont 

laissés au lecteur ; cf. [Waldschmidt, 1973, c, lemme 2.3]. 

2) D'après la relation t
2 

« \ , il suffît, pour démontrer que \ « t
2 

, 

d'étudier le cas 

soit 

on a 

donc 

Soient 

:x: = ç, pour 
f t 

t
2

(R.)=t(R.),1~i( 6, 
1 1 1 

t
1

(a) << max t
2

(Ri) • 
1<i(6 

~(x , ••• ,x )-isomorphismes de 
1 q 

ture algébrique Q de K
2

; comme la matrice 

( j-1) 
a. Y 1/· ./"-1 ~l, J.._,u 

est inversible, on a 

max \/Ri) « max t 2(cr/a)) • 
1(i<ô 1(j(6 

dans une clô-



Pour tout j = 1, ••• ,6, 0. 
J 

se prolonge en un homomorphisme de 

on a alors 

t
1
(a) << ma:x: t

2
(0.(a)) = 

1~j<o J 

ce qui démontre le lemme 402.22. 

max t
2 

( 0j (a)) « t
2 

(a) 1 , 

1-'j.'o 

On déduit des lemmes 4.2.20 et 4.2.22 le 

1S da..r1s Q 

Lemme 4.2.23. Soit K 1!I!, sous-cor12s ~ Œ! , de ~~transcendance inférieur ..Q.11. 

égal à -i; .§El:. ~ (~ 't :>, 1 ) • Soit L .lli:!. sous-corps ~ K , ~ ~ .f& ~ 

(x , ••• ,x ,y) un système générateur de L sur ~ ,· on note t la 1 · q - - - "t --- L -

taille définie .§El:_ L à partir de ~ système générateur. Il existe ~ constar1te 

L , .Q!1. ait 

Toutes les propriétés que nous avions annoncées concernant le type de transce:n-

dance sont maintenant démontrées. 



§4. 3 JJl!. lemme de Siegel pour J&ê_ extensions de ~ fini 

Nous aurons besoin d'une variante du lemme de Siegel, concernant les exten-

sions de ~ de type fini. 

système générateur de K ~ Q. Il existe~ constante C > O ayant la proprié-

té suivante. 

Soient n et r deux entiers rationnels, n ~ 2 r > O et a .. 
1' J 

ll existe ~ élérnen ts i;
1 

, ••• , l;n k A , rn tous nuls, tels que 

n 

Démonstration 

L ai, j l;i = 0 12our j = 1 , ... , r ; 
i=1 

max 
1 (i.(n 

t ( l;. ) ~ C [ max t (a. . ) + Log n J • 
1 . . 1, J 

1.:, 

Commençons par nous ramener au où 

y€ A = z[x
1

, ••• ,x] . 
0 q 

Pour cela, notons 

En écrivant l; , ••• ,!; dans A= A (y) , nous introduisons les nouvelles in-
1 n o 

connues 

avec 
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et 11 · 
0 

E A • De mÉ3me écrivons les coefficients a. . sous la forme 
1 1 ,v O 1,J 

6 
h-1 

a .. = L b .. h y , ( 1 , i ~ n , 1 .(. j .(. r) , 
i, J h=1 i' J' 

avec b .. h € A • 
1, J, 0 

Pour u ~ O entier et k = 1, ••• ,n, on définit des éléments nu,k de A
0 

par les relations 

le système d'équations 

s 1 Jcrit alors 

n 

6 
ô+u = ~ k-1 

y L-..in ky ; 
k=1 u, 

n 
~ a. . x. = 0 , ( 1 ~ j .(. r) 
L.--J 1,J J. 
i=1 

L L. . k = o , ( 1 .(. j .(. r , 1 .(. k , o) , 
i=1 

1
' J' 

avec 

(voir la démonstration de 4.2.12). 

Les· L. . k ( 1 ~ i .(. n , 1 .(. j .(. r , 1 .(. k .(. ô) sont des formes linéaires en 
1,J, 

rii,,e (1 .(. i, n, 1 .(. ,e .(. ô) , à coefficients dans A
0

, ces coefficients ayant une 

taille majorée par 

c
1 

max 
i, j 

t(a. . ) • 
J.,J 

11. suffit ~ que 1 1 on démontre ]&_ lemme 4. 3.1 ~ .Q.â§. ô = 1 

Les coefficients a .. appartiennent 
l,J 

d -1 d -1 

à A = Z[ X , • •• ,x ] 
o 1 q 

et A= A 
0 

écrivons les 

1 q 

a. · L ···Lai · ',e) l.,J ,e =O ,e =O ,J,\ 

,e î ,e 
x ••• x q, (1 .(. i .(. n, 1 .(. j, r), 

î q 
1 q 
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où ( ,e) = ( ,e ~ , ••• 1 ,e ) , et a. . ( o) € Z • 
1 q J.,J, h 

soit c
2 

un entier vérifiant 

1 

cé. ~ ((~)q- 1 r1 
• 

Introduisons les nouvelles inconnues 

définies par 

C d -1 C d -1 
2 1 2 q 

~i = C ··· L ~i,(/1,) 
À =O À =O 

1 q 

Le système. devient alors 

n 

~ I: ··· 'C ai · ·(.e) ~i (À.)= 0 , 
J.=1 À +t =A À +t =A ,J, ' 

1 1 1 q q q 

pour O .(. Ak " ( c 2 + 1 ) dk -1 , ( 1 < k <. q) , 1 .(. j <. r 

On obtient un système de 

équations à 

.q 
c

2
d ••• d n 

1 q 

inconnues, à coefficients dans z. Remarquons que 

Le lemme 1.3.1 (avec K = ~, o = 1) montre qu'il existe une solution ~i,(À) non 

triviale vérifiant 

On en déduit le lemme 4.3.1. 



§4.4 Démonstration du théorème 4.1.2 

Soient -i; > 1 (resp. v , ••• ,v) 
1 m 

des nombres 

complexes ~linéairement indépendants. Soit K le corps obtenu en adjoignant à ~ 

les mn nombres 

exp( u. v.) , ( 1 i i -' n , 1 ~ j .ç m) ., 
l. J 

D'après le lemme 4.2.23, il suffit que l'on montre que, si K a un type de trans-

cendance inférieur ou égal à -i; sur 1Q, alors 

mn < -i;(m+n) • 

comme -i; > 1 , il n'y a pas de restriction à supposer 

Soit (x
1

, ••• ,xq,y) un système générateur de K sur 1Q. On note A l'anneau 

~x , ••• ,x ,y]. Soit N un entier suffisamment grand. 
1 q 

Montrons qu'il existe .1ill:. polynôme rn nul 

de degré inférieur à 2Nm par ,r3 pport à X. ( 1 -' i <. n), tl dont ~ coefficients 
l. 

ont ~ taille majorée par 

t(coefficients) << Nm+n, 

tel que la fonction 

vérifie 

F (k V + + k V) - O pour k. = 1,, •• ,Nn (1 ~ j ~ m). 
N •• • - J 1 1 m m 
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Notons o le produit des dénominateurs - par rapport à (x , ••• ,x ,y) - des 
1 g 

éléments 

U.V. 

e 1 
J , (1 ~ i in, 1 ~ j ~ m) 

de K. Considérons le système d'équations en p (t , ••• ,t) €A, (0 ~ t. < 2Nm, 
-N 1 n 1 

k. 
J 

1 t t" d m. n ' t ' ' Ces un sys eme e N equa ions a (2Nm)n inconnues, à coefficients dans A, 

la taille de ces coefficients étant majorée par 

t(coefficients) << Nn+m, 

grâce au lemme 4.2.5. 

On a supposé n) 2 (4.4.1). Le lemme 4.3.1 montre qu'il existe une solution 

non triviale, telle que 

Le polynôme 

fournit le résultat annoncé. 

La fonction FN ainsi construite n'est pas nulle (grâce à l'indépendance liné­

aire de u
1

, ••• ,un). Cette fonction est entière, d'ordre inférieur ou égal à 1 la 

condition m) 2 (qui résùlte de l'hypothèse 4.4.1) montre que l'un des nombres 
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est non nul (cf (1.5.4)). 

Noùs noterons M le :QlUs grand entier tel que 

n 1 ( k. ( M (1 ( j ( m) 
J 

grâce à (4.4.3), on aura M) N; de plus il existe~ entiers rationnels h
1

, ••• ,hm 

Pour majorer hNI , notons w
1

, ••• ,wQ les nombres 

k
1
v

1 
+ ••• + k v , 1 (. k. ( 1f ( 1 <, j ' m) • m m J 

A. cause de 1 t indépendance linéaire de v 
1 

, ••• , v m , on a 

Notons d'autre part 

mn 
Q = M • 

w = h V + ••• + h V , o 1 1 m m 

de telle manière que (4.4.5) s 1 écrive 

grâce à (4.4.4), la fonction 

est entière dans t. On lui applique le principe du maximum sur le disque de centre 

O et de rayon 

mn-m 
R=M 

L'hypothèse 4:4.1 entrafne R >Mn. On obtient 
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Or on a d'une part (en utilisant 4.4.2) 

et, d'autre part, pour ltl = R, 

Donc 

lwo-whl. • 
t-w 

h 

Log sup 
ltl=R 

Q lwo-whl mn-m-n 
II t-w < - 2 Q Log M , 

h=1 h 

et, pour N suffisamment grand, 

1 1 
mn-m-n 

Log yN ~ -
3 

Q Log M • 

On utilisera cette inégalité sous la forme 

Pour majorer la taille de yN, on remarque déjà que 

On utilise (4.2.6) pour majorer la taille de l1N: 

Maintenant, d'après (4.2.s), on a 

,e .h. 

.t.h. 
m U.V. J J 
TI (e 1 J) ) • 

j=1 

m U.V. 1J 
II (e i J) ) << Mm+n • 

j=1 

n•où 

( ) · m+n 
t ~ << M ; 



comme on a également 

on déduit de (4.2.9) la majoration attendue 

( ) m+n 
t YN « M • 

Si K a un type de transcendance inférieur ou égal à ~ sur ~, le lemme 4.2.23 

montre que l'on a 

donc 

(~ cause de 4.4.6, 4.4.7 et de 1•inégalité M ~ N). On en déduit 

mn < ~(m+n) • 



§4. 5 Indépendance algébrique ~ valeurs de fonctions méromorphes 

On peut étendre le théorème 4,,1.2 en un critère de dépendance algébrique de 

fonctions méromorphes, qui généralise 2.2.1. 

Théorème 4. 5 .1 • Soient -r; > 1 tl ,e > 0 deux nombres réels, tl K J1Q.. sous-corps 

de q; , ,Q&. !;y:,pe_ fiui _êJf!: Q et ,Q&. !;y:,pe_ ,Q&. transcendance inférieur .211 égal à 't' ~ 

~ • soient f 
1

, ... ,f d des fonctions méromorphes, algébriguement indépendantes lill!'.. 

K • Soit (sN)N:>O ~ sui te de sous-ensembles finis de IV , ~ que 

Card SN » Ni, , ,tl max I z 1 « N pour N ~ + oo • 

zESN 

.Q.:Q. supposé que, pour tout i 1, ••• ,d , il existe ~ fonction h. entiè~ d'ordre 
l 

inférieur .211 égal à pi , .§!.ill1§_ zéros~ 

telle que h. f. soit entière d'ordre inférieur .211 égal à p
1
. , tl que ~ ait 

l l 

Alors .QU. .ê:. 

p. 
max t(f.(z)) << N 1 

zESN 
1 

et 

On obtient comme corollaire le théorème 4.1.2, en choisissant 

D'autre part, quand K est un corps de nombres, le·théorème 4.5.1 est équivalent 

au théorème 2.2.1, grâce aux inégalités (4.2.3) entre s et t. 



Démonstration du théorème 4.5.1 

Supposons les hypothèses du théorème 4.5e1 vérifiées, et soit N un entier suf-

fisamment grand. On définit : 

et 

où 

on remarque tout d'abord qu'on peut supposer d > ~· et 

t 
max Pi <a.+ P 

1-'i-'d 

( si on avait, par exemple, p d > ~ + p , il sttffirai t que l'on démontre 1 1 inégalité 

en utilisant f
1

, ••• ,fd_
1 

, pour en déduire 

Quitte à remplacer chaque SN par un de ses sous-ensembles, on peut supposer 

Enfin, comme on a supposé ~ > 1., il n'y a pas de restriction à ajouter l'hypothèse 

Soit (x
1

, ••• ,xq,y) un système générateur de K sur ~, et soit 

Montrons qu I il existe !ill:. polynôme rn nul 
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de deg_ré par rapport à Xi vérifiant 

deg PN <<Ri, (1 ~ i' d) , x. 
J. 

tl dont les coefficients ont ~ taille « R.NP , tel que la fonction 

vérifi~ 

F (t) = 0 
N 

On résoud pour cela le système 

nom" tout t E S • ...;=..__ N 

~.R C.Rd 
d(f (t)) 1 ••• d(fd(t)) .F (t) = O pour tout 

1 N 

t E SN. Le lemme 4.3.1 permet de trouver un entier C > O (indépendant de N) et 

des éléments 

non tous nuls, vérifiant 

et tels que le polynôme 

possède la propriété désirée. 

D'après (1.5.4), il existe un plus grand entier M ~ N tel q_ue 

Donc il existe w ES , tel q_ue 
o M+1 

pour tout t ES • 
M 



Pour majorer yN, on utilise le principe du maximum sur un disque ltl = R, où 

a, 
R = M , 

avec 

on a ainsi a,> 1 et, à cause de (4.5.2), 

,e 
-d+p-p.+ap. ~ ,e 

J. J. 
pour tout i = 1, ••• ,d. 

on obtient facilement 

et 

lw0-tl 
z-t. ' 

d'où 

D'autre part la taille de yN· vérifie, d'b.près le lemme 4.2.5 
,e 

d p d+p 
t (y N) « G Ri M i « M 

J.=1 
• 

Emin, le lèmme 4.2.23 montre que 

donc 

ce qui démontre le théorème 4o5.1. 
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§4.6 Références 

La notion de 11type de transcendance 11 est due à Lang; de même la définition de 

la taille sur une extension K = ~(x , ••• ,x ,y) de ~ de type fini est essentiel-
1 q 

lement celle de [Lang, T., chap.V §2], avec cependant une différence importante : 

après avoir défini la taille sur '.l(x
1

, ••• ,xq,y] , Lang dit qu'un élément y de K 

a une taille inférieure ou égale à B si y peut s'écrire comme un quotient 

, avec 

et t(a) < B, t(y) ~B. 

Dt après cette définition, si P et Q sont deux éléments non nuls de '.l( x
1

, ... ,xq]' 

on devrait pouvoir écrire, en utilisant a= PQ, ~ = Q et y= P, 

ce qui n•est pas vrai en général. Mais l'inégalité (4.2.13) nous a perwis de remédier 

à cet inconvénient et de donner une définition cohérente. 

cette inégalité (4.2.13), et la démonstration du lemme l4.2.î4), sont dus à 

Gel'fond (Gel'fond, T., chap.III §4 lemme II], qui améliorait ainsi, et généralisait, 

un résultat de Popken et Koksma: 

sont des éléments de t(x] [Schneider, T., lemme 16]. 

Il existe une autre démonstration très intéressa;nte de ce lemme, par IvTahler 

[Mahler, 1961]; le principe en est le suivant : pour P E 1!;[X
1

,., •• ,xq] , notons 

J 
2i101 2i101 

M(P) = exp Log IP(e 1, ... ,e q)!du
1 

•• .,duq 
H q 
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(avec t,ï(P) = O si P = o). On a évidemment 

donc le problème revient à trouver des inégalités liant les fonctions M(P) et Il Pl!; 

on a dans un sens, grâce à Hardy, Littlewood et Polya: 

M(P) ~ IIPII . 

D'autre part, en utilisant la formule (1.5.3) de Jensen [Mahler, 1960], on constate 

g_ue, pour 

on a 

On en déduit des inégalités entre 

ou bien entre 

n g_ 

L 
k =O g_ 

k k 
1 q 

ak k x1 ••• x ' 1, ••• , g_ g_ 

Notons ù 1autre part une démonstration très simple de itinégalité 

t(PQ) ~ 3 t(p) , 

pour tout P et Q dans Z[X] [Lang, T., chap.~I §2]. 

Le théorème 4.5.1 correspond à [Lang, chap.V, §3 Th.2], avec les corrections 

nécessaires. Pour 1 1utiliser, il faut pouvoir déterminer le type de transcendance de 

certains corps, et ce problème est plus difficile que celui de la détermination du 



degré de transcendance d'un corps. Les mesures d'indépendance algébrique actuelle-

ment connues ne donnent pas de type de transcendance pour des corps de degré de 

transcendance supérieur ou égal à 2 [Lang, T., p. 99]. Néanmoins, dans le cas de 

degré de transcendance 1, les mesures de transcendance donnent déjà certains résul-

tats. Ainsi, N.I. Fel'dman a montré que t(11:) avait un type de transcendance infé-

rieur ou égal à 2+i:: pour tout i:: > 0 [Fel'dman, 1959]. Plus récemment, 

P.L. Cijsouw a établi dans sa thèse [Cijsouw, 1972] que, les corps K suivants 

avaient un type de transcendance inférieur ou égal à ,:; : 

; (a€~, a f o) 

K = ~(Log a),,;~= 3+i::; (ex€ i, a f O, a f 1 , i:: > o); 

K = ~(e11:) , ,:; == 3+t:: (e > O) 

K = ~(i) ' ,:; == 4 {. (X € IJl ~ € ~ ' afo,af1 ' ~ t ~) 
(Log a) K=4l-- 't=4 Log~ ' 

(a € ~ ' ~ € Q Log a I ) 
Log ,~ ~ • 

Nous n'avons parlé que de l'extension des résultats du chapitre 2, aux exten-

sion$ de ~ de type de transcendance,,:;. on peut'effectuer une généralisation 

semblable des résultats du chapitre 3 le seul problème consiste à établir l'ana-

logue du lemme 3.3.2 (où on remplace s par t, et K par une extension de ~ de 

type fini). On peut démontrer par exemple que, sous les hypothèses du théorème 

d 
4.5.1, si on suppose, de plus, que la dérivation dZ opère sur une extension finie 

si, de plus, la dérivation opère sµr le K-espace vectoriel 



alors 

Nous étudierons, au chapitre 7, le cas particulier de la fonction exponentielle. 

Le cas général est exposé dans (Waldschmidt, 1972, a, §4]. 
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EXERCICES 

Exercice 4.1.a. Soient ~) 2 un nombre réel, et x un nombre complexe transcen-

dant. Soit K une extension algébrique de ~(x). Montrer que les trois propriétés 

suivantes sont équivalentes. 

(i) K a un type de transcendance inférieur ou égal à ~ sur ~. 

(ii) Pour tout polynôme irréductible non nul p € z[x] , on a 

-(t(p))~ << Logjp(x)I • 

(iii) Pour tout nombre algébrique a, on a 

où a(a) désigne la taille du polynôme minimal de a sur z. 

(Indications. Pour démontrer l'équivalence entre (i) et (ii), utiliser le lemme 

5.3.5, pour l'implication (iii) ~ (ii), utiliser l'exercice 4.2.f ; l'implication 

(ii) ~ (iii) est facile. Voir [Lang,_T., chap. VI §2 th.2], ou [Cijsouw, 1972, 

lemmes 2.15 et 4.3]). 



Exercice 4.1.b. Soit Q un sous-corps algébriquement clos de C, de type de trans-

cendance inférieur ou égal à ~ sur ~. Soit ME M (~); on note 
n 

d la dimension 

du sous-~espace vectoriel de ~ engendré par les valeurs propres de M. soient 

des nombres complexes, ~linéairement indépendants, tels que les matrices 

exp(Mt.) (1 ~ j ~ m) , 
J 

appartiennent toutes à M (Q). 
n 

Montrer que l'on a 

md < ~(m+d). 

En déduire le premier résultat de 1•exercice 2.2.a. 



Exercice 4.2.a. Démontrer les inégalités (4.2.3)o 

(si désignent les différents plongements de K dans C, choisir 

c
1 

= max{o 

En considérant le produit des dénominateurs par rapport à y des éléments d'une 

base sur ~ de l'anneau des entiers A de K, montrer qu'il existe un entier ra-

tionnel f > 1 tel que f.A c z[y] ; définir 

c
2 

= max{Log f , Log ôfc
0

, 1} , 

où c est le maximum des valeurs absolues des coefficients de la m.q,trice inverse de 
0 

). 

En déduire une valeur de la constante CK de (4.2.4). 



Exercice 4.2.b. Soit K une extension de Q de type fini. Montrer qu'il existe des 

constantes, ne dépendant que d'un système générateur (x
1

, ••• ,xq,y) de K sur ~ 

(permettant de définir une taille t sur K), et notées <<, telles que les pro-

priétés suivantes soient vérifiées 

1) t(~) « max(t(a),t(b)) pour tout a € K, b € K, b f. 0 • 

) ~ pi i-1 
2 Si a= 4-,-, Q. y , où, pour tout i = 1, ••• ,ô, Pi et Qi sont deux élé-

J.=1 J_ 

ments de z[x
1

, ••• ,xq] premiers entre eux, alors 

t(a) « {t(P.),t(Q.)} << t(a). 
J_ J. 

3) Soit a : K - (l; un homomorphisme on a 

t( a(a)) « t(a) • 

[waldschmidt, 1972a §2]. 
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Exercice 4.2.c. Soient P E: :i[x
1

, ••• ,xq], et m E: Z, m >,, 1 • Vérifier l'inégalité 

En déduire 

et 

m m ~ 1 
H(P) ~ (H(P)) • II (1 +2m deg P)-

x 
V=1 V 

[Gel 1fond, T, Chap.III §4 lemme II']. 



d . 
Exercice 4.2.a.. soit P = L a.X

1 
€ V(X] , ad f O. 

. l. 
l=O 

Soient z
1

, ••• ,zd les racines de P dans © on note 

* !z. l = max(!z. 1 ,1) • 
l. l. 

1) Vérifier l'inégalité 

en particulier 

[Mignotte, 1973]. 

2) En déduire que, si Q , ••• ,Q ,R sont des polynômes unitaires de :l[x), on a 
1 m 

(avec les notations de l'exercice 1.2.a) : 

~ deg Q. 
m . J 
Il L(Q.) ~ 2J=

1 
- IIQ1 • • .Q RII • 

. 1 J m J= 

De plus, si 

(Mignotte, 1973]. 

3) En déduire aussi l'inégalité 

n 
Il ( 1 + 1 z) ) ~ ( n+ 1 ) 4 n I a a.1-1 

• H ( P) 
v=1 

[Fel' dman, 1951]. 



N . N 
Exercice 4.2 .. e. Soit Q = L q.XJ. = qN TI (x-o:.) E 7r[x] un polynôme irréductible 

. J. • J. 
l=O 1=1 

de degré N ~ 1 et de hauteur H • 

Soit Q un sous-ensemble de 

{ (i, j) 1 ~ i ,{. N , 1 ~ j ~ N , i < j} • 

vérifier 

II I a.-a .1 ), 24-N(N-1) • (N+1 y-½(N-1) • H-(N-1) • 2Card Q • 
Q ]. J 

(Indications : utiliser l'exercice 4.2.d, et consulter [Cijsouw, 1972, lemme 2.8], 

ou [GÜting, 1960], ou [Fel'dman, 1951, lemme 5]). 

Exercice 4.2.f. 

Soit 

un polyn8me de degré m, dont les racines 

sont deux à deux distinctes. 

vérifier l'inégalité 

1 1 
-m(2m+Log H(P)) . 

a .e .min 
m . 

1 -'i~m 

(Feldman, 1951, lemme 5]. 



Exercice 4. 5.a. Sous les hypothèses du théorème 4 .• 5.1, on suppose que les fonctions 

f î , ••• , f d ont une période w ,) O commune non nulle. Etablir J. 1 inégalité 

En déduire le résultat de l'exercice 2.2.d. 
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Exercice 4.5.b. Toutes les inégalités qui interviennent dans les démonstrations que 

nous étudions sont du type 

pour N ...., + oo 

où a~ O et b sont deux réels (b > O si a= o). 

Remplacer, dans les hypothèses du théorème 4.5.1, toutes les inégalités du type 

pour N --, + oo , 

par des inégalités du type précédent. Par exemple, au lieu de supposer que 

K = Q(x
1

, ••• ,xq,y) a un type de transcendance~~, on suppose qu'il existe deux 

réels ~ ~ 1 et ~• tels que 

~ ~· - t(p) Log(t(p)) << Log IP(x , ••• ,x )! 
1 q 

(Remarque : d'après [Fel'dman, 1960], on peut choisir 

quand 

et, d'après [Cijsouw, 1972], on peut choisir 

quand q_ = 1 , x
1 

= Log a (a E ~ , a =} O, 1) ). 

Montrer q_ue la conclusion du théorème 4.5.1 devient : 

si 

alors 
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Exercice 4.6.a. Soient P
1

, ••• ,Pm des :polynômes de t[x
1

, ••• ,Xq_] on note 

( 1 ~ h -' q_) • 

Soit V le nombre d'entiers h tels q_ue Il\1 > 1 • Vérifier 

m m m + ••• +m m 
1( TI P.) ~ TI L(P.) ~ 2 1 q_ .• L ( TI P) 

i=1 
l 

i=1 
l 

i=1 

-(m + ••• +m) 
2 1 q_ H(P) .{. 

m m + ••• +m -v 
TI H (p.) ~ 2 1 q_ 

l 
i=1 

(utiliser l'exercice 1.2.a et les remarq_ues du §4.6, ou bien a:p:pliq_uer directement 

le lemme 4.2.14) [Mahler, 1961]. 

Exercice 4.6.b, Généraliser le lemme 3.3.2 aux extensions de ~ de type fini. 

En déduire une extension des résultats du chapitre 3 (méthode de Gel 1fond) aux 

corps de type de transcendance inférieur ou égal à 1: sur ~ [Waldschmidt, 1972 a , 

lemme 3.1 et théorèmes 1 b et 2b J. 
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CHAPITRE 5 

Un critère de transcendance 

Pour utiliser les résultats du chapitre précédent, il faut pouvoir majorer le 

type de transcendance de certains corps, et c'est là un problème difficile. 

cette difficulté peJt être contournée en ce qui concerne la fonction exponen-

tielle, et pour le cas de degré de transcendance 1. 

Soit a€ t au lieu de chercher à minorer chacun des nombres P(a) , 

(p € ~[X) , P(a) f o), on considère une suite (pn)n)
1 

d'éléments de z[x] , et on 

montre que les nombres IP (a)! ne peuvent pas être tous trop petits 
n 

ainsi, pour 

a€~, il n'existe pas de suite (pn)n)n de polynômes de z[x] vérifiant 
r 0 

pour tout 

0 < IP (a)I < n 

n ) n • 
0 

2 ~n 
e , deg P ~ n, Log H(P) < n, 

n n 
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§5.1 Enoncés ~ résultats 

Théorème 5.1 .1. Soient c > 1 et d > 1 deux nombres réels ·, soient (y ) et n n)n -
ÇI' 0 

( o ) deux sui tes croissantes (_au _sens large) de nombres réels, tendant _vers += 
n n)n -

r 0 

~ n , tl telles que 

et o <. d o 
n+1 n 

no,n• tout n '.). n • 
..i:::..;;;.;;:__ 0 

Soit a E Œ:! • On suppose qu 'l.1. existe rn sui te de 12olynômes .ll.Qll nuls 

(p) de ~[X] , vérifiant 
n n'.).n -

0 

tl 

deg P (. o n n 
Log H(P ) (. y , 

n n 

pour tout n > n • 
0 

Alors a est algébrique. 

On montrera de plus que P (a)= 0 
n 

pour tout n suffisamment grand. 

On utilisera essentiellement ce résultat sous la forme plus faible suivante. 

Corollaire 5. 1 • 4. Soit K .1ill-. sous-corps de il; de ty-pe fini fil1L ~ ; soit t rn 

taille~ K (définie à partir d'un système générateur de K .êJ1!: ~). Il existe 

™ constante C > O ayant la propriété suivante. 

(t) _une suite croissante de nombres réels. telle que n n)n · 
0 

lim t = + = , 
n 

On suppose qu'il existe rn suite 

-
et t <. 2t nm,-r tout n ) n • 

n+1 n ~-- o 

( ► ) d'éléments _non nuls de K tels oue 
"'n n)n 

0 

Log l 1; 1 ~ - C t
2 

n n 



tl 

_]_Our tout entier n J. n • 
0 

t(ç, ) {, t 
n n 

Alors le degré de transcendance de K .filll:_ 1Q est supérieur .2Jl égal à 2. 

Démonstration du corollaire 5 .1 .4 

Soit (x
1

, ••• ,xq,y) le système générateur de K sur ~ permettant de définir 

la taille t. Pour n ~ n , soit à = d(r ) le dénominateur de r et TT la o n "'n "'n' n 

de à ç, • D'après 4.2.8 et 4.2.20, il existe deux 
n n 

constantes positives G 
1 

et 

et 

On choisit 

Soit n ~ n 
1 o 

et 

t(n) ~ C t(à F ) ~ C t(ç,) ~ C t 
n 1 n""'n 2 n 2 n 

Log!n ! ~ Loglà ; 1 + c
1

t(à ç,) ~ Logjç, 1 + c t n nn nn n 2n 

tel que 

C = 10c
2 

+ 1 • 
2 

pour n ~ n
1 

, on a 

t(n) {, C t 
n 2 n 

1 1 
2 t2 Log nn {, - 1 Oc 
2 

n • 

Or nn est un élément non nul de z[x , ••• ,x J ; on a évidemment 
1 q q f-0 (puisque 

ITT j < 1 , donc TT riz), et le théorème 5.1.1 (avec y = o = c t , c = d = 2) n n ,:. n n 2 n 

montre que l'on a aussi q f 1 • D'où q > 2. 



§5.2 Principe de la démonstration ftu critère 

Soit P E z[x] un polynôme non nul notons les racines distinctes 

de p, et r , ... ,rh 
1 , 

leur ordre de multiplicité 

h r. 
P = a Il n 

i=1 
(x-a.) 1 

• 
l 

On constate déjà q_ue les racines o:
1

, ••• ,~ sont suffjRamment éloignées les unes 

des autres (le nombre a.-a. 
l J 

est algébriq_ue non nul pour if j , et on utilise 

1.2.3). Soit a Et tel q_ue 

P(o:) = a • 
n 

h r. 
Il (a-a.) 

1 

. l 
l=1 

soit très petit. Alors a est proche d'une des racines de p (soit o:
1 

cette ra­

cine), donc assez loin des autres racines. On peut écrire le polynôme minimal de o:
1 

sur Z sous la forme 

r 
avec k ~ h. Donc Q 1 

aussi petit q_ue P(a). 

k 

Q = b Il (X-a. ) 
S . l 

l=1 
r 

divise P, et on constate q_ue Q(a) 1 est à peu près 

Ainsi, à partir d'un polynôme P E z[x] non nul, tel q_ue P(a) soit petit, on 

r 
peut construire un polynôme irréductible Q tel que Q 1 divise p, et que 

r 
Q 1(a) soit petit. Dans l'énoncé du théorème 5.1.1, on est ramené au cas où chaque 

polynôme p 
n 

est une puissance d'un polynôme irréductible ~ , soit p 
n 

r 
n 

= Q • n 

On considère alors le résultant de P et P · c'est un entier rationnel 
n n+1 ' 

dont on peut majorer la valeur absolue par 1 (grâce aux majorations 5.1.3 et aux 

conditions 5.1.2). On en déduit 

pour tout n suffisamment grand. 



Donc tous les polynômes p 
n 

sont des puissances d'un même polynôme irréductible 

Il est alors facile de déduire des hypothèses la relation 

Q(a) := 0, 

qui montre que a est algébrique. 

§5.3 Lemmes auxiliaires 

Nous utiliserons plusieurs fois le lemme suivant. 

Lemme 5.3.1. Soient P tl Q ~ ,Pol;y:p.ômes .ll.Qll constants de Z[X] , de degré p 

et q respectivement. 

Alor~ P et Q sont premiers entre ~ dans z[X] g et seulement si pour 

tout nombre complexe a _Q!1. .ê:.. 

Démonstration 

Si P et Q ne sont pas premiers entre eux, ils ont une racine commune a, 

et l'inégalité (5.3.2) n'est pas vérifiée au point a. 

Q. 

Pour démontrer la réciproque, on considère le résultant R des deux polynômes 

P et Q: si 

R est le déterminant 

X
i 

a. 
J.. 

et 



a 
p 

a 
P-1 

R = . 
a 

0 

q 

a 
p 

a 1 : p- • 
a 

: p 
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b 
q 

b 
q-1 . 

b• 
0 

p 

b 
q 

b 
q-1 • 

. . 
• b 
: q 
• b 

a• 
0 

a 
• P-1 b" 

0 
: q-1 . . . . . 

b" 
0 

La valeur de R ne change pas si on remplace ·1a dernière ligne par 

comme on peut le constater en multipliant la ième ligne de R par 

ajoutant à la dernière ligne la somme des autres. De même, la valeur de R n'est 

pas modifiée si on remplace la première ligne par 

( -p ( ) -p-1 ( ) -p-q+1 ( ) -q ( ) -p-q+1 ( ) ) a Pa , a Pa , ••• ,a Pa , a Q a , ••• ,a Q a , 

( -i) si a f O ajouter à la première ligne la ième ligne multipliée par a • On uti-

lise la première transformation si lai~ 1 , et la deuxième si !al > 1 • On déve-

loppe alors R par rapport à la ligne ainsi modifiée pour majorer les cofacteurs, 

on utilise l'inégalité de Cauchy Schwarz : 

qui montre que la valeur absolue d 1u:n déterminant est majorée par le produit des 

normes euclidiennes de ses colonnes (inégalité de Hadamard). 

Ainsi 



5.7 

Les polynômes P et Q sont premiers entre eux si et seulement si R f 0 

[Lang, A., chap.V §10], donc si et seulement si !RI 111 (puisq_ue RE 7i'). 

D'où le lemme 5.3.1. 

Une application intéressante du lemme 5.3.1 est la suivante 

~ 5.3.3. Soit a E V • Soit P E z[x] :9E:. polynôme de degré d et de hauteur 

h 
H(P) = e • Soient F et G deux diviseurs de P , ™ nuls tl premiers entre eux. 

Alors on .ê:. 

Démonstration. On peut supposer F et G non constants (sinon on a trivialement 

D'après lè lemme 5.3.1, on a 

où f est le degré de F , et g celui de G. or.on a, d'après le lemme 4.2.14 

Il Pli , 

donc 

On majore alors IIPII par 
1 h 

(d+1 )2 e , grâce à (1.2.7). On remarq_ue ensuite q_ue 

d ~ f+g ). 2 entraîne 

Le lemme suivant montrera q_ue, si P E ::z[x] prend une valeur très petite en 

un point a E œ; , alors il existe un facteur Q de P, puissance d'un polynôme 

irréductible, q_ui prend également une valeur petite en a. 



h 
e • Soient À.

1 
> 3 et i\

2 
~ 3 deux nombres réels tels que 

Alors il. existe .1fil_ Eolynôme Q , divisant P , tl puissance d'un polynôme irréduc-

tible dans z[x] , tel ·aue 

Démonstration. Le cas d = 1 étant trivial, supposons d > 2 • 

Décomposons P en produit de puissances de polynômes irréductibles de ~[X] 

P = aP ••• P , 
1 m 

(où a € z) , 

ordonnés de telle manière que 

Pour chaque entier i ' 0 ~ i .(_ 

i 

1 al • TI 
t=1 

( un produit vide est égal ' 1 ) • a 

Pour i = m, on a 

donc 

Pour i = O, on a 

m, comparons les deux nombres 

m 
IP/a)I et TI 

h=i+1 

1 P(a) 1 < 1 , 

m 

1/;tl. II IP/o:)I < 1 • 
. t=1 

IPh(o:)I ' 



donc 

m 

la! > rr IPh(a)I • 
h=1 

Il existe donc un entier i, 1 ~ i < m, tel que 

et 

Utilisons maintenant le 

puis avec 

On trouve 

et 

donc 

et par conséquent 

i-1 m 

!al. I1 IP,/a)I 
,e=1 

'.?, Il !Ph(a)! ' 
h=i 

i m 

la! rr Ir/a)! < Il lrh(a)I . 
,e=1 h=i+1 

lemme 5.3.3, 

F 

F 

i-1 
= a• Il 

,e=î 

i 

= a• TI 
,e=1 

i-1 

1 a I TI 
,e=1 

avec 

p ,e et 

p ,e et 

m 

G = TI Ph, 
h=i 

m 

G = Il Ph . 
h=i+1 

m 

TI 
h=i+1 

1 ( ) 1 
-d(h+d) Ph a > e , 

Mais, si i t 1 , le lemme 5.3.3 et l'inégalité 
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entraîneraient 

ce qui est impossible (À
1 

> 3, À
2 

~ 3). 

Donc i = 1 , et 

Il}. 

la!. !P/a)I < II IPh(a)I • 
h=2 

Utilisons encore le lemme 5.3.3 

d'où 

m 

Log II IPh(a)I > - d(h+d) , 
h=2 

ce qui démontre (5.3.6), avec Q = P
1 

• 



§5.4 Démonstration du critère 

Supposons les hypothèses du théorème 5.1.1 vérifiées. Le lemme 5.3.5, avec 

on Yn 
À1 == deg P O Log H(P ) • (c+d+ 1 ) ' 

n n 

montre que, pour tout entier n ~ n , il existe un polynôme irréductible 
0 

et un entier rationnel r ~ 1 , tels que le polynôme 
n 

Log!R (a)! , - ô ((c+~)y + 2d ô) • 
n n n n 

divise 

Comme R divise P , le lemme 4. 2. 14 permet de majorer Il R Il par n n n 

et 

0 1 6 
2 n • ( 1 +6 )2 < e n 

n 

~ E z[x], 

P , avec 
n 

dès que 6 ) 2 n 
( donc dès que n est suffisamment grand, disons n ~ n ). 

1 

Par conséquent 

Nous allons utiliser le lemme 5.3.1 pour les deux polynômes R et 
n Rn+

1 
, avec 

n ~ n • On a d'une part, grâce à la non décroissance des suites (o) et (yn) , 
1 n 

max(Log!R (a)!,Log!R (a)!), - 6 ((c+d)y + 2d o) n n+1 n n n 

d'autre part 

6 +6 
~ +~+1 

o exp((y +6 )6 
1 

+ (y 
1
+6 

1 
)6 ) n n n+ n+ n+ n V- n n+1 

(y +6 )do + (cy +d6 )ô n n n n n n 
~ e 
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La relation 5.3.2 n'étant pas vérifiée, les deux polynômes 

r 
n+1 R - o ne sont pas premiers entre eux, donc 

n+1 - 11+1 

Q = o pour tout n ~ n
1 

• 
n 11+1 

rn 
R = Q et n n 

Ainsi, pour n ~ n
1 

, tous les polynômes ~ sont égaux à un même polynôme irréduc-

tible Q E ~[X] . Soit q = deg Q. 

r 
Comme Q n(a) tend vers O q_uand n tend vers. l'infini, on a 

ou bien Q(a) = O, ou bien lim r = +oo • 
n 

n -s- +oo 

Or ô ) qr et y ~ 0; donc, grâce à (5.4.1 ), 
n n n 

d'où 

r.e qui montre q_ue 

tout n 4- n • 
1 

r 
Log! Q n(a) 1 = rn Log! Q(a) 1 ~ -· dqr! , 

Q(a) = O, donc q_ue a est algébrique, et q_ue P (a)= 0 
n 

pour 
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§5.5 Références 

Le premier critère de ce type a été obtenu par Gel'fond en 1949 [Gel'fond, T., 

chap.III §4 lemme 7]. Il a été repris par Lang en 1965 [Lang, 1965, §6], puis par 

Tijdeman en 1970 [Tijdeman, 1970b, lemmes 6 et 6 1 ]. Ces énoncés ne concernaient Que 

le cas y = o ; nous verrons au §7 QU1 il peut être utile de dissocier ces deux 
n n 

fonctions. La possibilité de séparer et 0 n 
est exposée dans [Brownawell, 

1971c], et [Waldschmidt, 1971a, §3]. La présentation adoptée ici est essentiellement 

celle de Brownawell. 

Le lemme 5.3.1 est c1assiQue; on en trouvera différentes versions dans 

[Gel'fond, T., chap.III §4 lemme V], [Lang, T., chap.V §2], [Tijdeman, 1970b, 

lemme 4], et [Brownawell, 1971c, lemme 1]. On peut trouver des variantes du lemme 

5.3.5 dans [Gel'fond, T., chap.III §5 lemmes VI et VI'], [Lang, T., chap.VI, §2, 

lemme 3], [Tijdeman, 1970b, lemme 5], [Brownawell, 1971c, lemme 3], et [Cijsouw, 

1972, lemme 2.14]. 

Il serait très utile d'étendre le théorème 5.1.1 en un critère d'indépendance 

algébriQue. On souhaiterait par exemple remplacer, dans les hypothèses de 5.1.4, la 

majoration 

par 

et en déduire Que le degré de transcendance de K sur ~ P.st supérieur ou égal à 

Q. :Mais cette conjecture, due à Lang, est fausse [Lane, 1965], [Lang, 1971, §10]. 



EXERCICES 

Exercice 5.1.a. On peut démontrer, en utilisant le théorème de Roth, que le nombre 

00 k 
-a 

2 ' 

(a entier> 2) est trans~endant. En déduire que la constante c ne peut pas être 

remplacée par c(1-i:J, pour E > 0, dans 5.1".3. [Brow:nawell, 1971c]. 

Exercice 5 .1 • b. soit o:E:Œ;. Soient ( Yn\~1 et (on)n::;1 deux suites croissantes 

(au sens large) de nombres réels, telles que Yn°n tende vers +oo avec n. Soient 

(cn\)1 et (dn\)1 deux suites de nombres réels, C > 1 , d ) 1 ' 
c d > 1 pour n n nn 

tout n) 1 , avec 

Y ~ c y , et o ~do , pour tout n) 1 • n+1 ' n n n+1 n n 

On suppose qu'il existe une suite (~n)n)
1 

de nombres algébriques satisfaisant: 

Log!o:-r' 1 ~ - o [(c +d +1 )y +2d o +Log 3] 
""Il n n n n nn 

pour tout entier n) 1 • Hontrer q_ue a est algébrique, et q_ue a=~ pour tout 

n > 1 • 

(utiliser l'exercice 4.2.f et consulter [Brownawell, 1971c]). 
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Exercice 5.1.c. Soit a un U-nombre au sens de la classification de Halher 

[Schneider, T., chap.III]. On sait qu'il existe une suite de polynômes non nuls deux 

à deux distincts P E: :z-[x] tels que les quotients 
n 

- Log! P (a) 1 n 
Log i!P Il n 

tendent vers +oo avec n • Montrer que 1 1 on a 

lirn 

* 

+=. 

Etablir un résultat analogue pour les U -nombres de la classification de 

Koksma (utiliser l'exercice 5.1.b) [Brownawell, 1971c, §II]. 

Exercice 5.1.d. Enoncer et démontrer l'analogue du théorème 5.1.1 pour les fonctions 

rationnelles, ou pour les fonctions algébriques, à la place des polynômes 

[Lang, 1965, p. 191]. 
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Exercice 5.4.a. Soit a un nombre complexe. Soient (y ) et (6 ) deux 
n n>1 n n>1 

suites croissantes de nombres réels, telles que Y 6 tende vers +co avec n. 
n n 

soient (c) et (d) deux suites de nombres réels, telles que, pour tout 
n n>1 n n>1 

n ~ 1 , on ait 

c ).1,d )-1,cd ~1 n n n n 

6 ~ d 6 n+1 n n 

On suppose qu'il existe une suite (pn)n> 1 de polynômes non nuls de ~[X] , véri­

fiant 

Log H(P) ( y deg P ~ 6 n n n n 

et 

Log!P (a)I ~ - 6 ((c +d +1 )y + (2d +1)6) , n n nn n n n 

pour tout n > 1 • 

Montrer que a est algébrique, et que 

(Pour montrer que, si 

P (a)= O pour tout n ~ 1 • 
n 

6 < 2 , R divise R - avec les notations du §5.4 -, on 
n n n+1 

pourra consulter [Brownawell, 1971c]). 



Exercice 5.4.b. 

1) Soit o: E ©; montrer qutil n'existe pas de suite (p ) de pol,mômes n n)n .;~• 
?' 0 

non nuls de z[x] vérifiant 

et 

max(deg P , Log H(P )) <. n , pour tout n ), n .• 
n n o 

(voir la démonstration de [Tijdeman, 1970b, lemme 6]). 

2) montrer que, si a est un nombre transcendant de Liouville, il existe une 

suite (pn)n)n de polynômes de ~[X] telle que les inégalités 
0 

soient vérifiées pour une infinité d'entiers 

En déduire que le théorème 5.1.1 serait faux sans les hypothèses 5.1.2. 
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Exercice 504.c. Soient des nombres complexes algébriq_uernent indépendants; 

on suppose q_ue le corps ~ ( o:
1 

, ••• , a; q_) a un type de transcendance < -i:: sur ~ • 

Soient 

tels q_ue 

et ( 0 ) 
n' r1)1 

deux suites monotones croissantes de nombres positifs, 

a o tende vers +oo avec n, et soit a> 1 nn 
tel q_ue 

0 
1 

<. a 0 , o 
1 

<. a o pour tout n > 1 • n+ n n+ n 

Montrer q_util existe une constante c = c(a,o; , ••• ,a) 
1 q_ 

tel q_ue le résultat suivant 

soit vrai : soit a;€~ 

telle que 

on suppose q_u'il existe une suite (pn)n)
1 

de polynômes 

de degré total<. o et de taille¾ a , (n > î) , 
n n 

Log!P (o:,o:1, .•. ,o: )! <. -c.(ô a)~ n q_ n n 

P (o:,o:
1

, ••• ,o:) = O pour tout n > 1 • n q 

(ce résultat est dû à Brownawell voir également [smelev, 1971]). 
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Exercice 5.4.d. Soient -i; > 1 et -i; 1 deux nombres réels, et K un sous-corps de 

<V de degré de transcendance fini sur iQ • 011 dit que K a un type de transcendance 

ou égal à (1:,1:') sur Q stil existe une base de transcendance 

de K sur ~ telle que pour tout polynôme non nul P E z[x
1

s•••,Xq], 

on ait 

1) Généraliser l'exercice 5.4.c aux extensions de Q de type de transcendance 

inférieur ou égal à (-i;,-i;1 ) (on remplacera l'inégalité 

Log!P (a,a
1

, ••• ,a )! < -c(ô a )'î 
n q n n 

par 

2) En déduire le résultat suivant. Soit K un sous-corps de il; de type de 

transcendance inférieur ou égal à (-i;,-i;1 ) sur ~, et de type fini sur ~. soit L 

une extension de K de fini. Soit t w'1e taille sur L • Il existe une cons-

tante c > O ayant la propriété suivante. Soit (t) une suite croissante de 
n n)n 

nombres telle que 

lim t = += , n 

On suppose qu 1il existe une suite 

et 

et t ~ 2t 
n+1 n 

0 

pour tout n ) n • 
0 

(F) d I éléments non nuls de 1 tels que 
"'11 n)n 

0 



pour tout entier n~-n. 
0 
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Alors le degré de transcendance de T, sur K est supérieur ou égal à 2. 
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CHAPITRE 6 

zéros de polynômes exponentiels 

Nous avons vu apparaître, dans chacune des démonstrations de transcendance con-

cernant la fonction exponentielle, des fonctions du type 

où sont des polynômes de c[x] , et sont des nombres corn-

plexes. Pour qu'une telle fonction F ne soit pas identiquement nulle, il suffit, 

d'après (1.4.2), que les polynômes P
1

, ••• ,Pi ne soient pas tous nuls, et que les 

nombres soient deux à deux distincts. Nous allons majorer, dans ce cas, 

le nombre de zéros de F dans un disque I z 1 (. p • Il est clair que ce nombre 

N(f,p) doit dépendre 

1) de p (comme le montrent les fonctions sin z et cos z) 

2) de Q = max lwhl (considérer, par exemple, les zéros de sin ÀZ, À> 0 réel, 
1,h<t 

dans le disque lzl (. 1) ; 

i 
3) de n = L1 + deg Ph (étudier le cas de la fonction 

h=1 z 

m > O entier ). 

Nous verrons que ces trois quantités 

i 
p , Q = max jwh 1 , n = L deg Ph 

1"h~,e h=1 

suffisent pour majorer n(F,p). 
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§6 .1 Enoncé du théorème, tl principes de la démonstration 

Théorème 6.1.1. soient p
1

, ••• ,pt des nombres entiers positifs, bk,j , 

( 1 (. j ~ pk , 1 ~ k < t) des nombres complexes Q..Ql.2;_ tous nuls, w
1

, ••• , w t des nombres 

complexes deux à deux distincts, tl p > O .1ill:_ nombre réel. On note 

Q = max lwkl , et 
1~4t 

Alors le nombre n(F, p) ~ zéros, dans le disque I z 1 .{. p , de la fonction 

(6.1.2) z ~ F(z) 
. wkz 
J-1 

z e 

est majoré par 

n(F,p) ~ 2(n-1) +5 pQ • 

Il est facile, en utilisant la formule (1.5.3) de Jensen, de majorer (lemme 

6.2.1) le nombre de zéros, dans un disque lzl ~ p, d'une fonction entière non 

nulle f , en fonction du quotient 

o' R > R > O, et u 2 1 R
2 

>p. Le problème est donc de majorer 

IFIR 
2 

m;-
1 

pour la fonction F définie par (6.1.2). On utilisera les propriétés particulières 

de la fonction exponentielle sous la forme suivante : pour 1 < j < pk, 1 < k ~ t, 

1 ~ i < n , on a 

les deux membres étant égaux à 
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(i-1)! i-j 
si i J, j (i-j) ! 

w 
' k 

0 si i < j 

On en déduit aisément (6.4.2) que, pour tout u ( C, on a 

n i-1 
F(u) = r-i a. ~

1 
F(o) , l:-,..J J.. J..-

J..=1 dz 

où a , ••• ,a sont les nombres complexes tels que le polynôme 
1 n 

n 
p(z) = t:= 

i==1 

vérifie 

i-1 z 

On obtient l 1 existence de P, ainsi qu'une majoration des ah, en utilisant 

une formule d'interpolation (6.3.1). Il ne reste plus qu'à utiliser les inégalités de 

Cauchy 

(6.15) 

pour en déduire la majoration voulue de 



§6.2 Ma,joration du nombre de zéros d'une fonction holomorpb.e 

Lemme 6.2.1. Soiont R
1 

, R
2 

, p trois nombres réels, vérifiant 

et 

Soit f ~ fonction holomorphe dans 21!1_ ouvert contenant k disque fermé I z 1 ..{. R
2

• 

Si f n'est ,12.a,1L identiquement nulle dans le disque ! z 1 ..{. R
2

, alors le nombre 

n(f, p) de zéros de f dans J&. disque ! z 1 <. ·p vérifie 

Démonstr~ 

Notons z , ••• ,z les zéros de f 
1 0 

dans le disque 

La fonction 

0 

g(z) = f(z). TI 
j=1 

est holomorphe dans un ouvert lzl ..{. R
2 

, donc 

or 

et 

d'où le résultat. 

2 -
R -zz 

2 j 
R ( z-z.) 

2 J 

(avec 0 = n(f,p)). 



§6.3 Une formule d'interpolation 

Nous voulons montrer, avec les notations du théorème 6.1.1, que pour tout 

u Et, il existe un polynôme P € t[X] , vérifiant 

De plus, nous voulon"' majorer les coefficients de P. 

Lemr!]&_ 6.3.1. Soient p
1 

, ••• ,p
1 

des nombres entiers positifs, w
1

, ••• ,w
1 

des nombres 

complexes deux à deux distincts, et u ~ nombre complexe. On note 

Il existe ~ .J22_lynôme et .:9Q_ ~ 

et Q = max lwhl • 
1<'.h<'.t 

i-1 
X E r[x] , 

~ degré inférieur à n, vérifiant les n conditions 

dj-1 dj-1 
-.- P(wk) = -.- (euz) 

J-1 J-1 Z-=Wk dz dz 

Démonstration 

L'unicité est évidente. Pour démontrer l'existence de P, on note 

la suite 

(w1•···•w1,w2,o••·w2,o•••w,e,···•w,e), 

où chaque wk est répété pk fois ( 1 ~ k ~ ,e). 
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Soit r un cercle dont l'intérieur D contient tous les points a a 1, •••. , n • 

Soient t ED, et z ( r. En écrivant l'identité 

t-a. 
l 

-=--+-- --z-t z-a. z-a. • z-t 
l l 

pour 1 < i ~ n, on obtient 

Il ( t-a ) Il ( t-a ) 
n 

s<i 
s s 

(6.3.4) =L 
s.(n 

z-t Il (z-a ) + (z-t) Il (z-a) 
i=1 

s<i 
s s 

s<n 

où un produit vide est, comme d'habitude, égal à 1. On multiplie (6.3.4) par 

1 zu e , et on intègre sur r 
2i-n; 

où 

et 

tu 
e 

R (t) = ( Il 
n 

s<n 

n 
C. Il 

l 
s<i 

zu d e u 

( t-a ) + R ( t) , 
s n 

TI (z-a ) 
s 

( t-a ) ) . ~ J 
S 2lTT r 

ZU 
e dz 

(z-t) TI (z-cx) • . s 
s.(n 

Comme Rn est une fonction entière ~ui admet les zéros a
1

, ••• ,an, le polynôme 

vérifie (6.3.2). 

Une majoration grossière des coefficients 

c. Il 
J. 

(t-o:) 
s 

s<i 

C , ••• , C 
1 n 

pourrait être obtenue en choi-

sissant pour r le cercle de centre O et de rayon Q+1 ; alors la représentation 

intégrale (6.3.5) donnerait 

Mais on peut montrer un peu mieux 
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( 1 ~ i ~ n) . 

Pour cela, on développe en série 

i 
II ( z-a )"-1 

s 
S=1 

sous la forme 

00 

L: 
r=O 

-(r+i) 
A . z , r,i 

1 (r+i-1) où A . est la somme de tous les produits r,i r 

(r + ••• +r. = r, r , ••• ,r. entiers:> o). 
1 l 1 l 

On aura donc 

D'autre part on déduit de (6.3.5) 

00 

ce q_ui démontre (6. 3. 7). 

(r :> 0 , 1 ~ i ~ n) • 

r+i-1 
u 

(r+i-1 )! Ar,i' 

Il ne reste plus qu'à majorer les coefficients a , ••• ,a de 
1 n 

p on a 

P(o) 

or 

d'où 

On majore enfin par 

n di-1 

= (i-\) ! ~ cg• dzi-1 ( s~g (z-a)) Z=O 

Q 
e d'où la relation (6.3.3). 
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§6.4 Démonstration clu théorème 6.1 .1 

Les hypothèses étant celles du théorème 6.1.1, on note 

( 1 ~ h ~ ,e) • 

Soit u Et , et soit 

n 
p(z) == C 

i==1 

i-1 a. z 
l 

le polynôme, défini au §61• 3, vérifiant 

Nous allons démontrer la relation 

n di-1 
F(u) == L ai i- 1 F(o) • 

i==1 dz 

En effet, on a 

i-1 ,e 
d -.- F(O) == ~ 

l-1 ~ 
dz k==1 

grâce à (6.1.4). 

D'autre part, en utilisant (6.4.1), on obtient 

,e 
F(u) == L 

k==1 

dj-1 n ,e 
bk . . P(wk) == ~ . .J al. ~ ,J J-1 1.-.J L-J 

dz l 0-=1 k==1 

on déduit facilement (6.4.2) de ces deux relations. La majoration (6.3.3) conduit 

alors à l'inégalité 

1 F ( u) 1 {- e Q ( 1 u 1 + 1 ) • è I u I i-1 
i==1 

Soit R
1 

> O la fonction 

est un polynôme exponentiel, et on a 

o max (g- 1 ) ! 
1~g4n 1 

g-1 1 _d_ F(O) • 
g-1 

dz 
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G(u) = F(R u) pour tout u ( t, 
1 

donc 

!GI = sup !G(u)! = jF!R 
1 lu 1 =1 1 

Utilisons l'inégalité (6.4.3) pour la fonction G: 

grâce aux inégalités (6 .1 1

• 5) de Cauchy. 

Donc 

.[\_~ M ~ 1 u l + 1 ) n . 

1 ( ) 1 
1 ~ 1 u I l- 1 l 1 F R

1 
u (.. e • l-..i F R 

i=1 1 

On obtient ainsi, pour tout R
1 

> O et tout R
2 

> O, 

IFIR 
2 

Log~(.. 
R1 

On choisit R
2 

> R
1 

, et on majore 

par 

On utilise ensuite 6.2.1 : 

Pour tout R > 0 ,· R > R (avec R > p) 
1 2 1 2 • 

En posant 

et 

pour tout u ( t. 
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on a 

et on obtient finalement le résultat suivant, beaucoup plus précis que (6.1.3) 

pour tous réels y tl µ vérifiant y > µ > O et y > 1 , .211 .ê:. 

n(F'p) 1 ((n-1 )Log y+ (yp,+1 )(y+1: ri 1 ) 
~ Log µ y( y-µ) P•• + y-1 • 

Pour obtenir· (6. 1. 3 )1, on choisit par exemple 

y == 18 µ == 2 ' 2 

et on majore 

et 

(LOg y+y-
1

1
) par 2, Logµ 

~(µ+1 Hy+1) 
î y-µ)Log µ par 5 • 

On remarque enfin que, pour n == 1 , on a n(F,p) == 0. 

L'inégalité (6.4.6) montre également que le nombre de zéros de F dans un carré 

du plan complexe de côté L > O (et de centre quelconque) est majoré par 

2 (n-1 ) + 3 L Q • 

Enfin, si on applique cette majoration au polynôme exponentiel F(z)-z z 
0 ' 0 

étant un nombre complexe, on en déduit une majoration du nombre de solutions z de 

l'équation F(z) == z , dans un carré ou dans un disque de (!; • 
0 
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§6.5 Références 

Dès 1873, Herrni te, pom' démontrer la transcendance du nombre e , étudiait 

l'ordre du zéro z = O d'un polynôme exponentiel (voir à ce sujet [Siegel, T.]). En 

liaison avec des problèmes d'indépendance algébrique, Gel 1fond, en 1949 [Gel 1 fond, 

T., chap.III §4 lemme III] puis Mahler en 1965 obtenaient des majorations du nombre 

de zéros de fonctions du type (6.1 .2), en fonction des quatre q_uanti tés 

p, Q, n et t:,. = min I w. -w . 1 • 
ih i J 

On peut voir très simplement pourquoi m1e telle majoration existe. On peut évidem-

ment supposer 

Comme le déterminant de la matrice 

max 
k, j 

jbk.1=1. 
'J 

(avec 1 < i < n, et ~ k ~ t, 1 ~ j ~ pk), est non nul, les n relations 

i-1 
d d

i-1 w z 
(zj-1e k) 

bk,j i-1 Z=O 
dz 

( 1 ~ i ~ n) , 

forment un système de Cramer, ce q_ui permet d'exprimer les nombres comme 

fonctions linéaires de 
n-1 

d 
F ( 0) , F' ( 0) , ••• , --

1 
F ( 0) n­dz 

Le calcul des cofacteurs du déterminant de M permettent de majorer les nombres 

complexes Àk .. ' 
en fonction de Q 

' 'J 'J_ 

n et 6 ' et le principe du maximum fournit 

i-1 
une majoration des nombres d i-l(o) ( 1 < i ~ n)' en fonction du nombre N(F,p) 

dz 

de zéros de F dans un disque !zl ~p. On obtient ainsi, à partir de la relation 
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n di-1 
1 ~ max C I Àk . . 1 . l- .. - 1 F ( 0) 1 

k 
. . , J ,i d i-

' J l=1 Z 

une minoration de N (F, p). 

De nouveaux outils ont été développés par Turan en 1953, puis raffinés par Dancs 

et Turan, Coates, Van der Poorten. En 1959, Turan posa le problème de l'existence 

d'une telle majoration indépendante de 6. Cette conje~ture a été résolue par 

Tijdeman dans sa thèse en 1969 [Tijdeman, 1969, chap.VI, VII] (une autre majoration, 

obtenue indépendamment, se trouve dans le lemme 3 de [waldschmidt, 1971a]). La dé-

monstration présentée ici est celle de Tijdeman [Tijdeman, 1970a] et [Tijdeman 

Bakelma 1970] (avec une légère amélioration au lemme 6.2.1, où Tijdeman obtient seu-

lement 

[Tijdeman, 1970a, lemme 1]). 

On trouvera, dans les articles de Tijdeman, une bibliographie plus complète. 

Il serait très intéressant d'étendre les résultats de ce chapitre à d'autres 

fonctions que la fonction exponentielle, par exemple les fonctions elliptiques 

( comme ce sont des fonctions d I ordre ~ 2, il faudrait remplacer R au moins par R2 ). 

Un tel résultat n'est pas encore connu, mais il aurait d'intéressantes applications. 
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F::XERCICES 

Exercice 6.1.a. Soient des nombres réels non tous 

nuls, et w
1

, ••• ,w ,e des nombres réels deux à deux distincts. Montrer q_ue le nombre 

de zéros réels de la fonction 

est inférieur ou égal à n-1 (où n = p
1
+ ••• +p,e). (Reprendre la démonstration de 

1.4.2, et faire la démonstration par récurrence sur ,e, en utilisant le théorème 

de Rolle sous la forme suivante si une fonction définie et indéfiniment dérivable 

sur un intervalle ouvert I de R, possède au moins n zéros sur I, et si m 

est un entier, O ~ m < n-1 , la fonction 
dm 

-- f possède au moins 
dxm 

n-m zéros sur 

[Gel'fond Linnik, 1962]. 

En déduire q_ue, si X ,.ei.,X 
1 r 

(resp. w , ••• , w ) 
1 q_ 

sont des nombres réels deux 

à deux distincts, et s
1 

, ••• ,sr, p
1

, ••• ,pq_ sont des nombres entiers positifs ou 

nuls, le déterminant de la matrice 

S-1 W .X 

(-d-(xp-1 8 i ) ) 

dx S-1 X=X . ( . ) ( . ) J S ,J , p,l 

(avec ' s +o •• +s 
1 r 

est non nul. 

I) 
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Exercice 6.1.b. Soient P
1

, ... ,P,e des polynômes non nuls, de degréstrictement inîé-

rieur à p
1

,.,.,P,e respectivement. On note 

X , •. • ,X 
o n+1 

des nombres complexes tels que 

x. f x. pour 1, i < j, n+1 , 
J_ J 

et 

pour 1 ~ h < k ~ m et O ~ i ~ n+1 • 

Soit F la fonction 

Montrer que l'un au moins des nombres 

F(x. + jx ) 
J_ 0 

1 ~ i , n+ 1 , 1 ~ j ~ ,e , 

est non nul. 

(Schneider a utilisé ce résultat, dans le cas où les nombres wh sont des multiples 

entiers de ,e = Log a, et où les nombres X. 
J_ 

sont de la forme 11.+µb , À. et µ 

entiers, pour démontrer que 
b 

a est transcendant; voir [Schneider, 1934] et [Siegel, 

T., chap.III §1]. 

Indication: considérer le terme de plus haut degré du déterminant 

où 1 ~ h (. ,e , 1 ~ k ~ ,e) • 
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Exercice 6.1.c. Soient w
1

, ••• ,w,e des nombres complexes deux à deux distincts. 

1) Soient p
1

, ... ,p,e des nombres entiers positifs, et soit t:, le déterminant 

de la matrice 

avec 

Vérifier l'égalité 

,e pk ,e 
t:, = ( Il Il (j-1)!).( il 

-;whph(ph-1) ,e k-1 
e ).( Il Il 

k==1 j==1 h=1 k==2 À.==1 

(voir [Feldman, 1968a, lemme 5]). 

2) soient des polynômes de c[x] , t-linéairement indépendants, de 

degré~ :P-1 • soit TE t, T f O. Montrer que le déterminant de la matrice 

est non nul 

[Feldman, 1968b, lemme 7]. 

3) En déduire que, si ,e
1

, ••• ,,eh sont des nombres complexes tels que 

soient ~-linéairement indépendants, et si 

est un polynôme non nul de degré~ p.-1 
l 

des nombres 

est non nul. 

par rapport à X. 
l 

(o ~ i ~ h), alors l'un 
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Exercice 6.1.d. Avec les notations du théorème 6.1.1, construire une fonction F du 

type (6.1.2), non polynomiale, et admettant les zéros 

1 , ••• , n-1 , 

avec 

(Utiliser l'exercice 6.1.c). 



6.17 

Exercice 6.1.e 

Soient bk h ( 1 (_ k .{. p , 1 .{. h .{. ,e) des nombres complexes 
' 

1) Soit a un nombre complexe irrationnel. 

Exprimer les coefficients bk h comme combinaisons linéaires des p,e nombres 
' 

,e p 

CL bk h exp[(k+ha)(u~)2in] , (o.{. u < ,e-1, o < v < p-1) • 
h=1 k=1 ' p 

[Feldman, 1964, lemme 1]. 

2) Soit F la fonction définie par 

,e p 

F(z) =CL bk h 
h=1 k=1 ' 

k-1 
z 

(h-1)z 
e • 

Exprimer les coefficients bk h comme combinaisons linéaires des nombres 
' 

( X = Ü , 1 , • . • , p t-1 ) , 

puis comme combinaisons linéaires des nombres 

s-1 
d 

F(2nxi) 
s-1 dz 

(ü < X ~ P-1 , 1 .{. S < ,e) • 

[Feldrnan, 1960, lemme 3] et [Feldman, 1951, lemme 6]. 
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Exercice 6. 2. a. Soient R
1 

, R
2 

, p trois nom·bres réels, 0 < R
1 

< R
2 

, 0 < p < R
2 

• 

soit f une fonction holomorphe non constante dans le disque lzl .{, R
2

• En utili-

sant successivement les exercices 1.5.a, 1.5.b et 1.5.c, donner plusieurs majorations 

de 

en fonction de et p • 

n(f, p) 
!ri 

R2 
Log~ 

1f IR·-
1 

Exercice 6.3.a. Soit f une fonction holomorphe dans un disque D. Soient 

w
1

, ••• ,wt des points de D, deux à deux distincts, et 

tiers positifs. 

Montrer qu'il existe un polynôme et un seul 

de degré inférieur (strictement) à 

vérifiant les n conditions 

i-1 
X € t [x] , 

des nombres en-

Majorer ensuite les coefficients a , ••• , a de 
1 n 

p [Bakelma Tijdeman, 1970, lerrune 2]. 
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Exercice 6.4.a. Soient b , ••• , b 
1 n 

des nombres complexes, et 

tions analytiques dans un domaine U du plan complexe. soit 

n 
F(z) =Lb. g.(z) • 

k=1 l l 

des fonc-

Soient z , ••• ,z des éléments de U, s , ••• ,s des nombres entiers positifs 
1 n 1 n 

ou nuls, et (1 ~ i ( n, 1 ( j ( n) le cofacteu.:r de 

S. 
d l 

s. 
dz l 

g. (z :) 
J l 

dans le déterminant 

6 = ,~ g_(z.)I 
S. J l .. 

dz l 1(l,J(Il 

Montrer que, pour tout u € U, on a 

S. 

m~x I d :. F(z) 1 . t !è fk(u)ti,kl ) 1 tij. !F(u) 1 . 
1(l(Il dz l l=1 k=1 

[van der Poorten, 1969, p. 186]. 
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Exercice 6.5.a. Montrer que le déterminant de la matrice 

i-1 . w z d (zJ-1e h) ) 
( i-1 = 

Z=O 
dz 

où i est l'indice de ligne (1 ~ i ~ n), et 

(1 ~ j <ph, 1 < h { t) est égal à 

t ph 

rr ( j-1 ) ! ) • rr ( .... f 

Cl 

h=1 j=1 1{(h(k~t 

(considérer ce déterminant comme un polynôme en 

d'ordre< pp au point T = w
2

). 
1 2 

( ( i-1 ) ! 
(i-j)! 

i-1) 
Wh , 

( j ,h) l'indice de colonne 

T = w , et calculer les dérivées 
1 

Calculer aussi les cofacteurs de ce déterminant (utiliser par exemple la méthode 

de [van der Poorten, 1969]). 
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CHAPI'rllE 7 

Propriétés d'indépendance algébrique 

de la fonction exponentielle 

Grâce aux résultats ues chapitre 5 et 6, on peut obtenir des énoncés d'indépen-

dance algébrique concernant les valeurs de la fonction exponentielle, sans utiliser 

de type de transcendance on remplace cette notion par le critère 5.1.1, et on uti-

lise le théorème 6.1.1 pour vérifier les conditions (5.1.2). 

Nous étudierons les analogues des résultats de transcendance des chapitres 2 et 

3, où nous remplaçons partout le corps i des nombres algébriques par une extension 

de ~ de degré de transcendance 1. 

§7 .1 Complément à JaJl théorème de Lang 

On sait déjà, grâce au théorème 2.2.3, que, si u ' ... 'u 1 n 
(resp. v , ••• , v ) 

1 m 

sont des nombres complexes ~-linéairement indépendants, et si mn > m+n (c'est-à-

dire m ~ 3 et n > 2 , ou m) 2 et n) 3), alors l'un des nombres 

u.v. 
l J e (1 ( i ( n, 1 ( j. ( m) 

est transcendant. Plus généralement, le théorème 4.1.2 montre que, si rrn > "(m+n), 

(" > 1), alors ces nombres n'appartiennent pas tous à une extension K de ~ de 

type de transcendance inférieur ou égal à ". Rappelons que, si K a un degré de 

transcendance q sur ~, alors "~ q+1 • Nous allons voir que, dans le cas q=1 , 

on peut remplacer " par 2 et supprimer l'hypothèse sur le type de transcendance de 

K • 



Théorème 7.1.1. Soient u
1 

, ••• , u 
n 

7.2 

de:::; nombres corrrnlexes (!2-linéairemen t indé~er1-

dants. Soient v , .•. , v des nombres corr:plexes, llt-liniSairement 
1 m 

indépendants. Si 

alors deux des nombres 

ex·,,(u.v .) 
~ l J 

mn ), 2 (m+n) , 

sont al~ébriguement indépendants (..ê..llE.. ~). 

La condition mn), 2(m+n) apparaîtra de façon naturelle, mais compte tenu de 

la symétrie entre m et n , on peut noter q_ue les seuls cas intéressants sont 

(m n 4) et (m - 3, n 6). 

Indiquons quelques corollaires du théorème 7.t.1. D'abord, dans le cas 

m n 4, si on choisit 

V 
î 

on obtient le 

a u 

a,e , V 

3 

3 

b 

b,e , v 
4 

ab 

ab,e , 

Corollaire 7 .1. 2. Soient a , b , ,e trois nombres com-pl exes on suppose que les~ 

bres 

1 , a , b , ab 

sont (Q-linéairement infüSpendants, ~-t que ,e /= O • Alors deux des 9 nombres 

,e 
e 

a,e 
e 

b,e 
e 

ab,e 
e 

a2 ,e 
e 

sont §l1r;ébrigue:cent indépendants illd2: i1l • 

En particulier, deux des 3 nombres 



sont algébriq_uenent indépendants sur Q). de même, le degré de transcendance sur Q 

du corps 

est supérieur ou égal à 2. 

Choisissons maintenant 

n\( n nf3 inf3) ""' e , e , e 

a 

b,e 
1 

V 

b 

3 

= ab 

= b,e 
2 

Corollaire 7.1.3. Soit b ]dl nor:1bre j_rrationnel quadratique (c'est-à-dire tel Jill..§. 

[~(b): ~] = 2). Soient ,e
1 

, ,e
2 

, a trois nombres complexes. On sup~ose oue 

,e 1 ' 
b,e 

1 ' ,e2 ' 
b,e 

2 

sont (!;,-linéairement indépendants. 

Alors de~ des huit nombres 

,e. a,e. b,e. ab$. 
l l l l 

(i 1 , 2) e e e e = 

sont algébriquement indépendants. 

Enfin, si on choisit 

u = 1 ' u2 = t V = t2 u = t3 
1 3 4 

V a 
' 

V = at 
' 

V at 2 
' 

V = at3 
' 1 2 3 4 

on déclui t du théorème 7. 1 • 1 le 
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Corollaire 7 .1. 4. Soient t .lill:_ nombre complexe transcendant, tl a .lill:_ nombre ~ 

plexe .llilli. nul. Deux des sept nombres 

(o ~ i ~ 6) 

sont algébriquement indépendants. 

Choisissons maintenant m = 3, n = 6, avec 

u1 = Log 2 
' u2 = t Log 2: , u3 

1 
=t Log 2 

' 

Log 3 t Log 3 1 Log 3 u4 = ' u5 = ' u6 = t ' 

1 = t 

Corollaire 7.1.5. soit t J1Q;_ nombre complexe transcendant tel que les 6 nombres 

Log 2 , t Log 2 , t 2 Log 2, Log 3, t Log 3, t 2 Log 3 

soient ~-linéairement indépendants. Alors deux des huit nombres 

1 

2
t t t 2 

, 2 , 2 

sont algébriquement indépendants. 

-1 1 
t2 t t t 2 

2 ,3,3,3 

1 

t2 
3 

Pour démontrer le théorème 7.1.1, on reprend la démonstration du théorème 4.1.2; 

avec les notations du §4.4, les relations (4.4.4) montrent que la fonction FN ad-

met au moins 
mn 

M zéros dans le disque 

utilisons le théorème 6.1.1, avec 
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On obtient 

d'où 

M ~ 2N , 

quand N est suffisatr&ent grand. Compte tenu de cette inégalité, le résultat démon-

tré au §4.4 s'énonce alors 

Théorème 7.1.6. Soient m tl n deux nombres entiers tels que mn > m+n. Soient 

u
1

, ••• ,un (resp. v
1 

, ••• ,vm) des nombres complexes ~-linéairement indépendants. 

Soit K
1 

,k sous-corps de il; obtenu ~ ad,ioignant à 1Q les mn nombres 

Soit t 

exp(u.v.) 
J. J 

~ taille .ê.ill'.. K • Alors il existe ~ sui te 
1 

~ nuls de K vérifiant 

et 

pour N ...... +oo • 

d'éléments 

On en déduit immédiatement le théorème 4.1.2 (grâce au lerr.llle 4.2.23) et le thé-

orème 7.1.1 (grâce à 5.1.4). 
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§7 .2 complément l2:R théorème de Gel' fond Schneider 

Après avoir étudié l'indépendance algébrique de nombres 

nous allons étudier l'indépendance de 

exp(u. v.) , 
l J 

u. , exp( u. v . ) • 
l l J 

Le théorème 2.1.1 de Gel'fond Schneider montre que, si u
1 

, u
2 

sont deux nombres 

complexes ~-linéairement indépendants, et si v est un nombre complexe non nul, 

les nombres 

UV 

u u e 1 
1 ' 2 

ne sont pas tous algébriques. 

Théorème 7.2.1. Soient (resp. v , ••• ,v) des nombres complexes 
1 m 

~-linéairement indépendants. Si 

mn ~ 2m + n , 

alors deux des nombres 

u. , exp(u.v.) 
l l J 

~ algébriquement indépendants. 

Les cas intéressants sont (m = n = 3) et (m = 2, n = 4). 

Voici quelques corollaires du théorème 7.2.1. 

Choisissons d'abord m = n 3, puis 

u1 = 1 , u2 = t u3 = t2 

V = ,e 
' v2 1 = t,e 

' v3 = t2 ,e 



7.7 

Corollaire 7.2.2. Soient t .lill. nombre complexe transcendant, .tl ,e / O .lill.. log~-

rithme d'un nombre alq:ébrigue. Alors le corus 

,et 
e 

,et3 ,et4 
e , e ) 

.ê:. .lill. degré de transcendance .ê.fil'.. Q supérieur .211 égal à 2. 

On peut remarquer .que l 1un des trois nombres 

,et 
e 

est transcendant, grâce à (2.2.3). 

,et2 
e 

Corollaire 7. 2. 3. Soit b .lill. nombre algébrique, de degré .êlŒ_ 1Q supérieur .211 égal 

à 3. Soit a .lill., nombre algébrique, a f O , a =J:-1 • Alors deux des 4 nombres 

b 
a 

sont algébriquement indépendants. 

Ce résultat, dû à Gel'fond, admet pour conséquence l'indépendance algébrique des 

deux nombres 

quand a=/:- 0,1 est algébrique, et b est irrationnel cubique ([Q(b): ~] = 3). 

Par exemple 

Dans le cas 

on obtient le 

= b 
1 

V = ,e 
3 3 
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corollaire 7.2.4. Soient b
1 

, b
2 

deux nombres alr;ébrigues, tels que 1 , b
1 

, b
2 

soient Q-linéairement indépendants. Soient ,e
1 

, ,e
2 

, ,e
3 

trois logarithmes 

~-linéairement indépendants de noBbres algébriques. Deux des six nombres 

i.b. 
J J. 

e (i = 1,2 

sont algébriquement indé12endants ~ Q • 

j 1.2,3) 

On peut démontrer une variante de ce résultat, en prenant n 

b 
1 

4 , m = 2 , et 

Corollaire 7.2.5. Soient b
1

,b
2

,b
3

, des nombres algébriques, tels que 

1 , b 
1 

soient ~-linéairement indé12endants. Soient ,e
1 

, 1
2 

deux logarith~es 

~-linéairement indé12endants de nombres algébriques. Deux des six nombres 

i.b. 
J. J 

e 

sont algébriquement indépendants. 

(i 

Considérons maintenant les nombres 

1 
,e 1 

' ,e2 

,e2 

1 , 2 j = 1,2,3) 

'. ~ ' 
,e 1 ~- ' ,e2 

' ~ ,e2 . 

Corollaire 7.2.6. Soit ~ .l!!2:_ nombre algébrique irrationnel. Soient ,e
1 

, ,e
2 

deux 

logarithmes Q-linéairement indépendants de nombres algébriques. Alors 

C'est ainsi que deux· des 3 nombres 

,e ~2 
e 1 

,e ~2 
e 2 ) , ~ 2 • 



sont algébriquement indépendants sur Q. 

Enfin, le choix 

u1 = 1 ' u2 b 
' u3 = C 

' u4 = be 
' 

V = ,e 
' v2 c,e 

1 

conduit à l'énoncé suivant : 

Corollaire 7.2.7. Soient b et c deux nombres algébriques, tels que 

1 , b , c , be 

soient Q-linéairement indépendants. Soit ,e .ill);_ nombre complexe .Q2n_ nul. Le degré 

de transcendance, ~ Q , du corps 

( ,e b,e 
1Q e , e 

est supérieur _QQ, égal à 2. 

c,e 
e 

bc,e 
e 

on retrouve par exemple un résultat du §7.1 : 

' e 
2 

be ,e) 

Pour démontrer le théorème 7.2.1, on établit le résultat suivant 

Théorème 7. 2. 8. Soient m ~ 1 tl n ) 2 deux nombres en tiers. Soient u
1

, ••• , un 

(resp. v , ••• ,v) des nombres comnlexes Q-linéairement indépendants. Soit K le 1 m -~ 

sous-corps de ~ obtenu en adjoignant à ~ les (m+1)n nombres 

U.V. 
J. J u. , e 

J. 
( 1 < i ~ n , 1 ~ j ~ m) • 

soit t ~ taille ~ JS . Alors il existe ~ sui te (E._) d'éléments _non 
""N N)N 

0 

vérifiant 
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et 

m+n 1 

t(çN) << Nm+1.(Log N)m+1 ' 

On en déduit, en utilisant 5.1.4, le théorème 7.2.2. D'autre part le lemme 

4.2.23 conduit à la généralisation suivante du théorème de Gel 1fond Schneider. 
1 

Théorème 7. 2 0 9. Soient -i; > 1 J;ll_ nombre réel, et K J;ll_ sous-corps de IC de ~ de 

transcendance inférieur ,9];_ égal à -i; §1ll'.. Q. Soient u
1 

, ••• ,un (resp. v , ... ,v) 
1 m 

des nombres complexes ~-linéairement indépendants. Si 

alors l'un au moins des nombres 

u. , exp( u. v.) 
l l J 

( 1 < i ~ n , 1 .{_ j .{_ m) , 

est transcendant §1ll'.. K • 

Comme pour le théorème de Gel 1fond Schneider, il y a deux démonstrations pos-

sibles de 7.2.8, correspondant à une extension de la méthode de Schneider et de celle 

de Gel 1fond respectivement. 

Première démonstration du théorème 7.2.8 

Soit (x
1

, ••• ,xq,y) le système générateur de K
2 

sur Q permettant de défi­

nir la taille t , et soit A l'anneau z[x
1

, ••• ,xq,y] • 

Soit N un entier suffisaIDDent grand. On définit 

(1.2.10) 
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et 

(1.2.11) 

Le lemme 4.3.1 permet de montrer l'existence d'un polynôme non nul 

PN E A[X , .•• ,X ] , o m 

avec 

degX PN < 2R
0

, degX.PN ~ R
1 

, (1 ~ j < m) 
0 J 

et 

t(coefficients de P) <<RN+ R Log N, 
N 1 o 

tel que la fonction 

V Z V Z 

FN(z) =PN(z,e 1 , ••• ,e m) 

vérifie 

F (k u + ••• +k u) = 0 
N 1 1 n n 

pour k. = 1, ••• ,N , ( 1 < i ~ n) • 
l 

D'après le théorème 6.1.1, le nombre ri.(FN,p) 

le disque 

n 

de zéros de la fonction F dans 
:N 

jzj ~ p = J.N(C ju. j) 
. l 
l=1 

est majoré par 

avec 

m 

Q = R1 ([: lv. 1) . 
. 1 J J= 

Pour N suffisamment gTand, on a 
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m+n 1 
- n 

5pQ ~ 30 Nm+1(Log N)m+1 .(L 
i=1 

donc 

Par conséquent l'un des nombres 

est non nul. Notons ç,N l'un de ces nombres non nuls. Alors ~ appartient à K
2 

, 

et il est facile de majorer sa taille par 

donc 

m+n 1 

t(ç,N) « Nm+1 (Log wt+ 1 • 

Pour majorer ~, on utilise le principe du maximum sur le disque 

1+-1-
1 z! ~ R = N m+1 

pour la fonction entière 

On maJ·ore IF I par 
NR 

. . . - N 
Il (z - k u - ••• 

k =1 1 1 
n 

)-1 
ku • 

n n 

1 

Log!FNIR << R
1
R + R

0 
Log R << Nn(Log N)m+1 , 

car m+n+1 ~ n(m+1 ). 

D'autre part l'inégalité 

R 
Il 

3N C !u.j 
. l 
l=1 
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permet de majorer 

N 
sup Il 

1 z 1 =R k 1 =1 

N 
Il 

k =1 
n 

1 

(h -k )u + ••• +(h -k )u 

1 

1 1 1 n n n 
z-ku - -ku 11 .. 0 nn 

par 

on en déduit 

n 
(-\-)N = exp(- m:

2 
Nn Log N) 

Nm+2 

Log! ~NI ~ - -
1
- Nn Log N , m+3 

ce qui démontre le théorème 7.2.8. 

Deuxième démonstration du théorème 7.2.8 

On conserve les mêmes valeurs (7.2.10) et (1.2.11) de R 
0 

et en fonction 

de N. Le lemme 4.3.1 permet de construire, pour N suffisamment grand, un poly-

nôme non nul 

de degré inférieur ou égal à 2N par rapport à X. 
l 

( 1 ~ i ~ n) 

ficients ont une taille majorée par 

t(coefficients) <<RN+ R Log N, 
1 o 

tel que la fonction 

vérifie 

ds 
F (k V + ••• +k V)= 0 

dzs N 1 1 m m 
( 1 ~ j ~ m) et 

et dont les coef-

s = O, ••• ,R -1 
0 

Le théorème 6.1.1 montre qu'il existe des entiers h , ••• ,h , 0, vérifiant 
1 m 



h / 2n+2R 1 i j ~ . 1 
(1 ~ j i m) et 

et tels que 

do 
L_ = - FN(h v + •.• +h v) f O. 
"N dz0 1 1 m m 

On utilise le principe du maximum, sur le disque lzl ~ R, avec 

n 1 

pour la fonction entière 

R = N2 3 

(z - k v -
1 1 

On remarque que, pour N suffisamment grand, on a 

et 

sup 
lzl=R 1 

(h -. k )v + ••• +(h -k )v 

1 
1 1 1 m m m ~ exp(- 3 1 4 Rm Log N) • 

z-kv - -kv m+ 1 
k =1 1 1 • • • m m 

m 

On en déduit 

D'autre part on peut majorer la taille de ¾-: 
m+n 

ce qui démontre de nouveau le théorème 7.2.8. 
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§ 7. 3 Complément .ê:..11. théorème de Hermite Lindemann 

Dans les deux paragraphes QUi suivent, nous étudions l'indépendance algébriQue 

de nombres 

u. , v . , exp( u. v.) • 
l J l J 

Le théorème 3.1.1 de Hermite Lindemann montre Que l'un des trois nombres 

UV 
1 1 e 

est transcendant, si u
1 

-/- 0 et v
1 

-/- 0 

Théorème 7.3.1. Soient u ' ... 'u 1 n 
(res:2. v , ••• ,v ) 

1 m 

~-linéairement indépendants. Si 

mn > m+n, 

alors deux des nombres 

des nombres complexes 

u. , v. , exp(u .v.) , ( 1 <. i -' n , 1 <. j -' m) 
l J l J 

sont algébriquement indépendants. 

Le cas intéressant (rernarQuer la symétrie entre m et n) est m 

Le principal corollaire du théorème 7.3.1 s'obtient en choisissant 

u = a 
' u2 = at 

' u3 = at2 
' 1 

v1 = 1 ' v2 = t . 

Corollaire 7.3.2. Soient t .ill!:. nombre complexe transcendant, et a .lill. nombre corn-

I?lexe ~ nul. Deux des 6 nombres 

a 
a , t , e 

sont algébriquement indépendants. 

at 
e 

at 2 
e 

at 3 
e 
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En particuJ.ier, soit r un nombre rationnel non nul on a 

dim Q(e , 
Q 

T 
e 

e e 

2r 
e 

3r 
e ) , e ~ 2 , 

et, si ,e f- 0 est un logarithme cl'un nombre algébrique, on a 

dim 4t(,e, 
Q 

Le cas t algébrique conduit au 

_e2r+1 
e 

Corollaire 7.3.3. Soit ,e f- 0 .:911. logarithme d'un nombre algébrique. Soit b .:911. 

nombre algébrique de degrf supérieur .sm. é_gal à 3. Deux §.es nombres 

,eb 
,e ' e 

sont algébriquement indépendants. 

Pour démontrer le théorème 7.3.1, il suffit, grâce à 5.1.4, que l'on établisse 

le résultat suivant. 

Théorème 703.4. Soient m tl n deux nombres entiers positifs, et u 
-- - 1 

(resp. v , ••• ,v) des nombres com~lexes !lrlinéairement indépendants. Soit K._ k 
1 m ::S 

corps obtenu~ adjoignant à ~ }es mn+m+n nombres 

u. , v. , exp(u.v .) 
l J l J 

Soit t ~ taille sur 1S . ll existe ~ sui te ( i:- ) d I éléments _non nuls de 
c,,N N)N 

? 0 

1S vérifiant 

1 1 
mn+m+n 

Log~ << - N , 

et 

pour N ~ +oo • 
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En utilisant le lemme 4.2.23, on en déduit également J.a généralisation suivante 

du théorème de Hermite Lindemann. 

Théorème 7.3.5. Soient .- ~ 1 .l!f!:_ nombre réel, tl K .l!f!:_ sous-corps de !C de~ de 

transcendance inférieur _2.ll, égal à .- ..ê1ll'.. ~. Soient u , • .,.,.u 
1 n 

(resp. v , ... ,v) 
1 m 

des nombres com-plexes ~-linéairement indénendants. Si 

mn > ( i;-1 ) (m+n) , 

alors l'un .illl. moins des nombres 

u. , v. , exp( u. v.) 
l J l J 

est transcendant ..ê1ll'.. K • 

Démonstration du théorème 7.3.4 

teur de ~ sur ~ permettant de définir la taille t. 

Soit N un entier suffisamment grand. On définit 

et 

On peut construire, en utilisant le lemme 4.3.1, un polynôme non nul 

de degré<. 2R
0 

par rapport à x
0

, de degré~ R
1 

par rapport à x
1

, ••• ,Xn, et 

dont les coefficients ont une taille majorée par 

t(coefficients) << Nm+n, 
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tel que la fonction 

u z u z 
FN:::: PN(z, e 1 , ••• ,en) 

vérifie 

s-1 
_d __ F (k V +

000
+k V)= Ü, 

dzs-1 N 1 1 m m 
pour S=1, ••• ,R 

0 
et 

Le théorème 6.1.1 prouve ~'existence d'entiers h
1

, ••• ,hm, 0, vérifiant 

R 
1 ~ hj ~ 8Nn , ( 1 ~ j ~ m) , 1 .(. 0 ~ 

2
° , 

tels que 

Alors est un élément non nul de 

Le principe du maximum, sur le disque 

appliqué à le fonction entière 

0-1 
(-d-
dzo-1 

conduit à la majoration 

ce qui démontre le théorème 7.3.4. 

1S, dont la taille est majorée par 

Nn 

II 
k =1 

m 

(z - k v -
1 1 
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§7 .4 Le huitième problème de Schneider 

Dans les théorèmes 7 .1.1 et 7 .2.1, les hypothèses sur m et n (mn ~ 2 (m+n) 

et mn > 2m+n) étaient des inégalités larges, alors que l'hypothèse mn > m+n du 

théorème 7.3.1 est une inégalité stricte. Nous allons étudier ce qui se passe quand 

mn = m+n, c'est-à-dire m = n 2. On connait actuellement le résultat partiel 

suivant. 

Théorème 7 .4.1. Soient u
1 

, u
2 

(resp. v 
1 

, v) deux nombres complexes 

~-linéairement indépendants. Si les deux nombres 

UV 
e 1 1 

sont algébriques, alors deux des nombres 

UV 
2 1 

e 

, v2 ' 

u v
2 e 1 

.ê22li algébriquement indépendants. 

On déduit de ce théorème la transcendance du nombre 

(cf. [Schneider, T, Problème 8]). 

Plus généralement le choix 

donne le 

e . e 
e + ie 

= 1 

2 

r = e 

Corollaire 7.4.2. Soit r =/: O J:ill. nombre rationnel. L'un des deux nombres 

r 2r 
e e 

e e 

est transcendant. 
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D'autre part, en choisissant 

x, u
3 

= ,e, u
4 ,ex ' 

on obtient le 

Corollaire 7.4.3. Soit ,e f O .:illl:_ nombre complexe. Soit x ]f9;. nombre complexe, algé-

brigue ~ ®,(,e), tl irrationnel. Alors .:illl:_ des nombres 

est transcendant. 

,e 
e 

x,e 
e 

2 
X ,e 

e 

Par exemple, si ,e f O est un logarithme d'un nombre algébrique, et si r f O 

est un nombre rationnel, les nombres 

_e2r+1 
e 

ne sont pas tous deux algébriques. Pour 
,e2 

x = 1 + T, ,e = ,e , le corollaire 7.4.3 
1 1 

montre que, si ,e
1 

, ,e
2 

sont deux logarithmes Q-linéairement indépendants de nom-

bres algébriques, alors l'une au moins des deux propriétés suivantes est vraie 

(ii) le nombre 

sont algébriquement indépendants 

i 
exp(,f) est transcendant. 

2 

On peut obtenir un résultat du même genre sur e et n (avec u
1 

= v
1 

in 

2 
u

2 
= v 

2 
= 1) : si le nombre en est algébrique, alors les deux nombres e et n 

sont algébriquement indépendants. Il revient au même de dire que le nombre 

est transcendant, si P E ~[X,Y] est un polynôme non constant. 

Enfin le théorème 7.4.1 contient la transcendance des nombres 



et 

(choisir u
1 

r 
== TI 

ire ) 
V - ---2 - Log TI • 

= in 
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r 
en + i e 

2-r 
'Jt (r E Q) 

2 
Log n + i exp(-TI-) 

Log n 

. 1-r 
== 1'Jt puis 

Il y a deux méthodes pour démontrer 7.4.1. La première, qui est exposée en détail 

dans [Brownawell, 1971 d J et [Waldschmidt, 1971 b J, consiste à étudier les valeurs 

des fonctions 

aux points 

z ' 

u z 
e 1 

La deuxième méthode, suggérée dans [Waldschmidt, 1972a §7], utilise les fonctions 

z , e e 

et les points k
1 
u

1 
+ k

2
u

2 
, (k

1
, k) E zx 'Z • Nous allons préciser ici cette deuxième 

méthode. Considérons les deux corps 

u v u
2
v 

L = ~(e 1 1 'e 1) 

et 

Le théorème de Hermite Lindemann montre que le degré de transcendance de K sur ~ 

est supérieur ou égal à 1. Supposons que ce degré de transcendance soit égal à 1. Il 
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existe w E K, transcendant sur Q, et w
1 

E K, entier s1Lr z[w] , tel que 

K = (Q(w,w
1

) ; donc K = L(w,w
1 

). Soient 6
1 

= [K: (Q(w)] le degré de w
1 

sur z[w] 

et 6
2 

= [L: Q]. Soit N un entier suffisamment grand. On définit des fonctions de 

N par 

Remarquons que 

_ _2 

R
0 

= N2
(Log N) 4 

1 

R
1 

= N (Log N)2 

- 2 
R

2 
= 2 6

2 
N(Log N) 4 

2( )- 1 S = N Log N • 

Le lemme 1.3.1 de Siegel permet de montrer qu'il existe un polynôme non nul 

à coefficients 

Ro R1 R2 À À À 

PN = L L L pN(À.o,À.1,À.2)xoox11x22 , 
À =O À =O À =O 

o 1 2 

pN(À
0

,À
1

,À.
2

) dans ~[w,w
1
J 

6
1
-1 R

3 
pN(ÀO,À1,À2) = L L 

h=o k=o 

- 2 
R

3 
« N2 ( Log N) 4 , 

1 

tels que la fonction 

vérifie 

V Z 

FN(z) = PN(z, e 
1 

1 , ••• , N 

1 , ••• , N 
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Grâce au théorème 6.1.1, on sait qu'il existe des entiers j
1

,j
2

,s
0

, tels que 

et 

s 
0 

~ = ¼ F / j 1 u1 + j 2 u) =} O • 

dz o 

Le principe du maximum, sur le disque I z 1 ~ R = N2 
, pour la fonction 

où 

permet de majorer ~N 

(on utilise les majorations 

et 

On majore la taille de ~ 

s 
d o 

s 
dz o 

[s] - -1 
(x - ;, u - ;, u ) 

2 
1 1 2 2 ' 

s 
d o 

Log!- F 1 s N 
dz o R 

1 

t(~) « 1l(1og N)
2 

• 

Ces majorations ne sont pas assez fines pour utiliser 5.1.4. Soit ~ la norme (de 

K sur ~(w)) de àN~, où àN est un dénominateur de (par rapport au sys-

tème générateur (w,w
1

) de K sur z). Alors ~ est un polynôme non nul de 

~[w] , vérifiant 



(grâce à 4.2.20) et 

avec 
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1 

t(~) << N2
(Log N)

2 

_l 
degw~ « N

2 
(Log N) 4 , 

Le théorème 5.1.1 montre que le nombre w est algébrique, ce qui contredit le résul-

tat de Hermite Lindemann. Le théorème 7.4.1 est donc démontré. 

§7.5 Références, conjectures 

Le plus ancien résultat d'indépendance algébrique concernant les valeurs de la 

fonction exponentielle est le théorème de Lindemann Weierstrass (1885). 

Théorème 7.5.1. Soient o:
1

, ••• ,o:n des nombres algébriques ~-linéairement indénen-

dants. Alors les nombres 

sont algébriquement indépendants. 

' • • • 'e 

a n 

Les démonstrations de ce résultat se font par une extension des méthodes de 

Hermite et Lindemann (cf. §3.4). comme ces méthodes sont d'un type différent de 

celles que. nous avons présentées, nous ne les développerons pas ici. 

Pendant plus d'un demi-siècle, il n'y eut plus de nouveaux énoncés d'indépendance 

algébrique - à l'exception de quelques résultats liés à la classification de Eahler 

(ainsi, soit a un U nombre - par exemple un nombre de Liouville - et soient 
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o:
1

, ••• ,o:n des nombres algébriques, Q-linéairement indépendants. Alors les nombres 

0: n 
' ••• , e 

sont algébriquement indépendants [:Mahler, 1931 J). 

Les premiers résultats d'indépendance algébrique obtenus par les méthodes que 

nous avons étudiées datent de 1949 [Gel'fond, T, chap.III §4] ; Gel'fond démontrait 

alors deux théorèmes, correspondant aux théorèmes 7.2.1 (dans le cas m = n = 3) et 

7.3.1 ; mais: ces énoncés comportaient des hypothèses supplémentaires, dues au fait 

que les seules majorations connues du nombre n(f,R) de zéros d'un polynôme expo-

nentiel 

dépendaient alors du nombre 

Cl = min I w. -w . ! 
• ._J, l J 
1,=J 

(cf. §6.5). Puis, en 1967 et 1968, smelev obtenait le théorème 7.2.1 (dans le cas 

m = 2 , n = 4), avec toujours une hypothèse supplémentaire. 

Il était facile de voir qu 1une majoration convenable de n(f,R), indépendante 

de b, permettrait de supprimer ces hypothèses superflues. Les théorèmes 7.2.1 et 

7.3.1 sont exposés dans [Tijdeman, 1970b] et [Waldschmidt, 1971a] (pour le théorème 

7.3 0 1, voir aussi [smelev, 1968]), tandis que le théorème 7.1.1 se trouve dans 

[Bro,vnawell, 1971b] et [Ualdschmidt, 1971a] ; il a aussi été obtenu, indépendamment, 

par R. wallisser (non publié). Les théorèmes 7.2.9 et 7.3.5 sont énoncés sans dé-

monstration dans [Brownawell, 1971a]. 
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Pour trouver les résultats du §7.4, il était indispensable de montrer que l 1 on 

pouvait dissocier les deux fonctions et 0 n 
du critère 5.1.1 de transcendance 

(cf. §5.5). Le théorème 7.4.1 a été démontré, indépendamment, dans [Brownawell, 1971 

d] et [Waldschmidt, 1971 b]. On trouvera dans ces articles de nombreux autres corol-

laires. 

Aucun de ces résultats ne semble le meilleur possible. La conjecture la plus 

générale concernant les propriétés de transcendance de la fonction exponentielle a 

été énoncée par S. Schanuel (cf. [Lang, T, p.30]). 

Conjecture 7.5.2. Si x
1

, ••• ,xn sont des nombres complexes ~-linéairement indé-

pendants, alors k degré de transcendance.™- ~ du corps 

X X 

(Q(x
1

, ••• ,xn, e 1, ... ,e n) 

est supérieur .211. égal à n • 

Cette conjecture contient toutes les propriétés connues sur la nature arithmé-

tique des valeurs de la fonction exponentielle (mises à part, évidemment, les propri-

étés liées a~x approximations diophantiennes) ; elle est également réputée contenir 

toutes les conjectures raisonnables que l'on peut énoncer sur ces valeurs. 

Voici quelques conséquences de la conjecture de Schanuel. Elle contient l'indé-

pendance algébrique de e et n, ainsi que l'indépéndance algébrique de logarithmes 

(Q-linéairement indépendants de nombres algébriques. Plus généralement, elle contient 

la conjecture suivante de Gel 1fond. 

Conjecture 7.5.3. Soient a
1

, ••• ,an des nombres algébriques ~linéairement indé-

pendants, soient ,e
1

, ••• ,,em des logarithnes 0),-linéairernent indépendants de nombres 

algébriaues. Alors les nombres 
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a n 
',e1, ••• ,,e m 

sont algébriquement indépendanb. 

D'autre part, 7.5.2 permettrait de résoudre le problème de l'indépendance algé-

brique de nombres de la forme a~ [Schneider, T, Problème 7] : 

Con.jecture 7.5.4. Si ,e f O est ]E;_ logarithme d'un nombre algébrique a: , .tl si 

1 , ~
1

, ••• , ~n sont dos nombres algébriques t!è-'.linéairement indépendants, alors les 

nombres 

sont algébriquement indépendants. 

On déduit de 7.5.4 une conjecture de Gel'fond si ,e-/= O est un logarithme 

d'un nombre algébrique a, et si ~ est un nombre algébrique de degré 

alors le degré de transcendance sur Q du corps 

est égal à d-1 • Le théorème de Gel 1fond Schneider résoud le cas d = 2 , et 

Gel 1fond a résolu le cas d = 3 (cf. 7.2.3). 

Enfin, un cas particulier de la conjecture de schanuel est la 

Con.jecture 7.5.5. Soient u
1

, ••• ,un des nombres complexes ~ linéairement indépen-

dants soit v ,R!l nombre complexe transcendant. Alors le degré de transcendance 

.§.ill'.. Q du corps 

u 
Q(e 1 

' • • • 'e 

u 
n 

·vu 
1 

e 
vu 

,.o.,e n ) 
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t , . , 1 ' 
~ superieur _2Jd. §-™. ..§::. n-1 • 

Cet énoncé permettrait de résoudre une conjecture de Lung et Schneider 

Comme toutes ces conjectures semblent inaccessibles à l'heure actuelle, envoi-

ci une dernière ~ui pourrait être plus facile. 

Conjecture 7.5.6. Soit t f 0 .illl logarithme d I un nombre alg8briaue, tl ~ un nom-__ ._ 

bre irrationnel quadratique. Les deux nombres 

sont algébriquement indépendants ( exemple : -n: et e ri;). 
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Exercice 7.1.a. Soit ME M (d n 
soit d la dimension du sous•-Q-espace vectoriel 

de t engendré ~ar les valeurs propres de M. Soient t , ••• ,t des nombres com-
1 m 

plexes ~-linéairement indépendants. Soit K un sous-corps de t, de degré de 

transcendance~ 1 sur ~. 

On suppose 

exp(IJit.) E GL (K) pour 1 ~ j ~m. 
J n 

Montrer que l'on a 

md < 2(m+d) • 

Exercice 7.1.b. Soient • > 1 et •' deux nombres réels soient m et n deux 

nombres entiers, vérifiant l'une au moins des deux propriétés (i) et (ii) suivantes 

(i) et nm :> .(m+n) 

et rnn > .(m+n) • 

Montrer que le corps K
1 

du théorème 7.1.6 n'a pas un type de transcendance infé­

rieur ou égal à (.,. 1 ) sur Q (avec la notation de l'exercice 5.4.d). 

Indications. On utilisera soit le théorème 7.1.6, soit l'exercice 4.5.b. 



Exercice 7.1.c. On suppose que le corps K
1 

du théorème 7.1.6 est une extension de 

degré de transcendance 1 d'un corps L, où L est une extension de Q de type de 

transcendance~~. 

Montrer que 

(utiliser l'exercice 5.4.c). 

[Brownawell, 1971a, th.5]. 

Exercice 7.1.d. Soient m et n deux nombres entiers positifs, et t, t deux nom-

bres complexes, t cf O et t f. ~. On suppose qu'il existe un sous-corps L de 

m+n-2 ,e tt ,et 
K=~(e ,e , ••• ,e ) , 

qui a un type de transcendance inférieur ou égal à ~ sur ~. 

IJiontrer que, si mn ). 2~(m+n), alors 

En déduire que trois des 23 nombres 

dim K ~ 2 • 
L 

t t22 
e,e , ••• ,e 

sont algébriquenent indépendants. 

(Utiliser l'exercice 7.1.c, et le fait que le corps Q(e) a un type de transcen-

dance~ 3 sur Q). 



Exercice 7.1.e. On suppose que le corps K
1 

du théorème 7.1.6 est une extension de 

degré de transcendance~ 1 d'un corps L, et que L a un type de transcendance 

~ h,r') sur l!l • Hontrer que, si 1:' < 1 , .alors rnn < 21:(m+n). 

(Utiliser l'exercice 5.4.d). 



Exercice 7 0 2.a. Soient P
1 

, P
2 

deux :polynômes de '.K[x
1 
,x

2 
,x

3
] , non nuls et premiers 

entre eux. Soit a un nombre algébrique de degré 3 (irrationnel cubique). Montrer 

que le système d'équations 

n'a pas de solution x t O dans V. 

o:x 
e 

ax 
e 

ax e 

ax 
e 

2 
) = 0 

2 
) = 0 

(comparer avec [Gel'fond, T, chap.III §4 cor.3 du th.I]). 

Exercice 7.2.b 

1) Sous les hypothèses de l'exercice 7.1.a, on suppose que les nombres 

partiennent à K. r,Jontrer que 

md < 2(m+d-1) • 

t. 
J 

ap-

2) Sous les hypothèses de l'exercice 7.1.a, on suppose que la matrice M ap-

partient à flI (K). Montrer que 
n 

md < 2m+d. 
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Exercice 7.2.c. Soient --i; > 1 et --i;1 deux nombres réels. On suppose q_ue le corps 

K
2 

du théorème 7. 2. 8 a un type de transcendance .ç (--i;, --i; 1 ) sur 1Q, • Montrer que, si 

alors 

En déduire q_ue, q_uel que ,soit --i;', on a 

(on pourra utiliser, au choix, le théorème 7.2.8 ou l'exercice 4.5.b). 

Exercice 7.2.d. On suppose que JS est une extension de degré de transcendance~ 1 

d'un corps L, où L a un type de transcendance~ --i; sur ~. 

Montrer que 

[Brownawell, 1971a, th.3]. 
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Exercice 7.2oe. Soient ,e
1

, ••• ,,eh (h ~ 1) des logarithmes ~-linéairement indépen­

,e. 
dants de nombres algébriques. On note a. = e J • Soit 

J 

7 
~ 8 + h , et soit ~ un nombre algébrique de degré ~ n • 

Montrer que trois des nombres 

k 
,e.~ 

n le plus petit entier 

e J 
~k 

= a. 
J 

(j - 1 , ••• ,h k = 1, ••• ,n) 

sont algébriquement indépendants. 

(Indications. on utilisera l'exercice 7.2.d, avec le fait que le corps ~(a,~,a~) 

un type de transcendance<. 4 sur Œt (cf. §4.6). On utilisera le théorème 8.1.1 de 

Baker pour montrer que les nombres ,e
1 

, ••• ,,eh sont linéairement indépendants sur 

~(~)). En déduire les résultats suivants 

a 

1. Si a f 0,1 est algébrique, et si ~ est algébrique de degré 15, alors trois des 

14 nombres 

~2 ~ 14 
a , ••• , a 

sont algébriquement indépendants sur 

2. Si sont deux nombres algébriques possédant des logarithmes 

~-linéairement indépendants, et si ~ est un nombre algébrique de degré 12, alors 

trois des 22 nombres 

k 

a~ , ( k = 1 , 2 , ••• , 11 ) 

sont algébriquement indépendants. 

3. Si Log a
1 

, Log a
2 

, Log a
3 

sont trois logarithmes Q-linéairement indépendants 

de nombres algébriques, et si ~ est un nombre algébrique de degré 11, trois des 30 

nombres 
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i 
1 

k 
i 

3 

k 
(k 1, •.• ,10) 

sont algébriquement indépendants. 

4. Si a
1 

, a
2 

, a
3 

, a
4 

sont quatre nombres algébriques dont les logarithmes sont 

Q-linéairement indépendants, et si ~ est un nombre algébrique de degré 10, alors 

trois des 36 nombres 

(k 1 , ••• , 9) 

sont algébriquement indépendants. 

5. Si a a sont huit nombres algébriques dont les logarithmes sont 
1'

000

' 8 

Q-linéairement indépendants, et si ~ est un nombre algébrique de degré 9, alors 3 

des 64 nombres 

(k 1 , ••• , 8 i = 1, •.• ,8) 

sont algébriquement indépendants. 

Comparer ces résultats avec ceux de [smelev, 1971]. 



Exercice 7.2.f. On suppose que le corps K
2 

est une extension de degré de transcen­

dance 1 d'un corps L, et que L a un type de transcendance~(.,.') sur Q, avec 

Montrer que 

mn < 2.m + (2-c-1 )n • 

(Utiliser l'exercice 5.4ed et le théorème 7.2.8). 



Exercice 7.3 0 a. On suppose que le corps 1S du théorème 7.3 0 4 a un type de trans­

cendance, ('G,'G1 ) sur ~ h > 1 , 'G1 € tR.). Montrer que, si "' < O , on a 

mn < (-r-1)(m+n). 

En déduire que, si "' ~ 0, alors 

mn ~ ( 'G-1 ) (m+n). 

Exercice 7.3ob. On suppose qu'il existe un sous-corps L de 1S, de type de trans­

cendance-'" sur ~. Montrer que, si 

mn > (2'G-1) (m+n) , 

alors le degré de transcendance de 1S sur L est supérieur ou égal à 2, 

[Brownawell, 1971a, th.4]. 



Exercice 7$3 0 c 0 Soit t un nombre complexe transcendant. On suppose que le corps 

Q( t) a un type de transcendance <. -c sur 1P, • ( -r ) 2). Soit a E il; , a =/= O • Montrer 

que, si mn > (21:-1)(m+n), alors trois des nombres 

a 
a , t , e 

at atm+n- 2 
e , •.• , e 

sont algébriquement in~épendants. 

(Appliquer l'exercice 7.3.b) 

Quelles sont les valeurs intéressantes de m et n quand t est égal successive-

ment à 

e n , 21{2 , Log 2 n, e , Log 2 , ? 
Log 3 

(utiliser les résultats de Cijsouw cités au §4.6). 

En déduire que 3 des nombres 

2 19 e e e 
e , e e , ..• , e 

sont algébriquement indépendants sur ~. 



Exercice 7.3.d. Soit ~ un nombre algébrique de degré> 11. Soit i / O un loga-

rithme d'un nombre algébrique a. Montrer que 3 des 20 nombres 

= a 
~19 

sont algébriquement indépendants. 

(utiliser l'exercice 7.3.b avec le fait que le corps Q(a~) a un type de transcen-

dance ('. 4 sur iQ). En déduire que, si [Q(~) : Q] = 11 , aiors 

Exercice 7.3.e. On suppose qu'il existe un sous-corps L de 1S, de type de trans-

sur 1Q, tel que dim K ~ 1 • Montrer que, si ~, < O, alors 
L 3 

En déduire le résultat de l'exercice 7.3.b. 

(utiliser l'exercice 5.4.d et le théorème 7.3.4). 



Exercice 7.4.a. Soit ~ f O un nombre algébrique; soit 1 f O un logarithme d'un 

nombre algébrique soit r :J. O un nombre rationnel. nontrer que l'un des deux 

nombres 

est transcendant. 

En déduire que, si a et b sont deux nombres algébriques, b :J. O, alors les trois 

nombres 

ne sont pas tous algébriques. 

be2a 
e 

Exercice 7.4.b. Soient x et y deux nombres complexes, x f O et y/~. On sup-

2 
pose exy et exy algébriques. Montrer que deux des trois nombres 

sont algébriquement indépendants. 

X 
X , y , e 

En déduire que, si a 1 O est algébrique, alors l 1un au moins des deux nombres 

est transcendant. 
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Exercice 7.4.c. Soient a et ~ deux nombres algébriques non nuls montrer que les 

nombres 

ne sont pas tous deux algébriques. 

En déduire que, si, a / 1 , l'un des deux nombres 

~ (Log a)2 

Log Log a , exp-----
Log Log i 

est transcendant. 

Exercice 7.4.d. Soient ,e
1 

, ,e
2

, ,e
3 

des logarithmes de nombres algébriques ; on sup-

pose que et et ,e , sont ~linéairement indépendants. 
3 

Montrer que 

En déduire, pour r / 1 rationnel, la transcendance de l'un au moins des deux 

nombres 

. r . 2-r 
J. 1C J.-n; 

e e 
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Exercice 7.4oe• Soient a. et ~ deux nombres algébriq_ues non nuls 

un logarithme de ~. On suppose q_ue le nombre 

2 
exp(L.) 

a. 

est algébriq_ue. fl[ontrer q_ue les deux nombres 

sont algébriq_uemen'-t indénendants. 

a. 
t, ' e 

soit t., ,} O 



Exercice 7.5.a. Donner un exemple de nombres algébriq_ues ~ , ••• ,~ , irrationnels 
1 n 

et !lrlinéairement indépendants, et d 1un logarithme ,e f O d'un nombre algébrique, 

tels q_ue les nombres 

,e~ n 
' • • • 'e 

soient algébriq_uement ~.épendants. 

(comparer avec le septième problème de [Schneider, T] et le corollaire 7.5.4). 

Exercice 7.5.b. Démontrer q_ue la conjecture 7.5.5 est une conséq_uence de celle de 

Schanuel. 

(Indications. Soit n+,e (o ~ ,e < n) la dimension du IQ-espace vectoriel engendré 

par les nombres 

montrer q_ue 

dim IQ ( V , U , • • • , U ) ~ i+ 1 ) • 
1Q 1 n 

L'hypothèse v transcendant est-elle nécessaire pour q_ue la conjecture 7.5.5 soit 

raisonnable - c'est-à-dire conséq_uence de 7.5.2? (considérez les nombres 

En déduire q_ue la conjecture 1 de [Waldschmidt, 1971 a] est fausse. Donner un contre 

exemple semblable à une conjecture de [Ramachandra, 1967, p. 87-88]. 



7,44 

Exercice 7.5.c. Déduire de la conjecture 7.5.2 de Schanuel 

1) l'indépendance algébrique des 16 nombres 

-n; e e -n; -n; 
2

e i 
e , rc , e , Log -n; , e , -n; , -n; , Log 2 , 2 , , 2 

(Log 2) 10 g 3 , 2'{2 • 

2) la transcendance de l'un des deux nombres 

pour x E IC , x f O , x f 1 • 

e 
X , X 

3) la transcendance de l'un au moins des nombres 

pour x E C, x / ~. 

2 
X X 

X , X 

i i 
e , n , Log 3, 

Exercice 7.5.d. On définit par récurrence une suite croissante (K) de sous-corps 
n 

de IC de la manière suivante 

K = ~ 
0 

K = K (exp(K )) 
n n-1 n-1 

autrement dit K est la clôture algébrique dans IC du corps obtenu en adjoignant 
n 

à K les nombres 
n-1 

exp t, t E K • 
n-1 

Déduire de 7.5.2 la conjecture suivante 

[Lang, 1971, p. 639]. 

K • n 
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CHAPITRE 8 

La méthode de Baker 

§B.1 Indépendance linéaire de logarithmes 

Nous avons vu (2.1.2) que le théorème de Gel 1fond Schneider pouvait ~tre formu-

lé de la manière suivante : 

si sont deux logarithmes IQ-linéairement indépendants de deux nombres 

algébriques, alors 1
1 

, 1
2 

sont ~-linéairement indépendants. 

D'autre part le théorème (3.1.1) de Hermite Lindemann peut s'énoncer : 

si t est un logarithme non nul d'un nombre algébrique, alors 1 , l sont 

~-linéairement indépendants. 

En 1966, Baker montra qu'il était possible de généraliser le théorème de 

Gel 1fond Schneider au cas de plusieurs logarithmes 11 , ••• , t . n [Baker, 1966], résol-

vant ainsi une conjecture dont Gel'fond avait montré l'importance [Gel'fond, T, p. 

126 et 177]. Puis, en 1967, Baker généralisait son résultat [Baker, 1967], en démon-

trant le 

Théorème 8.1.1. Soient t
1 

, ••• ,in des logarithmes ~linéairement indépendants de 

nombres algébriques. Alors les nombres 

sont ~-linéairement indépendants. 

On déduit évidemment de ce théorème celui de Gel'fond Schneider et celui de 

Hermite Lindemann. D'autre part, soit L l'ensemble des logarithmes de nombres al-
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gébriq_ues 

L 

Alors L est un sous Q-espace vectoriel de r , et le théorème de Baker contient les 

deux corollaires suivants [serre, 1969] : 

corollaire 8.1 .2. Tout .. élément .!l2Q. nul i§.. 

= {a1,e1+ ••• +a ,e 
1 mm 

est transcendant. 

(X. € (Q 
1 

,e.E:L,n~1} 
1 

Corollaire 8.1.3. L'injection de 1 dans V ~ prolonge .fillrn application 

Q-linéaire tl injective de ~ 01 dans ~. 
(Q 

On pourra vérifier, en utilisant des arguments simples d'algèbre linéaire, q_ue 

le théorème de Baker est éq_uivalent à l'ensemble des deux corollaire 8.1.2 et 8.1.3, 

et q_ue le corollaire 8.1.3 est éq_uivalent au suivant 

Corollaire 8.1.4. Soient ,e
1

, ••• ,,em des logarithmes~ nuls de nombres algébriques 

et des nombres algébriques. On suppose 

Q-linéairement indépendants. Alors le nombre 

•• • a m 

est transcendant. 

Voici deux derniers corollaires concernant les produits de nombres a~. 

Corollaire 8.1.5. Soient ,e
1

, ••• ,,em des logarithmes Q-:linéairement indépendants de 

nombres algébriques, et ~
1

, ••• ,~m des nombres algébriques. On supnose ,illle l'un _ê;J1 

moins des nombres ~1 , ••• ,~m est irrationnel. Alors le nombre 



exp(~
1

1 + ••• +~ 1) 
1 mm e O O (X 

m 

est transcendant. 

Corollaire 8.1.6. Soient 1
1 

, ••• ,lm des logarithmes de nombres algébriques 

a
1

, ••• ,am, tl ~o, ~
1

, ••• ,~m des nombres algébriaues, ~o /:-O. Alors l§_nombre 

exp(~ +~
1

1
1
+ ••• +~ 1) o m m ••• a 

m 

est transcendant. 

On peut résumer les trois derniers corollaires en disant que, cas triviaux 

exclus, le nombre 

est transcendant (pour o:
1

, ••• ,a , ~ , ~
1

, ••• , ~ algébriques). 
m o m 

§s.2 Principe de la démonstration 

La démonstration va s'effectuer par l'absurde •. On suppose que sont 

des logarithmes !!t-linéairement indépendants de nombres algébriques o:
1 

•••• ,o:n, et 

que les nombres 

sont ~-linéairement dépendants; on souhaite arriver à une contradiction. Ecrivons 

une relation non triviale de dépendance linéaire sur Q des nombres 1, t
1

, ••• ,1n 

L'un au moins des nombres 

diviser tous les par 

(~ , ••• ,~) /:- (o, ••• ,o) • o n 

est non nul 

-~ , on peut supposer 
n 

par exemple 

A = -1 , et t'n 

~ /:-O. Quitte à n 



(s.2.1) ,e = ~ + ~
1 

,e
1 
+ ••• +~ 

1
,e 

1 
; ~. E ~ , ( 0 ~ i ~ n-1 ) • n o n- n- 1 

L'indépendance linéaire sur Q des nombres ,e
1

, ••• ,,en montre que les fonc-

tions 

,e z 
n 

sont algébriq_uement indépendantes (lemme 1.4.1). Ces fo;:1ctions prennent des valeurs 

dans le corps 

pour tout z E ;l'. Le premier 12.ê& consistera à construire un uolvnôme non nul 

P E z[ X , x1 , ••• , X ] o n 

(dépendant d'un paramètre N suffisamment grand), tel q_ue la fonction 

(s.2.2) 
,ez ,ez 

F(z) = P(z, e 1 , ••• ,en) 

possède de nombreux zéros. Pour utiliser (s.2.1), il faut faire intervenir les déri-

vées de F, c'est-à-dire imposer à ces zéros vn ordre de multiplicité élevé (comme 

dans la méthode de Gel'fond). Mais ces dérivées prennent, pour z E Z, des valeurs 

dans le corps 

q_ui n'est pas une extension algébriq_ue de Q (d'ailleurs, on ne connait, pour son 

degré de transcendance sur Q, q_ue l'encadrement 

on ne connait donc pas de type de·transcendance de E sur ~). 

Pour résoudre, ·dans ~, un système d'éq_uations 



V 

C 
i=1 

8.5 

a .. X. = Ü 
l,J l 

(1 ~ j ~ m) 

à coefficients a .. dans ~[t,, ... ,t 
1
] , on exprime chacun des nombres 

l,J t n-

V 

C 
i=1 

a .. X. 
l,J l 

( 1 ~ j ~ m) , 

comme polynômes en t
1 

, ••• ,tn; les coefficients de ces polynômes sont des formes 

linéaires à coefficients algébriques en x , ••• ,x ; on peut alors utiliser le lemme 
1 V 

1.3.1 de Siegel pour annuler chacun de ces coefficients, ce qui résoudra le système. 

On peut remarquer que, dans les méthodes précédentes, le nombre m d'équations était 

toujours du même ordre de grandeur que le nombre v d'inconnues, alors qu'ici il 

devra être beaucoup plus petit. 

Il faut donc exprimer les nombres 

sentier~ O, x € Z, 

comme polynômes en t
1

, ••• ,tn_
1 

• Pour cela, on écrit explicitement PE~[X , ••• ,X]: o n 

/\. /\. 
p = L ... L p(Ào,•oo,/\.n)xoo···xnn 

À ).o À ),o 
o n 

la fonction F , définie par (s.2.2), s'écrit 

où (À)= (À
0

, ••• ,Àn). Grâce à la relation (s.2.1), on peut également écrire F sous 

la forme 

C'est sous cette forme que l'on calcule les dérivées de F 

F = 
C5 +. • .+0 =S o n-1 

s ! 
(5 ! •. ;0 1 o n-
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où, pour ( a ,. •• , a 
1 

) E. [t , on définit 
o n-

(5 

d o 

(J 

dz o 

n-1 a. 
Il (Ài+Àn~i) i • 

i=1 
n-1 

• exp(~ (À.+À ~.),e.z). 
l---J l n l l 
i=1 

On remarque que les fonctions F 
a , ••• ,a 1 

prennent des valeurs dans le corps 
o n-

de nombres 

K = ~ ( a
1 

, ••• , a , ~ , ••• , ~ 
1 

) , 
n o n-

pour tout z E. z d'autre part, grâce à (s.2.4), il suffit d'annuler tous les 

nombres 

F (z) , (a+ ••• +rJ 
1 

s) , 
0 o' • • • ' 0n-1 ° n-

pour en déduire 

Ainsi, pour effectuer le premier pas, on résoud un système 

pour des valeurs convenables de z,a, ••• ,cs 
1

• 
o n-

Nous avons déjà remarqué que le nombre de zéros connus de F, c'est-à-dire le 

nombre d'équations 

doit être beaucoup plus petit que le nombre de coefficients de F. A cause de ce 

fait, pour trouver une valeur non nulle de F (deuxième .lli.êJ, on cherche un couple 

(t,x) E. zxz, t) 0 , 
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tel q_ue 

t 
~ F(x) t O, 
dz 

et tel q_ue (t,x) appartienne à une région 4'{ de zx~ ayant la forme suivante 

(dans le cas classique de la méthode de Gel'fond par exemple, on choisit pour i un 

rectangle) : 

s 
0 

(s.2.6) s /2 
0 

1 

---------------------------, 

------- - - -·- -
------

1 

- - - - - - ,_ - - -
- - - - - - - - - -+---------, 

- - - -+'-----, 
1 

X 
0 

X 
1 

Le théorème (6.1.1) nous permettra de trouver un tel couple (t,x), ce q_ui montre 

l'existence d'entiers ~ , ••• ,~ , vérifiant 
o n-1 

~ + ••• +~ 
1 

= t , ~- ~ 0, et ç = F (x) f O. 
0 n- J ~0' 00 ·'~n-1 

Le nombre ç est un élément non nul du corps de nombres 

:t. 

et il est facile de majorer la taille s(ç) de ç (troisième~). Il reste à majo-

rer ~ (quatrième pas) pour obtenir une contradiction avec 1.2.3. L'originalité de 

la méthode de Baker se trouve essentiellement dans ce q_uatrième pas. Pour utiliser 

l'argument classiq_ue du principe du maximum, on est amené à dériver la fonction 

F • On déduit facilement de (s.2.5) la relation fondamentale suivante 
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(8.2. 7) = 

• F 
~ +µ , ••• ,~ 1+µ 1 o o n- n-

La forme de la région ~ (8.2 06) montre alors que la fonction F pos-

sède de nombreux zéros, avec un ordre de multiplicité élevé, ce qui permet de con-

clure. 

Une présentation légèrement différente de cette méthode est proposée .dans 

[waldschmidt, 1973b]. 

§s.3 Démonstration du théorème 8.1.1 

Soient 1
1

, ••• ,J,n des logarithmes IQ-linéairement indépendants de nombres al-

gébriques, et des nombres algébriques. soit 

On note ô = [K : IQ] le degré de K sur Q , et à le p.p.c.m. des nombres entiers 

positifs 

d(a
1

), ••• ,d(a), d(~ ), ••• ,d(~ 
1

). 
n o n-

On suppose 

(8.2. 1) 

et on souhaite arriver à une contradiction. 

Soit N un entier positif suffisamment grand, divisible par 4n. Si J, est un en-

tier positif ou nul, on note 

A 
O 

= { (x , 0 , ••• , 0 
1 

) E nl 
,<, 0 n-

~ 2-i,N2n1 • 
(5 + ••• +CJ 1 ~ 5 o n-
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on peut remarquer que la région ~ dessinée en 8.2.6 est une réunion d'ensembles 

avec 

{ (x/c) Cl'x;,F ; il existe 

s 
0 

et 

0 , ••• ,0 , tels que 
o n-1 

(x , 0 , ••• , .0 
1 

) E: A 
O 

et 
Ü . n- ,1, 

0 + ••• +0 1 = t 1 ' o n-

Pour commencer, nqus allons prouver l'existence ~o,ntiers rationnels 

2n-1 ) 
0 ~ À. < N , 1 < j < n , 

J 

.!lQ.g_ tous nuls, vérifiant 

tl tels gue les fonctions ( 8. 2. 5) 

définies pour 

z 

(0 , ••• ,0 
1

) E: Wn, vérifient 
o n-

0 ! À ! 
0 0 

µ! (0 ..:.µ)! • (À-µ)! • 
0 0 

À-µ 
0 

• e 
( À 1 ,e 1 + • • • + Àn ,en) z 

F (x) = O pour_ (x , 00, ••• , 0n_
1 

) E: A
0 

• 
0 , ••• ,0 1 o n-

Pour cela, on cherche à résoudre le système 

F (x) = O pour 
0o' • • •' 0n-1 

(x , 0 , ••• , 0 
1 

) E A • 
o n- o 

2 
C'est un système linéaire homogène en p(À), de moins de N2n +n équations à 

2 
2oN2n +n inconnues, à coefficients dans K entiers sur z. De plus on peut majorer 

la taille de ces coefficients 

t(coefficients) << N3n- 1 + N2n Log N. 

Le lemme 1.3.1 de Siegel permet de résoudre ce système dans ~, tout en vérifiant 
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considérons la fonction (s.2.2) ainsi construite 

Elle est non nulle (grâce à l'indépendance linéaire sur ~ de ,e
1

, ••• ,,en, et au 

lemme 1.4.1) ; d'après .. le théorème 6.1.1, le nombre de ,i;éros de F , dans le disque 

est inférieur à 

2 2n +n 
N ' 

ce qui est strictement inférieur à 

dès que N est suffisamment grand. Par conséquent les nombres 

d
s 2 2 

( ) _2n +n -4n 2n 
F X , 1 ~ X ~IiJ , 0 ~ s < 2 .N 

dzs 

ne sont pas tous nuls. Les relations (s.2.4) montrent qu'il existe un entier ,e, 

tel que l'un des nombres 

F (x), ((x,CY , ••• ,CY 
1

) E A), CY , ••• , O' 
1 

o n- N 
o n-

soit non nul. On choisit ~ ,e le plus petit de ~ entiers, et on désigne par 

l'un de ces nombres non nuls, avec 

(x , CY , ••• , CY 
1 

) E A 
O 

• 
0 Il- ,<, 
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Alors est un élément de K dont il est facile de majorer la taille, en 

utilisant (8.2.5) 

Nous allons montrer que vérifie 

ainsi ~ ne vérifiera pas la relation (1.2.3) : 

bien que ~ E K soit non nul. Cette contradiction terminera la démonstration. 

Pour démontrer (8.3.2), on remarque que, d'après le choix de l'entier ,e, on a 

or, comme 

on a 

(y ' -i; , • • • , -i; 1 ) E A o 1 
0 n- k-

(x , a , ••• , a 
1 

) E A 
O 

, pour 
0 n- k 

.t 2-,e N_2n ' µ + ••• +µ 
1 

= u , 0 ~ u ~ ') n-

i-1 -+n 
et 1 ~ y~ N 

2 

(y ' (j + µ ' ••• ' (j 1 + µ 1 ) E A L 1 • o o n- n- .v-

Par conséquent, grâce aux relations 8.2.7, on constate que la fonction 
,e-1 

F 
a , ••• ,a 1 o n-

possède les zéros 
n7 

y= 1, ••• ,N , d'ordre au moins égal à 
-,e 2n 

2 N • On applique 

alors le principe du maximum, sur le disque 

à la fonction entière ,e-1 
n7 

N -,e 2n 
F (z). Il (z-y)2 .N • 

~o' • • • 'an-1 Y=1 
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Un calcul facile conduit aux majorations 

et 
t-1 n7 

N 
Log sup II lx-yl 

1 1 
z-y 

z =R Y=1 

,e..1 
1 n~ 

~ -
5 

N .Log N. 

Pour N suffisamment grand, on aura 

LoglF I ~ N 
<J , ••• ,<J 1 R o . n-

ce qui permet d'obtenir 

3 
,e..1 

n~ 

• 

La majoration (s.3.2) est ainsi démontrée, et on en déduit le théorème 8.1.1. 

§s.4 Un énoncé effectif (~ démonstration) 

Pour simplifier sa démonstration, nous avons négligé l'aspect effectif du thé-

orème de Baker le théorème 8.1.1 montre qu'une forme linéaire non triviale en 

1, ,e
1

, ••• ,,en, à coefficients algébriques, est non nulle de plus, et c'est fonda-

mental pour les applications, on peut minorer une telle forme, en fonction des 

tailles des nombres a. = e 
J. 

,e. 
J. et des tailles des coefficients. Parmi les nombreux 

domaines de la théorie des nombres où ces minorations effectives interviennent, men-

tionnons : 

- les problèmes de nombre de classes de corps quadratiques imaginaires (Baker, 

Stark, ••• ) 

- l'étude de l'approximation de nombres algébriques par des nombres rationnels, et 

la recherche de points rationnels sur des courbes algébriques (Baker, Coates, 
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Feldman, ••• ) 

- les propriétés de nombres ayant de grands facteurs premiers (Ramachandra, Shorey, 

Tijdeman). 

C'est pour ces raisons que de nombreux mathématiciens (principalement Baker, 

Feldman et stark) ont cherché à améliorer les minorations de formes linéaires de 

logarithmes de nombres algébriques. Voici, à titre d'exemple, un énoncé effectif 

[Feldman, 1968 b]. 

Théorème 8.4.1. Soient t
1

, ••• ,tn des logarithmes Q-linéairement indépendants de 

nombres algébriques a
1 

, ••• , an ; soit d ,1ill_ entier positif. Il existe deux ™-

tantes positives C et x , ~ dépendant que de n , t 
1

, ••• , tn , d , telles que, pour 

tous nombres algébriques ~ , ... , ~ , ™ tous nuls, de degré inférieur .231 égal à d 
o n 

et de hauteur inférieure .231 égale à H , .2.!l ait 

Les constantes C et x peuvent être explicitées; par exemple on peut choisir 

C et x sous la forme 

et 

2 16 2 
¼ = (c + 90n .n.Log h) n 

0 

où c est une constante absolue (effectivement calculable) et 
0 

h = max 
1~¼n 

1 t. 1 
{ ( 1 + [ ~ (a. ) : G2] ) • H (a. ) ; e 

1 
} 

J_ J_ 

(la hauteur. Hia) d'un nombre algébrique a est -par définition la hauteur du ~oly-

nôme minimal de s r rn) a U Ol o 
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On peut raffiner ce résultat, par exemple dans les cas n = 1 , ou ~ = 0 ' 0 

ou ~- € Z (o ~ j ~ n). Voir à ce sujet [Baker, 1969] et les articles récents de 
J 

Baker et Stark dans les "Annals of JJiathematics". 
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EXERCICES 

Exercice 8.1oa 

1) Montrer que chacun des corollaires 8.1.3, 8.1.4 et 8.1.5 du théorème 8.1.1 

est équivalent au suivant : 

(8.1.7) Si t
1

, ••• ,tn sont des logarithmes ~linéairement indépendants de nombres 

algébriques, alors t
1

, ••• ,tn sont Q-linéairement indépendants. 

(Indications. Pour démontrer que 8.1.4 implique 8.1.7, considérer une relation du 

type 

pt + ••• +pt = 0, o o n n 

où p
0 

f O, p
1

, ••• ,pn sont des nombres algébriques, et t
0

, ••• ,tn des logarithmes 

frlinéairement indépendants de nombres algébriques 

base du Q-espace vectorièl 

pour se ramener au cas où p
0

, ••• ,pn sont !1rlinéairement indépendants. Déduire de 

la relation 

une contradiction avec 8.1.4. 

Pour démontrer la réciproque, partir d'une relation 

où p
1

, ••• ,pn sont des nombres algébriques, et t , ••• ,t des logarithmes non nuls 
o n 

de nombres algébriques ëonsidérer une base du sous-11respace vectoriel de ~ engen-
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dré par ,e , ••• ,,e , et utiliser 8.1.7 pour montrer que les nombres 
o n 

sont ~linéairement dépendants). 

2) Montrer que les corollaires 8.1.2 et 8.1.6 sont équivalents. 

3) Montrer que le théorème 8.1.1 est équivalent~ l'ensemble des deux corol-

laires 8.1.2 et s.1.3. 

Exercice 8.1.b. Donner un exempl~ de nombres algébriques a
1

, ••• ,an, p
1

, ••• ,pn, 

avec ai-/- 0,1 , et p
1

, ••• ,pn irrationnels (!).-linéairement indépendants, tels que 

le nombre 

soit algébrique. 
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Exercice s.1.c. Soit M € Mn(t) une matrice qui n'est pas nilpotente. Soient 

t , ••• ,t des nombres complexes, !Q-linéairement indépendants, tels que 
1 m 

1) Montrer que les nombres 

t , ••• ,t 
1 m 

sont 4);-linéairement indépendants. 

2) On suppose que M € M (ij); montrer que les nombres 
n 

sont ~linéairement indépendants 

(Indication: voir exercice 2.1.c). 
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Exercice 8.1.d. Le théorème 8.1.1 montre que le nombre 

J1 dx 1 -- = - (Log 2 + ~) 
0 1+X3 3 D 

est transcendant. Plus généralement, déduire du théorème de Baker le résultat 

suivant. 

Soient P et Q deux polynômes non nuls de ij[x] , premiers entre eux. Notons 

les zéros distincts de Q , et les résidus de 
p(z) 
Q(zJ aux 

pôles a
1

, ••• ,an respectivement. soit r un chemin du plan complexe, qui est fer­

mé, ou bien qui a des extrémités algébriques ou infinies, et pour lequel l'intégrale 

I = J · p(z) dz 
r Q(zJ 

existe. Alors le nombre I est algébrique si et seulement si 

dz = 0 • 

En déduire que, si deg P < deg Q, et si Q n'a pas de zéros multiples (c'est-à-

dire deg Q = n), alors I est nul ou transcendant.· [van der Poorten, 1970]. 
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Exercice 8.3.a. Soient 't ~ 1 un nombre réel, n , m deux entiers positifs, 

u
1

,~ •• ,un (resp. v
1

, ••• ,vm) des nombres complexes :Q-linéairement indépendants, 

et K un sous-corps de t de type de transcendance ~ 't sur Q • 

1) Soit r
1 

(1 ~ r
1

, m) la dimension du sous-K-espace vectoriel de t engendré 

Montrer que l'un des nombres 

exp(u.v.) 
J. J 

est transcendant sur K. 

En déduire le théorème 7.2.9. 

2) soit r
2 

un nombre réel positif. On suppose que le $ous-K-espace vectoriel de t 

engendré par 1 , v , ••• , v , a une dimension inférieure ou égale à r
2

+1 • Montrer 
1 m 

que l'un des nombres 

u. , exp(u.v .) 
J. J. J 

est transcendant sur K , dès que 

3) généraliser ces résultats aux extensions de Q de type de transcendance~ ('t,'t') · 

(cf. exercice 5.4.d) [Waldschmidt, 1972 b]. 
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Exercice s.3.b. Soient A et I deux nombres réels supérieurs ou égaux à 1. Soit ~ 

une fonction entière. On suppose que, pour tout entier j , O ~ j ~ I, les trois 

propriétés suivantes sont vérifiées. 

(i) 

(ii) 

(iii) Pour tout entier k > O , la condition · 

entraine 

Montrer que l'on a 

[stolarky] (des résultats analogues ont également été obtenus par K. Ramachandra). 
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Exercice s.4 0 a. Soient t
1

, ••• ,tn des logarithmes de nombres algébriques; montrer 

qu'il existe une constante C > 0 ne dépendant que de t
1

, ••• ,tn, et effectivement 

calculable, telle que, pour tout n-uple d'entiers (b
1

, ••• ,bn) € ,J1, on ait 

b t + ••• +b t = 0, 
1 1 n n 

ou 

(Indications. soit 

b t + ••• +b t 
w = e 1 1 n n _ 1 

si w = O, le nombre b t + ••• +b t est un multiple entier de 
1 1 n n 

2i%, et le résultat 

est trivial; si w f O, utiliser les inégalités 

INQ(w)/tQ(d(w).w)I ~ 1 

et !ez-11 ~ elzl_1 ~ lz!.elzl pour tout z € t). 

[Baker, 1967, II lemme 5 et III lemme 6]. 

Comparez avec [Gel'fond, T, chap.I §3 théorème Iv]. 
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APPENDICE 

Théorèmes locaux 

Les résultats généraux que nous avons étudiés (théorèmes 2.2.1, 3.3.1 et 4.5.1) 

concernaient des fonctions entières ou méromorphes dans tout le plan complexe. Il est 

quelquefois utile de connaître des énoncés analogues pour des fonctions analytiques 

ou méromorphes dans un domaine borné de il;. En voici plusieurs exemples, suivis de 

quelques résultats concernant le cas p-adique. 

§A.1 La méthode ~ Schneider 

Supposons, avec les notations du théorème 2.2.1, que l'ensemble s == u 
n~ 1 

soit borné. on peut alors remplacer l'hypothèse que les fonctions f
1

, ••• ,fd 

s 
n 

sont 

entières d'ordre inférieur ou égal à p
1

, ••• ,pd respectivement, par l'hypothèse que 

ces fonctions sont analytiques dans un ouvert suffisamment grand (par exemple elles 

peuvent être entières d'ordre infini). Plus précisément 

Théorème A.1 .1. Soient K .:!Q!. corps de nombres, et f 
1

, ••• ,f d des fonctions analy­

tiques dans .fil1. disque fermé { z E il; ; 1 z 1 ~ r} , algébriquement indépendantes ~ ~ • 

Soit (z) une suite de points deux à deux distincts du disque Iz E ~ -- n n~n -- -- - ----- - - l 
0 

1 z 1 ~ ~} • On suppose que, pour tout i == 1, ••• ,d et pour tout n :) n
0 

, ,2!1. §. 

f.(z)EK. 
J. n 

Alors 



d 

z= 
i=î 

Démonstration 

A.2 

1 . 
lim sup -- Log Log n • 
n ➔ -t= 

max 
n ~~n 

0 

s(f.(z )) ~ d-1 • 
i m 

Nous allons montrer que, si p
1

, ••• ,pd sont des nombres réels positifs tels aue 

alors on a 

On note 

max 
n -'m.(n 

0 

pi 
s(f.(z )) -' n 

J. m 

p = 

pour n suffisamment grand, 

et ô = [K : (Q] • 

Un argument que nous avons déjà utilisé plusieurs fois (voir par exemple (2.2.5)) 

permet de ne considérer que le cas 

Il existe un nombre r
1 

> r tel que les fonctions f
1

, ••• ,fd soient analytiques 

dans le disque lzl ~ r
1 

• 

Le lemme (1.3.1) de Siegel montre l'existence, pour n suffisamment grand, d'un 

polynôme non nul 

1 
a.+p-p. 

de degré~ 2ôn 1 

que la fonction 

vérifie 

par rapport à X. 
J. 

1 -+p 
(1-' i ~ d), et de taille< ôd nd , tel 

F = P (f , ••• ,fd) n n 1 



F (z ) = 0 n m 
pour n ~ m < n +n. 

0 0 

comme l'ensemble des zéros de 

les nombres 

F 
n 

F (z) 
n V 

dans le compact 

V ~ n 
0 

{ z E Œ: 

ne sont pas tous nuls. soit v le plus petit entier positif tel que 

~ = F (z ) f O • 
n n v 

est fini, 

On a donc v ~ n
0
+n, et ~ est un élément non nul de K dont la taille est majo-

rée, grâce à (1.2.5), par 

Pour majorer !~ni , on utilise le principe du maximum, sur le disque lzl, r
1 

, 

pour la fonction 

on obtient 

v-1 
F (z) • II 

n m=n 
0 

(z-z r1 • 
m 

3r -r 
Logl~I , -~. Log(+) • 

La relation (102.3) donne alors, pour n (donc v) suffisamment grand: 

ce qui démontre le théorème A.1.1. 



§A.2 La méthode de Gel'fond 

Voici, sans démonstration, un résultat analogue au théorème 3.3.1 (mais plus 

faible) dans lequel on suppose seulement que les fonctions étudiées sont analytiques 

dans un disque. 

Théorème A.2.1. Soient K .1ill:. corps de nombres, f 
1

, ••• ,fh des fonctions analytiques 

~.fil!. disque { z E œ (z ) une suite de points deux à deux di&-
n n~n -- -- -------r 0 

tincts du disque {z E (V 

f . ,( z ) E K pour 1 ~ i (. h tl n ~ n 
1 n o 

On suppose que deux des fonctions f 
1

, ••• ,fh .§.2fil algébriquement indépendantes 

~ ~ , tl gue la dérivation 
d 

dz . opère lllil'._ ,k corps 

(A.2 .2) lim sup 1 max s(f. (z ) ) > O • 
n 1 m 

n ➔ +oo 1.(i(.h 
n (.m,n 

0 

Si, de plus, la dérivation 
d 

dz opère .filE_ ,k K-espace 

K + Kf 1 + ••• +Kf h , alors ..Qg_ .ê:.. 

§A.3 ~ de transcendance 

lim sup ! max s (f . ( z ) ) 
n 1 m 

ll ➔ +oo 1 (.i,(h 
n ~m(.n 

0 

:::: +oo. 

vectoriel 

Il n'est pas difficile de généraliser les résultats des deux paragraphes précé-

dents aux extensions de Q de type de transcendance fini; on peut également les 

étendre aux fonctions méromorphes dans un disque. On obtient ainsi les deux énoncés 

suivants. 



Théorème A.3.1. On considère 

- .@. sous-corps K de IV , de ~ de transcendance inférieur .21!:. égal à -,; .ê.illZ. Q 

- des fonctions f 
1

, ••• ,f d , méromorphes dans .:!ill:. disque t,, = { z € IV 

gébriquement indépendantes .ê.filZ_ K; 

- ~ suite ( z ) de points du dis que 
n n)n - -

?' 0 

tincts, rn pôles de f 
1 

, ••• ,f d , tels que 

{z € t 

et n) n 
0 

- des fonctions h
1

, ... ,hd , analytiques dans t,, , ~ s'annulant pas rn_ points 

Alors .Q!l. .ê:. 

d 

C 
i=1 

1 lim sup - Log Log n • 
n- +co 

z 
n 

Remarque : On peut choisir pour h. le polynôme unitaire dont les racines sont les 
. 1 

pôles de f. 
1 

(comptés avec leur ordre de multiplicité) dans 

Théorème A.3.2. Soit K .@. sous-corps de t de~ de transcendance inférieur _2l!:. 

morphes dans :!::ill_ disque b. = { z € t ; 1 z 1 ~ r} ; soit ( z ) _une sui te de points 
n n)n -

distincts du disque {z € t; lzl ~ 3} 
., 0 

rn pôles de f 
1 

, ••• ,fh , tels que 

1 ~ i ~ h , n ~ n 
0 

Soient g
1

, ••• ,gh des fonctions analytiques dans t,, , ™- zéros rn points 

Soit d le degré de transcendance _™-. K du corps K(f 
1

, ••• ,fh). 

z 
n 
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d 
Si la dérivation dz opère .filE. le corps K(f , ••• ,fh), alors on a 

1 --
d-1: 

lim sup .;: -c(d- 1) 
0 

max 

1~i~h 
n ~~n 

0 

f t (f. ( z ) ) , -Log I h. ( z ) 1 } > 0 • 
i m i m 

d 
Si la dérivation dz opère lll!I'. le K-espace vectoriel K+Kf

1
+ ••• +Kfh, et g 

d > -c > 1 , alors 

d--c 

lim sup n - h- 1 )d. max { t(f. (z ) ) 
. h 1 m n -+= 1 ~1~ 

§A.4 rn P"-'.adigue 

n ,m~n 
0 

, - Log I h . ( z ) 1 } > 0 • 
1 m 

Dans tous les énoncés généraux concernant les fonctions analytiques ou méromor-

phes (dans un disque ou dans t) que nous avons étudiés, on peut remplacer le corps 

des nombres complexes par un corps œ valué ultramétrique, complet, algébrique­
p 

ment clos, de caractéristique nulle et de caractéristique résiduelle p (p > O 

premier). Un exemple typique de tel corps est fourni par le complété d'une clôture 

algébrique de ~p. 

On définit la fonction exponentielle p-adique par 

00 

exp(z) = L 
n=O 

n 
z 
n! 

mais ici, la série ne converge que dans le disque 1 zl < P 

1 
P-1 de (dont on a 

normalisé la valeur absolue par IPI = i). Ainsi, contrairement au cas complexe, la 

fonction exponentielle p-adique n'est pas entière, mais seulement analytique dans 

un disque. Par conséquent, pour obtenir des résultats de transcendance sur cette 

fonction, il faudra utiliser les théorèmes locaux (A.1.1, A.2.1, ••• ). On déduit par 

exemple de l'analogue p-adique du théorème A.1.1 les deux corollaires suivants, 
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correspondant respectivement au théorème 2.2.3 de Lang et au théorème 2.1.1 de 

Gel'fond Schneider. 

~- v , • , • ,v ) des éléments !!rlinéairement 
1 m 

indépendants de ID , tels que 
p 

lu.v .1 < p 
J. J 

p-1 
pour 1 ~ i ~ n , 1 -' . j -' m • 

Si mn > m+n , alors w_ des nombres 

exp(u.v .) 
J. J 

est transcendant mg_ ~. 

On définit la fonction logarithme p-adique par 

oo n 
Log(1+z) = L (-1)n+1 zn 

ll=1 

cette fonction z ~ Log(1+z) est analytique dans le disque jzj < 1 • 

Théorème A.4.2. Soient a et ~ ~ éléments de (V , vérifiant 
p 

1 

1 a-1 1 < 1 et 1~ Log al < p p- 1 
• 

On suppose que ~ ~ irrationnel, et que a n'est~ racine de l'unité. Alors 

l'un .ill!. moins des trois nombres 

a, ~,a~= exp(~ Log a) 

est transcendant .§.fil: 1Q • 

Comme en complexe, on peut également obtenir ce résultat en utilisant des équa-

tions différentielles (cf. A.2.1) de la mgme manière, on obtient l'analogue 

p-adique du théorème 3.1.1 de Hermite Lindemann. 
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Théorème A.4. 3. Soit a ( C .1fil_ nombre algébrique ~ ~ , .!21. gue 
p 

o < lai < p p-1 • 

Alors exp(a) est transcendant~ ~. 

La situation est moins bonne dans l'étude de l'indépendance algébrique des va-

leurs de la fonction exponentielle par exemple, dans la démonstration du théorème 

4.1.2, la relation (404.8) : 

pour M - +.oo 

a été obtenue en utilisant le principe du maximum sur un disque très grand; ceci est 

impossible en p-adique, et on obtient seulement, au même stade de la démonstration, 

quand M - +.oo 

ainsi, ~our que la conclusion du théorème 4.1 0 2 soit encore vérifiée, il faut suppo-

ser que l'on a l'inégalité stricte rnn > .(m+n). 

De même il est facile de constater que les analogues p-adiques des théorèmes 

7.1.6, 7.2.8 et 7.3.4 sont vrais, à condition de supposer 

1 

1 u. v -1 < P p-
1 

, ( 1 {. i ~ n , 1 ~ j ~ m) , 
J. J 

et de remplacer la majoration de Logj~I par 

Logl~I « -Nmn 

Logl~I « -Nn 

pour 7.1.6 

pour 7 .2.8 ; 

Logl~I << -Nmn+m+n.(Log N)- 1 pour 7.3.4 

(les traductions des théorèmes 5.1.1 et 6.1.1 ne présentent pas de difficulté). On 

en déduit que les théorèmes 7.3.1 et 7.3.5 sont vrais sans changement en p-adique 
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(dès que les nombres exp(u.v.) 
1 J 

existent), tandis que, dans les hypothèses des thé-

orèmes 4.1.2, 7.1.1, 7.2.1 et 7.2.9, il faut remplacer les inégalités larges par des 

inégalités strictes. Voici par exemple ce que devient le théorème 7.2.3 de Gelfond 

dans 

Théorème A.4.4. Soient a et ~ des éléments de V , algébriques lll1!: ~, a 
p 

n'étant~ racine~ l'unité tl ~ étant irrationnel de degré r ~ 4 • On suppose 

et 

Alors deux des cinq nombres 

sont algébriquement indépendants .fil.E. ~. 

Quand r =3 , on ne peut déduire des résultats cités précédemment que l'indépen-

dance algébrique dé deux des nombres 

~ ~2 
Log a, a , a . 

On conjecture que, si ~ est irrationnel c~bique, les deux nombres 

sont algébriquement indépendants sur ~. Plus généralement, on peut transposer en 

p-adique toutes les conjectures du §7.5. 

Contrairement à l'habitude, les résultats p-adiques sont donc moins bons que 

leurs analogues complexes ainsi la traduction en p-adique du théorème de 

Lindemann Weierstrass, ou bien du théorème de Schneider sur la transcendance de f(a), 

n'a pas encore été effectuée. 
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§A.5 Références 

L'étude des propriétés locales de transcendance de valeurs de fonctions analy-

tiques a débuté avec deux travaux de Schneider, en 1951 et 1953; le but en était la 

caractérisation de fonctions algébriques ou rationnelles par les valeurs qu'elles 

prennent aux points de la suite l; on obtient par exemple un des énoncés de 
n 

Schneider en choisissant, dans le théorème A.1.1, 

d 1 
z = -n n 

Une généralisation aux suites convergent~s de points (avec une traduction en 

p-adique) fut effectuée par Içen en 1955. Tous ces résultats devaient être approfon-

dis par Hilliker, qui étudiait les valeurs de fonctions f
1

, ••• ,fd, analytiques au 

voisinage de O et algébriquement indépendantes, en une suite de points convergeant 

vers O [Hilliker, 1966]. Les théorèmes des paragraphes A.1, A.2 et A.3 sont extraits 

de [Waldschmidt, 1972 a, §s]. 

Les problèmes de transcendance de nombres p-adiques furent abordés pour la 

première fois par Mahler, en 1932, avec la traduction du théorème de Hermite 

Lindemann, puis en 1934, avec celle du théorème de Gel'fond Schneider (par la méthode 

de Gel'fond celle de Schneider fut traduite en 1940, par Veldkamp). Un critère gé-

néral de dépendance algébrique de fonctions analytiques p-adiques (analogue au cri-

tère complexe de [Schneider, 1948], et précédant celui de Içen) fut démontré par 

Günther en 1952, ce qui lui permit de retrouver comme corollaires la transcendance de 

exp a (par la méthode de Gel'fond) et celle de a~ (par la méthode de Schneider) 

[Günther, 1952]. Dans sa thèse, en 1964, Adams démontra l'analogue p-adique du 

théorème A.2.1, ainsi que.de nombreux autres résultats : un critère de transcendance 
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(que l'on peut raffiner par la méthode exposée au chapitre 5), un théorème sur l'in-

dépendance algébrique de deux des nombres 
~ ~r-1 

0: , ••• ,o: (avec les notations de 

A.4.4) et une mesure de transcendance de o:~ (qui peut aussi être améliorée par la 

méthode de [Cijsouw, 1972]). L'essentiel de la méthode d'Adams [Adams, 1964] consis-

tait à transposer les démonstrations complexes à 1 1 aide de 1 1 intégrale de Schnirelman; 

mais Îl est possible (et même plus facile) d'obtenir les mêmes résultats en utilisant 

les propriétés spécifiques de fonctions analytiques :r>-adiques; ceci a été exposé 

par exemple par Serre pour le théorème A.4.1 [serre, 1966] (voir aussi [Lang, T, a:r>-

pendice]), et par Brumer, en 1967, pour l'analogue :r>-adique du théorème de Baker. 

Enfin, en 1972, Shorey a donné une traduction du théorème 6.1.1 de Tijdeman, et l'a 

appliqué à l'étude de propriétés d'indépendance algébrique des valeurs de la fonction 

exponentielle :r>-adique [shorey, 1972]. On trouvera d'autres résultats du même genre 

dans [Waldschmidt, 1972 a, §9]. 

Parmi les applications que pourrait avoir une étude plus poussée des propriétés 

arithmétiques locales de fonctions analytiques, mentionnons le deuxième problème de 

[Schneider, T] : 

démontrer le théorème sur la transcendance des valeurs de la fonction modulaire 

j(~) par une étude directe de cette fonction, et non par l'étude des 

f-fonctions. 

Il pourrait être utile de passer par 1 1 intermédiaire des fonctions modulaires P , Q , 

R, qui sont analytiques (par rapport à la variable complexe q) dans le disque uni-

té du plan complexe; comme la dérivation 
d 

q dq opère sur le corps ft(P,Q,R), on 

constate facilement (cf. exercice 3.3.e) que la conclusion A.2.2 est vraie pour ces 
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trois fonctions P, Q, R • Maïs ce résultat semble encore insuffisant pour donner des 

énoncés intéressants detranscendance sur les fonctions modulaires. 
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EXERCICES 

Exercice A.1.a. Soient r
1

, ••• ,fd des fonctions analytiques dans un disque ouvert 

!:, = {z E il; ; lzJ < r} , 

algébriquement indépendanJ_.es sur ~ • Soit (z) une suite de noints de b deux n n)o .t' 

à deux distincts, admettant au moins un point d'accumulation dans b, telle que 

f.(z ) E ~ pour 1 ~ i t d, n ~O. i n . , , 

Pour tout entier n ~ O, on note 

o = [Q(f (z ), ••• ,fd(z )) :Q]. 
n 1 n n 

1. Soient R
1

, ••• ,Rd des applications de N dans N telles que, pour tout n ~ 0, 

on ait 

d n 
rr Ri(n) > C oh 

i=1 h=O 

on note 

Pour tout entier n ~ O, soit r un nombre réel vérifiant 
n 

max lzhl < rn < r • 
O<h<n 

Montrer que, pour tout entier n suffisamment grand, il existe un entier v > n 

tel que 

d µnov ( < L R
1
. ( n) (Log ( 1 + 1 f 

1
. 1 r ) + ( 2. --1 ) ( 1 + max s f . ( z ) ) ) ) • 

µ -1 1 m 
i=1 v n o<m~v 

(comparez avec l'exercice 2.2.f). 
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lim sup lz 1 < r 
n 

n->+oo 

soient r
1 

et r
2 

deux nombres réels vérifiant 

lim sup lz 1 < r < r < r. 
n 1 2 

Il-"+co 

Soient s
1

, ••• ,Sd des applications de W dans W, vérifiant 

s.(n) )- max s(f.(zh)), (1 ~ i~ d, n) o). 
1 1 

o~h<n 

Montrer (en utilisant la question précédente avec µ = d+1 et n 
1 

R.(n) = [((d+1 )(ô + ••• +ô ).s
1

(n) ••• sd(n))d.s.(n)- 1J) 
1 0 Il l 

que, pour tout entier n suffisamment grand, il existe un entier v > n tel que 

1 1 1 ( ) 
1+d d d S. V 

.(ô + ••• +o) .(s
1

(n) ••• sd(n)). max ~
8

1 

o n . d u_. \Il/ 
1~1~ 1 

En déduire que, si les d applications 

n....,, 
(ô

0
+ ••• +on).s

1
(n) ••• sd(n) 

s.(n)d 
l 

sont toutes c~oissantes (au sens large), alors 

v-1 
+ v Log(r -r ) ~ L Log! z - 111 

2 1 h=O V 

Utiliser errfin cette inégalité pour démontrer le· théorème A.1.1. 

3. On supuose ôn, ô pour tout n ~ O, et 

Vérifier l'inégalité 

}im sup 
n -"+oo 

1 
-1+d 

lim sup n . max s(fi(zh)) > 0. 
n ...,, +"" 1 < i( d 

o('.h(n 
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Exercice A.1.b. Une fonction f , analytique dans un ouvert V de ~, est dite al-

gébrique au sens arithmétique si les deux fonctions z, f(z) sont algébriquement 

dépendantes sur Q (ou sur ~, cela revient au même), c'est-à-dire s'il existe un 

polynôme non nul P E '.l'[x,Y] tel que 

P(z, f(z)) = O pour tout z EV • 

soit f une,f.onction analytique au voisinage de O, telle que les nombres 

pour n entier suffisamment grand, soient algébriques de degré~ 6. On suppose 

s(r(.!)) 
1

. n 1 
1m sup ---- ~ ---
n - +oo n Log n 108.63 • 

Montrer que f est algébrique au sens arithmétique (utiliser l'exercice A.1oa). 

Etudier la réciproque, et comparer avec [Hilliker, 1966]. 
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Exercice A.2.a. Démontrer le théorème A.2.1. 

(Indications : les inégalités (A.2.2) et (A.2.3) sont démontrées, dans le cas 

p--adique, dans [Adams, 1964, théorème 1]). 

Démontrer (en utilisant l'exercice 3.3.f) que l'inégalité (A.2.3) peut être rem-

placée par l'inégalité plus forte 

1 lim sup - Log 
n 

n-+oo 
n ~~n 

0 

s(f. (z ) ) > 0 • 
1 m 

Donner ensuite des minorations effectives de (A.2.2) et (A.2.4), analogues à 

celles des exercices A.1.a et A.1.b. (on constatera ainsi qu'on peut remplacer le 

corps de nombres K, dans les hypothèses du théorème A.2.1, par l'ensemble des nom,-

bres algébriques de degré inférieur ou égal à ô, ô > O donné; cf. exercice 3.3.c). 
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Exercice A.3.a. Soit ~ un disque ouvert de t de centre O et de rayon r > O 

soit (zn)n>o une suite de points de ~, deux à deux distincts, tels que 

lim sup 
n - -f-00 

< .! 
3 

r • 

Soit K un sous-corps de t , de type fini sur ~ et de type de transcendance 

inférieur ou égal à -r (-r :> 1). Soient des fonc-

tions analytiques 1ans ~, possédant les trois propriétés suivantes 

1. Les fonctions f
1 

,
1 

, ••• ,fd,
1 

sont algébriquement indépendantes sur K. 

2. Pour tout n ) 0 , j = 1, ••• ,v. 
J. 

et 

t(f .. (z )) « 
i,J n 

3. La dérivation 
d 

dz opère sur l'anneau 

Pour 1 li l d, on définit c: par : 
i 

i = 1 , ••• , d , on a 

pour n - +oo. 

K[f. , ••• ,f. ] 
1,1 i,v. 

J. 

f. . (z ) € K , avec 
i,J n 

pour tout i=1, •.. ,d 

c:. = 0 
J. 

si la dérivation 
d 

dz opère sur le K-espace vectoriel 

K + Kf. 
1 
+ ••• +Kf. 

i, i, v. 
J. 

c'est-à-dire si les vi polynômes exprimant les relations 

ddz f . . € K[ f . 
1 

, • • • , f . ] , ( 1 (.. j ' v
1
. ) i,J i, i,v. 

J. 

sont tous de degré total 1 ; 

e:. = 1 sinon. 
J. 

Enfin on note 

p* = max 
c:. =1 

J. 

pi 

(avec p* = 0 si Ei = 0 pour 1 ' i (.. d) • 

Montrer que l'on a 
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En déduire le théorème A.3.2 (dans le cas où les fonctions f
1 

, ••• ,fh sont analyti­

q_ues dans t). 

des fonctions p-adiq_ues, analytiq_ues dans un dis-

q_ue non circonférencié 

et algébriq_uement indépendantes sur ~. Soit ( z) une suite de points deux à 
n n)o 

deux distincts de ~, admettant au moins un point d'accumulation dans ~, telle q_ue 

les nombres 

f. (z ) 
l. n 

( 1 ~ i ~ d , n ) o) , 

soient tous algébriq_ues sur ~. On note 

ô = [~(f (z ), ••• ,fd(z )) : ~] pour n ~ 0 • 
n 1 n n 

Soient R
1

, ••• ,Rd des applications de W dans W telles q_ue, pour tout 

n) O, on ait 

d n 

n Ri (n) > 2 C oh • 
i=1 h=0 

Pour tout entier n ~ O, soient r 
n 

et s 
n 

deux nombres réels vérifiant 

max jzhl ~ rn < sn < r. 
o,h,n 

Montrer q_ue, pour tout entier n suffisamment grand, il existe un entier v > n tel 

q_ue 

s d 
v Lo~ rv ~ 'r1 R.(n)[Log(1+!f. 1 ) + 4 o {1 + max s(f.(z ))}]. f:..-i l. l S V l. m 

v l=1 v o"m.~v 
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Exercice A.4.b. Soient q ~ O un nombre entier, et ~) 1 un nombre réel soient 

des éléments de œ , algébriquement indépendants sur 
p 

l!l , tels que le 

corps K == l!l(a
1

, ••• ,aq) ait un type de transcendance inférieur ou égal à ~ sur ~. 

(Le type de transcendance d'un sous-corps de Œ de type fini sur l!l se définit 
p 

.comme dans le cas complexe - chapitre 4 -, mais en utilisant la valeur absolue 

p-adique; cf. [waldschmidt, 1972 a, §4]). 

Soient (o) et (a) deux suites monotones croissantes de nombres posi-
n n)-0 n n)o 

tifs, telles que a o tende vers +oo avec n 
n n 

bres réels tels que 

et 

pour tout entier n >O. 

soient c > 1 et d > 1 deux nom-

Montrer qu'il existe une constante C = c(~,c,d,a , ••• ,a)> O, telle que la 
1 q 

propriété suivante soit vérifiée. 

soit a E tp. On suppose qu'il existe une suite (pn)n)o de polynômes non nuls 

de Z[X , ••• ,X], de degré total~ d et de taille~ a , telle que 
o q n n 

Log!P (a,a
1

, ••• ,a )! ~ -c.(o a)~ 
n q_ n n 

alors a est algébrique sur K, et 

P (a,a
1

, ••• ,a) == 0 pour tout n ~O. n q 

Calculer ensuite la constante C (en fonction de c et d) dans le cas parti-

culier K = ~ , q = 0 , ~ = 1 • 

(Indication. Reprendre la méthode du chapitre 5 - comparer avec l'exercice 5.4.c -

et consulter [Adams, 1964, lemme 10]). 
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Exercice A.4.c. Soit 8 > 0 un nombre réel soient des éléments deux à 

deux distincts de t 
p 

soient P
1

, ••• ,Pi des polynômes non nuls de O; [x], de degré 
p 

et lw -1 . 
J. 

La fonction 

est holomorphe dans le disque 

de a; 
p 

Majorer, pour 

1 
1 :p-1 O ~ r < Q p , le nombre de zéros de F dans le disque 

lzl, r de O;p, en fonction de n, Q et r. (on pourra utiliser, au choix, l'in­

tégrale de Schnirelman et la méthode de [Shorey, 1972, appendice], ou bien la méthode 

suggérée dans [Waldschmidt, 1972 a, §9]). 
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Exercice A.4.d. Montrer que la fonction sinus p-adique, définie par 

CO 

sin z = C 
n=O 

est analytique dans le disque lzl < p p-1 de (C • Montrer que, si a est un élé-
p 

ment de œ algébrique sur ~, tel que 
p 

1 

o < 1 al < p p-1 , 

alors le nombre sin a est transcendant sur ~. 

(Indication: introduire la fonction cosinus p-adique par la relation 

d 
cos z = dz sin z, 

et vérifier que, si i est une racine de x2:1--1 dans le corps qui est algébr:i.-

quement clos - , on a 

exp(iz) = cos z + i sin z ). 

[GÜnther, 1952]. 
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Exercice A.4 0 e. Soient -i; ~ ½ un nombre réel, Q un sous-corps algébriquement clos 

de ~ , M € M (r) une matrice carrée nxn à coefficients dans Œ , et 
p n p p 

t , ••• ,t des nombres complexes ~-linéairement indépendants, tels que les matrices 
1 m 

exp(Mt.) 
J 

soient définies et appartiennent toutes à GL (Q). Soit d la dimension du sous-~ 
n 

espace vectoriel de V engendré par les valeurs propres de M. On suppose que le 
p 

corps Q vérifie au moins une des deux propriétés suivantes 

(i) Q est une extension de ~ de type de transcendance inférieur ou égal à 2-i;. 

(ii) Il existe un sous-corps L de Q, de type de transcendance, -i; sur ~ (avec 

1) Montrer que 1 1 on a 

2) On suppose que les points t ' ••• 't 1 m 
appartiennent à Q • Montrer que 

md ~ 2-i;(m+d-1) . 

3) On suppose q_ue M € Mn (g). Montrer q_ue md -' 2-i;m + (2-i;-1 )d • 

4) On suppose que les points t , ••• ,t appartiennent à Q ' et q_ue M € M (g). 
1 m n 

Montrer que 
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Exercice A.4.f. Soient a
1 

, ••• ,am des unités de 

logàrithmes p-adiques sont 

trer que les nombres 

t , algébriques sur ~, dont les 
p 

~-linéairement indépendants. Hon-

sont linéairement indépèndants sur la clôture algébrique, de ~ dans 

[waldschmidt, 1972 . .-0]. 
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