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Les notes recueillies ici ont été prises A une série de
cing conférences que Monsieur Alberto Calderdn a données &
1'Université de Paris en janvier 1966.

Le temps dont disposait Monsieur Calderdn dans ces confé-
rences était trop compté pour qu'il puisse donner les démons-
trations correspondgntes des théorémes énoncés, se contentant
le plus souvent de quelques indications sur les méthodes de
démonstration. Le rédacteur de ce cours a souvent développé
ces indications désirant fournir un texte écrit le plus com-
plet possible. Comme Monsieur Calderdn n'a pas pu revoir les
épreuves de ces notes, celles-ci sont publiées sans que sa

responsabilité se trouve engagée.



INTRODUCTION

Les Opérateurs intégraux singuliers, tels qu'ils ont
été étudiés depuis une dizaine d'années (voir la biblio-
graphie), étaient définis par des noyaux k(x,t) homogénes
de degré -n par rapport & la seconde variable, n étant la
dimension de l'espace: l'opérateur était défini par 1l'ap-
plication

K: £ o[ k(x,x-y) £(y) dy

Le calcul sur ces opérateurs intégraux singuliers appli=-
qué aux opérateurs différentiels ne permettait de tenir
compte que de la partie principale de l'opérateur. Ensuite
dans [6] et [8] il a été introduit l'algdbre des opérateurs
pseudo~-différentiels.

Ces conférences définiront un calcul précisé sur les
opérateufs intégraux~-singuliers permettant de tenir compte
des termes d'ordre inférieur a celui de la partie principale
dans les applications aux opérateurs différentiels.

La définition des symboles sera trés différente de
toutes celles utilisées jusqu'a présent ¢ le symbole d'un
opérateur K en un point x sera un opérateur différentiel
sur l'espace cotangent au point x. Cette définition read
peut-étre plus difficiles les démonstrations des prOpriétés
des opérateurs, mais étant plus riche elle donne de meil~

leurs résultats dans les applications.
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Le premier chapitre contient la théorie des opérateurs
intégraux singuliers. On donnera d'abord (n? 1) la défini-
tion des opérateurs & l'aide des intégrales singuliéres
et il sera montré le théoréme (théoréme 1.1.1.) trés im-
portant pour la pratique affirmant que le noyau est déter-
miné de maniére unique par la donnée de¢ l'opérateur. Dans
le n* 2 on définira l'algébre des symboles comme algébre
d'opérateurs différentiels, tronquée & un certain degré,
sur l'espace cotangent. Il sera alors (n? 3) possible
d'établir le théoréme fondamental (Théoréme 1.3.1.) qui
afifirme que l'ensemble des opérateurs intégraux singuliers
ainsi définis est une algébre involutive et que l'applica-
tion symbole est un ¥-homomorphisme de cettec algébre dans
celle des symboles. Ce théoreme permettra donc l'utilisa-~
tion des symboles dans les applications. On terminera 1le
chapitre (n? 4) en donnant quelques résultéts sans démons-

tration définissant les opérateurs sur une variété compac-

te C«).

Le second chapitre donne des applications. Le probleme
est de pouvoir inverser (dans un sens a préciser) les opé-
rateurs intégraux singuliers pour pouvoir résoudre les
équations; un probléme voisin est celui de définir les
Aconditions pour que ces opérateurs aient un indice. Aussi
on étudiera d'abord des opérateurs ayant des propridiés

d'ellipticité qui seront données par le symbole. Ensuite
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(n? 3) des conditions seront cherchées pour qu'un opérateur
non-elliptique ait un indice. Ces résultats seront enfin

(n? 4) appliqués au cas:particulier ou l'opérateur envoie

Lzl dans Lz. Nous serons amenés dans ce paragraphe a dé%inir

unzsymbole local qui est aussi un opérateur différentigl
et permet d'étudier certaines propriétés d'un tel opérateur

différentiel.
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Jusqu’au n® 4 du chapitre 1, nous considérons les
espaces de Sobolev Ls(Rn) avec 8 entier et 1 < p < =,
Pour 8 > 0 ce sont les espaces de fonctions de Lp(Rn)

dont les dérivées (au sens des distributions) jusqu'ad

l'ordre 8 sont dans Lp(Rn). Ils sont munis de la norme

el o = I 1%,

p.s G_<_8
pour 8 < O ce sont les duals forts des qu (% + % = 1),

Les Lg(Rn) sont des Banach réflexifs (voir par exemple
Calderén [1]). Ces espaces ont i’ inconvénient d'empdcher
souvent l'utilisation de la transformée de Fourier et
d'obliger & trouver des démonstrations totalement diffé=
rentes de celles employées pour les H® , Mais ils per-

mettent de plus nombreuses applications.

Nous considérerons ensuite les espaces Lﬁ@{) ou VZ
est une veriété c° compacte,

Nous nous fixons une fois pour toutes deux entiers
positifs ou nuls m et r ,

Les dérivées seront prises au sens des distributions
lorsque ce sera nécessaire sans que cela soit précisé,

Nous définissons la transformée de Fourier de f(x)
par :

flz) = f e-Zi"(x’z)f(x)dx.

Nous notons la transformée inv:z:s2 de Fourier de g par
.

. a l1 0,9 ,a
Enfin nous posons D = (ET?) (3;)

p*'® = (-1)% 0% .



CHAPITRE I

OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS SUR R",

n® 1., DEFINITIONS.

DEFINITION 1,1,1,~ Nous appelons A, la classe diopérateurs

4

‘continus de 1 dsns LP. , avec

0 £ 3 €r+l et om «r o1 &« 8 £ 8 + r+l £ m + r + 1 ,

Nous munissons A4, d'une norme | "j :
A€ A, = |A]l, = sup “Af“Pts*j
J J L? el
s Pe8
s€l

od I est l'ensemble de définition de s donné plus haut,

si AGZA% nous dirons qu'il est j~améliorant,

DEFINITION l.l1.2.~ Nous appelons Gh r la classe d'opéra-
*

teurs K (dits opérateurs intégraux singuliers) de la forme

K = Ko + Kl +ioat Kr + 8 gqui ont les propriétés suivantes

a) S€/Sr+l

b) fif = J kifx.x—y) £(y) ay

ol l'on définit kj(x,z) par sa transformée de Fourier

5 ki(x,vz) = k;(x,8) = n(x,2)(2=4(z)) avec

(1) hj(x,z) est une fonction homogéne de degré «j en 2

s

support compact comme fonction de x .

2

n+ {(r+L-j

(ii) (E%f‘hj(x,z)E L (1 < la] < 2)

uniformément en x et pour tout o tel que

|a! im+ 2(r+l) = j : soit hj(x’z)eBmﬁ'e(r*l)ﬂj

Py .
(Tpa(ran)ag (2 2 12l 22D

(iii) e¢(2z)€ C: (B") et ne dépend que de |z] .




(iv) ¢{z) = 1 _dans 1a boule de centre O et rnyon

Pl et 0 < ¢(z) <1 .

On djra que Kj est de degré § .

Remarques lo.l.l.

a) Pour § =0 ,K =H (1= %)
ol ; est le Fourier inverse de ¢

H est un opérgteur intégral singulier déja d4é€fini dans
Caldéron [2], que nous appellerons opérateur intégral singue

lier en valeur principale (en VePs),y c'entwd-dire
B,f = vops [hé(x.x-y) f(y)ay

o& hé(x,z) = ho(x.g) et degré (h;)* i

En effet

.o

ko(x.i) = ho(x,z) - ho(x.z) é(z) ol b, est de degré

28ro en 2z ., On & donc bien
Koo bt Hoo - Ho[;%e]o

b) lLes Kj sont des opérateurs intégraux ordinaires

(si hj(x,z) est de degré «j en z , hj(x.g) est de degré

~n+j), et IK“ = E “KJI .
J=0 .

¢) La condition sur hj donne, dans le cas d'une équation
aux dérivées partielles, les conditions de régularité sur les
coefficients : hj est une fonction de x dérivable en x
(m*2(r+1)=j) fois et chacune de ces dérivées est une fonction
de 2z de classe C® avee a < (% + r+ laj). Dans la démonse
tration de la proposition l.3.2. nous supposerons que
n+2(r+l1~j) > n.

d) ¢(z), qui permet de tronguer hj & l'origine, est une
fonction définie indépendamment de j , donnée une fois pour
toutes dans toute la suite du cours,

e) Si 1l'on considére un .opérateur K .)0 - :!’ (et par
densité le résultat sera vrai pour K ! 1P+ Lp). dérini par

ke = [ klxyxmy) tly)ay
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tel que k(x,Z) ait un support compact,

on a trivialement k{(x,Z) <€ c{L + izla)s pour tout s réel
et donc K est emé&liorant d'ordre quelconque, Done une
troncature de h(x,z) par une fonction & support compact

ne modifie pas essentiellement l'opérateur. Cela nous
permettra des identifications utiles par la suite; car nous
pouvons négliger les opérateurs dont la transformée de
Fourier em 2z du noyau est & support compact, Si Kl et

K2 sont congrus modulo un opérateur (r+l}-améliorant, nous
noterons Kl = K2 .

Nous mllons donner un théoréme fondamental pour expliciter

les opérateurs intégraux singuliers :

THEOREME l,l.l,= Les hj(x,z) sont déterminées de manidre

unigue par la donnée de K

Pour montrer ce théoréme donnons d'abord un certain nom=
bre de définitions et de lemmes que nous &tablirons plus

loin,

DEFINITION 1.1¢3s~ Un opéruteur intégral singulier est

"simple" si Kf = fk(x,x-y) f(y)dy avec k(x,z)=a(x)b(z),

DEFINITION l.l.4.= Nous appelons o-symbole d'un opérateur

intégral singulier K de degré zéro, cO(K),
(Kf = fk(x,x-y) f(y)dy) la fonction h{(x,z) définie par

k(xy42) = h(x,z){1l=¢(z)), homogéne de degré zéro en 1z ,

DEFINITION 1.1,5.~ Etant donnés Kl et K2 de degré zéro,

nous appelons selfwproduit de K, et KX, 1'opérateur in-

téﬁral singulier Kl o Kz tel que
o, (Ky 0 K= 0 (K,;) o (K;)

LEMME 1.l.l.~ Un opérateur intégral singulier de degré

z8ro est la somme d'une série d'opérateurs inté€graux sin-

guliers simples de degrés zéro
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K=] A K ol A fm=a(x)(x)
m=1
K, = km(x) + £{x)

LEMME 1.1:2.= Si K1K2 définit le produit de composition

(au sens habituel) de deux opérateurs de degré zéro,KloK2 - KK,

applique continuement L?  dane Lf y 801t
Vy fer® y (ko x, = KlKa)f“p'lé Cﬂfﬂb
b

LEMME 1.,1.3.=~ Un_opérateur K de degré z€ro qui va contie

D r
nuement de Ls dans Ls+1

Remarque 1,1.,2, Ces deux lemmes sont vrais aussi pour des opéa

est nul,

rateurs en V,pP.

Preuve du théoréme 1,1l.1,

Supposons Qque K = Ko + K, +auet Kr + S =0

1
et montrons que hj(x.z) = 0 pour tout Jj .

kj(x.z) = ﬁj(x,z)(1-¢(z)) Izl'j ol l'on a posé

%j(x,z) = hj(x,z) ]zlJ y fonction homogdne de degré
zéro en 2z o
Alors pour tout
1V
K.o= H, [(1-¢(z))|z!“"] * o
J dJ .
ol Hj est un opérateur intégral singulier en v.p. dont le
o=gymbole est ﬁj(x,z)g
‘Par le théoréme des multiplicateurs, de L, H3rmander,
i1y
(voir ennexe), nous savons gque [ﬁl-¢(z)) |z J] * . applique
P dens Lg et comme il s'agit d'une convolution (qui done
commute avec les translations), cet opérateur applique Lz
dans L§+j pour tout s (voir par exemple Calderdn [1]) et
. ' . p P . .
il n'envoie pas LB dans L§+j*1 » Par ailleurs I-I‘,.J applique

Lf dans Lz pour tout 8 . Donc Kj est jeaméliorant,
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Soit aslors j 1le plus petit indice tel que hj(x,z) z
clestwdmdire Kj # 0 ., Alors K. 2 «(K, +ooe?t Kr + 8) et

J+l
d K. .
one j J"‘?- o. v ) .t
Pour tout indice 2% , K, = ) Hy y¢ o ¢, = [1-6(z)] |z] "

Nous définissons 1'opérateur {2* par

A
(x, ) = {[l-¢(2)] lzl +9(2)} ¢
Alors [wz - le wf = ~¢ # f est un operateur amellorant
d'ordre 1nf1n1a

. (3 p p
De plus X& & un inverse continu de L5+L dans Ls
(vy(z) + ¢(2) # 0 Vg),

Ve
Alors H, (xJ* ) = z Hz(w ¥) + 8 + H (x * = ¢5¢
+l
l v v -l
t H,. H . . k=, .

e P i=,;2 (J *)(x Rt S(xa*) + HJ(XJ& V50 (X5 9)

et 11 est trivial que Hj est le-améliorant.

0,h. 20, K, =0,
* v

Alors par le lemme 1l.1.3, 33

Le théordme est démontré,

Ftudions maintenant les lemmes.

LEMME 1,1,1,~ Nous ne donnons pas ici sa preuve car ce

lemme est un cas particulier de la proposition 1.3.,1. que
nous établissons plus loin,

LEMME 1.1.2.~ Puisque, d'aprés le lemme précédent, on

1 2

il suffit de montrer le lemme pour deux opérateurs simples

peut décomposer K et X en séries d'opérateurs simples,

= ) Py P 3
K, = A.By ?t K, A2B2 s C'estwdmdire

Kt = [a (%) b (xey) £(r)ay

K,f = aa(x) ba(x—y) £(y)ay

Alors K, K, = K;K, % A [A,,B,]B, od [A,,B, ] = a8 -B.A,

Nous allons mqntrer Que [Az'BI] epplique continuement
1? dens Lg s clestededire

P ...2...[ -
Veer” , "axi (A B, BlAe)f]"pf_ cﬂfﬁp .

aa aa

Ay)e] = (--— B, = B ---)f + (a,B,=B,8,)
1

Or anda [(A 1 1 %,

ax l

af

°ox. °
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)* hix,z)e ﬁa

Rappelons que (%; ntrel

(cft Défini‘bion Lelo2
(ii)) donec az(x) est deux fois dérivable au sens habituel,

Par ailleurs lbj(x—y)i < cjlx-y]"n
9b wn=l
lge(z-y)] 2 JIESY (§ = 1,2 )
i

d'aprés la décomposzition de K (voir proposition 1.3.1, formule ()
Alors on montre sans difficulté (voir exemple Caldéron [1] §8

théordme 4 pour la marche de la démonstration) que

2t
(2p21=B12p) 557

Nous en déduisons que

]
" '5';{;' [(AaBl'BlAa)f] “p

ce e
P P

ia

c jf et donce
Il

I(k, o K, = K.k, )]
1° F2 m B0

LY

e el

Le lemme est démontré,

LEMME l1.l.3.= Nous savons que K va continuement de Lg
dans L§ » Supposons maintenant gquwe pour toute f dans Lp,

(1) Jxef <A ff]. ol A est une constante.

Pyl = P

Soit h(x,z) 1le o-symbole de K , de degré zéro en =z .
Nous appelons & la classe des o=symboles dont l'opérateur
de degré zéro associé vérifie (1).

Trivialement, @ est linéaire., Aprds avoir montré que &
est un idéal de l'algdbre (. des fonctions h(x,z) de
degré zéro en 2z et satisfaisant aux conditions de la défi=-

nition 1.1¢2., nous prouverons que ¢ est formé de l'unique

élément nul (les conditions de régularité sur h permettent de

voir facilement que (U est une algdbrek
Soit hl(x,z)€(2 et Kl l'opérateur associé, Alors d'aprés
le lemme 1l:1.2,

2 Ko K. = KK,)f J
(2) |i¢ 1 1)hn15A"ﬂ5 Vreet

(A désigne diverses constantes).
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De plus [K;K f"p LS A “Kf“p,l et. d'aprés (1)
| ]

(3) lx,k ¢£f < A JJt)l .+ En appliquant (2) nous obtenons
1 Pyl ~ P

| (kok. )£l < A |f]] (Nous mettons indifféremment
1 Pel P

Ko Kl ou K1° K car ils sont définis par le méme o-symbole).

Nous en déduisons que hhl(x,z) = hlh(x.z)e  , B est bien un
idéal de (O .

Fixons alors x en un point X, de R® ., Soit wu une
rotation de R" autour de X, ¢« Nous notons

fu(x) = £ o u(x) hu(x,z) ] °o(Ku) ol K  est
l'image de K par la rotation u ,

Nous avons évidemment

n (x,2) = hlu(x), u(z+x°) - xOJ « Alors

[

Ik r

NI

=

1 e

f]u = %; £, + K, £, = [k£], , d'ol nous obtenonms
(Kf)ullp' = el o< alely = Ale
car la rotation conserve les normes, Don¢ si hEE , alors
pour toute rotation u , h € [N

Supposons maintenant que h(xo.z) ne soit pas identie
quenment nul en 2z , Il existe un nombre fini de rotations
u telles que, en prenant sur la sphére de centre xo et

rayon 1, une partition de l'unité c” (xk) s 8ssociée

k
d ces rotations en un sens &vident,

g(x,2) = ] n_ (x,2) x,(x,2) = g(x_,2) # 0 Va2,
k Yk

Soit alors a(x) # 0 une fonction de C: (R®) & surpport
petit autour de x_ (de sorte que g(x,2) = 0 = g(x) = 0),.
Posons gl(x.z) = g(x) g“l(x.z) lorsque af(x) ¥ O

= 0 lorsque a{x) = 0 ,

Alors gle(l, et donc glsel‘,". or g,&8 = a(x).

Nous en déduisons

Veer® , flatel o < alel o
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done a&a(x) = 0 , ce qui est contraire & l'hypothése.

t

Alors h(xo.z) est nul identiquement en 2z et puisque X

est arbitrairement choisi, h(x,2z) 2 0 , done K = O .

Le lemme l.1l.3, est donc démontré et le théoréme l.,l.l., est
ainsi totaslement établi.

Donnons enfin une nouvelle définition des opérateurs inté-
graux singuliers,

DEFINITION 1.,1.6.= Nous appelons J l'opérateur (d'intégration)

défini par sa transformée de Fourier
(7£)" = p(x) F(x) ol v(x) a les propriétés
(i) ¥(x)ECT(R") et ne dépend que de x|
(ii) ¢(x) > 0 et P(x) = ixl-l pour [x| > p (ef. défi=

nition 1.1.2,)
Alors d'aprés le théoréme des multiplicateurs {voir Annexe),

J applique continuement Lg dans L§+l et cela pour tout
8 puisqu'il s'agit d'tne vraie convolution.
De plus (Jk f)g = ¢k f et

K,f = (Hz Jz)f ol H, est un opérateur intégral sine

'3
s ” P "'

gulier de degrée zéro de owsymbole hi(x,z).

En effet :

La fonction associée & K, (cf., Définition 1.1.2,) est

no(x,2)(1=¢(z)),
Celle associée & B, 7' est gi(x,z)(l-¢(z)) wz(z).
Posons $7(z) = wl(z)lz!g s alors

gi(l-¢)wz = ﬁi(x.Z)IZI'£$2(2)(1~¢(z)) ol ﬁi(x,z) et

tz(z) sont homogénes de dsgré zéro en z pour |z L
" Hy(xy2) )
Alors en posant hi(x.z) v (hz(x.z) = hz(x,z)!zl )y
(x42)
On & 1l'égalité:des fonctions associées & Kz et & HL gt ’

ces deux opérateurs sont donc égaux,

n
Nous pouvons donc écrire les opérateurs de Oh'r(R } comme

des polyndmes d'opérateurs id%égraux J avec des hypothéses
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de différentiabilité sur les o-symboles des coefficients

Hz H

T 3
K= J H, J°" + 8
i=o

avee S € Ar”_

2

et (%;)u h}(x,z)é L2

n+{r+l)=2 (1 ¢ [z} 2 2)

uniformément en x et pour |a| < m + 2(r+l) - ¢ ,

n® 2, LES SYMBOLES.

Soit V un espace vectoriel réel de dimension n et
s0it l'espace euclidien le . m et r étant déjd fixés
dans l'introduction, soit & > r + % un entier,

DEFINITION 1,2,1.,~ Etant donné un opérateur différentiel

3 k .
) aa’{x,z)(-s—z-) s XER  , zeV , tel que les ac’.\('x,z) soient

homogénes de degrés doi (entiers non positifs) en 3z ,
3 A

nous appelons poids du terme aa’{x,z)(%-z-)“' le nombre positif

Wa‘L= '(1! - da,LO

Nous considérons les opérateurs ) & 3 (x.z)(-g—z)“ tels
wer '

que les a soient des fonctions homogénes

a,i

en 2z de degrés non positifs entiers da i vérifiant

’
9 8 2
(3%) %a,i (xy2)e Lgavt|al

2
et pour |B| < m~w : 8,1 € B v (Lﬂ.-w+|al (1 < lz] <2)),

(1 < |z| < 2) vuniformément en «x

Remarquons que =w + |al|= d ; ane dépend que du degré
9

d'homogénéité de a_ . (et non de |a])s
L

Dans Bm y hous définissons la norme

bog sl = eur I3)% =, x5

|8] <mew Lyewe|a| (2 212l 29
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et nous prenons comme norme des opérateurs différentiels

3 ( ( - .
PRI 2L I D

DEFINITION 1.,2.,2,~ Etant donnés deux opérateurs différentiels

P, et P, définis comme ci-dessus, on d&finit leur produit

PlP2 comme le produit ordinsire de deux opérateurs dansg

lequel on supprime les termes de poids > r ,

. . . e » (3 r
La classe d'opérateurs ainsi définie sera notée Lfi ; S

On a alors le

Proposition l.2,1, af(rl est une algébre de Banach non

commutative.,

Preuve,
RTINS

Il est tout d'abord évident que c'est une algébre non comnu=

tative,
Considérons le sous=espace vectoriel Eal.i a'operateurs
différentiels gqu’ s'éecrivent
= g (x,z)( "1 s u, et i rixés,

al.i ul,l 1

de poids fixé v, o= ]a | - a, i ST

Un tel espace est trivislement un Banach et cf( = @ By .
finie 19

o

la somme étant topologique,

(r) :
oém,% est donc un Banach.
Pour montrer que le produit est continu composons deux &lée

«ments de deux La i quilconques s
L

P=a(3)® (d%(s) = a)
Q= b(3)° (al(v) = %)

)¢*$ d'aprés la formule

PQ = 5';7%%;7 a[(3- )Yb](

de Leibniz., Il suffit alors d'écrire les normes pour
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constater trivielement la continuité de la multiplication,

La proposition est démontrée,

Cag particuliers.

1°) r =0 , Alors w =0 et J|a| =0 ,
qfi°% est l'algébre de toutes les fonctions homogénes de
]

degré zéro en 2z et appartenant & Bm(ﬁ!(l < [z ] cr))

2°) Soit 8 < r, L'ensemble des termes de éfgr) qui sont
.
sommes d'éléments de poids > 8 forment un idéal bilatére

ds de 1'algébre (la vérification est immédiate), Nous avons

les isomorphismes

if;l) =c£;fi/qs et en particulier
Jglo) . dg(r)
myd m,f./ﬁ;

DEFINITION des symboles 1.,2.,3.~ Etant donné un opérateur

K de Oﬁ o ¢ Bous lui associons un élément

1
(r) . s . .
O(K)E°{;+2(r+l),n+(r+l) de la maniére suivante :
r
Soit h{x,z) = ] h.(x,z) ol les hj(x,z) sont les
j=o

fonctions associées aux Kj dans la définition 1,1.2.

Nous développons h(x+u,z) en'série de Taylor’autour de

X Jusgu'au poigs r

1_

;0 (O
=T (=)

X

- . . a
Nous remplagons dans cette expression les puissances u

h{x+u,z) = } u h(xyz) + F(ry,x,z,h),
wi<r

de u par D¢ = (g%; %;Y‘ et nous obtenons par définition
G(K) = I '];"!" D'a[hc(x,z).]
IWIsr

r
ol ha(x,z) = (%;)“ h(x,2) = jgo (%;)uhj(x,z).



D'aprds les hypothéses de différentiabilité, on vérifie sans
peine que
o(K)EAT) , o m' =m + 2(r+1)
»

L' = n + r + 1 ,

n°® 3, THEOREME FONDAMENTAL, Théordme 1.3.1.

(i) ¢

est une algébre fermée pour l'adjonction,

m,r
qui_est une involution continue.

(ii) L'application K » o(K) est un s-homomorphisme de

Oh.r dans qgm+2(r+l).n+(r+l) » de _noyau A&+l ,
(iii) si K = K.+S , alors la norme de K., dans A
vérifie l'inégalité

' “KJ “ < Clpymyn,r,¢) [fo(K)]
N

ol la norme de o(K) est prise dans ‘$;+2(r+1) n+(r+1) *
. | ]

Remarque. En général l'application o n'est pas surjective,
Nous verrons plus loin (théoréme 1.3.,2.) une condition nécesw
saire et suffisante pour qu'un élément ude ‘g;+2(r+l),n+(r+l)
soit un symbole,

La démonstration va consister & développer cha@ue Kj
en série d'opérateurs simples (voir définition 1.1.3,.)

et & montrer le théoréme pour de tels opérateurs.

Pour alléger la démonstration nous considérerons que K = Kj

est_un opérateur jesméliorant (0 < j < r) et nous ne met=

trons pas cet indice Jj

Proposition 1.3.2.= Il existe une série d'ogérateurs simgles
AqKq (AqKq £ = [aq(x) kq(x-y) f(y)dy) de degré j » telle
que :

1) ] AqKq est normalement convergente dans ‘Aj .
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2) z c(AqKq) est normalement convergente dans

4@+r+l,r+g
et convergente dans '

4m+2(r+],),n+r*l
3) Z»AqKq est convergente dans &(L,1%),

Et K=9) AK
) q.q °

Démonstration,

l¢3e24s1s Développement en série de h(x,z).

h(x,z) est homogéne de degré =~j en =z , Nous étudions

ﬁ(x.z) = hix,z) |z|’ , c'ested=dire h(x,z) définie sur

la sphére ) = {z| |z] = 1} . soit M,) ~une partition
v

m“ * . I3 3
o de 1'unité sur z associée & un recouvrement fini ouw

v=)

vert {uv} de cette sphére tel qu'on puisse définir des
v=1

cartes (&Q'fv) ou les ¢, sont des ouverts de m“"l et

les fv des € difféomorphismes de 0; sur 'UN .'hous
écrivons 2 les points de &, et soit |z]| = 1. Pour tout
Voo, (ﬂwh) o £ est dévelocppable en série de Fourier (en
prolongeant cette fonction par zérg hors de @;) et

. N
(M,b) o £ =] a:(x) et®% (9 = 1,2,400,2)
q

N
ol gq = (ql.....qn_l) et qz

N
q_lzl +ee0e+ q

Z
n=1"n-1 *
Pour Vv donné, Gtvh) ° fi est une fonction périodique en
chaque variable, nous considérons la plus grande de ces
périodes, soit w, s et w = max w o w dépend des

V=l 1410} A

gupports des 71» .

Nous en déduisons en renumérotant (Z'qi(= ]ql)

-

-l .
‘lvh = ((ﬂvh) ° fv) o fv = |q|£1 8;(X) ¢2(Z) (lz] = 1)
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En prolongeant wz(z) 8 tout l'espace par homogénéité

(de sorte qu'elle soit homogdne de degré =j), nous avons
3 (% v a ~j=la

W 1" ey c(lqluw)lelzy=i-lol

Puisque h(x,z) = Z h 7|, nous obtenons

v=1. © .
h(x,z) = J |z]7Y o (x) M V(z) = T a (x) e (z)]z]7d
vy q l‘II"l 4 q

ou @q & les mémes propriétés que @z .

Nous appelons Aq l'opérateur de multiplication par aq(x)
et Kq l'opérateur défini par

-

(k, £) = oq(z><1-¢<z>)? .

Montrons gue z AqKq est normalement convergente dans Aj ’

Nous voulons majorer JJAK ||, < C su Ip* a (x)]| [ . «
l Q4 97 ",I“Tf_ﬁ q i Q73

Si 1'on pose 3 (z) = ¢ (T—T)

(k,0) = ¥ () [(1-0(2)) |27 %]
Puisque [(l-¢(z))lz|'j]v*. est une vraie convolution et
d'aprés le théoréme des multiplicateurs (voir annexe et
Calderén [1]), cet opérateur applique Li dans L£+j
pour tout k et sa norme est bornée indépendamment de q .
Majorons maintenant la norme de Ve o opérant de LY

k+]
dans Lp 3

k+]
Par construction 3q‘ est une fonction C° de =z et donc
d'aprés le théoréme des multiplicateurs %é?mi lorsqu'on
désigne d'une maniére générale par 7&3’ l'espace des fonctiouns
g(z) telles que %(z)* . soit une convolution de L¥ adans
LP' » Finalement 3; » + applique continuement L?  dans

k
Li pour tout k et a la méme norme dans .f(Li ’ Li)
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que dans &£(LP,LP) (voir calderén [1]). 8i % + 1] désigne

la partie entiére de (% + 1), soit = .

N su [p%e |
T e W R
zel

8i 1'on écrit Lg(Xg*-.) la norme de cet opérateur dans
2(LP,1P), nous avons (voir Annexe, formule (*))

Lg(gé xs) 2 G N, ol C est une constante,

o0
Il faut maintenant majorer ) sup |a_(x)|N =7,
. q:l X q q

Nous savons gque (nvh(x,z))of\’EB (L§+(r+1)-5(mn-l))

m+2(r+l)=]
poﬁr V ® 1,2,000gA et qu'elle a un support compact en

7 em™t + Soit U wun compact de Rn-l, si fe€ Li(U) et si

son développement en série de Fourier est ) aq¢q s alors
l'application T : f — (aqfqlk) de Li(u) dan's 22 est
continue, Nous en déduisons

I M tel que Zlazlqlslz <M pour & = n +r + leaj.

Par ailleurs
Nel + e nel

w——— - €

t+
t
Iaglal®l < Ilaglal 2 la| @
Par la relation de Cauchy=Schwartz nous obtenons
t 2 | 2t+(n=l)+2 -(nel)=
Ileylal®| < [la)]” [q|2%*(nmide2e yyqy={n=ti-2e

or J|q|{nt)-2e

< C (C #étant une constante)

done
2o v t
la série Zlaq! lq]* est convergente lorsque
t o+ 2%& + €< n+r+ laj, soit
+ .
t <'P"é'§"" Yeg o

Finalement nous obtenons que la série

sup |} |p* & (x)] §. est convergente.
x & q a
<]

|a
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Remarquons que, lg nombre®termes o tels que |af <J

étant fini, on peut prendre le sup sur les a oOu sommer

sur les a ).

q
Vues les conditions sur h(x,z) et puisque |af<j ,

. b o .
Soit q(x) = E D aq(x) N

on a trivialement
3 B 3 B . .
S:P g‘(ax bq(x)l < =y (33) bq(x) étant continue,
pour tout IBl <n .

Supposdns alors gque n = 1 3§

y
b (y) = b (x) + f b'(t)dt et donc si y est tel que
q q % q

|y=x| soit maximum,

1y
sup Ibq(y)l 2 lbq(x)l + fx Ib&(t)l dt

y
g
et )} sup |v (y)] < I |v (x)]| + 1 lot(t)] at < «=
a vy ¢ qa ¢ Ix a

On démontre alors par récurrence, en utilisant le fait que
[8] < n , que dans l'espace &8 n dimensions

b ( ) ®@ .
g sup o (x)] <

Donc X A K

aXq est normalement convergente dans.Ab i

l.3¢2¢3, Montrons gue X o(AqKq) est normalement convergente dans .

‘{m«-r-&-l,r-o%
1 J o z
o‘(A K ) = —— (-——) a (x) ]f ] (—)°
Qe wgr al "3x" "q 1 |z]
(r)
Nous savons que O(AqKq)eCg;+2(r+l).n(r+l) et que les

séries dérivées par rapport & 2z du développement de h(x,z)
sont convergentes dans & (x,Z) uniformément en x , les
dérivées étant prises jusqu'd l'ordre % + D'autre part,
d'aprés l'hypothése, nous avons

)8

h({x,z)e L2 .(£) pour |B8] < me2(r+l)=j

(2
9x ntr+le]
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Done les séries de la forme
) s:pl(ax) aq(xﬂ (az) ¢q(z) sont convergentes
dans
L2(1) pour |[B| < m+2(r+l)a]
n .
Iy & S+r=i »
Nous en déduisons immédiatement la convergence normale de
(r) S
Z o(AqKq) dans l'espace ng",z" , ol m" = m+2(r+l) et
[ A % + r , quel que soit le degré d'homogénéité «j
de h(x,z) (0 <j < r) que l'on s'est fixé.

Nous en déduisons la convergence de E o(AqKq) dans ofi£)£"-
1

r)
".2t

(2' = n+r+l), donc ) o(AqKq) converge dans cette algdbre,

Chaque o(AqKq) appartient a4 l'algébre fermée <¥;

Il est de plus, évident qu'elle converge vers o(K).

Montrons que Z AqKq est convergente dans i%Lz.La) .

Ceci est évident puisque la convergence normale dans Aj

entraine la convergence de la série, et cela pour tout p ,
. . 2 .2

1 <p <o , donc en particulier dans &¥(L°,L).

Montrons que K = )A K

qQ q
Dans J(LQ.LQ) on a AK =K',

Etudions le cas ot h est de degré zéro en 1z

si f et f sont dans L2f\Ll (un tel ensemble de fonc=-
tions f est dense dans L2), et en appliquant le théoréme

de la convergence dominée, de Lebesgue,
Aqqu = I e2in(x,z) aq(x) ¢q(z)(l-¢(z))?(z)dz
I AKT = f e2im(x02)y (4 2)(1-4(2))F(2)az
d'ou ) Aqqu‘= Kf + § = K' ol S8 est améliorant.
Alors Z-AqKq = K + S . Mais nous avons
o(] AqKq) = g(K)

Donc o(K+S) = g(K) et S est (r+tl)eaméliorant,

i
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Done } AqKq = K , & un opérateur (r+l) améliorant préis.

La convergence est alors immédiate lorsque h est de
degré «j . Les opérateurs intégraux singuliers appar=

tiennent & N &£ (tP,L?) et puisque Li est dense
1<p<m

dans Li, pour k' < k , on a finalement que Z AqKq = K

dans Oh r
]

La proposition est démontrée.

Revenons maintenant & la démonstration du théoréme
1.3.1+. Pour cela nous utiliserons les développements
en séries définis dans la proposition 1l.3.1.

L.e noyau de l'application o est ’4r+l

Ce résultat est évident,

6ﬁ1r est une algébre et ¢ est un homomorphisme
]

d'algébres,
Considérons les deux opérateurs
W - Z AH
qQ q
X= z B K
qQ q

et leur produit ¥W= J A H B K
a,q' 4

Nous définissons of par la relation
() = o(®) o) , soit &£ = WX,
En explicitant & nous allons montrer que
‘z -$CK€‘4r+l
Pour établir cela nous ne raisonnerons que sur un seul
terme de chaque somme :

soient H dont le o=-symbole est de degré =-j , K dont
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le o~symbole est de degré «k , A et B 1les opérateurs
de multiplication par a(x) et b(x). Nous considérons
que

R=pg et K=3x
KHous allons modifier les opérateurs pour que le nouvel
opérateur produit soit de la forme ABHK , qui appar-
tient & Gm,r de fagon-triviale et dont on a finalement
le symbole,
En explicitant H on obtient

HE = ¢ # £ od ¢ = [c(—l-gT)}zrju-«»(z))]"

Nous définissons H' par
A = ' % £ ol ¢' ={ve)x)e.

. 4
Alcrs (H ~ HY)F

[6(-'-%-‘5)lzl'j(l--¢>(z))]v (1=¢) =

¥cws devons montrer le

LEMME 1.3.1.- H-H'€ 4., et [H-2'[, < CN ol C

r+l
ne dépend que de p et N = sup [p%e| .
laf<[5t1]
lz!=l

Soit §(z) = of =)

2

Nous avons &]z|"Y¢ Lotrtles

(I]). Nous en déduisons

2

LIETREICETI T Sy

(B) ol B est une boule
compacte autour de l'origine,
alors a%[¥(1-9)|z]|"Y]€ 12(B) pour 2q < ner+lej o

Le degré de cette fonction étant =(2q+j) assez loin

de 1'origine,
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l2]® a%[8(1-0)]2[ ]er®(@®™) si 2q + jos > B

Par transformation de Fourier nous obtenons
Ds{lxlgq[q»(l-q,)]zl‘j]"}e L2(R"), o D° est une dériva-

tion en x d'ordre s .

Il est alors trivial que

-. v » r4 >
Da{|x|2q[3(l-¢)'z| J] (1=9)} ex?(mn). Appliquons la dériw
vation D® & ce produit entre accolades, nous obtenons 3 la

suite de raisonnements &lémentaires

|x]%¢ Ds{[?5(1-¢)lzl"5] (1=¢)} € L2 (BD),
De plus
P {[¥(1-9) 2|31  (1-0)} = D5{[¥(2-6) 2|91 } (24)
+ p*{[¥(1-0) 121791} o,

’ aj<s
ol les ¢u sont des fonctions € & support dans une petite

couronne, Comme Da{[¥(1-¢)|z|-j]vl'elp les fonctions sous

le signe E sont dans L1 } puisque la couronne est compacte,
Soient wa ces fonctions., Par la relation de Cauchy-Schwartz,
il vient

I2%{[¥=0)121 77" (2=,

2 ~ -j -2
< W I=1P8 o®{ (8- 17T Vamellz MlxI"28Viee] , +
* “Wu" 1
la]<s L 5
Nous avons NES ks Vl-¢“L2 < C pour 2q > % .
La premiére norme du second membre est bornée si 2qes > % - Jo

Finalement :
8(rY% -j s l,.n
D*{[¢(1-¢)|2]79] (1=¢)} = D° xe L™ (®®)
ol nous appelons x(x) 1l'expression entre accolades.

Si nous choisissons gq = E%(n+r+l-j)] (partie entidre)
nous obtenons

Remarque, Il existe une difficulté pour n=l et (n+r+l-j)
impair, mais elle n'est pas essentielle : il suffit par exemple
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de travailler avec l'opérateur de dérivation dont la transe

formée de Fourier est (1+]z|)%,

Finalement nous obtenons
Io® [(a-m)el |l = [[2%(y(2-0)] » £] < ID®(w(1=0)] £}
P P 1 r
pour s < r+l .,

4! ; : Y by
Donec (H~H') applique continuement L8 dans Ls+r+l

pour tout s (car c'est une vraie convolution).

I1 nous suffit donc de montrer gue

€-WKes .

ou ' = AH' ,

Nous développons d'abord b{y) en série sutour de x :

b(y) = ) %T bu(x)(y-X)“ + r{x,x~-y)
[aLir+14k-j
oi b (x) = (%;)ub(x). Posons r+lek-j = p .

Nous supposons k+j < r+l , sinon le probléme est résolu,
Nous définissons lfopérateur Ha par

(H £)" = D“{%(z)lzl'j (1-¢(2)) « 3} ¢
ol Jal <p et D% = (3%? %; * .

Nous avons par ailleurs

1

H'B £ = y'» {] = ba(x)(y-x)“ £(y) + r(x,x-y) £(y)}
Q

soit encore

H's £.= )

oL, &7 [r-0® vt xeniztmiay + [rtxzey)

ol

Y {x=y)f(y)ay

o]

n définissant l'cpérateur Ba par
B,f = ba(x) fx)
nous obtenons alors

il 3T R L ST (0 [a)® v e g] = wn -
ja|<p al<p :
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ol Rf = )

ol %T b, J(Y~X)uw'(x-y) f{y)ay + fr(x,x-y)w'(x-y)
al=p

t(y)dy.
Nous obtenons

1
' —3 ——
AH'BK = A( ] <7 B_H )K + ARK
lal<p
Nous allons slors nmontrer les deux }emmes suivants @

LEMME 1,3,2,~ ARK est (r+l)-améliorant.

LEMME 1.3.3.- o(¥) = o(AH') o(BK)

i & = ) A%TBaHaK
lof<p
Avant de montrer le premier de ces deux lémmes nous allons

établir le résultat suivant :

LEMME 1.3.4,.,~ Soit 8%T 1'opérateur (%;)aT-T(%;)a .
§i T et 2% appliquent continuement Lg dans
P ‘ 1
Ls+r+l-k pour -{r+l-k) < s < s+r+l-k < r+l=k et |af < m+k,

alors T est (r+l-k)~améliorant, c'est-f«dire il appligue

t 1 Y P p Y =l=rel < < s¥r+l <
continuenent Ls dans Ls+r+l pour m=-r-] < s < s 1 <

< mér+l,

Preuve, Par hypothdse on a 3°T : Lz s L§+r+l-k pour
- -3 : p . 5
(r+l=k}) < 8 < 0 . Boit geLs-’la! 3 alors g, et Ag
étant dans LP et Lg » 8 =8 ¢ [Z] | (%;)B gg (voir
[8]<la
par exemple Lioms [1])., Donec
. 3 B 3 B
Tg = Tg_ + ] T(z=) gy = Tg_ + I (52)7(Tgy)
o 3:
° lelelel ®F O glce %% R
- z (d T)ge
R R . 18l<]af
D'aprés l'hypothdse sur T et 3T (|B]| < m+k) pour tout
B s |8l < lal, ona:
' P P
T€o€ Lypy1.x © Ls+r+l-k—§al
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P 3

Tg Be Ls+r+1 x €&t donc ( ) (TgB)E.Ls*r+l-k-|a]
4 P

(3°T)gge 17,01 Clgtr+laka|al

Donec Tgé€ Lp

. 1P P
s+r+l-k-[a| et T 3 LB — L

g+r+l-k
pour emer-l < s < s+r+lek < r+lek .,

Soit d'autre part rer? (la] < m+k et «(r+l-k)<s<0)

s+|al
( )(Tﬂ =TP—P£+ (3a%7) ¢

( ) re Ls+r+l k

o
(3 T)fe Ls+r+l k

Donc (——) (1) e LP

s+r+lek °*

Finalement on a :
. 1.P P
T : L —) Ls+r+l-k

pour e=m-r-l < 8 < g+r+l < m+r+l,

Le lemme 1l.3.4, est démontré.

Preuve du lemme 1,3.,2, Il suffit d'établir que R et

3PR  sont (r+l-k)-améliorants pour «(r+lek) < s < 0 et

|8] < me+k o

Nous notons ‘rs(x.z) = (%;Yar(x,z) et nous remarquons

que = r(x,x=y)

= O 3 N -
= = == r(x,z) = T r(x,z) oW 3z = x-y .
Alors on voit sans difficulté que
(3%R)f = ) v (y=x)*9! (x=y) £ (y)ay+|r{x,x=y)y' (x=7)
QI'O al “a+8 ,ﬂ

f(y)dy
Puisque |aj = r+l-ke=j et que b(x) est dérivable jus-
qu'd l'ordre m+2(r+l)ek, alors aBR est définie pour

|8] < m#r+j et donc pour tout j et tout k fixés &
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l'avance BBT est définie pour |8 < m+k (nous avons
supposé k+j < r+l , sinon le probléme est résolu).
p'(x-y) étant a& support compact, pour prouver la régu-
larité des opérateurs, il suffira de les considérer lors=-
que |x=y] » 0 .

Nous allons donc étudier le comportement de
I = (%;)a fr(x,x-y) V' (x=y) f(y)dy 1lorsque |x-y| » O ,
|al < r+1-k et [8| < m+k , car 1l'opérateur défini par
la premiére intégrale dans l'expression de (BBR)f est
trivialement (r+lek)-améliorant.

Nous pouvons introduire la dérivation sous le signe
somme de I car nous allons montrer la convergence abw
solue dans l'expression ainsi obtenue.

D'aprés la remarque faite au début de la preuve de ce
lemme sur %; r(x,x-y) et la formule de Leibniz, nous

obtenons facilement

3_yo - g 3 18,3 Y ' SNy
Y=o
ou 05 ¥ est une constante dans laquelle se trouvent les

coefficients de la forme %T ’ LT s etcees

Alors I = J, + J ol

1 2
= 3 6,8 v .
Tt 6+§=u s, f[(3§) (37) 'rgéxez)] wr(x-y)f(y)ay

I, = [ Ty %;)“ v'(x,z)f(yldy , ol 2z = x~y .

10302‘10 Etude de J [

2
' (x=y) = 0 (|x~y|™"")
1
e = 1 [ s, ety (re® e

lal=o+1
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= (2-)8 .
odl ba,B(x+t(y"x)) (53) by (x+tz) avee 1z = yox

donce
|r+2-k-3) puisque b est borné.

ro(x,x=y) = 0(|x-y 5,8

Alors rB(x,z)(%;)“ W'(Z) = 0 (izl-n+r+2-k-|al)

a)’fGibp » On a immédiatement
|3,] <= vour Ja| < r+2-k

b)feLz.s>0.

. ] » N
En remarquant gue sy re(x,x-y) = - 35 rs(x,x y) et

que ©'{x-y) est i support compact, on peut &crire
- 49 yo=a' o=y

— v g - ..‘.a......Y - -—a-.-
T2 :la'|§|85 “y I(az v 2) (57) ey (xyxey ) (55)

lYif_l“'g f(y)dy »

en utilisant des intégrations per pearties et la formule
de Leibniz,.

3 .a-~afl .70
{ —— ) LN - =
(57! ) (ay) o

L -1 i ‘- -~
O(!zi n+r+2«k+ja'~a yl)

Donc |J,] < = pour [a] < r+2-k+ ja'-y|  mais

ol
|a'~ y| peut-&tre nul, donc pour |a| ¢ r+2-k et l'opé-

rateur sera (r+l-k)-améliorant si s n'est pas négatif.

c) fezi ., S <0 .

Alors £ = o * Z‘ (%;)Yf ol fo et f_  sont dans
o ylzs Y ‘
L .
I B BRIy 3 e ,,3 %Y
I, = j rsxgg) ) fO(y)dy + ) rs(EE) ¥ (§§3 fY(y)dy

Ivlzlel
La premiére intégrale & déja été majorée en a). Pour

la seconde on peut faire plusieurs intégrations par parties

et appliquer la formule de Leidniz, pour obdbtenir
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Le noyau est O(Izl'n+¥+2-k-l“+?l).

‘'Et done |J2| < » pour |a| < r+2-k-|s| .
L'opérateur est donec (r+lek)-améliorant si
|s] < r+2<k so0it =(r+l-k) < s < 0 .

1

On applique exactement la méme méthode que pour J2

le3:.2+2+ Etude de J

et on obtient les mémes résultats.

Finalement nous avons moniré que R et 3R sont
(r+l-x)~-améliorants pour la|>i m+k et féng avec
-(r+1-k) < s < 0 . En appliquant le lemme 1.3.4,, en
renargquant que K est k-améliorant et que A est
o~améliorant, nous obtenons que ARK est (r+l)-améliorant.

Le lemme 1.3,2, est démontré,

Preuve du lemme 1,3.3,

£ = Z 2 AB H X , donc
: I(x|<p al a o
1 B8 : N .
o) = ] =5 (ab ), 7 D' [h k] avec h = D'h et

{(adb ) = (gn)'(ab ) 3 soit en utilisant la-formule de Leibniz:

a g Ix a
@
) - f+n B—S
L) = {=2)" 1 Bl 315 . o .
o ) !0&+é;<p al 81 Y!(B-Y}! S H{B~4)1 aY a*Bey [ (k)
y<8
§<g

Par ailleurs

o(Aii} o(BK) = ) 1

s, LI 2% [n(p'® (x.))]
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soit en appliquant la formule de Leibniz

11 ' (at=y?')
o (AH) o(BK) = ]a'§3'|48‘" Ay ey R b D A
y'<a! o (8" *Y" ) ()]

Nous faisons les changements de coefficients suivants :

a' = ut + v' - 7° ¢ = a
g' = 1°' B = u+ v= o
Y' = vt = ¢! Y =T U+ v= 1

Nous obtenons alors

s () = X (_l)a -1 (u+v=all

ait=o)l (u+tv-Difi-a)vl Futvat L

a<u
a<t y Y
|u:vl<p _ ' ﬂ[D’ |
T<u+vy
- ' 1
olAll) o(BK) = !u.gv'|<p T iut il Butaytagt Do
T_<_V ] L[]
D" q[p x.]
Choisissonsg u' =y vl = v, t' = 1 <‘v. et montrons que
» -

les coefficients numériques sont égaux, soit

o 1 (p+v=a)l = 1 )
qu (=1) alt=all (u+rv-Tt)-a)v! tiplv=-1)t ° TIV
azﬁ
soit encore
a Tl {(urv=oll _ (u+ve1)! .
azu (=1) alr=al (u-a)ivl T L TV

a<7t
Pour montrer ce résultat nous allons utiliser des sérien

formelles, Calculons d'abord

0 %0

{u+v=1)! TR VENE .
uZG VZO TE? uiv=1) X'y z

Un développement de Taylor donne d'abord

) Syt (vemt) x# = (1ax)"(V=THL)
u=0
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Coensidérons alors la somme :

L V) )
s = 3 ) (l-x)'(°"1+l)yv 2°
v=0 1=0
Pogons v' = v = 7 et nous obtenons
- o0
~(v'+1) _v? T 1 l
s = ] I (1-x) (v y (yz) =
=0 v'=0 1-{x+y) 1-yz

puisque nous avons le produit de deux séries géométriques.

Nous calculons maintenant la série formelle obtenue

en multiplient le terme de gauche par x* yv 2" et en
sommant :
© o v
St = X Z Z Z (-1)“ C: Cv+v-u <M yv 2T
u=0 v=0 1=0 -a<p M
L Ar g A
Pogons Yea = u', tea = 1', ver = v' et arrangeons la
sgmme 3
by 0% ) bt y @ '
a, a T v u
st = «1) {xyz c* z c X
GZO ( ) ( Y) T'EO T'+a (yz) \)'EO y u'ZO pt+v'+7%

Soit alors

- o0 e 9 vﬂl
st === ] (-LMEEH® Pl BT T i)

- ' - -
1-x a=0 ft=g T ‘o lex vtag ==X
Finalement nous obtiendrons :
8t = ‘ 1 L .
le({x+y) 1leyz

Donc S' = 8§ et nous pouvons identifier les termes,
1'inégalité cherchée est &tablie pour T < v

Pour v <1 < u + v un calecul similairé mcntre
que tous les termes de o) s'annulent,

Nous avons donc 1'8galité cherchée pour les indices
simples, mais nous avons seulement utilisé la formule

de Taylor et les séries géométriques (formellement), donc

le résultat est triviaelement vrai pour les multi-indices.

Le lemme l1.,3.3. est démontré,
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Nous avons donc démontré que ok ¥ Ke /-(r“'1 ,

Nous en tirons immédiatement plusieurs conséquencegi

1) o’m;r est une algébre.

: l/
En effet si Q«CEO'm’r et Ke om-,r , alors

RR KX . .4y OO ¥ o ’Ke:em’
£

&
r+l r+l

r
et S

2) o est homomorphisme d'algébre,

P . . *
1.3.1.3. & est fermée pour l'adjonction et o(kK*) = [o(K)
m,r

En effet soit l'opérateur K défini par

Kf = a(x) {[¢(z)(l-¢)]v* f} . Un calcul é1émentaire

montre que K*f = [o(1-¢)]Yx & ¢

L'application f + a f est définie par l'opérateyr

by v V4 - -
Ae&m,r » et g [#(1-¢)]" % g est définie pag

Heo . Nous avons K¥ = H A et
m,r

() = ML%—,— 5 ()%

o(E) = ¥(z)
Alors o(k*) = o(f) o(E) = ] =r & _(x) ¥(2)8"

ou encore

% {1 |q! :'I;_.. & \ﬁ“ = "c K *
o(K*) = J{-1) = a_(x) ¢(z) Lo (k)]

. ks hry * 2%
Puisque H et A sont dans e'm’r s K€ om,r et o
est un # ~homomorphisme. Il est enfin évident que 1l'ad-

jonction est une involution continuec

I1 reste & montrer

1e3.10b, !!Kjll. < clo(k) si k= ] K, + 8, S€A, »
Jd




1.3.3.1.

« 30 =

Soit K = a(x){[o(z)(l-¢)]v* o} aveec ¢(z) homogéne
de degré «j .

Vue la définition de ||o(K)|| donnée aprés la défi-
nition 1.2.1, (G(K)e”fm+2(r+l),n+r+l) et la majoration
de K donnée dans la démonstration de la proposition
1.3.14, il ést évident que si | o(K)| converge vers

zéro, quﬂ' converge alors vers zéro,
» J

Le théoréme fondamental est &tabli,

Nous allions maintenant donner une condition pour qu'un

opérateur ¢ soit un symbole.

THEOREME 1.3+3.~ Une condition nécessaire et suffisante

(m' = n+2(r+l) et

(f)

pour qu'un opérateur o(x,z)€0{m gt
’

L' = n+r+l) soit le symbole d'un opérateur K de

Oﬁ,r s €8t gue pour tout

J' = l. 2,000’ n On ait
3 ' s
3;; o(x,2) f +2n31 [zj.q]
od i =V-l et [A,B] = AB - BA .

Démonstration,

' a _ 1 3 %
Nous notons D = (2Wi az)
a+e o 1 9
b* "k = D D (D = 577 32 )

- . 3 a,-e :
avec une définition analogue pour D J .

Nous allons tout d'abord étadblir

Bo
[z..DBJ = = =l DP“%§ | En effet :
J 2wl
8 i o 8! Bwa Bay L BE;
D"(z;f) = ‘ags 5T D' %5 goaT D f = 23D feprf.D It
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oi B = (Bi P Bn) . Nous en déduisons

B- B_e. Bn
B = - J . 'B 'B‘,"e
[zj. p"] £ —9—2“ D £ lzj,D { =_?ﬂ-% D J
et le premier résultat est ainsi établi,

Nous écrivons l'opérateur o :
o(x,2) = ¥ i ﬂa[a (x,z).]
. al a
al<r=j .
en supposant pour simplifier que les aa sont homogénes
de degré -j en 2z (sinon 1l faut considérer les sommes
de telles expressions).
Alors une condition nécessaire et suffisante pour que
o{(x,2) soit un symbole est évidemment que :
3 o '
da(x,z) telle que Ya, |a|<r-j, &u(xaz) = (3;) a(x,2)
(nous ne parlons pas des conditions de régularité qui
. . (r)
sont acquises si o(x,z) est dans °{m',&')'

Considérons l'expression

3 1 a 3
[ o(x z) = Z ——ﬂ 8 (x z)‘
IX . ’ ) . al 0x, a7
J laf<rej ¢ J
Si ¢ est un symbole 7x; B, = acl+€j (Iu+esl < re=j).

Dans ce .cas nous écrivons la dérivée formelle de ¢ par

rapport & x5

a(x.i) = z %T o* Sate .

(x42)
ol <o i

9x .
J
Remarquons qu'il n'y a pas de terme complémentaire car

)

” . r -«
nous derivons dans gf;, et nous considérons donc

!4‘

]

que ag = 0 pour |[B| > r-j .

En posant B = a + ej nous obtenons

B. B.e.
- 7 J
z D aB(x.z)

_2_. O(X,Z) = . y

" oclsfrns

soit encore

] 2ni 8
— (R z o — [z.. D ] a (x.z)
g " lplex-y BT b
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en utilisant la formule (l.3.3.1) et en remargquant que
[ZJ.DOJ = 0 ]

Finalement =2—'c = 4 2ri [zj,o].

ax.,
J
Réciproquement si cette égalité est vérifiée, alors pour
a ' » .
tout o , |a| < r-l , aa+ej =z e d'old 1l'on déduit

l'existence de la fonction a(x,z) telle que
. (D ¢
aa(x,z) = (ax) a(x,2).

Le théoréme 1l.3.3. est établi.

Remarque. Etant donné uEZTx(mn), nous savons qu'on

. n
peut considérer 2z comme un vecteur de T;(B ), espace

n . . .
cotangent en x & R . Alors si nous définissons la

forme linéaire zu(z) = <u,z> et si <do , u> déw
signe la dérivée (formelle) de o¢ dans la direction u
la condition de la proposition s'exprime :

YueT , <do , u> = 4 27i [lu(z)c - o%u(z)z .

n® 4, OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS SUR UNE VARIETE

-

COMPACTE C .

Le symbole d'un opérateur intégral singulier ¥ est
.v. opérateur différentiel
; -i;-l- D'a[aa(x,z).]
opérant pour chague x sur les fonctions de 2z . On
peut considérer l'espace Tx(Rn) tangent 3' Rn au
point x , et l'espace cotangent . au mé€me poiﬂt T;(Rn),
qui est isomorphe & ®" .

r(K) est pour chague x un opérateur qui appartient

a dg(r) (T;(an)), ce qui définit la - Pégularité en x.
' ]



1.h.1,

S8i 1'on trouve desg expressions invariantes par
difféomorphismes, il est naturel d'étendre la définiw

tion des opérateurs intégraux singuliers et des symboles

aux variétés.

Théorémes d'invariance,

. . n '
Soient K wun opérateur de em’r(m )y o, et 6,

n o«

deux ouverts de R , § un difféomorphisme C de

Oé sur Ol s+ ¢ une fonection ¢ & un support compact
contenu dans Oi o« I1 est alors possible de montrer 1le
THEOREME 1.4.1.1.- Etant donnés K, &,, 0, , & et ¢

définis ci-dessus, il existe un opérateur B de ¢ (m“)

& support dans 02 s tel que

(¢K(¢ £)) o &6 = (¢ o 8) B((¢p £)o &)

Femargque l.4,1.1. Ce résultat exprime gue localement

&m_r(ﬁn) est invariant par difféomorphisme,
*

Remarque 1,4,1.2, Si ¢l et ¢2 sont deux fonctions

de C:(Rn) & supports disjcints, 9,K¢, est un opéra=

teur (r+l)~améliorant,

En effet : a(¢lK¢2) = a(¢l) o{K) G(¢2)
1 3 (@ a
Or c(¢l) = T (3;) ¢ D!
o
a(4,) = [ &2 (317, D°

sont définis sur T*(R™) mais nuls respectivement en
dehors de T*(&l) et T\Gé) 'en désignant par g, et
62 deux ouverts disjoints contenant les supports de

01 et ¢2 [
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Nous en dédwisons immédiatement que

a(¢1K¢2) = 0 ‘et donc l'opérateur.est (r+l)~améliorant

THEOREME 1,b,1.2,- Soient &, et 0, deux ouverts de B
§ et &' deux difféomorphismes c” de 62 sur o,

ayant un contact d'ordre (r+l) (les dérivées colincident

Jjusgqu'a I'ordre r) en X s point gquelconque de 62 v

Soient K et ¢ définis comme précédemment.

B et B' &tant les opérateurs définis par

(4K(¢ £)) o 6 = (6 o &) B((6 £) o &)
($K(¢ £)) o 6" = (¢ o 6') B'((p £) o 8'),

alors les symboles de ces deux opérateurs sont égaux

en X :

—— O

O(B)(xo) =~0(B')(x°)

Le résultat est trivial lorsqu'on part du théoréme
2.2.l.vet que l'on considére que les symboles sont de
poide r . Les symboles de B et B' sont liés par des
relations faisant intervenir les dérivées de & et
8§ Jusqu'd un ordre inférieur ou égal & r ,

l.,4,2, Définition des opérateurs intégraux singuliers sur une

L ” © » L3
variété C compacte de dimension n

Etant donnée une telle variété d{ y soient les

espaces Lﬁﬁ«) (1 <p ¢« = et == < k < +») (pour leur

définition voir par exemple Seeley [l]). Soit K un opé-

rateur continu de Lﬁ@%) dans Lﬁ&&) pour tout entier

vérifiant o

~mer=l < k < k+r+l < m+r+l, Soit (Ui,éi) une famille
ier

de cartes de &Z’ et (Qi) une famille
iel



lohc3ﬁ

o
de fonctions telles gue pour tout i , ¢ &C, (Ui)"
Nous pouvons alors donner 1la

DEFINITION 1.4,2.1.~ L'opérateur continu K de LE(A)

P " . . -
dans Lk.UZ) est un opérateur de Oh.ref) si et seule

ment si, pour la famille (U.,58.). de cartes et la
b 1 je71

famille (¢i)'ex de fonctions associées l'Opérateur B
—— i

défini par

(6;K(0:£)) 0 &, = (¢, 0 6.)B((4;f) 0 6.) VY ie€x
¥ re1l ()

n
est un opérateur de o r(ﬁ )
?®

5'aprés le théoréme l,b,3,, c2tte propriété est indée
rendante de la famille de cart2s choigie ainsi que des
*i o

Etude des symboles,

Considérons les espaces tangent et cotangent TQ{)
et T*QZ) 4 la variété compacte de dimension n , og .
Notons ~§r@%) = \J 5:@%) le fibré de tous les rejets
de diffécmorphismis locaux de TXQ() dans U% qui
transportent o  , origine de Tx(dﬁ. en  x (nous idenw
tifions les difféomorphismes qui ont un coatsct d'ordre

r
r+l). Soit P, un élément de 5XQ%) et considérons

deux difféomorphismes 61 et 62 de p, 3 461 et 62’
ont un contact d'ordre r+l en . x , Alors 6;1 o 61 est

un difféomorphisme de Tng) dans lui-m&me qui a un

%,

contact d'ordre »r+l ave: l'identité & l'origine o,

S8oit K un opérateur de O’m r(l)‘ Le symbole de K
|

egt une gection de classe Cm+r+2 du fibré localement
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trivial Dirf(T‘Q&)) des opérateurs différentiels
agissant pour chaque x sur les fonctions définiea

sur T:Qg). Dans une carte de u{. o(K) se lit comme

le symbole de l'opérateur B , image de K sur la carte,
Dtaprés le théordme l,4,1,2, l'expression dans les coore
donné¢s du symbole de K , qui par construction dépend
du difféomorphisme & envoyant 'rx(dt’) = 8% dans VZZ
localement, ne dépend que de Py s et non pas de 61

et 62 éléments de Py o

Le symbolle n'est pas invariant mais ne dépend que des

€léments de ﬁrﬁl).



CHAPITRE II

APPLICATIONS.,

n® 1, INTRODUCTION.

3 . @ Ld e
Soait a{ une variété compacte C de dimension nu

Nous notons A l'opérateur de différentiation fraction-

1/
naire habituel, écrit formellement A = (=~4) 2

oi A
désigne';e Laplacien.

8i P(x,D) est un opérateur différentiel ordinaire
m+2(P+l) (mn).

d'ordre k et a4 coefficients dans C il

existe K dans 0h’r(mn) tel que
P(x,D) = K A% ,
Les critéres de solvabilité des équations intégrales
" geront donc utiles 4 la théorie des équations aux déri=-
vées partielles. Nous étudierons alors la possibilité
d'inverser les opérateurs K , dans un sens & préciser
et les Qonditibns pour que K ait un indice, ce gui
o

est évidemment 1ié & la question précédente.

Nous appliquerons enfin nos résultats au cas d'un
2

opérateur allant de Ll (espace & définmir exactement)
dans L2 o | 2
Dans tout le chapitre nous posons m' = m+2(r+i)
, o

n+r+l

n® 2, OPERATEURS ELLIPTIQUES.

DEFINITION 3.2.1l.- Nous appellerons g-symbole de K

l'opééateur 0q(K) déduit de o(K) en annulant tous

les termes de poids strictement supérieur & q .
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DEFINITION 3.,2,2.~ L'opérateur K est "elliptique" si et seu=

lement si son o-~symbole oo(K) est strictement positif (glvest

évident que oo(K)' est une fonction)

OO(K)?_E>OQ

Nous avons alors le théoréme fondamental d'inversion d'un

opérateur :

THEOREME 3%2,1l,« Si l'opérateur K de Oh »
— ’

o(K) a un inverse dans ¢£;f)z, qui est le symbole d'un Opée
] v

est elliptigue,

rateur K, de 0O tel que :

o T
(i) O(Kl) o(K) = 1
(ii) K,K =1+ R ol RG/Sr+l
(iiil) K est un opérateur a indice de L£ dans .Li .

Nous rappelons qu'un opérateur K a un indice X(K) si son
noyau est de dimension finie et son image de codimensiSn finie,
On a alors :

x(K) = dim Ker(K) - dim coker(K)(l)

Avant d'établir le théoréme nous allons montrer trois lemmes.,
Dans les deux premiers nous étudions un sous-ensemble A de
L£k¢) pour affirmer qu'il est compacts Il suffit alors de
considérer A dans les cartes, ou que Li&éﬁ est l'ensehble
des fonctions de Li(m“) dont le support est contenu dans un
compact fixe dZ de ®" 3} cela permet d'utiliser la transla-
tion sans difficulté et donne un sens clair aux deux énoncés,

LEMME 34241, Si A est un ensemble borné de distributionms

P . . ot 1t andn
dans Lk+10Z) (k entier quelconque) et si 1 désigne 1°'o0pé

h
rateur de translation par h , alors pour ¢€ A (rh¢ - ¢) tenad

vers zéro dans Lﬁh() uniformément par rapport & ¢ dans A ,

lorsque h tend vers ZE€ro,.

(1) cf: Exposé n®° 12 de [ﬁ]. par Crisvard
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Démonstration.,

Nous la ferons en divisant en deux cas ¢

a) k >0 . Alors

)
- 9 .
lrye = ol = |2|§F I(33) [¢(x+n) - ¢(x)]ﬂp .

P
k+l
€

Mais puisque ¢€L .
a * y Rte,
"(3;. [¢(x+n) - ¢(x)]|§p < c|n| § "(3; v ¢(x)np

b (@ bre; 3 2y
o Y = 3;; ET et |h| est la longueur du
vecteur h et = ¢(n)  pour une telle inégalité,

voir par exemple Schwartz [I] tome II).

Nous en déduisons que

“Th¢ - ¢ﬂp,k b Clh' "¢up.k+l
oi ¢ ne dépend gque de la dimension n de l'espace,
Comme A est borné nous obtenons finalement

brpe =oll, < c'Inl C.Q.F.D,

b) k < O . Nous allons raisonner par dualité en
nous appuyant sur le fait gque Li est réflexif pour tout
k dans T . Alors pour tout k entier les pSlaires des

voisinages de zéro dans LE forment un systéme fondamen<

tal de parties bornées du dual Lgk (%'+ % = 1) et réci=-
proquement(l) Pour simplifier la rédac=

tion nous dirons qu'une partie bornée est le pdlaire
d'un. voisinage de zéro au lieu de dire qu'elle est conte=
nue dedans, et de m&me pour les voisinages de zéro, De

plus Li est le dual fort de Lgk pour tout k entier,

LP

et LP est dense dans '
8 8~8

pour tout s8' positif

ou nul et tout p (1 < p < é). Nous pouvons voir ces

(1) Voir Bourbaki : "Espaces vectoriels topologiques”
tome II, Chapitre IV, § 3 (Paris, Hermann, 1964)



correspondances sur le diagramme @

P < ol
LkT ‘ ﬁc
LJ — 14

ou les fléches horizéntales sont des injeétions continues
et lesAf‘léches vert_i‘c'aies mettent en correspo'n_d‘a.n‘cé
chaque espacevavéc son dual,

Soit maintenant A uh ‘borné de I‘gk . Nou"'su;vpullo_ns‘
montrer l'affirmation suivante :

'V v(o)e Lt »].c>0 tel que

(’*) _ kel | |
|n] e = (1,4 =-9)EV - Y eer,
ol V(o) est un voisinage de zéro,
V(o) est le bélaire d'un borné ;W,‘ de LP . donc la

kel
propriété (x) peut s'écrire : o
o ») v WCLﬁ*i o W borné, e > 0 tel que.
W :

In| < ¢ == sup <1, 4 - ¢, £] <1 Neea
few . : S

Remarquons alors que

(1) <t 9 = b, f > = < ¢y T f «f >

h
et d'aprés le résultat obtenu pour k > 0 et puisque
W borné dans Lp "egt aussi borné dans Lp»'. nous
K+l L POTRS dens Mk -
avons 3 _
¥ vi(o)C Li s V'(0o) voisinage de -zéro,
(%') . ¢ >0 tel que
In| < ¢ = (v, -flev' , Vrew,

Ceci est en particulier vrai pour V' = A? '(A° ‘a8t
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le p8laire de A), alors il existe ¢ > 0 tel que
pour |h| < ¢ , pour f&VW et ¢e&A quelconques

sup |< 1, f'=f , ¢>| <1
few

et en appliquant 1'égalité (I) la relation (¥ %) est
établie,

Le lemme est démontré,

Nous donnons comme second lemme l'application du théo=
réme de Rellich & notre probléme.

LEMME 3,232, Une condition nécessaire et suffisante

pour qu'un ensemble A de fonctions de Li@«) soit

. R R )
relativement compact dans Lk@Q) est que A soit borné

dans Li@Q) et que (th¢ - ¢) tende vers zéro dans

P . » < '
Lk(AQ uniformément par rapport &8 ¢ dans A , lorsque

h tend vers zéro.

Ce théoréme est classique, nous nfen donnerons pas
la démonstration, mais nous ferons la

Remarqué 3¢e2s1e La compacité de a« a permis de supprimer

la condition d'approximation sur A par multiplication.
De plus les Li sont des Banach réflexifs invatiants
par translation ce qui permet de remplacer l;approximau
tion par convolution a4 l'aide de l'approximation par
translation.

Donnons enfin un troisiéme résultat :

LEMME 3,2.3. Soient deux espaces de Banach E 23 F .

Soit uw€X(E,F). Une condition nécessaire et suffisante
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pour gue u admette un indice est qu'il existev

ve&e(F,E) telle que (u OV = 1F) et (vouw= 1E)

soient des opérateurs compacts.

Rappelons qu'un opérateur est compact s'il applique
un borné dans un relativement compact.

Démonstration.,

Il est facile de voir qu'un opérateur u de 2(E,F)

e un indice si et seulement si il existe v dans L(F,E)
telle que (uo v = lF) et (vowun~ lE) sont de rang
fini., Par ailleurs un opérateur de rang fini est compact,
ce qui établit la nécessité de la condition,

Un théoréme classique de f. Riesz affirme que si w
est un opératéur compact d'un Banach E dans lui-mé&nme,
alors (IE + w) admet un indice., Nous avons par ailleurs

Ker uCKer(v o u) = Ker(lE+w) si l'on pose
V=Y oua= lE
Im(lF + yf) = Im(u o v)2>Im u si l'on pose w' = uovely
v et w' sont par hypothdse des opérateurs compacts
appartenant respectivement & £ (E,E) et & (F,F). Nous
en déduisons que dim(Ker u) et dim (Im u) sont finies,
Il en est trivialement de méme pour + .

Donc u et v admettent chacun un indice, la condition’
est suffisante.

Le lemme 3.2.,3, est &tabli.

Nous pouvons maintenant donner la preuve du théoréme

30241,
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Supposons qu'il existe K, dans 0; » tel aque
’

"B R
KK1=1+R,R€Ar+l (i)

o(K) o(K;) =1 (ii)'

et que (i) et (ii) sont vérifiés,

Etablissons le iii. Nous considércns les deux opérateurs

. P . . :
K et Kl -aglssant sur L-m-r-l (qui contient tous les

espaces Lﬁ cbnsidérés). R est continu, donc borné'et
d'aprés les lemmes 3.,2.1. et 3.2.2, c'est un opérateur
compact. Alors (KKl - 1) et’ (KlK - 1) sont de§ opéra;
teurs compacts et d'aprés le lemme 3.,2.3, K‘vet'_K "sonf

1

des opérateurs & indice, Le (iii) est 8tabli.

Etablissons (i)s (i)', (ii) et (ii)'.

Il s'agit d'abord d'inverser o(K).

Nous allons explicitér un opérateur différentiel"o(Kl)
tel que 6(K)'0(Kl) = 1 , Aprés seulement nous montrerons
(ii). Nous supposons que

o(K) = ] %— p'? hu(x,z) et nous posons
w<r ,

'u

G(Kl) = Z %T D ht(x,zj

w<r
et nous allons calculer les valeurs de ses diverses COmpPO=
santes homogénes, Alors pour tout opérateur K nous appe=-
lons symbole de poids p de K 1llopérateur

P 1 o
(K) = = D'" h _(x, )
o’ wzp = QX2

Remarquons que cette définition est différente‘ge celle du
p=gsymbole (et n'est pas invariante).
Alors d'aprés la définition du poids w

oP(K) oq(Kl) = P+
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ol Tp+q est un opérateur différentiel de poids p+q .

Si nous désignons pour tout p ‘et tout q ag le

q

symbole de poids p de K et o,

le symbole de poids

q de Kl sy nous obtenons

. = © O o _1 1 o P .4
o(K) (Kl) o, 0, * [oo oy + o °1] toeat p+£=r 9. 9y

N~

Il nous reste & calculer de proche en proche'les composantes

homogénes o% de o(Kl), étant données les composantes

ag de o(K) et sachant que o(K) o(Kl) = 1 ,

Alors puisque og = oo(K) >€e >0,

a) of = &
1 o°
0 ' ol
o 1 1 o . 1 _ i 1 o o
b) o o] + o, 0, = 0, soit 0] = =« =0 0 = - —=mp
_ o, (o)

Nous remarquons que ag (i = 0,1) est une fonction alors
que o? {p > 0) est un opérateur (cfest pourquoi nous
étudions o(K) c(Kl) ici et non pas o(Kl) o(K)). Nous
allons montrer par récurrence qu'on peut calculer Og
en fonction des oi (i = 1, 25 oeey T)o

Cette propriété est vraie pour p = 0 ., Supposons la

vraie pour p < q-1 ., Alors

q 1 L8 _
og===5 L 95 o 221,420,080 =g
o 2,2 |
o
' ¢
Puisque & >1 , &' < qg=-1 et of s'exprime en fonction
des 02 3 il en est donc de méme de c% o O(Ki) étant défi-

ni, l'opérateur K est défini & un (r+l)-améliorant prés

1
et - 1'on a les propriétés
(ii*) o(k) o(xl) = 1

S | L
(i') KK, = 1 +R avec Re/Sru
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En effet 1 est le symbole de l'opérateur identité de

On.r et pour avoir (i') il suffit donc d'appliquer le
|

théoréme l.,3.1.

Montrons mhintenant que K.K = 1 + R , RG/“r#l .

1
Le terme de poids zéro de o(Kl) est &3 « Done
]
)

ol{kK,) o(K) = 1 + L
oi L est de poids supérieur ou égal & 1 .
Il est évident de plus que tout opérateur différentiel
de poids w > p qui est un symbole est le symboleld'un
opérateur de ’4p , et saussi I est évidemment un symbole,
delui de (KlK - 1), et done L? = L.v.L (p fois) est
le symbole d'un opérateur de <Ap .
Nous baserons notre preuve sur les relations suivantes
(triviales par le théoréme 1.3.1. et (ii')) |
[o(le)]2 = o(K,) o(KK,) o(K) = o(K,K)
[o(x,K)]™ = o(K,K)
soit (l+ﬁ)m = 1+4L (en tant que symboles) pour tout m 3 1
entier od 1l'on a posé [o(KlKj]2 = o(KlK) c(KlK) et ainsi
de suite.
Comme pour m = r+l, L™ & un poids w jy r+l , c'est;le
A r+]

et donc L = 0

[} Pl
symbole d'un opérateur de el .

Il

est dfautre part évident que LP est une fonction linéaire

de 1% « Donc L = 0 et a(Ki) g(K) = 1 , On en déduit

trivialement que KlK = 1 + R ,I!c[&+l .
Les propriétés (i) et (ii) sont établies.

Le théoreéme 3.2.1, est démontré,
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n® 3, Opérateurs dont le o-symbole s'annule en un point.

I1 existe (xo,zo) tel que cO(K) (xo,zo) = 0 .
Nous allons chercher des résultats plus faibles, c'est-d-
dire des conditions pour que le noyau de K soit de dimen=-
sion finie, ou que son image soit fermée, qu'elle soit de
codimension finie. Nous restreindrons aussi le domaine

de définition, en imposant & l'image d'@tre dans LP

k+r °*

Les conditions trouvées ne dépendront gque du symbole
d'ordre r puisque la différénce de deux opérateurs
d'ordre r ayant méme symbole est régularisante d'ordre
(r+1).

Nous trouverons des conditions du type suivant

‘r. r+l
lxel ) 2 cq haTel - cp 57

o J°¥ est l'intégration d'ordre r .

De facon précise

Soit A un opérateur de & tel qu?il existe (x_,z_)
m,r o'”o

tel que co(I) (xo.zo) = 0 , Nous le restreignons au do=
maine muni de la topologie induite par Li

= P, ¥ P
D = {£ | rer, ; afe Liyr

~

et nous appelons A 1la restriction de A a & .

. D P P
Remarque 3.3,1, %(A)DLk+r et Lk+r est dense dans Lk ’

donec o)(A) est dense dans Lﬁ , ce qui permettra de définir

i'opérateur adjoint,

Remargque 3,3.,2, A est un opérateur fermé,

En effet

Boit une suite (fn) qui converge vers f dans LY
n



‘h?-

b
et telle que (Afn)n converge vers g dans Ligr *

Alors (Afn)n converge vers g dans Li et puisque

k

Af dans Li « Alors’ Af = g dans Li’ et puisque

ge'L£+;: Lﬁ » on a finalement Af = g ,

A est continu de LY dans Li . (Afn) converge vers
n

Nous pouvons alors donner les résultats annoncés,

THEOREME 3.3.1.=- Etant donnés A défini ci=dessus et les

trois affirmations suivantes :

s P
a) Im(A) est fermé dans Ly er

b) Ker(A) est de dimension finie

c) L? est de dimension finie,

(i) Si a) est vrai pour A , il est vrai pour CA¥,

(ii) La conjonction des propriétés a) et b) est

-~

équivalente &

3c, >0 et C, >0 tels gue

(+)  [ag] > ¢, el - c, Izl
p == 1 P 2 P
Lger Ly Pkor

(iii) La conjonction de a), b), et ¢) est éguivalente

T

dc, >0 et c, >0 tels que

(#) est vérifiée et

- }
(% *) “ AT L "Lq 2 Cl " f “Lq 02 " f qu
-k N =kKer-l

Démonstration.

Posons Ker(A) =‘IQA).

La propriété (i) est un résultat classique d'analyse(l)

(1) Voir Dunford et Schwartz : "Linear operators" Part 1.

Chapitre 6, § 6 (New York Interscience Publishers, 1958)
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Montrons le (ii),

(iia). Supposons qué (%) est vérifiée et montrons
que J'(A) est de dimension finie,
Soit fE€MA). Alors de (%) on déduit
k ker

Mais par ailleurs on a toujours

hell < el
p - p
Lk-r Lk

donc les deux normes sont é€quivelentes dans JQA).-De

plus d'aprés les lemmes 3.2.1l, et 3,2,2. l'injection

de Lﬁ dans Lﬁ_r (ry 0) est complétement continue,
Nous en déduisons que la sphére unité de JW(A) L:-r
est compacte dans Li_r , done ‘ﬂ?A) est de dimen=

sion finie.

(iib). Supposons que (#) est vérifiée et montrons
que Im(A) est fermé,

or(A) étant de dimensiqn finie et &DeA) localement
convexe séparé, il existe un supplémentaire topolo=
gique cVéA) de #(A) dans vD(A) s MN*(A) est fermé,
Soit (fn)n -une suite de fénctions de gﬂf(A). telle
que la suite (Af‘n)n converge vers g dans L£+r .
Nous allons montrer qu'il existe f dans Li telle

que Af = g ,

Supposons qu'il existe M > 0 tel gque pour tout n

e < M
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si £,ed(A) et r ed(A), slors (fm-fn)e:é@(.q)

-

et nous appliquons (#) a cette fonction

laz, = aggll zoeg ey -l -0y g, - gl
Py

p’k+r p.k-!‘

Puisqu'elle est un borné de Li la suite (fn)n

est relativement compacte dans Li-r (r > 0) et, au
besoin en prenant une sous-suite et en renumérotant

fn - fm - 0
ne
m-»o

by .
dgns Lk-r s OU encore :

Pour tout € > 0 il existe N > O tel que si
m>N et n >N, alors Jf - f | < e .
"“n m
p’k-r
Par ailleurs d'aprés l'hypotheése il existe N' > 0O
tel que si m'> N' et =n > N' , alors [Jaf_ - ar || <e.
n m
Prk+r
Nous en déduisons immédiatement que (fn) converge
n
i. est complet). Puisque

g .

vers une fonction f de Li {L

A est fermé, red(A) et Af

Supposons que (anu k) n'est pas une suite bornée,
Pyx n

;
-+

i+
En appliquant le méme raisonnement & h = s L T
. - i
¢4
Pk

N
rncus montrons gue (hn)n converge vers h dans
Ay ¢ < p
Hr{s) et (Ah ) converge vers zéro dans L .
n'n k+r
A

Donc AR = O s h est dans J/(A), Msais J/"(A) est

2 v . \ . .
fermé, donec h = 0 , ce qui contredit le fait gue

h = 1 ,
nl
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Nous avons donc montré que Im(A) est fermé.

Montrons la réciprogue de (ii).

Nous supposons que Im(A) est fermé dans L£+r et ‘que

1 l'ape-

Ker(A) =0VKA) est d¢ dimension finie. Soit B~
| pliéation de Im(A) dans a(A)AJ?A) réciproque de B
qui est l'application de 'Q(A)AﬂiA) dans Im(A) “obtenue
par factorisation de A .

B-l egst continue, En effet :

Scit (fn)n une suite de fonctions de Im(A) qui

converge vers f ettelle que si g = p=t £ » la suite

(gn)n converge vers g . Alors f = Bg ; (Bgn)n converge

_vers f » Puisque B est obtenﬁe
par factorisation de A et que A est fermée, B est
fermée, donc g est dans @(A)éﬁYA)'
et f = Bg , ou encore g = B-lf et B"l est une applie
cation fermée.,

Puisqu§ Im(A) est fermée, par le théoréme du graphe
fermé on obtient la continuité de l'application

B™L 5 Im(A) —> DA

n)

L'inégalité (%) est vérifiée. En effet

La continuité de B™! entrafne la relation
I5 %l <ol
DCA
ALY

P4y

soit encore

|| Azl k- > ¢ ufli’b(i\)
Pekt+r '
ha)
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et puisque #(A) est de dimension finie
ol on peut remplacer “f“p,k-r par “f"p,k-t pour tout
t )yO .

Le (ii) est établi,

Montrons 1leé (iii).

Puisque LP est de dimension finie, le noyau
k+r/Im(A) |
de A* est de dimension finie d'aprés les théorémes clasw

siques sur la dualité, Alors d'aprés (i) et ce résultat

nous pouvons appliquer (%) en utilisant la remarque faite

-~

d& la fin de 1la démonstration de (ii), d'od

Ja* £ y ¢, Il - c, |t}

a 7 "1 q 2 q

L-k‘ L-k-r v L'-k-‘r-l
" Le théoréme e%t'complétement démontré,

n® 4, Etude d'un cas particulier : ®= {fGLzl | Are La}

-5

g_t:i_AE(?;“r.r:l.

Nous devons d'abord définir LE s 80it d'une maniére

L
2
générale :

DEFINITION §.h.1. Soit r un ﬂombre réel., Nous appelons

Lg l'ensemble

r/, =~ -
2 £ = g}

et nous le munissons de la norme Hf"p - ug"p ‘
’ \

{f \3 gel? telle que (1+I¥I2)

Nous reprenons la définition 1,1.6. de l'opérateur

. : ~1 | 1/2
d'intégration J , soit J = A o N= (=A) et
~z1 . -1 £ 5 .
A est l'opérateur A ol l'on a tronqué & l'origine

le transformé de Fourier du noyau.

Remarquons que J est un opérateur intégral singulier



tel que oo(J) = 0 et ol(J) est une fonction strige
tement positive, homogéne de degpé (=1) (op(K) étans

le p-symbole de K défini au n°2).

Nous avons de fagcon immédiate pour fe‘L2
e el | < (3r,0) <o 1]

1
b

-1
« 2

(Nous ne mettrons plus pour les normes l'indite 2
indigquant qu'elles sont prises dans les espaces L2
sar nous ne considérerons plus les espaces Lp ’

p ¥ 2)

Etant donné A€ O’m , s S0it A sa restriction 3
4

L)) ;Aappliquant L-el dans L2 s le théloréme 3¢3.1,

2
(ii) permet d'affirmer qu'une condition nécessaire

et suffisante pour que le noyau de A4 , quJ goit
de dimension finie et que Im(A) .soit fermé, est
que

(%) ||Afﬂ2 2 ¢, (3f,¢) - C, llfllfl

(la démonstration du (ii) se généralise trivialement
au cas ol r et k ne sont pas entiers)..

Nous allons donner un théoréme donnant d'autres
conditions., Nous l'@nongons sous forme de deux proe-
positions, dont la premiére est la

Proposition 3.4.1, Une condition suffiseante pour que la

.relation (%) soit vérifiée est que sur les zéros de co(A);
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on ait

% (8 © 3a° - 2a° 31b° ) > 0

. e 9x. 9dz, ex. 3dz.

J=1 J J J J
ol a® et vbo sont donnés par l'égalité :

oo(A) = ao(x;z) + iv°%(x,z) a® et 1b° réeliles,
Nous donnerons plus loin la réciprogue (3.k.24)

Démonstration,

() s'éerit (a'aAr, £) > Cc,(J1,f) - ceufﬂfl .
Posons A =M+ iN o M et N sont deux opérateurs
réels., Alors

AfA = (M*- iN*)(M + iN) = M*M + N¥N + i(M*N - N*M)

a) Etude du symbole de A* A

Supposons M et N défiuis comme suit :

r .
Me ¥ J f &' (x,x~y) f(y)ay
0

r s
Nf % ) f bd (x,x-y) £(y)dy
j=0
ol él(x,g) = a*(x,z) (1-¢(z)), a%(a*) = -i
B9 (x,2) = v¥(x,2) (1-¢(z)), a%(p’) = -j .
Nous obtenons alors :
o i) = ] 2o pr®fal(x,z)]
- |a|<1-i
s i o Ay i o _ (=13 ,°
ol au(x,z) = (3;) a"(x,2z), D (21ri az)

soit :

o 1 t 9 o,
ol(M) = a (x,2) + a"(x,2) + kgl-nk[——— a (x,2)

A\l ——  SOsp—
avec Dk = 2% 1 azk
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et finalement en ordonnant l'opérateur al(M) et en
transformant de méme l'expression de °1(N) nous obte=
nons
n R
1l ¢ 3 (o]

) * & (X'Q»'
2ni axkazk : _

o,(M) = ao(i,z) + al(x,i)

t

k=1

+

] ,
i(s;g a°(x,z»D3

J

el e

=

2
1 3 bo(x.z”-

o 1 .
Ul(N) = b (x,2) + b {x.2) 2e1 5%, 57,

=

o~

. 3
; 1(;;3 bo(x,z»Ds .

Nous posons pour simplifier

n 2
1 1 ‘9 °
u = a (X.Z) PR, . Z VLA (X,Z)O
2ﬂ1 k=l(axkazk | )
n 2
vi o= bl(x,z) = Eil L (axaaz bo(x,z)).
k=1 k "k '
" O , o
R S L
J J
d'ol finalement
a.(M) = a° «+ ul + X a® pt
1 AN | J
J
1o) 1
o.(N) = b + v + ] b; D! .
1 | B IR

Alors d'aprés le théoréme l.3.1l.

° 4l Lo [efel = oy - F(uh)

ol(M*) = a
od 4 (u*) est la partie imaginaire de ul « Nous en
déduisons

- v;)

o (M¥) = o (M) +

nf- nof
~~ e~
%l 5l
e B

al(N*) = al(N) +
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o, (M*N = N*M) = o,(M*) o, (N) - o, (N%) o, (M)
soit encore
o, (MH-F*"N) = [ (M), o (W)]+ %[(ul~ul)ol(N)-(vgaﬂ;)dﬁM]

Un calcul élémentaire donne

; n
dl(N)o (M) = boag+bpul+vla°¥vl ul + ] °a° p!
1 j=1 J 4

n : n

+ 7 p%a%°Dp!+ ] 03(Dla®)
s 9 37 5ey T3
. . n
o, (Mo, (§) = a®b%avreul®sulvl 4+ T a%9p!

n
0,0 o o
a.b LA a.{D! v
d DJ Z J( J )

n
)
j= J=1

1
ol l'on a supprimé tous les termes de poids > 1

Par ailleurs, en supprimant toujours ces termes ,

}2-(;_1 - by oy (m) = 2T - W)

1, 1 1 1, 1 1, o
-2(v - v.? ol(M) = E(f - v )a

Nous obtenons en définitive

n o o

FUSLIER - ST bl R )
Jj=1 J J
+ l.. [(ul-ul) bO - (vl_vl)aOI

qui est une fonction.

En posant C = i(M*N - K*M), nous obtenons

ol(C) = ¢(x,2z) ol ec(x,z) est une fonction réelle
homogéne de degré . («1) en 1z .
Alors

(AAf, £) = {M*MFf, £) + (N*NFT, £) + (Cf, f)

Nous devons maintenant €tablir 1le

LEMME“Q.h.lf Pour tout A il existe uo tei gue
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pour tout w 2 u et toute f dans 1.2
(R) (f,£) » A(Jf, £) = pllfll_z_I

Démonstration.

D'aprés la formule de Parseval et la définition de

"f“ 10 la relation (R) est équivalente &

"z !

2,~1 2727 150ey )
[1+ n(2+812)77 = a2+ 527 |F(e)] avy 0

CEerchons une condition sur §n ‘et ) ©pour que l'ex=-
pression entre crochets, E(}(), soit positive.
: 1

E()) (1+]5[2) = (2+]¥[%) + x - 2 (2+]5]2)2
Donc :

VE,E(E) % 0 e % 3% (A= V1+]¥2) Vis§12
2 ,

Donz pour n » A— sy E(§) 7 0 et (R) est vérifiée.
L

Le lemme est démontré,

t) Condition suffisante pour gque (¥) soit 'valide.

Appliquons lellemme précédent aux fonctions Mf et
NEf

(M*Mf, £)>» A{(IMf, Mf) = rtqu!IZl

(N¥N£, £)3 X(INf, Nf) = pllnef?)
ol 1l'on choisit les m&mes constantes pour les deux iné~
galités.,
Alors d'aprés l'expression de (A*Af, f) donnée avant
le lemme :

ﬂAfH2>, ([MM*IM + N*JN) + C] £, ) = H[\\Mfuflﬂmrufl]

Mais M et N sont continus de Lfl dans Lil s 2lors

ﬁ[ﬂMfuil + ﬂNfﬂfl] ¢ *lk"él et
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Jag]® > ([a(weam + w*gn) + c] £, £) - v 1] 2]
Nous posons E = A(M*JM + N*JN) ¢+ C et calculons
gon lesymbole,

0, (E) = Ao, (M*) 0,(3) o (M) + o (N¥) 0,(J) o (N)]

+ c(x,2)

Nous savons que 0,(J) = alzl'l avec a > 0 ,
Du fait'qne le poids est w <1 on obtient de fagon
immédiate

o,(E) = {Aa[(ao(x,z))2 + (bo(x,z))z] + 8(x,2)} Izl‘l
od 1'on a posé o(x,z) = c(x,%) |z]|, fonction homogéne
de degré zéro en 2z

Nous pouvons alofs poser

E=KJK+8, od 5,¢6Ah, et KES, o
avec oo(KK) = Aa [_(ao)2 + (bo)a] + ¢

En effet s8i K est défini par cette relation
(au signe des coefficients prés), ol(KJK) = ol(E) et
on a bien E =~ KIKE€A, .

Dtordinaire il existe XA agsez grand pour que
oo(KK) >0, c'est-d=dire que K soit elliptique.
si (ao)2 + (bo)2 = 0 , supposons 2(x,z) >0
Comme oo(K) est une fonction réelle, il est auto-
adjoint et il en est de méme de K , opérateur de
em.o 4 donec (Ef, f) = (JKf, Kf) + (Szf. £).

De plus X est elliptique et admet donc un indice,

Done K est un morphisme strict de L21 dans Lal ,

2 "3
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les normes | Kfj 1t ﬂf"~1 et |z sont équivglentes.

2

i 2
_ Nous en déduisons :

(JK£, K£) = ¢ ﬂxfaal > elrl?, - c"ufual

-z 7z - T
(s,f, £) < "|f ? puisque S.€ 4. .
2 hi -1 e 5, 2

Finalement

latl? 2 (ee, £) - ohel2) 2 elel? - olel?,

2
La relation cherchée est &tablie,

Donc si ol(C) est strictement positif sur les
zéros de oo(A) (ou si A est elliptique) la relation
(#) de 1a proposition 3.4.1. est vérirfiée.

La proposition 3.4.1, est démontrée.

Etablissons maintenant la

Proposition 3.,4.,2.,- Etant données les notations précé=

dentes, une condition nécessaire pour gue

(%) "Af"2 > e(Jf, ) = cinfufi
gsoit vérifiée est que
% (ab° 2a°  9a° 3p°

L. V3x. Bz. — 3x. 9z.
i=1 J J J J

) >0

sur les zéros de _ao(A).

L'énoncé signifie qu'une dondition nécessaire est

que cl(c)-: 0 sur les zéros de oo(A).

Démonstration.

Sur la variété c/L prenons un point X, et .o petit
voisinage V de X, qui permette de daéfinir un systéme

de coordonnées locales, Soit alors f wune fonction &
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support dans ce voisinage, disons dans {x| lx-xol < 1}
telle que feIFC\f « Supposons que x_  est & l’brigine

-~

des coordonnées.

Nous définissons l'application C, (0 <8 <1) par
(e £)(x) = £(3).

P . . n - 3
¥ étant.-un vecteur unitaire de R (n = dim QK?),

Nous &tudions l'expression

~21im 1 (v,x) 2inm 1 (v,x)
B(f) = C,, e PL-AR R S ERAR R e
‘s

-en définissant A par la relation

4 E A} -~
. <1 ; p
A = J e “(x"'h(x,c)(1-¢(z)) £(g) dag .
Ceci est toujours possible ; par définition

Af = ! k(x,x=y) T(y)dy .
Nous définissons h(x,Z) par
k(x,2) = hix,z)(1-¢(z))
avec les propriétés havituelles sur h et ¢ (anous uti=
lisons ici les lettres grecques pcur les transformées
de Fourier afin dféviter toute coniusion). Alors

puisque f est dsns ‘Lgﬂ ¥ s Af & la forme trouvée,
r . 3
D'autre part h(x,z) = ) nd(x,z) ol h est
j=0
homogéne exn § de degré (=j). Alors en posant

. ~ of .
3 _ 49 2 B8 3.
ha,B = ("‘"‘ax) (—3C) n (be)o

nous établissons le

LEMME_Q.h.Z. Ltexpression B(f) peut s'écrire

j=x

2i+|al+]8] ‘

B(f) = : z g~v 1 J a B

tal+]B|<2r-2] alB1 ha,B(o’v) x D°f +Rs(f)'
1=0

Si-en plus des conaitione habituelles

J ~ 2 o
B (%, 2) € By o a1y Foraz; (1 < lz| 220,
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2

ol pour tout f dans Lar*l .
Iz ()| < ¢ s®7* glf ,
L2r+l

Démonstrations

Nous allons d'abord appliquer A puis faire des
développements en séries de Taylor.,

Ziwl (v,x) X
Posons g(x) = e“*"g2'"? f(;)

Puiéque {f(%)]“ = s f(sg)
Ble) =4, [£(2)]" = ™ (sg - 2).
Appliquons A & g(x) :
ag(x) = 8 [ 2Tt o) (g (e 0)B a0 2]
: s
En posant 7 = s(g = —%) nous obtenons
s
= 2i'."’(x'l ) 1T v Vyya
aetx) = [ PTENT L s Haeed - $NEay
Et finalemegt
-2i7 ,
1m;?(v x)

C o &
ljs

o Ag(x) = f ezi"(x’l)h(xs,l + —)
8 g2
(1-¢(L + :§>> Tper

Rexarqguons alers que

r .
h(xs, %—* :%) = .Z s29 nd(xs, s + V),
j=o

Considérons un seul élément hY y» développons le

en série de Taylor autour de Vv et autour de x = C :

'H

1 Jol+ls]

hJ(sx,sn'+ v) = X

-

lal+]8]<2r-2§ *
By ()82 )%y
L x(57) (53) piloyw) + Ry

Nous transportons ces résultats dans l'expression de

B(f) et, en appelant BJ(r) le terme déduit de B(f)
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en annulant hk pour tout k ¥ j , nous obtenons :

() (x) = B{(0)(x) + ()0 + BY(O) (o)

avec ‘
nd - 2inlx,1) 1___2j+|al+|8] B« o
By (£)(x) f e o1 lal+|5]<2e- 23——-—-“'8, 1L x ha’e(o.vi
| £()an
s (0)(x) = - [ BITOR) g L_g2itlalelsl o,

lal+|B|<2r=2]
B(o.vw(fgf;)?m)a@ |
. 2. ) v -
si(0)(x) = [ TR (10T 4 )R,
Nous obtenons immédiatement
B3 (2)(x) = ) s2ivlal* Bl nd (o,v)x®(0% 1) (x)
|al+|8]c2r-2j
Nous allcns majorer les deux autres expressions.
En posant y(x) = - I ealw(x,ﬂ) (l* )fOQ)dl,
j 2
on a Bg(f)(x) = azg E%ET J*‘“l*lelxay(x)
Ivl = nq%(?g e 1LY Ar=11
Si an < alors Il + ——] l—% et pour s assez petit
28
(1 + -5 se trouve hors du support de ¢ . Alors

ot

vl < 1o) A1l ®) 'Bllf( )| %a
: "Q"é—i v b
M 5,'J ! (14 12)27* 2 12 (1+]Q}2)‘B"2r‘lam"«
b Inb>
[vi2,1el-2em1) (zr+1-12])
< (1 + dviTy(i8}=-2r-1 I 2 < ¢ g2(2r+l-lglly .
. 2 loxey = I !'21-4»1
| b os
Dans Licc . et donc dans 12 puisque la variété Uz est

compacte, B?(f) est borné par
¢ 23+l°l+l3|“

oi ¢ . désigne diverses donstantess

Béparons Bg(f) en deux éléments, le premier Bﬂ(f) étant



obtenu en sommant l1l'intégrale de Bg(f) sur IQJ > %xé s le
3 v
second Bs(f) en sommant sur || (H .
Dans Bﬂ(f) nous écrivons

Ry = bl (sx,-Z + 3

1 2j+|al+|B] B «,J
o181 y x'h p@’)

|n|+§8|:?f-2j
L'intégrale étant prise sur [1{ > 2v8 tous les termes issus

de la somme de droite se majorent comme pour Bg(f) et il en

est de méme du terme obtenu avec hj car la fonction & inté=

grer est tronquée dans une boule entourant l'origine,

Bi(f) est donc majorée comme Bg(f) .

Dans B%(r) nous écrivons
R, = sor*l ) _ c%Bl q'x h g(08x,v +0's7,
+ la]+|8]=2r=2j+1
(o < 98,0' < l)o

. . . . 1T, v .
La mejoration est alors immédiate car ¢(; + ~3) =

et v *9'51! > le :

2 °

Le lemme 3,4.,2, est démontré,

Avant de démontrer la proposition 3.4.2., nous,devons encore
donner une définition avec quelques unes de ses propriétés,

DEFINITION 3.4.1., Symbole localisé : Etant donné un opérateur

A gde Gh r congidérons l'application
]

o ¢t A-+9o (s, x , D, A) noté pius souvent ¢ (A) ol

’ U lal+l8] 1 _
° 2J+ aj+{B] 1 J
£n .alB? “9 (xo,v)x L
=0

s \ 8
8yX 4D,A) =
G‘J\ p XY ’

avec lies mémes condlt ions qu'au lemme 3.,4,2, :

L'operateur différentiel ov(s, x 4 Dy A} est le "symbolie
. °

Localigé® fe A en x_

o]

Rgmar@uons que v est'nn vecteur de l'espace cotangeni en

x a4 la variété 0? ‘et que g, est défini seulement au voisie
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nage de Xy o Donnons maintenant 1la

Proposition 3.4.3., Les symboles localisés en X, de poids ine

férieur ou égal & 2r (le poids d'un terme étant la puissanceb
. H

lal+]8]|+25 de s) forment une algdbre et o, &8t un yehomo=

morphisme d'algébres.

Démonstration,

On définit le produit de deux symboles localisés o, et
T, comme le produiﬁ de composition ordinaire de deux opérateurs
différentiels en enlevant les termes de poids > 2r , Il est éviw

dent qu'on obtient un symbole localisé,
a) Montrons que o (A) uv(A') = g,(AA"), En effet

s ‘ .
By () =‘01/;:e’alﬂzg(v’X%AA'aealngz(“'x)°CsQﬂ

] .1 o1
B,[B,,(£)] = [CI/; e'al"E?(“'ngseal"E?(“'x)ocs] °

3

A 1, .
o[cloe'ZI";?(v'xlA'.eglﬂgz‘v'xlcs](f)
k]

On & elors trivialement

Il en est donc de mé&me pour les symboles car les
termes restants sont de poids > 2r :

. L} \j

ov(AA ) = ov(A) ov(A )

b) Montrons que av(A*) = [ov(A)]* .

On a d'une part :

. 2j+|al+]B]__1 _.3J 8 r.a
[“v(A)] a,g,j 8 alB! ha.B(xo’v) - [x ]

Dautre part :
.1 .1
B,w(f) = Clee™?1"5Z (“’xlﬁﬁezl”i?(“’x%c§9
K}

s 1 P |
(8,)*(£) - 5" c_l_oe'“";’z("v"lmea?"';?“’-"),-;;11- ¢, (f)
8 .

cer C; = gt C; pour tout s .
)
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Nous en déduisons :
¥ -
g, (A% )ef = B,u(f) = R u(£) = (B,)¥(f) = R,,(f)
*
a, (a%) = [o (A)]" + (R, "= Ry
(RA)* et R,, sont trivialement de poids > 2r
9, est donc bien un #«homomorphisme.

La proposition 3.4.3, est démontrée.

Nous pouvons maintenant donner la

Démonstration de la proposition 3.4.2.

L'inégalité (=) peut s'écrire
(#') ([A*A = eJ 4 ¢,;3%] £, £) 2 0, N
2iﬂ;z(V¢x)
Nous allons appliquer (#') & la fonction e Csf .
Nous obtenons aprés arrangement :

. . .. 1 '
(") s"(c, e'2”?2'(""‘)_(A*A-cJ+c1J2)ezl"'E?(""‘)esf.f)g_o.
rl
Nous utilisons alors l'expression B(f) trouvée aupa=
ravant dans laquelle nous remplagons hJ par - k‘J
a,8 a,B

obtenu de la m&me fagon & partir de l'opérateur
(A*A - eJ QAclJa).

La relation (»") s'écrit :
‘ 3=r

2j+lalel8] _1 ] 5 %pB .
'EO s <737 ka.e(o,v)(x D'f,f)+(Rs(f),f)
la|+|8]|<2r-2j > 0.
. 1 2r+ly. ' '
Nous savons gque "Rs(f)" < a's “f"2r+l (a' est

une constante),
Soit M 1la somme d#ns 1'inéquation considérée :
M ;‘-(Rs(f),f), soit en utilisant la. relation de
Cauchy~Schwartz

2r+1 2r+l
Moz~ IR (O el 2 -as®™ el o drll 2 8 827
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pour toute fonction f dans L§r+l(v), avec & cops=
tante négative. Nous avons finalement montré que (gﬁ)
peut é'écrire

2r+1

(w») ov(A?A - cJd +~clJ2)f3_a 8 s & constanté'néga-

tive,

Appliqubns ce résultat au cas r = 1,
D'aprés la proposition 3.4.3.,

dv[A*A-cJ + clJa] =[ov(A)]* ov(A)-cdv(J) +Jcl[o“J]2

o B m® ‘ B an°

0 (A) = h (o,v)+s [ z = (0,v)x, + Z — (0,V)
v . ax, J . g
J=1 J J=1 J

1 ] ‘
271 8xJ ]+ Rl
2
ov(J) = %; + R2

2 L, .
ov(J ) = %6§+ R3
ol R, est de poids w > 1 , R, de poids w > 2 et
RS de poids ¥ > U {on peut donc négliger tout de suite
2
av(J )o
La telation (#*#) s'écrit
; ' 2 3
(Ov\A)f. ov(A)f) > c(ov(J)f, f) = cl(ov(J YE,£)+ a 8° .
Alors lorsque h?(o,v) = 0

n ] n o]
SPILT 3 odxg + 1 (o) el 2 cs®fizfPra
=1 "7 =1 %

=

et donc lorsque 8 tend vers zéro (#*) est &quivalente

a

o .0 ) n o

Y 3h 2 2

(D ILL 55 x5+ 1 3¢ 051 lF 2 elrll
J=1 77 Cd=1 77

sur les zércs de hc(x.c)g
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(1)

D'aprés les inégalités de HSrmander que l'on asdapte sans
difficulté au cas présent, cette inégalité est vérifiée si

et seulement si

n o o
£ Im Z b 2ah > 1 ou encore
c s ex, J9r. -
J=1 J J
R ° 3a° 3a°  31°
Z(-——..........-——-—.—-))Q.
w8 9x., 2. éx ., 9z .
J=1 J J J J

La propositiongg.h.2. est établie,
Nous pouvons donc énoncer le théoréme du début du n® U,

THEQOREME ;.h.l.u Les notations étant celles du paragraphe,

(3

une condition nécessaire et suffisante pour gue Jr(A} goit

de dimension finie et que Im(A) soit fermé est que sur les

zéros de oo(A)

n © o o o]
‘ ab " Ja da_ 3b

o, (C) = J ( - ) > 0.
1 . . . ax, 3z,
=1 %% ng *5 %

(1) Voir HBrmander "Linar partial differantial operators”
Lemma 8.1.3, (Berlin, Springer, 196k),



ANNE XE

Etant donnée une fonction ¢(z) homogéne de degré

zéro, provenant du développement en série de Fourier de

2

z- de  h(x,z), fonction de (Ln+r+l-j (1<]2]<2)),

Bne2(r+1)-;
. . i .
nous allons montrer que l'opérateur (%x.) applique Li
dans Li pour tout k et tout p (1 < p < =) et que sa
norme est majorée par les bornes supérieures des dérivées
. < n . . . n
de & Jjusqu'a l1l'oradre EE + 1] (partie entidre de 3 * 1).
Nous commengons en donnant quelques définitiuns et le
théoréme d'interpolation des opérateurs, de Marcinkiewicsz
(voir Zygmund [1] ou [2]).
Soit h(x) une fonction ; considérons les nombres b ,
1 i b < o ’ et : y '] y > 0 .
Nous définissons Ey[h] = {xeR” | |n(x)]| > ¥y}

et nous désignons la mesure de Lebesgue de cet ensemble

par v(E#[h}) o

DEFINITION A.l.- L'opérateur de convolution T défini par :

fr— h = Taf est faiblement de type (a,h) s8i et seu=

lement si

(i) Tef est défini pour toute < dans ) Ao

(ii) Il existe une constante M telle que pour toute

reL®

b
; \,(Ey[h]) < (% fell,)

La valeur minima de M est la "norme faible" de T .




DEFINITION A.2.~ L'opérateur de convolution T est for=-

tement de type (a,b) si et seulement si

(i) Taf est défini pour toute f dans LZ

(ii) Il existe une constante M' telle gue pour toute

reL?

lInll, < wlel,

La valeur minima de M est la "norme"” de T ,

Dans ce dernier caé on écrit TELE et on désigne
la norme de T par Lz(T).

Remarques Un opérateur fortement de type (a,b) est
faiblement de type (a,b) (mais la réciproque est fausse)

et la norme faible est dominée par la norme forte.

THEOREME DE MARCINKIEWICZ.- Soient (a;,8,) et (a,,8,)

deux points d'un triangle, 0 < 8. < a <1 tels que

81 # 82 o« Supposons que l'opérateur de‘convolution T est

simultanément faiblement de types (£~ . i—) et (i— N l—)
, a 8 — a 8
» b 1l 2 2
avec pour normes faibles respectives Ml et M2 . Alors
pour tout (a,B) d'un segment ouvert, soit.
a= (1-t)a1 +ta, , B.= (l-t)Bl + t8, (0 <t <. 1)

T est fortement de type (% . %) et nous avons

(1-t)
1

fre ], <k M

i
Q
»

Mgl £

[an

-3 ]

2

K , fonction de al,ae,el,ez, t indépendante de . ,

est borné lorsqu'on fixe les deux points du triangle.

Ce théoréme, que nous ne démontrerons pas, non seulement



permet d'établir le théoréme des multiplicateurs de
HSrmander (voir HS8rmander [1]), mais il fournit aussi
une estimation de la norme, résultat que nous établirons
un peu plus loin.

Nous énongons tout d'abord le

THEOREME DES MULTIPLICATEURS.- Soit & L”(R") et

SUppoOsSoONs que IR'“'DafI2 2% < B
1 3 R
-?':R< I £ I <-2-R,

pour O < R <« , [a] <K ol K est le plus petit entier

strictement supérieur & %n » €t o B est une constante,

Alors pour 1 < p < @ , (fe.) applique continuement L?

dans Lp

L& encoré nous renvoyons & la bibliographie (HSrmander
[1]) pour la démonstration : l'auteur la fait en consi-
dérant des opérateurs agissant sur l'espace ¥ , mais b1
étant dense dans LP pour la norme 1’ nous obtenons
les mémes résultats pour oE(LP,LP) par passage & 1la limite :
TE Lg ° Nqué ferons cependant diverses remarques :

a) L: -‘Li » Par les théorémes 2,1, et 2,2, de l'article
de L, H6rmgnder qui permettent une majoraiion de v(Eyihl).
(f'*.) est faiblement de type‘(l.l) avec une norme majo=
rée par les dérivées de f jusqu'd l'ordre |a] > % .

g et Li(% # «) < cte B , d'aprés le théo-

réme des multiplicateurs.

b) (Fed)€EL

¢) L'application du théoréme d'interpolation permet

alors de majorer Lg(¥¢ +) par cte B et ol l'on peut,



en modifiant au besoin les constantes, remplacer B par

3 _\& ‘ n
I osee g0 avec |a| < [3+1]
Felxl<3

- - S ” v
Application & l'opérateur (& w o).

Une application immédiate de ces résultats établit
que ¢ ¥ . applique 1P dans LP et donc Li dans Li
pour tout k , puisqu'il s'agit d'une convolution. De

plus si N est le borne supérieure, pour lz] <2,

1
des dérivées de ¢ jusqu'd l'ordre |a| > 3,
v .
(#) 1B(ew.) cCW .
| y P(LP 1P P
De plus la norme de (¢ »,)€E (Lk,Lk) est équivalente,

pour tout k , & Lg(;* «) (voir cCaldéron [1] §7).

Application & l'opérateur d'intégration.

L'opérateur J est défini par

(I£) = y(2) ?(z) (voir définition 1.1.6.)

Soit fe€LY

ot = (x ¥w(x)?) = (n(x)F)
ol h(x) est homogdne de degré zéro pour |x| > p et est
borné pour |x| < p . On applique donc le' théordme des

_ N

9

multiplicateurs et T Jf e Li .

k k+l °

Done J applique t? aans L?
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