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Les notes recueillies ici ont été prises lune série de 

cinq conférences que Monsieur Alberto Calder6n a donnéea A 

l'Université de Paris en janvier 1966. 

Le temps dont disposait Monsieur Calderon dans ces confé­

rences était trop compté pour qu'il puisse donner les démons­

trations correspondantes des théorèmes énoncés, se contentant 

le plus souvent de quelques indications sur les méthodes de 

démonstration. Le rédacteur de ce cours a souvent développé 

ces indications désirant fournir un texte écrit le plus com­

plet possible. Comme Monsieur Calderon n'a pas pu revoir les 

épreuves de ces notes, celles-ci sont publiées sans que sa 

responsabilité se trouve engagée. 



INTRODUCTIOI 

Les Opérateurs intégraux singuliers, tels qu'ils ont 

été étudiés depuis une dizaine d'années (voir la biblio­

graphie), étaient définis par des noya-x k(x.t) homogènes 

de degré-~ par rapport à la seconde variable, n étant la 

dimension de l'espaces l'opérateur était défini par l'ap­

plication 

K : r -,. J k(x,x-:,) f(y) dy 

Le calcul sur ces opérateurs intégraux singuliers appli­

qué aux opérateurs différentiels ne permettait de tenir 

compte que de la partie principale de l'opérateur. Ensuite 

dans [6] et (a] il a été introduit l'alg~bre des opérateurs 

pseudo-différe~tiels. 

Ces conférences définiront un calcul précisé sur les 

opérateurs intégraux-singuliers permettant de tenir compte 

des termes d'ordre inférieur l celui de la partie principale 

dans les applications aux opérateurs différentiels. 

La définition des symboles sera très différente de 

toutes celles utilisées jusqu'l présents le symbole d'un 

opérateur Ken un point x sera un opérateur différentiel 

sur l'espace cotangent au point x. Cette définition rend 

peut-être plus difficiles les démonstrations des propriétés 

des opérateurs• miis étant plus riche elle donne de meil­

leurs résultats dana les applications. 
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Le premier chapitre contient la théorie des opérat~urs 

intégraux singuliers. On donnera d'abord (n: 1) la défini­

tion des opérateurs à l'aide des intégrales singulières 

et il sera montré le théorème (théorème 1.1.1.) très im­

portant pour la pratique affirmant que le noyau est déter­

m_iné de manière unique par la donnée de l'opérateur. Dans 

le nf 2 on définira l'algèbre des symboles comme algèbre 

d'opérateurs différentiels, tronquée à un certain degré, 

sur l 1 espace cotangent. Il sera alors (n~ J) possible 

d'établir le théorème fondamental (Théorème .1.3.1.) qui 

affirme que l'ensemble des opérateurs intégraux singuliers 

ainsi définis est une algèbre involutive et que l'applica­

tion symbole est un ~-homomorphisme de cette algèbre dans 

celle des symboles. Ce théorème permettra donc l'utilisa­

tion des symboles dans les applications. On terminera le 

chapitre (nr 4) en donnant quelques résultéts sans démons­

tration définissant les opérateurs sur une variété compac-

oo te C • 

Le second chapitre donne des applications. Le problème 

est de pouvoir inverser (dans un sens à préciser) les opé­

rate~rs intégraux singuliers pour poùvoir résoudre les 

équations; un problème voisin est celui de définir les 

conditions pour que ces opérateurs aient un indice. Aussi 

on étudiera d'abord des opérateurs ayant des propri,~és 

d'ellipticité qui seront données par le symbole. Ensuite 
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(n# 3) des conditions seront cherchées pour qu'un opérateur 

non-elliptique ait un indice. Ces résultats seront enfin 

(nf 4) appliqués au cas particulier oà l'opérateur envoie 

L2 dans 1
2

• Nous ser~ns amenés dans ce paragraphe à définir 
-1 

2 un symbole local qui est aussi un opérateur différentitl 

et permet d'étudier certaines propriétés d'un tel opérateur 

différentiel. 
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Jusquwau n° 4 du chapitre 1, nous considérons les 

espaces de Sobolev avec B entier et l < P < •• 

Pour s ~ O ce sont les espaces de fonctions de LP(Rn) 

dont les dérivées (au sens des distributions) jusqu•a 

l'ordre s sont dans Lp(Rn). Ils sont munis de la norme 

pour s < 0 -
• }: llnarll 

a~s P 

ce sont les duals forts des l l (- + - • l), p q 

Les Lp(Rn) sont des Banach réflexifs (voir par exemple 
s 

Calder6n [1] ). Ces espaces ont l'inconvénient d'empêcher 

souvent l'utilisation de la transformée de Fourier et 

d'obliger à trouver des démonstrations totalement diffé­

rentes de celles employées pour les H
8 

, mais ils per• 

mettent de plus nombreuses applications. 

Nous considèrerons ensuite les espaces 

est une variété C~ compacte. 

où vt 

Nous nous fixons une fois pour toutes deux entiers 

positifs ou nuls m et r. 

Les dérivées seront prises au sens des distributions 

lorsque ce sera nécessaire sans que cela soit précisé. 

Nous définissons la transformée de Fourier de r{x) 

par 

ftz) • f e- 2 iff(x,z)f(x)dx. 

No~3 notons la transformée inve1ae de Fourier de g par 

v g • 

Enfin nous posons 



CHAPITRE I 

OPERATEURS INTEGRAUX $INGULIERS SUR Rn. 

n° 1, DEFINITIONS. 

DEFINITION 1,1,le• Nous appelons 

continus de L~ ~ t!+j !:.!!i 

la classe d'o~~rateurs 

O ~ j § r+l et -m -r -1 ~ s ~ s + r+l ~ m + r + 1, 

Nous munissons A. 
J 

A e: ~j ==> Il Ali j • 

d 1 une norme ~ ~j 

Il A:f'II Pt s+j 

Il f IIP, s 

où 

Si 

T 
+ est l'ensemble de définition de s dot'lné plus haut, 

AE:..4. nous dirons qu'il est J-;améliorant. 
J 

DEFINITION .lol.2.- Nous appelons ~ la classe d'opé!.,!-m,r 

teurs K (dits opérateurs intégraux singullers) de la forme 

K • K
0 

+ K1 +,o,+ Kr+ S qui ont les propriétés suivantes 

où l'on définit kj(x,z) iar sa transformée de Fourier 

,: k.{x,z) = k.(x,z) = hJ.(x 1 z)(l-~;_(z)) 
z J J -

avec -
( i ) h.(x,z) 

J 
est une fonction homogène de degré -j en 

support compact comme fonction de x. 

( i i ) (l ~ lzl .i;; 2) 

uniformément en X et pour tout a tel !J,Ue 

1 Il 1 < m + 2(r+l) - j . soit hj(x,z)E: Bm+2(r+l)-j . -

z à 

2 
(Ln+(r+l) .. j ( l !, 1 z 1 !. 2)) 

(iii) ♦ ( z) € "" (!Rn) dépend 1 z 1 Co et ne que de • 
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et - o !. ♦ (z) < l " -
On dira S~J!. Kj eat de degré ~ • 

Remarques l.l,.lo 

a) Pour j • 0 • Ko • H
0

(l - +•> 
oil " ♦ est le Fourier inverse de ♦ • 

Ho est un opérateur intégral singulier déjà a,rini 
f 

Caldéron [2]' que nous appellarons ~l?érateur intéf!iral 

lier en valeur principale (en v,p.), c'est-à-dire 

H
0

f • v.p, fh~(x,x-y) t(1)d7 

o~ h~(x,z) • h
0

(x,1) et degré (h~)• -n • 

En effet 

dana 
. 

s1n15u-

k 0 (x,i) = h
0

(x,z) - h
0

(x,z) ♦ (z) o~ b
0 

est de degr, 

z6ro en z • On a donc bien 

Ko o a Ho • .. Ho [; * •] • 

b) tes Kj sont des opérateurs intégraux ordinaires 

(si hj(x,z) est de degré •j en z I hj(x,l) est de degrE 

r 
-n+j),et IKII• I ffKjlJ. • 

j•o 

c) La condition sur hj donne, dans le cas d'une équation 

aux dérivées partielles, les conditions de régularité sur les 

coefficients : b, est une fonction de x dérivable en x 
J 

(m+2(r+l)-j) rois et chacune de ces dérivées est une fonction 

de z de classe Ca avec a< Cf+ r + 1-j). Dans la démons• 

tration de la proposition 1.3.2. noua supposerons que 

m.+2(r+l-j} > no 

d) ♦ (z), qui permet de tronquer 

fonction définie indépendamment de 

toutes dans toute la suite du cours. 

hJ ~ l'origine, est une 

j I donn,e une rois pour 

e) Si l'on considère un.opérateur Ka:/+~ (et par 

denaité le résultat sera vrai pour Ka LP+ LP), 46tini par 

Kf • f k(x,x-7) t(y)dy 



tel que k(x.z) ait un support compact, 

on a triv~àlement k(x,z) ~ C(l + lzl2 ) 6 pour tout s réel 

et donc K est améliorant d'ordre quelconque. Donc une 

troncature de h{x,z) par une fonction à support compact 

ne modifie pas essentiellement l'opérateur. Cela nous 

permettra des identifications utiles par la suite, car nous 

pouvons néglige~ les opérateurs dont la transformée de 

Fourier en z du noyau est à support compact. Si K1 et 

K
2 

sont congrus modulo un opérateur (r+l)-améliorl'lnt 1 nous 

noterons K1 = K2 • 

Nous allons donner un théor~me fondamental pour expliciter 

les opérateurs intégraux singuliers 

THEOREME lclolo• 1.2.!, hj(x,z) sont déterminées de manière 

unique Rar la donnée de K. 

Pour montrer ce théor~me donnons d'abord un certain nom­

bre de définitions et de lemmes que nous établirons plus 

loino 

DEFINITION lol.3,- Un opér~teur integral singulier est 

"simple" si Kf = fk(x,x-y) f(y)dy avec k(x 9 z)=a(x)b(z). 

DEFINITION lolo4o• Nous appelons o-symbole d'~n=opérateur 

inté§ral sint"5ulier K de de e;z:,é zéro, oo(K), 

(Kf = fk(x 9 x-y) f (y) dy) la fonction h(x 1 z) définie Rar 

k(x 8 z) = h(x 0 z)(l-,(z)), homo~ène de de~ré zéro en z • 

DEFINITION lolo5c- Etant donnés K1 ,!l K2 de degré zéro, 

nous appelons self-produit de K1 .!l K2 l'opérateur in­

té§ral singulier K1 o K2 tel que 

o
0

(K
1 

o K
2
) = a

0
(K

1
) a

0
(K

2
) • 

LEMME lololo• Un opérateur intégral singulier de degré 

zéro est la somme d'une série d'opérateurs intégraux sin~ 

guliers simples de degrés· zéro : 
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-K • ï Am Km où Am f • am(x) f' (X) -m=l 
K f = k (x) * f(x) m m 

LEMME lelt2o• .§.i KlK2 définit le ;eroduit de com;eosition 

( au sens habituel) de deux opérateurs de degré zéro• K1o K2 • K1 K2 

applique cont,inuemen,l LP ~ tf 1 .!2.il, 

'tJ r €. 1P , Il ( K1 o K2 - K1 K2 ) rll ~ cll rjl 
·l 'p 

LEMME 1.1G3,. Un op,rateu~ K de degré zéro gui va conti• 

nuement de L~ .!!!l! L~+l est nul. 

Remarque 1.1.2. Ces deux lemmes sont vrais aussi pour des ~pé• 

rateurs en v,p. 

Supposons que K • K
0 

+ K1 +,,,+Kr+ S • 0 

et montrona que hj(x.z) = O pour tout j , 

~ . 
k,(x.z) • h,(x.z)(1-,(z)) lzl•J où l'on a posé 

J J 

h.(x.z) = h.(x 1 z) lzlj I fonction homog~ne de degré J J . 

zéro en z o 

Alors pour tout j 

Kj.• Hj [(1.- ♦ (z))lzl..,j]v* • 
oü Hj est un opérateur intégral singulier en v,p. dont le 

o-symbole est 

Par le théorème des multiplicateurs• de L, H5r~ander 1 

(voir annexe), nous savons que [<1-+(z)) lzl•.iJ\.. applique 

L~ et comme il s'agit d'une convoiution (qui donc 
J 

commute avec les translations), cet opérateur applique 

dans p 
Ls+j pour tout s (voir ~ 

[l]) et par exemple Calderon 

il n'envoie pas Lp dans p Par ailleurs Hj applique s L~+J+l • 
Lp 
• dans Lp pour tout 

s s • Donc lC j est j-améliorant, 



Soit alors j le plus petit indice tel que 

c'est-à-dire Kj ~ 0. Alors Kj = -(Kj+l + ••• + 

hj(x,z) = o, 
K + S) et r 

donc Kj j+l • 
• • f V Ù ( ( )J I z 1 • f, • Pour tout indice 1 • KI. • L H1 "1i* o tP1, • l•+ z 

N d ,, f' . l' ,. t "' ous e 1n1ssons opera eur x,,• par 

( X f. f )" = { [1 .. ! ( z )] 1 ! 1 •2. + ♦ ( z)} f • 
Alors ["11 -·x,.] *f = - ♦ ~ r est un opérateur améliorant 

d'ordre inf'in·i, 

(
V \/ .;_\ 

H. X•-tf• , • .,-
J J J 

( V )•l (V ./ V •l 
S X • * + H • X • -it-• "1 • ._) ( X • ,it-) 

J J J J J 

0 • 

Le théor~me est démontré. 

Etudions main·t;enant les il.emmes. 

LEMME 1.1.1.- Nous· ne donnons pas ici sa preuve car ce 

lemme est un cas particulier de la proposition 1,3.1, qu~ 

nous établissons plus loin. 

LEMME lol.2o• Puisque• d'apr~s le lemme précédent, on 

peut décomposer K1 et K2 en séries d'opérateurs simples, 

il suffit de montrer le lemme pour deux opérateurs ~imples 

K1 • A1B1 ~t K2 = A2B2 • c'est-à-dire 

K1 f • Ja 1 (x) b 1 (x-y) f(y)dy 

K2r • Ja 2 (x) b 2 (x-y) f(y)dy 

Alors K
1 

o K2 • K1 K2 ~ Al [A2 ,B 1] B2 où [A2 ,B1] • A2B1 •Bl A2 , 

Nous allons m9ntrer que [A2 ,B1] applique continuement 

LP dans Li• c'est-à-dire 

Vtt.LP • la!. [<A2B1 - B1A2 )r]11p!. cltlp. 
J. 

Or 
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Rappelons que 

(ii)) donc a 2 (x) est deux fois dérivable au sens habituel. 

Par ailleurs jbj(x-y)j ~ cjlx-yj*n 

i)b • 

lax~(x-y)i 
l. 

(j • 1,2 ) 

d 9 apr~s la d,com~oèÎtion de Ki (voir proposition 1.3.1. formule C•) 
Alors on montre sans ditficult, (Toir exemple Calderon ~] §8 

th,or~me 4 pour la marche de la d,monstration) que 

ll(a2Bl-Ble.2) !!. Il < c llt!P • 
l p 

Nous en déduisons que 

Il a!. < C - et donc 
l 

< C -
Le lemme est démontré, 

LEMME 1~1,3 •• Nous savons que K va continuement de 

dans LP • Supposons maintenant que pour tou~e f dans LP, 
a 

( l ) Il Kf'II l Pt 
< A - A est une constante. 

Soit h(x 9 z) le o-symbole de K • de degré zéro en z , 

Nous appelons G' la classe des o-symboles dont l'opérateur 

de degré zéro associé vérifie (l). 

Trivialement, ~ est linéair•• Après avoir ~ontré que ~ 

est un idéal de l'algèbre Q, des fonctions h(x,z) de 

degré zéro en z et satisfiisant aux conditions de la défi• 

nition lol,2oe nous prouverons que t;' est formé de l'unique 

élément nul (les conditions de régularité sur h permettent de 

voir facilement que ~ est une algèbre~ 

Soit h1 (x,z)tct et K1 l'opérateur associé, Alors d'apr~s 

le lemme lolo2, 

< 2 > Il ( K o K 1 - KK 1 > :r Il !. A Il r Il P 
Ptl 

(A d6signe diverses constantes). 
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De plus IIK1K tllPtl !. A 

(3) IIK1K tllP~l ,! A lltllp 

IIKrll 
Ptl 

et.. d'apr~s (l) 

• En appliquant (2) nous obtenons 

ll(KoK
1
)tll < A ltll (Nous mettons ·indit'téremment 

Pel - p 
K o K

1 
ou K

1 
o K car ils sont définis par le même o-symbole.) • 

Nous en déduisons que hh 1 (x,z) • h 1h(x.z)€ e • 'e est bien un 

idéal de Q, • 

Fixons alors x en un point x
0 

de an • Soit u une 

rotation de Rn autour de x
0 

• Nous notons 

fu(x) = f o u(x) ; hu(x,z) • a
0

(Ku) où Ku est 

l'image de K par la rotation u • 

Nous avons évidemment 

hu(x 1 z) • h[u(x). u(z+x ) - x J • Alors 
0 0 

a • - t . l),c: u. K f u u • [Kt] u • d'où nous obtenons 

\I K r Il • t < Kf' > Il • 1 Ktll < Ali tll • Ali r 11 
u u P,l u p,l Pal - p u p 

car la rotation conserve les normes, Donc si hé~ , alors 

pour toute rotation u • 

Supposons maintenant que h(x 01 z) ne soit pas identi­

quement nul en z • Il existe un nombre fini de rotations 

uk telles que, en prenant sur la sph~re de centre et 

rayon 1 1 une partition de l'unité 
GO 

C • associée 

à ces rotations en ùn sens évident, 

Soit alors 

L h (x,z) 
k uk 

a(x) t O 

"</ z , 

petit autour de x
0 

(de sorte que g(x,z) •O._., a(x) • O). 

Posons g1 (~ 1 z) • a(x) g• 1 (x,z) lorsque a(x) - 0 

• 0 lorsque a(x) = 0, 

Alors g 1€Q, et donc s1se-~-. Or g1g • a(x), 

Nous en déduisons : 



donc a(x) = 0 • ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Alors b(x
0

.z) est nul identiquement en z et puisque x 0 

est arbitrairement choisi• h(x,z) = 0 • donc K • O • 

Le lemme lola3o est donc démontré et le tbéor~me 1.1.l, est 
ainsi totalement établi. 

Donnons enfin une nouvelle définition des opérateurs inté­

graux singuliers. 

DEFINITION 1.1~6~- Nous appelons J l 1 opérateur (d'intégration) 

défini par sa transformée de Fourier 

(Jr)• = tJ,(x} f(x) où +(x) a les propriétés 

(i) ,J,(x)E: C
00

(1Rn) et ne dépend que de !xi 

(ii) tJ,(x) > o et tj,(x) • lxl•l pour lxl !. p (cf. défi­

nition l,lo2e) 

Alors d'apris le théorème des multiplicateurs (voir Annexe), 

J applique continuement t! dans L~+l et cela pour tout 

s puisqu'il s'agit d'une vraie convolution. 

De plus (Jk f)• = t/lk r et 

Ktf = (Ht Jt)f où Ht est un opérat.eur intégral sin­

gulier de degré zéro de o-symbole ~i(x,z). 
En effet i 

La fonction associée à K1 (cr. Définition 1.1.2.) est 

R, '\.I R, 
Celle associée à H1 J est hl(x,z)(l- ♦ (z)) w (z). 

Posons ~t(z} • ~t(z)lzl 1 
1 alors 

~i{l- ♦}~ 1 
• ~t(x.z)lzl•t~t(z)(l• ♦ (z)) où ~i(x,z) et 

itcz) sont homog~nes de degré zéro en z pour lzl ~ p e 

"' Pît(x,z) "' 1 +1 
Alors en posant hi(x,z) • t (h 1 (x,z) = h 1 (x,z) zl ), l (x,z} 
On a l'égalité1des fonctions associées à K

1 
et à H1 Jt , 

ces deux opérateurs sont donc égaux. 
Nous pouvons donc écrire les opérateurs de comme 

des polynômes d'opérateurs in'tégraux J avec des hypothèses 



de différentiabilité sur les o-symboles des coefficients 

avec 

r 
K = l Ht Jt + S 

l=o 

S € 4r+l 

et <ix)a h'1(x,z)€' t!+(r+l)-t (l ! lzl ! t) 

uniformément en x et pour lai < m + 2(r+l) - t • 

n° 2, LES SYMBOLESo 

Soit V un espace vectoriel réel de dimension 

soit l'espace euclidien IRk • m et r étant d .... ' eJa 

dans l'introduction, soit 1 > r + n 
2 un entier, 

n 

fixés 

et 

DEFINITION 102.1.- Etant donné un opérateur différentiel 

La .(x,z)(~)a, xE.IRk, z~V, tel que les a .(x,z) soient 
~ aZ ~ 

homogènes de degrés d . ( entiers non positifs) en z , 
- - a,1. ------------ -a C(. 

nous appelons poids du terme a !x,z)(-;-) le nombre positif 
a;. 11Z 

w: ·= 1 a 1 - d . • «,... a,1.-

Nous considérons les opérateurs 

que les soient des 

r 
w<r 

tels 

fonctions homogènes 

en z de degrés non positifs entiers d . , vérifiant a,i 

c.!...)8 
a . (x,z)E 1; +I 1 (l < ax a,i ~-w a -

et pour 1 8 1 .!. m-w a . E B a, i m-w 

lzl .!.U 
2 

(Lt-w+lal 
Remarquons que 

d'homogénéité de {et non de 

Dans B nous définissons la norme m-w 

uniformément en X 

{l !, lzl ,!. 2.)). 
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DEFINITION 1,2,2,- Etant donnée ·deux op~rateurs diff~rentie.le 

P1 il P2 définis comme ci-desuus 1 on définit leur produit 

comme le produit ordinaire de deux opérateurs dans 
1 

lequel on supprime les termes de poids > r. 

La classe d 1 opéra·teu.rs .ainsi définie sera notée 

On a alors la 

Proposition 1,2,la 

commutative o 

Preuve, 

t.f(r) est une alg~bre de Banach non m, 1 

• 

Il est tout d'abord évident que c'est une alg~bre non commu­

tative, 

Considérons le sous-espace vectoriel ;;:, 'opérateurs 

et i 

de poid& fixé w1 • la1 1 - d .. ~ r, a1 ,1 

Un tel espace est trivialement un Banach et ./Cr)• 'tm,-i ® E • 
:f' in i e Clt., • :L 

la somme étant topologique, 

,,,[Cr) est donc un Banach, 
m. t 

... 

Pour montrer que le produit est continu composons deux ,1, • 

• ments de deux L • qu,lconques: a,1 

r • a ( L ) a { 4•,. ( a ) • d ) az 
Q. b(L)B (d~(b) az 

I , a 1 
PQ • yla-yi 

y 
la formule 

de Leibniz, Il su:f':f'it alors d'icrire les normes pour 
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constater trivialement la continuité de la multiplication, 

La F~oFosition est démontrée, 

pas particuliers, 

l O
) r = O II Alors w • 0 et I a 1 • 0 • 

cf,(o) ést l'algèbre de toutes les fonctions homog~nes de 
m ,-t 

degré zéro en z et appartenant à Bm(L2 (l !_ lzl !_r)), 

2 °) Soit s < r. L'ensemble des termes de c.f(r) qui sont 
m ,.f 

sommes d'éléments de poids > s forment un idéal bilat~re -
18 de l'algèbre (la vérification est immédiate), Nous avons 

les isomorphismes 

et en particulier 

DEFINITION des symboles l.2,3,• Etant donné un opérateur 

K de ~ • nous lui associons un élément m,r . 

o(K)E R(r) de la manière suiv&nte 
'1.-m+2(r+1;,n+(r+l) 

r 
Soit h{x,z) • I h.(x.z) 

j•o J 
où les h.(x,z) 

J 
sont les 

fonctions associées aux K. 
J 

dans la définition 161,2, 

Nous développons h(x+u,z) en"série de TayLorqautour de 

x jusqu'au poids r 

h(x+u.z) = L 1ï ua(i"x)a h(x,z) + F(r,x,z,h)o 
1 w Î !_r a 

Nous remplaçons dans cette expression les puissances a u 

de u par et nous obtenons par définition 
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D' apr~s les hypothèses de différentiabilité, on v:éritie sans 

peine que 

a ( K ) € ..o( r) o~ m' = m + 2 ( .r+ l ) 
"Gm' ,.t' 

R.' • n + r + 1 , 

n° 3. THEOREME FONDAMENTAL, Théorème lo3,lo 

(i) &m r est une algèbre fermée pour l'adjonction, 
• 

qui est une i~volution continue, 

(ii) L'application K ~ a(K) est un *•homomorphisme de 

ffm,r ~ ct'm+2(r+l) 1 n+(r+l) • de noyau ,tjr+l 

(iii) Si K • ! K,+S , alors la norme de K. !!!!.!, ,,&j 
- j=o J J 

vérifie l'inégalité 

où la norme de a(K) est prise dans _./) ( , - C..Cm+2 r+l) 1 n+(r+l) 

Remarquec En général l'application a n'est pas surjective, 

Nous verrons plus loin (théorème 1,3,2,) une condition néces­

saire et suffisante pour qu'un élément de clm+2 (r+l)an+(r+l) 

soit un symboleo 

La démonstration v~ consister à développer chaque 

en série d 9 opérateurs simples (voir définition 1,1,3,) 

et à montrer le théorème pour de tels opérateurs, 

Pour allèger la démonstration nous considérerons que 

K. 
J 

K = K. 
J 

est un opérateur j-améliorant (0 ~ j ~ r) et nous ne met-

trons pas cet indice j e 

Proposition lo3o2c• Il existe une série d'opérateurs simples 

AqKq (AqKq t • Ja
4

(x) k
4

(x-y) f(y)dy) de degré j • telle 

~: 

l) I A
4

K
4 

est normalement convergente dans 4j • 
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2) t a (A K ) est normalement convergente dans {) n 
' q q - ~m+r+l,r+i 

et convergente dans cfm+2 ( r+l) ,n+r+l 

3} l A K est conver~ent~ dans o['.(L2 ,L 2 ), q q 

Et K = l A K • q q 

Démonstration. 

1.3.2.1. Développement en série de h(x 1z). 

h(x,z} est homogène de degré -j en z • Nous étudions 
'V 

= h(x,z) lzlj h(x 1 z) définie h(x,z) • c'est-à-dire sur 

la sphère r • {zl 1 z 1 = l} • Soit (1l_,.,) une partition 
\1 -- . ,,,, C de l'un1te 

v=À 
vert {'U."} 

sur r associée à un recouvrement fini ou­

de cette sphère tel qu~on puisse définir des 
v=l 

cartes ( ,(), f ) 
V \11 \1 où les sont des ouverts de n-1 (R et 

les 
00 

difféomorphismes Ô'\I 'U, f des C de sur • l-:OUS 

" " 
écrivons 

'\, 
les points de "' et soit 1 z 1 1. Pour tout z = 

" 
('Il h) f est développable 

,. . 
de Fourier (en " • 0 en serie 

\1 \1 

Pour v donné, (1l,"llh) o r-,, est une fonction périodique en 

chaque variable, nous considérons la plus grande de ces 

périodes,· soit w" 
supports des 'Y'lv • 

• et w = max w" • w dépend des 
v=l 1, .. ,À 

Nous en déduisons en renumérotant cr lqi( = 1 qj > 

'n h • ( (1\, h ) o f ) o 'lv \1 \1 

-l r = 
V 

(lzl = l} 
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En prolongeant 
V t (z) 
q 

à tout l'espace par homogénéité 

(de sorte qu'elle soit homogène de degré -j), 

l(L)a t"(z)I < c(lqlw)lal1z1-j-lal 
ôz q À -

Puisque h(x,z) = I h 'llv nous obtenons 
v=l. 

h(x,z) = }: lzl•J a"(x) t"(z) 
"•4 q q 

t a les mêmes propriétés que q 

nous avons 

Nous appelons A l'opérateur de multiplication par 
q 

a (x) 
q 

et K
4 

l'opérateur défini par 
... .... 

(K
4 

r) = t
4

(z)(l-~(z))t • 

1.3.2.2. Montrons que l A K q q 
est normalement convergente dans J .• 

J 

Nous voulons majorer Il A K Il _< C s ul I Da a ( x ) 1 Il K 11. • q q J
• q q x) a ~j J 

Si l'on pose l (z) = t (~) 
q 4 1z1 

(Kc/> ... = lq(z) [(1-Hz)) lzl-j r] • 

Puisque [(1-~(z))lzl-j]".-. est une vraie convolution et 

d'après le théorème des multiplicateurs (voir annexe et 

Calder6n [1]) • cet opérateur applique Li dans Li+j 

pour tout k et sa norme est bornée ind~pendamment de q, 

Majorons maintenant la norme de 

dans Lp " 
k+j • 

Par construction 
'\, m 
t est une fonction C 

q 
de z et donc 

d'après le théorème des mu~tipliaateurs 'l: €-mP ' ,.. ,,~ lorsqu. on 
q p 

désigne d'une manière générale par p' 
ffl l'espace des fonctions ''lp 

g(z) telles que icz) 'Ill;. soit une convolution de Lp dans 

p' "' Lp L 1) Finalement • " lt • applique continuement dans q k 
Lp 

k 
pour tout k et a la même norme dans ;f,(LP 

k • LP) 
k 
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que dans ci(LP,LP) (voir Caldèr6n [1]). Si [J+ 1] désigne 

la partie enti~re de ( î + l), soit Nq = su~ jDat I , 
1 a 1.!.Li+l] q 

ze.t 

Si l'on écrit L~(l;.,,. ,) la norme de cet opérateur dans 

l(LP,LP)• nous avons (voir Annexe, formule(*)) 

où C est une constante, 
00 

Il faut maintenant majorer L sup I a ( x) 1 N = "J', 
q=l X q q 

Nous savons que ('ll.,.,h(x 1 z)) o fv €'Bm+2 (r+l)-j (L!+(r+l)-j(\Rn•l)) 

et qu'elle a un support compact en 

u un compact de n-l 
~ , si et si 

son développement en série de Fourier est L 
l'application T : f ~ (aq{'qjk) de L!(u) 

continue. Nous en déduisons 

a t I alors q q 

dazù:1 

3 M tel que < M pour s = n + r + l-j 

Par ailleurs 
.. E: 

Par la relation de Cauchy-~chwartz nous obtenons 

Or 

donc 

r1a;1q1t1 ~ ila.~12 

ll41-(n-l)-2 & < C 

lql2t+(n-l)+2c 

(C étant une constante) 

la Se, r 1· e \' 1 av I I q I t t t l L q es convergen e orsque 

n + r + l-j, soit 

t < .!l!1 + r-j • 
2 

Finalement nous obtenons que la série 

est convergente, 

est 
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Remarquons que, 1, nombre~termes et tels que lal .!. j 

étant fini, on peut prendre le sup sur les a ou sommer 

sur les a ). 

Soit b (x) = l D~ a (x) N • 
q a q q 

Vues les conditions sur h(x,z) et puisque 

on a trivialement 

sup }:1Cfx)8 
b

4
(x)I 

X q 
< eo • étant continue, 

pour tout lel ~ n • 

Supposons alors que n = l , 

b (y) = b (x) + q q et donc si y est tel que 

l:r-xl soit maxim~m, 

sup lb (y)I < lb (x)I + r' lb'(t)I dt 
y q - q q . 

X 

et r sup I b (y) 1 < l I b (x) 1 + fy l lb'(t)I dt < +• 
q - q q X q q q y 

• 

On démontre alors par récurrence, en utilisant le fait que 

lei~ n • que dans l'espace à n dimensions 

r sup 
q X 

lb {x)I < • • q 

Donc l A K est normalement convergente dans ..1). • 
q q J 

l.3.2,3, Montrons que 

c(m+r+l,r+f 

t o(A K) est normalement convergente dans 
q q 

\' l a01 ..Ja z) 
a(AnKq) • , I (3 ) a (x) u J (-

1 
I o 

~ w<r a x q q z 

a ( A-K )~ _.#( r) t l 
Nous savons que q q ~ cem+2 (r+l),n(r+l) e que es 

séries dérivées par rapport à z du développement de h(x,z) 

sont convergentes dans i•(x 9 t) uniformément en x • les 

dérivées étant prises jusqu'à l'ordre f • D'autre part, 

d'après l'hypothèse, nous avons 

<h>13 
h(x,z)€" t!+r+l-j(t) pour IBI .!. m+2(r+l)-j • 
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Donc les séries de la forme 

r sup l<ix)8 a.q(x>I (i'z)Y tq(z) sont convergentes 
X 

dans 

pour 

hl 
Nous en déduisons immédiatement la convergence normale de 

l a(A K) q q d 1
, .0( r) 

ans espace ~- tt ntt • m ,~ où m" = m+2(r+l) 

t" • f + r, quel que soit le degré d'homogénéité -j 

de h(x.z) (0 ! j ! r) que l'on s'est fixé. 

et 

Nous en déduisons la convergence de l a(A K ) q q 
.P( r) 

dans c.,e " ,., • 
m •"-

Chaque a(A K ) 
q q 

appartient à l'alg~bre fermée 
_g ( r) 
t.C m" R. ' • 

(1' = n+r+l), donc l a(A K ) q q converge dans cette alg~bre, 

Il est de plus, évident qu'elle converge vers a(K)o 

l 3 2. 4 M t t A K t t d -"'( L2 , L2 ) • • • , • on rons que L q 
4 

es convergen e ans ~ 

Ceci est évident puisque la convergence normale dans ,&. 
J 

entraîne la convergence de la série, et cela pour tout p • 

1 d t . l . d "° ( L2 , L2 ) • < p < œ • one en par icu 1er ans ~ 

1.3,i,5. Montrons que K = IA K o q q 

Dans ot'(L
2

,L
2

) on a l A K = K' • q q 

Etudions le cas où h est de degré zéro en z s 

Si f 

tions 

et 

r 
f sont dans L2 (\ t 1 { un tel ensemble de fonc­

est dense dans t 2 ), et en appliquant le théorème 

de la conv~rgence dominée, de Lebesgue, 

A Kr= J e 2 iw(x,z) a (x) t (z)(l- ♦ (z))f(z)dz 
q q q q 

LA K f = I e 2 iw(x,z)h(x,z)(l- ♦ (z))f(z)dz 
q q 

d'où l A K f = Kf + S • K' où S est améliorant. 
q q 

Alors I A
4

K
4 

= K + S o Mais nous avons 

a(I AqKq) • a(K) 

Donc a(K+S) • a(K) e~ S est (r+l)-amélioran~. 
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Donc l A K = K • à un opérateur (r+l) améliorant près, q q 

La convergence est alors immédiate lorsque h est de 

degré -j • Les opérateurs intégraux singuliers appar-

tiennent à n ;f,(LP,LP) et puisque L~ est dense 
l< p<oo 

pour k' ~ k • on a finalement que l A K q q 
dans 

dans O'. m1 r • 

La proposition est démontrée. 

Revenons maintenant à la démonstration du théorème 

1.3.l •• Pour cela nous utiliserons les développements 

en séries définis dans la proposition 1.3.1. 

1.3.1.1. Le noyau de l'application a .!;.!.! -1r+l 

Ce résultat est évident. 

<:rm,r est une algèbre et a est un homomorphisme 

d'algèbres. 

Considérons les deux opérateurs 

A H q q 

B K 
q q 

et leur produit 

Nous définissons 

'Jie 'J'( = r 
q,q' 

A H B ,K , • q q q q 

ot' par la relation 

En explicitant ~ nous allons montrer que 

~ - 'l(:\tE /4 l r+ 

Pour établir cela nous ne raisonnerons que sur un seul 

terme de chaque somme : 

soient H dont le a-symbole est de degré -j • K dont 

= K 
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le a-symbole est de degré •k • A et B les opérateurs 

de multiplication par a(x) et b(x). Nous considérons 

que 

'le= AH et ~=BK 

Nous allons modifier les opérateurs pour que le nouvel 

opérateur produit soit de la forme ABHK, qui appar-

tient à de façon- triviale et dont on a finalement 

le symbole. 

En explicitant H on obtient 

Hf= 1/J * f où tt, • [tc 1 : 1 >tzl""j(l- ♦ (z))f' 

Nous définissons H' par 

H 'f = 1j, 1 'Ir f où lp' • (IJ! $)(X)• 

Al o ::s 
i • " 

(H - H')f = [HfzT>lzl""J(l- ♦ (z))] (l- ♦) • f 

No~s devons montrer le 

LEMME 1.3.l.- H-H'E Jr+l et UH-H' U < CN 
hr+l -

où 

ne dépend que de p et N = sup jDatl 
1 al.!.LftiJ 

1z!=l 
Soit 

Nous 

}Cz) = t(îiî> 
avons ~lzl-J~ L2 (~) n+r+l-j L • Nous en déduisons 

i!zl-j(l-~)€ L
2

+ +l .(B) où B est une boule n r -J 
compactê autour de l'origine. 

Alors A q [le l- ♦) 1 z ,-j1 E: L 2 ( B) pour 2q !. n+r+l-j • 

Le degré de cette fonction étant -(2q+j) assez loin 

de l'origine• 

C 



- 20 • 

si 2q + j-s n 
> -2 t 

Par transformation de Fourier nous obtenons 
·s 
D est une dériva• 

tion en x d'ordre s. 

Il est alors trivial que 

Ds{lxl 24 [l(1-+)lzl-jr'c1-+)} EL 2 (1Rn). Appliquons la déri­

vation D8 l ~e produit entre accolades 9 nous obtenona i la 

suite de raisonnements élémentaires 

lxl 2
q Ds{['i(1-+)lzl-jJ (l- ♦ )}€L2 (mn). 

De plus 
• " • <tJ 

D
8 {[l(1-+)lzl-JJ (1- ♦)} = D8 {['i(l- ♦ )lzl-J] }(1-♦) 

+ l Da{[~(l- ♦ )lzl-j]"} +a 
laT<s 

Ù • - ' o les +a sont des fonctions C a support dans une petite 

. "' couronne, Comme Da{ ['i(l- ♦ )lzl•JJ } E.L2 les fonctions sous 

le signe Î sont dans L1 , puisque la couronne est compacte, 

Soient ~a ces fonctions. Par la relation de Cauchy-Schwartz, 

il vient 

n 
2q > - • 2 

La première norme du second membre est bornée si 

Finalement : 

2q•s 

où nous appelons x(x) l'expression entre accolades. 

Si nous choisissons q • [½Cn+r+l-j)] (partie enti~re) 

nous obtenons 

s < 2q + j • ! • [~ + r + 1J , soit 
Remarque, Il existe une difficulté pour 
impair, mais elle n'est pas essentielle 

s !. r+l , 
n•l et (n+r+l-j) 

: il suffit par exemple 
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de travailler avec l'opérateur de dérivation dont la trans­

formée de Fourier est (l+lzl )q. 

Finalement nous obtenons 

pour s.::. r+l • 

llr ~ 
p 

Donc ( H-H' ) applique continuement Lp dans Lp 
s s+r+l 

pour tout s (car c'est une vraie convolution}. 

Il nous suffit donc de montrer que 

où ~• = AH' • 

Nous développons d'abord b(y) en série autour de x 

b (y) = l 1ï b ( x) ( y-x) a + r ( x, x-y) 
lat~r+l~k-j a a 

où b (x) = (~) 0 b(x}. Posons r+l-k-j = p • a aX 

Nous supposons k+j < r+l , sinon le problème est résolu. 

Nous définissons 1vopérateur H 
a 

par 

(Har)"' = D0 {'i(z)lzl-j (1-cp(z)) * i} f 

où 1 a 1 < P et 

Nous avons par ailleurs : 

a 

1 
QI 

soit encore 

H'B f = 

Bn définissant l'opérateur 

B f • b (x) f(x) a a 

nous obtenons alors 

B 
a 

par 

+ Jrcx,x-y) 

1/J ' ( x-y) f (y) dy 
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où Rf. l h ba I<y-x)0 ~•(x-y) f(y)dy + frcx,x-y)~'(x-y) 
lal=P 

f'(y)dy. 

Nous obtenons 

AH'BK = A( l 1,-B H )K + ARK lal<p a a a 
Nous allons alors montrer les deux lemmes suivants 

LEMME l.3o2.- ARK est (r+l)-améliorant. 

LEMME l.3.3a- a(i') 

si -
= a (AH' ) a (BK) 

LB H K 
at a a ;f, = l A 

1 a 1 <p 
Avant de montrer le premier de ces deux lémmes nous allons 

établir le résultat suivant 

LEMME 1.3.4.- Soit a0
T l'opérateur 

,êi T tl a aT J;l,PPliquent cont inuement 

,a )a (a )a 
'ai T-T âx • 
Lp dans 

s -

et I a 1 < m+k 9 ,_ 
alors T est (r+l-k)-améliorant 1 c'est-l~dire il anpliqu! 

continuement dans -m-r-1 < s < s+-:c+l < 

Preuve. Par hypothèse on a aaT: Lp--+ Lp 
s s+r+l-k 

-(r+l-k) !. s !. 0 e Soit g~L~-lal ; alors g
0 

et 

.,. P P t ( P) 8 etant dans L et L g = g + l - g 
s • o ISl!_lal ax 8 

par exemple Lions [1]). 

Tg = Tg + l 
0 lal.:~..lal 

D 9 apr~s l'hypothèse sur 

B • ls! !. lal, on a: 

Donc 

T E 1,P C Lp 
go r+l-k s+r+l-k-!«I 

-

,J; 
$ 

{·.roi r 
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(a 8T) € Lp CLP 6 B s+r+l-k s+r+l-k-lal 

Donc Tg E'. Lp et T : Lp ---e- Lp 
s+r+l-k-lal s s+r+l-k 

pour -m-r-1 < s < s+r+l-k < r+l-k. 

Soit d'autre part f~ L~+lal 

c L) a ( Tf) - T ( L )Q. f + ( a aT) f 
ax ax 

( a )a p 
T ÎX f e: Ls+r+l-k 

(aa'ijf€ L~+r+l-k 

Donc <!x)a(Tf) E L~+r+l-k • 

Finalement on a: 

T: Lp ~ Lp 
s s+r+l.;.k 

( 1 a 1 < m+k et 

pour -m-r-1 ~a~ s+r+l < m+r+l. 

Le lemme 1.3.4. est démontrl. 

-(r+l-k)<s<O) - -

Preuve du lemme l.3.2. Il suffit d'établir que R et 

a 8R sont (r+l-k)-améliorants pour -(r+l-k) ~ s < O et 

IBI < m+k • 

Nous notons 
... 

que fi r(x,x-y) 

Alors on voit 

a ~ r 8 (x,z) = (îi) r(x,z) et nous remarquons 

a a = ai r(x,z) - ai' r(x,z) où• z • x-y. 

sans difficulté que 

b a+ B f ( y-x ) a 1j, • ( x-y ) f { y ) dy+ J t ~ x , x-y ) 1jl ' ( x - y ) 

f( y) dy 

Puisque lai • r+l-k-j et que b{x) est dérivable jus-

qu'à l'ordre m+2(r+l)-k, alors a 8R est définie pour 

IBI ~ m+r+j et donc pour tout j et tout k fixés à 
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supposé k+j < r+l , sinon le problème est résolu). 

,•(x-y) étant à support compact. pour prouver la régu­

larité des opérateurs, il suffira de les considérer lors­

que lx-YI + O • 

Nous allons donc étudier le comportement de 

I = cL,a f r(x.x-y) 1j,, ( x-y) f(y)dy lorsque lx-y! + 0 
ax 

1 al < r+l-k et 1 B 1 < m+k t car l'opérateur défini par 

la première intégrale dans l'expression de (a 8R)f est 

trivialement (r+l-k)-améliorant. 

Nous pouvons introduire la dérivation sous le signe 

somme de I car nous allons montrer la convergence ab­

solue dans l'expression ainsi obtenue. 

' 

D'après la remarque faite au début de la preuve de ce 

lemme sur L r(x,x-y) ax et la formule de Leibniz, r.ous 

obtenons facilement 

L Cô [<:x)ô(fz}Y r,/x,z)]iji' + r 13<!/ 1 -t1J,'(z) 
ô+y=a ,Y 

où est une constante dans laquelle se trouve~t les 

coefficients de la forme l 1 TI, y!• etc ••• 

Alors I = J 1 + J 2 où 

= I c ô Y f [ ( ix' } ô ( iz) Y ra { x • z >l 
ô+y=a • 

1/1 ' ( x-y) f ( y ) dy 

1.3.2.1. Etude de J 2 • 

lJ!'(x-y) • O (lx-yl•n+j) 

1 f1 
(1-t)pb 0 (x+t(y-x))(y-x)a dt ëiï Q Q 1 p 
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où ba.B(x+t(y-x)) = <ix)8ba(x+tz) avec z = y-x 

donc 

puisque b a,a est borné. 

Alors ( )( a )a ·'·'(z) = 0 (jzl-n+r+2-k-lal). ra x,z rz '!' 

a) f6:Lp. Oria immédiatement 

IJ2 1 < œ pour lol < r+2-k 

b) f E. Lp , s > 0 • 
-s 

En remarquant que 
a <l r

0
(x,x-y) = .. · az .., ay r

8
(x,x-y) et 

que ,•(x-y) est 1 support compact, on peut écrire 

· a y a a'-y 
'+' ' { X t :z. ) (a;;} r B ( X t x-y ) (_ay) 

f(y)dy • 

en utilisant des intégrations par parties et la formule 

de Leibniz. 

l/,•(L) ra= O(lz!-n+r+2-k+i:x'-a-rl) 
ôy "' 

; mais 

ja•- ri peut-~tre nul, donc pour 1ml < r+2-k et l'opé­

rateur sera (r+l-k)-améliorant si s n'est pas nêg~tif. 

c ) f E Lp • s < 0 • -s 

Alors 

p 
L • 

où f et 
0 

f y sont dans 

a a a )Y r ( - ) 1/1 ' ( - . f ( y ) d;y s az. . ay y 

La première intégrale a déjà été majorée en a). ?our 

la seconde on peut faire plusieurs intégrations par parties 

et appliquer la formule de Leibniz. pour obtenir 
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Et donc IJ2 1 < œ pour lal < r+2-k-lsl • 

L'opérateur est donc (r+l-k)-améliorant si 

lsl < r+2-k soit -(r+l-k) < s < 0 • -
1.3.2.2. Etude de J 1 • 

On applique exactement la même méthode que pour J
2 

et on obtient les mêmes résultats. 

Finalement nous avons montré que R et aaR sont 

{r+l-k)-améliorants pour 1 a 1 < m+k et f é Lp avec 
s 

-{r+l-k) ! s ! 0. En appliquant le lemme 1.3.4., en 

remarquant que K est k-améliorant et que A est 

o-améliorant, nous obtenons que ARK est (r+l)-améliorant. 

Le lemme 1.3.2. est démontré. 

Preuve du lemme 1.3.3. 

I 
! a+a ! <p 

y<l3 
ô!_6 

Par ailleurs 

o ( AH ) cr ( BK ) = 
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soit en appliquant la formule de Leibniz 

1 l o(AH) a(BK) • l - -
la'+B'l~~•1 B'l 
Y, !_a, 

Nous faisons les changements de coefficients suivants : 

a' = µ' + v' - Tt a = a 

B' = T t (3 = u+ v- a 

y' = \) ~ - T t y = lJ + v- T 

ô = µ - a 

Nous obtenons alors 

a<~> = I 
a<T 

1 µ+vl <p [D'µh][D'"k.} 
T<µ+v 

a ( AH ) o TB K ) = l 1 
a b 

1 µ, +v, 1 <p T' 1 µ' llv '-T •)l µ '+v '-T' T ' 

Choisissons u' = u • v' = "• T' = î < V et montrons que 

les coefficients numériques sont égaux, soit 

( 
1 

)a 1 (µ+v-a)l = __ 1 __ 
- a l(T-a)l (µ+v--r)l(µ-a)l v I Tlµ l(v-T)l ; T < \1 

a<T 
soit encore 

l (-l)a T 1 (µ+v-a)I (µ+v--r)I = ; T < \) 
a l(t-a)I (µ-a)! v 1 u l(v--r)I -a!_µ 

a<T 
Pour montrer ce résultat nous allons utiliser des séri"'~ 

formelles, Calculons d'abord 
GO GO 

r r r 
µ=0 v=O t<V 

Un développement de Taylor donne d'abord 

Î cµ xµ = (l-x)-{v-T+l} 
u=O µ+(v-T} 
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Cansidérons alors la somme : 
00 " s = I l 

v=O t=O 

Posons v' = v - t 
00 

s = l }: 
t=O v '=O 

et nous obtenons 

1 
1-(x+y) 

.. .... 
1-yz 

puisque nous avotls le produit de deux séries géométriques. 

Nous calculons maintenant la série formelle obtenue 

en multipliant le terme de gauche par xJJ y" zt et en 

sommant . . 
00 CO " S' = r I r 

µ=0 v=O t=O 

Pourns µ-a = JJ t • t.;.a = 

00 

somme 

s t = r a · a 
(-1) (xyz) r 

a=O 

Soit alors 

S' = _;1,_ 
1-x 

t'=O 

"" r 
a=O 

I (-l)a Ca C" XJJ y" 
a<µ T µ+v-a ~.'t 
Tt • v-t = V t et arrangeons 

cl), 
t'+a 

00 

l -
t'=O 

(yz) t' 
00 

I 
v'=O 

et' (l..2.)t' ~ 
t'+a . 1-x l v'=O 

Finalement nous obtiendrons 

s' - 1 - 1-(x+y) 
1 

1-yz • 

Donc S' = S et nous pouvons identifier les termes, 

l'in~galité cherchée est établie pour t < v 

zt 

la 

Pour v < t ~ µ + v un calcul similaire mc~tre 

que tous les termes de a(ot) s'annulent. 

Nous avons donc l'égalité cherchée pour le~ indices 

simples, mais nous avons seulement utilisé la formule 

de Taylor et les séries géométriques (formellement), donc 

le résultat est trivialement vrai pour les multi-indices. 

Le lemme 1.3.3. est démont.!.§_. 
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Nous avons donc démontré que 

Nous en tirons immédiatement plusieurs conséquence,, 

l) 0- est une algèbre. m r 

et 

et l\,E: 0-m,r • alors 

~o ~€&m r • 
6 r+l E. ;{ r+l 

2) <r est homomorph-isme d'algèbre. 

l.3.l.3. (1 m r est fermée pour l'adjonct;ion et o(K*) = [o(K)]* 

Kf = a(x) • Un calcul élémentaire 

L'application f •if est définie par l'opérate~r 

AE~ • et .g-, [t(l-~)]"* g est définie par m,r . 

H 6 G' r • Nous avons K* = i A et m, 

o Ci> l l 
= lal!_r aÎ 

o(H} = "i(z) 

Alors 

ou encore 

cr ( K * ) = y { -1) 1 a I L! a (X) H z) r!(l = [o ( K) r 
.. · a a 

Puisque H et A sont dans o-m,r, K•~ am,r èt ü 

est un -11--homomorphisme. Il est enfin évident que 1 'ad-

j onction est une involution continuec 

Il ~este à montrer 
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Soit K • a(x}{(t(z)(l-♦ )t* .} 
de degré -j • 

avec t(z} homog~ne 

Vue la définition de llo(K)II donnée apr~s la défi-

nition 1.2.1. ( o(K)E ./. ) et la maJ·oration "1 m+2 ( r+l) ,n+r+l 

de K donnée dans la démonstration de la proposition 

l.3.1~• il éat évident que si llo(K)II converge vers 

zéro, ~Kj~j converge alors vers zéro. 

Le théorime fondamentai est établi. 

Nous all~ns maintenant donner une condition pour qu'un 

opérateur a soit un s7mbole. 

THEOREME 1.3.3.- ~ne condition nécessaire et suffisante 

pour qu'un opérateur ) J(r) 
O(X,Z f.°c,f; t al m , ... 

(m' = m+2(r+l) 

if = n+r+l) 

0-m,r • est que 

j = 
a 

o(x,z) ai":" 
J 

où i = ..r::ï 

Démonstration. 

Nous notons 

soit le symbole 

pour tout 

1, 2 • • • • • n on 

= +211'i [z j • ~] 

et [A,B] = AB 

d'un opérateur 

ait 

- BA 

a 
ôzk) 

• 

avec une définition analogue pour a-C• 
D J • 

Nous allons tout d'abord établir 
B. B 

• - 2~i D -cj • En effet : 

K de 

et 
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B • (B 1 •• •• • 

[z .• DB]r = -
J 

• Nous en déduisons 
8-E • 

D J f 

et le premier résultat est ainsi établi. 

Nous écrivons l'opérateur a : 

o(x,z) • 

en suppo'Bant 

l . !1 rJa[aa(x,z)~ 
1 al !_r-J 
pour simplifier que les a 

a 
sont homog~nes 

de degré -j en z (sinon il faut considérer les sommes 

de telles expressions). 

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que 

a(x,z) soit un symbole est évidemment que : 

3a(x,z) telle que 'va, lal<r-j, aa(x,z) = <i:x>aa(x,z) 

(nous ne parlons pas des conditions de régulariié qui 

J(r) ) sont acquises si a(x,z) est dans c-t , a, • 
m •«. 

Considérons l'expression 

a (x,z). 
a 

Si a est un symbole - a = a ( 1 a+E •-1 < ax. a a+t. J 
J J 

Dans ce ·cas nous écrivons la dérivée formelle de 

rapport à X• : 
J 

a 
îx.' 

J 

o(x.z) :s }: 

lal!_r-j-1 

r-j) • 

a par 

Remarquons qu'il n'y a pas de terme complémentaire car 

nous dérivons dans _,Cr) et nous considérons donc r-im',.t' 

que a
8

• o pour !el > r-j • 

En posant 

a 
ax. 

J 

soit encore 

nous obtenons 
~ 18.t. 
B 1 D J 
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en utilisant la formule (1.3.3.1) et en remarquant que 

(z. • D0
] = 0 • 

J 

....L. ·a = + 2'11' i [z. ,a] • ax. J 
J 

Finalement 

Réciproquement si cette égalité est véritiée, alors pour 

tout a , lal < r-1 , a =~a , d'où l'on déduit 
- a+E. aX. Cl 

J J 
l'existence de la fonction a(x,z) telle que 

~ (l 

aa(x,z) = (ax) a(x,z). 

Le théorème 1.3.3. 

Remarque. Etant donné 

est établi. 

, n 
uE:.T (lR ), nous savons qu'on 

X 

pe~t considérer z comme un vecteur de 

cotangent en x à ~n • Alors si nous définissons la 

forme linéaire t (z) = <u,z> u . et si <do , u > dé-

signe la dérivée (formelle) de o dans la direction u, 

la condition de la proposition s'exprime 

V u ~ T , < do , u > = + 2 ,ri [ R. u ( z ) o - o R. u ( z ) J . 

n° 4. OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS SUR UNE VARIETE 

CO 

COM?ACTE C 

Le symbole d'un opérateur intégral singulier K est 

~ opérateur différentiel 

a 
opérant pour chaque x sur les fonctions de z • On 

peut considérer l'espace tangent à IRn 

point x • et l'espace cotangent au même point 

4ui est isomorphe à m0 
• 

au 

~(K) est pour chaque x un opérateur qui appartient 

à Jl_('r) {T!(~n». ce qui définit la ,-téiularité en x. 
m, • t' 
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Si l'on trouve des expressions invariantes par 

difféomorphismes, il est naturel d'étendre la défini­

tion des opérateurs intégraux singuliers et des symboles 

aux variétés. 

1.4.1. Théorèmes d'invariance. 

deux ouverts de mn , , un difféomorphisme 
(D 

C de 

sur o-
1 1 ♦ une fonction C 

(D 

à un support compact 

contenu dans &
1

• Il est alors possible de montrer le 

THEOREME 1.4.1.1.- Etant donnés K1 &1 , ~ 2 , b et ♦ 

définis ci-dessus, il existe un opérateur B de (o/m•r{mn) 

à support dans &2 • tel que 

( ♦K ( ♦ f) ) o ô = ( ♦ o ô ) B ( ( ♦ f) o ô ) 

Remarque 1.4.1.1. Ce résultat exprime que localement 

o-m·r{IRn) est invariant par difféomorphisme. 
t 

Remarque 1.4.1.2. Si ; 1 et +2 sont deux fonctions 

de c:(~n) à supports disjoints• f 1 K ♦ 2 est un opéra~ 

teur (r+l)-améliorant. 

En effet . o( ♦ 1K ♦2 ) = o( ♦ 1 ) o{K) cr ( +2) . 
r 1 a a 

D'a Or a ( +1) = ar <ax> '1 

• r 1 ô a 
D'a a ( +2) aT <ax> •2 

sont définis sur T~(~n) mais nuls respectivement en 

dehors de T* (C' 
1

) et '11"( 1)-
2

) . en dési gn.ant par o
1 

et 

~
2 

deux ouverts disjoints contenant les supports de 

+1 et +2 " 
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Nous en déd~isons immédiatement que 

o-( ♦ 1K ♦ 2 ) • 0 · et donc l'opérateur est (r+l)-améliorant 

THEOREME 1.4.1.2.- ·soient c,-
1 

et o-
2 

deux ouverts de m0 

CIO 

c5 et ô' deux difféomorphismes C ~ 0-2 sur o-
1 

ayant un contact d'ordre (r+l) (les dérivées coïncident 

jusqu•à· l'ordre r) !:.B. x
0

, point quelconque de &2 • 

Soient K et ♦ définis çomme ,précédemment, 

B .!,1 B' étant les opérateurs définis par 

(♦ K( ♦ f)) o ô = ( ♦ o 15) B(( ♦ f) o ô) 

( ♦K ( ♦ f ) ) o 15 ' = ( ♦ o ô t ) B' ( ( ♦ f) o ô • ) , 

alors les symboles de ces deux opérateurs sont égaux 

a(B)(x) =·a{B')(x) 
0 O 

Le résultat est trivial lorsqu'on part du théor~me 

2,2,1, et que l'on considère que les symboles sont de 

poids r. Les symboles de B et B' sont liés par des 

relations faisant intervenir les dérivées de ô et 

ô' jusqu'à un ordre inférieur ou égal à r. 

1,4,2, Définition des opérateurs intégraux singuliers sur une 

variété 
Cl) 

C compacte de dimension n a 

Etant donnée une telle variété~ , soient les 

espaces Li(4.) (l < p < CIO 

définition voir par exemple 

rateur continu de L~ c)t) dans 

vérifiant 

et 

Seeley 

L~ (Jl) 

-CIO < k < +co) (pour 

[1] ) • Soit K un 

pour tout entier 

leur 

opé-

-m-r-l < k < k+r+l < m+r+l, Soit (U.,6.) une famille - - - l l iSI 
de cart.es à.e rJ{ et ( ♦~) une famille 

1 iEI 
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OIi 

de fonctions telle a que pour tout i , 41.i_ e C
0 

(Ui) • 

Nous pouvons alors donner la 

DEFINITION 1.b.2.r.- L'opérateur continu ~ de 

dans - Lkp, 4ll,) est un opérateur .de (}' (J{) si et 1eule• 
---------- m,r 

ment si, pour la famill• (u .• 15.) de cartes et.la 
----------~-----------·- l l i6I 
fa.mille ( • ) de fonctions associées 1•0.nérateur B 

"'i ie:.r -• 
~fini par 

'tJ iE:I 

't4 ·r~·L~(~) 

est un opérateur de 

pendante de la famille de cart~a choisie ainsi que des 

♦• • 
1 

l.4.3. ~tude des symboles. 

Consid~rons les espaces tangent et cotangent T~) 

et T*<J/,} à la variété ~ompacte de dimension n 1 4 • 
Notons •'Jr(J(,) • lJ 5r~) le fibré de tous 

X X 

de difféomorphismes locaux de Tx~) d~ns 

les r-jets 

qui 

transportent ox • origine de Tx (c,{) • en x (nous iden• 

tifions les difféomorphismes qui ont un cont~ct d'ordre 

) ,. ,. Jtrx'U) r+l • Soit px un element de J ~~ et considérons 

de deux difféomorphismes 

ont un contact d'ordre r+l en x • Alors 

un difféomorphisme de Tx <J{) dans lùi.,;,mame qui a un 

contact d'ordre r+l a.,,.e-:; l'identit6 à l'origine 0 

Soit K un op,rateur de fYm,r(,//). Le symbole de 

15 . 
2 

est 

X • 
K 

est une éeetion de classe cm+r+2 du fibr, localement 
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trivial Dift(T•(vf)) des op~rateurs différentiels 

agissant pour chaque x sur les fonctions définies 

sur T!~) • Dans une carte de vf • a (K) se lit comme 

le symbole de l'opérateur B • image de K sur la carte. 

D'après le théorème 1.4.1.2. l'expression dans les coor• 

donné~s du symbole de K • qui par construction dépend 

du difféomorphisme 6 envoyant Tx(v() • ~n dans .J,,,{_ 

localement, ne dépend que de px • et non pas de 61 

et 62 éléments de px. 

Le symbdle n'est pas invariant mais ne dépend que des 

éléments de 'jr (Jf,) • 



CHAPITRE II 

APPLICATIONS. 

n° l. INTRODUCTION. 

Soit c.,t une variété compacte 
œ 

C de dimension n. 

Nous notons A l'opérateur de différentiation fraction­
l/2 

naire habituel, écrit formellement A= (-A) où A 

désigne le Laplacien. 

Si P(x,D) est un opérateur différentiel ordinaire 

d'ordre k et à coefficients dans Cm+2 (r.+l) (~n), il 

existe K dans c,-m,r(mn) tel que 

P(x,D) = K Ak • 

Les critères de solvabilité des équations intégrales 

seront donc utiles à la théorie des équations aux déri­

vées partielles. Nous étudierons alors la possibilité 

dfinverser les opérateurs K • dans un sens à préciser 

et les conditions pour que K ait un indice, ce qui 

est évid•mment lié à la question précédente. 

Nous appliquerons enfin nos résultats au cas d'un 

opérateur allant de 

dans L2 
o 

(espace à définir exactement) 

Dans tout le chapitre nous posons m9 = m+2(r+l) 

1 9 = n+r+l 

n° 2. OPERATEURS ELLIPTIQUESe 

DEFINITION 3.2.1.- Nous appellerons q-symbole de K 
. 1 

l'opérateur a
4

(K) déduit de a(K) en annulant tous 

les termes de poids strictement supérieur à q ~ 
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DEFINITION 3.2.2.- L'opérateur K est "elliptique" si et seu-

lement si sono-symbole o (K) 
0 

est strictement positif (il est 

évident que o (K) 
0 

est une fonction) : 

a (K) > & > 0 • 
0 -

Nous avons alors le théorème fondamental d'inversion d'un 

opérateur : 

THEOREME 3;2.1~~ Si l'opérateur 

o(K) a un inverse dans ~~;~ 1 , 

rateur K1 de ~ tel que : 

K !!..., crm.r est elliptique 1 

qui est le symbole d'un opé-

m•r 

(i) o(K
1

) a(K) • l 

( ii) K l où € A Kl = + R R ~r+l 
(iii) K est un opérateur à indice, de Lp dans 

k -

Nous rappelons qu'un opérateur K a un indice X(K) si son 

noyau est de dimension finie et son image de codimension finie. 

On a alors 

x(K) a dim Ker{K) - dim coker(K)(l) 

Avant d'établir le théorème nous allons montrer trois lemmes. 

Dans les deux premiers nous étudions un sous-ensemble A de 

L~{~) pour affirmer qu'il est compact. Il suffit alors de 

considérer A dans les cartes, ou·que L~{cj) est l'ensemble 

des fonctions de dont le support est contenu dans un 

compact fixe Jl de IRn ; cela permet d'utiliser la transla­

tion sans difficulté et donne un sens clair aux deux énoncés. 

LEMME 3,2,l, Si A est un ensemble borné de distributions ----------
dans Li+l ~) {k entier quelconque) et si Th désigne l 0 opé­

rateur de translation par h , alors pour ♦' A (th ♦ • ♦) tend 

vers zéro dans L~(r~) uniformément par rapport à ♦ ~ A• 

lorsque h tend vers zéro, 

(l) cf: Exposé n° 12 de [4), par Griavard 
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Démonstration. 

Nous la ferons en divisant en deux cas : 

a) k ~ O • Alors 

où 3 t+t. 
(îx) l. = 

3 3 R. 
îx." <ax> 

l 
vecteur h et C = C ( n) 

voir par exemple Schwartz 

Nous en déduisons que 

Il Th ♦ - ♦ ~p,k < clhl -

3 
t+c. 

11 <ax> 1 +Cx)I 

et lhl est la longueur du 

pour une telle inégalité• 

[1] tome II). 

Il ♦ llp ,k+l 

' ou C ne dépend que de la dimension n de l'espace. 

Comme A est borné nous obtenons finalement 

b) k < 0 • Nous allons raisonner par dualité en 

p 

nous appuyant sur le fait que L~ est réflexif pour tout 

k dans Z • Alors pour tout k entier les pôlaires des 

voisinages de zéro da~s L~ forment un système fondamen.:: 

tal de parties bornées du dual L4 cl•+ 1 = l) et réci-
-k p q 

proquement(l) Pour simplifier la r€dac-

tion nous dirons qu'une partie bornée est le pôlaire 

dwun- voisinage de zéro au lieu de dire qu'elle est conte­

nue dedans, et de même pour les voisinages de zéro. De 

plus Lp 
k est le dual fort de Lq 

•k 
pour tout k entier, 

et Lp 
s 

est dense dans Lp 
s-s' 

pour tout SV positif 

ou nul et tout p (1 < p C CD)• Nous pouvons voir ces 

(l) Voir Bourbaki : "Espaces vectoriels topologiques" 
tome II. Chapitre IV. S 3 (Paris, Hermann, 1964) 
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correspondances aur le diagramme : 

C: • 

où les r1aches horizontales sont des injection• continues 

et les fl~ches verti~ales mettent en correspondance 

chaque espace avec son dual. 

Soit maintenant A un .borné de 

montrer l'affirmation suivante : l "' V( 0 ) C: L !k-1 • 3 .• > 0 
( .. ) 

lhl .! & -> (Th ♦ - ♦ )€V 

où V(o) est un voisinage de zéro. 

V(o) est le pSlaire d'un borné w 

propriété C•) peut s'écrire : 

L4 • Noua voulons 
-k 

tel que 

'4f ♦ €A • 

de 
p 

Lk+l donc la 

borné• 3 .e > 0 tel que 

Remarquons alors que : 

sup l<Th♦- ♦• t>j ,!l 'd ♦ CA 
t6W 

et d'apraa le résultat obtenu pour k > 0 - et puisque 

LP • nous .k 
w borné C,.ans 

avons : 

est aussi borné dans 

3 & > 0 tel que 

t) 4!V' 1 ~ t€W • 

Ceci es1ï en particulier vrai pour v• • A0 (A0 ••t 
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le pSlaire de A)a alors il exiate c > O tel que 

pour I h 1 < c • pour r € W et ♦ EE A quelconques 

sup I< t_h t·- t • ♦ >I ~ l 
f€W 

et en appliquant l'égalité (I) la relation C• *) est 

Le lemme est démontré. 

Nous donnons comme.second lemme l'application du tbéo~ 

rème de Rellich à notre problème. 

LEMME ~,2;2. Une condition nécessaire et suffisante 

;t?OUr g,u•un ensemble A de fonctions de Li (Jl) !ili 
relativement compact dans L~ (Jl) est que A soit borné 

dans L: (J.l) et g,ue (th ♦ - •> tende vers zéro dans 

Li (J/,) uniformément par rap;eort à • dans A • lorsque -
h tend vers zéro. 

Ce théorème est classique, nous n'en donnerons pas 

la démonstration• mais nous ferons la 

Remarg,ue 3.2.1. La compacité de Jt a permis de supprimer 

la condition d'approximation sur A par multiplication.· 

De plus les Li sont des Banach réflexifs invarian~s 

par translation ce qui permet de remplacer l'approxima­

tion par convolution à l'aide de l'approximation ·par 

translat io·n. 

Donnons enfin un troisième résultat : 

LEMME 3.2.3. Soient deux espaces de Banach E et F. 

Soit u € et( E ,F) • Une· condition nécessaire et suffisante -
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pour que u admette un indice est qu'il existe 

vêci(F 1 E) telle que (u o v - lF-) et (v o u • lE) 

soient des opérateurs compacts. 

Rappelons qu'un opérateur est compact s'il applique 

un borné dans un relativement compact. 

Démonstration. 

Il est facile de voir qu'un opérateur u de 1(E 9 F) 

a un indice si et seuiement si il existe v dans 1(F 9 E) 

telle que (u o v - lF) et {v ou - lE) sont de rang 

fini. Par ailleurs un opérateur de rang fini est compact 9 

ce qui établit la nécessité de la condition. 

Un théorème classique de F. Riesz affirme que si 111 

est un opérateu~ compact d'un Banacn E dans lui-même 1 

alors (lE + w) admet un indice. Nous avons par ailleurs 

Ker u CKer(v o u) • Ker{lE+w) si l'on pose 

W •VOU• lE 

Im{lF + w') • Im(u o v) ::> Im u si l'on pose 

w et w' sont par hypothèse des opérateurs compacts 

appartenant respectivement à .t>{E 9 E) et. ot'(F.F). Nous 

en déduisons que dim(Ker u) èt dim (Im u) sont finies. 

Il en est-trivialement de même pour v. 

Donc u et v admettent chacun un indice, la condition 

est suffisante. 

Le lemme 3.2.3. est établi. 

Nous pouvons maintenant donner la preuve du théorème 
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Supposons qu'il existe Kl dans 

K K1 • l + R • R~ ,..dr+l ( i) t 

a(K) a(K
1

) =· l ( ii) t 

et que (i) et (ii) sont vérifiés. 

Etablissons le iii. Nous considérons les deux opérateurs 

K et K1 agissant sur LP (qui c~ntient tous les 
-m-r-l 

espaces L~ considérés). R est continu, donc borné et 

d'après les lemmes 3.2.1. et 3.2.2. ciest un opérateur 

compact. Alors (KK1 - 1) · et (K1K - l) sont des opéra~ 

teurs compacts et d'après le lemme 3.2.3. K et K
1 

sont 

des op,rateurs l indi~e. Le (iii) est établi. 

Etablissons (i) 1 (i)', (ii) et (ii)'. 

Il s'agit d'abord d'inverser a(K). 

Nous allons expliciter un opérateur différentiel o(K1 ) 

tel que ~(K) ~(K
1

) = l • Après seulement nous montrerons 

(ii). Nous supposons que 

o (K) • et nous posons 

r 
w<r 

et nous allons calculer les valeurs de ses ~iverses compo• 

santes homogènes. Alors pour tout opérateur K nous ap~e­

lons symbole de poids p de K l~opérateur 

Remarquons que cette définition est différente ,de celle du 
\ 

p-symbole (et n'est pas invariante). 

Alors d'après la définition du poids w • 

t 
p+q 
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Si nous désignons pour tout p et tout q 

symbole de poids p de K et ai le symbole de poids 

q de Kl • nous obtenons 

·a(K) (Kl) 
0 0 

[a~ 
1 1 o] r opaq = a al+ 01 + a o a 1 + ••• + 

0 p+q=r o l 

Il nous reste à calculer de proche en proche les composantes 

homogènes aq de 
1 

o(K
1

), étant données les composantes 

a~ de a(K) et sachant que_ o(K) a(K 1 ) • 1, 

Alors puisque a0 = a (K) > c > O, 
0 0 -

a) 0 1 
al = - 0 a 

01 0 

b) 0 1 + 1 0 
0 soit 1 1 01 ao 0 

ao al ao 01 = • al = - - = -0 0 1 (ao)2 a 
0 0 

Nous que 0 ( i 0, 1) est fonction alors remarquons a. = une 
J. 

que a~ {p > 0) est un opérateur (c'est pourquoi nous 
l 

étudions o(K) a(K
1

) ici et non pas a(K
1

) a(K)). Nous 

allons montrer par récurrence qu'on peut calculer 

en foncti~n des a! (i = 1, 2, •••• r). 

Cette propriété est vraie pour p = 0 • Supposons la 

vraie pour p !. q-l • Alors 

aq 1 r OR, R,' 
R, > l R,' > 0 • R, + 9.' = - al = q 

l 0 0 - • -ao 1 1 1' 

Puisque R, !_ 1 Il et s'exprime en fonction 

des i q a
0

; il en est donc de m8me de a1 • a(Ki} étant défi-

ni, l'opérateur K1 est défini à un (r+l)-améliorant près 

et 1von a les propriétés 

( i' ) KK1 • l + R' avec 



En effet l est le symbole de l'opérateur identit, de 

crm.r et pour avoir (i') 

théorème 1.3.1. 

il suffit donc d'appliquer le 

Montrons mhintenant que K1 K = 1 + R • R G: 4r+l • 

Le terme de poids zéro de a(K 1 ) 

o{K 1 ) a(K) = 1 + L 

est 1 
- • Donc 0 
ao 

où L est de poids supérieur ou égal à l • 

Il est évident de plus que tout opérateur différentiel 

de poids w !. p qui est un symbole est le symbole d'un 

opérateur de Àp • et aussi L est évidemment un symbole• 

delui de (K1K - 1). et donc Lp = L. • .L {p fois) est 

le symbole d'un opérateur de A • p 

Nous baserons notre preuve sur les relations suivantes 

(triviales par le théorème 1.3.1. et (ii')) 

[ a ( K l K ) ] 
2 = a ( K l ) a ( KK l ) a ( K ) = a ( K 1 K ) 

[a(K
1

K)]m = a(K
1

K) 

soit (l+L)m = l+L (en tant que symboles) pour tout m ~ l 

entier où l'on a posé 

de suite., 

Comme pour m = r+l, Lm a un poids w ~ r+l • c'est le 

symbole d 9 un opérateur de ' ✓Jr+l et donc L r+l = 0 Il • 
est dtautre part évident que LP est une fonction linéaire 

de 
r+l 

L • Donc L = 0 et a(K 1 ) o(K) • l •Onen déduit 

trivialement que K1 K = l + R • R Ca: Âr+l • 

Les propriétés (i) et (ii) sont établies. 

Le théorème 3.2.1. est démontré. 
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n° 3. Opérateurs dont le o-symbole s'annule en un point. 

Il existe tel que a (K) (x ,z ) = 0 • 
0 0 0 

Nous allons chercher des résultats plus faibles, c'est-à­

dire des conditions pour que le noyau de K soit de dimen­

sion finie, ou que son image soit fermée, qu'elle soit de 

codimension finie. Nous restreindrons aussi le domaine 

de définition, en imposant à l'image d'être dans 

Les conditions trouvées ne dépendront que du symbole 

d'ordre r puisque la différence de deux opérateurs 

d'ordre r ayant même symbole est régularisante d'ordre 

( r+ 1) • 

Nous trouverons des conditions du type suivant 

Il Kfllp .!. cl u.Jrl'llp - c2 Il Jr+lfl(p 

où Jr est l'intégration d'ordre ra 

De façon pré,~ise 

-Soit 

tel que 

A un opérateur de tel qu~il existe 

o
0

{i) (x ,z ) = 0. Nous le restreignons au do­o 0 

maine muni de la topologie induite par Lp 
k 

3J = { f 1 f € Lp -· p . A.f<;, Lk+r} k t 

et nous app,elons A la. restriction de i à ~ • 
p p 

Lk+r est dense dans Lk, 

donc ~(A) es\ dense da1l! L~ , ce qui permettr_a de définir 

l'opérateur adjoint. 

Remarque 3.3.2. A est un opérateur fermé. 

En efftsit 

BoU, une sui te (f) qui converge vers 
n n 

f dans 
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et telle que (Af ) converge vers 
n n 

g 

dans 

dans p 
Lk+r • 

A 

Af 

Alors {Afn)n converge vers g et puisque 

est continu de 

dans 
p 

Lk • Alors· 

dans 

Af = g 

LP , (Af ) converge vers 
k n n 

dans LP et puisque 
k 

g e LP c. Lpk • on a finalement Af • g • k+r 

Nous pouvons alors donner les résultats annoncés. 

THEOREME·3.3.1.- Etant donnés A défini ci-dessus et les 

trois affirmations suivantes 

a) Im(A) est fermé dans 

b) Ker(A) est de dimension finie 

c) LP est de dimension finie. 
k+r;im(A) 

Alors 

(i) Si a) est vrai pour A I il est vrai pour A~. 

(ii) La conjonction des propriétés a) et b) est 

équivalente à 

à 

3 c
1 

> o et c
2 

> o tels que 

IArtt P ~ c1 Uftt P - c2 ~rH 
Lk+r Lk L~-r 

(iii) La conjonction de a) 1 b) 1 etc} est équivalente 

] c
1 

> O et c
2 

> O tels que 

c~> est vérifiée et 

- c2 Il f Il q 
L-k-r•l 

Démonstration. 

Posons Ker(A) = J'tA) o 

La propriété (i) est un résultat ela~sique d'analyse(l) 

(l) Voir Dunford et Schwartz : "Linear operators" Part 1. 

Chapitre 6 9 § 6 (New York Interscience Publishers, 1958) 
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Montrons le (ii). 

(iia)• Supposons qu• <•> est v~rifi~e et montrons 

que J"(A} est de dimension finie, 

Soit f€clcA). Alors de (11) on d~duit 

c1!rn ~ c2 Ir~ ,_ Lp Lp 
k k-r 

Mais par ailleurs on a toujours 

donc les deux normes sont équivalentes dans J/èA). De 

plus d'après les lemmes 3.2.l. et 3.2.2. l'injection 

de LP dans 
k 

( r ) O} est complètement continue. 

Nous en déduisons que la sphère uni té de Jf( A) 

est compacte dans 

sion finie. 

Lp • donc ,/(A) k-r est de dimen-

(iib). Supposons que (♦) est vérifiée et montrons 

que Im(A) est fermé. 

,/(A) étant de dimension finie et :[)(A) localement 

convexe séparé, il existe un supplémentaire topolo­

gique c/{A) de rf(A) dans J>(A) ; ,y, (A) est fermé. 

Soit ( f ) • une sui te de fonctions de cJ'' (A)• telle 
n n 

que la suite (Af) converge vers 
n n 

g dans 

Nous allons montrer qu 9 il existe 

que Af • g. 

f dans Lp telle 
k 

Supposons qu'il existe M > O tel que pour tout n • 

Ir 1 < M • n p,k 
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Si f €~(A) et fnE.~(A} 9 alors (f -r )€:~{A) m m n 

et nous appliquons ( ♦) à cette fonction : 

IIAf n 

Puisqu'elle est un borné de L~ la suite ( f ) 
n n 

est relativement compacte dans L~-r (r > 0) et, au 

besoin en prenant une sous-suite et en renumérotant 

f - r ~ 0 n m 
n+œ 

m+oo 

dans Lp ou encore . 
k-r • • 

Pour tout c > 0 il existe N > 0 tel que si 

m > N et n > N • alors· Drn - rmtt < ~ • 
p,k-r 

Par ailleurs d'apr~s l'hypoth~se il existe N' > O 

tel que si m· > N' et n > N' , alors Il Afn Af Il <&' m 
Pek+r 

Nous en déduisons immédiatement que ( f ) converge 
n n 

vers fonction f de Lp ' p est complet) .. une 
k \Lk. 

A est fermé• fE:'o2)( A) et Af = g • 

Supposons 9,ue 

En appliquant le même raisonnement~ 

r.cus montrons que (h) 
n n 

1\1 
converge vers h dans 

Puisque 

et (Ah ) 
n n converge verz zéro dans L~+r. 

Donc At • 0 , h e s t dans JI ( A ) • Mai s J', ( A ) e s t 

fermé, donc 
'\I 
h • 0 , ce qui contredit le fait que 

Il h IL • l • 
n ii? • k 
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Nous avons donc montré que Im(A) est fermé. 

Montrons la réciproque de (ii). 

Nous supposons que Im(A) est fermé dans 

Ker (A) • J/'( A) est de dimension finie. Soit 

p 
Lk+r et que 

B-l l'ap• 

plication de Im(A) dans ~(A)/Jf(A) réciproque de B 

qui est l'application de C:Z,(A)/t/tA) dans Im(A) obtenue 

par factorisation de A. 

B-l est continue. En effet : 

Soit (t) une suite de fonctions de Im(A) qui 
n n 

converge vers f et telle que si g • B-l f I la suite 
n n 

converge vers g. Alors (Bg) 
n n 

converge 

vers f • Puisque B est obtenue 

par factorisation. de A et que A est fermée 1 B est 

fermée, donc g est dans ~(A)Ut'(A)• 

et f = Bg, ou encore g • B- 1 r et B-l est une appli­

cation fermée. 

Puisque Im(A) est fermée, par le théor~me du graphe 

fermé on obtient la continuit~ de l'application 

L'inégalité (*) est vérifiée. En effet 

La continuité de B-l entraîne la relation 

!. C li gll 

soit encore 

IIAtll 
p,k+r 



et puisque J/(A) est de dimension finie 

IIAfllp.k+r >, cl 11rnp.k - 02 
où on peut remplacer \\tU par P•k•r 

lltll P •k•r 

lltll p 1 k-t pour tout 

t > 0 • 

Le (ii) est établi. 

Montrons lè (iii), 

Puisque LP est de dimension finie, le noyau 
k+r/Im(A) 

de A* est de dimension finie d'~piès les théorèmes clas-

siq~es sur la dualité. Alors d'après (i) et ce résultat 

nous pouvons appliquer (t) en utilisant la remarque faite 

à la fin de la démonstration de (ii) 1 d'où 

Le théorème e~t complètement démontré. 

n° 4. Etude d'un cas particulier 
) 

~ AE: ~.r • r .!. l • 

Nous devons d'abord définir 

générale : 

ô/) • { f t:: L 2 l I Af e. L 
2 

} 

~· 
• soit d'une manière 

DEFlNITION 3.4.l. Soit r un nombre réel. Nous appelons 

Lp l'ensemble 
t' r/ ... 

{ f \ 3 g E Lp telle g,ue (l+II1 2 ) 2 
f = ;} 

et nous le munissons de la norme llrllp.r = ng11,P • 
Nous reprenons la définition 1.1.6. de l'opérateur 

. ., . J • so1't J • ~l où /\ = (-A)
1

/ 2 d'1ntegr.at1on ,, et 

' ,,. /\-1 est l operateur où l'on a tronqué à l'origine 

le transformé de Fourier du noyau. 

Remarquons que J est un opérateur intégral singulier 



- 52 • 

tel que o
0

(J) • O et a 1 (J) ea~ une fonction strie~ 

tement positive• homogène de degrj 

lep-symbole de K défini au n°2). 

Nous avons de façon immédiate pour f€ t 2 

a Urtt < {Jr.r, < b Utll 
l - - l -~ --~ 2 

(Nous ne mettrons plus pour les normes l'indibe 2 

ir.di q_uant qu'elles sont prises dans les espaces L 2 

car nous ne considèrerons plus les espaces LP • 

p;. 2). 

Etant donné 

;A appliquant 

At ~m..r • soit A sa restriction à 

t 2 dans t 2 • le théorème 3.3.l. 
-.! 

2 
(ii) permet d'affirmer qu'une condition n,cessaire 

et suffisante pour que le noyau de A• cf(A) soit 

de dimension finie et que Im(A) .soit fermé, est 

que 

(la démonstration du (ii) se généralise trivialement 

au cas où r et k ne sont pas entiers) •. 

Nous allons donner un théorème donnant i'autres 

conditions. Nous l'énonçons sous forme de deux pro­

positions• dont la première est la 

Pr~position 3.4.l. Une condition suffisante pour que la 

. relation (*) soit vérit~ée est que sur les zéros de a
0

(A) 
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on ait 
n é}bo ôa 0 éla 0 êlbo 
I (-rx:- é) z . - ax. az":- ) > 0 

j=l J J J J 

où 0 et bo sont donnés l'égalité a ;ear -
a (A) = a 0 (x,z) + ib 0 (x,z) 0 et a 

0 b 0 réelles. 

Nous donnerons plus loi~ la r,~ip~oque (3.4.2.) 

Démonstration. 

( • } s ' é c rit ( A• A f , f ) ,!_ C 1 ( .r f • f } - C 211 f Il: 1 • 

Posons A= M + iN où M et N sont deux opérateurs 

réels. Alors 

... ou 

A*A = (M*- iN'°)(M + iN) .= M*M + N*N + i(M*N - N*M) 

a) Etude du symbole de A* A. 

Supposons M et N défiuis comme suit 
r 

I 
•i Mf 'll r a .( x~x-y) f(y}dy 

i=O 
r 

I 
•j Nf ~ r b ( x ,x-y) f(y)dy 

j=O 
•i ... ai(x,z) (1-4,(z)), dQ(ai) -i a (x,z) = = 

f>j(x·,z) = bj(x,z) (1-ip(z)), dç(bj) = -j ... 
Nous obtenons alors : 

... 
Otl 

soit : 

l a[ i '" l - D ' a,. ( x , z ). j 
lal.::,l-i al " 

( a ) a i ( ) a -1 a a = ÎX a x,z • D' = (2ni az) 

a 1 ( M) 111 a 
O 

( x • z ) + a 1 
{ x, z ) + Î D ' [a1-a O 

( x, z ).] 
k=l k xk 

avec 
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et finalement en ordonnant l'opérateur o 1 (M) et en 

transformant de même l'expression de o 1(N) nous obte-

nons : 

Nous posons pour simplifier 

1 1 l n 02 
a0 (x,z)). u • a (x,z) - ra r ( . 

k=l ôxkazk 

l l 1 n ( 32 
b

0
(x,z))• V = b (x,z) - 21ri k~l axkôzk 

ôa 0 
3b

0 
0 et b~ a. =- =-
J ax. J ax. • 

J J 

d'où finalement 

o
1

(M).• 0 
+ 

l r 0 D! a u + a. 
j J J 

a
1

(N) bo + 1 
+ r b~ D! = V • 

j J J 

Alors d'après le théorème 1.3.1. 

a
1

(M'11') 

où 'J(u 1 } 

= a0 
+ -:;r + r D! [a~.]= o

1
(M) • J(u 1 ) 

j J J 

est la partie imaginaire de u1 • Nous en 

déduisons 

o l ( M~ ) = o l ( M ) 

a
1

(N*) • o
1

(N) 

l l l 
+ - ( ) 2 u - u 

+ ! (~ • vl) 
2 
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o 1 (M•N • N*M) • o
1

(M*) a
1

(N) • a 1 (N*) a 1 (M) 

soit encore - ----. 

o
1

(M•N-N*M) = [a
1

(M)• a
1

(N))+ ½[(u1 -u1 )a1 (N)-(Vl'.,tll,)â 1(Mj 

Un calcul élémentaire donne 
n 

al(N)ol{M)• 
o o .ol 1 o l. l 

b ao+b u +v a +v u + I bo o a. D! 
j=l J J 

n n 
.r 0 0 D! I , o(D' o) + b. a + 0 • • a. 

J J J J 
J •l j=l 

oboD, a . . 
J J 

n n 
+ r r 

j=l j=l 

où l'on a supprimé tous les termes de poids > l 1 

Par ailleurs• en supprimant toujours ces .termes • 

½<~ • u
1

) a 1 (N) • ½<~ • u1
)b

0 

.l(vl _ vl) ( ) 1(1 2 01 M • 2 V 
l) o • V a 

Nous obtenons en définitive 

l 
n ab0 a a 0 

o
1

(M'11'N • N•M) r (a~ 0 ) • -2,r i î'z":' - b • 'iz." 
j=l J J 

J J 

+ ! -;- 1 bo ( ;ï° .vl ) a o] 
2 

[(u.s.-u ) -
qui est une fonction. 

En posant C • i(M*N • N•M). nous obtenons 

o 1 (c) = c(x,z) où c(x,z) est une fonction réelle 

homogène de degré {-1) en z • 

Alors : 

(A*Ar. r) = (M*Mf, f) + (N*Nr, f) + (cr. f) 

Nous devons maintenant établir le 

LEMME 3.4.1. Pour tout A l.'l exi'ste 11

0 
te.s.· -, .. -.. a,"',:, 
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pour tout li > li et toute 
- 0 

f dans L2 -

Démonstration. 

D'après la formule de Parseval et la définition de 

Clierchons une condition sur ~ et 1 pour que l'ex­

pression entre crochets, E(s), soit positive. 
1 

E(\) c1+1i12 > = <1+1sl2
> + tt- - .>t<1+ft12 >'2' 

Donc : 

Don::: pour 

Le lemme est démontré. 

b) Condition suffisante pour que (*) soit '.valide. 

Appliquons leilemme précédent aux fonctions Mf et 

Nf : 

( M*Mf I f) ~ À { JMf, Mf) 

( N* N f, f) ~ À ( J N f • N f) 

- tt IIMf\1
2 

-1 

- ~IINf'll:1 
où l'on choisit les mêmes constantes pour les deux iné­

galités. 

Alors d'après l'expression de (A~Af, f) donnée avant 

le l'emme : 

r, r) - t([UMr11:1 +\INrll:) 

Mais M e~ N sont continue de L2 dans L2 , alors -1 .. 1 

et 
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l1Atll2 !. ( [1'(M•JM + N'JN) + c] r. r) - v U fll~1 

Nous posons E • 1'{M1JM + N*JN) + C et calculone 

son l-aymbole. 

+ c(x.z) 

( ) a I Z 1
-1 Nous savons que a1 J • avec a > 0 • 

Du fait que le poids e~t w ~ l on obtient de façon 

immédiate 

C, l ( E) • { >.a [ { a O 
( X t z)) 2 + { b O 

( X t z)) 2] + ~ ( X t z)} 1 z 1 • 1 

où l'on a posé ~(x,z) • c(x,~) lzl. fonction homog~ne 

de degré zéro en z. 

Nous pouvons alors poser 

E • KJK + s2 où $2 e: ).,2 et K E c9-m,o 

avec a
0

(KK) • >.a [(a 0
)
2 + (b 0

)
2] + ~, 

Et effet si K est défini par cette relation 

(au signe des coefficients pr~s), a 1 (KJK) • a 1 (E} et 

on a bien E - KJK E A2 • 

D'ordinaire il existe A assez grand pour que 

a
0

(KK) > 0, c'est-à-dire que K soit elliptique. 
· o 2 2 

Si (a) + (b 0
) • 0, supposons ~(x,z) > 0. 

Comme a
0

(K) est une fonction réelle, il est auto­

adjoint et il en est de m&me de K • opérateur de 

em.o; donc (Et, f) • (JKf, Kf) + (S~f, f). 

De plus K est elliptique et admet donc un indice. 

Donc K eat un morphisme strict de 2 
L l • --2 
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les normea Uxrn l + Urtt.1 
2 

Nous en déduisons : 

et Il t Il l 
2 

(JKt• Kt)• c' UKt~2 t c8tUe1 - c"UtU2 

-½ 2 -1 

(s2r. :t') ,! c"'llrff:1 puisque s2 E: 4 2 .• 

Finalement 

1Atfi2 ~ (Et, r) - vlr~~l ~ c~r~2
1 - c1Urtt~1 --2 

La relation cherchée est établie. 

Donc si o 1(C) est strictement positif sur les 

zéros de o
0

(A) (ou si A e4t elliptique} la rélation 

C•) de la proposition 3.4.1. est vérifiée. 

La proposition 3.4.1. est démontrée. 

Etablisson~ maintenant la 

Proposition 3.4.2.- Etant données les notations précé­

dentes, une condition nécessaire pour &ue 

{*) 11Atll2 !. c(Jf, f') • c 1 lltH·~1 

> 0 

sur les zéros de o
0

(A). 

L'énoncé signifie qu 9 uné dondition nécessaire est 

Démonstration. 

Sur la variété r,A(, prenons un poi~t x
0 

et ~n petit 

voisinage V de x 
1) 

qui permette de définir ur. syst~me 

de coordcinné~s iocales. Soit alors r une fonction à 
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support dans ce voisinage• d.:..ac.ns dans { xi I x-x
0
! !. l} • 

telle que X est à l'ortatne 

d.es coordonn,ées. 

Nous définissons l'application C 
s 

(0 < s !, l) 

(c f)(x) ~ r(.!.). 
S B 

1 étan·t, un vecteur uni taire de IRn ( n = dim <Jl?·), 

Nous étudions l'expression 

2 . 1 ( , . l ( ) 
B(f) C ~ lff - V 9 X1 • 21n - V X = 11 e 5G A e sG • Csf 

'S 
en définissant A par la relation 

Af ~ { e2 i~(x,t}h(x
9
t)(l-~(t)) f{t) dç • 

J 

Ce~i est toujours possible ; p~r définition 

Af • f k(x 1 x-y} ~(y)dy • 

Nous définissons h(x,ç) par 

avec les propriétés habituelles sur h et, (nous uti­

lisons ici les lettres grecques peur les transformées 

de Fourier afin d-féviter toute confasion). Alors 

puisque .t .. est dans .L
2

{) -f • Af a la forme trouvée. 

D'autre part h(x,ç) = 

homogèine er. r; de degré 

a °' a ~ 
= crx> (aî> 

nous établissons le 

où j 
h 

en posa.nt-

est 

LEMME 3.4.~ f._•expressi2E_ B(f) peut s'écrire 

B( f) = jr~ s2j+lal+lal-L.. 

!al+lal!,2r-2j al$! 
,j =O 

Si· en plus des condit1one habituelles 

hj(x,z),.Bm+ 2 (r+l)-j(L=r- 2j (l !, lzl !. 2)). 
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où pour tout f 

Démonstration. 

2 
~ L2r+l 1 

s2r+l Il fil 2 

L2r+l 

Nous allons d'abord appliquer A puis faire des 

développements en séries de Taylor. 

Posons g(x) = e21~~2(v,x) f(:) 

Puisque [f{:)]" = 

g{r;) ='v; (r(-;)J"' 
8 

n· .... " 
=s f{sr;--). s 

Appliquons A à g(x) : 

Ag{x) • sn 

En posant 

Ag(x) = J 

f e 2 i ~ ( x • l,; ) h { x , r; ) ( 1- t ( r; )} f ( s ( r, - ¾-)} di,; 
s 

Et finalement 
-2i~~(v,x) I 

c11 o e s o Ag{x) = 
, s 

2. . 
s J hJ(xs 1 S'l_ + v). 

j=o 

r 
r 

Conaidé~ons un seul élément hj • développons le 

en série de Taylor autour de v et autour de x = O: 

Nous transportons ces résultats dans l'expression de 

B(f) et, en appelant Bj(t) le terme déduit de B{f) 
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en annulant hk pour tout k ~ j • nous obtenons : 

Bj(r}(x) • B{(r)(x) + Bi(r)(x) + Bi(r){x) 

avec 
Bf(r)(x;) • f e2i1dx.1> I ..,L_s2j+lal+lsl'l8xahj (o.vl 

lal+IBl!_2r-2ja1Bl a,8 

f(1)d'l 

bJ2 (f)(x). - J e2iw(x.t> r ..l-s2j+lal+IBl~Bxa 
lal+lel~2r-2jall3I ·~ 

h ! • B ( 0 t V ) 9 (~+,-) r·c t> d 1L 
s 

e 2 i1f(X•1l.)R1 (1- ♦ (°t + ¼))f{1l_)d1l,.• 
s 

= I 

Dans 
2 

Lloc • et dortc dans 
2 compacte, Bj(f) est borné par 

puisque la variété Jf est 

C 2 j + 1 a 1 + 1 S I U Il < c 2 r+ 1 Il r 'I s Y. - s I l2r+l 

où C désigne diverses c'onstantes. 

Séparons B~(r) en deux éléments, le premier Bf(r) étant 
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obtenù en sommant l'intégrale de B~(f) sur 11tl > !vl , le 

aecond B;(r) en sommant sur 1"1..1 t( !v! . 
Dans Bl(r) nous écrivons 

Rl. bj(ax,-1 + -!.) - r _L_ s2j+lal+lelh8X9h~_a(o,-1) 
8 s2 lal+Tel~2r-2j alBI 1 ~~w 

L'intégrale étant prise sur ltl > ~vl tous les termes issus 

de la somme de droite se majorent comme pour B~(r) et_il en 

est de même du terme obtenu avec hj car la fonction A inté• 

grer est tronquée dans une boule entour.ant i•origine. 

af(t) est donc majorée comme Bttr) • 

Dans B~(r) nous écrivons 

• s2r~1 l _L_ 
Rl lal+lel•2r-2j+la1BI 

(o < e,e' <· 1). 

et 

La majoration est alors immédiate car 

lv +e's\l > ¼J-o 

Le lemme 3.4.2. est démontré. 

Avant de démontrer la proposition 3.4.2 •• ~ous,devons encore 

donner une définition avec quel,ues unes de ses propriétés. 

DEFINITION 3.4.i. Symbole localisé : Etant donné un op~rate~ 

A !! B"m.r, considérons l'application 

av : A+ av (s, 

o {s,x .D,A} • 
'J 0 

D• A) noté plus souvent ov(A) où 

2j+lal+IBI l hj ( ) a:CS 
S .ëiîifi aip Xo•" X . 

avec les mêmes conditions qu'au lemme 3,4.2. : 

loca1 .. isé" r~e A en 

X 
0 

R~marquons que v est un vecteur de l'espace cotange~t en 

à la variét~ -rJ/ et que av est défini aeulement au voisi-.... 



nage de x • Donnons maintenant la .o 

Proposition 3.4.3~ Les slmbolee localis,, en x
0 

de poids in• 

térieur ou égal à 2r (le poids d'un terme étant la puissance 
i 

lal+lsl+2j de s) torme~t une alg~bre et ov est un * •homo• 

morphis~e d'alg~bres. 

Démonstration. 

-

On définit le produit de deux apmboles localisés av et 

~v comme le produit de composition ordinaire de deux opérateurs 

différentiels en enlevant les termes de poids> 2r. Il est évi• 

dent qu'on obtient un symbole localisé, 

a} Montrons que o (A) a (A')• av(AA'). En effet 
~2• Ï( ,v . 2• l( ) 

B ( f ) • C o e !!!' 111
~ v • x ~AA ' o e 1 ,rs'Z v • x o C 't) 

AA' l/ s s s '-

BA [BA 1 ( r )J • [cl o e•2i,r~(v,x6A•e2i1r;½(v,x)oc] o 
/s. s 

2 . l( ) 2• l, ) . 
0 [Cl a e.. l. 11's2' V •X.A t o e l '!l's'Z \ V t X .c ] ( t) 

- s s 

On a alors trivialement 

BAA'(f) • BA(f) BA,(f), 

Il en est donc de mime pour les symboles car les 

termes restants sont de poids > 2r: 

a ( AA ' ) • a ( A ) a ( A ' ) • 
V V V ,,. 

b) Montrons que av(A*) • [ov(A)] , 

On a d'une part : 

[a (A)]'° = L s2j+lal+IBI_L 
V a,a,j al BI 

D 0 autre part 

BA.,(f) • cloe•2i,r-;½ (v,xtA•oe2i,r~(v,xtcJ!) 

-s 

(BA)*(r) • sn c1oe•2i,rsi(v,x}.toe2i,r~(v,x)o.J:. Cs{r) 
- n s s 

car pour tout s • 
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Nous en déduisons : 

•v<AJ),t = BA.(f) - RA•(f) • (BA)~lt) - R~•(t) 

qv(A") • [av(A)]* + (RAf • RA• 1 

'

R )>t et R sont trivialement •~ poids > 2r 1 · A A* 

av est donc bien un *•homomorphisme. 

La proposition 3.4.3, est démontrée, 

Nous pouvons maintenant donner la 

Démonstration de la proposition 3.4.2. 

L'inégalité (•) peut s'écrire 

( •' ) ( [A"' A - cJ + cl J
2
] f, f) ~ 0 • 

Nous allons appliquer(•') à la fonction 
2i n¼e-,{ V ttX) 

e C f • 
s 

Nous obtenons après arrangement 

(•") sn(C.!. e-2insf(v,x)(A* A-cJ+c1J2)e2in-;½(v,x)esr,t)>O, 

s 

Nous utilisons alors l'expression B(f) trouvée aupa-

ravant dans laquelle nous remplaçons par 

obtenu de la même façon à partir de l'opérateur 

( A* A • ·c J ♦ c l J 
2 ) • 

La relation(•") s'écrit 

jrr s 2 j+lœl+IBI e11!1 ki,s<o,v){-x(ID~r.r)+(Rs(t),f) 
j=O 

lal+IBl!_2r-2j ~ 0. 

Nous savons que 

une constante). 

Soit M la somme dans l'inéquation considérée : 

M ~ -(Rs(t),r), soit en Utilisant la. relation de 

Cauchy-Sch\rartz 

2r+l 
s 
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pour toute fonction f dans 2 
L2 r+l (V)• avec a 

tante n,sative. Nous avons finalement montrE que <,i> 
peut é'écrire : 

tive. 

Appliquons ce résultat au cas r = l. 

D'après la proposition 3.4.3., 

ov[A*A-cJ + c 1J
2

] •[ov(A)]" ov(A)-cov(J) + c 1 [a"J]
2 

a (J) • ~ + R2 v ur 

.-L-1...]+ R 
211'i ax. l 

J 

( 2) 4 . a J • ,2'2.+ R3 V 411' 
ol R1 est de poids w > l • R2 de poids w > 2 et 

R
3 

de poids v > 4 {on peut donc négliger tout de suite 

av(J2). 

La relation(••) s'écrit 

(o (A)f, a (A)f) > c(o (J)f, f) - c 1 (o.,(J 2 )r.r)+ a s 3 • 
V \1 - V ., 

Alors lorsque h~(o,v) = 0 

2 n ah 0 n ah 0 2 2 2 ~ 
s Il [ I -r- {o.v)x. + l r;-(o,v)D.]rll :!_ es llrll +a. :r' 

j=l xj J j=l ~j J 

et donc lorsque s te~d vers zéro C••) est &quivalente 

à 
n !L 

.... 
ah 0 .. 

rll2 cllrll2 (I) Il [ Z: x. + \' D.] > ax. J l ît7 J -j•l J j-=l J 

les zéros 0 sur de h (x,,;). 
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D'apraa les inégalités de Hormander(l) que l'on adapte sans 

difficulté au cas présent, cette inégalité est vérifiée ai 

et seulement si 
n é'lho ah 0 

2 Im .r > l - îi: îr:- ou encore 
C -J•l J J 

n é'lbo aa 0 aa 0 3b
0 r c- îz7 - 'îx:- îz:-) > 0 • • ·1 ax. 

J= J J J J 

La proposition 3.4.2. est établie. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème du début du n° 4. 

THEOREME 3.4.1.- Les notations étant.celles du paragraphe, 

une condition nécessaire et suffisante pour que J(A) soit -
de dimension finie et g,ue Im(A) soit ferraé est g,ue sur les 

zéros de a
0

C-A) 

a1(C) 
n abo aa 0 aa 0 ab0 

• I <- rz:-- --) > 0 • . 1 ax. ax. az. 
J• J J J J 

(1) Voir H5rmander "Linar partial differantial operators" 
Lemma 8.1.3, (Berlin, Sprin1er, 1964). 



ANNEXE 

Etant donnée une fonction t(z) homogène de degré 

zéro, provenant du développement en série de Fourier de 

z de· h(x,z), fonction de B +2 ( +l) . (L
2

+ +l . (l<lzl<2)), m r -J n r -J - -

nous allons montrer que l'opérateur cl~.) applique L: 

dans L= pour tout k et tout p {l < p <•)et que sa 

norme est majorée par les bornes supérieures des dérivées 

de t jusqu•à l'ordre [f + 1]_ (partie entière de i + 1). 

Nous commençons en donnant quelques définitiuns et le 

thé9rème dvinterpolation des opér~teurs, de Marcinkiewicz 

(voir Zygmund [1] ou [2]). 

Soit h(x) une f6nction ; considérons les nombres b , 

l ~ b <•,et y, y> 0 • 

Nous définissçns E [h] • {Xe: IRn 1 1 h (X) 1 > Y} y 

et nous désignons la mesure de Lebesgue de cet ensemble 

par v(E [h]) e y 

DEFINITION A.l.- L'opérateur de convolution T défini par: 

f.....,.. h = T•f est faiblement de type (a.,b) si et seu• 

lement si 

( • > ,1 ':! • f est défini pour toute f dans La 

(ii) Il existe une constante M telle que pour toute 

f € La 

La valeur minima de M est la "norme faible" de T • 



DEFINITION A,2,- ~•opérateur de convolution ~ est for­

tement de type (a,b) si et seulement si 

( i) T • r est défini pour toute r ~ La 

(ii) Il existe une constante M' telle que pour toute 

f ~La 

M' Il f 1 a 

La valeur minima de M est la "norme" de T • 

Dans ce dernier cas on écrit 

la norme de T par 

T €Lb et on désigne a 

Remarque. Un opérateur fortement de type (a,b) est 

faiblement de type (a,b) (mais la réciproque est fausse) 

et la norme faible est dominée par la norme forte. 

deux points d'un triangle, 0 ~ a. ~ a < l - tels que 

Bl 'I: B2 0 Supposons que l'opérateur de·convolution T est -
simultanément faiblement de types (L 

al • .L) 
Bl 

et - cL 
a2 • L) 

B2 

avec pour normes faibles respectives Ml et M2 . Alors 

pour tout (a,B) d'un segment ouvert, soit. 

T est fortement de type c.! 
a 

l 
• 1> et nous avons 

Il T * tJI l ~- K M! l-t) M!ll f 111 
ë' -

... 
K .fonction de al,a2,al,82, t indépendante de r ou 0 • 

est borné lo 1squ'on fixe les deux points du triangle, 

Ce théor~me 0 que nous ne démontrerons pas, non seulement 



permet d'établir le théorème des multiplicateurs de 

Hormander (voir Hormander [1) ), mais il fournit aussi 

une estimation de la norme, résultat que nous établirons 

un peu plus loin. 

Nous énonçons tout d'abord le 

THEOREME DES MULTIPLICATEURS.- Soit ft;; L00 (1Rn) 

~ < B2 
Rn -

et -
supposons que f 1Rla1Darl2 

!R<ltl<lR 2 2 · 

pour 0 < R < oa • lal < K 

strictement supérieur à 

Alors pour l < p < • • 

dans LP. 

où K est le plus petit entier -· 
et où B est upe constante. 

apglique continuement Lp 

Là encore nous renvoyons à la bibliographie {Hôrmander 

[1]) pour la démonstration l'auteur la fait en consi-

dérant des opérateurs agissant sur l'espace "S • mais '! 

~tant den~e dans LP pour la norme LP nous obtenons 

les m3mes_ résultats pour cectp ,LP) par passage à la limite 

TE: Lp • Nous ferons cependant diverses remarques : p 
• l a) L. • L1 e Par les théorèmes 2.1, et 2.2. de l'article 

de L. Hormander qui permettent une majoration de 

" (f *•) est faiblement de type {l,l} avec une norme majo~ 

rée par les dirivées de r jusquvà l'ordre lal > % . 
b) (( * •) €. L~ et L~{} :t •) !, cte B , d'après le théo­

rème des multiplicateurs. 

c) L'application du théorème d'interpolation permet 

alora de majorer L:(1-tt .) par cte B et oil l'on peut• 



en modifiant au besoin Jes constantes, remplacer B par 

avec lal ! [f+l] 

Application à l'opérateur 

Une application immédiate de ces résultats établit 

que t • •. applique LP dans LP et donc 

pour tout k, puisqu'il s'agit d'une convolution. De 

plus si N est la borne·supérieure, pour l ~ lzl ! 2 1 

des dérivées de t jusqu'i l'ordre lal > % , 
( ,- ) L; ( ♦ fl' • ) ! C N • 

De pl us la norme de ( t * • ) E:. 'ci'( Li ,Li) est équivalente• 

pour tout k , à ( voir Caldéron [1] §7) • 

Application à l 9 opérateur d'intégration. 

L'opérateur J est défini par 

(Ji')" • lf,(z) ~(z) (voir définition 1.1.6.) 

Soit f € Lp . 
k 

. 
a 
ix Jf = (x 111Cx)l)'' • ( h (X) f )~ 

où h(x) est homogène de degré zéro pour lxl ~ p et est 

borné pour lxl < p • On applique donc le·théorème des 

a P multiplicateurs et Ti Jf € Lk • 

Donc J applique Li dans 
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