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r - IN'.\i'.ARIANC[ ET CONSERVATION THEOREt1ES DI rnrw NOETHER 

A~ Problèmes en dimensi'on un 

Nous commençons en traitant les problèmes de variations les plus 

simples., ceux en dimension 1 . Supposons que l'intégrale 

e-st invadante pour une famille: de transformations: g:énéral es de la forme 

(1. 1) 
X(x,u,s) 

U(x,u,s) 

qu:i: se réduisent à l'identité pour- E:=0. • Sous (Ll) une fonction u(x) 

est transformée en une furrc.tion u;t(xie.-) dêfin.ie oar 

Alors, 

( 1. 2) 

*· ' 
U: ~ 

r* 

X. 
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Nous considérons donc une transformation très ~énérale du plan x-u au 
plan x*-u*. Une fonction u(x) avec son araphe r est transformée 
dans une nouvelle fonction u*(x*) avec graohe r*, r* étant 1 'image 
de r par la transformation. 

Or, par 1 'invariance de l'intéqrale nous voulons dire que, pour 
x

0
, x1 quelconques et fonction u(x) , 

xl 
dx* = fx L(x,u(x),u'(x)) dx . 

0 

En faisant un changement de variables on arrive à 

IX 1 ' dX L(x*,u*(x*),u* (x*)) dx dx = 
xo 

r l L ( X , U ( X ) , U 
1 

( X ) ) dx 
xo 

alors il faut que 

pour tout E, où dx* - ;x X(x,u(x),E) dx et 

Il est pratique de considérer u, u', u", ... comme coordonnées 
00 

dans un espace de vecteurs J = (x,u,u' ,u", ... ) de dimension infinie. 
sur J

00 

par On définit la dérivée totale Dx 

D = ~ + u' _a_+ u" _cl_+ 
x ax au' 

Donc DxL(x,u,u') =Lx+ Luu' + L u" et aussi 
u' ' 

* lit' dx = (DXX) dx et u = ~ u*(x*) = ~ U(x,u(x),s) dx~ = D U/D X 
dx* ux dx" x x 

Maintenant nous définissons l 1 opérateur ô = ,.._3 -1 et nous 
a E s=O 

appliquons ô à la relation d'invariance (1.3). Nous obtenons 



(Rappelons-nous que 
Il s I ensuit que 

l 
X = X 

3 

quand s = 0; alors 

- l a lit 1 ÔU = ~ U ( X , €) ; 
E:=0 

alors 

dxllt = dx quand s = 0). 

t a lit lit l ~• t - lit lit ô u = ·a'Ë: u ( x , E) c =o = u ( x, 0) ox + ôu = u' ôX + ësu 

lit' Jlt Il ox* + ou*' ÔU = u 

= u11ôX + (ou*)' 

= u"ôX + D (ësu•) 
X 

L'équation (1.4) devient 

( L +L u' +L , u 11
) oX + L D ( ôX) + L ësu* + L , D (6u*) 

X U U X U U X 

Puisque 1 'expression Lu - DxLu' = [L1u est l'expression Euler-Lagrange, 
ce terme disparaît pour les extrêma. Alors pour les extrêma du problème 
variationnel nous avons la condition 

Nous sommes arrivés à une loi de conservation. 
Par exemple, le Lagrangien L(u,u')dx est invariant par raoport au 

groupe des translations x -+ x+ E • Nous avons 
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alors ôX = 1 et 8u1 = - u' . La quantité conservée est donc L - u' Lu• . 
On étend facilement ces résultats au cas de plusieurs fonctions 

u1, ... , un . On obtient que 

( 1. 5) n - * {LoX + I L , ôu.) = 0 . . l U. l X 
l = l 

On note deux classes de transformations spéciales 

i ) transformations des variables indéQendantes 

Dans ce cas 

et 

* a· * a -1 ' 1 <Su. = al ui(x,t)I = y u.(X (x,t),t) = u.ôX- = 
l t=O t l l 

On arrive donc à la loi de conservation 

{ 1. 6) 
d n 

-:r::-x ( ( L - . l u. L , ) ôX) = O ; 
U.11. l = l l U i 

1 

- U,ôX 
l 

i i) transformations de 11jauge 11 * * u. = U.(u,t) , x = x 
l · l 

Alors u~(x1
) = Ui{u(x),t) = u~(x) , et ësu~ = ôU . 

La loi de conservation dans ce cas est 

Exemple Conservation de l'énergie, de l'implusion et du moment cinétique 
en mécanique 

Le Lagrangien d'un système de particules est 

n 
L(x.,y.,z.,x.,y.,t.):: l ·I m.(x? +y?+ t?) - V(x,y, ... ,zn). 

l l l l l l L i=l l l l l 

On suppose que V dépend seulement des différences xi - xj, etc ... 
Ce Lagrangien est invariant par rapport aux translations : 
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l l l x. = x. + E: , y. = y. , z. = z. 
l l l 1 1 1 

Pour ce groupe on a ôt* = O, 6x~ = 1 , ôy~ = O, et ësz~ =O. 
Alors la loi de conservatioh est 

n -!t (Lot1 + \ L. ox~) = 0, 
u1, i;l xi , 

où d n 
I LJ<. = 0 

' ëff i=l , 
n 

où I m. )( . = p = constant 
. 1 l l X 
1= 

Alors l'invariance par rapport aux translations x ~ x+t conduit à la 
conservation de la quantité de mouvement dans la direction x . 

De la même façon on obtient les quantités conservées 

n 
l m. y. = const., 

. l 1 l 1= 

n 
l m. 2. = const. 

. 1 1 1 1= 

De l'invariance par rapport aux rotations, on obtient la conservation 
du moment cinétique. Posons t* = t, 

l x. = x. cos t +y.sin E: , , , 
y1

1
• = - x. sin E: +y.cos E: , 1 

* z. = z. , 1 

pour une rotation autour de l'axe z . On démontre sans difficulté que le 
Lagrangien est invariant par rapport à ces transformations. Puisque ôt• = 0, 

8x~ = y. , 8y~ = - x
1
• , <Sz~ = 0, la loi de conservation est 

l 1 1 1 

OÙ 

d n 
dt ( .I Y,· l. 

1 =1 X; 
- x. L. ) = 0 ~ 

1 y. 
1 

d n 
-:n:-t I m.(y. )(. - x. s,.) = o 
UL i=l 1 1 l 1 1 
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Enfin, de l'invariance sous les translations du temps t* = t + E on 
déduit la conservation d'énergie 

x~(t1
) * etc = X. ( t -E) ' 1 

ôt* 1 - l - l -- l donc = ' 
ôx. = - x. 

' ôy. = - Y· ' ÔZi = - z. 
l 1 1 l 1 

n 
L - I x. L. + y. L. + t. L. = const. 

1 x. 1 y. 1 z. i =1 1 l 1 

où 
1 Ï m.(~~+ y~+ t 2

1
.) + V(x1, ... ,zn) = const. 

2 i =1 1 1 1 

B. Courants conservés pour les équations aux dérivées partielles. 

On obtient aussi de tels résultats en dimension deux, trois, etc. Par 
exemple, si le Lagrangien L(x,y,u,ux,uy) dx dy est invariant par rapport 
à une famille de transformations on obtient, pour les extrema, la loi de 
conservation 

(1.8) (LôX + L êfu*) + (LôY + L 6u*) = 0 
UX X Uy y 

Cette fois les transformations prennent la forme 

x* = X(x,y,u,c) 

y"' = Y(x,y,u,T) 

* U(x,y,u,T) u = 

Pour arriver à (1.8) on procède presque comme en dimension une seulement il 
faut calculer la variation de l'élément dx"' dy* Puisque 

nous avons 

dx* dy* = a(X,Y dx dy a x,y 
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ô( 6(X,Y)) dx dy = ô 
ô(x,y) - dx dy 

(Nous remarquons que-, A{t) étant une matrice pour laquelle A(O) = I , 

alors 

~ det A(t) = ~t eîr log A= Tr A{O) .) 

Aussi, rappelons-nous que X= X(x,y,u(x,y),ë) , etc ... 

En utilisant la notation des fo.rme:s différentielles on peut faire 

le cal eu] comme ceci : 

= ô(dX)/\ dy + dx /\ ô{dY) . 

ôdX = D ( ôX)dx + D ( ôX)dy . Alors 
X y 

ô( dX) I\ dy = Dx( ôX)dx /\ dy . 

De la même façon 

Alors 

( 1. 9) 

dx /\ ô ( dY) = Dy ôY dx A dy . 

ô( dX /\ d:Y) = --Ox ôX + Dy ôY)dx A dy . 

Plus généralement on a, pour varï-atles xj 

signifie -L · 
axJ 

et foncti or:rs u 
Cl 
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Exemples 
i) Le Lagrangien pour l'équation de Laplace est 

· 2 2 2 L dx dy = (Vu) dx dy = (u + u ) dx dy 
X y 

Il est invariant par rapport au groupe des translations 

l u = u ; 

La loi de conservation est donc 

ou 

(Lôx* + Lux 6u*)x + (L~y* + Luy 6u*)Y = O, 

((Vu)2 
+ 2ux(-ux))x + (2uy(-ux))Y = 0, 

2 2 (uy - ux)x - 2(ux uy)y = 0. 

Sous forme d'intégrale, c'est 

l 2u u dx + (uy2 - u;) dy = O j'C X y 

pour toute courbe fermée C . Cette équation a un sens pour toute fonction 
u harmonique. 

ii) Invariance aux rotations. Le La~rangien est aussi invariant oar 
rapport aux rotations 

xl = X cos E + y sin E 

y*= - X sin E + y cos E 

l u = u • 
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Alors 

, - lf-
ÔX - y., ôy = - X , 

- ll ô o 
ÔU = ( - y - + X -) U ÔX ôy . 

La loi de conservation est donc 

et sous forme d'intégrale 

iii) Transformations d'échelle. 

ôx1 = X , ôy1 =y, ou1 = - (u +U) . 
X y 

On arrive à 

((Vu)2x - 2u (u +u )) + ((Vu)2 - 2u (u +u )) = 0 X X y X y X y y 

ou 

Equation des Ondes. Le Lagrangien pour 1téquation des ondes en dimension 1 
est L(ux,ut) = (u!-ui) . Il est invariant par rapport aux translations en 
temps 

f lf-t =t+ê, X =X, ulf- = u • 

f f - * Pour ce groupe nous trouvons et = 1 , éx = 0, ôu = - ut et 

ou 
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C'est la loi de conservation d'énergie bien connue. De la même façon, 
l'invariance par rapport aux translations en x implique que 

ou 

Le Lagrangien est aussi invariant par rapport aux transformations de 
Lorentz 

~ 
X = X cos E + t sin E 

t* = X sin E + t cos E 

u* = u 

On trouve facilement 

Enfin, l'invariance par rapport aux transformations d'échelle 

l f t = Àt' u = u 

implique 

Tandis que tous ces exemples sont linéaires, on arrive de la même 
façon à des lois de conservation dans les cas non-linéaires. Par exemple, 
si l'on considère le Lagrangien L = ux2 - ut2 + f(u) , nui conduit à une 
équation des ondes non linéaires, on arrive, en utilisant l'invariance 
par rapport aux transformations du type de Lorentz, à la loi 
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Conservation de l'énergie pour l'équation des ondes en dimension 3. 

En dimension 3 l'équation des ondes est 

Le Lagrangien peut s'écrire comme 

où 

1 0 0 ~\ 0 -1 0 au= _a_ a gµv av . ¾v = , = , 
~Xµ µ 

0 0 -1 0 1 
1 

0 0 0 -1/ 
Le Lagrangien est invariant par rapport aux translations dans l'espace de 
4 dimensions (espace-temps) ; ainsi 

La loi de conservation est donc 

Nous pouvons écrire ceci 

Alors les lois de conservation sont 

où T v est le tenseur d'énergie-impulsion, 
µ 
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Invariance~~ jauge ~ns l~ mécanique quantique. 

Nous supposons que L(l/Ja,aµ(/Ja) est le Lagrangien nour un système de 
particules dans la mécanique quantique, a= l, ... ,N , µ = 0, 1, 2, 3 ; 
et supposons que ce Lagrangien est invariant par rapport aux transformations 
de jauge 

g,,, = e8T '"a 'l'a <p 

où T est une matrice n x n , et e8T son exponentielle. Pour une 
* - * b transformation de ce type on a ox µ = 0, ol/J = Tl/J = Ta l/Jb . Nous 

arrivons ainsi à 

aµ J aµ( al b 0 • = Ta l/Jb) = µ a(aµ l/Ja) 

Alors 

J al b = Ta l/Jb µ 
a(::iµ wa) 

est le courant conservé. Plus tard, nous allons étudier des systèmes 
invariants des systèmes invariants par rapport au groupe SU(2) , qui 
apparaît dans la théorie de Yang-Mills. 

Dans la théorie du champ électromagnétique le groupe Abélien U(l) 

apparaît. Dans ce cas nous avons des champs complexes l/J et l/J* et 

par exemple. Le groupe de transformations dans ce cas est 

-ie-e l/J 

Alors 

et 
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Dans la théorie du champ électromagnétique, \.\
1 

est un quadrivecteur et 

la loi a11 J = O exprime la conservation de char<1e. µ - . 



14 

II - GROUPE ET ALGEBRE DE LIE ------

Une variété analytique, dont tous les éléments forment un groupe, et pour 
laquelle les opérations de multiplication (au sens du groupe) et d'inversion sont 
aussi analytiques, s'appelle un groupe de Lie. Dans ce cours nous ne traiterons 
pas la théorie générale de tels groupes ; nous considérerons seulement les groupes 
linéaires de Lie. Soit GL(n,F) le groupe des n x n matrices non-singulières sur 
un corps F, c'est-à-dire les matrices A pour lesquelles dét A* O. Nous prenons 
pour F soit le corps des réels R, soit le corps des complexes C. Alors GL(n) est 
une variété analytique de dimension n2 - 1. Un groupe linéaire de Lie est une sous­
variété analytique de GL(n) qui est aussi un sous groupe. 

Nous donnons des exemples importants. 

2.1 - Groupes orthogonaux 

Soit lR n l'espace des vecteurs (n-tuples ) x = (x1, ... xn) et soit<,> le pro­
duit scalaire euclidien: 

n 
<~,t> = .I xi Yi 

l =1 

Nous notons par O(n) l'ensemble des matrices O qui conservent le produit scalaire 
<O~, Dt>=<~, t>- On voit facilement que 

O(n) = {Ojoo+ = I} 

et que O(n) est un groupe. De la relation oo+ = I il suit que dét O = ±1 ; le sous 
ensemble de O pour lequel dét O =+lest un sous groupe, qui se désigne par SO(n). 
De plus, 1 'application O + dét O est un homomorphisme de O(n) dans le groupe mul­
tiplicatif {±1, •}, dont SO(n) est le noyau. Il suit que SO(n) est un sous groupe 
invariant. 
Il existe toujours un élément R qui appartient à O(n) mais pas à SO(n) ; et O(n) = 
SO(n) u RSO(n). SO(n) et (R) SO(n) sont les deux classes résiduelles par rapport 
au sous groupe invariant SO(n). 

On définit un produit scalaire sur l'espace Mn den x n matrices par 

<A, B> = tr AB* 
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On voit immédiatement que ce produit scalaire est positif défini. La condition 
oo+ = I implique que O(n) est un sous ensemble de la sphère de rayon /n. Puisque 

O(n) est aussi fermé, c'est une sous variété compacte de GL(n,R). 

Dans le cas n = 2 la condition oo+ = I nous conduit aux équations 

a2 + b2 
= 1 

c2 + ci2 = 1 

ac+ bd= 0 

Ces équations possèdent deux classes de solutions 

( 
cos 8 

- sine ( 
cos 8 

- sine 
- sin 
- cos 

( 2 .1) 

La première matrice a pour déterminant un, et appartient à S0(2) ; la deuxième matrice 

a pour déterminant - 1 et est une rotation - réflexion. Le groupe S0(2) est donc dif­
féomorphe au cercle s1. 

Les groupes S0(3) et 0(3) sont plus compliqués. 

Proposition 2.1 Soit O E S0(3); alors 1 est une valeur propre de 0, qui représente 

une rotation autour d'un axe "fs., pour lequel 0~ = ~-

Démons tra tian 

Si O E S0(3) alors 

-1 = dét O ( -I) ( 0 - I) 

= - dét (0 - I) 

Alors dét (0 - I) = 0 et il existe un vecteur k tel que 0~ =~-Choisissons une base 

orthonormale {fpf 2,t 3} pour laquelle Of3 = f3. Puisque f3 est invariant et<,> est 
invariant par rapport à 0, le sous-espace {f1, f2} est aussi invariant ; et la matrice 
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de l'application O prend la forme 

où les équations (2.1) sont toujours vérifiées. 

Alors O prend la forme 

sine 
cos e 
0 

Evidemment le groupe S0(3) contient, comme sous groupe, des rotations autour 
d'un axe fixé. 

Le groupe S0(3) se paramétrise par la méthode de la projection stéréographique. 
Les rotations de la sphère de Riemann sont homomorphes à un sous-groupe des transfor­
mations de Mobius du plan complexe. Evide11111ent toutes les rotations de la sphère en­
gendrent des applications de Mëbius qui fixent les images des deux points antipodals 
de l'axe de révolution. Deux points antipodals ont pour images dans le plan complexe 
z

0 
et - 1/z

0
, et les transformations de Mëbius qui en résultent prennent la forme 

w - zo z - zo 
--- = A---
w+l/z0 z+l/z 0 

ou IAI = 1 (point technique de la théorie des transformations de Mobius ; voir 
Knopp, Problem Book I). En prenant A= eiw nous obtenons 

z(eiw/2 + e-iw/2 12012) + 20 (e-iw/2 _ eiw/2) 
w=-------------------

z 20(e-iw/2 _ eiw/2) + (e-iw/2 + eiw/2 12012) 

ou 

a z + b w =----
- 6 z + a 
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Rien n'est changé si nous choisissons a et b tel que lal 2 
+ lbl 2 

= 1. Puisque 
a et b sont complexes nous avons obtenu une correspondance entre les rotations de la 
sphère, donc les éléments de S0(3), et les points de la sphère de rayon 1 dans IR.4. 
De plus, les 2 x 2 matrices 

u = 

forment un sous-groupe de GL(2,C), précisément le groupe SU(2) : UU* = I, dét U = 1. 
La sphère s3 étant compacte et simplement connexe, le groupe SU(2) a aussi ces pro­
priétés ; mais le groupe S0(3) n'est pas simplement connexel 

L'homomorphisme SU(2) ~ S0(3) se manifeste plus clairement par la méthode sui­
vante. Faisons une identification entre les points de IR.3 et les 2 x 2 matrices par 

( X ,y, Z) ++ ( z 
.X + iy 

X - iy ) = ~ 
- z 

Les matrices A E SU(2) s'appliquent aux X par ~ 

Or les matrices .c possèdent les propriétés suivantes 

tr X= 0 X* = X ~ ~ 

Il est clair que ces propriétés sont invariantes par rapport aux applications UA, en 
particulier la norme Euclidienne. Donc les applications UA correspondent aux rotations 
de l'espace. Notons nous que UA UA = UA A ; alors nous avons construit un homomor-

1 2 1 2 
phisme de SU(2) dans S0(3). 

Nous montrons maintenant que S0(3) n'est pas simplement connexe. Considérons 
A E SU(2) de la forme 

eiw/2 
A = ( 

0 :-iw/2) 
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On trouve facilement 

et que cette transformation correspond à une rotation autour de l'axez par l'angle 
w. Prenant w = 2n nous avons 

mais UA = I . 

Donc, l'image de l'intervalle [0,2rt] dans S0(3) est une courbe fermée que l'on ne 
peut pas rétracter en un point, puisqu'elle n'est pas fermée dans SU(2). Ce phéno­
mène mathématique joue un rôle très important dans la mécanique quantique. 

2.2 - Groupes Euclidiens 

Considérons maintenant le groupe des transformations de l'espace pour lesquelles 
la distance Euclidienne est invariante. On peut démontrer qu'elles sont toutes de la 
forme : 

où a E JR3 et O E 0(3). La loi de composition est 

{a,0} {b,0 1
} ={a+ Ob, 001

} • 

Ces transformations ne sont pas linéaires, parce qu'elles ne sont pas homogènes ; 
néanmoins le groupe Euclidien qui est désigné par E(3), est homomorphe à un groupe 
linéaire par 

1 al 

{a,O} ~ 0 
1 a -

1/ 
- _I 3 

a o a 1 

qu'on vérifie sans difficulté. 
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2.3 - Groupe de Lorentz 

Le groupe de Lorentz, qui apparaît dans les théories relativistes, est celui qui 
laisse invariant 1a longueur Minkowskienne. On prend 

1 0 0 0 

0 -1 0 0 
gµV = 

0 0 -1 0 

0 0 0 -1 

convne métrique fondamentale dans l'espace - temps v4. Les points sont des quadri­
vecteurs Xµ,µ= 0,1,2,3. On pose Xµ= gµvxv; et la longueur est: 

On considère maintenant les transformations AµV':' x•~ = A~ x , (convention de 
sommation) telles que: 

Cette condition implique 

En effet on écrit 

Alors (AX) • (Ay) = <gAx,Ay> = <AtgAx,y> = <QX,y>, ce qui implique AtgA = g. 

Le groupe de Lorentz n'est pas compacte; il contient, par exemple, le sous groupe 

cos 00 sin ha 0 0 

~ sin hcx cos ha 0 0 

0 0 1 0 1 ., 

0 0 0 1 / 

pour n1 importe quel a. 
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Enfin on a aussi le groupe de Poincaré qui est le groupe de Lorentz augmenté 
des translations, précisément co11111e les groupes Euclidiens sont des groupes orthogo­
naux augmentés des translations. 

2.4 - Paramétrisation locale des groupes 

Soit tj, un groupe linéaire de Lie. Co11111e ~ est une variété on introduit des coor­
données locales. Donc il existe un domaine'l..louvert dans Fk (k - triples d'éléments 
de F), 0 E 'U,, et des fonctions A(g) E GL(n) pour g E Fk telles que 

1) A(o) = I 

2) A est analytique en g = (91 •·· 9k) 

3) g -+- A(g) est bijective de tl â A( 1.l) 

4) !~. sont linéairement indépendants. 
J 

5) il existe U' tel que O E U14 U et tel que v g1, g2 E ti• ~! h tel que 

Ayant obtenu des coordonnées locales on a immédiatement un système de coordonnées 
locales qui couvre le groupe entier. Si BE i il suffit di poser l(g) = BA(g) pour 
obtenir des coordonnées locales dans le voisinage de B· 

Cette paramétrisation nous donne une base pour une définition abstraite d'un 
groupe local. Dans le cas ci-dessus du groupe linéaire il faut qu'il existe une 
fonction cp : 'U..' x 'U.' -+- 1.L définie par 

Nous voyons que cp est analytique et, de plus, pour tout g1, g2, g3 E 1.L' tel~ 

cp(gl' 92) et cp(g2, 93) E 'U.' , 

(2.2) 
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La propriété (2.2) exprime l'axiome de 1 'associativité. 

Définition 2. 2 Un groupe de Lie locale de dimension k est un domaine ouvert 'll, 
0 E tlc Fk, sur lequel est défini une fonction <.p telle que 

i) <.p(g, h) E tl pour tout g, h E U 

ii) <.p est analytique 

iii) Si <.p(g,h) E 'U.et <.p(h,k) E 'U alors <.p(<.p(g,h),k) = <.p(g,<.p(h,k)) 

iv) <.p(o,g) = <.p(g,o) = g 

2.5 - Algèbres de Lie 

Un groupe de Lie étant une variété analytique, son algèbre est l 1 espace tangent 
à l 1 identité. Dans le cas où c;rest un groupe linéaire, on calcule son algèbre i par 
différentation le long d'une courbe à l'origine. Donc, si A(t) est une courbe dans 

~ tel que A(o) = I, Â(o) E ~-

Par exemple, dans le cas S0(2) nous avons la suite 

R( e) = 
( cos e 

sine 

- sine ) 

cos e 

do ne R ( o) = ( ~ -1) 0 . 

Puisque S0(2) est un groupe de dimension un, son algèbre est ( ~ - 6 ) . 

Calculons maintenant l'algèbre SO(n). Si O(t) est une courbe dans SO(n) pour 
laquelle 0(0) = I, alors : 

O(t) a+ (t) = I . 

On obtient par différentation : 
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Donc l'algèbre de SO(n) est l'ensemble de toutes les matrices réelles anti-symétriques, 
On peut prendre collllle base, par exemple, les trois matrices 

0 
Ll = ( ~ 

pour sa (3). 

Exercices 

0 0 
a 1 ) 
-1 0 

0 0 
L2 = ( a a 

1 0 

0 
L - ( 1 3 - a 

1 
0 
0 

Trouvez les algèbres des groupes Euclidiens, du groupe de Poincaré, et de SU(2). 

Les trois matrices L1, L2, L3 ci-dessus sont les générateurs des rotations autour des 
axes x,y,z respectivement. 

2.6 - Structure des algèbres de Lie 

Soiti une algèbre de Lie, ensemble des matrices de Mn (nxn matrices) qui sont 
obtenues par le procédé de différentation. Si L1 et L2 E ~ alors : 

. . 
On montre ceci tout simplement. Soit L1 = A(o) , L2 = B(o) où A(s) et B(s) sont des 
courbes de<¼. Alors posons : 

'1,t(s) = A{is) B (/s) A-l (/s) B-l (ls) . 

Utilisant la série de Taylor nous avons : 

. 
De plus, 'tl(s) E ~ par la loi de composition ; et IIL(o) = [L1, L2J • 

Le commutateur [L1, L2] appartient donc à j. 

Soit û. une algèbre de Lie, et écrivons [Li' Lj] = Ï c~j Lk où {L1 , L2, ... LP} est 
"'f' k k=l 

une base de l'algèbre. Les constantes cij s'appellent les constantes de structure de 
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l'algèbre. Elles ne sont pas uniques, car elles dépendent du choix de la base. 

Exercice 

Trouvez les constantes de structure, pour une certaine base, des algèbres de 
Lie pour SU(2) , E(3), et le groupe de Lorentz. 

On vérifie finalement que le co11JT1utateur satisfait l'identité de Jacobi. 

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 

2.7 - Exponentiation 

Réciproquement, étant donnée l'algèbre de Lie nous pouvons retrouver le groupe 

par le procédé d'exponentiation. Soit Mn l'espace des n x n matrices à coefficients 

dans F, et soit 4-une algèbre de Lie contenue dans Mn. Pour tout A E Ctla suite 
{etA!-00 < t < 00 } constitue un groupe d'un paramètre. Considérons l'ens;mble: 

Il est clair que I E Î et que (1:/f1 
= e-A E ~. Pour démontrer que i est un groupe 

il faut établir que e , e8 
E 1' ~ eA e8 

E c5, c'est-à-dire qu'il existe un CE 4-pour 

tout A,B E (if tel que 

En général il n'est possible de démontrer ceci que dans un vo1s1nage de 1 'origi­

ne. Si A et B sont suffisamment petits de sorte que 11 eA e8 - I 11 < 1, on peut défi -

nir de façon unique: 

C = Log l e8 

En effet rappelons nous que la série 

Log( I + R) 

converge uniformément pour une matrice si Il RI! < 1, où Il RI! = sup Il Rv!I . Il 

Il vil =1 
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reste à démontrer que CE~. Pour cela employons le théorème de Campbell - Saker -
Hausdorff: Pour tout A,B suffisamment petits 

OÙ 

l') ( ) _ log z 
g 2 - z-1 

ii) AdA est l'opération (AdA)X = [A,X] 

iii) g(etAdA eAdB) est l'opérateur obtenu en remplaçant z par l'opérateur li­

néaire etAdA eAdB_ 

Si j est une algèbre de Lie les opérations AdA, AdB, etAdA eAdB, etc . préservent j. 

Exercice 

Soit A,B E ~ . Montrez que : 

etA Be-tA = etAdAB - oo < t < oo. 

2.8 - Réalisations des groupes de Lie comme difféomorphismes et algèbres de Lie 
comme champs~ vecteurs 

Soit ~tune suite de difféomorphismes de 1Rn tels que ~t+s = ~t ~s ; Alors la 

dérivée~ ~tlt=o = X nous donne partout un champ de vecteurs. Réciproquement étant 

donné un champ de vecteurs X on résoud le problème des valeurs initiales 

dy -at - X(y) y(o) = X 

et par ce moyen on retrouve la suite {~t} comme solution générale 

Ecrivons 

X(x) 

ry=•t(x) 
X 
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Soit f une fonction définie sur un domaine U, on calcule la dérivée de f le long 
des trajectoires 

Donc l'opérateur différentiel associé au champ de vecteurs X, est 

tel que 

a X=X.--
1 i)X l 

Définissons maintenant un groupe de transformations linéaires 

D1où (formellement) le générateur infinitésimal du {Tt} est précisément l 1 opérateur X. 
On écrit (au moins dans un sens formel) 

Par exemple, dans le cas JR1 on sait que D = -Jx est le générateur infinitésimal des 
translation: 

Exercice 

En supposant que f est analytique, démontrez que 

x2 tX f(tt(x)) = (I +X+ ~T + ... )f = (e f)(x) , 

la série convergeant uniformément dans les domaines compactes. 
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Exemples 

générateurs transformations 

translation de vecteur x 

a a 
y- - x-ax ay rotations autour de l'axez 

rotations autour de l'axe x 

laquelle ? 

Supposons maintenant que nous avons deux champs de vecteurs X et Y. En utilisant 
la série de Taylor nous trouvons : 

où 

[X,Y]f = X(Yf) - Y(Xf) 

Exercice 

Montrez que [X,Y] est aussi un champ de vecteurs. Montrez que X est une déri­
vation. 

X(af + eg) = aXf + eXg cx,e constants. 

X(fg) = (Xf)g + f(Xg) f, g fonctions 

Montrez que [X,Y] est aussi une dérivation. Montrez que AdX est une dérivation sur 
une algèbre de Lie. Montrez que[,] satisfait l'identité de Jacobi. 

Définition Un ensemble i, de ahamps de veoteurs X, Y, Z, • • • est une algèbre de Lie 

si X, Y E 1 ~ [X, .Y] E 1. 
Exercice 

Trouvez les réalisations des groupes de Lie 0(2), 0(3), E'(2), et E(3) comme dif­
féomorphismes. Trouvez les algèbres de Lie pour ces groupes. 
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III - ACTIONS DES GROUPES DE LIE ; FONCTIONS ET VARIETES INVARIANTES 

FIBRES DE JET; PROLONGEMENTS ---

Soit 'à, un groupe local de fonction ~(g,h). Un sous groupe d'un paramètre est 
une courbe g(t) dans 'J' tel que 

g(t + s) = ~(g(t), g(s)) 

On a g(o) = O. Une telle fonction g doit satisfaire à l'équation 

~ = A(g)a 

où a= g'(o) et A(g) = ~• (g,o) ; c'est à dire que A(g) est la matrice 
h 

. a ; 
A~ (g) = i (g,h) lh -
J ahJ - o 

(3.1) 

(3.2) 

Par contre, l'existence d'une telle fonction tel que 91 (0) = a vient de la résolution 
du système d'équations (3.2), en prenant 9(o) = O. 

Soit'U.un domaine ouvert dans ]Rn et soit~ une application de q X U + Î,l tel 
que 

(Nous avons écrit g1 g2 pour ~(g1,g2).) Nous supposons toujours que, g étant fixé, 
~(g,x) est un difféomorphisme, c~ et bijectif de t~ dans le domaine 
1t 9 ={y: y= ~(g,x)}. Une telle application~ est un homomorphisme du groupe Cj, 

dans le groupe des difféomorphismes de U. Si g(t) est un sous groupe à un paramètre 
alors 

est un sous groupe de difféomorphismes dont le générateur est 

d i . 
Xa = ëff ~t(x) 1 t=o = ~ aJ 2...- ' 

agJ ax 1 
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Par exemple, <I>(t;x,y) = (i~ty , -fty-) est une action locale du groupe 1R 1 dont 
le générateur est 

ô<I>(t;x,y) a 2 a = xy d X + y ay = X 

On reconstruit le difféomorphisme <I> du champ de vecteur X en résolvant le système 
d1 équations avec données initiales 

X = xy , y = y2 

Définition 3.1 Une algèbre de Lie g est un espaae linéaire sur un aorps F, avea 

une opération bilinéaire, dite aroahet, [, ], tel P:!!!.. 

(i) [a, 13] = -[a,a] 

(ii) [a, ra, y]] + [~, [y,a]] + [y, [a,~]] = 0 . 

TMorème 3.2 (Lie) 

Soit ~ une algèbre de Lie (de dimension finie) ; il eriste un groupe loaal de 

Lie 9, (unique ~ homomoryhismes près) dont * est l'algèbre. De plus il existe une 

appliaation a + exp a de ~ dans ~ P±i_ est~ bijection régulière d'un voisinage de 

l'origine dans ~ dans un voisina_ge de l'identité dans {j tel ~ exp t a est un sous­

groupe ~ un paramètPe de C;J, . Donc, tout élément de {if suffisamment proahe de l 'iden­

tité, reste uniquement ~ un sous-groupe d'un paramètre. 

Fonctions invariantes 

Soit Uc ]Rn et soit F une application de 1l dans 1Rm, 

1 m 11, n F(x) = ( I (x), ... I (x)) , x E ·IN c 1R 

Fest dite invariante (par rapport au groupe Cj,) si 

F(<I>(g,x)) = F(x) 

pour tout x EU et g dans un domaine ouvert de 1 . Prenons, par exemple, 0(3) agis-
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sant sur JR3 ; les fonctions invariantes sous 0(3) sont celles qui ont la forme f(p), 
, /22 2 2 P t l f t' . t. . t t ou p = x + y + z . ar con re, es one ions qui son 1nvar1an es par rappor 

aux rotations autour de l'axez ont la forme f(r,z), où r = lx.2 + y2 . 

Théorème 3.3 

si 

Une fonction F est inVa.Y'iante pa.Y' rapport au groupe ~ si et seulement 

Démonstration 

XF = 0 pour tout X E ~ • 

Si Fest invariante 

tX pour tout sous-groupe ~t· Puisque F(~t(x)) = e F, où X est le générateur infinitési-
mal, nous avons 

Par contre, si XF = 0 pour tout XE q.. alors (etXF)(x) = F(~t(x)) = F(x) pour tout 
sous-groupe d'un paramètre. D'après le théorème 3.2, F reste donc invariante par un 
rapport au groupe entier. (Il faut remarquer qu'on parle ici de l'invariance par rap­
port aux groupes locals). 

Variétés invariantes 

Une sous variété 1n de 1R n est dite <j, invariante si x E 1n => ~(g,x) E 11l pour 
tout g dans le groupe local Ci_ • Sim est une courbe de niveau d'une fonction 

n m r F : 1R + 1R , c I est-à-dire 

l'(YL = Sc = {x l F(x) = c} 

où c E IRm, et si Fest invariante, alors IYYlest évidenment invariante. Par contre, 
il est possible, par exemple, que la variété 

S
0 

= {xi F(x) = O} 

soit invariante, tandis que F ne l'est_ pas. (Il faut que toutes les courbes de niveaux 
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de F soient invariantes pour que F soit elle-même invariante). Montrons le théorème 
suivant: 

Théorème 3.4 Soit ca, '!:!:!!-groupe local connexe agissant~ U c JRn . Pour tout 

:x; E 1,.{, soit G x = {g 1 ~ ( g, x) est bien défini} un sous ensemble conne.:x:e de lj, . Si 

F : U ➔ IB.m, m < n, est une fonction dont le jacobien Il ~Il est de rang m partout, 
rJ:xi 

alors 

est ~ variété invariante ssiXF = 0 pour tout X E $-et tout X E 11l. 

N'oubliez pas qu'on~ besoin de XF = 0 BUY' 111 seulement. 

Démonstration : La nécessité est une conséquence dµ théorème 3.3. Pour démontrer 
la condition suffisante, choisissons un point x

0 
Emet faisons le changement de 

coordonnées 

~2 2 1 n x = F (x , ... x) 

Xr..fJJ = Fm( l n) X , •• • X 

"'1ll+l m+l 
X =X 

Puisque le jacobien est toujours de rang m nous pouvons supposer que les variables 
i 

x1, ... xn sont numérotées de telle sorte que Il ôFJII, i,j = 1, ... m est non-singulière. 

D l d - ~ 1 ,.;.,n l . -t- IIM ôtXd - ·m . { ( ---m+ 1 ~n) } ans es coor onnees x , ... x a varie e ,,,._es onnee par = o, ... o, x , ... x , 
~ ~1 "1'11 et F (x) = (x , ••. x ). Alors la condition XF = 0 prend la forme 

XF = xi ôfj = 0 rJx, pour j = 1, ... m 

et la sommation est de 1 à n. Ceci implique que dans les nouvelles coordonnées Xi= 0 
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pour i = 1, ... m, donc 

Les équations pour le difféomorphisme sont 

d 
; . 

X_ Îl 
ëft i = 1, ... n 

d 1 · -t- ~l "-'Ill O t . . t one a varie ex = ... x = res e 1nvar1an e 
riante sous les difféomorphismes locals du groupe. 

Fibrés de Jet -----

c'est-à-dire que 'Yn, reste inva-

Pour tout indice a= (a1, ... an) (ai sont des entiers non-négatifs) soit 

Notons par ua les dérivées aau et par Uk l'espace linéaire dont la dimension est égale 
au nombre de dérivées de u d'ordre k. Soit X l'espace des variables x1, ... xn, U(k) = 
Ux u1 x ... x Uk. Pour tout k nous définissons 1 'espace 

Jk est un espace liné~ire qui s'appelle un fibré de jet. Toute fonction u = u(x) dé­
finit une section dans Jk par la fonction u et toutes ses dérivées jusqu'au ordre k : 

é)U (x,u(.x), -::,- , ... aau' ) 
ax 

On considère, plus généralement, des applications u(x), u : X+ lR.m, dans ce cas l'tL 
1 m représente l'espace de m-uples u , ... u . On écrit encore, comme au dessus, 

Jk = X x U x U l X ••• x U k 

où 1U1 ,. . . tek sont 1 es espaces 1 i néa ires dont 1 es coordonnées sont notées par 1 es 
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dériyées '\x uÏ, i = 1, ... m. Une section U = U (x) définit, par les dérivées 

<\x U1 
, un graphe r(u) dans Jk : 

i i i r(u) = {(x,u, acxu) 1 XE; X, u g ' . . . } 

Prolongations 

Supposons maintenant qu'il existe un groupe local ~ qui agit sur X x U 

(3.3) 

~i ui ( ) u = x,u,g 

où x g X, u g U , g g C;,-. Nous supposons que les transformations (3.3) font un ho­
momorphisme du groupe l} dans les difféomorphismes de Xx U 

Soit u(x) une application de X vers U ; alors son graphe r(u) = {(x,u(x))lx g X} 

est une section dans Xx U . Sous la transformation (3.3) la fonction U et son graphe 
. "' d h "' sont transformées en une nouvelle fonction u e grap e r 

u(x) = u(x,u(x),g) 

~ x = X(x,u(x),g) 

r = { (x, û' (x) ) } 

alcxlui 
De plus, les dérivées de u, 1 n, sont transformées en nouvelles dérivées 

ax , ... ax 

a icx 1 ~i ~ 
~l ~n u (x) 

ax ... ax 

On veut démontrer que ces transformations des dérivées donnent aussi une action du 
groupe (J ; c'est-à-dire que la propriété de l'homomorphisme est toujo1Jrs vraie. On 

y arrive en plusieurs étapes. 
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Lemme 3.5 Chaque action Hg,.x) d'un groupe~~ l'espace X produit une action sur> 

l'espace TX de fibré tàngent de X. 

Par> action on entend toujours la propriété d'homomorphisme Tg1 o g2 = Tg1 o Tg2 • 

En effet, l'action sur> l'espace TX est précisément 

g 
(x,v) --- Tg(x,v) = (iJ!(g,x), A(g,x)v) 

où 

A(g,x) = <P~ (g,x) , (3.4) 

t; (g,x) étant le jacobien du difféomorphisme <P(g,x) par> rapport ~x. 

Démonstration 

Soit y une courbe dans X donnée par xi(t) ; le vecteur 
Sous t(g,.) y est transformée en y, qui est donnée par xi= 

~i dxi c)q; i dxj 
V = -::rr- = ___. (g,x) ëft 

u1, axJ X 

~y 

. d i 1 X t~ngent est v = at. 
t 1 (g,x(t)). Donc: 

~ ou, plutôt, v = A(g,x)v. La propriété d'homomorphisme est obtenue en dérivant la 
relation 

En effet, nous obtenons 

ou 
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Supposons maintenant que l'espace X prenne la forme d'un produit cartésien XxU. 
où X r;;; 1R n et Ur;;; 1R m_ En principe il n'y a aucune différence entre ce cas et celui 

du lemme 3.5. Le fibré tangent de XxU est TX x TU et on écrit, pour les points de 
T(X x U) 

(x.u.v.w) . 

g ru ,.._, ,....., ,-..J 

L'action (3.3) induit sur T(X x U) l'action (x,u.v,w) -(x.u,v.w) 

où 

~i d Xi a Xi a X k a Xi a u k 
V =-=7 -+7 

dt ax dt au dt 

que nous écrivons de la manière plus brève 

,., 
XX XU ) ( V ) 

( : ) = ( 
ux w uu w 

- ( 
A 

B ) ( V ) 
- \ 

C D w 

où A = Xx , B = X u• C = U x• D = U u· 

La loi de composition, c'est-à-dire d'homomorphisme, qui est donnée par le 

lemme 3.5 est 

( A12 812 
) = ( 

Al B1 ) ( A2 B2 ) 
Cl Dl C2 D2 

c12 012 
(3.5) 

= ( 
A1A2 + 8l2 A1B2 + B1D2 ) 
ClA2 + D1C2 C1B2 + D1D2 
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On arrive maintenant au but. 

Théorème 3.6 L'action du groupe~? donnée par (3.3) s'étend È_ une action sur le 

fibré de jet J 1 = X X V X U 1" Elle est caractérisée par 

(x, u,P) -+ G,u,P) 

où Pest la matrice des coordonnées 
i 

11~11 
-a:xi 

et 

(3.6) 

Cette action est celle qui transforme les sections de J 1 en sections. 

Rappelons nous que 
i 

par~ nous 
. .axJ 

notons soit les coordonnées de J1, soit les dé-

rivées d'une application u1 (x). 

Démonstration 

i 
Soit u(x) une section de XxU, soit P = 

aü1 
des dérivées de u), et soit 'P' = ( ~ ). 

Il~ Il, (où ici nous parlons vraiment 
axJ 

ax 

On trouve les vecteurs tangents à la section en dérivant le long des courbes contenues 
dans la section: 

ft (x(t), u(x(t)) = (x,ù) 

Or, comme nous avons déjà trouvé, 

. j k 
( ., au x· ) = X , ~ . 

ax 

= (V, Pv) . 

g 
(x,u,v,w)-+ (x,îi,v,w) 
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OÙ 

Mais aussi 

donc 

Puisque cette relation doit être vraie pourtout v la conclusion (3.6) suit immédia­
tement. Il reste au lecteur à démontrer la propriété d'homomorphisme pour l'applica­
tion P ➔ 'P'; elle résulte d'un petit calcul, en utilisant (3.5). 

L'extension de l'action du groupe à J1 est appelée "le premier prolongement". Il 
est clair que le procédé peut se répéter en remplaçant XxU par XxUxU1, les sections de 
XxU par celles de XxUxU1, en arrivant à XxUxU1xu2 et ses sections. Le prolongement de 
l'action à Jk est appelé le ke prolongement. L'action du groupe ayant été prolongée au 
fibré de jet Jk on calcule maintenant le générateur infinitésimal de cette action. Sup­
posons que a soit le générateur d'un sous-groupe à un paramètre de ~ agissant sur 
XxU: 

où ~i = oxi = oXi et ~j = oû'j = oUj. Leke prolongement de a est donc 

où J = (J 1, ... Jn) et u~ = aJuk. Les fonctions ~J sont évidemment les dérivées ou3. 

Rappelons nous l'idée de la dérivée totale Di que l'on a introduit dans le pre­
mier chapitre. Nous regardons o. co~me un champ de vecteurs sur l'espace linéaire Jk 
dont les coordonnées sont xi, u3, P~. La dérivée Di est le champ de vecteurs 
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Soit l : Jk ➔ lR ; on calcule l'effet de Di sur~ en traitant tous les coefficients 
de~ comme une fonction et ses dérivées et puis en remplaçant Di par ai. Par exemple 

1 2 1 2 1 2 2 D-(u a.u) = (a.u) a.u + u a .. u 
1 J 1 J lJ 

Théorème 3. 7 (3. 7) 

Démonstration Nous calculons d'abord le premier prolongement pr( 1)a en calculant 
~1 

o ~- D'après ( 3. 6) on a 
~1 ax 

ou bien 

k 
(Ici P~ = ~; k désigant l'indice de ligne et j l'indice de colonne). Au dessus, 

J axJ 

Xi -- xi(x,u(x),c-), a 1 ~ etc. , et 6 signifie l'opération 6 = as E=O' On voit que la rela-

tion peut s'écrire 

En appliquant o et en employant les relations 

o ( D jU 9,) D.0U9, = D ·<P 
9, 

= 
J J 

o{Dli) = D .oX i = D ·si 
J J 

Dl i I E:=Ü o.xi 0. i = = 
J J 

'P' 
1 E=Ü = p 

Nous arrivons à 

( o'P') t. + pi_ D · s; D ·<P 
9, 

= 
J 1 J J 

( o'P') \ D ·<P 
Q, pi_ i 

= - Djs J l 
(3.8) 
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qui peut aussi s'écrire : 

(3 .9) 

Il reste maintenant à calculer les prolongements d'ordres plus élevés auxquels 
nous appliquons le principe de réc~rrence. Nous supposons que~~ est connue et nous 

9., - l ) 9., ~9., -trouvons ~Ji , ou Ji = J + (0, ... 1 ,0 ... 0 . Or ~j = ôuJ ; nous avons trouve le pro-
longement de a à Jk. où k = IJI ; donc nous appliquons pr(l) (ak) à u3. où 
ak = pr{k) (a). D'après (3.9), en remplaçant ut par u3 et~ par~. nous arrivons à 

qui nous donne une 
9., 

~ - 9., - 9., Q, i o{u J.) - ~ J. - o.~ J - (D.uJ) o.~ • 
J J J l J 

9., 
formule de récurrence pour les ~J· Nous montrons maintenant que les 

fonctions ~J définies par (3.7) sont les solutions de cette formule de récurrence. 
En effet, si 

donc 

Exemple Soit X= U = R et prenons le groupe des rotations 

X = X COS E - U Sin E 

u = X sin E + u cos E 

Nous calculons le premier prolongement de la fonction u = ax + b. D'après (3.3) 

~ x = x cos E - (ax + b) sin E 

u(x) = X sin E + (ax + b) cos E 

Si cos E - a sin E * 0 nous avons 

x + b sin E X=-----~-
COS E - a sin C 
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donc 

u(x) =(sine+ a cos e) x + b 
cos e - a s,n e cos e - a s,n e 

(3.10) 

Remarquez que l 1 action n1 est que locale, bien que le groupe (S0(2)) soit global. 

Nous pouvons maintenant trouver le premier prolongement de l 1 action à J 1 = XxUxU1. J 1 
est le fibré de jet dont les coordonnées sont notées (x,u,p). Il suffit de trouver 
l 1 action du gr2upe S0(2) sur les sections de J1 ; c'est-à-dire qu1 on cherche la trans­
formation de ~~ , où (x,u(x) ,u1 (x)) est une section de J1 . Soit (x,u,p) un point fixe 
dans J1 et soit f(x) une fonction linéaire dont la section passe par (x,ü,p), c 1 est­
à-dire f(x) = ax + b où a= p, b = ü - xp; donc (x,f(x),f 1(x)) = (x,ü,p). 
D1 après (3.10) 

Donc 

et l 1 action sur J1 est 

- - - -rcx) = sin e + p cos ex + __ u_-___,_p_x __ _ 
cos e - p sin e 

'\, 

î(x) = sin e + p cos e 
-cos E: - p sin E: 

X= x cos e - u sin E 

û' = x sine+ u cos e 

'\, 

p = sin e + p cos e 
cos e - p sine 

-cos e - p sine 

Hous trouvons facilement le générateur 

a a 2 a 
= - u ax + x aü + (1 + P ) aj5" 

D'autre part, calculons ôp, c 1 est-à-dire la fonction c.p1, du théorème 3.7 nous avons 

~ = - u, c.p = x, et (P = u1
) 
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: 1 + ( U I) 2 + UU Il - UU Il 

En général, les prolongements des actions des groupes sont plus difficiles à 
calculer que les prolongements des générateurs infinitésimaux. 

IV - SYMETRIES INFINITESIMALES DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 

Dans ce chapitre nous exposons les méthodes pour calculer les algèbres de Lie 
pour les groupes de symétries des équations aux dérivées partielles. Une équation 
aux dérivées partielles du ke ordre peut se regarder co11111e une application~= Jk➔ m; 
èt un système d'équations comme une application~ : Jk ➔ mm. C'est-à-dire qu'une 
équation, ou système d'équations, aux dérivées partielles est une sous-variété de la 
forme 

i = 1, ... m (4.1) 

dans Jk. Une telle relation décrit une sous variété régulière de codimension m si 
le jacobien 

1 m a(t. , .. -~ ) 
a (xi , uj , P~ ) 

est toujours de rang m dans un domaine ouvert de Jk. 

De ce point de vue une solution d'une équation ou système d'équations, est une 
s~ction ~(x) de Jk qui est con~enue dans cette sous-variété. En remplaçant uj par 
uJ(x), P~ par les dérivées aJuJ(~), i~ faut que 

identiquement pour tout x E fic X. 

Soit{~} un groupe de difféomorphismes qui agissent sur XxU; nous désignons 
le ke prolon~ement de ~g à Jk par~(~). Un système d'équations aux dérivées partiel-
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les 

est dit invariant si la variété 

est une sous-variété de Jk invariante par rapport à l'action,(:). 

Théorème 4.1 

Ü = U(x,u,g) • ( 4. 2) 

Supposons que le système régulier d'équations aux dérivées partielles (4.1) est 

invariant par rapport au prolongement 1 (~) de l'action ( 4. 2). A fors l'action (x, u) 

+ {x, Ü) laisse invariante Zes solutions de ( 4.1). De plus, une condition nécessaire 

et suffisante pour 9!!:!!.. les équations soient invariantes par rapport~ ,(~)est 

quand f:. = 0 ( 4. 3) 

pour tout générateur infinitésimal ex, 

i a • a 
ex = ôX ---.- + ô uJ ---,- . 

ax'Z, auJ 

Démonstration: Si u(x) est une solution de (4.1), alors &(x,u,PJ) = 0 identique­
ment dans un domaine ouvert quand u et PJ sont remplacés par u(x) et aJu(x). Sous 
l'action ,(~)(x,u(x),aJu(x)) ~ (x,u(x),a}i'(x)) ; et l'invariance de la variété 
Â = 0 implique que Â(x,u, 'P'J) = 0 si Â(x,u,PJ) = O. (L'invariance deÂ = 0 n'est pas 
équivalente à la condition Â(x,u,PJ) = Â(x,u,l"J)!) Alors, la section (x,u(x), â'Jû'(x)) 
satisfait aussi l'équation. Là nécessité et suffisance de la condition (4.3) est une 

conséquence du Théorème 3.4. 

La condition (4.3) nous fournit une méthode pour calculer les générateurs ex du 
groupe de symétries des équations. On va donner des exemples. On va aussi calculer 
des groupes de symétries pour des lagrangiens. Comme on a déjà vu dans le chapitre I, 
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les symétries des lagrangiens sont toujours liées à des lois de conservation. Cepen­
dant, il se passe très souvent que les équations d'Euler - Lagrange possèdent des 
plus grands groupes de symétries que les lagrangiens d'où elles viennent! Soit: 

( ) 1 n n L x,u,PJ dx A ... Adx = Ld x 

un lagrangien invariant par rapport aux transformations (4.2). Alors 

ou 

ot(x,ü,îfJ)dnx + t (x,u,PJ) ô(d~) = 0 

où o signifie la dérivée ~l ê=O le long d'un sous-groupe d'un paramètre. Or 

.P ~~1'( (k) JJ ) ô( 1v (x,u,rJ) = pr cil. tl.. (x,u,PJ 

et 

Finalement la condition pour l'invariance d'un lagrangien i est 

(4.4) 

Exemple~: On trouve le groupe des symétries du lagrangien 

S ·t a + a + a . d 01 a = f,; ax 11 ay (p au , one 



43 

D'après (3.7) 

<-Pl.0 = D (<-P - sLI - n~ ) + u s + u n , X X y XX xy 

= a<.p + éî<.p u -~ u -~ u 2 _ t;, u _ an u _ ~ u u - n u 
ax au x ax x au x xx ax y au x y xy 

De même 

Donc les équations pour les symétries infinitésimales sont 

(pr(l)a) l + f (Dxt; + Dyn) = 0 , 

2 2 
2ux <-P1,o + 2uy <-Po,1 + (ux + uy ) (E;x + su ux + ny + nu uy) = 0 , 

(4.5) 

Rappelons nous maintenant queux, uy, uxy' etc. sont des coordonnées indépendan­
tes dans le fibré de jet J

00 
(x,y,u,ux,uy,· .. ) est que l'équation (4.5) est une iden­

tité polynomiale sur J
00

• Alors, pour que (4.5) soit satisfaite identiquement, il faut 
que tous les coefficients deux, uy, ux2, ux uy,··· etc. soient nuls. Cette condition 
nous donne un ensemble d'équations au dérivées partielles pour les fonctions <.p, t;,, n. 
Ces équations des "symétries infinitésimales" sont: 

<.p = <.p =- 0 
X y 

(4.6) 

2<-P + t;, - n = 0 
U X y 
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= 0 

(4.6) 

E;. =n =0 u u 

Nous résolvons ces équations sans difficulté. D'après la dernière équation 
s = n = 0, set n sont fonctions des variables x et y seulement. De plus, elles u u 
doivent satisfaire nx + E;.Y = O. Si nous ajoutons la deuxième et la troisième équation, 
nous trouvons que ~u = 0; et, puisque ~x =~y= O aussi,~ est une constante. Fina­
lement nous avons : 

(4.7) 

que nous reconnaissons comme les équations de Cauchy - Riemann. L'algèbre des symé­
tries est donc engendrée par 

Le~ est le générateur du groupe u + u + const les a sont les générateurs des trans­
formations conformes dans le plan 1R 2• 

Exercice : 

as1 a•2 at 1 aE;.2 
7 - ~ - 0 , ~ +--, = 0 . Montrez que le difféomorphisme~ de l'écoulement 
ax ~ - axe. ax.1 

. . 1 2 
~

1 = E;.1 (x ,x) est une transformation conforme. 

Solution 
i 

Désignons l'écoulement par ~1(x1,x2;t), ~2(x1,x2;t), où!~ = si(~ 1,~2). 

L'écoulement des tangentes est effectué selon le Lemme 3.5(voir équation (3.4))par le 

jacobien 

Soit (x,v) un point dans le fibré tangent. Sous l'écoulement il se déplace en 

t 
(x,v) - (~t(x), A(~t(x))v) 

si v
0

, w
0 

sont deux vecteurs tangents au point X
0

, ils sont transformés en vt, wt ; 
et l'angle e

0 
entre eux devient e(t). Si l'on représente la modification de l'angle 
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par e(t) = St(e 0 ) on a St+T(e0 ) = St(ST(e0 )). Il faut montrer que e(t) = e
0 

• donc 

il suffit, grâce à cette propriété de St• de démontrer que ê(o) = O. (Parce que ça 

implique que ê est toujours zéro). Donc: 

<A(t) v
0

, A(t) w > 
e(t) = 0 

llv(t)II llw(t)II 

Soit o = ft lt=O ; la condition oe = 0 est une conséquence du fait que 

o AA+ = >..I 

(Montrez-le). Or 

clct> i 1 .t" ;_ et de pl us --'--r - u donc axJ t=O - J 

+ 2 i k . k 
o(AA ).k = l (o ~) ô- + o~ ô( ~} 

1 j=l axJ J J axJ 

_ aç; i al _ { 0 si i * k 
- ~ + ax1 - À si i = k 

où À 
as 1 as2 

= 2 7 = 2 
ax ~ 

Exemple~ : Symétries de (vu)2d~ en 1R n . 

Ce lagrangien donne l'équation de Laplace en dimension n. Le cas n ~ 3 est dif­
férent de celui den= 2. L1 équation (4.4) prend dans ce cas la forme 

i 2u . <P. • + u . u . ( D . s ) = 0 
J lJ J J 1 

(convention de sommation où uj = aju et, selon théorème 3.7 
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i i = q:>X + cp U. - {!; X,+!; UJ.) U •• 
j U J J U l 

Nous avons donc 

et finalement 

n 
- 2 !;j + 

n 
!; i ) I { 2u.cp +u. u. (2 cpu .I J X. J J X, X· j=l J J 1=1 J 

i n 
{-!;i) - 2 .l. !;X. Ui U, + l u. U, u. } = 0 

l=l=J J J i=l l J J u 

(Cette fois je n'emploie pas la convention de so1111Jation. Faites attention au troi­
sième terme!). 

En mettant tous les coefficients de uj, uj 2, ui uj, et ui uj2 égaux à zéro, nous 
avons : 

2cp -u 

cp = 0 
X· 

J 
J n i 

2~+ l 2..L.=O 
axJ i =1 ax 1 

j = 1, ... n (4.8) 

i * j 

( ) et ~i i( 1 n) De la première et de la dernière équation nous trouvons cp = cp u ~ = i;; x , ... x . 
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Des n équations de la deuxième ligne nous voyons qu'il faut que ~u soit constant. 
Donc ~(u) =au+ b et 

j = 1, ... n (4.9) 

En sommant les deux premières équations (4.9) nous obtenons 

et, de même façon, de la première et de la troisième équation, nous obtenons 

En prenant la différence de ces deux équations nous obtenons 

Alors, 

avec 

Enfin 

(n - 2) ~ + 2a = 0 , 

i 1 n _ a xi i 1 Ai n 
~ (x , ... x) - -::-->r + b (x , ... X , ... X) n-L 

. . . ab i 
où b1 ne dépend pas de x1 

; ~-, = O 
ax 

Finalement les bi doivent satisfaire 
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Exercice Démontrez que tous les bi sont des fonctions linéaires ; i.e. que 

Donc 

i 1 n i j + ci b (x , ... x ) = A. x 
J 

OÙ 

A~+ A~= 0. 
J 1 

Les matrices A forment l'algèbre so(n), celle du groupe SO(n). 

Enfin, l'algèbre entière est donnée par 

générateurs actions du groupe 

1) 

2) 

3) 

4) 

3 
au 

i a n a -x ---.-+(-z-l)u-
ax1 au 

Exemple~: Symétries de hu = 0 dans la dimension n. 

(translations) 

(rotations) 

u-+ u + const. 

(dilations) 

Les équations pour les symétries sont pr( 2) a(hu) = 0 quand hU = 0, donc 

n n 
I ~( •·) = 0 quand I u .. = 0, 

j=l JJ . j=l · JJ 

où 

2 i . 
= D. (~ - ~ u.) + ~ 1 u ... J 1 JJl 
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i i i 
- 1; u . . . - 2u . . ( 1; • + 1; u • ) 

lJJ lJ J U J 

( ; i i i u.+i:-i ) -u.ç; .. +1;. u.+1; u .. +ç; s u.u., 
1 JJ JU J U JJ Uj J UU J J 

i + I; u .... 
JJl 

2 
la notation <Pjj pour :x~ 2 et <P(jj) 

J 

j 
pour lPJ quand J = (0, ... 2, O ... 0). 

Pour arriver aux équations on fait la somme des lP(jj)' ainsi : 

- \ u . . ( i:-~ + i:-~) + u . U • ('" o·. . - ( i:-i + i:-Ju .. ) ) 
. l . , J "'J "', , J "'uu , J "'u · "' 
l,J J 1 

- I u. u~ si = o 
· · l J UU 1,J 

quand l'lu = 0. 

(Faites attention à la condition 11quand l'lu = O") • Les équations sont donc 

(ii) 

(iii) 

( iv) 

(v) 

( vi) 

( vi i) 

2 ~. - ÂJ = 0 
J 

/ + _; = 0 
"'J ti 

<Puu Ô•. = ( /;~. lJ J 
+ l;j ) 

U· , 

2 l;j 
u 0ki 

+ I; i 
u okj = 0 

I; i = 0 
uu 

j = 1, ... n 

i :j: j 

(4.10) 
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On trouve les équations (iii) et (iv) de la façon suivante: 

Pour le deuxième terme il suit, uij étant indépendants, que sj + E1 = 0 quand i * j, 

donc (iii). Quant au premier terme nous avons : 

puisque la condition pr( 2) (a) t:.u = 0 n'est satisfaite que sur la variété \ u .. = 0 
r.,. 11 

• 1 1 
dans J"". Au delà de cette restriction, les u ii sont indépendants, donc ç;~ = i; 1 pour 

tout i, cf. (iv) ci-dessus; De même façon, on ne demande pas que <Pu= 0 puisque le 

coefficient de <Pu est Au. 

Tournons nous maintenant vers la solution des équations (4.10). L'équation (vi) 
. . . 1 

signifie que 3 i;~ ~ 0 (quand i = j = k), donc i; 1 = E1 (x , ... xn}. Alors (v) implique 
, 

que (l)uu = 0, donc que q>(~,u) = A(x)u + B(x). De plus, (i) démontre que M = ~B = O. 

Par {ii) et (iii) nous avons 

donc Ajk = 0 pour j * k. De la même façon, pour {ii) et (iv) nous trouvons que 

A11 = A22 = ... = Ann' donc tout A;i = 0 puisque t:.A = O. Enfin A est une fonction 

1 inéaire 

Nous mettons P = Eî = 

; 
donc sjki = ïjk = O. 

n ; 
A(x) = A

0 
± .l A. x 

1=1 
1 

n ( 1 n) 0 t i O • ... J .... k = sn = P x1 ... x . n rouve que Ejk = pour, T T ; 
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Il suit que P prend la forme 

Or 
Il _ _ 1 _2 2 1 

~1 (x1) - P11 - s111 - s211 = s121 = - ~221 

1 Il 

= - s122 = - P22 = - $2 (x2) · 

Donc 

et les deux fonctions doivent être des constantes. 

Nous avons démontré que 

où les ~j sont linéaires. Donc 

où a1 ... an, b sont des constantes. Aussi 

n 
A(x) = A

0 
+ . l A. x .. 

1=1 1 1 

Nous ne supposons pas que toutes ces constantes sont indépendantes. Donc 
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De plus, nous avons trouvé que l;jk = 0 pour j 

1 1 prendre la forme ~2(x2) + ... + ~n(xn). Donc 

Or 

Donc 

où 

t at 2 
t; = 2 xi + xi I a. x. 

j *f J J 

et, plus généralement 

où 

.; i 
~-(x.) + a. x. = Y· 
J J 1 J J 

const. 

i i = O Yj + Yj i * j 

Alors 

et 
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où 

Maintenant nous trouvons les Ai nous avons 

donc 

Alors 

i 
~ (x1···xn) 

2A = a (2-n) 
i i 

n { 2-nj <P(x,u) = I ai 
i=l 2 

ai 2 i 2 
= 7 (2xi - I X. ) 

j=l J 

donc 

xi u + A
0
u + B(x) 

+ xi I a. x. + I 
j=l=i J J j 

i + bxi + ai Y· x. 
J J 

Les différentes constantes ci-dessus nous donnent les champs de vecteurs 

translations 



et 

Q, 
Y· J 

b 

B 

n 
I 

Q,=1 

a. 
u aü 

a B(x) au 
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rotations 

dilations 

U-+ ÀU 

u -+ u + B 

nous prenons$= x1 par exemple, donc 

2 A1 = (2-n) 

2 A2 = 0, ... 

1 A(x) = "2" (2-n)x1 

2 a ~ a 1 a 
- xn ) -=-r + .l x 1 xj - + 7 (2-n) x1u -. 

ax J;:2 axj au 

1 2 2 a n a 1 a 
= - "2" (xl + • • · + xn ) ax + xl .I xj îxJ. + "2' (2-n)x1 u au 

-1 J=l 

ou bien plus généralement 

Exemple 4° : Equation de la chaleur 

L'équation de la chaleur dans une dimension est ut - uxx = O. 
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En prenant 

nous arrivons aux équations des symétries 

OÙ 

Le système est donc 

{ i) <.pt - <.pxx = O {1) 

{ii) 2<.pxu - i;xx + i;t = O {ux) 

(; i;) T - T = -XX t 2ç;x (uxx) 

2 
(; v) --r =<.p - 2i;xu (ux) u uu 

(v) i;uu = O (u 3) 
X 

{ vi) ç;u = -•xu (ux ut) 
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(vii) -ruu = O ux 
2 

ut 

(viii) '[ = 0 u (uxx ut) 

( i x) '[ = 0 
X uxt 

(x) '[ u = 0 ux uxt 

Par (ix) et (x) -r = -r(t) ; donc par (vi) ç = s(x,t) ; et par (iv) ~uu = O, donc 

~(x,t,u) = A(x,t)u + B(x,t). Par (i) At= Axx et Bt = Bxx· Par (iii) -rt = 2sx donc 

sxx = O. Par (ii) 2Ax = sxx - çt = - st• Puisque sxx = 0, Axxx = 0 et Atx = O. Alors 

stt = O. On trouve facilement les solutions 

Les générateurs sont 

a a 
a 5 = 2t - - xu -ax au 

a 2 a 2 a 
a: 6 = 4tx ax + 4t TI - (x + 2t) u au 

cxB = B(x,t\au 

Grâce à~ 8 l'algèbre est actuellement de dimension infinie. Les actions correspon­
Àa. 

dants du groupe sont (e 1
) 
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;ia 3 À 
e (x,t,e u) 

;ia 4 À 2À 
e (ex, e t,u) 

n5 2 
e (x - 2Àt, t, uexp {x>,. - À t}) 

Ja 6 X t ,..__,__ - ÀX2 
e ( 4Àt + 1 '4Àt + 1 'u ✓4Àt + 1 exp { 4>,.t + 1} ) 

ÀB e : (x,t,u + ÀB(x,t)) 

Exemple~ Système non linéaire 

U = V 
y X 

V :::- UU 
y X 

Ce système est une approximation des équations pour l'écoulement d'un gaz. En intro­

duisant les variables 

p = u 
X 

les équations deviennent 

q = r s = - up. 

Nous cherchons les générateurs infinitésimaux de symétrie 

a a a a 
(X = ç; ax + n ay + cr au + 1' av 

dont le prolongement est 

Les dérivées totales sont 

D a a r .1_ =·-+p-+ 
X ax au av 

Dy 
a q .1_ + cl =- + 5 av ay au 
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et les fonctions op, ... sont 

'v 
or= DL - rD ~ - sDxn X X 

'v os= DL - rD ~ - sD n . y y y 

Donc les équations de symétries sont 

"' J> "'r ôq = u 
'v 'v 'v 

ôS = - Uôp - pôU 

'v 
= - uap - po 

quand q =rets= up. Nous arrivons donc à 

;)d + q ~ + S ae1 _ p ( ~ + q !i + s ~ ) ay au av ay au av 

- q(~+ qlll+s~) ay au av 

= i!. + pi!.+ r ~ - r( 5 + p 21 + r ~ ) ax au av ax au av 

- s ( ~ + p l11 + r ~ ) ax au av 

et 

~ + q i!. + s ~ - r( 21 + q ~ + s 21 ) ay au av ay au av 

- s( ~ + q ~ + s ~ ) ay au av 

= - u( ~ + p ~ + r ~ ) + up( ~ + p ~ + r ~ ) ax au ~v ax au av 

+ ur( ~ + p ~ + r ~ ) - op ax au av 



Nous: ira·isons q = r et s = -· ijp, ;;c;: et nous prenons-. tou~r les. coe.fffüi:ent·s; de0 p,,, r,. pr, 

2 2 - -· - L -· "' .. d .i..- d·-· •·d· t . t- I p· ,., r eg~mc a. re.r,o,.. es: eqaa,1;.1,0.ns au-· e:ssus so.m~ re:ga-.r. ee:s comme T · en 1. ·e:s p·o., iyno-

m:Ea:ltes; des. varta:bT'.es µ et. r-· a,vec: des~ coefficients: en, X,,c Y!,, w et v. •. Donc: no·us: arrtvons 

a.Œx. êqµa:tions: s:utva:ntes: :: 

aKr a:n -· a ·c a;s 
am · ay· a,v:.· ax 

Ces équations sont équivalentes aux sutvante57 :: 

~ = _ u ao 
au av 

i!. = ao 
ax ay 

(4.11) 

(4.12} 

Par les équations ( 4 .12.) en t:rmuv.eo les ccmdfft..tcms dœ <rGmbaciiab:iH::tt.é': pour," les~ dér-i\1.êes 

de T de deuxième ordre: :: 
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Ainsi 

et 

et donc ax = O. De la même façon ay = O. En revenant à (4.12) il vient que 

Tx =•y= O. A partir des équations (4.11) on trouve, en imposant les conditions 

nécessaires de combatabilités pour les dérivées de~, 

l!l_ = 1 acr 
ax - -z av 

De cru= cr/u il suit que cr(u,v) prend la forme cr(u,v) = uf(v). Maintenant d'après les 

équations (4.12) nous trouvons que 

2 1 

1' = - u f u 
3 •v = Z f(v), 

donc 

0 = Tvu 

Ainsi 

a= u(av + b) 

3 
3 2 

a~+ J bv + c T = -ir av - ., '-

ou a, b, c sont des constantes. Donc 

an_ 1 acr au 
ax - I av= - 2 

et, utilisant les équations (4.11), nous trouvons les solutions générales 
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aux n = - -z- - avy + dy + n
0 

où ~0 , n
0 

sont des solutions arbitraires de 

~ = - un 
U V 

Par conséquence, l'algèbre de Lie est de dimension infinie ; en dehors des fonctions 

~
0

, n
0 

il existe une algèbre de dimension 4 (les a, b, c, d), donc 

X1· = (yu2 - xv) l - ( xu + 2yv) i_ + 2uv i_ + ( - ; u3 + i v2) ,,av 
~ ay au J , o 

ê) 
X3 - -av 

Les crochets des x1, x2, x3, x4 sont donnés par la table 

X1 X2 X3 X4 

Xl 0 - 3X1 - x2+2x4 0 

X2 3X1 0 - 3X3 0 

X3 x2-2X4 3X3 0 0 

X4 0 0 0 0 

Exemple ~0
: Equations d'Euler 

" i . i " _oU_ + UJ ~ + ~ = Q 
at axJ ax 1 

(4.13) 

ui sont les composants de la vitesse et p est la pression hydrodynamique. Nous 
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cherchons les champs des vecteurs 

dont les prolongements pr(l)x sont les générateurs infinitésimales des symétries. Nous 
t t aut 

écrivons uk et pk pour les dérivées, où k = 0, 1, 2, 3 et u
0 

est~ 

Donc 

Le prolongement de X est 

Ici Q, = 1,2,3; i = 0,1,2,3 ; et k = 1,2,3. Les équations (4.13) peuvent s 1 écrire 

I u~ = o 

Les équations des symétries viennent de 

donc 

3 
\ Q, . 
l <.p(; Q,) :;:: 0 ' 

t=l 
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alors 

JI, • • 

+ uj~J + ot~ - (Dts1 )pi = o, ( 4 .14) 

3 

I {DJl,~t - (DJl,ç; i )u:} = 0 , 
JI,=} , 

Ces équations ayant lieu quand les équations (4.13) sont elles-mêmes satisfaites. 

Etudions d'abord la dernière équation ; nous arrivons à 

3 JI, .R, • .R, 3 

I { a~ + ~ uJ + a~ P - I u~ ( 21_ + ~ uj + ~ P ) } = o 
t=l axt auJ t ap t i=o 1 axt auJ t ap t 

3 

quand I u! = O. On peut écrire ces équations sous la forme 
t=l 

3 3 

- I I 
i=o t=l 

Alors nous obtenons les équations suivantes 

t 
i)~ = 0 
ôp 

et enfin 

i = Q,1,2,3 
j ~ 1,2,3 

j * t 

(4.15) 

En utilisant ces résultats et les équations (4.13)(on Sl'bstitue ui = - uju} - P;) les 



équations (4.14) se simplifient à 

fl . k 
+ l â<.p UJ u. 

j,k=l ~ J 

3 
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3 

I 
i ,j=l 

Rappelons que celles-ci sont des identités pour les polynômes des variables ut, pk 

avec coefficients en x,t,uj. Donc nous arrivons aux équations suivantes en prenant 

les coefficients des termes (1), (pk)' et u~ égaux à zéro : 

fl . fl 
â<.p + UJ ~ + ~ = Ü 
at axJ axfl 

(1) 

donc 

Prenons fl=l dans la dernière équation, par exemple; nous obtenons 

ul 
1 1 aç;0 1 

(- ~ + um ~ + c.pl +a~) 
1 u --

axm -;r at at 

1 2 2 aç;0 2 
+ u2 (- ~ + u -- um 5-_ + c.p2) 

at at axm 
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+ ul 
3 3 a~o 3 

(- ~ + u -- um ~+ci) 
3 at at axm 

+ u2 
1 

(Ô1T) 
~ 

+ u3 
1 

( é)1r ) 

~ 
= 0 

Donc 

a a~j m a~j J. a~0 J. 
_2!'_ = 0 et -"'- + u -"'- = u -"'- + cp 
auJ at axm at 

(4.16) 

pour j=l,2. De la même façon, en prenant aussi i=2,3, on arrive aux équations (4.16) 

pour tout j. Nous reprenons toutes les équations que nous avons trouvées ci-dessous : 

( i ) 

( i i) 

(iii) 

( iv) 

(v) 

( vi ) 

(vii) 

3 t 
l acpi=O 

t=l ax 

i = 0,1,2,3 j = 1,2,3 

j * t 

1 1 2 2 3 3 
acp - li.- - acp - li.- - acp - aç; 
au1 ax1 au2 ax2 au3 ax3 

t k 
(viii) acp + ~ = 0 

~ axt 
k * t 

( Î X) 

(x) k * t 



(xi) 

(xi i) 

31r 0 ;7" = 
3U 
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J. J. 3co acj m acj <.p +u _,,_=-"'-+u _,,_ 
at at axm 

(Equation (x) suit de (v) et (viii)) 

De (iii) et (iv) il suit que 1;
0 = 1;

0 (t) ; nous écrivons désormais 1;
0 (t) = (t). 

De même façon, <.pt= <.pt(x,t,u), ç;t = i;t(x,t), et 1r = 1r(x,t,p). Par (viii) et (ix) nous 
R, 

voyons que '3<.pJ est indépendant des uj ; alors 
au 

t i k t <.p = Ak (x,t)u + B (x,t) . 

Par (vii) nous trouvons 

donc 

enfin 

9Ai a Bi aAt aBt 31r 
_k l + - + uj (~ l + --T) + - = 0 , 
at at axJ axJ axt 

aA~ aBt 
_J+-=0 
at a.xJ 

Il suit que les At ne dépendent que de t et que 

( 4.17) 
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et 

aB9
v dTT 

-=--=-
3t ax,Q, 

Par (xii) nous trouvons 

donc 

I1 suit que 

Alors 

et 

= -

Cela implique que DQ, = ê,Q, et que ÂJ~(t) = 0 pour Q, 4'j. De plus. par (x), A~·+ Aj
9 

= 0 
J ' 

pour t * j. 



Enfin 

et 

ou bien 

Alors 

et 
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a aç;j _ a aç;j _ aBj 
-----.-----.-, 
at axJ axJ at axJ 

Â~ + a = - Â~ , 
J J 

2 Â~ +a= a 
J 

(ex = const.) 

ou la matrice A~ est une matrice constante telle que 

Par (i) nous trouvons que 

3 a·i 3·· I _JL=-rra=O 
t=l axi c.. 
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donc a(t) = st + -y et a = s. Aussi par (ix) 

et 

Par (4.17) 

donc 

31r 
- = (2« - B) ap 

Nous avons finalement 

ç;O = St + Y 

.. !l !l 
1r = (2a - S)p + E{t) - C x 

Une base de champs de vecteurs correspondants est donnée par 

- U Î ~ + Xi ~ + 2t ~ - 2p ~ , 
au1 ax1 at ap 
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t a t a a 
U - + X -+ 2p -

au1 ax1 ap 

E ( t) aap 

G = C(t) _a_+ ê _a_ - ë x 1 a 
1 ax1 au1 ap 

1 = 1,2,3 

Les G1 engendrent les transformations galliléennes. Par exemple, en prenant C(t) = vt 

nous avons 

'ùl 1 
X = X + Vt ~2 = x2 'ùJ 3 

X = X 

ül = u1 + v 1\,2 2 
u = u 

1\,3 3 u = u 

V - THEORIE DES SOLUTIONS INVARIANTES 

Sous l'action du groupe q,. les solutions sont transformées en d'autres solutions. 
Si H est un sous groupe del} une solution u = ~(x) s'appelle une solution H-invariante 
si le graphe de u = ~(x), comme sous variété dans XxU, reste invariant sous l'action H. 
Par exemple, le champ de vecteurs 

a a 
ex 4 = x ax + 2t TI 

est un générateur infinitésimal des symétries de 1 'équation de la chaleur. L'action 
ÀCX4 

e est donnée par 

li = u , 

ou bien}= sx, Î = s2t, ~ = u. Une fonction u(x,t) est transformée dans (Tsu) (x,t) = 
u(!, -i")· Une fonction est donc H-invariante (où H est le groupe engendré par eÀa4) 

s s 
si Tsu = u, donc si 

u(x,t) X t 
= u(- ' --z) 

s s 
vs. 

En mettant s = lt nous voyons qu'une telle fonction invariante prend la forme 
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û(x,t) = u(n, 1) = cJ>(s) OÙ,= Tt et cJ> est une fonction quelconque. 

Dans ce cas nous pouvons démontrer qu1 il existe de telles solutions invariantes 
de l 1 équation de 1a chaleur. En effet, en l]lrenant u(x,t) = cJ>(s), ç; = x//t dans l 1 é­
quation ut - uxx = 0, nous arrivons à 

ou bien 

cpll + ! cp 1 : 0 • 

La solution générale de cette équation est 

t • _/;4 
d •. 

-oo 

Evidemment ux = fx cJ>(s) = .1.. cJ>
1 (t) est aussi une solution, et celle-ci est 

X IE 

qui est la solution fondamentale de l 1 équation de la chaleur. 

De la même façon considérons les solutions qui sont invariantes par rapport à 
a a d un groupe engendré par % = ;Xt ô..X - xu au . LI action ans ce cas est 

sa5 ( t ) (~'}!~) = (x+2st.t.e-(xs+ts
2

)u). e X, ,U = X, L,U , , 

Le transformé d1 une fonction u(x,t) est 

où 

2 
~(~~t) _ -(xs+ts) ( t) u x, - e u x, 
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Cherchons une fonction qui est invariante: Tsu = u. Prenons ft = s ; donc 

2/4t u(x,t) = e-x u(o,t). 

De plus, en mettant cette expression dans l'équation de la chaleur, nous trouvons 
u(o,t) =A/If.Donc 

u(x,t) = 

pour A constante quelconque. 

Enfin, essayons le sous groupe engendré par a4 + ya3, où y= const. On trouve 
sans difficulté l'action 

Puis, si u est une fonction invariante, u doit prendre la forme 

En mettant cette expression dans l'équation de chaleur nous trouvons cette fois 

alors l'équation différentielle ordinaire est 

Théorie Générale 

Passons maintenant à une situation plus générale. Soit ~g l'action de {i-sur 
l'espace XxU. Une invariante, comme nous l'avons dit, est une fonction I(x,u) telle 
que I(~g(x,u)) = I(x,u). Nous avons vu (Théorème 3.3) que I est une invariante ssi 

aI = si ~ + (l)j ~ = 0 
ax 1 auJ 
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pour tout champs de vecteurs a dans l 1 algèbre de générateurs de l 1 action ~
9

. Une base 
d1 ingégrité d1 invariantes est un ensemble {1 1, ... IP} d1 invariantes indépendantes telle 
que toute invariante I peut s'exprimer comme I(x,u} = F(I1, ... Ip) pour une fonction F. 
Les fonctions Ij(x,u) sont indépendantes si le jacobien 

a(Il' ... Ip) 

a toujours le rang p. 

i ô k ô • Lermne 5.1: Soit ::x. = E;,j --::r; + (f)j ~ des champs de vecteurs qu-i font une base pour 
J ÔX ÔU 

une algèbre de Lie, j = 1., .•• r. Soit R le rang dans un ouvert de la matrice 

ç; 1 n 1 m 
1 E;, 1 (f)l (f)l 

ç,1 n 1 m 
2 ç,2 (f)2 (f)2 

M = 

1 
r;,r 

'n 1 
E;,r (f)r 

m 
(f)r 

si m + n > R le nombre d'invariantes indépendantes est n + m - R. 

Puisque les cxj forment une algèbre de Lie le système d'équations (Xj I = 0 est complète; 
donc le Lemme concerne le nombre de solutions d'un système complet. (voir, par exemple 
le livre de Carathéodory sur les problèmes variationnelles.(Holden - Day, Inc., 1965 ; 

San Francisco ; voir Part I, Theorème 3, page 35) 
Exemple 

M = 

0 

z 

- y 

- z 

0 

X 

y 

-· X 

0 
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On voit que le rang d 1M est 2 ; et il existe une seule invariante x2 + y2 + z2 (n = 3, 
m = 0 dans cet exemple). 

Si R = m + n l 1 action est transitive, et chaque point se transforme dans tous les 
autres ; les seules invariantes dans ce cas sont les constantes. 

Nous arrivons maintenant aux questions suivantes. Soit une équation différentielle 
~ = 0, un groupe de symétries cj-, et un sous-groupe H 

1) Comment trouver la forme des fonctions H-invariantes 

2) Comment trouver des solutions H-invariantes de~= O. 

Tout d1 abord, soit J (x,u), , = 1, ... n + m - R, une base d1 intégrité pour les invarian­, 
tes de H: 

Une variété de codimension m dans XxU, invariante sous l'action de H, est donnée par 
des équations 

j = 1, ... m • 

Nous supposons que les ~j sont des fonctions indépendantes par rapport aux variables 

Jl' ... Jp; c'est-à-dire que le jacobien Il ~jj Il a toujours le rang m. 

' 
Nous essayons maintenant d 1 inve.rter les relations <I>j = 0 pour trouver des fonctions 
invariantes. 

Exemple Dans 1 1 équation de chaleur les invariantes de l'action engendrée par a4 sont 

les solutions de a4 ~ = 0, c'est-à-dire 

( x a~+ 2t it) ~(x,t,u) = O 
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Dans ce cas, n = 2, m = 1, et R = l ; donc il y a deux invariantes, en fait ç = x//E 
et u. Si on se donne une variété invariante ~(ç,u) = 0 telle que ~u * 0, alors on 
trouve une fonction invariante u = ~(~). 

Exemple (W.W Puchnacev, Priklady Mekhani Tekh. Fiz. 1 (1960), p. 83-90). 

Nous prenons les équations de Navier-Stokes en dimension 2 

~ + U ~ + V ~ = - le_ + L\U at ax ay ax 

av + u ~ + v av = _ ~ + t-.v 
TI ax ay ay 

Pour ces équations on trouve les symétries 

ô ô 3 a i1 2p .-1_ al = 2t-+x-+-y-- u - - V - -at ax ay cm av ap 

a a V 2_ + a 
0:2 = -y-+x-- u av ax ay au 

a2 engendre les rotations ; a, engendre une transformation d'échelle (voir aussi 
l'exemple des équations d'Euler). Tout d'abord, [a 1,a 2] = 0 ; donc {a1,a 2} forme une 
sous-algèbre, et ils engendrent un sous groupe de symétries. La matrice M est dans ce 
cas : 

M = 
2t 
0 

X 

- y 

y 

X 

- u 

- y 

- V 

u 

2p 
0 

donc rang M = 2 et il existe n + m - R = 3 + 3 - 2 = 4 invariantes, qui sont en fait 

VEl J2 = ux + vy J3 = uy - vx 

Prenons ç = J1 = r/Vt, et disons que nous avons une variété invariante 
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de codimension 3. Une telle relation implique que J2, J3, et J4 sont des fonctions 
des• On voit que 

a(J2,J3,J4) X y 0 

0 t(x2 + y2) = y - X = -
a(u,v,p) 0 0 t 

et on peut exprimer u, V, p en J2, J3, J4 

X J2 + y J3 
u =-----

y J2 - X J3 
V=-----

x2 + Y2 

Donc des solutions H-invariantes s'expriment 

1 p(x,y,t) = t J4 (s) 

x J2(s) + y J3 (s) 
u(x,y,t) = -------

x2 + Y2 

X2 + y2 

Il reste maintenant à chercher les équations aux dérivées ordinaires pour J2, J3, J4. 
Passons en coordonnées polaires 

donc 
1 

u = - J2(s) r V 

u = u cos e + v sine r 
u = - usine+ v cos e e 

Les équations pour les J sont 

dJ2 
"ëlî"' = 0 

dJ 
s3 ëft = J22 + J33 

d2J s J2+1 dJ3 _3 + (- - -) - = 0 
ds2 2 s ds 
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Exemple Prenons cette fois H = { ex 1, iE } . Les invariantes de -if sont x~ y, u, v, p. 

Nous pouvons prendre comme invariantes d 'a 1 les fonctions 

par exemple; ou bien nous pouvons remplacer~ par <;p = tan-l {. Nous avons encore 

X J2 + y J3 
tJ = -----

ou Ji = Ji (<P). En mettant ces expressions dans les équations de Navier Stokes nous 

trouvons que 

2f + c2 p----- r2 

ouf satisfait l'équation 

Exemple 

Cette équation est invariante sous la transformation d'échelle 

'\., 
X= ÀX 

'ù '-V 

U= À 1U 

2 où y=~ Le générateur de cette transformation est J.-m 

Les invariantes d'a sont~ et t-yu ; donc nous cherchons des solutions invariantes du 

type 

ut-y= ip(ç;) X 
i; = t , 

,U = tY {t;) 

On trouve pour~ l'équation 
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VI - SYMETRIES GENERALISEES (voir [7], [8]) 

Soit J00 (x,u,pJ), où x = (x1, ... xn), J = (J1, ... Jn) et u une scalaire, le fibré de 
jet sur XxU aux dérivées de tout ordre. Si v est un champ de vecteurs sur XxU 

(6.1) 

son prolongement à J00 est 

ou, par (3.7), 

(6.2) 

Dans les premiers .chapitres nous avons considéré les symétries engendrées par des 
champs de vecteurs (6.1) où les ~i et~ ne dépendent pas des dérivées de u, c'est-à­
dire, sur les coo~données PJ• Dans ce chapitre nous considérons la généralisation au 
cas où les~ et ~1 dépendent des PJ· 

Nous commençons avec la situation spécialisée 

(6.3) 

et nous voyons qu'un tel champ de vecteurs est de fonne standard. Puisque les~; sont 
nuls, le prolongement d'un tel V est 

Nous voudrions savoir quel est l'action sur J00 engendrée par VQ. En effet, un tel champ 
de vecteurs V comme dans (6.3) engendre un écoulement sur les sections de J00 • 

PY.o-position 6.1 : Supposons !I!!:!!.. le problème aux données initiales 

u(x.,o) = f(x) (6. 4) 

~toujours~ solution unique et régulière pour n'irrporte quelle f bornée dans C
00

(1Rn). 
tV tV 

Alors Z'action e Q sur Joo est donnée pcœ (e Qf) (x) = u(t.,x). 
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Démonstration: Evidemment l'écoulement sur les sections de Joo définie par (6.4) est 
un groupe de transformations d1 un paramètre. Pour trouver son générateur infinitésimal 

il faut calculer les dérivées de aJu à l'instant t = O. Nous mettons ô = cr'tlt=o ; donc 

ô(aJu) = cr't DJul = Di ; 
t=o 

puisque t~ = Q(x,u,aJu), donc it aJu = aJ ¾Ë = DJQ(x,u,aJu). Ceci implique que le géné­

rateur infinitésimal est formellement (DJQ) f; mais ce champ de vecteurs est préci-
J 

sément VQ. 

Passons maintenant à la situation générale, 

(6. 5) 

Nous constatons que le cas général est toujours équivalent à la forme standard. Donnons 
n'importe quelle fonction Q sur J00 qui dépend de x,u,pJ dJI , k pour un entier positif 
k), définissons 

(6.6) 

Par exemple, pour Q = pi 

Or, les dérivées totales sont des champs de vecteurs sur J00 

ou bien 

donc 

o.= a.+ V et a.= D. - V 
l l p. l l p. 

l l 



Par (6.2), nous pouvons écrire 

(sommation suri)) donc 

OÙ Q = c.p - ~ i p. . 
l 

80 

(6. 7) 

Soit P(x,u,pJ) une fonction sur J 00 , où les J sont restreints à !JI ~ k, un champ 

de vecteurs V sur J00 est une symétrie généralisée infinitésimale de l'équation aux dé­

rivées partielles P(x,u(x),aJu(x)) = 0 si 

(6.8) 

quand 

Une condition suffisante pour (6.8) est 

[pr(oo)v P] (x,u,pJ) = I RJ DJ p 
J 

(6.9) 

où les RJ sont des fonctions sur J00 • Nous désignons par {P} l'idéal différentiel engen-
dré par toutes les dérivées DJ P ; c'est-à-dire, {P} consiste à ce que toutes fonctions 
sur J00 soient de la forme 

Q = l RJ DJ p. 
J 

Donc la condition (6.9) peut s'écrire comme pr(
00

)v P E {P}. Evidemment, si f(x) est une 
fonction pour laquelle P(f) = 0, c'est-à-dire P(x,f(x),aJf(x)) = 0, donc aussi Q(f) = 0 

pour tout Q E {P}. 

Question: Considérons l'idéal Ip qui consiste à ce que toutes fonctions Q telle que 
Q(x,u(x),aJu(x)) = 0 quand P(x,u(x),aJu(x)) = O. Evidemment {P} c IP. Est-ce que 
Ip = { P} ? 
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Désormais, quand j 1écris P = 0, je veux dire P(x,u(x),aJu(x)) = 0 pour une fonction u ; 
alors P = 0 veut dire que P est nulle sur une section de Joo, Evidemment D; P = 0 quand 
P = 0 ; d'après (6.7) il est clair que pr( 00

)V P ~ 0 ssi VQP = 0, oü V est donnée par 
(6.5) et v0 est donnée par (6.6) quand Q = ~ - t 1 P; . Or, v0 = pr(oo)~ oü 

~ = Q i3u = ( ~ - si pi ) "i)u . 

D l · d i fi. r-i ) one es eux champs de vecteurs V= E ai+~ au et y=(~ - ~ pi au sont équivalentes 

dans le sens que pr( 00 )V P = G ssi pr( 00 )<, P = 0, c 1est-à-dire que V' est une symétrie in­

finitésimale de P ssi V en est une. Alors nous avons la 

Proposition 6.2: Tout champ de vecteurs V= E~(x,u,pJJai + ~(x,u,pJ)au est équivalent 

du point de vue des symétries infinitésimales des équations aux dérivées partielles, au 

champ de vecteurs de forme standard ~ = ( ~ - E,i p .) a . 
-~------~------- ~ u 

Désormais, nous nous restreignons aux champs de vecteurs de forme standard. 

" Pour K = K(x,u,pJ) une fonction sur J00 ( JJ 1 ~ k) nous désignons par Kt l 1écoulement 
sur J00 engend~é par Kau, c 1est-à-dire, par le problème aux données 
précisément, Kt est un écoulement sur les sections de J00 telle que 

" tons u(x,t) = Kt f(x). Si P(x,u,pJ) est une fonction sur Joo, 

d " d 
â1" (Po Kt)f = M P(x,u(x,t),aJu(x,t)) 

aP auJ aP au 
= ~ 3PJ 3t = ; 3PJ DJ at 

Donc 

initiales (6.4). Plus 
,,., ,., " 
Kt o K5 = Kt+s· Met-

(6.10) 
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où VK est le prolongement à J 00 de Kau (selon 6.6). 

A 

Proposition 6. 3 : Si l'écoulement Kt laisse inva:riiantes les solutions de P = O., 

VK P = 0 quand P = O. 

Démonstration: Si u(x) est une solution de P = 0 alors Kt(u) est aussi solution pour 
tout t, et Pa Kt(u) = 0 identiquement. Il suit que 

On voudrait aussi démontrer le contraire, c 1 est-à-dire 

" Proposition 6.4: Si VK P = 0 quand P = 0 alors Kt laisse inva:riiantes les solutions 

de P = o. 

Malheureusement, une démonstration rigoureuse m1 échappe pour 1 1 instant. On peut regarder 
cette proposition comme version de dimension infinie du Théorème 3.4 sur les variétés 
invariantes. L1 écoulement dans le cas du Théorème 3.4 était écoulement dans un espace 
de dimension finie, mais Rt en est un dans l 1 espace de sections de Joo, c 1est-à-dire sur 
les fonctions u(x). Nous avons, par (6.10), que P(u) = 0 implique que ft Pa Kt(u) = 0 

" pour t = 0 ; mais. cela ne suffit pas pour démontrer que P a Kt(u) = 0 identiquement. 

Néanmoins, il y a une proposition plus faible qu1 on peut démontrer sans difficulté. 

,., 
Proposition 6.4: Si VK P = 0 identiquement aZors Kt laisse invariantes les solutions 

de P = o. 

Démonstration ; donc ft Pa Rt = 0 identiquement, et, si 
" P(u) = O, Pa Kt u = 0 pour tout t. 

Cette proposition correspond au cas de dimension finie où une fonction F(x) satis­
fait XF = O pour un champ de vecteurs X ; dans ce cas tous les niveaux {F(x) = c} sont 
invariants sous l 1 écoulement ~t engendré par X. 

Ecoulements commutants 

Soient X et Y des champs de vecteurs en mn qui engendrent les écoulements ~t et 's· 
C1 est-à-dire x(t) = ~t(x

0
) satisfait le problème aux données initiales 
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y(o) = y
0

• 

Les deux écoulements~ et 1 commutent si 

La condition nécessaire et suffisante pour la commutation est 

[X,YJ = 0 (6.11) 

oü [,] est le croc~et de Lie pour les champs de vecteurs. Nous cherchons l'analogue de 
" " (6.11) pour les écoulements Kt et Ps engendrés par Ut= K(u) et Us= P(u). 

Mettons K1 = K(u) - iT, un polynôme sur J00 (x,t,u,p~,ut,···)· La condition pour que 
" l'écoulement Ps laisse invariantes les solutions de K1 = 0 est, selon les propositions 

6.3 et 6.4, VpKl = 0 quand K1(u(x,t)) = O. Nous écrivons J = t
0
,L) où L = (L1, ... Ln) 

a au et a0 = af, u0 = rt, etc. Donc 

Nous arrivons ainsi à la condition VpK - DtP = O quand Ut= K(u). 
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A 

De même façon l'écoulement Kt(u) doit laisser invariantes les solutions de Us= P(u) 
(la condition est symétrique), donc VKP - D

5
K = O. Puisque 

la condition pour que les deux écoulements restent invariants l'un et l'autre est 

(6.12) 

Nous n'avons pas encore démontré que les écoulements commutent, seulement que si 
A A 

u(x,t) est une solution de ut= K(u), alors Psu en est une aussi. Mettons u(x,t) = Ktf 
A 

pour une section f(x). Puisque (Psu) (x,t) est aussi une solution, il existe une fonction 
f s telle que 

.... 
Pour t = 0, nous obtenons (P

5
f) (x) = fs(x), donc 

Alors les deux écoulements commutent. 

Exemple. Considérons l'équation non linéaire ut= uxx + uux qui s'appelle l'équation de 
Burger. Nous allons essayer de construire des écoulements qui commutent avec celle-ci. 
Nous commençons avec une P de la forme P = P(u,ux). Nous avons 

En mettant~ = ux, n = uxx' et ç = uxxx' et en faisant les calculs indiquées, nous arri­
vons au résultat 
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Puisque P ne dépend pas den il faut que Pl;/;= PUç = 0 et ainsi que P = aç + b(u) pour 
une constante a. Alors 

et 

Eb(u) + ~2 b" = 0 . 

Il faut ainsi que b = 0, et le seul écoulement engendré par une P = P(u,ç) est P = ç = ux, 
donc us= ux. Ce sont les translations en x. 

Maintenant nous cherchons des écoulements plus compliqués, du type 

P = P(u,ux,uxx'uxxx). Cette fois nous prenons T = uxxxx' ~ = ux, etc. Après un calcul 

assez long nous arrivons au résultat 

+ En(2P " - 3P ) + !;ç(2P - 4P r) u~ n un ? 

2 
+ çT(Pur) + n (Pi;ç; - 3Pr;) (6.14) 

2 
+ nr;(2Pl;n) + r; P nn + r;T(2P nr;) 

2 + nT ( 2P" ) + T ( P ) = O 
~ r; z;;r; 

Puisque Pest indépendant de T nous devons mettre 

P r;z;; = P l;r; = P nr; = P uz;; = O ; 

il suit que 

pour c1 constante. En revenant à (6.14) nous arrivons à l 1 équation pour b 



86 

Nous traitons d'abord les termes en~ : 

donc 

b = 0 
nn 

b = 0 
~n 

et 

Ensuite nous traitons les termes en u, ~' n: 

En mettant à zéro les coefficients de n2 et ~n nous trouvons 

Css = 3cl 

donc 

Enfin, en considérant les termes en t et u, nous arrivons à 

Cette équation implique que E(u) = O. Enfin 

et 
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Puisque les trois constantes sont indépendantes, nous arrivons à tois écoulements en­
gendrés par 

pl = ux 

P2 = u 
XX + uux 

P3 
3 + 3 u 2 + 3 u2 u = uxxx + z uu XX l X 4 X 

Ces méthodes sont très compliquées; et nous voudrions des procédés plus systéma­
tiques. Dans ce but, nous énonçons la définition suivante : 

Définition Un opérateur de récursion'ii:) est une application sur les polynômes de 
A 

JC7C>(x,u,pJ) telle que f})p est une symétrie infinitésimale de Kt quand Pen est une. 

Nous mettons A(K) = j !~J DJ et nous remarquons que A(K)P = VPK. La condition pour que 
A A 

Ps laisse invariant l'écoulement Kt est donc VPK - DtP = (A(K) - Dt)P = 0 quand ut= K. 

Proposition 6. 5 : Si [A (K) - Dt, 9)] P = 0 pour tout u telle que ut = K(u), 'ilJ est un 

opérateur de récursion. 

Démonstration (Exercice) 

Par conséquent, si Q) est un opérateur de récursion pour K et si Pest une symétrie 
infinitésimal, alors â)jP est une série infinie de symétries. En particulier~jK est 
une série de symétries. Alors, si l'on a la chance de trouver un opérateur de récursion, 
il peut construire une infinie d'écoulements commutants. 

Nous nous restreignons désormais au cas d'une dimension d'espace (donc x,t). Soit D 
la dérivée totale Dx et D-l son inverse à gauche : D-1D =id.Donc D-1ux = u tandis que 
D-1u n'est pas définie. 

Exemple (L'équation de Korteweg-de-Vries) : ut= Uxxx + uux• 

2 -1 u2 
Puisque uxxx + uux = K(u) = D(uxx + 7) nous pouvons écrire D K = uxx + 2 . L'opé-

rateurS)= o2 + j u + j ux D-l est un opérateur de récursion pour l 1équation KdV. Cet 

opérateur a été proposé par M. Andrew Lenart en 1967. 
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A(K) = 1_IS D + ~ o2 + 
au aux 

= o3 + uD + u 
X 

+ j K(u) + j (DK(u)) D-l , 

Q) A(K) = (D2 + j u + j ux D-l) (D3 + u D + ux) 

= (02 + i u + j ux D-l) (D3 + Du) 

Remarquons que u D + ux = Du). Donc 

CJ\ 1 -1 2 [A(K), oUl = 1" (DK)D + 1" K(u) . 

De plus 

[Dt,~] = [Dt, D2 + j u + j ux D-l] 

2 1 -1 
= 1" ut+ 1" uxt D 

enfin 

et notre affirmation est démontrée. 
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Afin que~ P soit bien définie, P doit être dans l I image de D. Puisque 
2 

K(u) = D(uxx + 7) il n'y a pas de problème pour définir <J) K, et nous trouvons que 

2 2 
K{l) = <J) D(uxx + ;-) = (02 + j u + j ux D-1) D{uxx + ~) 

= u + 5 uu + lO u u + 5 u2 u 
XXXXX "'J" XXX J X XX O X 

2 

= D(uxxxx +} (uuxx - -i--) + l# u} + ¾ u3) 

Alors ~K(l) est aussi bien définie. Pour établir queSvjK est défini pour tout j, il 
faut démontrer que ~jK est toujours une divergence, c'est-à-dire, que~jK prend tou­
jours la forme DQj. Voir chapitre VII. 

Exemple : Un opérateur de récursion pour l'équation de Burger est 

C1'. 1 1 -1 
oU = D + -z u + -z ux D 

Il faut encore établir que S)(j) (uxx + uux) est toujours définie. 

On peut commencer avec ux, puisque ux engendre des symétries. Donc 

comme nous avons trouvé précédemment. 

Nous retournons à la théorie en démontrant que la condition (6.12) peut se consi­
dérer collJ11e une annulation d'un crochet de Lie. Nous définissons 

{K,Q} = VKQ - VQK 
(6.15) 

aQ aK 
= > {DJK) ~ - (DJQ) ~ 

::i J J 

On voit que le crochet{,} est antisymétrique et qu'il satisfait la condition de Jacobi 

{P,{Q,R} + {Q,{R,P}} + {R,{P,Q}} = 0 . 
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De l 1 autre côté le crochet de Lie des champs de vecteurs VK et VQ est formellement 

(6.16) 

Théorème 6. 6 : 

Démonstration: Tout d 1 abord nous établissons des formules pour les commutateurs. Dans 

le cas d'une variable x nous mettons Pi= Diu= ( .}~~ )iu et nous avons 

[ a D] _ a 
ap1 ' - api-1 

ou bien 

Cette dernière formule est valable pour tout i ~ 0 si nous mettons _Pa= O. Par indue­
a -1 

tion on trouve 

~ 3 O · 1· · 0 Aussi· ou ap. = s 1 < • 
1. 

Dans le cas de plusieurs variables nous mettons 

J 1 - J I J 1- J 1 · - 1· 2· ·•• n· 

(JL) = J! 
L! (J-L) ! 

Nous avons donc les formules 

(6.17) 
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(6.18) 

{6.19) 

Tous ces résultats s'établissent par induction. Pour démontrer le théorème nous devons 
calculer 

Le premier terme est 

Alors DJ{K,Q} est le coefficient de~ dans le crochet [VK,VQ]. Nous terminons par la 
J 

Proposition 6.7: Les champs de vecteu:r>s VK ont les p:raopriétés suivantes: 

(ii) (6.20) 

Nous considérons VK, DJ, et PJ comme des opérateurs sur l 1algèbre À de polynômes sur 

Jm, c'est-à-dire les polynômes en u sont les dérivées de PJ· Par PJ et DJK nous entendons 

la multiplication par les polynômes pJ et DJK. 
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Démonstration: Soit Dj la dérivée totale par rapport au Xj et soit 

I ± j = (Il' . . . I j ± 1, . . . In) . Donc 

puisque 

I (DrK) Pa = I (DI+J·K) .J--. 
hO a I-j hO ôrI 

La propriété (i) s'ensuit par répétition. 

Pour démontrer (ii) nous avons 

La propriété (iii) est établie pour J = 0; le résultat général s'établie par induction 
appuyez Dj à [VK,PJJ = (DJK). 

Dans le dernier chapitre nous allons développer la théorie algébrique des équations 
variationnelles et l 'appuyer:à l'équation de Korteweg-de-Vries. 

VII - STRUCTURES ALGEBRIQUES DANS LES PROBLEMES VARIATIONNELLES (voir [3], [4]. 

Soit /4 l'algèbre de tous les polynômes sur les variables u et PJ dans Joo. Nous 
considérons sur Â les champs de vecteurs 

où ~JE~. Comme nous avons déjà vu, les dérivées totales Dj sont de tels champs de 
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vecteurs. Nous écrivons 

où J+j = (Jl' •.. Jj + 1, ... Jn) ; il n1y a pas de terme cl~· puisque les éléments de/4 
J 

ne dépendent pas des variables x1, ... xn. De plus 

sont des opérateurs importants. Ces sommes infinies sont bien définies quand elles agis­
sent sur /4 puisque les éléments de /4 sont des polynômes. Le crochet de Lie des deux 
champs de vecteurs set n est formellement 

Les champs de vecteurs sur Joo forment donc une algèbre de Lie de dimension infinie. 

On voit, sans difficulté, que ID-, O.]= 0 et aussi que 
1 J 

Alors [~,Dj] = 0 ssi sL+j = Dj sL; et, si [~,Dj] = 0 pour j = 1, ... n i1 s'ensuit que 

sL = DL ~o et s prend la forme VK ou K = so· Nous désignons cette sous classe par V. 

Théorème 7.1: La classe 

est une sous-algèbre des champs de vecteurs sur Joo dont tous les éléments commutent avec 

les dérivées totales DJ. 

Le théorème 7.1 est une conséquence immédiate du théorème 6.6 et (6.20). On voit aussi 
que V est une sous-algèbre en appuyant l 1 identité de Jacobi 
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donc ft;,D;l = [n,Di] = 0 implique [[ç; ,n], Di] = O. 

Â et °{ sont isomorphe par l I identification K +-+- VK. Cela nous permet d I introdui­
re une structure de Lie sur Â.,, en effet 

Nous introduisons un autre opérateur sur .A..., 

\ I a y= l (-D) - ; 
I a Pr 

Y est l'opérateur d1 Euler qui survient dans le calcul variationnel. Si LE À est le 
lagrangien pour un problème variationnel, les équations d'Euler - Lagrange sont 

YL = 0 

Dans le cas d 1 une variable nous allons démontrer que 

L = OP ssi YL = a 

donc la séquence O -+ Â .Q. À. Y Â.. est exacte. Dans le cas de n variable nous prenons 
pour A l'ensemble de n-tuples de polynômes dans Â: n 

et nous définissons 

Alors 

n 
Div P = I D • P • . l l 1 l= 

Théorème 7.2: L = Div P ssi YL = O. 

Nous démontrons le théorème dans le cas d'une variable. Tout d'abord, d'après (6.17) 

00 • 00 i a a 
vo = _I (-D) 1 _a_ o = I (-D) ( D 3 p. + 3 p. ) = a . 

1 =o 3 Pi i =o 1 1-l 

Pour démontrer le contraire nous utilisons la formule 

(7.1) 
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00 

(-l)n uDn gQ__ Or uYQ = I 
n=o apn 

00 n 
(-l)j Dn-j aQ = I (-l)n .I (~) Pj W J n=o J=o n 

Mettons n-j=k et ajoutons pour k fixe, k courant de O à oo. Donc 

OÙ 

et 

uYQ 

= MQ + DX 

M = l P· _a_ 
J J a Pj 

On voit facilement que M est inversible surA et que [M,DJ = 0 donc si YQ = 0, 
Q = - DM-1X. 

Nous établissons maintenant une relation très importante entre Y et le crochet 
{P,Q}. (voir [8]) 

Théorème 7. 3 : Si P et Q appartiennent ~ l'image de Y 

(?. 2) 

L'expression Y(QDP) s'appelle le crochet de Gardner-poisson. Le corollaire immédiat est 

CoroUaire 7.4 : Définissons {P,Q}1 = VDPQ - VD/' alors l'image de Y est une sous-

algèbr>e de A. par rapport ~ {, } r 

Nous allons employer le théorème 7.3 pour démontrer l'existence d'une famille in­
finie d'écoulements commutants pour l'équation de Korteweg-de-Vries. Nous nous restrei­
gnons au cas d'une variable, tandis que le théorème 7.3 tient aussi dans plusieurs va­
riables. 

Nous commençons la démonstration du théorème 7.3 en introduisant les opérateurs 
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d'Euler généralisés 

y(k) 

On voit facilement 

y{k) D = y(k-1) 

donc 

y(k) Dk = Y et y{k) Dj = 0 si j > k . 

Par un calcul direct nous obtenons 

Lerrme ? • 5 : 

Démonstration 

(voir (6.17)) 

y PQ = I ((-D)jP) y(j)Q + ((-D)jQ) y(j) p. 
j=o 

00 • 

a \' a J a 
ap. Y= .l ap. (-D) ap. 

l J=O l J 

Finalement nous obtenons le théorème 7.3. Mettons P = YG et Q = YF. 

(7 .3) 

(?. 4) 
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Donc 

Y((YF) (DYG)) = 

00 

= .l 
J=O 

00 

= l (-D)j (YF)Y(j-l)yG - (-D)j+l (YG)Yj YF 
j=o 

Retournons à l'équation de Korteweg-de-Vries. Nous suivons le développement selon 
Olver [8]. Nous mettons 

et son adjoint formel 

2 2 1 -1 -1 °' ~ * = D + 3" u - 3" D ux = D éJ.J D . 

Lerrme 7.6: Si Q E im 2) et P E im ';})*., c'est~-dire., si Q = DF et ux P = DG., aZors 

Y(P ~ Q) = Y(Q<;jf- P). 

Démonstration : Puisque YD = 0, il est clair que, pour n'importe quel Pet Q, 

Y(P(D2 + j u)Q) = Y(Q(D2 + j-u)P) , 

donc il suffit de démontrer que 

Mais cette dernière expression est précisément (DG)F + (DF)G = D(FG). 

Lerrme 7. 7 : 

u Kj E im D. 

Mettons K. = 9) j (u ) et supposons ~ K. E im D pour j = 1., ••• k. Al.ors 
J X-------- J 
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· · --:::; î i . t G D-l Démonstration Puisque Ki = ·-:/..../ ux existen • i = Ki 
tent pour i = l, ... k. Alors 

Lemme ?.8: 

Démonstration 

Théorème ?.9 

Y(uKk) = Y(u J) k ux) = Y( ( "._d_) *ku)ux) 

= Y(ux D-1Kk) . 

Si K. et uK. E im D alors K. l E im D. 
- J - J -- J+ 

Y(G. D G .) = 0 pour tout i,,j. 
1,,, J 

Démonstration L'existence s'ensuit par induction des lemmes 7.7 et 7.8. Alors 

Y(G. DG.)= Y(( ;i)*iu) ( Œ)j ux)) 
i J 

= Y(u Q)i+j u ) = Y(uK .. ) = 0 
X l+J 

Théorème ?.10: Pour tout i, K. E im DY,, c'est-à-dire tous les G. peuvent s'écrirent 
1,,, ----- --· - 1,,, ~-- ----

comme G . = YF .. 
1,,, 1,,, 

Démonstration : Assez difficile. Voir Olver [8] ou Lax.(P.D. Lax 11Almost Periodic Solu­
tions of the KdV Equation", SIAM Review, 18 (1976), 351-375). 

A A 

Théorème 7.11 : Les flows K. t et K. t commutent. 
-~- 1,,,, - J, 

Démonstration Par (7.2) 

Y(G. DG.) = VK. G. - VK G. = 0 i J J . i i J 

Puisque [VD,D] = O nous avons 

VK. K. - VK K. = 0 , 
J . i i J 
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la condition (6.12) pour la commutation des flows. 

Théorème 7.12: Les fonctionnelles 

.Y.{u) = f F.{u) d:x; 
1,, 1,, 

A 

sont des invariantes des ffows Kj, t pour tout i., j. (Gi = Y Fi) 

Démons tra ti on Supposons que ut= Kj(u). Alors 

d c!. I (Y Fi)ut dx I Gi K. ëff ~ i (u) = = 
J 

= I G. DG. dx. 
l J 

Mais Y(Gi D Gj) = 0 implique que Gi D Gj = DX pour un polynôme X et cela implique que 

J Gi D Gj dx = 0 . 

Nous supposons, et c'est vrai, que les solutions des équations ut= Ki(u) possèdent la 
propriété que u et toutes ses dérivées tendent vers zéro rapidement quand lxl tend vers 

Il reste beaucoup à exposer, mais malheureusement, nous n'avons plus de temps. Alors je 
vous laisse les références suivantes afin que vous puissiez vous informer plus profon­
dément. 
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