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INTRODUCTION 

On va considérer un groupe de Lie compact, G , opérant orthogonalement sur Rn . 

On va désigner par X le germe de Rn (3 x) à l'origine, par C
00

(Rn)G l'algèbre des 

oo , n oo( )G , fonçtions C , reelles, G-invariantes, sur R , et par C x 11 algebre locale des 

00 
germes de fonctions C , G-invariantes,sur X • 

On va considérer des 'espaces de paramètres" U, V, . . . qui seront les germes de 

Rp, Rq, ••. en O • On va faire agir G trivialement sur les paramètres U 3 u, V 3v,. ••. 

Dans ces conditions , si 

est donné, un 

oo G 
f(x) E C (x) 

oo G 
F(x, u) E C (x, u) 

tel que F(x,0) = f(x) est, par définition, un déploiement de f . 

Le déploiement F(x, u) de f(x) est, par définition, VERS EL, si tout autre déploie

ment H(x, v) (de f), peut être INDUIT, à partir de F, de la ,nanière suivante : 

il existe un diagramme commutatif : 

xxv q> xxu 

lproj. ! projection 

V __ cp _____ _,'3",.. u 

tel que : a) i et cp 
00 

sont de classe C • 

b) q> lxxo = id{X) . 

c) q> est G-éguivariante : 

q>(g.(x,v)) = q>(gx,v) = g.q>(x,v). 

d) H = F o 4>. 

Dans ce qui suit on va donner une condition suffisante, infinitésimale , pour la 

versalité. Avant de l'énoncer, on va raire quelques remarques. 

Chaque g E G définit canoniquement un difféomorphisme (linéaire)·: 



0.2 

On peut donc parler des champs de vecteurs ~ E r
00 

(TRn), G-invariants, caractérisés 

par la propriété : 

g t{x) =Tg(f (x)) = t(gx). 

oo( n G oo n G L I ensemble des champs G-invariants, r TR ) , forment un C (R ) -module. 

oo G 
De même, en prenant les germes de champs invariants, en 0 : r (TX) , on a un 

C
00

{x)G-module. 

Enfin, si ç Er
00

(TX)G et f EC
00

{x)G, le germe de fonction df(s) EC
00

(x) est en 

fait dans C
00

(x)G. 

L I ensemble : 

'} G(f) = {< df, ~ > = df(~), 5 Er
00

(TX)G J c C
00

(x)G 

est un idéal de 11 anneau C
00 

(x) G . On 11 appell.era 11 idéal G-jacobien de f (ou, quand 

il n I y a pas lieu de confusion tout simplement idéal jacobien. de f) • 

, oo( )G On va supposer dorenavant que f E C x est tel que : 

dim R C
00

(x)G t}c(f) < oo • 

Si F(x,u) EC
00

(x,u) G est un déploiement de f, et (u
1

, •.• , uk) = u un système 

local de coordonnées , on remarque que 

ë3F oo( G ~(x,0) EC x) . 
1 

Par définition, le déploiement F(x, u) est INFil\TITESIIvlALEMENT VERS EL si 

dF dF( oo G/ ~(x,0), ••• , ~ x,0) E c {x) 'Jc(f) 
cU1 oUk 

oo( G C x) /JG(f), en tant qu I espace vectoriel. engendrent 

On a le: 

THEOREME DE VERSALITE : 

"Soit F(x,u) E C
00

(x,u)G un déploiement de f(x) EC
00

(x)G . Si F est infinitési

malement verse!, alors F est vers el." 0 

Ce théorème devrait avoir des applications à une "théorie des catastrophes en 

présence de la symétrie" . [ 9 J, [ 10 J. 
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Le présent travail est divisé en trois chapitres. Dans le premier chapitre on 

donne une version égui variante du théorème de préparation différentiable de 

Weierstrass-Malgrange-Mather [ 4 ], [5 ]. La démonstration utilise le théorème de 
00 

division, comme dans le cas ordinaire, mais aussi, la version C du théorème de 

finitude ( de la théorie des invariants) de Hilbert [ 2 J , [ 11 J ; ce théorème, qui dit en 

substance que si G est un groupe de Lie compact, opérant orthogonalement sur 

Rn :J x, les générateurs (homogènes, de degré > 0), p 
1 
(x), ••• , pk (x) de l'algèbre 

polynomiale R[x]G, engendrent aussi (dans un sens qu'il faut préciser) C
00

(Rn)G , 

vient d'être prouvé par G. Schwarz [8) (voir aussi [3 )) . Ce résultat est fondamental 

pour le présent travail. 

J I espère, dans un certain avenir, mettre au point les détails d'une ébauche de 

démonstration différente, qui traine déjà depuis plusieurs années ( et qui, on l I espère, 

marchera aussi pour le cas ck , k t.. oo). 

Remarquons, enfin, que si G est fini, le théorème de finitude est une conséquencE 

facile du théorème de préparation de Malgrange-Mather (voir par exemple [1 ]). 

Le chapitre II, qui s I inspire largement du travail de Z akalioukine [ 12 J , [ 7) 

donne la démonstration du théorème de vers alité, moyennant le théorème de prépara

tion équivariant. 

Le chapitre III contient quelques mises au point et exemples. A la fin du chapitre 

III se trouve un THEOREME D'UNICITE qui établit 11 existence du déploiement UI'H

VERS EL. 

Dans ce travail on s 1 est occupé constamment de déploiements de fonctions (but de 

dimension 1) • En compliquant un peu les notations)es énoncés a: démonstrations se géné

ralisent sans peine pour des DEPLOIEMENTS D'APPLICATIONS (but de dimension~1). 

L'idée générale est que, une fois qu 1 on a le théorème de finitude des invariants 

( cj, les principaux résultats de la théorie de Mather restent valables quand on impose 

une symétrie provenant d 1 un groupe de Lie compact. On se propose de poursuivre cette 

idée dans des travaux ultérieurs . 
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CHAPITRE I.- LE THEOREME DE PREPARATION 

EQUIVARIANT. 

1) Enoncé du résultat : Soit G un groupe de Lie compact, agissant orthogonale

ment sur les espaces euclidiens Rn et RP • On va désigner par X (Y) le germe 

de. Rn (RP) autour de O E Rn (0 ERP). Par C
00

(x)G {respectivement C
00

(y)G on 

00 
va désigner 11 anneau local des germes de fonctions C , G-invariantes sur X (res-

pectivement sur Y) • 

On va se donner un germe d I application Crx. 

(X,o) _f~ (Y ,o), 

équivariante, c I est-à-dire telle que 

f{gx) = gf(x) • 

[Puisque G agit orthogonalement, toute petite boule autour de 11 origine, dans 

Rn ou Rp , est G-invariante. L I interprétation de 11 égalité ( :,,-) ne pose donc aucun 

problème. J 
f iriduit un morphisme local 

Coo(x)G flr Coo(y)G • 

On a le: 

Théorème l. "Soit M un C
00

(x)G -module fini tel que 

~ oo G 
dimR M/f(ilj C (y) )M <. oo 

Alors M est C
00

(y)G-module fini 11 • □ 
oo( G Remarques : 1) Ils I agit ici de la structure de C y) -module de M , obtenue 

par restriction des scalaires, via f * . 

2) En général, si u : A~ B est un morphisme (local) entre anneaux locaux, 

on dira que u possède la PROPRIETE DE WEIERSTRASS si, chaque .fois que M 

est un B-module fini, tel que M/u(ry A) M est A-fini, il résulte que M est A-fini. 

Le théorème· 1 nous dit donc que f~ possède la prppriété de Weierstrass. 
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3) La propriété de Weierstrass est associative : si A ~ B ..!..,, C et si u, 

v ont la propriété W ==:? v o u a la propriété W • 

4) Le théorème 1 et le lemme de Nakayama impliquent le 

Corollaire 1. "Dans les conditions du théorème 1, supposons que a 1, ••• , aq sont 

des éléments de M qui engendrent M/i C()b(y)G M en tant qu'espace vectoriel. Alors 

oo G 
a

1
, ••• , aq engendrent M en tant que C {y) -module". □ 

La démonstration du théorème 1 sera donnée dans les paragraphes qui suivent. 

Elle est une extension de la démonstration de Malgrange-Mather (G = 1). 

2) Le théorème de division : On a le : 

Lemme 1. "Soit G un groupe de Lie compact agissant orthogonalement sur Rn • 

On va considérer aussi R, RP sur lesquels G agira trivialement . On désignera 

les points courants par : x E Rn, À = (À 1' ... , Àp) E Rp, t E R • 

Soit 

00 
Pour chaque fonction C , G-invariante : 

f E C00 (Rn x R)G , 

il existe: 
q E c00 (Rn X Rp X R)G et 

oo ( n p)G R 1 , ••• , Rp E C R x R , telles que : 
P- . 

(it*) f(x,t) = r(t,>.) q(x,À ,t) + C R.(x,>-)tp-i "· o 
. 1 1 l= 

Démonstration: D'après Mather [5], [6] il existe q1 E C
00

(Rn x Rp x R), 

P. E C
00

(RnxRP) (pas nécessairement invariantes), telles que · ()t *) soit satisfaite avec 
1 

q
1 

à la place de q , r. à la place de R .• Soit· dr-c(g) une mesure de Haar sur G , 
1 1 

telle que : 

J G d}t(g) = 1 . 

On a: 

f(x,t) = JG f(gx,t) d)-l(g) = r(t,À) f G q 1(gx,À ,t) d~(g) + 
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On peut prendre : 

q(x, 1c,t) = J G q 1(gx, À, t) d/J-(g), et 

R/x,À) = Je r/gx,À) dp.(g). q.e.d. 

Lemme 2. "Soit G un groupe de Lie compact, agissant orthogonalement sur Rn. 

Si· f E C
00 

(x)G est un germe de fonction 

F E C
00 

(Rn) G , G-invariante, telle que : 

00 

C , G-invariante, il existe une fonction 

l le germe de F en o} = f . " □ 

Démonstration : Soit H E C
00 

(Rn) une fonction quelconque, dont le germe en o est 

f. On prend: 

F(x) - fc H(gx) d~(g) e.a.d.s. 

En combinant les lemmes 1 et 2, on a le : 

oo G 
Lemme 3. 11Soit f(x, t) E C (x, t) un germe G-invariant ~ Alors il existe des 

germes G-invariants : 

( 
l)g G 

q x, ~ , t) E C (x, i\ , t) 

oo G 
R. (x, À) E C (x, À) 

1 

tels que : ( ) r p-i R t=rt,À .q+T t i ." o 

3) Invariants différentiables : Soit G un groupe de Lie compact agissant orthogo

nalement sur Rn 3 x . Soit R [ x J 11 algèbre des polynômes (réels) sur Rn et 

R [ x J G c R [ x J la sous algèbre des polynômes G-invariants • D I après un théorème 

classique de Hilbert [2 J, [ 11 J , il existe des polynômes G-invariants, en nombre-fini: 

p1(x), ... ,pk(x) E R[x]G 

qui engendrent R [ x] G en tant que R-algèbre. En d I autres termes on a le : 

Lemme 4 (Théorème de finitude de Hilbert) : "Considérons 11 action orthogonale 

de G sur Rn (donnée ci-dessus), et 11 action triviale de G sur Rk . Il existe une 

application polynomiale, G-équivariante : 

f Rk (y = p(x)), 



I.4 

telle que 

soit surjective. 11 
0 

Remarque : Sans perte de généralité, les pi sont homogènes de degré > 0 • 

En particulier p va respecter o : 

p k 
(R ,o). 

Dorénavant, le groupe G (agissant orthogonalement sur Rn) sera équipé de 

lP1 1 ···, Pk} · 

Il existe un analogue C
00 

du théorème de finitude de Hilbert. 

Lemme 5. (G. Schwarz [8]). 11Si p est l'application polynomiale G-invariante, 

fournie par le théorème de finitude de Hilbert, 

0 - Coo(Rn)G < p* Coo(Rk)G = Coo(Rk) 

est surjective. 11 
0 

(Voir aussi Glaeser [ 3 J .) 

Lemme 6. "Si p est 11 application polynomiale G-invariante, fournie par le 

théorème de finitude de Hilbert, alors, au niveau des germes C
00 

invariants, 11 appli-

cation : oo G o ~ c (x) 
p* oo G oo 

C (y) = C (y) 

est surjective~" □ (Ceci a un sens puisque p respecte o) o 

Démonstration: Soit f(x) E C
00

(x)G • D'après le lemme 2, il existe F E C
00

(Rn)G 

telle que FI germe en o = f • 

D'après le lemme 5, il existe H E C
00

(Rk) telle que : 

F(x) = H(p(x)). 

On a: 
f = p it ( l le germe de H en o} ) • e.a .d.s. 

4) Fonctions implicites : On peut généraliser le théorème des fonctions inverses 

comme suit: 

Lemme 7. 11S oit G un groupe de Lie agissant orthogonalement sur Rn., et 
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00 
un germe d I application C , telle que : 

a) cp est G-équivariante. 

b) DCf)(o) E L(Rn ,Rn) est inversible. 

Dans ces conditions (11 unique) inverse de cp est G-équivariante." □ 

Ceci est immédiat. 

Lemme 8. "Soit G comme ci-dessus (c'est-à ... dire agissant orthogonalement sur 

Rn et trivialement sur Rp) et 

(Rn X Rp, 0 X o) 4? )"" (RP ,o) 

00 
un germe d I application C tel que : 

a) Si 11 on introduit la notation : x E Rn , y E Rp , alors : 

est inversible. 

b) Pour tous x E Rn , y ERP, g E G, on a: 4>(gx,y) = q,(x,y). 

00 

Soit y= ip(x) (l'unique) germe d'application C , tel que o = ip(o) et 4?(x,ip(x)) =o. 

Alors : If! (gx) = If! (x) • " D 

Démonstration : Considérons 11 action 

G X (Rn X Rp) --'),-.,.. (Rn X Rp) 

définie par : g. (x ,y) = (gx ,y). 

L I application 

définie par ~(x,y) = (x, œ(x,y)) est G-équivariante et possède la propriété que 

D!è( o) est inversible. DI après le lemme précédent, son inverse 
-1 

(x,y) @· -~ (x, h(x,y)) 

est aussi équivariante, donc : 

h(gx ,y) == h(x ,y). 

D'autre part lf;(x) = h(x,o), e.a.d.s. 
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5) Division par un germe de fonction non dégénérée : On a le lemme suivant : 

Lemme 9. "Soit G un groupe de Lie compact, agissant orthogonalement sur 

Rn 3 x et trivialement sur R 3 t . 

Soit f un germe G-invariant : 

tel que 

Alor~ pour tout 

il existe 

tels que : 

oo G 
f(x, t) E C (x, t) , 

g(x,t) E C
00

(x,t)G 

q(x,t) E C
00

(x,t)G et 

r.(x) EC
0
°(x)G 

1 

p 
g(x,t)=f(x,t)q(x,t)+): tp-ir/x)."o 

i=1 
Démonstration : On introduit des paramètres À = ( À , ••• , À 

1
) E Rp et 

p-1 . o P-
r(t, A) =tp +) , \t 1

• 

0 

DI après le lemme 3 , il existe : 

oo G 
Q(x,À ,t) E C (x,?- ,t) 

oo G 
R/x,À) EC (x,).) 

{G agissant trivialement sur Rp), tels que : 
p-1 . 

f(x,t) = r(t,À) Q(x,À ,t) + C t1 R.(x,>.). 
. 1 
1=0 

En comparant les développements tayloriens en o , des deux côtés, on trouve : 

Q( o, o, o) =} o = R/ o, o) (i = o, ••• , p-1) • 

En appliquant èj+ 
1 
/ ~ tj oÀ. l ( ) des deux côtés on trouve (pour j <. p) : 

~ o,o,o . èR 

o = ~(r(t,;.) aÀo) + ~ (io) + j! ""'" j • 
ètJ à i dtJ 0 "i 
j . 

On remarque que ~ (t1Q) j est o si j < i et /= o si J = i . D'autre 
dj dQ dtJ (o,o,o) 

part -. (r~)[ est o pour j < p , puisque r est un polynôme homogène 
?JtJ i ( 0 , 0, 0) 

de degré p en (t,À). Donc: 
ë)R. 

det( ~) 1 ( =} o . 
1 o,o,o) 
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DI après le lemme 8, on peut trouver des ). . =).. (x), G-invariants, tels que 
l l 

:X{o) = o et que R/x,À(x)) ~ o . Donc: 

f(x,t) = r(t,i(x)) Q(x,).{x),t). 

On remarque que : 

Q{gx, À(gx), t) = Q{gx, À(x), t) = Q(x, ).,(x), t). 

Donc Q(x,_>..(x), t) EC
00

(x,t)G. De même r(t,>..{x)) E C
00

(x,t)G. Enfin: 

Q( 0, À ( 0) , 0) = Q( 0 , 0 , 0) 1= 0 , 

oo G 
donc Q(x, À(x), t) est une unité de 11 anneau C (x, t) • 

On a:(lemme 3) : 

g(x,t) = r(t, À(x)) q(x, À(x),t) + L tp-i r.(x, À(x)) 
. l 

avec 
co G oo Gl 

q(x, À(x), t) E C (x, t) , r/x, i\(x)) E C {x) . 

-1 En remplaçant r par f Q on a q.e.d. 

6) Démonstration du théorème de préparation : On se place dans les conditions 

du paragraphe 1 . D 1 après le lemme 6 , on peut prendre une application G-équi variante: 

(germifiée en o) : 

xE(Rn,o)=X 

n avec G agissant trivialement sur R , telle que : 

00 G CO( 00( G p*C (z) = p* C z) = C x) • 

Considérons z = (z 1 , ••• , zp) et : 

Rj = l (z 1, ••• , zj)} 
TT. 

J 
On peut factoriser f : 

k -.----.--,. k-1 
X {f,pj y x R (id, nk)'> y X R -'!9> •.• ___,,.. y X R(id,n1j:. 

f 

k k-1 ( ) Si G agit trivialement sur R , R , ... , R , toutes les flèches f, p , 

(id, TT k), ... (id, TT 1) sont G-équi variantes ; elles transportent donc les fonctions 

(germes) G-invariantes dans les fonctions (germes) G-invariantes. Vu la transitivité 

de la propriété de Weierstrass , pour démontrer le théorème 1 , il suffit de montrer que 
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(f, .P )1\ (id, rrj) ~ ( définies au ni veau des germes G-invariants) possèdent la propriété 

de Weierstrass • 

Pour (f, p) * il n'y a aucun problème, vu que 

oo( G C y ,z) 

est surjective. 

Pour finir la démonstration du théorème 1, on est ainsi ramenés au lemme suivant : 

Lemme 10 . "Soit G un groupe de Lie compact, agissant orthogonalement sur 

x E Rn et trivialement sur R . 

Considérons : 

(x,t) E Rn X R 

et 

TT 

oo G 
C (x) • 

Alors nit-possède la propriété. de WEIERSTRASS". □ 

Démonstration: Soit M un C
00

(x,t)G-module fini, tel que 

dimR M/TT] C
00

(x)G .M <. oo. 

On peut choisir des éléments a
1 

, ••• , aq E M qui engendrent M (sur C
00 

(x, t) G) 

oo G 
et M/111 C (x) .M (sur R). 

oo( )G , . Vu que t E C x, t , on peut donc ecr1re : 

où : 

Soit 

ta.= L À .. a.+ [:cp .. (x,t) a. 
J. lJl. lJ 1 

l l 

cp .. (x, t) = "7 a .. k(x) ~ .. k(x, t) et 
lJ 7t lJ lJ 

oo G 
À .. ER, a .. k(x) E n,C (x) 

lJ lJ 1 

oo G 
~:i.jkE C (x,t) • 

CO G 
6.(x,t) = det(LÇ .. -:\ .. - cp .. (x,t)) E C (x,t) . 

lJ lJ lJ 

D' après Cramer on a 

6.ai = o , 

donc ~-M = o , oo G 
donc C (x, t) agit sur M par l'intermédiaire de 11 anneau 

oo G oo G 
C = C (x,t) /t::. .C (x,t) • 
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Si 6.(o) f o, il résulte que M = o et on a fini. 

Si l\(o) = o , on remarque que 

"aq~ 
- (o,o) f o , 
dtq 

ce qui, d' après le lemme 9 nous permet d • écrire : (pour un 

conque et un certain p i q) : 
p . 

g(x,t) = ~(x,t) Q(x,t) + L tp-i r.(x), 
. 1 1 

avec Q(x,t) EC
00

(x,t)G, r.(x) E C
00

(x)G. 
1 

l= 

oo G 
g(x,t) EC (x,t) quel-

oo G 
Il résulte que 1' anneau C , considéré comme C {x) -module, par : 

Coo(x)G __ ..,.. oo( )G 
TT* C x,t proj C 

est un C
00 

(x) G -module fini. Comme M est C-fini, il est donc, aussi C
00

(x) G -fini. 

q.e.d. 
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CHAPITRE Il.- DEMONSTI~ATION DU THEOREME 

DU DEPLOIEMENT VERSEL. 

1) Une application du théorème de préparation. Soit G un groupe de Lie compact 

opérant orthogonalement sur Rm. 

On va considérer les champs de vecteurs C
00

, G-invariants : 

r 00 
{TRm) G c r 00 

(TRm), 

c'est-à-dire les champs s(x) E T Rm tels que 
X 

[Ici on pense à ; comme étant une application C
00 

où V est Rm considéré comme espace vectoriel de dimension m sur R (sur lequel 

G opère linéairement)]. 

On va considérer, aussi les 1-formes G-invariantes (champs de cc-vecteurs C
00

, 

G-invariants) : 

rcxi(T* Rm)G cr 00 (Ti,,-Rm). 

Si 11 on pense à 11_ E r
00 

(T Rm) comme étant une application 

alors 
00 m G 11 Er (T~R ) veut dire que, pour tout x ER, v EV on a: 

<-il(gx),v > = < "1,(x), g- 1v > fR . 

[ Ici < ••• , ••• > désigne 11 accouplement canonique V* @V --""' R • J 
Si f E C

00
(Rm)G, alors 

df E r 00 (T!t Rm)G • 

Enfin, on a un diagramme commutatif : 

< ,> 

<' > 

Coo(Rm) 

Î incl. 

Coo(Rm)G . 



II .2 

Toutes les sorites précédentes fonctionnent, aussi, dans le cas germifié. 

On va considérer maintenant une décomposition Rm = Rn x Rk (m = n+k) où il est 

entendu que 11 action de G sur Rm provient d 1 une action orthogonale sur Rn et de 

11 action triviale sur Rk . 

S Rk l h r 00
(T Rk)G t t t l h 1 ur es c amps son exac emen es c amps gue conques . 

C' est-à-dire que 

r 00
(TRk)G = r 00

(TRk):,t l'espace vectoriel Rk}, et 

r 00 (Tll-Rk)G;;;: r00 (T*Rk). 

Soit x (respectivement u) un système local de coordonnées sur Rn (Rk), autour 

de O • 

On va considérer f(x) E C
00 

(x) G et F(x, u) E C
00 

(x, u) G , déploiement de f • 

On a: 

dF(x,u) E r 00
((TX x TU)*)G = r 00

((TX x U{)G @ r 00
((X x TU)")G , 

donc: 

avec 

( dF ( oF(. dF x,u) = '5x" x,u) ® aü" x,u) 

~~ (x, u) E r00 

((TX x U)*)G 

!~ (x 1 u) E r OO ( (X X TU)*) G • 

Le lecteur remarquera que les éléments de r00 

( (X x TU)K°) G ne sont rien d I autre 

que des 00 
( dépendant d I une manière C de (x, u)), 

tels que g,(gx, u) = g,(x, u). 

De même, les éléments de r 00
((TX x U}*)G ne sont rien d 1 autre que des éléments 

oo( * )G , , de r T X , parametrises par U . 

Si f, F satisfont à l'hypothèse infinitésimale du théorème de versalité de l'intro

duction, cela veut dire, exactement, que pour tout g(x) E C
00

(x) G , il existe des 

l (x) E r 00
(TX)G et v E Rk , tels que : 

g(x) =( ;:(x~o), r(x):;, + < !~(x,o), V>_. 

On aura, aussi, à considérer les champs G-inva.1,iants : 
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oo G 
~(x,u) Er (TX X TU) • 

; (x, u) se décompose, canoniquement, en une composante verticale, élément de 

r 00
(TX)G, paramétré par U , et une composante horizontale quis I identifie à une 

application G-invariante X x U ~ Rk • 

On a comme avant 11 accouplement canonique : 

r 00
((TX x TUt)G @ r 00

(TX x TU)G -c 00
(x,u)G . 

<,1 
Enfin, si qi(x,u) Er00

((TX x TU)*)G , vu l'interprétation explicite des deux compo-

santes de r00 

( ( TX x TU}'i<) G qu I on vient de donner plus haut, on peut interpréter, 

oo ·G -
canoniquement, qi(x ,o) comme élément de r ((TX x TU)lt) , ('~indépendant" de u). 

Lemme 11 . 11Il existe un opérateur 

r 00
((TX x TU}*)G A oo G k [ r ((TX x TU)J ] 

(dépendant du système de coordonnées locales u = (u1, ••• , uk) sur U), tel que, si 

A qi = (A 
1 

qi , .•. , Ak qi) , 

alors : 

(Ici 

module). 

est considéI,'é comme C
00

(x,u)G-

Démonstration : Il suffit de poser : 

A.4i = f 1 2.. <P(x,tu)dt 
1 0 ;mi 

et de vérifier que 11 intégrale représente bien un élément de r 00 

( (TX x TUY°) G. q. e. d. 

Lemme 12. 11Soient F et f comme dans le théorème de versalité. Soit aussi A 

un second germe d I espace de paramètres et : 

oo oo G 
M(x,u, À) E C (A, r ((TX X u)*) ) 

oo oo l'<\G N(x,u,).) E C (A, r ((X X TU)', ) 

tels que : 

dF 
M(x,o,o) = 3X (x,o) = df(x) 

dF 
N(x ,o ,o) = -au (x ,o). 

Dans ces conditions, pour tout (germe de) fonction : 
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oo G 
h(x, u, :X) E C (x, u, 11) 

(où il est entendu que G agit trivialement sur U xA), il existe un 

oo oo G 
~(x,u,~\) E C (A, r {TX X TU) ) 

tel que : 

1°. Considérons les deux projections naturelles : 

r 00
(TX x U)G 

G Pv ~ r 00
(TX x TU) ~ 

~oo- G r (X x TU) • 

Pu ~(x,u, i\) ne dépend pas de x . 

2°. h(x, u, À) = < M (±) N , s (x, u, À)> • " □ 

Démonstration: On va considérer C
00

(x,u, À)G comme module sur lui-même et 

r
0 

= l l'ensemble des éléments de C
00

(x,u, ).)G qui peuvent s'écrire sous la forme 

( 
oo oo G 

<M(x,u,11), s
1 

x,u,À) > , avec \
1 

E C (A, r (TX x U) )} • 

00 G r forme un C (x, u, À) -sous-module. 
0 

On peut donc considérer le C
00

(x,u, ).)G-module fini: r
1 

= C"°(x,u,Â.)G/r
0

• 

Par la projection 

on a un morphisme local : 

00( G n* C x,u, À) -<-- oo( 00 G C u,À);;;; C (u,À) 

et tout C
00

(x,u,À.)G-module devient (par restriction des scalaires) un C
00

(u, À)-module. 

oo G · 
Si h(x,u,À) E C (x,u,i\.) , on voit (comme dans le lemme 11) que: 

( 
oo oo G 

1) h(x,u,À) - h(x,o,o) E lTJ C (u,À).C (x,u,>..) 

(ici h(x ,o ,o) E C
00

(x)G cc 00 
(x, u, À)G). 

Notre hypothèse sur M, N ( combinée avec 11 hypothèse infinitésimale du théorème 

de versalité) implique 11 existence de 

1\ (x) E r
00

(TX)G, V E Rk , tels que 

(2) h(x,o,o) = < M(x,o,o),'q(x)> +<N(x,o,o),v "). 

On a des inclusions naturelles : 
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r
00

(TX)G c r
00

(TX x U)G c C00
(A, r

00
(TX x U)G) 

Rkcr
00

(TU)G c r
00

(X x TU)G c C
00

(J\., T:'
00

(X x TU)G), 

qui nous permettent de considérer 11 expression : 

< M(x,u,i\.), 11(x)> +<N(x,u,À), v> E C
00

(x,u,À)G. 

Pour la même raison qu I avant, on a : 

(3) < M(x,u,À),11(x)>+<N(x,u,À), v>- <M(x,o,o), 11(x)> -

( oo( oo G -<Nx,o,o), v> ETl"[C u,À).C (x,u,À.) . 

Soit e 1, ... , ek la base canonique de Rk correspondant aux coordonnées 

u = ( u 
1 

, ••• , uk)) . Donc 

1 k 
v=v 1e + •.. +vke. 

On considère les fonctions invariantes : 

i 00 G < N(x, u, À) , e > E C (x, u, À) • 
00 

Les égalités (1), (2), (3), impliquent que l'espace vectoriel r/111C (u,À).r 1 est 

engendré par les k éléments < N, ei > • 

Donc, d I après le théorème de préparation équivariant, et le lemme de Nakayama, 

r
1 

est un C
00 

(u,À)-module fini, engendré par les (images des) < N ,ei >. 

Donc, pour tout h(x,u,\) EC
00

(x,u,À)G, il existe 'l_(x,u,À) E C
00

(A., r00
(TX x U)G) 

00 
et cp 

1 
( u, i\) , ••. , cpk ( u, À) E C ( u, À ) , tels que 

k 
h(x,u,À)=<M(x,u,11),1l(x,u,7')> +Ccp.(u,À) <N(x,u,À), ei) • 

1 1 

Sil 1onpose: 

on a q.e.d. 

2) Déploiements (infinitésimalement) équivalents. 

Soit f(x) E C
00

(x) G, U un espace de paramètres muni de coordonnées locales 

u
1

, ... , uk et F(x, u), H(x, u) E ce.''(x, u) G deux déploiements de f(x). 

On dira que F et H sont INFINITESIMALEMENT EQUIVALENTS si 

ê)~. (F-H)(x ,o) E JG(f) c C
00

(x)G . 
J 

Cette définition est clairement indépendante du système de coordonnées (u 1, •.• , uJ. 
Aussi, un déploiement infinitésimalement équivalent à un .déploiement infinitésalement 
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versel, est lui-même infinitésimalement versel. 

F et H sont EQUIVALENTS , s I il existe un diagramme commutatif : 

xxu XxU 

t t 
u u 

00 
tel que : a) q, et cp sont des (germes de) difféomorphismes de classe C . 

b) 4' l X X O ~ id(X). 

c) 4' est G-équivariante. 

d) H = F o q; • 

Dans les paragraphes suivants on va démontrer le : 

Théorème 2. "Soit f(x) E c00
(x)G tel que 

dimR C
00

(x)G lrc(f) < 00 t 

et F(x, u), H(x, u) E c0
\x, u) G deux déploiements de f (avec même espace de paramè

tres , U) tels que : 

1) F est infinitésimalement vers el. 

2) F et H sont infinitésimalement équivalents. 

Alors_ F et H sont équivalents." o 

Avant de démontrer ce théorème, on va montrer comment il implique le THEOREME 

DE VERS ALITE. 

On commence par le 

Corollaire ( du théorème 2) . "Soit F(x, u) un déploiement de f, infinitésimalement 

verse!. 

Soit (u 1 , .•. , uk) un système de coordonnées local de U et F 1 (x, u) E d~ (x, u) G 

le déploiement de f obtenu par linéarisation de F : 
k dF 

F 1 (x,u) = f(x) + Y ui dUi (x,o). 

F et F I sont équivalents . " □ 

En effet, il suffit de remarquer que F et F I sont infinitésimalement équivalents 

ce qui est immédiat. □ 

Soit maintenant V un nouvel espace de paramètres, et A(x, v) un déploiement de 
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oo G 
f(x). (A(x, v) E C (x, v) ) . 

A(x,v) peut être induit à partir de 
,V k oF 00 G 
A(x,v,u) =A(x,v) + [:u. z- (x,o) EC (x,v,u) , 

1 l oUi 

par le plongement équivariant : 

(x, v) = (x, v, o) ~ (x, v, u) . 

Soit v = ( v 1 , ... , v q) un système local de coordonnées sur V . D I après nos hy

pothèses sur f, F, il existe : 

tels que : 
,V 

k 
j-vE R , 

oA dA dF :;-- (x,o) =-._.- (x,o,o) =< :;-(x,o), \_.(x) > 
oV. oV. oX J 

J J 
On va définir le déploiement de f(x) : 

,V oo G 
F(x, v, u) E C (x , v, u) , par : 

w k oF q ~F 
F(x,v,u) = f(x) +Cu. ~(x,o) + L v. <-:::--(x,o), .)) 7 • 

1 l oUi 1 J oU J 
~ ~ V 

F est infinitésimalement verse! (puisque F 11 est déjà) . DI autre part, F et A 

sont infinitésimalement équivalents, puisque : 
,V 'v 

ôA oF 
~ (x,o,o) = ~ (x,o,o) et 

,v oU. -v <7 U. 
è>A l dF l 
~ (x ,o ,o) ---.- (x ,o ,o) = < df(x), 5.(x) > E "-t,G(f). 
oV. vV. J 0 

""J,..., J ~ "' 
Donc, A et F sont équivalents. En particulier, A peut être induit à partir de F . 

Soit maintenant L 11 homomorphisme R-linéaire 

L 

défini par : 
q . q 

L( L V. ~) = L V .•. )) 
1 J 1 J J 

(ici J est la base canonique de Rq , v. sont des scalaires quelconques, et, 
J 

k avant, .)) E R ) . 
J 

Soit, aussi, e 1, .•• , ek la base canonique de Rk . Alors : 

comme 

k èF q dF . ~F k i q . C u. ~(x,o) + L v. t.. ~(x,o), . v>= <î""'"(x,o), (L,u.e) + L(C v.e3) > , 
1 1 oui 1 J oU J c;,,U 

1 
1 

1 
J 

où, bien entendu 

'?F dF 'r· [:u. ~ (x,o) = < z-(x,o), Lu.e. '). 
. 1 U. oU . 1 1 
l l l 
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"' On peut donc induire F à partir de F' (le linéarisé de notre F initial), par 

un simple changement de paramètres : 
\ k 

Rk x Rq :1 (u, v) ~ (u+L(v)) E R . 

Ceci finit la démonstration du théorème de vers alité, modulo le théorème 2 dont on 

va s'occuper maintenant. 

J) Construction explicite de M, N . 

On se donne f, F, H comme dans le théorème 2 • D I une manière explicite, il 

existe des 

tels que 

CO G 
R .(x) E r (TX) ' 

J 

2.. (H-F)(x, o) = < df(x), R .(x) > E )c(f). ;:w. J 
J 

En revenant aux notations du paragraphe 1 , chapitre II, on introduira un espace 

de paramètre supplémentaire : 

A= Rk x-Rk :1). = (À' , À11). 

On va construire explicitement des 

oo oo it-G 
M(x, u, À) = M(x,u, A'' ;\11

) E C (.A, r ((TX X U) ) ) 

oo oo c· 
N(x, u, À)= N(x,u, A'' À") E C (A, r ((X X TU)*) ). 

Remarquons que, si 11 on se donne un 
00 

lj) E C (U ,A), alors : 

M(x,u,ip(u)) (respectivement N(x,u, lJ>(u))), représente un élément de r00
((TX x U)>°")G 

(respectivement de r00 
( (X x TUY') G) . 

Enfin on va introduire le paramètre non germifié, t E [ 0, 1 J = I et considérer : 

H/x,u) = F(x,u) + t(H(x,u) - F(x,u)). 

On a : H/x, u) E d')(j (x, u, I) G = ( germes de fonctions C~, G-invariantes, de Rn x Rk x I, 

le long de o x o x I } . On pense à dH/x, u) comme étant élément de 

C00 (I, r(X)((TX x TU)i')G). 

Manifestement, H
0 

= F, H1 = H. 

Lemme 13 . 11 Il existe des 
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oo 00 G 
M(x,u, ).) E C (A, r ((TX X u)~) ) 

N(x,u,>.) E C
00

(A, r 00
((X x TUt)G), 

tels que : 'JF 
1°. M(x,o,o) = df(x) = ax (x,o). 

aF 
2°. N(x,o,o) = ou (x,o). 

(Donc M, N sont comme dans le lemme 12) . 

Enfin si 11 on considère : À' = tu, À" = t2u, donc : 

on a: 

M(x,u,tu,t 2u) E C
00

(I, r 00
((TX x Uf)G) 

N(x,u,tu,t 2u) E C
00

(I, r 00
((X x TUt)G), alors 

0 ( 2 ) _ dHt 3 • M x, u, tu, t u - -ax (x, u). 

4°. Soit e 1, ... , ek la base canonique de Rk et e~, ... , ek la base 

( k * de R ) , duale . 

Il existe des 

"1/x,u,t) E C
00

(I, r1TX x U)G) 

(j = 1 , •.. , k), tels que 
2 ~Ht k ë)Ht 

N(x, u, tu, t u) = ~ (x, u) + L < ~ (x, u), "fl_ .(x, u, t) > et." □ 
u j=1 J J 

Démonstration : On pose, par définition (en utilisant les notations du lemme 11). 

~F k ~ aF 
M(x,u,À) = M(x,u, ~1 ) = ~(x,u) + ~ i\.1 A. (-:;--z-)(x,u) 

oX 7""' 1 1 oX oX 

k 
N(x,u,À.) = N(x,u, ;t 1 , :\

11
) = ~F (x,u) + L "·' A.(~H- ~F)(x,u) -

oU . 
1 

'l 1 oU oU 
k k l= 

-[: i\.1,(A.(~F)(x,u), R.(x)>,e~- C À!'.<A.(~H-~F)(x,u), R.(x)>. e:'. 
• • 1 1 1 oX J J . . 1 1 1 oX oX J J 
1,J= 1,J= 

Les propriétés 1° et 2° sont immédiates. 

Pour prouver 3°, on fait le calcul suivant : . 
. dF k -;}H c>F ';)Ht 

M(x,u,tu ) = z-- (x,u) + t Lu. A. ("5'""" - -::;-)(x,u) = -z-(x,u). 
oX 

1 
1 1 X oX oX . 

'---,---~----~ 
.1.. (H-F) 
JX 

[on vient d I utiliser ici le fait que 

H(x,o) - F(x,o) '=c O .] 

Pour prouver 4°, on fait le calcul suivant : 
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- ~ .(x, u, t) = t R .{x), 
J J 

e.a.d.s. 

Lemme 14 . "Soient H, F comme dans le théorème 2. Il existe un champ de 

vecteurs : 

( oo 00( G )) x,u,t) EC (I, r TX x TU) ) , 

tel que : a) La composante horizontale de v : 

oo( oo( G Pu ))(x, u, t) E C I, r X x TU) ) , 

est indépendante de x . 

f3) v(x,o,t) = O • 

y) On a: 

H(x, u) - F(x, u) = < dH/x, u), ,:i (x, u, t) > 

pour t E I • " □ 

Démonstration. Soit i:p (x, u) E C
00 

(x, u) G • En considérant les M, N du lemme 

précédent et en utilisant le lemme 12, (et les propriétés 1°, 2° du lemme précédent) 

on voit qu I il existe des champs : 

oo oo G 
v,(x,u,t) E C (I, r (TX X U) ) 

"))iu,t) E C
00

(I, r 00
(XxTU)G) 

tels que : 

2 2 i:p{x,u) = < M(x,u,tu,t u), v
1
(x,u,t) > + < N(x,u,tu,t u), Y

2
(u,t)> = 

"';)Ht dHt 
=< -;)X (x,u), -v1(x_,u,t)) + < ru(x,u), -Y2(u,t)) + 

;)Ht k * -v +< dX (x,u), [:1).(x,u,t).<eJ.,\l 2(u,t)»::;:: <ctH/x,u), v(x,u,t)> 
1 J 

où ;(x,u,t) = ['))1 +.[:1lj·<e{,:v
2

>] © v 2 • 
J 

Maintenant, puisque H(x ,o) - F(x ,o) = 0, on a _: 

H(x, u) - F(x, u) = C uj i:p/x, u) 
J 
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avec cp .(x, u) E C
00 

(x, u) G . Pour chaque cp . on construit un 
J J 

-v(x,u,t) = [:u.~.(x,u,t) 
j J J 

a toutes les propriétés voulues . 

4) Fin de la démonstration du théorème 2. 

,V 

)). comme ci-dessus, et 
J 

Soit X le germe de Rn autour de O et 5(x,t) E r 00
(TX) un champ de vecteurs 

dépendant du temps (t E I), tel que J (o, t) = 0 • Le théorème fondamental des systèmes 

dynamiques, nous dit qu I il existe un (et un seul) 

00 00 
S/x) E C (I, Diff (X)) 

tel que S 
O 

= id(X) et : 
ôSt -1 
:rto St (x,t) = ~(x,t). 

co G 
Si, en plus, s(x,t) E r (TX) , avec G groupe de Lie compact, opérant ortho-

gonalement sur X(Rn), on voit que les difféomorphismes St sont G-équivariants : 

Sigx) = g S/x). 

Considérons le champ invariant ))(x,u,t) (sur X x U) du lemme 14, et le champ 

Pu))(x,u,t) = Pu 1>(u,t) sur U, (il s'agit de champsde vecteurs dépendant du temps). 

On considère les St , st respectifs. On voit facilement que : St recouvre st , 

St est éqüivariant, St IX x O = id X (quel que soit t). Je dis que: 

(*) aât (Ht o St)= 0 • 
dS 

, t oo( oo( · G) En effet, si l'on considere: ~ = "))o St E C I, r TX x TU) , on trouve: 
°d . . dSt 
dt (Ht o St) = (H-F)o St+ ( dH/S/x, u)), ~ (x, u) 7 = 

dSt 1 
= {H-F) o St+< dl\ , dt o S~ > o St= [(H-F) -<dHt, )):>]o St= 0 • 

Comme,d'autr~ part H
0 

o S
0 

= F, (*) implique que H1 o s
1 

= F. Puisque H1 = H, 

il suffit de prendre 41 = s11 , e. a. d. s .. Le théorème 2 est démontré. 
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CHAPITRE III.- L'IDEAL Yc 
LE THEOREME DI UNICITE • 

1) Images directes de champs de vecteurs G-invariants . 

Soit G un groupe de Lie compact opérant orthogonalement sur Rn , Rn /G 11 espace 

quotient de 11 action, et 

F :Rn 

11 application polynomiale de Hilbert, définie par p (x) = ( f> ,(x), ... , pk(x)) où 

p/x) ER [x]G, 

pi (x) est homogène de degré > 0 , et les pi (x) engendrent 11 algèbre R [ x JG. 

Lemme 15 • "Il existe un diagramme commutatif d I applications continues : 

Rn p pRn c Rk 

p~ ;;, 

Rn/G 

où p' est un homéomorphisme. p est propre." 0 

[ On peut donc identifier, au moins du point de vue topologique, 11 espace-quotient 

Rn /G et 11 espace semi-algébrique p R11 
c Rk]. Le lemme 5 exprime le fait beaucoup 

plus subtil, que p' est un isomorphisme des deux "structures différentiables 11 sui

vantes : 

{Rn/ G muni de 11 anneau C
00 

(Rn) G} 

et 

t r Rn muni de l'anneau C
00 

(Rk)\p Rh } • J 

Démonstration : Soit q : Rn ---,. R une forme quadratique positive non-dégénérée 

q,(x) =J G q(gx) df-{(g) 

est encore une forme quadratique, positive non dégénérée mais en plus elle est 

G-invariante. Donc d I après Hilbert, il existe un P E R [y J tel que 

qi_x) = P(p (x)). 

Si Jx 1 -+ 00 on a lq(x )1 ---), oo , donc lr(xn)I ~ 00 ; donc p est propre. 
n i n 

D'autre part, p sépare les orbites .. En effet, soient x 1 , x" E Rn tels que les 
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orbites Gx' , G;x" soient distinctes. 

n Soit K = Gx' v Gx" c R et l/J : K ~ R la fonction continue 

l/)(Gx') = O, 1p(Gx") = 1 . 

Vu que 11 ensemble K est compact on peut approcher IJ,l uniformément par un poly

nôme. Vu que, en plus, l/J est G-invariante, on peut 11 approcher par un polynôme 

invariant. Donc 

p ( Gx' ) :/= p ( Gx") • 

A partir de là le lemme découle tout de suite. 

Considérons maintenant un champ de vecteurs G-invariant, C
00 

Donc, s a la propriété que 

~ (gx) = g. \ (x) 

(G opère canoniquement sur les vecteurs de Rn , même si ces vecteurs ne sont pas 

basés à .11 origine) • 

C'est facile à voir que si x et y sont dans la même G-orbite, donc si 

f' (x) = ? (y), alors : 

Il existe donc une opération d'image directe , bien définie : 

r00

(TRn)G p* 7 r°(TRklp Rn)• 

Théorème 2. "Soit 

Il existe un 

1 ET oo(TRk) 

tel que 11._ \ p Rn = p* 5 . " D 

Démonstration : On munit ·Rk des coordonnées y 
1

, ••• , yk' telles que p soit 

y. = o. (x). 
1 r 1 

· . , ( ) oo( n)G t On cons1dere Pi x E C R e 
oo n G < d p/x), 1 (x) > E C (R ) 0 
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< d p
1
. (x), s (x) > définit canoniquement une fonction continue a. : p Rn = Rn /G ~ R . 

1 . 

Si z E p Rn ·c Rk est le point courant de p Rn et e 1, ••• , ek la base canonique de 

Rk ( correspondant aux coordonnées y 
1 

, •.• , y k) , alors : 
k . 

(pl< f )(z) = [: a. (z) e1 . 
1 1 

oc k . 
D I après le lemme 5, les a. se prolongent en des A. E C (R ) . En posant 

1 1 

on a q.e.d. 

i A.e 
1 

Lemme 16 • "La version germifiée du théorème 2 est vraie. 11 
0 

Corollaire 17. "Soit X (respectivement Y) le germe de Rn (de Rk) autour 

de O , et 

X f y 

00 
d'application de Hilbert. Si f(y) E C (y) on considère 11 idéal jacobien (habituel) : 

oo oc G 
J(f) CC (y) = C (y) ' 

et p*J (f) c C
00

(x) G • On a : 

p*'J(f):? Îc( P"' f)." o 

Démonstration : Soit 1 E r
00

(TX)G, et 1l E r
00

(TY) tel que 11.I fX = f * ~ . 

On considère< d(p*f), s(x)) E dG(p*f) et < df, "')) EJ(t) c C
00

(y). 

On a: 

r* < dt, '\1 > = < d( r* t) , s > • 

Comme tout éiément de 'Jc(f * f) est (par définition) de la forme 

< d( ( f) , \ 7 , 

on a q.e.d. 

Ceci nous donne le critère suivant pour trouver des singularités (G-invariantes) 

oo G 
de codimension finie (dans C (x) ) : 

00 
f(y) E C (y) est de codimension finie, dans le sens que 

dimR C
00

(y)/}(f) ~ oc 

et si (f, p) sont tels que : 

dimR p·
1 

1(f)/1Jc(f*f) <. oo 

alors p )('f E C
00 

(x) G est de codimension finie : 
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dimR Coo(x) G /y G ( f l"f) ( oo • " D 

Dans le paragraphe suivant, on donne un autre genre de critère. 

2) Exemples : Soit d J-,l(g) une mesure de Haar sur G , telle que 

I dt-t(g) = 1 • 
G 

On définit la retraction 

Av 

par: 

Av cr(x) = J, cp(gx) df {g). 
G 

De même, on définit la retraction : 

Av 

par: 

Av ,1(x) = [ g -\1(gx) dy (g). 
vG 

Lemme 18. "Soit f(x) E C
00

(x)G telle que 

dimR C
00

(x)Ji)(f) < oo • 

On a : 1) dimR C
00

(x)G /Jdf) ~ dimR C
00 

(x)/j,(f). 

2) Si cp/x), ... , cpp(x) E C
00

(x) engendrent C
00

(x)/J(f} comme espace 

oo G/ vectoriel, alors Av cp1, .•. , Av cpp , engendrent C (x) }c(f) (comme espace 

vectoriel) . " 0 

Démonstration: Il suffit de montrer 2). L'hypothèse de 2) est que, pour tout 

g1 (x) E C
00

(x), il existe À 1, ••. , ;\. E R et ~ (x} E r 00
(TX) , tels que : 

p p . 
g1 (x) = C :\. cp. (x) + < df(x), t (x) ) • 

1 1 1 ) 

oo( G Puisque f E C x} , on a que 

df(x) E r 00
(T*X)G, 

donc : < df(gx}, .•• > = (df(xL g- l ... ) . 

Donc: 

Av < df(x), l (x)) = J < df(gx), 1 (gx} ;, d}-l(g) = 

1 
1 G 

= < df(x), g- 5 (gx} > dp(g) = ( df(x), Av Hx)) . 
G . 

Il s'ensuit que, si g/x) E c00
(x)G: 
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g1 = Av g1 = Ç \ Av cpi + < df, Av s > , 
1 

ce qui implique 2). 

Ceci nous permet de construire autant d I exemples qu I on veut : 

Disons, par exemple, que f(x) = x2
P et que G = Z/2Z agissant sur R par 

x ~ (-x). Alors f est de codimension p , et son déploiement (uni) versel est : 

2p 2p-2 2p-4 
x + u, x + u2 x + ••• + up • 

Ou, disons que f(x, y) = x3 + y3 ( n = 2), et que G est le groupe symétrique S (2). 

Son déploiement (uni) versel G-invariant est x3 + y3 + u1xy + uix+y) + u
3 

. 

e .a .d.s. 

3) Déploiement Universel : On va considérer un germe 

f(x) E dxi (x) G 

tel que 

dimRC
00

(x)G/Jc(f)< oo. 

THEOREME D'UNICITE : "Soient U = (u1, ••• , uk), V= (v 1, ••• , vk) deux espa

ces de paramètres et F
1
(x,u), F

2
(x,v) deux déploiements (versels) de f(x) tels que: 

~ àF 1 ~F 1 
1) l ~ (x ,o), ... , Ju A (x ,o)} est une base de 11 espace vectoriel 

1 k 
co\x)G l}c(f). 

f dF2 dF2 
2) l ~v 

1 
(x ,o), ••. , -;;}vk (x ,o)} est une base de l'espace vectoriel 

Coo(x)G /}G(f). 

Alors F 
1 

et F 2 sont deux déploiements équivalents." □ 

Démonstration : D1 après le chapitre II, F 
1 

et F 
2 

sont respectivement équivalents 

à leurs linéarisés : 

où : 

k 
F

1
1 = f(x) + C u. cp.(x) 

1 1 1 
k 

F 2 = f(x) + C v. 1/).(x) 
JF 1 . làF~( J 

cp.(x) = ~(x,o) et i/J.(x) = -,- x,o). 
1 oU. J oV. 

1 J 

Il suffit donc de montrer que. F 1 et F2 sont équivalents. 

Notre hypothèse nous dit qu I il existe une matrice réelle (inversible) À .. , telle 
lJ 

que : 
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(1\-") cp.(x) - L >. .. 1/J .(x) E.}c(f). 
1 j lJ J 

Considérons le difféomorphisme de (germes) d I espaces de paramètres 

u .A 
V 

donné par les formules : 

vj = :[: \j ui . 
1 

Via A les déploiements : 
k k 

F 2 et F
3 

= f(x) + L u. ([: "A .. 1/J.(x)) 
i=1 l j=1 lJ J 

sont équivalents. 

Mais ( *) ci-dessus nous dit que F 
3 

et F 1 sont infinitésimalement équivalents, 

donc, d I après le théorème 2 ( chapitre Il), F 
3 

et F 1 sont équivalents. 

Donc le théorème d I unicité est démontré. 

On a donc une notion de DEPLOIEMENT UNI-VERS EL ..•• 

[1 J 

r2J 
[3 J 

[6 J 
[7] 

[8 J 

[9] 

[10] 

[11 J 
[12] 
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