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$2211 SAINT-CLOUD Sur l'intégration des séries entieres qui

T4l 6024103 - eh 208 convergent uniformément dans le disque unité.

Le but de ce travail est de préciser guelgues résultats de
L. CARLESON et W. RUDIN (I) sur l'intégration dans les espaces H et CA
(pour la définition de H® e% C, cf infra §I.1)

Soit l& l'espace de toutes les fonctions f, analytiques dans le

disque unité D et telles que tgofﬁmﬂ<+@ olir LSy (R-002.) .

EcD, soit C(E) l'espace de toutes les fonctions uniformément continues
sur E, soit S 1l'opérateur de restriction a E.

On sait (2), que S(li): C(E) si et seulement si l'ensemble E est
fini. Ia situation change radicalement si 1l'on étend un peu la clasgse
li, en la remplacant par la classe de toutes les fonctions f appartenant
& C, pour lesquelles f(n)= 0(1/n), n —> e : dans ce cas on peut
construire des ensembles dénombrables E, Ec D tels cue toute fonctiom
x de C(E) soit la trace sur E d'une fonction ayant les propriétés
énumérées plus haut (cf 2.1, 2.6).

Remarquons aussi que dans les cas d'interpolation que nous considé-—

.rons, nous nous restreignons & des opérateurs lindaires continus..

I Notations e% résultats préliminaires
1.1 C est le domaine complexe achevé.
[){zeé it<tl . D= {zeﬁlﬂéq
Soit G une région de C. C (¢) d851gne l'es pace de toutes les
fonctions analytigues dans G et continues sur G, muni de la norme
standard: H§%m

=5 150l 5<Cu@.

Dans le cas G= D nous désignerons aussi €, (D) par C,-
C(E) est l'es space de toutes les fonctlons définies et continues
sur l'ensemble E (Ec:C)
1w(E) est l'espace de toutes les fonctions bornées sur E.
H” est l'espace de toutes les fonctions analytiocues et bornées

sur le disque D, muni de la norme standard..

l§hm=§ﬁjﬂnh feH .

¥si KcC, K est la cloture de l'ensemble X dans C.



A W
f(n) = 1/n!f(n)(0) (n = 0,1,24...) o £ est une fonction analytique
dans un voisinage de 0
I.2 Définition Soit Ec D. On dait (I) qu un ensemble satisfait aux

) 5-—mﬂ§?
conditiongd de CARIESON si : k%gﬁ {-7% >0

I.3 Lemme. soit E D et ﬁ@,,;««f'
Ies affirmations suivantes sont éguivalentes:
a) l'ensemble E vérifie les conditions de CARLESON;

47%

D) e e ler

5
c) sup (- %nunm cioo .

2,8¢E 1%- ?’

2#%
demonstratlon L'équivalence des affirmations b) et c¢) découle

de 1' égalité l12§ (4mXHw)

I7-52

La démonstration de 1'équivalence de a) et b) est faite dans (4)
(p. 125). |

T.4 Lemme.5, Soit E¢D ,ﬁg%%<+“ , et supposons que E vérifie les
conditions de CARLESON. alors
-2 1U-180 o,
=3 SETS
M lilj SEE -3

Démonstration Cette affirmation est démontrée dans (5) (p.37).
I.5. Soit KD et EZK(J‘Vj\)<'A . Nous désigne®ons par les
symboles B, €% Cbk (5 X) les fonctions définies par les égalités:

17~ A
=‘ \ - =gt 26!)
Bt(Z) 2(]( '2 1-22 R 'C,€Kv’

2

uzx4mm

gl, si 7:%, zeK

Remarquons gue
49%(??: 0, si g€ EX({%}
M-%i

I.6. Lemme. Soit Ec D L SUD Tog < 0 et supposons gue E satisfasse aux
conditions de CARILESON. Alors
a) si (h;) est une famille de fonctions analytiocues et

bornées dans le dlsque D et telles que sup uhiile < + o
}c:

alors la fonction:

- 2 - 2
g(%)=Z?»§<z> ﬁ%f—{%i;—)'}l, 2eD, S

est analytique dans le disque D et Mn lhlm,
es

S

s Le sens géométricue de cette conditiom est que_l ensemble E est
situé dans un angle de mesure inférieure & [1, de sommet le point z=4
et de bissectrice (—eo,1]



ou M est la constante du lemme I.4.

b) si, de plus?%%%ip,mfzzo et si les wonctions sont continues
dans D\ (1) ( 2e E), alors la fonction g , donnée par 1'égalité (I)
est analytigque et uniformément continue sur D.

démonstration; cette affirmation découle du lemme I.4.

I.7. Lemme, a) si £€ H® et f(n) = 0(1/n), n —s oo , alors
sup N Sall o<, ol S, (z)= 2, F()2E (n= 0,1,2,...);

b) si }eC et si f(n)~ 0(1/n), n—se , alors la série de

TAYLOR de la fonctlon £ £(z)= 5? f(n)z , converge uniformément sur
o
le disque D. g N
Démonstration.Il suffit de remarguer ques &x@=&#@+22_fﬁ}(b%ﬂ
k=0

ou e¢m={%2¥5ﬁz) ~puis d'employer les hyppothéses du lemme & démontrer
et les propriétés des moyennes de CESARO des fonctions f:

1Bl Bl 2 $ep”

,,n«S-G"uH‘;;:?O Al :“?QCA‘

I.8. Lemme (M.RIESZ, (6)). Soit

G %}ed: %1 }ﬂ{%e@ 6, < arq (-1 <24 - 9}
oﬁ_X;& y & (0, WQ),On a les propriétés suivantes:

a)hSi f est une fonction analyticue et bornée dans le domaine G,
alors f(n)= 0(1/n), n—so .

I.9. Lemme,7s50i% (Xn)n%a une suite d'espaces de BANACH vérifiant
les conditions:

a) Xn+lc:Xn (n= 0,1,2,...) et les plongements sont continus
b) X,y est dense dans X (n= 051,2,...)

Soit J un opérateur linéaire borné, envoyant XQ dans l'espace de
BANACH Y. 8i JX = Y (n= 0,1,2,...) alors g(nX )= Y

I1.10. Lemme. 801t & (o, l] .Désignons par les symboles o, W, (> W

les fonctions ouc verlflent les egalltesh

L) = (ler 26@ W)= 4\/”2 ze([‘,\u ool ;

P(%)=W’%€C; W) =B WD), Ze(E'\[4_4+6].
alors

10 o(D\UpeD, suptidl <+

A#

20 Tes affirmations suivantes sont égquivalentes:



§2

¢

a) l'ensemble w (E) (E ¢ D {11 ) satisfait aux conditions de
CARIESON
b 4 H-S||1—’i| )
) s,zu{ZE T @

47

Démonstration.ce lemme est contenu dans le § 3.
T.11. Remarcue. Soit | ?K;Kzo unme suite de points de D 11l telle

que: M-8l @)

' ”‘“L?uﬂ

Alors elle vérifie la condition (2).
En fait. soit k <« m; alors
’ H§|H§2|\ 14 - ‘ék < ” < 4
15,5, Ha-8)-U-5,) (|32 m\) (4cp

remarquons aussi gue si l'ensemble « 1) vérifie les comditions
(2) onipeut le diviser en un nombre fini d'ensembles.. tels que chacdn
d'entre eux vérifie laszcondition (3), cf (5).

Résultats fondamentaux..

2.1. Théordme. Soit un ensemble E, Ec¢D {1} qui vérifie la con~

ditiom (2), et P un opérateur linéaire, donné par 1'égalité

(Py)e-= Zm) o, zeCliteel, el (B),

ou W désigne la méme chose gue dans le lemme I.10 tandis que
est une famille de fonctions définies & l'aide de 1l'ensemble K=t (E)
(ef I.5)

Alors pour toute fonction X@/x € 1 (E) la fonctiom Px est analythue
et bornée dans C\ﬁ 1+£]1

(P.x,)(rv) =O(E); h —>00
et

(P)®=sG), sk )
Démonstration. Soit K= @ (E), x€17(E) et

-1y
Lu)xMMOUi)B@DBém'ZQD’ ek,

N -t .
ol W est la fonction inverse de w . Comme l'ensemble . est

contenu dans le disque D, il satisfait aux conditions de CARLESON et
Sup " < 400 (cf 1.10), ainsi

lx(w(t))l

lh' 1B, (o)~

D) blanc Jaus (e ma pu, ol pd

5wpumu+m G ek,



ou & est la constante des conditions de CARIESON (1.2).
Eane se servant que de ce cul a été dit et en adaptant le lemme
I.6 on obtient que la fonction g:

g = gZEac(s) VNG ZL&%)“ (%4’(;':)” z2eD,
€

est analytigue et bornée dans le disgue D.Comme u) est une fonctiom

unifortme

analytique et , qul envoie le domaine c \1,1+€ I sur 1e

disgue unité D ,et comme Pﬁ: g s, la fonction Px est analyticue et

)
bornée dans le domaine C \[1,1+€) . Il ne reste qu' a remarquer que
la fonction Px vérifie les conditions du lemme I.8 (point(a)).
L'égalité (4) “est visiblement satisfaite.

2.2 Théoréme. Soit un ensemble E, Ec;ﬁxﬁl} gui vérifie 1les

conditions (2) et 1l'opérateur lindaire donné par 1!égalité

(Rx)(z)=x(4)+z_(x(§)—xm)q> (W), ze(}\[me]xeC(E)

«@(E)
ou WY et d)Xg {)onfle méme sens que dans le théoréme 2.1,
Six e C(E) %L

a fonction Rx est analythue dens C N[1,1+8) et
Y .
uniformémemt continue dans le demi-espaces C_}- ) 2€ C.Jv.zyo)e’u.. C‘-;zeC : Ju %< 0]

de plus R
(Rx)(n):O(Lm) , 1 —>co, (s)
ot RO®=xy,sek

Démonstration.Si x € C(E), la fonction

e =.>o<4>+é§ COE) %}), zeD,

est analytique egt uniformément continue dans D (c¢f I.63I1.10 et le
début de la démonstration du théoréme précédent). Il ne reste gu'é
remarqguer gue Rx= g\o et gue W est une fonction analyticue 9“d°tm&

gui envoie le domalne C \Cl l+2] sur le cerc&e unité D, et dont de
plus les restrictions aux geml—e§paces C+ etC_ onf des prolongements
continus respectivement & ¢, et C_ . La relation (Rx)(n)= 0(1/n), n—yod,

est une conséguense du lemme I.8. L'égalidé (5) est évidement satisfaite

2*_3'5 Théoréme. goit E un ensemble,F, ECD\U}, QUI vérifie les conditions (2)
' Alors pour toute fonction x, x €C(E), et pour tout domaine connexe Gguvérifie
) G les conditions (cf. fig.1)

DG, DNG={1}, (0,9 ¢G (6)

) pour tout v »0; il existe une fonction f définie dans C, telie que



1)f est analytiqur dans C \ilz
2) la restiction de la fdttion f & 1l'ensemble CAG est continue sur cet
ensemble,

3) £(¥)=x(%), }ex
Démonstration. Soit G’=(£\é)

Zeﬁ lzl>4+,m}

ol G est le domaine qui vérifie les conditions (6). Alors la suite d'espaces (CA(Gn))
est telle que: _
a)CA(Gn+1) est plongé de fagon continue dans CAGn) (n=0,1,2,...)
b) CA(GnH) est dense dans CA(Gn) (n= 0,1,2,...)
c) &~ ol est 1l'opérateur qui associe
8 chaque fonction f de CA(GO) sa restriction & l'ensemble E . Les affirmations a) et b)

sont évidentes, l*affirmation c) découle du théordme 2.2. A l'aide du lemme I.9 on

conclut que SNGEN- ¢,

2.4 Remarque (I) Il est clair que dans le théoréme 2.3 le domaine G peut 8tre

choisi tel que toutes les fonction f, fEC(C N G), vérifient les conditions: f(n)—0(1/n)
et que la série de TAYLOR de la fonction f converge uniformément dans le disque
D. (ef I.7 et 1.8).
(IT) Les théorémes 2.1, 2.2 et 2.3 sont les meilleurs possibles:
soit l%? -\ =0, A W20 XA 1l'espace de toutes les fonctions f telles que
5€C " S(w) O(*); n—>00.
Dans ces conditions il est facile de montrer que S(X )= C(E), Card E= *

.Nous énoncons les résultats qui suivent sans démonstration.

2.5. Théoréme.Soit E un ensemble quelc"onque, inclu dans le cercle unité
et ayant un nombre fini de points d'accumulation. Alors il existe ﬁn opérateur linéaire
et continu envoyant C(E) dans Cp» et vérifiant les conditions:
(Q})uw=o(%ﬂ, L —>00 1
(Rx)(®r=x(8), seE, x<C(F)

& 2:6.- Théoréme., Soit E un sous ensemble fermé du cercle unité, Eo 1'ensemble

de tous les points isolés de l'ensemble E, E,=E\E . Alors pour toute fonction y  ye U(E)
il existe une fonction £, £ € H™, telle que
a) f est analytiquement prolongeable suivant tous les ehemins d'un
voisinage de l'ensemble & 3
v) £(3)= x(}), % €5,

¢) f(n)= 0(1/n), n— 0.



§ 3. Démonstration du lemme 1.10.

La propriété dont nous avons besoin découle de I.3. et des trois lemmes
suivants.
3.1 Lemme.soit w(z)= 1-{1-z, z €D+ Alors w(D \(1)) D, et M-¢lebd- m) ZG,LU(D)
Démonstration. Soit z € D ; alors ({=2) = |- 7“3
~ 2 A
OB X €<y, Wy Vet M-l -2l cosd +d-Ired, -

c'est 3 dire -2 <Qcosu, 2D, ™

De plus , en utilisant (7) on obtient
41w =(1- 1-VTF )= 1-(-Ql-2"cos + 11-21) -
b f b
=l-%1"(2eomg -U-21") s14- (2 cos % -VZcosd) =

_ M-z (4605'5 -Qeosd) Oyt 1 1 - Wil =
e W ood >Rzl _272'-)——2_—}0’ ZG_D

Par conséquend \W'(Z)\41 siJ€ D \{"f} et V-l <4 - Hweal), 2eD.

3.2 Lemme Soit w la fonction du lemme 3.1. Alors

L U-BH-2) U)o itz 2
TR -5IH4-
% 597 < Tut) -wepr s64Q+ l§-zl?')
, ®
Z.SED\m § 47,
démonstration. Soit §,, € D, on peut trouver alors t, s €(-n/2,n/2)
tels que 1-% = |1- ¥]e ﬂ, -9 —!1—‘2[ e™® . comme w(z)= 1-Vi-z

on &

U-wen=14-3%€F (4-wip) = 11y ket

de plus nous avons

() -wi= Et .
t W_ el Wi T S22 spiposts

en utilisant le fait que ls._;.ﬁ 1< 'Zon obtient

-0l e 5-nf 132
R T R A T PR N v =TT

supposons pour plus de précision que |1- %1 fgh— 9 l . Alors soit JFSIs—}M-?l,.

soit ZU-ylel-Bl<ii-gl Dans le pr@mnier cas on obtient:
[5-01 5 15-21 10
lu(s)-wepl> ql?—y SIS \ 3 0
et dans 1le second | 1501 13-9f
w(E)-wepl > 32 152 n
O G AT 2 Sl sl



Maintenant majorons et minorons la quantité 'U‘WKDfU-prﬁ)

A=ty < AU -weml-wl =43l 2
(pour la minoration nous employons le lemme 3.1)

(-lw@Y-tw P> (- ghosi-up= * pisig. 0@

L'inégalité (8) s'obtient 3 partir des inégalités (9), (10), (11), (12), (13)
3.3. Lemme.Soient & et @ aes fonctions dé&finies dans le lemme I.1o.

Siz, a, b, €D, on a

el ed, ipoolerd, %14~2Is|4-4(2)|$4g|{-21, Hjb(l)lsu-ﬂ,

-ehyed-tpered-2, Fio-bieiuorsbi<tia-b,

Sla-bi<iplar-pdried ta-bi.

Démonstration: é.___nt.

Que N. K. NIKOLSKII recoive ici tous mes remerciments pour 1'aide qu'il m'a

apporté & mettre en forme l'article (7).
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