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Sur l'intégration des séries entières qui 

convergent uniformément dans le disque unité. 

Le but de ce travail est de préciser quelques résultats de 
.0 

L. CARLESON et W. RUDIN (I) sur l'intégration dans les espaces H et CA 

(pour la définition de H~ et CA cf infra §I.l) 

Soit 1~ l'espace de toutes l_es fonctions f, analytiques dans le 
disque uni té D et telles qi.;te -~

0 
I ,f(rill <+.D où: ,. <n,) - - - - -

•::- ; 5tn,)=~ (o)/n,! (~=O,l,2, .. ) , 

EcD, soit C(E) l'espace de toutes les fonctions uniformément continues 

sur E, soit S l'opérateur de restriction à E. 

On sait (2), que S(l~)~ C(E) si et seulement si l'ensemble E est 

fini. La situation change radicalement si l'on étend un peu la classe 

1,!, en la remplaçant par la classe de toutes les fonctions f appartenant 

à CA pour lesquelles f(n)= 0(1/n), n -> o<) dans ce cas on peut 
construire des ensembles dénombrables E, Ec D tels aue toute fonction_; 
x de C(E) soit la trace sur E d'une fonction ayant les propriétés 

énumérées plus haut (cf 2.I, 2.6). 
Remarquons aussi que dans les cas d'interpolation que nous considé

•rons, nous nous restreignons à des opérateurs linéaires continus •. 

I Notations et résultats préliminaires 
A 

I.l C est le domaine complexe 

[) =l1E. t: l:tl<-11. 5 = Li~_t: Ill ~l}. 
Soit G une région de C. CA(G) 

achevé. 

désigne l'espace de toutes les 
-* fonctions analytiques dans G et continues sur G,. muni de la norme 

stémdard: 
R HCiJ» :..~~ l 5C1)/ , ) E. ClG). 

Dans le cas G= D nous désignerons aussi CA(D) par CA. 
C(E) est l'espace de toutes les fonctions définies et continues 

- A 

sur l'ensemble E (E c C). 

l~(E) est l'espace de toutes les fonctions bornées sur E. 
H ~ e::::t l'espace de toutes les fonctions analytioues et bornées 

sur le disque D, muni de la norme standard •. 
00 

Hl "'" ~~ lk1.,I, f E.H . 
H H-0 ,. 

A 

)l.-Si KC c, K est la cloture de l'ensemble K dans c. 



U: 
f (n) = 1/n!f(n\o) (n = 0,1,2, ••• ) où f est une fonction'. analytique 

dans un voisinage de 0 

I.2 Définition Soit ECD. On dit (I) qu''llll; ensemble 

conditionâ de CARLESON si: s =itvJ n ju/ 
SE.E ?E.E f-25 > O 

2H 

Les 

11-'.l/ * I. 3 Lemme. soit E D et ~ Hij<+oo 

affirmations suivantes sont équivalentes: 

a) l'ensemble E vérifie les conditions de - . 

b) "'/J,0 1 i:1.L\ <. t oo ffh 5-2 
Us 

c) ~p (H!d)U-l?la) < + 00 • 

UE.E 1~ -212 

CA.RLESON; 

satisfait aux 

?is 
démonstration L'équivalence ~es affirmations b) etc) découle 

del' égalité 
1
1-h \! 1 + C1-l~i2Xl-121

2
) 

2-! 1?-~I'-

La démonstration de l'équivalence de a) et b) est faite dans (4) 

(p. 12 5). 
• IM/ 

I. 4 Lemme. 5. Soit E c D . ~t .j:-jïj <+00 , et supposons que E vérifie les 

conditions de CARLESON. alors 

M 
"\"" 1i-l1t1-·lsl

2
) <tOO, 

=~PL ll·s 112 

Ill=! 5€.E. 

Démonstration Cette affirmation est démontrée dans (5) (p.37). 

I.5. Soit KCD et ikt..f-\';(l}-<::e.ô • Nous désigne'tons par les 

symboles B'-1 et cp x ( ~€ K) ].es fonctions définies par les égalités: 

'C.E.K 
' 

. -1rJ 
Br;ci)·c1-'C)B (t)'~€.o, i;E.K. 

' Remarquons que ,h ( l, si ? = 't_, ~ ~ K 

tt"~h;= 1 O, si_ ?{ K'f~l 
I. 6. Lemme. Soit E c D . ~t~4=~ <.+ oo et supposons que E satisfasse aux 

condi tiens de CARLESON •. Alors 

a) si (h \\fé est une famille de fonctions analytioues et 

bornées dans le disque D et telles que sup 1/ 1,~ Il LI"° <-+-oa 
';~E" , n 

(!) 

est analytique dans le disque D et:· 

¾-Le sens géométrique de cette condition1 est que l'ensemble E est 

si tué dans un angle de mesure inférieure à '7 / de sommet le point z= ~ 
; 

et de bissectrice (- "'°, 1] 



où M est la constante du lemme I.4. 

b) si, de plus )dm Il ~J Il,.,,,= 0 et si l.es 1'0nctions sont comtinues 
, ➔i ~.çe tt 

dans D, (1) ( ~ e E), 1 alors la fonction g , donnée par l'égalité (I) 

est analytique et uniformément continue sur D. 

démonstration; cette affirmation découle du lemme I.4. ,., 
I.7. Lemme. a) si f€ Ho0 et f(n) = 0(1/n),. n ~ OQ 

"" ,., k 
s}tp \\Sn\\H"c,<+o0, où Sh!z)= ~"_,f(k)z (n= o,1,2, ••• ); 

, alors 

b) si JE.C et si f{n)= 0(1/n), n ~o<;) , alors la série de 
A . ,., 

TAYLOR de la fonction f:; f(z)= ~ f{n)zm, converge uniformément sur 
ll~o 

le disque D. 

Démonstration. Il suffit de remarquer que:: 

1 n, 

où €\.,ll)=n,.+1i\.(1) puis d'employer les hypJothèses du leTIL.7ne à démontrer 

et les propriétés des moyennes de CESARO des fonctions f: 

lt\JH., '1 HHoo 

I_~ -Ein,IHoo r.➔oo') Ü 

-4.' h.H00 

.,,4,' : f €. CA 

I •. 8. Lemme (M.RIESZ, ( 6)). Soit 

G-= t1E.l: 11,~ } n l'H.ê: e. ~ a-i~cz-0<21-e.}, 

où 1>1, (;}0 (O, n/2_).on a les propriétés suivantes: 

a) Si f est une fonction analytiaue et bornée dans le domaine G, ,._ 

alors f(n)= 0(1/n), n _-,.~ • 

I.9. Lemme.7~Soit (X) une suite d'espaces de BANACH vérifiant n n;;.o 
lies condi tians:. 

a) Xn+l C. Xn (n= 0, 1, 2, ••• ) et les plongements sont continus 

b) Xn+l est dense dans Xn (n= Ojl,2, ••• ) 
Soit J un opérateur linéaire borné, envoyant x

0 
dans l'espace de 

BANACH Y. Si JX = Y (n= 0, 1, 2 , ••• ) alors j ( n Xn) = y-n . ~~o 

I.10. Lemme. Soit [ (0,1) .Désignons par les symboles ot, IA!".,,(,>
1 

Lù 

les fonctions oui vérifient les égalités~ 
1 A A 

c{,(l)==-u+!)-1.' :tE:.C; w(i)=1-v'r-ï, :ZE.f,U,0o); 

" 
J3Cl)= 2:1, , XE.C; W('t)=J(Ul(olCO)), Z€d:\[i,1+é,). 

alors 

2° Les affirmations suivantes sont équivalentes:. 



a) l'ensemble 

CARLESON 
b) 

to (E) (E c D. ,{11) satisfait aux conditions de 

(2) 

Démonstration.ce lemme est contenu dans le§} • . ~ ) 

I.11. Remaroue. Soit \ ?it I K::>.,,<> une suite de points de D,~1l telle 

que: 
(3) 

Alors elle vérifie la condition (2). 

En fait,. soit k <. m; alors ll-sklH-5""1t. H-sJ 1 ,;:. ~ 
1sk -~.J ~ KH")-U-s.,,,i'(~-\~~\~ \Y~ <~-qf · 

k . 

remarquons aussi que si l'ensemble • !) vérifie les corndi tiens 
(2) on; peut le di viser en un nombre fini d'ensembles:- ... tels que chacd.rn 
d'entre eux vérifie lascondition (3), cf (5). 

§2 Résultats fondamentaux~ 

2.1 •. Théorème. Soit un ensemble E, Ec D, fl 1 
di tiom (2), et P un opérateur linéaire, donné par 

(PJ:)cZ)=L._.X,(5)<pwm(w(z)), '.tE.ê,'L(ité], .X,E.fc_E) 
s~E ' 

qui vérifie ]a con~ 

l'égalité 

où w désigne la même chose que dans le lemme I.10 tandis que 
est une famille de fonctions définies à l'aide de l'ensemble K=w(E) 

(cf I.5) 
.,0 

Alors pour toute fonction ,. 
et bornée dans c,~,l+!J 

~'.; x € 1 (E) la fonctiom P,5_ est analyi;iquE 

' 
et 

(P~)(tv) = Ü( ~), n, _.oo 

(4) 

Démonstration •. ~oit K= ~ (E), x e 1.,., (E) et 

~ -1 c1-t'c;122 B 
/%)d(lù('l\1-'t;2)B ('l) ./l), z d)' 'CE. K' 

' _, . 
où w est la fonction inverse de ~ • Comme l'ensemble ,. est 

contenu dans le disque D, il satisfait aux conditions de CARLESON et 
~o H-ïl <,+oo 
:urK H'.ifl (cf I.10), ainsi 



où Ô est la constante des conditions de CARLESON (1.2). 

Enne se servant que de ce qui a été di~ et en adaptant le lemme 
I.6 on obtient que la fonction g: 

"> - m Cl)- --s:-fi o-:lx1-1-c12
) D 

~Cl)"" L .X,(~) '1-'wm -L_ ·cP:,) ( l-'èt)2 ' 1 E.. ' 
s~E "~K 

est analytique et bornée dans le disque D.Comme W est une fonction; 
uni4o~m~ ;.. J analytique et - , qui envoie le domaine C \. [1, l+~ sur le 

disque U11îté D ,et comm~ PJ= g
0 

, la fonction Pf es~ analytiaue et 
bornée dans le domaine C \[l,l+t) • Il ne reste qu'a remarquer que 
la fonction Px vérifie les conditions du lemme I.8 (po:iha.t(a)). 

·"-
L'égalité (4) est visiblement satisfaite. 

2 .2 Théorème. Soit un ensemble E, E c. D, ~l J qui vérifie les 
conditions (2) et l'opérateur linéaire donné par 11 égalité 

( R,~)ci):.x;({) t L_(.x,(5)-.XŒ)cp"-(iW<.l)), '.l E..ê,u,Ht},.H.CŒ.), 

où u.:> et 
Si X €. 

uniformémen;t 
de plus 

~ c1) '( ~ G~(a)oni-le même sens que dans le thé~rème 2 .1 .. 
C (E), ~a fonction Rx est analytique dans C , t1, l+ l) et 

,\ "' . 
continue dans les demi-espaces C¼=l~Gc:J-.:t>-oJe-tt C .. =fa-êC:JIM~~oJ 

(R,;)(tv) :O(~)' 11, -Oo, 

(R,~)(5)::.X(!), 5Ecf.. 

(5) 

Démonstration.Six~ C(E), la fonction 

Q('.l):c.X,(1)+.L_.(.X-(5)-.X,(1)) cp Ci.), '.ïëe.[), 
i1 !E:.E w<t> 

est analytique e:,t uniformément continue dans D (cf I .. 6;I.10 et le 
début de la démonstration du théorème précédent). Il ne reste qu'à 

un ilot me. 
remarquer que Rx= g0\,,() ~t que u, est une fonction analytique . 

qui envoie le domaine C '\.(1,l+iJ sur le cer~u..e unité D, et dont de 
plus les restrictions aux demi-espaces C etc ont des prolongements 

A ;o. + - A . 

continus respectivement à C et C ., La relation (Rx)(n)= 0(1/n), n->c,0,1 
+ -

est une coriséq_uense du lemme I. 8. L ·, égaliié ( 5) est évidement sa tïsfai te 

2._3~ Théorème. Soit E un ensemble,.É,Ec[},U}, QUI vérifie les conditions (2) 

Alors pour toute fonction x, x EC(E), et pour tout domaine connexe Gî~vérifie 

les conditions (cf. fig.1) 
(O,X) cG (6) 

pour tout î )O; il existe une fonction f définie dans C, telle que 



1 )f est analytiqur dans C , \t r .,. 
2) la restiction de la f&tion f à l'ensemble c,G est continue sur cet 

ensemble, 

3 ) f ( ~ ) =x ( \ ) , l 6 E 

Démonstration. Soit 

où Gest le domaine qui vérifie les conditions (6). Alors la suite d'espaces (CA(Gn)) 

est telle que: 

a)CA(Gn+i) est plongé de façon continue dans CAGn) (n= 0,1,2, .•• ) 

b) CA(Gn+1) est dense dans CA(Gn) (n= 0,1,2, ••• ) 

' 

c) où est l'opérateur qui associe 

à chaque fonction f de CA(G
0

) sa restriction à l'ensemble E. Les affirmations a) et b) 

sont évidentes, l:'.affirmation c) découle du théorème 2.2, A l'aide du lemme I,9 on 

conclut que 

2.4 Remarque (I) Il est clair que dans le théorème 2,3 le domaine G peut être 
.,. - .,. 

choisi tel que toutes les fonction f, fEC(C, G), vérifient les conditions: f(n)=0(1/n) 

et que la série de TAYLOR de la fonction f converge uniformément dans le disque -D. ( cf I. 7 et I. 8) . 

(II) Les théorèmes 2.1, 2.2 et 2,3 sont les meilleurs possibles: 

soit ltm .l." = 0 1 ~")o· X~ l'espace de toutes les fonctions f telles que 

h-CA u]u11)::Ü(~), rtt-~· 
Dans ces conditions il est facile de montrer que S(X )= C(E), Card E= -

.Nous énonçons les résultats qui suivent sans démonstration. 

25 T ,..' . c=, '1 d . ,.. •. heoreme.Soit E un ensemble quel ·onque, inc u ans le cercle unite 

et ayant un nombre fini de points d'accumulation. Alors il existe un opérateur linéaire 

et continu envoyant C(E) dans CA' et vérifiant les conditions: 

(~)U1t)=O( ~), n,--;► oo, 
(R~) (~) == .x( 5), 5 E. E, ~ E. C(f) 

& 2~!,.- Théorème. Soit E un sous ensemble fermé du cercle unité, E l'ensemble 
0 

de tous les points isoles de 1 'ensemble E, E 1 =E , E 
O

• Alors pour toute fonction J, , _:,, E. t"'(E.~ 

il existe une fonction f, f E H-, telle que 

a) f est analytiquement prolongeable suivant tous les chemins d'un 

voisinage de l'ensemble -

b) !(J)= x(j), i, EE
0

, 

c) f(n)= 0(1/n), n~oo, 



§ 3. Démonstration du lemme 1.10. 

La propriété dont nous avons besoin découle de I.3. et des trois lemmes 

suivants. 

1 

3.1 Lemme.soit w(z)= 1-~1-z, z ED-:- Alors w(D,(1)) CD etH-ll{,~(i-121).,'.'lE..~(ô) 

Démonstration. Soit zED; alors C-1-°4)::. l-t-~\e.;0( -
où c<.€(-'%1 11/z. ') et 14-::d-211-:!I W->J. +1 :JXf~ j, ' 

c'est à dire (7) 

De plus , en utilisant (7) on obtient 

2 ( 2 1/r ,1., 
~-IW'(Z)I"' HJ-01 ) == i-(1-211-'.'ll w.,2 4-H-ZI) = 

¾i 1h \lz 
=11-XI (.2CO<J~-H-'.ll ))H-zl (2eœ,~ -i/9.CO'J,1,) = 

= u-:d
1

(4rd¾-2~)~211-:li' ~ H - urc_:01 0 1, E.0-
Z~½+vzm,J,; " Z+lr) 2 > , 

Par conséquend \ ~{Z)\~1 si ~ € D , { --f J et 11-W(l)I ~ L-1(1 -1 wrnl) , z e. [) . 

3.2 Lemme Soit w la fonction du lemme 3.1. Alors 

J... l~-~IH-?1 {_ <1-IW(s)l
2
)(Hw<z)~) (~ Yî1-5IH-71

1

)
2 

i6 ls-?12 "' IW(s)-wcz)l2 ~6LJ~+ ls-il (8) 

- ' tsED,l1L s!z. 
démonstration. Soit il~ ED, on peut trouver alors t, s E(-1rl2,1r/2J 

tels que 1--1 = \ 1- }/ eH, 1- 'J = ! 1-1 { eis • comme w(z)= 1- n-=; 
on a 

de plus nous avons 
~ 2 2 

IW(s)-WC!)i"\vf-î-~l=l3-~I :------=--,• 
l~+fil 2 

H-~l+ll-W·2✓H-s1111iw.,~ 

en utilisant le fait que ls....::..t 1 < o/; on obtient 
• J.. 

t ! 2 

ls-~I ,(lwn ci 15-ZI l!-'ZI <9> 
2(1~-sl+H-~0 - "s -w'l ~l~-~l+H-zl ~2yH-slll~,1 · 

l - ' supposons pour plus de précision que \ 1- J l ~ l1-~ . Alors soit J~-11~2 11-11, 

soit ½H-zl~H-si ~ H-11 Dans le premier cas on obtient: 

et dans le second (U) 



Maintenant majorons et minorons la quantité 

(pour la minoration nous employons le lemme 3.1) 

L'inégalité (8) s'obtient à partir des inégalités (9), (10), (11), (12), (13) 

3.3. Lemme.Soient c:( et ~ les fonctions définies dans le lemme I.1o. 

Si z, a, b, ED, on a 

IJ,ll)I ~t, lj->(l)l.,./1.1, fH-ll~lhll1.)l~t1Fll, lijl1)1~H-ll, 

( 1-1i12) ~ i-lJ(ti ~ l.11 i-'.ll, -jla,,-t1 f, IJ,(.a-)-t<g)I ~ t I a..-&1, 

½ 1 a--t 1 ~ !f (a,)-}'(&)Jf,2 1 a,-t1. 

Démonstration: é ____ nt. 

Que N. K. NIKOLSKII recoive ici tous mes remerciments pour l'aide qu'il m'a 

apporté à mettre en forme l'article (7). 
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