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Analyse harmonique
Groupe de travail sur les espaces de Banach invariants par translation
Myriam Déchamps, Frangoise Piquard, Hervé Queffelec

Résumé

Ce tome contient trois exposés, qui sont des rédactions trés
détaillées de résultats parus ailleurs. Ces résultats se situent a la
frontiére de 1l'analyse harmonique et de la géométrie des espaces de
Banach, et les rédactions visent a4 bien éclairer ces deux aspects.

1. Dichotomie du cotype pour les espaces invariants CA(T), par P.
Prignot, d'aprés J. Bourgain et V. Milman : soit T 1le cercle unité, A
une suite d'entiers et CA(T) 1'adhérence, pour la norme uniforme, des
polyndmes trigonométriques & spectre dans A ; si C,(T) est de cotype ¢

pour un gq fini alors A est un ensemble de Sidon.

2. Analyticité des algébres de restriction et solution du probléme
de la dichotomie dans le cadre des algébres tensorielles, par L.
Rodriguez-Piazza, d'aprés J. Bourgain : soient E et F deux espaces
discrets, E CX xY et VO(E) 1'algébre des restrictions & E des
élements de VO(X,Y) = co(X) ® co(Y) : alors ou bien VO(E) = co(E), ou
bien seules les fonctions analytiques opérent sur VO(E).

3. Compacts associés i des sous—espaces de C(K), par A. Gilioli et
G. da Roche Filho : soit K un espace compact de Hausdorff, p un point
d'accumulation de K et X un sous-espace fermé de C(K) ; si X ne
contient pas c, alors il existe un voisinage ouvert V de p tel que

les normes uniformes sur K et sur K \ V soient équivalentes dans X ;
1'hypothése c, ¢ X est loin d'étre nécessaire.



Abstract

This volume contains three detailed and self contained versions of
already published results. These results are related both to harmonic

analysis and geometry of Banach spaces and emphasis is put on both aspects
in these expository papers.

1. The dichotomy of cotype for translation invariant subspaces of
C(T) by P. Prignot, after J. Bourgain and V. Milman : let T be the unit
circle, /A a sequence of integers and C,(T) the uniform closure of the
trigonometric polynomials with spectrum in A ; if CA(F) has cotype ¢
then (2 € g <) A 1is a Sidon set.

2. Analyticity of restriction algebras and solution of the dichotomy
problem for tensor algebras by L. Rodriguez-Piazza, after J. Bourgain. Let
X,Y be discrete spaces, E C X x Y and VO(E) be the restriction

algebra of VO(X,Y) = co(x) é co(Y). Then either V;(E) = co(E) or only
analytic functions operate on VO(E).

3. On compact sets associated to subspaces of C(K) by A. Gilioli and
G. da Roche Filho. Let K be a Hausdorff compact set, p an accumulation
point of K, X a closed subspace of C(K). Assuming c, is not
isomorphic to a closed subspace of C(K) there exists an open
neighborhood V of p such that uniform norms on K and K \ V are
equivalent for X. The assumption c, ¢ X 1is far from being necessary.
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Exposé n° 1 Année 1985-1986
Patrick Prignot

DICHOTOMIE DU COTYPE POUR LES ESPACES INVARIANTS C,(T)

Résumé.~- Soit T le cercle unité, A une suite d'entiers et
CA(T) 1'adhérence, pour la norme uniforme, des polyndmes trigonométriques
4 spectre dans A. On donne une version détaillée du résultat suivant de
J. Bourgain et V. Milman : si C,(T) est de cotype q pour un q fini
alors A est un ensemble de Sidon.

I. INTRODUCTION

Ce travail a pour but la rédaction détaillée de 1l'article suivant :
J. Bourgain et V. Milman Dichotomie du cotype pour les espaces
invariants, C. R. Acad. Sc. Paris 300 (1985), 263-266. Le cadre général
est le suivant : soit T 1le tore, groupe abélien compact, G = ¢ son
dual et une partie A cTI. On notera CA(T) 1'adhérence pour la norme
uniforme des polyndémes trigonométriques i spectre dans 4. Peut-on relier
des propriétés dites "géométriques" de cet espace de Banach a d'autres
propriétés fonctionnelles de cet espace ? L'article examiné apparait
comme 1'aboutissement d'une série de questions posées depuis une dizaine
d'années et dont nous allons faire un bref historique.

La définition méme des ensembles de Sidon (voir Rappels) montre que
81 A est un tel ensemble, alors la transformation de Fourier est un
isomorphisme entre CA(T) et ¢'(A). G. Pisier pose alors naturellement
la question suivante : s'il existe un isomorphisme quelconque (i.e. il
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peut étre trés différent de 1l'isomorphisme naturel) entre CA(T) et

21 (A) pour ACZF, A est-il de Sidon ? En 1976, N. Th. Varopoulos
répond par l'affirmative avec une preuve qui sera simplifiée par la suite
et généralisée par G. Pisjer en 1978 sous la forme :

Si AcCcd, & est de Sidon si et seulement si CA(T) est de cotype
2. (Car #£' est de cotype 2).

La question qui vient donc ensuite est la suivante : si CA(T) est
de cotype ¢q pour q > 2, /A est-il de Sidon ?

Avant de répondre 3 cette question, on va penser A un affaiblissement
de la notion de cotype 2 : on dira qu'un espace de Banach B a la
propriété d'Orlicz si pour toute famille (xn) de vecteurs de B telle

que E: € X converge pour tout choix de signes € =+ 1, on a
nz1

2: Han2 < +o.

n=>1

On voit que si B est de cotype 2, alors il a la propriété d4'Orlicz.
Par contre la réciproque de cette propriété est toujours non connue, la
seule chose qui s'obtienne facilement étant que B a la propriété
d'0Orlicz entraine que B est de cotype 2+e, pour tout e > 0.

Néanmoins si on prend B = CA(T), alors Bourgain en 1983 a montré
que la réciproque était vraie, i.e. si C,(T) a la propriété d'Orlicz
alors A est Sidon.

Enfin en 1985, Bourgain et Milman répondent par l'affirmative 3 la
question restée en suspens et montrent que si on impose a C,(T) da'étre

de cotype ¢ pour un q £fini, alors CA(T) est isomorphe a £',
¢'est-a-dire que A est un ensemble de Sidon. En d'autres termes, la
propriété de dichotomie suivante est vraie : soit A est un ensemble de
Sidon, soit CA(T) ne posséde pas de cotype fini, ce qui signifie que

CA(T) contient des 3? uniformément, c'est-a-dire :

I1 existe C > 0 telle que pour tout entier n, il existe
n

. <
f1’ eer fn € C,(T) t. q.: s?p |a1| % ﬂ?; aifill00 £C sgp la1| pour
1<i<n i=1 1<€isn
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toute famille (<31]l)1<n de scalaires.

Le but de ce travail est de donner la preuve la plus autonome
possible du résultat de Bourgain-Milman. On admettra uniquement les

résultats de J. Bourgain sur la caractérisation des ensembles de Sidon qui
se présentent comme une démonstration directe de résultats obtenus

auparavant par G. Pisier & l'aide de la théorie des séries de Fourier
aléatoires et de 1'inégalité de Dudley-Fernique. On admettra également le
lemme de Slépian tel qu'il est énoncé et démontré dans le livre de J.-P.
Kahane. Toutes les autres notions et propositions dont nous aurons besoin
seront en principe redémontrées dans le texte.

Pour terminer, il est juste de remarquer que la plupart des résultats
sur les Sidon qu'on utilisera ont été obtenus par G. Pisier ; et il en est
de méme de la plupart des outils (K-convexité, K(E) £ K.log(1+dE)),
1'utilisation intermédiaire de la métrique dA(s,t) = sup |v(s)-7(t)] qui

o Y€EA
ont été forgés par G. Pisier.

Remarquons enfin que les propriétés démontrées ici dans le cas du
Tore T se généralisent de maniere évidente & un groupe abélien compact
G, en prenant pour I’ 1le dual de G.

Je profite également de cette introduction pour remercier les
personnes qui, tout au long de 1l'année, m'ont aidé 3 la rédaction de cet
exposé, et particuliérement Mesdames Déchamps, Piquard et Monsieur
Queffelec ; qu'ils trouvent ici l'expression de ma reconnaissance pour
m'avoir guidé et pour avoir corrigé au travers d'exposés les imperfections
de ce travail.
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II. Rappels et notations.

Notations d'analyse harmonique

On rappelle que si f € C(T) et n € Z, onlnote f(n), le n®
- ®

A 2
coefficient de Fourier de f qui est : f(n) = pw f(t) e"1**dt. La
T Jo

transformation de Fourier JF est 1'application : C(T) — £22(3)

. £ = (E@) g
On dit alors que A C T est un ensemble de Sidon (on abrégera en
disant que A est Sidon) s'il existe C > 0 telle que pour toute suite

finie de scalaires (ay)YEA on a :
(*) | ) la | € C.| ) a,. 7l
TEA TEAN

On notera S(A) (constante de Sidonicité de A) 1la plus petite
constante C qui vérifie (*).

On dira qu'un ensemble A C /Z est quasi-indépendant si la relation

2: €7 =0 ol pour T € A, e, € {-1, 0, 1} et les (eY) sont
TEA

presque tous nuls, entraine que pour tout 7T € A, €, = 0.

Y€EA

On rappelle qu'un tel ensemble est de Sidon.

Notations de caractére arithmétique.
On notera |JA] le cardinal de A pour tout ensemble fini A.

Dans toute la suite, pour faciliter les notations et étant donné que .

[ = #, on écrira indifféremment tout caractére sur T, el sous la

forme 7v(.).

Si x € R, [x] représentera la partie entiére de x.

Notations de la géométrie des Banach.
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Si E est un espace normé, on notera BE la boule unité de E et
B(x,®) la boule fermée de centre x et de rayon a.

Si maintenant, E et F sont deux espaces de Banach de méme
dimension (finie), on appelle d(E,F) = inf{|T|.|T"')l, T isomorphisme de
E sur F} (distance de Banach-Mazur), [T|| représentant la normé
opérateur. On abrégera d_ = d(E,tiim )

On appelle également diametre arithmétique n(E) de E 1le nombre :
n{(E) = le plus petit entier n t. . il existe un sous-espace V de 8?
tel que d(E,V) € 2. Pour E = C,(T), on notera n(A) = n(E).

Notations pour 1'entropie.

Si (E,d) est un espace métrique, on notera pour S € E : N(§,4d.,¢€)=
le plus petit nombre de boules fermées de rayon € pour la distance d
nécessaires pour recouvrir 8.

Si maintenant E et F sont normés, on appellera nombre d’entropie
en(u) pour u : E — F opérateur compact : en(u) = inf{e)O/N(u(BE) .

H.llF , €) € 2"}. Ce nombre mesure donc le degré de compacité de
1'opérateur u.

On définit aussi trois pseudo-métriques sur T et leurs nombres
d'entropie correspondants : (A cT).

dA(s,t) = sup |7(s) - 7(t)| et N(A,e) = N(T,dA,e)
TEN

ah(s,t) =  sup [£(s)-£(t)] et N(A, &) = N(T,&A,e)
fec, (T)
£ 1l z€1

4, ,(s,t) = (2 17 -1(1) )17 et N, (8,€)
TeN

N(T,dz’h,e)

{(pour A fini).

Notations probabilistes.
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Pour A c T, on notera (EY)YeA la suite usuelle des variables de

Rademacher sur {-1,1}* et (gY)geA une suite de variables gaussiennes
N(0,1) indépendantes. '

On rappelle que si on prend A= [, on dit qu'un espace normé E
est de cotype g pour 2 € ¢q < +o, s'il existe une constante C > 0 ¢t.
q. pour toute famille finie {xl}1€I de vecteurs de E, on a :

(*%) <Z Iz 1% < c(] | Z e, (w)x [Pdw)’/2.
i€r Q ier

On notera Cq(E) la plus petite constante C vérifiant (*x),
De méme, on dit que E est de type p, pour 1 <p <2, s'il

existe une constante C > 0 t. ¢. pour toute famille finie {xl}1€I de
vecteurs de E, on a :

(xxx) o 2 e @x, 1700 2 o 2, 12270,
8 iel i€l

On notera TP(E) la plus petite constante C vérifiant (***),
Enfin, si E est un espace normé de dimension 1n, on notera K(E)

la constante de K-convexité de E, c¢'est-a-dire :
K(E) = la plus petite constante C > 0 t. q. pour tout entier n :

n
( nzei(w)xinzdw)ws cil |l 2 v, (@)x, [Fdw)*/?  od
Q ier Q Ac{l,...,m}

WA(w) = [] el(w) (fonctions de Walsh) et pour tout A&, X, € E.
i€a

I11. Etapes de la démonstration.
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Nous allons pour commencer donner une articulation de la preuve en
admettant les principaux résultats qui seront démontrés dans la suite du
mémoire. Le théoréme i montrer est le suivant.

THEOREME (voir [3]).
Soit 2 € q > +w, alors si Co(T) est de cotype q, A est Sidon.

Remarque. Si A est Sidon, C,(T) est isomorphe a ¢ ! par F et
donc CA(T) est trivialement de cotype 2.

Articulation. Supposons donc C,(T) de cotype gq. La preuve utilise
les résultats suivants.

LEMME A L
Pour toute partie A C [, n(A) € ﬁ(A,E).

THEOREME B
Il existe une constante d > 0 telle que pour tout entier n non
nul, 1'espace t; contienne des sous-espaces 2-hilbertiens (i.e. leur

n
distance & £%2 est inférieure & 2) de dimension [a].

THEOREME C
Soit E un espace de Banach de dimension n, soit 2 € ¢ < +o et
on suppose n(E) = 2. Alors :

dim F

log, (n(E)) 2 B. sup .
F sous-espace de E (log(1l+d_))*®

B étant une constante > 0 qui ne dépend que de q et Cq(E).

THEOREME D )
Soit A c [, supposons qu'il existe 3 > 0 t. q. ﬁ(A'E) > 98 lal
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1
pour toute partie finie A c &, alors A est Sidon et S(A) < ?(g) ol

¢ est un polyndme universel (9(x) = C.x''%).

Nous pouvons alors donner la preuve : prenons A finie C A. On va
essayer d'obtenir une inégalité a priori sur S(A). (A est Sidon car il
est fini). Plus précisément on va montrer que S(A) < f(q , Cq(CA(T))) ol

f est une fonction croissante par rapport a la deuxiéme variable. En
conséquence S(A) € f(q , Cq(CA(T))). D'ol

S(A) = sup S(A) € f(q,Cq(CA(T))) < +o.
ACA
A finie
Pour cela, le théoreme B nous donn? Tu'il existe un sous-espace V
A

de eiAl' 2-hilbertien de dimension [—E—]. Soit i 1l'injection
canonique de V dans eiA'. Comme A est Sidon, si F est
1'isomorphisme canonigue de CA(T) sur 81A|, on a

¥ € s(a) et |F' =1.

Notons alors F = F! o i(V). F est donc un sous-espace de CA(T) de

(A}
dimension [_E—] tel que dF £ H$H.dv < 2S(A).

Le théoréme C appliqué a CA(T) donne donc que

dim F
logz(n(A)) z ﬁ(q,Cq(CA(T))). .

(log(1+dF))q

Or B dépend de maniére décroissante de Cq(E) {(voir la preuve) et connme
C,(T) a été supposé de cotype q, Cq(CA(T)) £ Cq(CA(T)), d'od

LY 1
log, (n(R)) 2 B(q,C_(C,(T))).—. .

(log(1+2S(n)))¢

Soit encore log, (n(R)) 2 B’ .log(1+2S(A))"%.|A] ot B’ est une
constante. Le lemme A permet alors d'écrire :
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- 1
n(d) € (N(A.E)

d'ou
_ 1 def
log, N(A,E) > p .log(1+2S(A))~9.|a] = 38]a].

Cette inégalité reste vraie si on ramplace A par B quelconque finie C
A et comme S(B) € S(A), on a

_ 1 ,
log, N(B'E) > B .log(1+2S(B))"%.|B] >:8.|B| pour le méme &.
Par le théoreme D, on en déduit que

1 log (1+25(a))¢
S(a) < W(g) =@ .

B’

D'ol une inégalité a priori du type S(A) £ C .log(1+2S(Aa))*'°?, par
comparaison des croissances des deux fonctions, S(A) reste donc bornée
uniformément et ceci est donc vrai pour toute A finie C A. Donc A est
Sidon et S(A) = sup S(A) donne une estimation pour S{A).

- ACh
A finie

IV. Démonstration du lemme A

: - 1
LEMMA A. v A CA, dh) <€ N(A,E).

- 1
Preuve. Notons m = N(A,E). Par définition, il existe donc un

1
recouvrement de T par des boules Bx(xx'a) pour 1 € m et la métrique

T,. Soit alors f € C,(T), [ff,
T en un point x € T. Donc £,

1. £ atteint sa norme sur le compact
I£(x)] et 3 X tel que
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Soit Il = I£(x) = I£(x) + £(x) - £(x )|

£ sup lf(xi)l + EA(X.XI)-
isn

1
Soit |If]l,, € sup If(xi)l + -,
ism 2

Par homogénéité, on en déduit que V f € C,(T) I£liy, € sup I£(x )] +
i€m

1
Ellfl]00 soit encore [f]j < 2 sup If(xi)l.

ism
F
Donc si on considére CplT) —s 8:
£ — (fx)),

on a sup lf(x‘)l < lifll, € 2 sup lf(x‘)l
im i<m
d'od |IF|l.IF"'|] € 2. Soit d(A) € m par définition de d(A).

V. Démonstration du théoréme B

THEOREME B (voir [12]). Il existe une constante d > 0 t. q. pour
tout entier n > 0, 1'espace 8: contienne des sous-espaces

n
2-hilbertiens de dimension [E].

Remarque. Il s'agit 1la d'un cas particulier du théoréme de Dvoretzky
mais 1la preuve donnée dans le cas de 8; est plus simple que celle du cas
général.



Preuve. n étant £ixé, on va chercher un sous-espace de base
fl,...,fm sur lequel on a une inégalité du type :

m

n n
(5.1) : K1(§£ af)t/® < | 25 afll €K/ E: a"i’)”2 pour tout
i=1 i=1 ¢ i=1

a= (ai)igmew'

De plus on aura K2/K1 € 2 (en fait la méthode montre qu'on peut prendre

n
Kz/K1 g J5(1+ei) et on montrera également qu'on peut prendre m = [E]

ou d est une constante universelle.

Pour cela, on définit des variables de Rademacher indépendantes ¢

13
pour 1 €1 €n et 1€ 3j<£n sur un espace § et on introduit une
famille de vecteurs "aléatoires" :8i 1 £i <€m et w€ Q,

n
¢
£ (o) = ES eij(w).—— ol (eJ)an désigne la base canonique de 31 (le
i=1 n

1
coefficient — est 1la pour que Hfiﬂ L= 1).
n 4
Ainsi, on définit un espace E, = Vect(fl(w),...,f_(w)) et on va montrer

qu'il existe w e Q t. q. Em vérifie le théoréme. Vv a € R, on pose

m
Sa(w) = | ZS aifi(w)H L+ 5, est donc une variable aléatoire A valeurs
i=1 ¢

dans R* et il s'agit de montrer (5.1) pour un w-convenable.

On peut déja normaliser les a et donc supposer que a € &, sphére
unité de R* pour la norme £%. Il faut donc borner sa(w) Vaeg
pour un ® € Q.

L'idée consiste & appliquer l'inégalité d'Azuma qui dit que Sa est
voisine de ESa {(en un sens 4 préciser) et on peut borner ESa grace aux
inégalités de Khintchine. (ESa est essentiellement constant quand a€g).

THEOREME D'AZUMA (voir [15]). Soit X reeerX variables aléatoires
indépendantes intégrables & valeurs dans un Banach B, ?k = c(xl,...,xk).



n
On pose S = HEE X . M =ES et M = E(Sl};) - M.

i=1
Hypothése : V¥V k, ka” £ C, constante et on pose dk =M - Mk-l'
tz
Conclusion : V¥ k, (5.2) ld, I1€2C_ et P(|S-ES| > t) € 2 exp|- ———.

n
8 ES c:
i=1

Preuve. Montrons d'abord que ldkl £ 2C .

k
Soit dPx la loi image de xk sur B. Elle est portée par
Kk
B(0,C ) = B . Calculons E(S|F ) = E(SIX ,....X ).

Soit £ borélienne bornée sur B, E(E(SIX ,....X ) * £(X ,...,X)) =
. = E(”x1""'xn” X f(xl,...,xk))
Vue 1'indépendance des (x1)16h :

= Lnux1 +...4 xnn X f(xl,...,xk)dPx ...dPx .

1 n
Donc E(SiX!=x1,...,Xk=xk) = J ”x1+...+xk+uk*1+...+unu.
k+1X...X%B
n
dPx (uku)...dPx (un).
kK+1 n
D'ol [d | = IE(SIX =% ,....X =x ) - E(S|x1=x1,...,xk_1=xk_l)I

€ IJ; B de’l(uk+l)...dPXn(un).j; Pix, +..4x +. .40 | -
k+1 """ "Tn "

.+
Hx1+..+xk_1+. unnldka(uk)I

< J; . xB dka*l(uk+1)...dPXn(un).J; ka-ukHdka(uk) £ 2Ck.
k+1 n k
Donc Idkl £ 2Ck.

Pour montrer (5.2), commen¢ons par quelques inégalités immédiates :

soit A > 0, alors VvV x € [-1,1], e < ch A+ x sh A. ,
a 1+x 1-x A 1+x a
(en effet, e™* est convexe et X = —E—.1+—5—.(—1) donne e™* < -E—e +



=

-X
—E~e'“). D'autre part un développement en série entiére donne

}\2
ch A £ exp(;—). Soit alors X une variable aléatoire centrée (EX = 0).

X X '
On suppose |X] € C alors exp(AX) = exp(hC.E) £ —=sh AC + ch AC et en
C

}Lz C2

prenant 1l'espérance E(exp(AX)) £ exp( ).

Montrons alors (5.2) : on a E(dk'$§-1) = 0 donc par ce qui précéde :

E(d |F _ ) <exp(2.A*.¢3) si k21, ' .

Soit E(exp(M )) = E(E[exp(AMn)Iﬁ;_lJ) = E{exp(A M__ ).E(exp(A dn)l}g_l))
£ exp (Zkzci).E(exp(AMn_l))

n

d'ol par récurrence sur n : E(exp(M)) < exp(ZAzjs Ci).
i=1
Donc P(IMn|>t) = P(M >t) + P(M <-t) = P(exp(th)>exp(ht)) + P(exp(-th) >
exp(At)).
n

Or P(exp(Mf ) > exp(At)).exp(At) < E(exp(NM )) < exp(ZAz.EE C:).
k=1
En appliquant la méme inégalité en remplacant Mk par --Mk :
' n

P(|M|n>t) € 2exp(-At + 2A2§§ Cﬁ).

k=1
La valeur de A qui minimise cette expression est A = ——— donc
n
a2 c2
k=1
t2
P(anl > t) € 2exp(- ———). Il ne reste qu'a remarquer que ¥ =S-ES.
n
8 e
k=1

Revenons au théoréme et & (5.1), ici on a

m n ( )
[3 W
j B |
Sa(w) = || 25 E; a, eJH L
k=1k=1 n ¢
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la, |

1
De plus [X. || . £ = C avec 2: ¢z = -,
13" 1 14 MR

t%n
Donc par le théoréme d'Azuma et (5.2) P(ISa—ESal > t) € 2 exp(- _E-) et
ceci ¥ a € § Tout le probléme consiste alors & globaliser ce résultat
sur & puis & choisir t.

Remarquons d'abord qu'on peut borner ESa grace aux inégalités de
Khintchine qui donnent, pour tout entier n > 0, X oreeerX réels :

n n n

1
—= | Z ex 0, | Z ex l, <1 Z ex |,

2 k=1 k=1 k=1

n

n
ol | 2: €1x1”p = (] 1 ES ei(w)x!lpdw)l/p. On obtient cette inégalité par
k=1 Q k=1

1
Hélder et la constante E: est due 4 Szarek (voir [16] ou [17]).
2

m 1]

D'ol ici : L( 2 a%)'’/® < ES_ < ( Zaf)“z soit - L <ES, €1. (5.3)
J2 k=1 k=1 {2

Pour globaliser maintenant, on aimerait avoir un nombre fini d'éléments de

$ (pour savoir majorer la probabilité d'une union) et 1'idée est ici

d'utiliser un 3-réseau R de § ont on peut borner le cardinal.

Rappelons que R est un 38-réseau de § si pour tout x € §, il existe

r€R t.q. Jx-rj . £ 8. Ici prenons R égal & un ensemble paximal

de points de § deux A deux i des distances > 8. Ceci implique que R
est bien un 38-réseau (car il est maximal).

2m
LEMME (5.4). On a alors |R] € exp(g—).

Preuve. En effet, par définition, les boules B(r , E) sont
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3 8
disjointes pour r € R. Donc lJ B(r,—) C B(0,1+ -) et si V est le
2 2 m
r<R
vglume de la boule gnité, on a

2 2m
(=)"vV .JrR] £ (1 + =)".¥ soit R] € (1 + =) € exp(—).
2 " 2 - 5 )

On déduit de ce lemme que : P(sup ISa-Esa|>t) < Ea P(ISB-Esal > t)
a€r aeR
t%n
£ 2exp(- —g—).lRl

2m t2n
£ 2 exp(— - —).
3 8
2m  t%n
Ou encore P(suplsa—ESal £t) 21 - 2exp(g- - —E—). (5.5)

acrR
Pour revenir & §, on va utiliser un lemme classique :

LEMME (5.6). Il existe 0 < & ¢ 1 (aussi petit qu'on veut) t. q.

pour t = et w € Q,

CIRR

(pour tout a€R -t+E5, < Sa(w) £ t+ESa) = (pour tout acl
1

£ Sa(w) £ 1+€)
2-¢

ol € est choisi de telle sorte que (1+e)(J§-e) €2 et e (2.

Preuve. Soit a € §, 3 a'erR t. q. [a'-a| , €3 (R est un
4
8-réseau). Donc a =a' + A a2 o0 |A ] €8 et JaZ| , =1. On itére
2 2 f
le procédé et on obtient par récurrence a = a' + 28 hJaJ ol Vj
jz2

IAJI £ 87t et Jal , = 1, 1la convergence ayant lieu au sens de la

norme .|| (le reste est en module € 8" ——» 0 car 3 < 1). Posons
¢ n—

alors t = ., ona V¥ aeR : —t+ESa £ Sa(w) £ t+ESa

=T
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5 1 '
= WYatR - —+ — < Sa(w) £ 8+1 par (5.3).
2 2
Soit
1+8
I 2: a,f ()] =5 (o) € 2; 8- EE ajf @] , €~ car V j-al€Rr.
£ -3
jz1
De meme
m
1-3% 1+3
| Zaf @, 202t @, - uZZ alf W], 2— -8 —.
- 4 = & =1 &t 1-3
k=1 k=1 j22i=1 {2

Finalement on obtient une expression de la forme

1
f(3) £ 5 (w) € g(8) waed avec £f(8) — —, ¢g(3) —> 1.
a —0 E 3—0

Donc 30 <8 <1 t. q. £(3) = et ¢g(8) £ 1+e ce qui donne le

2-¢

lemme.
3 2m nd?
3 étant fixé ainsi, on a P(sup |S -ES | € —) =21 - 2exp(— - —) par
a a 5 16
a€ER 2
(5.5).
2m  nd? n
On choisit alors m pour que — - — £ ~£ 4 soit m=[~] od d ne
' 5 16 n d
& 1
dépend que de 3 et P(sup ISa-ESal £ =) 2 -
a€R ) 2 2
b
On en déduit qu' w € 8 tel que sup |s;“’ - ES_| € — et par le lemme

a€R {2

(5.6), on en conclut que Vv a € § < Sa(w) €1+ €, c'est-a-dire

j2 - ¢
comme on 1l'a déja vu que 1'espace E, convient pour le théoréme B.

Remarque. De plus, l'espace E, convient pour le théoréme B avec une

1
probabilité E sur .
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VI. Dénmonstration du théoréme C.

THEOREME C ([7]). Soit E un espace de Banach de dimension n, soit
2 <q < +o et on suppose n(E} > 2. Alors :

dim F
log2 n(E) = B. sup .

F sous-espace de E (log(1+dF))q

8 ne dépend que de ¢q et Cq(E) et comme on 1'a dit dans la preuve du
théoréme principal, il faut en outre vérifier que f dépend de maniére
décroissante de Cq(E).

Preuve. Ce théoréme se déduit de deux autres théorémes qui sont :

THEOREME (6.1) [7]. Soit E un espace normé de dimension n, soit
2 £¢q < +w, alors

log,n(E) Z 8 .K(E) “.n

¥

B > 0 ne dépend que de g et Cq(E) et de maniére décroissante de
¢ (E).
q

THEOREME (6.2) [9] ou [10]. E un espace de Banach, alors il existe
une constante numérique K :
K(E) £ K.log(l + dE).
(Ce théoréme étant classique nous renvoyons en appendice pour une

démonstration abrégée).

On voit alors aisément comment montrer le théoréme C. Si F est un
sous-espace de E, on a trivialement (en restreignant le plongement)
n{E) > n(F).

Par le théoréme (6.1) appliqué a F :



, . ) , dim F
logzn(F) > B (g, Cq(F)).(dlm F) 2 B (q, Cq(E)) .
K(F)¢

Par le théoréme (6.2) on a également

, din F
logzn(F) 2 B (q, Cq(E)). .
K?.log(1+d )°

~Puis log n(E) 2 log,n(F) donne finalement que si B = b’ K9

dim F
1og2n(E) z R. sup —_—

F sous-espace de E 1og(1+dF)q
Il reste donc 4 montrer le théoréme (6.1).
+

Preuve. Notons p t. q. = 1. On sait qu'on a une estimation

RS
QiR

de TP(E’) od E  déssigne le dual de E en fonction de K(E) et Cq(E)
(Tp(E') € K(E). Cq(E) exactement).

On a en outre le théoréme dG a Maurey suivant.

THEOREME (6.3) ([7]). Si dim E = n, log,n(E) 2 SP.TP(E’)‘“.n avec
les mémes notations qu'au théoreéme (6.1), 8p étant une constante qui ne
dépend que de p.

L'idée est de donner une estimation de N(u(Bel).H.HE,m) pour u 3 8: — E-

N
opérateur et « bien choisi. Cela revient donc i mesurer le degré de
compacité de u. Ensuite en considérant l'injection j : E — t? avec

N = n(E), donnée par les hypothéses et 'j : 8; — E', puis en utilisant
le fait qu'on a une estimation de N(B E).E.HE,m) pour tout espace E de
dimension n, on aura le résultat voulu.

LEMME (6.4). Pour tout E de dimension n, « > 0

2n
£ N(BE,H.HE,Q) < exp(—).
o

QHIP"
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Preuve. On a d'abord si m = N(BE,H.HE,R) B _C lJ B, B, Ila

m
boule de rayon «. Soit Vn le volume de BE, alors Vn S 2: vol(Bi) =
' i=1

m.u?.vn. D'old le résultat. Pour l'autre inégalité, on utilise la méme
preuve que pour le lemme (5.4) en prenant pour R un ensemble maximal de
points de BE a des distances mutuelles > «. On sait alors que =m € |R]

2n
et par (5.4) IR] € exp(—).
o

LEMME (6.5) (Maurey [7]). Soit E un espace de type p, NeN', on
donne u : 8; — E un opérateur. On a alors pour tout entier k > 0 :

1

N(u(Bel,H.HE , 2k q.Tp (E).]lull) € (2N)K.
N

Preuve. L'idée est ici d'approcher x € u(Btl) par un ensemble de

points dont on contréle le cardinal. Pour cela on va utiliser le fait que
B a peu de points extrémaux, a savoir 2N : (+e1)i$N si (el)1<N
N

désigne la base canonique de e;.

Définissons x = u(eJ) €E et A= {+xJ . JSN}. On a Card A € 2N
et u(Btl) est 1l'enveloppe convexe de A.

AJaJ ol pour tout j,

S5 M

S8i alors x € u(Btl)' on peut écrire x =
1

P
a €A et ES Aj = 1. Réécrivons cela en termes probabilistes.
=1
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Soit Z une variable aléatoire qui prend la valeur aJ avec

probabilité AJ. Alors on a EZ = x. Pour k € N*, considérons une

suite Zl,...,Zk de copies indépendantes de Z. On va utiliser une

version quantitative de la loi des grands nombres pour approcher EZ par
zl(w) +...+ zk(w)

une somme . pour un o« fixé. Cette somme (finie) prend

ses valeurs dans A¥ et donc on contrélera son cardinal. Pour cela, on a
besoin d'un lemme.

LEMME (6.6) [14]. Soit E un espace normé de type p et Z1’ cees Zk

des variables aléatoires indépendantes appartenant & LP(E). Alors pour
tout k> 0 :

k k

EHZ (z, - EZ2) || < mpm.(Z Ellz, IP)/F.
i=1 i=1

Preuve. Rappelons que par Holder, E de type p entraine que :

k k
HZ e (wx Jldo < TP(E).(z fix, Pyt/e,
Q i=1 i=1
Posons alors X1 = Z1 - EZI, variables aléatoires centrées,

indépendantes. Pour « € O x @, on définit
Ui(w’) X () - Xl(a') si o = (a,a)

z (o) - Zi(m').

On a des variables centrées, indépendantes et symétriques. (Symétrisées

des Z ). Posons pour alléger [f[l = ( If|PdP)*/? et prenons & o'
fixé, X = Ui(w ) =
k k

H}S ei(w)Ui(w')Hdw £ Tp(E).(E: HUl(w’)Hp)l/py
Q i=1 i=1

Intégrons par rapport & '
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k k

HES e, (@)U (") [|do do’ €T , (). (25 o, (@) P)*/Pdw’ .
i=1 i=1

Comme par Holder J f do’ < (J fPdw’ )'/?, on a :

" [ Xk k
Hja El(w)Ui(w')Hdw do’ £ Tp(E).(EE I IIUl(cao’)Il"dm')”p
J) o= i=1
Kk k
soit ||Z €, (©)U (o) dw do’ < T (). (2 o 12t /®.
JJ i=l i=1

D'autre part & o fixé, ei(w).Ul(w’) a méme loi que Ul(w') (variables
symétriques). Donc

k k

k
12 e (@)U (o) [ldo’ = 12 U, (') flde’ = » u, Il -
i i=1

i=1 i=1

Revenons aux variables X1 :

k k

”22 X ()] = | 2: Ui(w')da'n car X  est centrée
i=1 i=1
k

< ”28 Ui(w')nda’ et en intégrant en « :
i=1
k

A

k
HE: u i, < Tp(E).(ES HUilI:)“p par ce qui précéde.
i=1 i=1

k
12 %, I,
i=1

1 1

Enfin U, = (| 12, (@ - 2, (a')Pdo d')P < | (2, (@) [+]Z, (o) )" dedec’ )P

<2z, -
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k k

Soit en regroupant H:S X, € TP(E).Z.(EE HZIH;)l/p.
i=1 i=1
En revenant aux notations initiales, on a lemme (6.6).

Revenons au lemme (6.5). On en déduit dans le cas qui nous intéresse :

Ef2, +...+ 2 - k.EZ] < 2T _(E). (E|jZfP)t/P .k t/P,

D'ol
k 1
12 -
E[- z, - EZ] € 2T (E).k T(E)z|P)t/P.
i=1
Or EZ =x et pour w € Q, Z(w) = a, = Z{w) ]| = Mu(+eJ)H < .
D'ou
k 1
1 -
; 25 - x|| € 2T (E).k 9. ju].
k
: . 1 2:
La variable aléatoire réelle |- Z, - x|l a donc une espérance
i=1

1

€ 2Tp(E).k 9, |lu]l donc il existe w € @ t. q. sa valeur en w® soit <

au méme nombre,

Appelons z = 2 (w), il existe donc (z ,....z) € A% t. q.
k 1
1 -
; 2: - x| € 2T (E).k 9, .

]
-~
=

k
Posons alors S, ES z, ., pour tout i, z € A}, Card 5 < Card A¥ €
i=
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1

(2N)% et on vient de voir que u(B ) c [J B(z,ZTp(E).k T .
£ z€Sk

Donc¢
1

Nu(B ) ll-ll, o 2T, (B) -k Tjul) € (20)* d'od le lemme (6.5).
N

Remarque. Dans le langage des nombres d'entropie, ce qu'on vient de
voir montre que pour tout entier n > k logz(ZN), on a

1

e, () < 2T (E).X 9, i

Soit
1 1

sup n%e (u) < Cp.Tp(E).Hun.(log2N+1)q
nzl

ou Cp ne dépend que de p.

Prouvons maintenant le théoréme (6.3).

Soit donc E normé de dimension n, posons pour simplifier N =

n(E). Il existe donc un plongement j —» ef tel que Vx € E

Xl € 3 (x)]| € 2.]x]]. Considérons ‘'j : 8; — E'. On sait déja que

I*31l = I3l €2 et en outreona B, Cc*j(B ).
E
N

(en effet, ‘'j( Beiﬂ est un convexe fermé. Soit alors ¢ € B , par Hahn
E
Banach on a

¢ € tj( 381) <= VxEE ¢x) £ sup <tily).x.

Y€ B‘21
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or sup <3i(y),x> = sup <y,jx)> = ||7(x)]
ve Be1 Y€ le
et de plus [¢(x)] < |Ix|| € IFJ(x)|| donc ¢(x) € sup <'j(y),x.)
Y€ B
81

Appliquons donc le lemme {6.5) :

1 1

NGB -l ,.2k 9T (E').2) < N(B
E E P

cellell o2k T (ED) LTSI
E E

1

ts q ’ tg
€ N( J(Bel),”.ﬂg,, 2k CT (E) 3D
N
< (2mk.

1 n
Utilisons alors le lemme (6.4) : £ (2N)¥ (et ceci

4.x" /2.7 (E)
P

v k> O0).

, 1 ,
Ensuite on choisit k tel que 4k /9 T (E') ¢ — et k < « .T (E')9.
) () ) 2 L4 P P

(Pour cela on prend k > (8TP(E'))q et « > 89).

Kk n
On en tire 2" € (2N) ° d'ou logzN > — - 1 soit encore si on suppose
ko
{(ce qui n'est pas restrictif) N > 2 :
n , . 1
2log N>21+1logN2—T (E) %, Il suffit alors de poser 8 = —
2 2 o« P P 2a
P P

Achevons alors la preuve du théoréme (6.1). On a dans les hypothéses
annoncées

"yy-4
log,n(E) 2 n SP(TP(E B
On sait que Tp(E') £ K(E).Cq(E). (Classique, voir [13] par exemple).

D'ol
1og2n(E) >n SP.K(E) .Cq(E) .
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C'est le résultat voulu si on pose B’(q,Cq(E)) =3 C (E)7.

Remarque 1. On voit bien que B et B dépendent de maniére
décroissante de Cq(E).

Remarque 2. Si au lieu de prendre n(E), on suppose que E est
2-isomorphe a un sous-espace de £f, on a les mémes résultats en
remplacant n(E) par N et de méme si on suppose que E est
C-isomorphe i un sous-espace de er, on a le méme résultat ol la

Cq(E)'q
constante B’ dépend alors de C (& savoir B = ———m )
2((4C)7+1)

VII. Démonstration du théoréme D.

THEOREME D ([2]). Soit A c T, s'il existe 3 > 0 t. q.
ﬁ(A,E) Z 28'IAI pour toute partie finie A de A. Alors A est Sidon

1
et S(A) < @(g) ol ¢ est un polyndéme universel.

Remarque préliminaire. Au cours de la preuve vont apparaitre de
nombreuses constantes numériques et de multiples constantes "3&" qui
minorent les nombres d'entropie. Pour plus de clarté, on notera les
premiéres Cl, Cz,... et les deuxiénmes 81, 8;,... A la fin, on aura

1
ainsi plus facilement la dépendance polyndmiale de S(A) en g.

L'articulation de la preuve est alors la suivante.

On peut déduire le théoréme D (Bourgain) du théoréme montré
auparavant par Pisier qui est 1l'analogue du théoréme D avec les nombres
N(A , 3) :
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THEOREME (7.1) ([6]). '35> 0 t. q. N(A,38) 2 21'“' pour toute
partie finie A C A, alors A est Sidon et S(A) < ¢(§) ol ¢ polyndme

universel.

Il ne reste qu'a montrer le théoréme (7.1). Pour ce faire, on montre
d'abord grice a une inégalité du type Sudakov que 1'hypothése entraine une
inégalité du type

(7.2) Bl g, 7l, > 5.IAl
TEA

Puis on globalise 4 toute suite (“v)YSB de scalaires sur une partie
convenable B C A

(7.3) EHEE angfnm = 81 25 a Y|
TEB TEB

On peut en outre contrdler |[B].
On en déduit la méme estimation avec des variables de Rademacher :

(7.4) EHES a7y 2 82 2: |aY|.
TEB TeB

Fnfin on en tire le théoréme (7.1) grédce au théoréme de caractérisation
des Sidon di a Bourgain :

THEOREME (7.5) (Voir [1]). ¥V A CT on a équivalence entre :

(i) A est Sidon

(ii) vV p2l, V(ay)geA suite de scalaires HES a vl < CJE (E:Iale)‘/2
TEN
(iii) 38>0, v A partie finie de A&, I B quasi indépendant avec B C A
et |B] = &.]A].

On a de plus l'information suivante : J K . K, constantes t. q.
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K K
1 2
<38 < -
2 (111)
s (A) JS(A)

et K, s(mt/t g ¢ < K S(A).

(i1)

Remarques. On pourra noter que la démonstration du théoréme (7.1)
n'utilise pas une estimation du type Dudley-Fernique mais seulement du
type Sudakov (pour (7.2)). En outre elle repose essentiellement sur des
arguments simples d'espaces de Banach (pour (7.3)) et sur des estimations
qui découlent soit du principe de contraction (7.4), soit des inégalités
de Khintchine pour terminer avec une preuve similaire & celle de Rudin
{([11]) pour (i) = (ii) dans le théoréme (7.5).

Comme on le voit, la preuve est assez longue, nous donnerons donc
dans ce paragraphe la preuve de (7.1) et dans le paragraphe suivant, on en
déduira le théoréme D.

On part donc de 1l'hypothése qu'3 8 > 0 tel que N(A,3) > 28 lal
pour toute partie finie A C A. L'inégalité de Sudakov donne une

estimation de EH}E gYTIIOD en fonction de NZ(A,S'). I1 faut donc dans un
YEA

premier temps se ramener des nombres N(A,3) a des nombres NZ(A,S’)

pour &  convenable. Posons n = |A].

On va essayer de sa ramener & (" sur lequel la distance dA
devient la distance d, (d,((x).(y)) = sup Ix,-y, ) et la distance

i
d2 R la distance euclidienne usuelle. Pour comparer alors N(A,3) et

1
NZ(A,S'), il suffit de passer par une estimation de N(B 2'dm'_——) comme
n €yn

on va le voir.

Pour trouver une telle estimation, on peut passer par les nombres
d'entropie (voir [4]) en utilisant le fait que si I : ez -3 er
représente l'identité on a

sup yk ek(I) £ C, constante numérique.

kel

Ici on va en donner une preuve directe qui est simple et n'utilise que de
la combinatoire et des comparaisons de fonctions et qui a été signalée par



G. Pisier.

LEMME (7.6). Pour tout entier p € n,

1 n+p n n!
N(B ,d,-) <2°. o | | = ——.
en P p! (n-p)!

1
Preuve. Soit N = N( B 1'dw'_)' ceci signifie qu'on peut recouvrir
en P
, , 1 .
Bﬂ‘ par N boules pour la métrique d4, de rayon -. Ceci équivaut a
p
n
recouvrir p. B , bpar des boules de rayon 1, soit N = N(p. B 1,dm,l).

n n
Posons alors ici, [x] = partie entiére de x si x = 0, (partie entiére
de x) +1 si x < 0. Aipnsi pour tout x, |[x]] € Ix] et [x~-[x]I£1.

Pour x € p. Bﬂ‘

, notons X = ([xl],...,[xn]), ce qu'on vient de dire

= o -
assure alors que dm(x,x) £1 et x € p. BZ‘ = X € p. Bel.

Donc lJ B(x,1) (pour la distance 4 ) recouvre p.B .
X€p. Be1 en

I1 ne reste plus qu'a estimer le cardinal de {E/xep. Be*}° Or cet
n

n

ensemble représente exactement {(kl,...,kn)eln/ 28 lle £py =N
j=1

et on a alors N <N .

n
Cherchons d'abord le cardinal de {(k ...,k ) € N/ EE kJ £ p} = bp. (n
j=1
n

étant fixé). Posons pour cela a = Card{(kl,...,kn) €N/ ES kJ = p}.
j=1
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Alors bp =a +...4 a . Par définition, si |{x]| < 1,

I
(1-x)™" = EE apxp donc
P=0

23] [e4]
(1-x)~2"! = (1-x)"*'. 25 apxp = | 2: x¥) . ( }: apxp= = }: bpxp.
p=0 k=0 pzo p=0

Comme on sait bien que

(-n-1) (-n-2) ... (-n-p) (-x)?
(1-x)"2"1 = 1 + (n+l)x +...+ , +.o..
p.

on en déduit que

(n+1) (n+2) ... (n+p) n+p

4 |
p' p

n

Lorsque ensuite on prend (kl,...,kn) €/ }: |kJ| £ p,
j=1
_ n
3 (e, ,eere ) € {-1,+1}" t. q. (e,k rec.r€ k) E N et
n

33 J

n
E: e k = :S k.| € p. il ne reste donc plus qu'a dénombrer pour
j=1 j=1

n

(k ,...,kn) €N fixé et 2: kJ £ p, 1le nombre de choix de signes
i=1
possibles pour les (kJ)Jéh’ Une estimation brutale de ce nombre serait
n
2" mais elle ne suffit pas pour la suite. Or lorsque }; IkJI €£p, 1l
j=1
est clair comme p £ n, qu'on a au plus p nombres (kJ) qui sont non

nuls. On a donc au plus 2P choix de signes possibles.

v . n+p
Donc finalement N € N £ 2P .
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LEMME (7.7) ([6]). Il existe une fonction € — ¢(e) > 0 t. q.

1
P (€).
N(B__,dp—) < 2%(9)-®

n eyn

et le comportement de ¢ en 0 est : il existe XK > 0 t. q. ¢(€) = KJ;
si € 1,

Preuve. Par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a Be2 C yn. B£1 .

n n
. 1. 1 1
Donc par homothétie N( B 2,dm,———) € N(§n. B . ,dw,—-—) = N( Bﬂ‘ 'dw';;)'
n €Yn n €eyn
On peut supposer 0 < € <1 et poser p = [ne] +1 € n.
1 1 (n+p) !
Alors par le lemme (7.6) N( B By —) S N(B 'dw'_) £ 2°. .
e €n f p p! n!

n n

1
Remarquons déja que — = 1 = N( B ,ad

e P o) €1 car B ,C B .

= e

1
Donc supposons pour l’'instant que — < 1. (donc p # 1).
ne
€ étant fixé ainsi pour la suite du calcul, on a par la formule de

Stirling :

(n+p! (n+p)®*® 2% (n+p)

~ . .
n! p! n—0 nn.pp 21 lnp
. {n+p)! (n+p)2tP
Donc il existe C > 1 t. q. £C. (C constante
n! p! p
n® P

numérique).

1 n n
Soit donc N( B ,dw,—-) £ C.2P,.(14-)" £ C.2P, (1+-)P.eP.
Vi €n P p

n
Or vue la définition de p, on a e® <€ e.e”® et

n
(1 + =) ~, (1+-)"°.
P n—w €

Donc finalement il existe C =1 t. q.
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1 1
N(B ,d.,—) £C .2f(*)% o8 f(e) =€ + € log e + € log (1+-).
21 ¢ 1] €n 2 2 €
n

On vérifie bien que f(e) > 0 pour € > 0 et comme on a pris 0 < € ¢ 1,

on a la majoration : il existe M constante > 0 t. q. f(e) £ M.J_.

, log,c 1 ' , (log_c ).ne€
En outre ¢ =2 32 et — (1 donc ¢ <£2 2 .
ne

1 n(MJ;¥e log C’)
D'od finalement N( Be1 [do,—) € 2 2 g on-P(E)

€n
n

avec ¢(¢e) = KJ;, K-constante > O.

1 1
— 21, N(B .4

L
ne 2 ® en

Pour finir il suffit de remarquer que si

1 € 2%¢(8).n " ponc dans tous les cas, on a

: 1
N(B  ,d,,—) <N(B .d,—) € 29(E).n ot le lemme (7.7).
n ¢ n en €n

1
LEMME (7.8) ([6)). V ,¢’ > 0, N(A,2¢) <N, (A,ee'd'ﬁ).mez,dm,-———).
n €'yn

Preuve. Prenons m = NZ(A,ee'J;5. Par définition, il existe m
boules (Bi)léh de centres (x1)1$h dans 1'espace métrique (T,dZ,A) de

rayon €€'yn qui recouvrent T.

Donc ¥Vt €T Ix t.aq. (E: |v(t) - 'l’(xi)lz)“2 £ e€e'\n.
TEA

Posons alors M = (7(t)),, € C* (si n = |A]), on se raméne a tz(C)
par :

i, - M g = 2 [7(t) - v(x)I1*)'/? < ee'yn.
x1 82 i
n TEA

Donc en transposant, on en déduit que les boules euclidiennes
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B;(Mx ,ee'JH) recouvrent M = {M /t€T)}. Si on fait une tramslation, on
i

sait par le lemme (7.7) que Bez(Mx ,1) est recouverte par

i
n

1 1
k = N(B 2,dw,———-—) boules pour la distance d,, de rayon .

n €'yn G'J'l'_l

Donc par homothétie (de rapport e e'J;), Vi B; est recouverte par k

€ E'J;

€'yn

boules pour d, de rayon e ( ). Ainsi M est recouvert par mk

boules (BJ)JSmk de centres AJ et de rayon € ({(pour la distance d00

sur ().
Soit alors t € T, 3 AJ t. q. dm(Mt'AJ) ¥ €. Notons
Ea = {tET/dm(Mt,AJ) £ €} et si 65 # &, on choisit tJ € E%. Alors

dw(Mt'MtJ) 4 dm(Mt,AJ) + dm(AJ,Mt ) € 2e. De plus dw(Mt'MtJ) = dA(t,tJ).

Donc les nk boules (au maximum) de centres tJ et de rayon 2¢& pour
recouvrent T. Soit N(A,2¢) € mk. Ce qui est bien (7.8).

Revenons alors au théoreme (7.1). On a par le lemme (7.8) :

r

3¢’ 1
28-n = o8- lal ¢ §ea,s) < Nz(A,—EALH).N(Bgz,dm,————).
n € \ynh

3¢’ )
< Nz(A,—5~J;).2*“ ).®  par le lemme (7.7).

82
On peut alors choisir €  fonction de & (& = —) pour que
4K?

5
¢(e’).n < ;n et 0 < € ¢ —. (au besoin en diminuant 38).

3

—n ’
de
Avec ce choix : 2% < Nz(A,—E~J;). Deduisons-en (7.2).

LEMNE (7.9). Soit (g,) .,

sur (Q,4,P), alors on a :

une suite de gaussiennes réelles N(0,1)

d
A
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3 8 > 0 numérique, EMEE g, Tuw Z PB.sup € Ilog Nz(A,e) (Sudakov) .

TEA >0

Pour montrer ce résultat, on utilise le lemme classique de Slépian et
la minoration de Sudakov pour un vecteur gaussien réel centré. Commemncons
par rappeler le premier résultat,

LEMME DE SLEPIAN (Voir [18] pour la preuve). Considérons (Xi,...,XN)
et (Yl,...,YN) deux vecteurs gaussiens réels centrés. Supposons que

viz#zj EQX - Xj)2 2 E(Y, - Yj)z. Alors

2B ( supxi) > E(sup Yl).
igN i€N

On en déduit :

MINORATION DE SUDAKOV (7.10). Soit (Xl,...,XN) un vecteur gaussien
réel centré. Alors

iB>0 E(sup Xi) > B Jlog N x inf‘-lIX1 - Xjuz.
igN i#3

: - = 2y1/2
Bien entendu nxi XJH2 (E(X1 XJ) ) .

g
1
%nf llx1 - Xjﬂz, Y1 = Xx.— ou les
173 JE
(gi)x$h sont des gaussiennes réelles N(0,1) indépendantes.
Alors (Y1 - YN) est un vecteur gaussien réel centré et

Preuve. Posons en notant X

: : - 2 - o2 ¢ - 2
Vig#zij E(Yi YJ) X \E(x1 XJ) .
X
Donc par le lemme de Slépian, 2E(sup X1) > — E(sup gi) .
igN 2 isn
I]1 ne reste donc plus, si on pose X = sup g, qu'a estimer E(X).
i<N

Pour cela, rappelons que le théoréme de Fubini permet de dire que si Y

[ ¢]
est une variable positive alors EY = 0P(Y > t)dt.
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Ecrivons ici X =X' - X~ ou X' = sup(X,0) et X ~ = sup(-X,0).
[44] (03]
Alors EX = EX* - EX™ J;P(X*)t)dt - JOP(X')t)dt.

or vt >0, P(X*>t) P{X>t) et P(X™>t) = P(X<-t).
[44] [44]
Donc EX = | P(X>t)dt - 0P(X(—t)dt.

0
On voit apparaitre ici la fonction de queue de la gaussienne N(0,1) :
r(t) = P(g1 > t) et

v2

2 D
du et /2 fm 2 vt

2. e
{on Jor VO

Cherchons & encadrer r(t). Trivialement la formule ci-dessus donne

% 2
vto>o, r(t)= e~" /2 dv si v=u-t.
t

2
r(t) € et /2. D'autre part

2 f1 v? dv .2 1-e~t
r(t) > et /2 o exp(~ — - vt)— 2 C.e”t /2, od C > 0.

2n t
o-ti/2
Soit finalement ¥ t > 1, r(t) >2¢’ ou ¢ > 0.
0
On a alors P(X>t)dt 2 toP(X>t°) vt > 0 car P(X > t) décroit avec t
o]
2zt [1-P(X<t )] = to[l—(P(giéto))"] vue 1'indépen-
ce
>t [1-(1-r(t ))"]
> to[l—exp(-Nr(to))].
¢ -t%/2
Donc pour t_ > 1: z to[l—exp[-N——.e ° 11
tO
1
Posons alors t° = JZS log N ol E_I___E ¢ 8% ¢1 (Ce qui assure pour
og
N 22 que t° > 1). (Remarquons que pour N = 1, (7.10) est trivial).
(1] e’
Alors | P(X>t)dt > {25 log N(1 - exp(- N——— N %)).

o} JZS log N
Comme & < 1, 1l'exponentielle tend vers 0 gquand N — +® donc 3 A0
t.q.

%0
J P(X>t)dt =z A Jlog N pour N = No.
o

(44 [48] 0 ¢4
En outre I P(X<-t)dt = J (P(gls—t)]"dt = I P(glzt)"dt = I r{t)¥at.
(¢}

o o o)
D'ou
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t2
0 %0 ”NE_ T
P(X<-t)dt < e dt = |—.
0 0 2N
0 A
Donc 3 N t.q. VN > N {P(X<-t)dt € E JIOg N et alors pour
o)

A
N = sup{No,Nl) . E(X) = 5 Jlog N.

Si maintenant N £ sup(No,Nl), alors

2 2

X Y .
—E_ _5" dx dy
E(sup gl) > E(sup(gllgz)) = sup(x,y).e ¢ .e =
isn ‘R2 2'";
x2 Y2

1
= - J I xe 2 e 2 dx dy
T x>y

Donc pour N £ sup(No,Nl), il existe p > 0 t. q.

¥ N2> 2, E(sup gl) Z p.ylog N.
isN

1 A
En revenant au début, on a donc (7.10) avec £ = —— inf(p,—).
AR
Montrons alors la minoration (7.9).

Posons pour simplifier f(t,w) = :S g’,(w)e”t et donc 7(t) = e,
TEA

Alors d, (s,t) = (25 Jel¥t - el¥s2)1/2 - }S (cos Tt - cos 7vs)? +
TEA TEA

(sin Tt - sin 7s)%]}/2.
I1 s'agit d'évaluer E[f]|,.

Prenons € > 0 fixé. Considérons t1""'tn un ensemble maximal de
points distants deux a deux de plus de € pour d2 A Comme on l'a déja
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vu, T C lJ B(tJ,e) pour d2 A et donc N 2 Nz(A,e).
j<N

Introduisons pour se ramener a un vecteur gaussien réel, g; et g,
deux copies indépendantes de g, pour 7YEA et V teT, Xt(w,w’) =
2: g;(w)cos Tt + Eg g;(w')sin Tt. (g;(w,w’)=g L@ et g;(w,w’)=gy(w’))
TEA YE€EA
On a donc Xt(w,w') =fe f(t,w) + Jm £(t,w').

D'od sup Xt(w,w’) £ sup |f(t,w)] + sup |f(t,w’)] et en intégrant par
teT teT teT
rapport 4 @ et «

E(sup X,) < E|lfll, + Elfll, < 2E| 2 g, Tl
teT TEA

Appliquons alors (7.10). On a

E(sup Xt) = E( sup Xt )
teT iy !

et E(xt X, )2 = ES (cos Tti - cos TtJ)2 + Es (sin Tt - sin th)2 vue
to YEA YER
1'indépendance de g; et g; donc
- 2 - ¢ 2 2 s :
E(Xti XtJ) (dz,A(tl'tJ)) >e* si1 1#3j.
Donc par (7.10) (comme ici VvV i X, est bien réel)

i

E(sup Xt) = E(sup X, ) 2 BJlog N inf th - X, Hz
teT isn ! i#j ! I

> B Jlog Nez>B llog Nz(A,e).e.
€ Ilog Nz(A,e) soit (7.9).

| o

Finalement ¥ € > 0O EMES g, rnw >
TEA

Appliquons le lemme (7.9) : .
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v 3¢’ BE’J;
EHES g,-7lgy 2 B sup ellog N, (ae) 2 B.———J;.(log N, (&, y) /2,
TEA >0 2 2 _
D'aprés ce qui précéde

3
$¢'yn P S¢'yn 3
> B. ZJ_[log(Z2 )]r/2 = B. .(En)l/z(log 2)1/2

soit 2z 81.n
7
3 82 5 o
et 3 ¢, > 0 : 81 = B —.Jlog 2 = c182.

4K2 2

On obtient en conclusion une inégalité du type (7.2). (Rappelons que
n = |a}).

Poursuivons suivant le schéma proposé en globalisant pour une suite de
scalaires suivant un argument d'espaces de Banach.

Considérons le Banach E = R* muni de la norme “(aY)YEA”E =

EHEZ a g, 7l, Si (fY)YEA désigne la base canonique de R*, on a
TEA

fY

= d. Posons alors e_ =

v —, on a une base
d

Tl

I£ I, = Elig, 7l = Elg,| =

-— : - A
normée de E. (lleyliE = 1). En outre si (EY)YGA € {-1,1}*, omn a

Iteja) e . = El EE €.g.a,.7l, = EHEE g,-a,.7ll, car les variables g,
TEA TEA
sont symétriques, = ”(aY)YeA”E'
On dit alors que la base (ey)Y€A est l-inconditionnelle.
e 2
L'hypothese (7.2) donne alors | e,rllE > a—.n.

TeA

Soit alors ¢ € E' (dual de E), |¢] =1 et <o, Z e) =
TEA

3

1
12 e, 2 1Al
YEA
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LEMME (7.11) [6]. Soit (eY)YEA suite normée et l-inconditionnelle

]
dans E Banach réel et HEZ e ll 2 p.JA]l. Alors I B CA, |B} = —~JA] t.
yeA 2
q. V (ay)yg scalaires on a

12 age, >t 2 la,l.
TEB

Preuve. Elle utilise le lemme facile suivant :

LEMME (7.12). Dans un Banach E muni d'une base (el)x$n nornée et
l1-inconditionnelle :

coIx < Xl Vi

n
(1) si x = 2: X, e
i=1

{ii) (e’i‘)1$n la base duale est aussi normée et l-inconditionnelle.

Preuve. Posons y = ES xe - Xe.
hEo!

Alors |yl = |Ix|l| car (e1)1$ est l-inconditionnelle et 2x1e1 = X~Y.
Soit 2|x1| £ 2|Ixl} et lxll € lixll.

En outre, Wi, <e:,e1> =1 donc He:H > |<e:,e1)| > 1.

n
Puis V¥V x = 25 xe ., le:(x)l = Ix, | € |Ix|l par le (i) donc He:H = 1.
i=1
Enfin
n n n n
oy _ * -
H?: eiaiein = sup |<§S eiaiei,. b1e1>| = sup IES €1a1b1|
i=1 i=1 i=1 i=1

n n
12 be list 12 be, < 1
i=1 i=1
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sup |<§§a1e:,§:5151e1)|
sz1 e [I€1

*
sup I<§§aiei,§:blei>l car (ei)ish est

HE:bieinsl

n

1-inconditionnelle.

HE: ale:H d'od (ii).
i=1

Si alors (pour le lemme (7.11)), on décompose ¢ = 2: wY.e;, par le
TEA

lemme (7.12) on a |¢Y| £ llell €1 et d'autre part <9, :g e = :S Py
TEA TEA

> w.|A}. Posons B = {reA| fY > -}, alors

- 2: a.e

ol =1 2: la,l e |l car (e ) ., est l-inconditionnelle et
TEB TEB

N E

(aY) réels.

v

@, 2 Jale, car |9l <1
Y€B

E: Iayl.
TEB

v

N E

28 IaYI. QY >
TEB

b
2: ¢, < IB] + EIA—Bl car l@YI £ 1.

- p.]a] € Z'PY=$Z‘P,,+
TEA TEB YEA-B

m "
< |B} + 5|A| et |B] = EIAI d'ol le lemme (7.11).

En revenant aux gaussiennes, on a donc avec les mémes notations :

o

8

1
3 BCA, |B}| = EElAI (p = —), t.qgq. V (ay)yen suite de scalaires :

1
d
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Y

3

1
12 ae >~ 2 lal.
1€B 2d

7€B
Ou encore
8 c
1 1
Bl 28 [A] et E| Z a.g.7ly 23 2 la,| avec 3 = —=—37/% et
8 Y 2 24 24
T€B TEB
81 cl
§ = — = — 87/2.
8 2 2

Soit (7.3).

Passons alors aux variables de Rademacher. (7.4). Pour’passer des
gaussiennes aux Rademacher, on peut penser 3 utiliser le principe de
contraction qui dit :

Principe de contraction (voir [5]). Soit LR variables
réelles, indépendantes et symétriques sur (Q,4,P) t. q. Wi Intl £ Aef.

Alors
n n

VX ,...,x €B Banach, j H?E n, (W)x fldo € R.I N?: e (w)x | dw.
i=1 i=1

Mais ici, le probléme est que les (gy) sont symétriques mais non

bornées. Pour cela, on tronque les variables : soit u > 0, posons

g, =g, +tg, o g = gY°1{layl$u} et g, =g¢ - g,. Alors

5.2 la | €EI% a0, 7l € Bl a6l Bl g7l
TEB TEB TEB YEB

£ u.HES aYeYTH00 + E: laY}.Elg;l. (Contraction et inégalité
TEB TEDB
triang.)

. o 2 x? 2 u?
or v7T€B Elg,|-= — x exp(- —)dx = |- exp(~ —).
u Jor 2 T 2
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% u? JE

. 2
Donc Elg. | € E— = exp(- —) £ — 3 & u? > 2 log( ).

2(2 s, dm

2{2
Si —— ¢ 1 c'est toujours vrai, sinon comme log x € x* pour x > 1,
5 {n

il suffit de prendre

22 w o |n

- pour que exp(- —) < ———-82.

e 2 22

u = {2.

Donc pour cet u choisi :

5
2
82. 2: IaYl £ u Ej j: aYeYTll00 + ;— 2: IaYI.
TEB TEB

TEB
Soit enfin
1
— 3 . ES la_l € E| 2: a e 7ll.. ou encore
u 2 ¥ yor' o
TEB TEB
82
EHES a e Tll, 2 8,. 2: la,] (7.4) pour 3§ =-—2 C3.87
Y€EB YEB 2u

Cs constante numérique > 0.

On en déduit finalement le théoréme (7.1) grace aux équivalences de
Bourgain et par une inégalité du type de celle de Rudin classiquement :
(Voir [11D.

Soit VY w € 0, fu(t) = 2: eY(w)a?Y(t) pour t € T.
TEB

L
Définissons la forme linéaire : (fw)mEQ — ES a,.
YEB

v (a.)

Dvenr (£ ca € I (Q4,P.C(T)).

L est ainsi définie sur le sous-espace de L!'(Q,4,P,C(T)) engendré
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par les fonctions €,.¥. Par le résultat (7.4), on a |L|| € g—.
4q

Donc par Hahn-Banach, L se prolonge & L'(Q,4,P,C(T)) tout entier

1
(o0 &= {-1,1}%) avec |[L| £ =

4
Or comme 9 est un ensemble fini, L' (Q,4,P,C(T))’ = L®(Q,4,P,M(T))

L—v—l
nesures sur T

D'ol il existe une famille (”u)uen' p, € M(T) t. q. :

1
LI = sup jlu Il € — et ES a, =L(f) = I £ rde ob
w 84 TEB Q

(Mw,fw> = J fw(—t)dpu(t).

Prenons alors la fonction f£f(t) = 25 ay.T(t) € C(T), (aY) suite de
YEB

réels. Montrons d'abord que £ = pr * fw dw (la convolution ayant lieu

dans T). En effet, pour tout t € T :

[}

J (I f (t-x)dp (x))dw
Q Tu W

I ( I 2: € (wla 1(t-x)dp_(x))dw.
T (5]
TEB

*f dw

or 7(t-x) = 7(t).7r(-x) soit 25 T(t). IQ( J; € (wra v(-x)dp (x))daw.

TEB

:: T(t). J; (pw,eY(w)aY7|>dw.
YEB

E: Y(t).aY = f(t).
T€EB

-

2% dt
' | - P = * P * p
Dlod £} = — L I£(e) 17 — n_[n p *E dollf < I o £, lpdw

. .
£ £ |IP. dow £ (—)P, f ||Pdw.
Jﬂ NEIP s 3 L g 1P

dt
Soit encore, HE JIP dw = (I l§: aYeY(w)T(t)lp —)dw.
Q «P Q JT T€B 2%
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A t fixé, on peut appliquer 1l'inégalité de Khintchine : il existe une
constante K > 0 :

at
I IE_ IPdw < J L) 2 fa, v (0 1217727 = KPP (2 [a D2,
Q@ =° T 21 Y€B 7eB
D'ol

1 z 2y1/2 .
anp £ g—.KJ; ( laYI ) . et finalement pour tout p > 1, pour
4 YEB

K
tous (a ) . réels, HE: a, i, < - J;.(Eg la [*)'/%. (analogue au (ii)
TEB 4 TEB
du théoréme (7.5)).

On passe A cette inégalité pour f£(t) = §: aY.T(t), (av)y€s complexes,
TEB

_ £(t)+£(-t) )

classiquement en prenant g(t) = —— = by.T(t) et
2 1€B
f(t) - f£(-t) EE
h(t) = ————— = c_7{(t) od b, et c_ sont alors des réels.
Zi Y Y Y

TEB

On en déduit par le théoréme (7.5) que B est Sidon (évident car il
C
est fini) et que de plus S(B) € —1, C4 constante.
84
4
Mais il faut remarquer que pour conclure, on a besoin d'une information
sur S(A) pour toute partie A finie C A. Il suffit pour revenir & A
de repasser par le théoréme (7.5). En effet on déduit de ce qui précéde
que 3 85 >0 et 3J C quasiindépendant, C CB et |C| 2 85|B| avec en
Ki Kl
outre 85 z Z — 82. En revenant & A, pour toute partie finie A
s(B)* 2

de A, on vient de voir qu'jd C ¢ A quasiindépendant avec |C| = 85|BI =
85.82|A|. Donc par le théoréme (7.5), A est Sidon et on a

K
1
2 -2 2 8 -2
s(h) £ Kz.(sg.sz) £ Kz.(——.34.32) .
CZ
4

or 84 est en 8% et 3, est en 87/% donc :
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finalement 3 C > 0 t. q. : S(h) £ . CQFD pour le théorénme (7.1).

8119

VIII. Démonstration du théoréme D (suite).

Il ne reste donc plus qu'a montrer que le théoréme (7.1) — théoreéme

1
Preuve. On suppose donc que N(A'E) b ZSIAI pour toute partie finie

A de A. Il faut donc pouvoir passer de ﬁ(A,a) 4 N(A,®') pour se
ramener au théoréme (7.1), ce qui revient 4 savoir comparer les distances

d et d .
A A

On a d'abord trivialement dA £ EA.

D'autre part soit £ € C A(T), alors £ = 22 £(v).¥ car A est fini.
TEA
Prenons ]lf||00 € 1. Donc pour tous x,y € T

1f(x) - £(y)] € 25 1£07) J.suplv(x) - v(y)|
YEA TEA

< S(A).dA(‘x,Y).
D'od EA(x,y) < s(a).4, (x,y).

(Ceci montre que si A est Sidon, 4, et EA sont équivalentes).
De plus cette inégalité entraine immédiatement que :

- 1
N(Al'z_) £ N(Ar ).

2s(n)

On en déduit que N(A, y > 28 lal,
_ 28(A)
Plus généralement, si B C A, on a S(B) € S{(A) et

1 1
N(B, ) = N(B, ) > 28181 on a alors besoin d'un lemme :
25(R) 25 (B) :
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LEMME (8.1) (Bourgain [2]). Pour tout € > O,
log N(A,€)
log N(A,—) 2 ——m—
2 20
1092 (;)

Preuve. Comme dA 22, pour tout a« > 1, N(A, o) € {1,2}.
N

2 n N(a,29"t€)
Posons N = [log, (-)], alors N(A,e) < ——  (N(A,2%¢) €
y j=1 N(a,2%€)

1,2} car 2%e¢ > 1). Donc

N
E: N(A,20"1€)
logzN(A,e) £ logz—————————u
j=1 N(a,2V€)
. . . J -1 N(AIE) . .
Soit j tel que si £ =2° €, log ——— soit maximal dans cette
° N(a,2¢8)
somme, alors
N(A,2) .
log N(A,€) € N.log ——— et £ = 29"'¢ donne € £ £ < 1.
z 2N(a,28)

Considérons alors E un ensemble maximal de points de T :
(x1)1€m distincts et distants deux a deux d'au moins £ pour la distance

-

On a déja vu qu'alors T C 'g B(xi,e) et donc logzN(A,e) <
isnm -
N(A.£) m

log ———— < N.log —.
2 N(A,28) 2N(A,20)

Prenons E2 un ensemble de cardinal N(A,2¢) = {yJ}J N (A, 2 8) tel que
TCuy B(yj,ze). VyE€ Ez, appelons e, = {X€E| dA(x,y) £ 2£}.
J
On a alors E= Y e . D'ol }: le | Z m.
YGE y v
2 YEE
2
Prenons y € E, tel que |ey | soit maximal, alors m = lEzlley | =

4] o
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n logzN(A,E) log N(A, €)

N(A,2¢).Je |. D'od 1log |e | 2 log > z .
Yo 2 v, 2 N(a,28) N 2
log, (<)
€

En outre ¥ X,y €e CE, ¢£¢ dA(x,y) < 4L.
Vo .
On va maintenant dilater e, pour obtenir un réseau de pas 56.

o
Pour cela si v €I, x,vy €T, on a l'inégalité suivante :

) .
(8.2) Iv(kx) - v(ky)| = —k|¥(x) - ¥(y)| pour k € N' et
T
k(x-y) i
Iv. | € -
2 2
[7(kx) -~ 1(ky)| [el*¥*- elk¥¥ , v
(En effet, & = = si on écrit T(t)=elTt.
Iv(x) - v(y) | Ql¥x _ ot Yy
) (x-y)
sin{kT )
= |———1. En échangeant au besoin
., (x-y)
sin(7 )
k(x-y)
Xx et y, on peut supposer 7T(x-y) > 0, vue 1l'hypothése 0 < 7. .
i
£ -~ donc
2

x- 2 T(x-y)
sin(ki—) (k.
PR

x-y . X~y
sin(y —) T(—)
2 2
Or on sait que £ <d (x,y) €4¢, donc I TER t.q. L < Iv(x) - vyl

1
£ 48 (x,y € e, ). Prenons k = [IE—Z] alors |v(x) - 7(y)| =
o .

T(x~y) .
2 sin (en échangeant au besoin x et y) et
T(x-y) 2 1(x-y) T(x-y)
4¢ > 2 sin > 2.~ donc Te.
2 T 2
T{x-Y) g U’ )
Soit k £ Tke £ Ia £ E; Donc (8.2) s'applique et
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2 1 2 1
Ir{kx) - 1(ky)| 2 —.—})7(x) - v(y)} 2 —=® > —. On en déduit si
T 104 iom 10 -
P=(kx ,h6 %€e } que |P]=1]e | et ¥Ekx ,h ky €P, a (kx,ky) > —.
s Yo A 10

Considérons alors F un ensemble de points (zi) de cardinal N(A'EE)

1 _ 1
tel que TCUYB(z ,—). Vkx€P, Jz t.q. d (kx,z) £—. Comme
20 ! A ! 20

i
1
les éléments de P sont distants d'au moins IE' 1'application

1
kx € P — z, est injective et donc N(A,Eg) > |P} soit

log N(A,€)
1°g2N(A'56) S ———

2
log, (Z)

On a donc montré le lemme (8.1).

logzN(B.

)
25(R) 3
z

z .|B}.
logz(és(A)) log2(4S(A))

: 1
Prenons alors € = , logzN(B,;a) >

25(A)

3

Posons 3 = —m8 —
log, (4S(R))

od M = 208'2°

1
ler cas : si & » —, alors log (4S(A)) £ 205 £
20 2 5119

et une constante.

: 1 ? 1 ’
2éme cas : si 8 < v on a log N(B,3') 2 log2N(B'EE) >3 .|B].
Ceci est vrai ¥ B fini ¢ A, par le théoréme (7.1), on en déduit donc que

1 c
s(a) = ¢(—) = ——.
8’ (8’)119
(log2(4S(A)))
Ou encore S(A) £ C. .
8119

On en déduit nécessairement (par comparaison de croissance) que S(A)
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-

log2(4K)119

reste bornée par K < +w. Soit donc S(A) £ C. £ pour
8119 8119

M constante. Comme la majoration est uniforme en A et la méme dans les
deux cas, on en déduit bien le théoréme E, 4 savoir que A est Sidon et

1
S(A) < ¢(=) od ¢(x) = C'x!'® (car S(A) € sup S(a)).
> A finie C A

Remarque : a la fin de cette démonstration, on a été obligé de passer
par S(A) car on ne savait pas a priori que A était de Sidon, donc que
S(A) existait.

IX. Appendice

THEOREBME (6.2) [9]. Soit E un espace normé de dimension finie,
alors :

K(E) € K log(l + dz)'

Preuve : on a d'abord besoin d'un lemme.

n

LEMME (9.1). Soit P(t) = E: thJ ol X € E. On suppose que si
j=0

It] € - IP(t)]| € A. Alors |x || € 2A.m.

ol

Preuve : le cas scalaire est bien connu. En effet on a 1l'inégalité de

Bernstein : soit Q polyn“ome trigonométrique de degré m, alors si
pour tout t |Q(t)] <A, on a |Q '(t)}] £ m.A pour tout t (Voir [19]

par exemple).
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m

supposons donc que R(t) = ES cJtJ ol c, € R alors si Q(t) = R(cos t),

j=0
on a sup [Q(t)] £ sup |R(t)] et si ce sup € A, alors
t jtf<1 .
Q' (t) = - sin t.R (cos t) donne e, 1 = IR (0)] = I*Q'(E)I < mA.

t
Si maintenant on ne connait que sup |R(t)] € A, en considérant R(-)
. 1 2
Itis-
2

on obtient par ce qui précede : Icll £ 2mA.
En prenant maintenant P(t), via le théoreéme de Hahn-Banach, il existe
PEE, |Pl=1 et ?(xl) = Hxlu. En considérant le polynéme

m

R(t) = Ea (P(xJ)tJ et en lui appliquant ce qui précede, on montre que
=0

Iz, | = l9(x )] € 2mA.

Considérons alors n entier fixé, (xA)AC{l,.‘.,n} €E et
f(w) = an (w).Xx . Supposons que |f| = |If|l = 1.
A A A 2 Lz(B)

n

En convolant f avec le produit de Riesz Ru(t) = [] (1 + tEJ(w)), on
e
aboutit clairement & :

ity x| <1 (Jt] €1).
A A2
A
Ensuite en passant par le cas hilbertien, on obtient :

pour tout 1 €k < n i :S waA”z £ dE.
Al=k

-1

(En effet soit £ %3 E —— £2, on a alors :

(h,) — (x,) — (h,)
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2 W)l € fuled 2wl = ful-( 2 fh [?)02

I wx =
|Al=k |Al=k A )=k |Al=k
< ull- (i, 1272 = Jull. 120, b ), = Jull. 120" (x,) 1,
A A A
-1
< Jull- ot 1 12w x5, -

A

On peut alors prendre la borne inférieure suivant u qui est dE.
Ceci permet d'avoir les estimations suivantes : soit 1 € m<n et

it} € E alors

1
|2 tlal wx |l < e 2 wx |l <d.—
|Al>m k>m+l A=k 2"

|ai lal lal
et Il 2: t waAll2 £ §:t waAnz + 2: t waAHZ
JAl<n A |ADm

€1+ dEZ‘m.

Par le lemme (9.1), on en déduit que | 25 wx [, €2m(1+ a.27").
[Al=1
Soit encore :

n
”Zlejxj I, € 2m(1 + a2,
J.’:

En prenant 2™ de 1l'ordre de dE on aboutit a

n

HZS ejlel2 € K.log(l + d ). Par homogénéité sur HEEwaAnz, on en déduit
j=1 A
que :

K(E) €K log(l +4d).
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Exposé n° 2 Année 1985-86
Luis Rodriguez-Piazza :

ANALYTICITE DES ALGEBRES DE RESTRICTION ET SOLUTION DU PROBLEME
DE LA DICHOTOMIE DANS LE CADRE DES ALGEBRES TENSORIELLES

e e e et ettt St ot e e e e et e S i 2 0SS M b e Sl Al Al Ak A

(d'aprés J. Bourgain)

Résumé.~ Dans les deux premiers chapitres on rappelle des outils
d'analyse harmonique concernant 1l'analyticité des algébres de restriction
des algébres de groupe. Dans les deux derniers, on détaille le résultat
suivant de J. Bourgain : soit E C X xY et VO(E) 1'algébre des

restrictions & E des éléments de VO(X,Y) = co(X) é co(Y),- alors ou
bien VO(E) = co(E), ou bien V_(E) est analytique.

Introduction.

Ce travail est une version détaillée de l'article de Jean Bourgain
"On the dichotomy problem for tensor algebras" ([B]). Dans cet article on
résout par l'affirmative le probléme de la dichotomie pour les algébres

tensorielles VO(X,Y) = co(X) é co(Y) : 81 E est une partie de X x Y,
et VO(E) est 1'algébre des restrictions & E des éléments de Vo(X,Y),
on a la dichotomie suivante : ou bien VO(E) = co(E), ou bien VO(E) est
analytique. On rappelle qu'une algébre de fonctions A est dite
analytique si toute fonction F, définie sur [-1,1] et qui opére sur A
(Fof appartient & A pour toute f de A), est analytique en O.

A la fin des années soixante, Varopoulos introduit les algeébres
tensorielles en analyse harmonique. Dans ce cadre, on donne, dans le
chapitre I, un résultat (Corollaire 1.3) qui permet de voir les algébres
VO(X,Y) comme certaines algébres de restriction des algébres de Fourier.
Le résultat de Bourgain est donc une réponse dans un cadre particulier a
.la conjecture de la dichotomie :

Soient G un groupe abélien localement compact, [' son dual, et E un
sous-ensemble fermé de I'. Soit A([) 1'lagébre de Fourier de T,
c'est-a-dire, l'algébre des transformées de Fourier des éléments de
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L' (G), et soit A(E) 1l'algébre des restrictions & E des fonctions de
A(L), munie de la norme quotient. La conjecture de la dichotomie est
alors la suivante : ou bien A(E) est une algébre analytique, ou bien E
est un ensemble de Helson (A(E) = CO(E)). Dans le cas ol G est
compact, [ est discret et un ensemble de Helson est appelé un ensemble
de Sidon.

I1 est facile de voir que les fonctions analytiques opérent sur A([)
(théoréme de Wiener-Levy). Les réciproques de ce théoréme, établies
d'abord pour le tore, puis dans le cas général, sont dues & Helson,
Kahane, Katznelson et Rudin, & la fin des années cinquante : si I' est
infini, A([) est analytique. Si E est un ensemble de Helson, les
fonctions continues opérent sur A(E), et par conséquent A(E) n'est pas
analytique. Lorsque E n'est pas un ensemble de Helson, il n'y a pour le
moment que des réponses partielles au probleme de la dichotomie. Le
travail de Bourgain exposé ici constitue une réponse complete pour une
classe particuliére d'algébres de restriction.

La preuve de l'analyticité de A([') repose fortement sur la
croissance exponentielle de la fonction suivante, définie pour t€R par :

op{t) = sup{flexp(it ®) || : deB(T), (il € 1, () C R}

ou B(I') est 1'algébre des transformées de Fourier des mesures complexes
réguliéres définies sur G. Dans le chapitre II, on démontre, dans le cas
ol G est compact, que ce type de croissance, pour la fonction analogue

o . assure aussi l'analyticité de l'algébre de restriction A(E)
(Théoréme 2.3).

Dans le chapitre III on donne une condition suffisante, due a
Bourgain, pour 1l'analyticité de A(E) (Proposition 3.1). On fait aussi le
lien entre cette condition et le fait que 1l'espace CE(G) contient des

3? uniformément. Dans [BM], Bourgain et Milman ont démontré que si E
n'est pas Sidon, CE(G) contient des 8? uniformément (dichotomie du

cotype) ; mais, dans leur démonstration, ces 8? ne sont pas construits
explicitement, ils apparaissent & travers des arguments banachiques. Un
des intéréts de la méthode utilisée dans le travail exposé ici est celui
d'exhiber des 8? engendrées par n translatées d'une méme fonction de
CE(G). On conclut ce chapitre par une application aux ensembles qui
contiennent des progressions arithmétiques arbitrairement longues
(Proposition 3.7).

La proposition 3.1 et une caractérisation combinatoire précise, due a
Varopoulos, des ensembles de Vo-interpolation permettent & Bourgain de
conclure la preuve du résultat annoncé au début de cette introduction.
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Cette preuve est détaillée dans le dernier chapitre (Théoréme 4.1).



1.4

Chapitre I

ALGEBRES TENSORIELLES ET ALGEBRES DE FOURIER

Dans ce chapitre on rappellera les définitions les plus importantes,
on fixera les notations, et on établira le lien entre les algébres
tensorielles et les algébres de Fourier.

Si X est un ensemble on notera |X| son cardinal. Si E C X, X

sera la fonction indicatrice de E. On notera £%(X) 1'algébre de Banach
de toutes les fonctions définies sur X, & valeurs complexes et bornées,
munie de la norme | |, (Hf!l00 = sup{if(x)]| : xeX}), et de 1'addition
et du produit ponctuels.

Une algébre de fonctions sur X sera une sous-algébre S(X) de
£°(X) munie d'une norme | HS(X) d'algébre de Banach. Puisque pour tout
x € X 1l'application £ —» f(x) est un caractére de l'algébre S(X), on
{ifll00 € Hfﬂs(x), pour fe€s(X) (voir [L], p. 69). Un exemple d'algebre de

fonctions est co(x), le sous-espace fermé de £%(X) des fonctions
nulles & 1l'infini :

fec (X) &>ved> 0, [{xeX: [£(x}] Z €}] < +om

Si E est un sous-ensemble de X et §S(X) est une algébre de
fonctions, on notera S(E) 1'ensemble des restrictions 3 E des éléments
de sS(X) :

S(E) = {f]_: f € 5(X).

S(E) est une algébre de fonctions sur E si elle est munie de la norme
quotient :

n

19l g, = inEQEN, ., ¢ £

s (X) gy, g € S(E).

E

On appelera S(E) 1l'algébre de restriction de S(X) & E. S(E) est
isométrique canoniquement 3 l'algébre quotient de S(X) par 1'idéal I(E):

I(E) = {fes(X) : f(x) = 0, V xeE}.
Si F CE, 1l'algébre de restriction de S(E) & F est S(F).

Soient S(X) et T(Y) deux algébres de fonctions ; si f€S(X) et
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g € T(Y), on note f®y la fonction définie sur X x Y par feg(x,y) =
f(x)g(y). Le produit tensoriel S(X) ® T(Y) est le sous-espace vectoriel
de £°(X x Y) engendré par les fonctions fe®g, £ € S(X), g € T(Y). On
définit la norme suivante sur S(X) ® T(Y)

w0

(1) bl g, = inf )} £,
n=1

o lg il = (£} < S(X), (g} TV,

to}

hix,y) = Z fn®gn (x,v) V(x,y)€XxY
n=1

hes(X) @ T(Y).

Le complété de S(X) ® T(Y) pour cette norme s'identifie a 1l'algébre de
fonctions sur X x Y formée des fonctions h qu'on peut écrire :

0

hix,y) = 2 £ &g, (x,y) vix,y) € X xY
n=1 '

ol {fn} est une suite dans S(X), et {gn} est une suite dans T(Y)
vérifiant I £ | llg Jl. < +o. La norme des éléments du complété est
définie par la méme formule (1) ci-dessus.

Si S(X) ou T(Y) a la propriété d'approximation, ce complété va
étre isométrique au produit tensoriel projectif de S(X) et T(Y) ; et on

le notera S(X) @ T(Y) (voir [DU] pour la définition du produit tensoriel
projectif d'espaces de Banach). Les algébres qu'on va considérer, co(X),

£%(X) et A(E) (définie ci-dessous), ont la propriété d'approximation.
Dans le cas de A(E), c'est une conséquence de l'existence d'identités
approchées a spectre fini. Dans ce contexte on notera V(X,Y) =

&%) 8 £°Y), et VO(X,Y) = co(X) @ co(Y). Si E est un sous-ensemble de
X xY, V(E) et VO(E) seront les algébres de restriction correspondantes.

Rappelons briévement quelques notations et propriétés d'analyse
harmonique :

G : groupe abélien compact (g.a.c.)

C(G) : espace de Banach des fonctions continues de ¢ en { muni de la
norme |

o
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M(G) : espace de Banach des mesures complexes régulieres sur G nmuni de
la norme variation totale des mesures. Il s'identifie au dual de
C(G) par la dualité :

(p,f> = I;f(-t) dp(t)  fec(G), peM(G).

fz : {(feC(G), z€G) fonction translatée de f par z, définie pour
t€G par fz(t) = f(t-z).

m, : mesure de Haar normalisée de G

L! (6) : espace de Banach L‘(mG).Ll(G) et M(G) sont des algébres de
Banach pour la convolution.

T : le tore, groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1
ou groupe additif [R / 2n7.

r ou § : groupe dual de G, le groupe des homomorphismes continus de G
sur T. '

Pol(G) : algébre des polyndmes trigonométriques, les fonctions ¢qu'on peut

sont des nombres complexes, nuls

écrire comme 2: a7, ou les a,

vel
sauf un nombre fini d'entre eux.

ﬁ,f : (ne€M(G),feL' (6)) transformées de Fourier de p et £, fonctions
définies sur [ par :

ﬁ(r) = I T(-t) dp(t) £(n) = J £(t) v(-t) duG(t)-
G G _

A(F) , B(F) : les algébres suivantes de fonctions sur [ :

¢ : £f€L'(G)}, avec la norme |f] = lif] |

AE) A(F) NEDN

B (")

it

fp: peEM(G)}, avec la norme “””B(r> = H””u(c)‘

on a B(I) c £°() et A() cc (D).
A(E) , B(E) : (Ec) algébre de restriction 4 E de A(F) et B(F).

€ (6) , Pol (G) : (E CT) espaces des éléments de C(G) et Pol(G) a
spectre dans E ; c'est-a-dire, dont les transformées de Fourier
s'annulent hors de E. CE(G) est un sous-espace fermé de C(G)
invariant par translation (si f € CE(G) et z € G, alors fze CE(G)).
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Le dual de CE(G) s'identifie isométriquement & B(E).
D : groupe & deux éléments ; D = {-1,1} muni de la multiplication
p? : {n€l) groupe des n-uples d'éléments de D

p® : groupe de Cantor, le groupe produit d'une infinité dénombrable de
copies de D, avec la topologie produit.

€ : (1 €N i-iéme projection de D® : c'est la fonction € 3 p® C.,
définie par :

- _ (e8]
ei(“) = xl: ol X = (xl, L IR xn,...) € D7 .
ﬁw : groupe des fonctions de Walsh, le groupe dual de p®. si A est
une partie finie de N on pose w = || ¢ (w, = 1) ; alors
% = . s ACN 1Al ¢ +w}.
I : suite de Rademacher, le sous-ensemble de p® {ei = i€lN}.

On peut se poser la question suivante : si S(X) est une algebre de
fonctions et E ¢ X quand a-t-on 1'égalité algébrique S(E) = £%(E) ou
S(E) = co(E) ? C(C'est le probléme de l'interpolation. Si on a une de ces
égalités algébriques, le théoréme du graphe fermé entraine 1'existence
d'une constante k(E) telle que pour toute f € S(E) :

Il < IE € k(E) |£],-

S(E)
Ainsi, on dira qu'un ensemble E C X x Y est un ensemble de :
Vo—interpolation si VO(E) = co(E). Si G est un g.a.c., ' son dual et
Ecrl, on dira que E est un ensemble de Sidon si A(E) = co(E). Pour

les ensenbles de Sidon on a la proposition suivante (voir [R], th. 5.7.3).

PROPOSITION 1.1.

Soit EcTl = G. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) A(E) co(E) (E est de Sidon)
(2) B(E) = £°(E)

(3) si fec_(6), alors f € £ (E)
(4) 1I1 existe C > 0 telle que pour tout P € PolE(G) :

it

1B, < Clplly



I1.8

Appliquons cette proposition pour démontrer que le sous-ensemble
I= {e1 : 1€N} est un ensemble de Sidon dans D®. Démontrons qu'on

vérifie (4) : soit P € PolI(Dw), il existe n € N et des scalaires (ml)
tels que :

=

. = 0
On peut choisir X = (xl, Kyreoer X, xn+1,...) €D et

y = (yl,..., Y Yn’1"'°) € 0¥, de facon que :
Re(aixi) = tRe(mi)l . Im(aiyl) = lIm(aj)[ i=1,...,n.

Alors on a :

n
Bl = 2: foe | < 2; [Re(a )| + |In(a )] =

i=1 i=1
= Re(P(x)) + Im(P(y)) < |P(x)| + [P(y)]

< 2Pl
Ce qui démontre que I est un ensemble de Sidon dans p®.
Pour conclure ce chapitre on va établir un rapport entre des algébres
de Fourier et des algébres tensorielles. Soient G1 et G2 deux ¢g.a.c.,

Fl et F2 leurs duaux respectifs. G = Glx 62 est un g.a.c., et son
dual est le groupe I = I‘1 X Fz. ‘

PROPOSITION 1.2.
si E c¢cT et E ¢, ona:
1 1 2 2

A(E, x E)) = A(E)) & A(E,)

et cette égalité algébrique est aussi une isométrie.

Avant de démontrer cette proposition, on va en déduire une
conséquence importante. Si on suppose que chaque E1 est un ensemble de
Sidon qans Fl, i=1, 2, ona co(Ei) = A(Ei) et les normes sont
équivalentes ; donc VO(EI,EZ) est égale a A(E1 X Ez) et les normes
sont équivalentes. Donc, si E C E1 X Ez, il est clair que les algébres
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de restriction VO(E) et A(E) coincident, et en ce qui concerne
l'interpolation on a :

COROLLAIRE 1.3.

Soient E1 C FI et E2 C F2 deux ensembles de Sidon, et soit
EC E1 x E, . Alors A(E) = VO(E), et E est un ensemble de Sidon si et
seulement s'il est un ensemble de Vo—interpolation.

Preuve de la proposition 1.2.

On va la faire en deux parties : d'abord dans le cas E =1,
ensuite dans le cas général.

1) MM, X T,) = A(T,) 8 A(F,)

Pour abréger, on écrira Hqu = {i£]] et

[4
A(rlx F2)

Hfﬂ® = [If} ~ . Si f appartient 4 A(l ) & A(Fz), alors il
AT H®acl ) !

existe deux suites {f } ¢ L‘(Gl), et {g}cC L‘(Gz), telles que :

0

AR ot

n=1
QO

(v ,7,) = 2 f &g (v,.7) (r,.7,) €T xT,.
n=1

Pour chagque n € N on pose hn(x,y) = fn ® gn(x,y), on a évidemment :

h €L'(6) et o, = e, el

L (G) L (GI) L (Gz)
0
Donc }: b li, ¢ 4o, soit h = 2: h € Li(6), si (¥.,7,) €, ona:
n+l '

h(?l,rz) = fn(Tl) gn(fz)

donc ﬁ =§S ﬁn =f, et f € A(F1 X Fz) ; par ailleurs :
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oo}

£

:r‘h:_
[}
_?;‘:
4

A(rz)

S“ |'h i ”A
it E n“A(F1> ugn”
n=1

Si on prend 1'inf pour toutes les représentations de £, on déduira que
NEd, < lElg.

Pour l'autre inclusion et 1'inégalité correspondante, soit H 1le
sous-espace vectoriel de L'(G) engendré par les classes des fonctions

X, g * ou A et B sont des boréliens de G1 et G2 respectivement ;

cet espace est dense dans L' (G), donc 1l'espace = {ﬁ : heH} est
dense dans A([‘1 X Fz). Si he€H on peut d'écrire :

%

* 3 xAix B
e]

3

ol les L sont des scalaires et, {Al} et {BJ} sont des partitions

finies de G1 et G2 respectivement. Mais xAlej= xA1 ® XBJ

et donc :

h = ?S ® X, ® x, € A(F1) ® A(Fz).
1

¢ J ! I
De plus :
hil . < x| x| =
Hh”® ~ Z lai'JHIXA z!A(r )HXB :[A(r 3
: . i 1 J 2
i,3
=2 de Ak . 0, = Imp. = &
i,j 1,4 AixBj Ll(G) ey A
Cette derniére égalité a lieu puisque {A1 X BJ}1 5 est une partition

finie de G1 X Gz. Par la densité de ﬁ on conclut que

A(C) 8 A(T)) = AT x[,) et [ff, = lfllg, pour £ € A([ xT,).

2) A(E, x E,) = A(E)) & A(E,) :

Soient f € A(Elx Ez) et € > 0 ; il existe g € A(le Fz) telle que
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£ et £l < llgl, < lf] +e. D'aprés 1) g peut s'écrire 3 £ @ g,

o
it

(5,3 CAC) . {g )} c(C) . ZIE dlg, 1l < llgl, + e.

Alors on a :

48]

20E 1, Hg Mo, I, ) < lal, + e < el + 2

n=1 1 1 2 2

et

Q©

ES £l 89l (e .,e) =1fle e) (e, ,e,) €E XxE,.
n=1 t z

On en déduit que £ € A(El) é A(Ez), et que :

HEN - < {ifl

« .
ACE ) @ ACE,) ACE X EY)

D'autre part, si feA(El) & A(Ez) et € > 0, alors on a :
£f =73 f &g, avec {f }; C A(El), {g.} C A(Ez), et

SIE L. el

i
A
n (El)

CliEllg + € (fllg = UL " ).
® e A(£1)®A(E2)

A(E'z)
Quitte 3 remplacer fn par a;‘fn, et g par «g . on peut supposer

I - - . .
anJA(El) HgHA(Ez) B . Pour chaque f et g il existe f et g

telles que :

- - B )
fneAfrl) ”anA(rl) B, * e fn|El = £
g €A(l ) HgnHA(rz) B+ e2" gn|g2 =g .
Donc, ZNE N llg Il < Z(B, + €27M)% €

B2+ 2(sup B ) L2 +Fe® 27 <

ifllg + € + 20lElg + ¢ )1/2%e + €2,

Alors h=3f ©g €A() @A) = Al ; et puisque hl_=f, on
déduit que f € A(El X Ez) et que :
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b3 € i < Jfllg + ell+er2([fllgre)'/* 1.

A(E XE,) ah)

On conclut gque A(El) @ A(Ez) et A(E1 % Ez) sont des algébres
isométriques.
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Chapitre II

ANALYTICITE

Soit S(X) wune algébre de fonctions sur l'ensemble X. Nous nous
intéressons au probléme suivant : quelles sont les fonctions F : [~1,1]—(C
telles que, pour toute fonction f € $(X) a valeurs dans [-1,1], la
fonction composée F o f appartient & S(X) ? Il est bien connu que si X
est un groupe abélien I’ discret et infini, et S(X) est l'une des
algebres de groupe A{([) ou B("), alors toute fonction F ayant la
propriété énoncée est analytique au voisinage de l'origine (voir [GM] ou
[R]). Ceci nous conduit & adopter la définition suivante.

DEFINITION 2.1.

fonctions S(X) si pour toute fonction f € S(X) a valeurs dans [-1,1],
Fo f € S(X). Une algébre de fonctions S(X) est dite analytique si
toute fonction F définie sur [-1,1] qui opére sur S(X) est
analytique au voisinage de zéro.

REMARQUE 1. L'intervalle [-1,1] peut étre remplacé par d'autres
ensembles comme, par exemple, un voisinage de zéro dans ( ; dans ce cas,
pour les algébres de groupe, on obtient que les fonctions qui opérent ne
sont plus analytiques, mais réelle-analytiques (voir [R], § 6.9). C'est
pdurqupi, historigquement, on se restreint a 1l'intervalle [-1,1]. o

REMARQUE 2. Les algébres S(X) qu'on va étudier et qui ont été
définies au chapitre précédent, sont auto-adjointes : pour toute fonction

f € S(X), 1la fonction conjuguée f appartient & S(X). Dans ce cas, la
partie réelle Re(f) et la partie imaginaire Im(f) appértiennent aussi
a4 S{(X). L'ensemble des fonctions de S(X) & valeurs réelles déternmine
donc l'algébre S(X) et ses propriétés ; cet ensemble sera noté SR(X) :

SR(X) = {feS(X) : £(x) € R, V x€X}. a
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REMARQUE 3. Dans ce chapitre on établit un critére d'analyticité pour
les algébres de restriction A(E) et B(E). Ce critére est analogue a
celui utilisé pour les algébres de groupe, mais n'est pas en général
traité pour les algébres de restriction, lorsque [' est discret, dans les
ouvrages classiques. o

REMARQUE 4. Si les constantes appartiennent & S{(X) et si S(X) est
analytique, alors toute F, définie sur [-1,1] et qui opére sur S(X),
est analytique sur l'intervalle [-1,1] tout entier. En effet, soit
a € ]-1,1[ ; la fonction G définie sur [-1,1] par G(s) = F(at+s(l-|a})
opére sur S(X) ; G est donc analytique au voisinage de 0, et F
l'est au voisinage de a. Si a =1, on prend G(s) = F(1-s?) : G est
une fonction paire, définie sur [-1,1], qui opere sur S(X). G est,
alors, analytique en Q0 et on a :

©
G(s) = 2: a_s*", Is]¢< &
=0
donc
s 0
F(t) = 22 an(l-t)“, 0<1-t <32
n=0

c'est-a-dire, on peut prolonger F en fonction analytique au voisinage de
1. De la méme facon, pour a = -1, on préend G(s) = F(s?-~1). a]

REMARQUE 5. Soit F une fonction F : {-1,1}] —- (. Si F est
bornée, alors F opére sur £7(X) ; si F(0) = 0 et F est continue en
0, alors F opére sur co(X). Donc £°(X) et co(X) ne sont pas des
algébres analytiques. Par conséquent si E C X x Y est un ensemble de
Vo—interpolation, 1'algébre VO(E) n'est pas analytique. Dans le ‘chapitre
IV (Théoréme 4.1) on démontre une réciproque de ce résultat : si E n'est
pas un ensemble de Vo—interpolation, alors VO(E) est analytique ; on a
donc la dichotomie annoncée dans l'introduction : si E C XxY, .ou bien E
est un ensemble de Vo~interpolation, ou bien VO(E) est analytique. o

La premiére partie de la remarque 5 est valable pour les algébres de
restriction des algébres de groupe ; c'est-3a-dire, si E c [T est un
ensemble de Sidon, alors ni A(E) ni B(E) ne sont des algébres
analytiques ; la réciproque de ce résultat est un probléme ouvert.
L'analyticité de A(E) et B(E) est liée & la croissance de la fonction
o définie ci-dessus :



I1.15

DgFINITION 2.2,
Soient G un g.a.c., [ son dual, et E une partie de [. On

définit la fonction o, pour t € [0,+o] par :

o, (t) = sup{llexp(itd) || : @ € Bp(E), o} < 1}

e d]
Y fn

ou exp(f) = EL — série normalement convergente pour toute f€B(E).
n=0 M

REMARQUE 6. Pour toute & € BR(E) et toute t € R, on a
flexp (itd) ||, =,1 ; donc si E est un ensemble de Sidon, alors o, est
bornée. Dans le prochain chayitre on verra que si E n'est pas Sidon, o,
n'est pas hornée et sa croissance est au moins linéaire (Proposition 3.6).
La démonstration de ce résultat utilisera la dichotomie du cotype ([BM]).
5]

Le critére d'analyticité qu'on va établir exige une croissance
exponentielle de o plus précisément, on a le théoréme suivant, qui est
le résultat fondamental de ce chapitre.

THEOREME 2.3.
Soient G un g.a.c., [ son dual, et E CcI. §'il existe deux

constantes Cl,AC2 > 0 telles que pour tout t 2 0 :

5 c,t
UE(t) o C1 e .

alors A(E) et B(E) sont des algébres analytiques.

La démonstration de ce théoréme, qui occupera le reste de ce
chapitre, nécessite quelques résultats préalables comme le lemme suivant.

LEMME 2.4.

Soit a » 0. S8i E CT n'est pas un ensemble de Sidon, et
F : J-a,a[ » C est une fonction telle que pour toute fonction £ € BR(E)
satisfaisant |[f|l < a, on a Fof € B(E), alors F est continue sur

J-a.al[.

Preuve du lemme 2.4.
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I1 suffit de démontrer la continuité de F en O en supposant
F(0) = 0. En effet, si b € J-a,a[, il suffit de prendre la fonction
G{(s) = F(s+b) - F(b) et utiliser que HﬂHB(E) = 1,

‘Supposons F(0) = 0 et que F n'est pas continue en 0 ; il existe
€ > 0 et une suite '(an)n>1 de nombres réels vérifiant IF(an)I > € et

la_| < a2™", pour tout n > 1. Si E n'est pas de Sidon il existe
D CE infini et dénombrable tel que X, ¢ B(E) : en effet, il existe une
partie dénombrable E1 de E qui n'est pas Sidon (Prendre pour E1 le

spectre d'une fonction f € CE(G) telle que f ¢ £' (E), dont 1'existence
est assurée par la proposition 1.1) ; or, si on peut interpcler toute
fonction définie sur E et 4 valeurs 0 ou 1 par un élément de B(I'},
alors E  est un ensemble de Sidon (voir [R], théoréme 5.7.4) ; d'oul
1'existerice de D C E, tel que X, ¢ B(E).

= = > .
On pose D {xl, xz,...}, et fn x{xn}, pour n 21 ; alors

w

=1, n21l. Soit £ = EZ anfn, f appartient
n=]1

a BR(E)' et JIf} C a; dfaprés les hypothéses Fof € B(E), en

particulier la suite ‘(F(au))nzl est bornée dans (, car

F(an) = Fof(xn), n21. Soit b € { un point d'adhérence de la suite

(F(an))‘121 ; alors |b] 2 &, et quitte & extraire une sous-suite on peuf

£ € BR(E) et |if

{
nLB(E)

supposer lF(an) - bl <2, n21l. Onadonc f =(3 a fn € BR(E) et
el <a; g=2% (F(an) - b)fn € B(E), et Fof = bxD + g, ce qui
implique que x, € B(E) ; cette contradiction démontre le lemme. "

Dans le lemme et la remarque qui suivent on établit 1l'existence d'une
identité approchée et son utilisation.

LEMME 2.5.
Soit € > 0, et K wune partie finie de ['. Alors il existe
P € Pol(G) vérifiant :

1. Pl <1 + €
L)y

2. 0< P(V) <1, V7ver
‘3. P(r) =1, V¥V TEEK.

La démonstration de ce lemme, dans le cas général ou G est un
groupe localement compact, se trouve dans [R] (théoremes 2.6.1 et
2.6.8). Pour G =D® ou G =T il est trés facile de construire ces
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polyndmes.

n
Pour D®, premons P = 'Hl (1+e ), pour n > 1, on voit aisément
1=
que iiPnH1 =1, et que si A est une partie finie de [N et W, la
fonction de Walsh correspondante, on a :

"o
——
=
A
i
[

si AcC {l1,...,n}

-
E 1
Nt
i
o

si Ad {l,...,n}.

Par conséquent, pour tout ensemble fini K C ﬁw, en prenant n assez
grand, Pn vérifie les conditions du lemme pour tout € > 0.

Pour [, on peut prendre une légére perturbation d'un noyau de
Féjer. Le N-iéme novau de Féjer FN est, en notation additive
(T = R/2nf), 1le polynéme :

il -
F (t) = ES (1-—)eldt, t € R.
. +
lijen W1
. ni(n+l) ‘ , i .
Si KC {-n,...,n} et € < ., le polyndme g, suivant vérifie les
N
conditions voulues :
13l
g (t) = F (t) + 2 e, t €R.

|i}sn DH

REMARQUE 7. Soit E un sous-ensemble non vide de [, et soit ¥ 1la
famille de toutes les parties finies non vides de E, ordonnée par

inclusion. Pour K € § et € = 1/]K|, posons ¢K = ﬁxls} ou P
vérifie les conditions du lemme 2.5 ; alors ¢K € AR(E) C BR(E)' 1< H¢KH
< 1+1/]K} € 2, et ¢K est a4 support fini (le support d'une fonction £

est l'ensemble Supp(f) = {x : £(x) # 0}).

La famille {¢K . KEX} est une famille filtrante telle que :

I
¢K(7) —— 1, pour tout 7 € E, et H¢KJB(E) —~ir—4 1. De plus, on a

H¢KfH pour toute fonction f € B{(E). En effet, par le

B(E)

‘i?4 HfHB(E)

théoréme de Alaoglu, l'ensemble B = {ge€B(E) : ligl| € 2}if]l} est compact
pour la topologie w* = o(B(E) , CE(G)). Comme ‘la topologie T de la.

convergence sur E est plus faible que la topologie w*, ces deux
topologies coincident sur B. Or, ¢Kf —— f pour T donc aussi pour
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W, d'od limxinf £ 2 EN. Mais | | + 1, et ¥ £ < £, 1

donc lim sup qufu € Hfll. On conclut que H¢Kfn —iTa HEN. o

. i

L'usage de l'identité approchée {¢K . Kex}r et de la topologie T
va permettre de démontrer le prochain lemme, qui est la clef de la preuve
du théoreme 2.3.

LEMME 2.6.

Soit F.: [-1,1] » C wune fonction continue en 0, et telle que
F(0) = 0. 8Si Fof € B(E) pour toute fonction ﬁEAR(E) telle que
1€} < 1 ; alors il existe deux nombres positifs M et & tels que :

f@Rm) . If]] <3 = Fof € B(E) et |[Fofll < M.

Démonstration :
Supposons qu'il existe M et & vérifiant la condition suivante :
| r ;
(1) fe AR(E)' [Supp(f) ] ¢ +w, Jf}| ¢ 8 = ﬂFofLB(E) < M.

Alors le lemme 2.5 s'en déduit facilement. Soit f € BR(E), HEQ < 8 il
existe Ko € K tel que pour tout K € X, K D K, ona Hf¢KH <8, et
d'aprés (1) ﬁFo(f¢K)HB(E) € M. L'ensemble B = {g€B(E) : HgHB(E) £ M)
est compact pour la topologie T, i oen particulier, il est un
sous-ensemble fermé pour’ T de 1'espace de toutes les fonctions définies
sur E. Or, Fo(f¢x) —— Fof pour T, donc Fof €B ;

c'est~a-dire, Fof € B(E)} et ”F°f”s<e> £ M.

Montrons (1) par l'absurde. Si cette condition n'est pas satisfaite,
on peut construire une suite {KJ}le de sous-ensembles finis de E, et
une suite {hJ}JZI de fonctions de AR(E)' 4 support fini, telles que
pour tout JEN on ait :

(a) Supp(hJ) C KJ C'Supp(cbK ) CK

3
(b) Supp(hjfl) n Supp(cbK )y =g
3

jt+1

(¢) chji ¢ 279
(d) HFohJH zj.

Admettons pour le moment 1'existence de ces deux suites et concluons
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la preuve. La fonction h = 2: hJ appartient a AR(E) et Jhil < 1,

o j=1
donc Foh € B(E). Posons g, = ¢K -~ ¢K pour j = 2, alors
o J -1 .
lg, (Fob) |l ., < 4liFohf ., 3 2. Or, pour j 22, ona
Foh = ¢ {(Foh) :
3 3
- Si xEKJ_1 ou x ¢ Supp(¢K ). (Fohj)(X) =»gJ(x) F(h(x)) =0

J
- 8i x€Supp(<bK Y\ KJ_I, alors d'apreés {(a) et (b), hix) = hj(x) :

si b (x) = 0. Fh (x)) = g (R)E(R(x) =0 ; si h (x) #0 et
%<m =1, donc ijun =g“xﬂUHM).

La suite (FohJ)J>1 est donc bornée, ce qui contredit la condition (d4),
et prouve le lemme.

Il reste 3 construire les deux suites (hJ)JZI et (KJ)le par
récurrence. La condition (1} n'est pas satisfaite lorsque M =1 et
8 = 27!, donc il existe une fonction h1€AR(E)’ telle que HhIH(Z'i,
ISupp(h )| ¢ +m, et (Foh || ¢ 1. On pose alors K = Supp(h ).
Supposons construits Kl,...,K ., et hl,...,hJ satisfaisant les

conditions (a), (b), (c) et (d). Posons HJ = Supp(d)K }. F étant

3
continue en 0, il existe o < 0 tel que |[F(s)]| « l/lHJl si s} < o

Soit & = min{%(Z’”Hl—xH HB(E))‘I}. La condition (1) n'étant pas
vérifiée pour ce 8 et M = j+2, il existe gGAR(E) a support fini
telle que ligll < 8 et |Fogl|l > j+2. Prenons hJ+1 =g(1 - X, ) ; alors
3
h“1 vérifie (b) et (c¢). De plus,
FohJ+1 = F o[(l—xﬂj)g] = (1—xﬂj)Fog = Fog - quF°g'

Puisque gl < 8, on a Jg(x)| ¢ « pour tout x€E, et on déduit que hjf
vérifie (d) car :

1

IFoh il 2 [[Fogll - HXHJFogH 2
>3+ 2 - ES [F(g(x))} 23+ 2 - IHJHHJI"1 =3+ 1.
x¢eH
3
I1 suffit alors de prendre Kj+1 = HJ U Supp(hj+1) pour garantir (a) et

finir la démonstration du lemme.

Démonstration du théoréme 2.3.

Si la fonction o% vérifie 1'hypothése du théoreéme, elle n'est pas
bornée, et E n'est pas un ensemble de Sidon, en particulier E est
infini. Si F opére sur B(E), on peut supposer F(0) = 0, d'aprés le
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lemme 2.4. F est continue en ]-1,1[. D'autre part, E étant infini,
si F opére sur A(E) C co(E) ona F(0) =0 et F est continue en O.
Dans les deux cas F vérifie l'hypothese du lemme 2.6 ; elle est donc
continue sur ]-5,%[ (par le lemme 2.4). En résumé, pour montrer
1l'analyticité de A(E) et celle de B(E), on doit démontrer
l'analyticité en O d'une fonction F continue sur ]-3,8[, vérifiant
jéﬁ) =30 et telle que “F°f“3<s) £ M, pour toute fonction fEBR(E),

<8,

Soit 0 < &« < 3/e, posons Fl(t) =‘F(a sin(t)) ; F est une
fonction continue et 2f-périodique sur R. Si ¢ € BR(E)’ 1B €1 et
s €R, ona:

el"
<

X €

isin(®+s) || € lisin d) + |jcos @| < 2:
' n>o o

d'ot Jj& sin{(d+s) || ¢ &, et par conséquent HF1(®+S)H £ M. Considérons la
série de Fourier de F1'

F_(t) NZ fl (n) elnt,
ne€g

Si on fixe nef et si K est un sous—ensemble fini de E, on a :
~ & 1 21 .
$ (x) F (n) el?¥x) = $ (x) F ($(x)+s)e ™ '"%ds.
K 1 21‘ o K
Comme ¢K est a support fini, la fonction

s € [0,27] » ¢ F ($+s) € B(E)

est continue, et en interprétant l'intégrale précédente comme une
intégrale vectorielle on obtient la majoration :

~ 1 fan
IF, ) et < L kb I IF, (@+3) lds < o, It € 2H.

En passant 3 la limite selon ¥ on a :

N nain@®p <
'Fl (n)' |le “B(E) £ 2M.

Cette inégalité vaut pour toute fonction ¢ € BR(E)' satisfaisant |[|®}i<1.
D'aprés la définition de o, on obtient :

IF (| o (InD) <21,

et d'aprés l'hypothése du théoréme :
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e Inl

~ 2M
|F1(n)i < E— e Vne€/d.

1

Cette majoration assure que la série ES fl(n) el®® est absolument
neg
et uniformément convergente dans tout sous-—ensemble compact du domaine
complexe £ = {z2€C : |Im z} < Cz}. Cette série définit alors une fonction
analytique sur £ qui coincide avec F1 en tout point 2z€R. Or, F(t) =
F (arc sin (t/aw}), et F  est analytique au voisinage de 0, donc
F est aussi analytique au voisinage de 0, et le théoréme est démontré.ms
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Chapitre III

CRITERE D'ANALYTICITE DE BOURGAIN

Le résultat le plus important de ce chapitre est la proposition 3.1,
qui donne une condition suffisante pour 1l'analyticité des algébres A(E)
et B(E) ; ensuite, on verra le rapport entre cette condition et le
probléme de la dichotomie du cotype ; on conclut par une application de la
proposition 3.1 aux ensembles contenant des progressions arithmétiques
arbitrairement longues.

PROPOSITION 3.1. ([BD)
Soient G un g.a.c., Ecl = 8, et £ € N. On suppose qu'il

existe fGCE(G), M> 0, et X oreeerXy € ¢ veérifiant :

(1) £(0) = [if]l, = 1

(2) | 5 £ < .
: 'lsc{ll°‘°l‘e} kéSXR lw

Alors il existe deux nombres C,3 > 0, indépendants de G et £, tels
que

ct

oi(t) > e si 0 ¢t ¢ 3¢g.

=2

D'aprés cette proposition, et le théoreéeme 2.3, pour démontrer
1'analyticité de B(E) et A(E), 1l suffit de trouver un M > 0 pour
lequel les hypothéses de 3.1 soient vraies pour tout £ € N. On aura besoin
du lemme suivant :

LEMME 3.2.
Il existe c > 0 tel que si U est une algébre de Banach
commutative, Uyreenr Uy €U, et HukH £1, k=1,...,8, alors on a :



I1.23

£ £

I] (1+u )| € Jexp(C, 25 llu, 11%) sup {Hexp(ES u ).
k=1 . k=1 sc{i,....e} keS

Preuve du lemme 3.2.

On pose L = sup{Hexp(ES wllf 2 8¢ {l,...,£}}. Soit ¢(x) = 2: .

k€S © n22?
e¥ - x - 1. Il existe C, > 0 tel que pour tout x € [0,1], on a
clx2 ) Z “E
e 2 ¢(x) + 1. si y, = - — k=1,....6, ona |y Il €D
nx2 B |
“k
et e =1+ u - v, d'ou :

£ £
H[]v (14w )| = HI1 (euk ty = 25 (exp(EZuk))(I1 yU <
k=1 k=1 sc{l,....£} s k¢s

< 2: Hexp(zg u ) | [1 lv Il €L ES ([1 ly, ) <
S S ) k€S

k€S, 1<k<e
£

£L I] (1 + e ) €L exp(C1 2: Hukﬁz)- =
k=1 k=1

Démonstration‘de la proposition 3.1,

Soient € , €' appartenant 4 DY : € = (€ 1oeei€y), €'=(E;,..,e%),

ek,eée{l,—l}, k=1,...,£. Soient X ,....X, comme dans 1'énoncé. Pour
chaque k, k=1,...,4, on pose :

€
k s A LA
ZE—((l-lek)SxklE + (1+1ek)8_xk|s) =

i

Vk(e,e')

€
k A
— Rel(1-i€’) &
22 ( k Xk lE)

ou SX est la mesure de Dirac en X ; vk(e,e') € BR(E), et comme
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k=1,...,€. Pour

] £
]!B(E)'\ 1, et

A
= | <
I Il e, =1, pour x dans 6, ona v | <

tout sous-ensemble $§ inclus dans {1,...,€} on a sz v,
€S
donc
o (t) z sup{llexp(it % vil=sc {1,...,8)).

Si 0 <t £ 4, on peut appliquer le lemme précédent & dk = itvk,
k=1,...,£, et on en déduit :

£
C t2
1

€ c'E(t)exp(C1 2: Hitvknz) £ ci(t) exp( ).

k=1

B(E)

£
(3) Hr] (L+u )]
k=1

Pour chaque S C {1,...,4)} soient : ws(e) = I] € la fonction de
kes
Walsh correspondant a S et TS(E'), une fonction définie sur D avec

lrs(e')l £ 1, pour tout €' € p?. D'aprés la condition (2) de 1'énoncé,
s1 on pose fs = f Y x ! on a :
kEs ¥
M2z HE: w (e) t (e') f v e, € pb.
S

i
s o

Comme ¥ TstfSE CE(G), d'aprés la dualité entre CE(G) et B(E), et
S

par (3), on a :

£
2
¢ A
Met ' o (t) 2 <f] (1+uk(e,6’)) . 25 wole)t (e )E )
k=1 S

pour tous ¢€,€' € p?. si on intégre en € et €' par rapport a la
mesure de Haar sur De X De, on en deduit :

£

c t2,¢ -~
(4) Mel c (t) 2 de’ < I] (1+u ), :S wt f >def = A.
E e { k S 8§ S
D D k=1 s

Pour chagque S ¢C {1,....,£} et €' € p¥ , soit us(e'), la mesure
appartenant & M(G), définie par :

it
(¢') = * 2—[(1-i€') & + (1+ie’)3
R e Y
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k=1
et que {ws}s

(5) A= J
. D
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od on prend la convolution sur G ; alors on a

P

[] (14u {€,¢')) =3 w (e)pu (e )] . Puisque p_(€') ne dépend pas de
k S S S E S

est une base orthonormale de Lz(Dg), on a :

(§<u§(e'),TS(e')fS>)de'

= 2: I (ps(e') Ts(e'),fs)de' = ‘Z<Is'fs>l
s J|pft S
ot Is = J TS(E') ps(e')de' € M(G). i1 on choisit la fonction
o 1-ie,
TS(E') = [1’ , gqui satisfait lwsi =1, on a:
kes | iy2
' t l ) s ’ 3
Tb = ] | * (1—i&k)[(l-iek)5x + (1+i€k) 8_x 1=
\4J§ ¢ kes K K
(.t Vs .
= * [-2ie 8 + 285 ]-=
\452‘ kes v Kk k
{ \
R N L R Y N A A S
\ZJE P TCS kET *k kES\T "

Conne- J WT(E')d

IS = I TS(

et donc,

/

€' vaut 0 si T #g, et 1 si T #4g,

€,

t Is | t Is |
€') p_(e')de' = |— * 3 = .5 x
i 22 ¢ kes Tk {of2 ¢ Kes ¥

t Is | t Is |
I_,fy = [— B_sy dygyrs
N2 8]  xes® ks k 22 ¢

puisque <3 [f > = I. f (-t) & (t) =£f (y) = £(0) = 1. En revenant a
-y y Yy -y y

(5) on obtient :
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-t Is | t ¢
T B e
SC{l,.--;g} 26 Y zﬁe

Il existe C2>0, tel que log(l+

}y 2z sz pour tout =x€[0,1], d'ou
2{2 ¢

czt/f ¢ c,t
A > (e ] = e pour 0 ¢t < £ . D'apres (4),

12,8 c.t

o}
Mo (t)e ! >e ? ,
Choisissons & < 1, tel que C = c, - 8C1 soit positif, on obtiendra,
pour 0 ¢ t ¢ 3¢ :
1 (c.-c i/t 1
o (t) 2 —e ‘2% > - eft
E M M
ce qui démontre la proposition. "

Si X et Y sont deux espaces de Banach isomorphes, on définit la
distance de Banach-Mazur entre X et Y par :

d(X,Y) = dnf{iT |T"*) : T : X » Y isomorphisme}.

On notera ef 1l'espace de Banach (" muni de la norme

H&ﬂef

= max{!ail :i=1,...,n}), ot a= (al,...,an) €.

DEFINITION 3.3.
Soient M > 1, et X un espace de Banach ; on dit que X contient
des 8? M-uniformément, si pour tout ne€fy, il existe un sous-espace

chx de dimension n tel que d(éf,xn) < M. dn dira que X contient

des 3? uniformément, si X contient des 2? M-uniformément pour un
certain M.

Dans [MP], Maurey et Pisier ont démontré que X contient des t?
uniformément si et seulement si X n'a pas de cotype fini ; dans [BM],
Bourgain et Milman démontrent que si E Cc [T n'est pas un ensemble de
Sidon, alors CE(G) n'a pas de cotype fini, et donc il contient des tf
uniformément. Les hypothéses qui dans la proposition 3.1 servent a
démontrer l'analyticité de A(E) et B(E), servent aussi a démontrer
1'existence de ef uniformes tres particuliefs dans CE(G) : l'espace
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Xn de la définition 3.3 va étre 1'espace engendré par n translatées
d'une méme fonction f€CE(G). Plus précisément, on a la proposition
suivante :

PROPOSITION 3.4.
Soient me N M 21, fECE(G), et yl,...,ymEG vérifiant :

(1) £(0) = jfll, =1

k=1

o

1
Alors pour toute € € ]O,E[, si né€N et n € me/8M*, il existe
k ,eoovk € {1,...,m} tels que si X est le sous-espace de C_(G)

engendré par {fy :j=1,....,n}, ona d4(x, 8?) <M+ e,

k.
3

Si les hypotheses de 3.1 sont vérifiées pour un £ € N, alors celles
de 3.4 sont vérifiées pour m = 2£. L'hypothése de 3.1 implique
1'analyticité de A(E) et B(E) 1lorsqu'elle est vraie pour tout £
appartenant & [N ; en ce cas, et par 3.4, on a aussi que CE(G) contient
des B? M+e-uniformément, chaque xn de la définition 3.3 étant engendré

par des translatées d'une fonction fne CE(G). La démonstration de 3.4
repose sur le lemme suivant que 1l'on trouve dans [JS] :

LEMME 3.5.
Soit (aij) 1<i<m, 1<£j<m, une matrice & coefficients réels
positifs qui verifie :

Alors, pour tout & € ]0,1[, 1il existe D C {l,...,m} tel que :

(a) wvieD, 2: a, < 3
JED,1i#]
(b) D] = <nd/4M>

(ol <x> désigne la partie entiére du x€R).
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Démonstration du lemme 3.5.

Pour chaque nombre entier k, avec 2 £k <(m, on pose

m
T; = {E : EC{l,...,m}, |E{ = k}. Alors l?’kl = [k]' Soit, pour chaque

E € Eﬁ :
CE = 28 ES atJ'
i€E J€E,i#j
On a :
m
2: C. = 2: 2: Eﬂ a, = 2: a n(i,3)
E€$k EE?# 1€E J€E,i#3 i,j=1

m-2
ou nf(i,j) = I{EE?; :1i,j € E}| = si 1% 3j, et n(i,j) =0 si

k-2
i = j. D'apreées l'hypothése on a :

13

il
m-2 n—-2

2: CE = Ez a . < Mm.

EEF k-2]i#j.1i,3=1 k-2

Choisissons Eoeyk tel que CE soit minimal, alors :

et on en déduit que

k(k-1) k%M
(1) C £ £ .
Es m-1 n
22 2Mk )
Si on pose D = iEEo : a g —¢, alors D] =2 k/2 (si
JEE ,j#l m
o
non on aurait que IE° \ D] > k/2, et
2Mk Mk?
. > 2: Ez a > IEO\ D|— > —

° i€E \D j€E_ ,ij T n
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contrairement & {(1)). En outre :

" ¥ 1i€D, 25 a, < E: £ Egﬁ.

. R . _y n
J€D,1#] JEEO +17)
ns
Etant donné & € }0,1[, prenons %k = 2 < Z— > ; d'olt D] = md/4M>, et
M
pour tout i€D :
2: 4M<nS /4M>
a £ ——— <35, =
. R n
J€D,1#]

Preuve de la proposition 3.4.

Posons pour chagque i et chaque j entre 1 et m, a“=]fy (yl)l,

3
et appliquons le lemme précédent a la matrice (aij) et 4 & = €/2M €

J0,1[. Cette matrice vérifie les hypothéses du lemme puisque, pour tout
n

<
XEG, ONn A& L Ify (x)}] € M. 11 existe donc un ensemble D ¢ {1,..,m}

=1
vérifiant (a) et (b) du lemme. Si n < me/8M%, alors par (b) :
ne md
n € (—> = (—> £ |D|]. Soient kl,...,kn n éléments distincts de D,
aM :

n

alors 2: Ify vy )}l <3.
i=1,3=1 Ky 1

Pour chaque o € ef, «= (&, ,...,0) ona

n
EL o f € Mlall .
j=1 T Yy &

3 n
oo
Soit i, tel que lall = Hanew, alors on a :
“n
5 £ > ( >
|2 o8, 2l llE, 00 Tt (v, 012

3 1 j#i 3
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z llef (1= 2 lfy (yk ) 2z (I—S)Haﬂew.

n J#1L k,j 1 n

On en déduit que :

Kk
n 3 a

n
(l‘S)HWHew € “jél o £ 1< M!!Otﬂem-

Soit X 1le sous-espace de CE(G) engendré par les fonctions fy .

k
. . . J
j=1,..., n. On conclut la démonstration puisque & € ]0,%[ et on a :

d(X, £ < U/(1-8) < M(1+28) = Mte. .

On a déja dit que, dans [BM], on démontre que si E n'est pas un
ensemble de Sidon, alors CE(G) contient des ef uniformément ; on va
voir, maintenant, que ceci entraine que o n'est pas bornée, et méme
qu'elle a une croissance au moins linéaire. Plus précisément, on va démon-
trer :

PROPOSITION 3.6.
si CE(G) contient des £f M-uniformément, alors, pour tout

t € [0,+o[, on a :

o (t) 2 t/2M

La démonstration est inspirée par celle de la proposition 3.1, et
elle 1'éclaire. Si un espace de Banach contient des £f uniformément,
alors il les contient (l+€)-uniformément pour tout € > 0 (voir [MP]).
donc si E n'est pas Sidon, Ok(t) > t/2(1+¢), pour tout € > 0 ;
c'est-a-dire, og(t) > t/2.

Preuve de 3.6.

Soit n E_N, par hypothése il v a n fonctions f;""’fn dans
CE(G) qui vérifient :

n
(1) <1 o f lly < Ml o o€ £,
k=1 ¢

“n

Il o

n

Alors pour chaque Kk, ”fk”w > 1 ; on verra qu'il existe une mesure P,
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sur G telle que ﬁke BR(E)’ et

~ 1
i > -
(2) uukHB(E) <1 |, l(pk,fk>| z o
Prenons alors b € €, |b | =1 tel que b <u £>= | £>]; et
soit pour chaque € € D" :
it € .M
uk(E) = -

ol t £ ]0,n}. Comme dans la démonstration de 3.1, on a :

n
n < Cltz/n
(1+uk) €e c;(t).
k=1
"B(E)
n )
Par (1}, on a que pour tout ¢ € D%, ES ekbkfk € M. Donc, comnme dans
k=1
oo
3.1 :
n n
[o} 12/’11 Py
1 . —
Me cE(t) = < I] (1+uk) . Ea ekbkfk>de =
k=1 k=1 :
n
it]ls| - -
= (ES [;—] ws(e)pt.s p 25 ekbkfk)de = A
S k=1

ol ﬁs = [] ﬁk. Finalement, par 1'orthogonalité des fonctions de Walsh, et
k€S
puisque € = w{k}(e), on obtient :

n n

i

it it
R ) LIPS B A N PR |
n kK K Kk n k' k
k=1 : k=1

B | et
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2
c. t%/n t
Donc Me ! og(t) > 5 ; en passant a la limite quand n tend vers
) ) t
1'infini, on obtient g (t) = —.
E 2M

I1 reste a démontrer (2). Pour ceci, si £ € CE(G), il existe

i € B(E) telle que | Bl ,, =1 et . =(f,. Si zeC et

Izl = 1, soit p, = —(zp+zp) i ona p, €Bp(E) et [, ., <1.

1 -
Soit a = <, £> ; alors <(p ,f> = ~(lIfll,z + az) ; d'o0 :
2 2
1 ’ -,
i, 21 = =1 gl + a2 .

Il suffit de choisir 2z tel que az? = Jal] pour conclure que
"

1
<p £2)] = — {;}fu00 + la}} 2 Comme JIf ||l 21, ceci montre (2).
z 2 k'@

On termine ce chapitre par une conséquence de la proposition 3.1 qui
s'obtient aussi par d'autres méthodes (voir [KM]). Un ensemble E c T
contient des progressions arithmétiques arbitrairement longues, si pour
tout n € N, il existe +v,v €T tels que les points ¥ + kv,
k=1,..., n, sont deux a deux distincts et appartienpent & E. Le fait
que tous les n points 7Y + kv soient différents entraine que 1l'ordre
de v est infini ou plus grand que n. On a la proposition suivante :

PROPOSITION 3.7.

Si Ecl =G contient des progressions arithmétiques
arbitrairement longues, alors les algebres A(E) et B(E) sont
analytiques.

Démonstration.

On va démontrer que, sous les hypothéses de la proposition, il
existe, pour tout m € [N, un polynbéme P € PolE(G), et un point x de
G wvérifiant :

[}
|

(a)  P(0) = {Pll,

m
(b) ES IPJX(Y)I < 2 pour Yy € G.
3=0

Ceci implique que les hypothéses de 3.1 sont vérifiées pour tout £ € N,
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et donc A(E) et B(E) sont analytiques. En effet, si £ € N, choisis~
sons P et x vérifiant (a) et (b) pour m = 2¢-1. Pour chaque k,
1<k<e, soit X, = 2¥-1x ; 1'application qui a chaque S ¢C {1,....£€}

fait correspondre 2: 2¥-!, est une bijection entre 1'ensemble des
kes

parties de {1,...,£} et celui des entiers j tels que 0 £ j € Ze-l.
Donc f =P et X reeerXy ainsi définis vérifient les hypothéses de 3.1,
car : '

! : 1]

DINT: i | 2 1P, Il < 2.

sc{l,..., £}y k€s k j=0
Q0 0

L'hypothése sur E entraine que pour tout NeN il existe T T, € r
tels que Tz + 3 Y, . pour j=-N,.., 0,.., N, sont des éléments deux a
deux distincts de E. Si FN : T+ C est le N-iéme novau de Féjer, alors
1
Ply) = ——I Tz(y) FN(Yl(y)) définit un polyndéme sur G qui vérifie P €
N+ :
PolE(G), et P(0) = HPH00 =1.

27
Soit 8 = —_I ; si t € R, puisque F est positif, on a (en
N+
utilisant la notation additive pour T)

N

N
2 IF (t-38)] = 2 F (t-38) =
-

3=0
N
= Z 1__'1{__'_ eikt‘ze—uke = A.
jkjew | N1 =0
Par le choix de 06, w = e~1® est une racine primitive de 1, donc

N

2: (w¥)3 est différent de zéro seulement si k est divisible par N+1.
j=0
N

Comme |k] € N, A= 2: w® = N+1. S'il existait, dans G, un x tel que
j=0

1, (x) = e'®, alors P et x vérifieraient (a) et (b) pour m = N ;

mais cela n'est pas vrai en général, et il faut un raisonnement un peu

plus subtil.
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Si n € N, l'ensemble des x € T tels que

Z I(FN)JXI ¢ 2(N+1)

H ¥ w
est un ouvert HN qui contient el®. soit H; le sous-groupe de T (en
notation multiplicative) des racines p-iémes de 1 ; puisque HN est un

ouvert, il contient un arc de cercle I de longueur € > 0, et si
27
p>— onaura H n R; # #. Il existe donc un nombre p, € N (pN =N
€
tel que HN N Hgi ¢, pour tout p 2 Py - Par hypotheése il existe YI,TZEF
tels que T, t 3 T, sont des éléments deux i deux distincts appartenant

4 E, pour 3 = “Pyrecer 0, ..., P, - Comme P, 2N ona PE€ PolE(G),

1
ou P(y) = — T (y) F (v (y)), pour y € 6. L'ordre de 7 est plus
N+1 2 N 1 1

grand que p, donc l'image de G par T . qui est un sous-groupe
compact de [, doit étre T ou H; pour un certain p = p, - Dans les
deux cas cette image rencontre HN, et il existe X € G tel que Yl(x) €
HN. On a alors, pour tout y € G :

N N

!
2P @] = —— 27 (g-ix) | IF (T (y-3x) | =
. JXx N+1 . 2 N 1
3=0 j=0

N
1
=_IZ IF (v, (¥) -3 7, (x))] <

N JY (x)

2: (F £ 2

w

d'od P et x vérifient (a) et (b) pour m = N, et la proposition est
démontrée. ]
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Chapitre IV

LE PROBLEME DE LA DICHOTOMIE POUR LES ALGEBRES TENSORIELLES

Dans ce chapitre on démontre le résultat de dichotomie suivant dé a
Bourgain ({B]) :

THEOREME 4.1.
Soient X et Y deux ensembles et E C X x Y ; alors une et une
seule des propriétés suivantes est vérifiée :

(i) E est un ensemble de Vo-interpolation
(ii) VO(E) est une algébre analytique.

La démonstration de ce résultat dépend d'une caractérisation des
ensembles de Vo—interpolation due & Varopoulos [V]. Ensuite le probleme

se transfere au groupe G = D®xd® et 1'on obtient un polyndéme trigonomé-
trique satisfaisant aux conditions (1) et (2) de la proposition 3.1, gréace
a2 des estimations sur le groupe 6¢ faisant intervenir des variables
aléatoires et le lemme de comparaison des processus gaussiens de Slepian.
On va diviser la démonstration en étapes liées aux différents ingrédients
utilisés et aux difficultés de calcul.

lére étape. Caractérisation de Varopoulos des ensembles de V°
-interpolation.

Un sous-ensemble A C X x Y est appelé cube s'il existe A C X et
BCY telsque 4 =AxB; si & est un cube fini on écrira
s(8) = |A| + |B}. La proposition suivante est démontrée dans [V], et sa
preuve est reprise de fa¢on plus détaillée dans [S] :

PROPOSITION 4.2.
Soit ECX xY ; E est un ensemble de Vo—interpolation si et
seulement s'il existe K € N tel que pour tout cube fini A C X xY on
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ait
IE n A} € K s(&)

Comme conséquence on a la proposition suivante :

PROPOSITION 4.3.

Soit ECX x ¥. Si E n'est pas un ensemble de Vo-interpolation,
pour tout K € N il existe deux ensembles finis A C X et B CY
vérifiant 1'une des propriétés suivantes :

(a) |A] z |B], et pour tout x dans A, il existe B CB tel que
IBXI = K et {x} x Bx CE

{b) |B] = |A|, et pour tout y dans B, il existe Ay C A tel que
IA | =K et A x {y} CE.

Preuve de la proposition 4.3.

Supposons que le résultat n'est pas vral pour un certain K € N ;
alors tout couple d'ensembles finis A C X, B CY vérifie (1) et (2) :

Kyl < |IB]
K}y| < 1a].

(1) J{x € A : |({x} x B) n E]

>
(2) J{y € B : {(A x {y}) nE}] 2

On va montrer que (1) et (2) entrainent que pour tout cube fini &4 C
X XY ona:

(3) IE n & €K s(d).

D'aprés la proposition 4.2, E est alors un ensemble de Vo—interpo—
lation, ce qui contredit 1l'hypothése et conclut la preuve.

On démontre (3) par récurrence sur s(4). Si s(d) =2, 1l est
clair que (3) est satisfaite. Supposons (3) vraile pour tout cube & tel '
que s{A) = N> 2, et soit A x B un cube tel que s{A xB) =N+ 1. S8i
|A] > |B] alors, d'apres (1), on a

[4x € A ¢ J({x} x B) n E| =2 K}| < |B| £ |A].
Il existe donc X € A tel que

!({xo} x B n E} < K.

Soit 4 le cube 4= (AN {x}) xB; ona s(8) =N et d'aprés
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1'hypothése de récurrence :

(A x B) A E| = |&nE|+ |({x" xB) nE|<

= |
< Ks(d) +K=Ks(AxB).

Ce qui démontre (3) dans le cas ou [A} = |B]. Si on a |B} > |al, il
suffit d'utiliser (2) pour arriver & la méme conclusion. "

2éme étape. Transfert au groupe G = D® x D¥.

Pour démontrer le théoréme 4.1, il faut montrer que si E C X x Y
n'est pas un ensemble de Vo—interpolation alors VO(E) est analytique.
I1 suffit de le montrer lorsque X et Y sont dénombrables. En effet, si
X et Y sont deux ensembles et E C X x Y n'est pas un ensemble de
V_-interpolation, il existe une fonction ¢ € co(E) \ V. (B) ; ¢ etant a

support dénombrable, il existe deux ensembles dénombrables, X C X et
Y CY, tel que Supp(d) c X x Y. Soit E =En (X xY) ; pour

toute £ € VO(E’), on notera f la fonction définie sur E par : f(x) =

f(x) si x€E, f(x) =0 si x€E\E . Puisque f € V(E'), il

existe h € VO(X,Y) telle que hj f ; alors hx € VO(X,Y) [VO(X,Y)
£’ x' Xy’

est un idéal dans VI(X,Y)], et £

’

h x ] appartient 3 V (E). E
, y E o
X’ Xy
. b l\l .
n'est pas Vo—interpolatlon car ¢ ¢ VO(E ) [¥=4¢] J. Si F opere
E’ E’
sur V (E), F opére aussi sur VO(E’) [pour f € VO(E’), Fof=

(F o f)l .}, donc si VO(E’) est analytique, VO(E) est aussi

E
analytigue.

I1 suffit donc de démontrer le théoréme pour n'importe quel couple

d'ensembles dénombrables X et Y. On prend X =1IC ﬁw, ou I est
1'ensenmble des fonctions coordonnées sur D¥, qui est un ensemble de
Sidon pour D®, comme on 1'a vu dans le premier chapitre :

I-= {oe1 : i€}, ou ai(x) = X pour X = (X1’ xz,...) € p®. On prend
Y = J une autre copie de cet ensemble I ; on pose J ='{Bj : J € Ny

Si 6=0"xD® et I = G = % x ﬁw, alors I xJcCcrl. Comme I et J
sont des ensembles de Sidon, par le corollaire 1.3, VO(E) = A(E) pour
tout E CI x J.

Supposons que E C I x J n'est pas un ensemble de- Vo-interpolation,
et que pour X € N 1la condition {(a) de la proposition 4.3 est vérifiée
(si on avait (b) on ferait un raisonnement semblable). Alors il existe
deux parties finies A et B de N vérifiant |JA] = [B|, et tels que
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pour tout 1 € A il existe Bi inclus dans B, ]Bil = K, tel que
® @ Bj € E pour tout 3 dans Bi. Considérons le polyndme
trigonométrique a spectre dans E

g = 22 2: ® ® BJ.

1€A j€Bi

Alors |lgll, = KIA], et le théoréme 4.1 se déduit du lemme suivant :

LEMME 4.4.
Il existe M > 0 tel que si 2% < K'/%, alors :

ya lg S z
Scf{l,.., £} kesk
Ggf 0

| dz_, ..., dz£ < M K|A]

ou dzl,..., dze désigne 1'intégration par rapport a la mesure de Haar de
¢
G*.

D'aprés ce lemme, il existe ZeeeiZy dans G tels que :

ESIQ 3 z |

S k€s ¥

< Miglly,
o

donc £ = g/ligil,, et Z reeeiZy vérifient/les hypothéses de 3.1. Comme
cette construction est valable pour tout K € N, les hypothéses de 3.1
sont vérifiées pour tout £ € N, et A(E) = VO(E) est une algébre
analytigue, ce qui conclut la preuve du théoréme 4.1.

La démonstration du lemme 4.4 se fera en trois étapes.

léme étape. Majoration de ES g5 4 pour (21"“'26) € ¢t
§ keés K
10

Toutes les fonctions qui vont apparaitre dans cette démonstration
sont & valeurs réelles, car les caractéres de D¥ ne prennent que les
valeurs 1 et -1. On rappelle que pour u € Dw, u=-u,; et, puisque
chaque « est un caractére ; &i(x—u) = mi(x)ai(u) = ai(x+u), pour X
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et u dans D® (de méme pour BJ). Pour chaque i € A on notera :

(- Zo

JEBi
et alors :

g(x,y) = 2: « (x) X (y) ., (x,y) €6 = p® x p%.
i€A

Pour z € 6 = D® x D®, on pose z, = (uk,vk). Si on fixe (x,V)€ G,

il existe des nombres réels g |csl =1, tels que :

Z lg 5 2 (x,y}] = Z Z c, @ (x+Z w) X (Y+ka) =
S i€r S S

Sc{l,.... £} kés*

(1)

= Z @, (x) Z c (Z w ) X (Y+Z v,)

i€A S S S

Appliquons 1l'inégalité de Cauchy-Schwarz par rapport 4 l'indice i en

notant que al(zzuk) ai(zluk) = ai(fi uk) :
S T SaT

1/2

(1) € |ajr/e 25 25 ¢, ¢, al<§§ u, ) Xi(y+2:vk)xi(y+§:Vk) .
i€a §,T SaT S T

On sépare 1a'somme 2: en deux parties : lorsque S =T, et lorsque

S,T
S # T. Comne af =1, c: = 1, et que pour a et b positifs,
(atb)'/% < a'/% + b'/2, on arrive & :

1/2

(1) < |a|*/® = Z(x1 (v + X v, ))? +

i€A S S
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1/2

+ }__, [Z o (Z uk)x1 (y+2uk) X (Y+ka” = (2)
S T

ST i€A  SaT

Posons d = ES(Xi(y+§Svk))2 pour i € A. En fixant i, il
S S

existe des nombres réels a tels que §:a2 = 1 vérifiant :

5
di=ZaX(y+...4v Za uﬁ(y)ﬁ(iv)=
S S J€B S
= Z ‘f»j(y) zas GJ(ZVK).

j€B, S " s

Appliquons 1'inégalité de Cauchy-Schwarz par rapport a l'indice j et

séparons Lu en Ei et iy 4 nouveau :
S,T S=T S#T
1/2
< IB |M2 Zla % + Z a a (z.a v,) <
JEB S SaT

1
< KY/2K + Z la | IaTI X, (2 v,)
S#T SaT

Appliqguons de nouveau Cauchy-Schwarz par rapport aux S,T tels que SxT,

Y

en notant que }... la 1* b [* < ( Z la 1%)* =1 :

S#T S
1/2
d < K% + K( Z IX, (Z vk)lz)”2
ST SaT

En revenant a (2) on obtient la majoration :
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f f 1/2%1/2
ELIg sz I € IRIPE{1A0K® 4 2: K E; X, ( §§ v ) I +
S k€s ¥ i€A  |S#T SaT
i !w
1/2
N7
+ |a|t’® sup Ei | 22 @ (4 w) X (y) X (y')] .
(v,y )ep®xp® (57T €A SaT
Notons 11 et I2 les intégrales suivantes :
1/72 .1/2
T‘
I = [AJK* + K 2 | IX ( 2 v,) 2 dz ...dz,
1€A ST SaT
G€
1/2
I, = sup 25 | Ez “1( 2: uk)xi(y) Xi(y')l dzl...dze.
¢ (v,y €@ 5T €A Sal

Dans les prochaines étapes on va démontrer les majorations

I < JE JAJY/ 2K et I, € 2174 |A]* /%K. Ceci finira la preuve du lemme

4.4, en posant M = JE + 2mt/e,

d¢me étape. I < {2 |A}Y/ %K.

i SN SR

Comme (| f£f)'/% > j f'/2 pour £ >0, on a :

( ' 172Y1/2
I, < JIAIK®E + K 2: E: I ( 2: vk)lzdzl...dz£
ieals=r)6? ST

Si 8§ #7T soit & : 6/ — D® 1a fonction qui a (z,rennrz,)  fait
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correspondre 2: v, ¢ est un homomorphisme continu et surjectif,
keSAT

donc la mesure ¢m image de la mesure de Haar de Ge est la mesure de
G
Haar de D®, et on a :

G

Ix, ( ES vk)l2 dz, ...dz, = IX o &}*dm , =
£ ! ¢ of
SaT G

= I lXi(x)lzdx = K.
Doo

Comme il v a 22 ¢ paires (S,T) de sous-ensembles de {1,...,£4}, on

conclut (via 2% < K'/*%)

I < {IAIK® + KIA] 28K1/2)10/2 < (JAIK® 4 [RIKT/4 )2

<2 Ia1'72k.

Séme étape. I, < 2n'/*|A|'/%k.
En raisonnant comme dans l'étape précédente on obtient :

1/2

I, < 2: sup IES &1(22 w) X (¥)X (y')ldm ,
s=T J6% y,y' i€ea  SaT G

A

1/2

< 422t sup l}; ul(x) Xi(y) Xi(y')ldx
p® v.y' i€A

Ici, la suite {“1}1€A joue le rbéle d'une suite de Rademacher, et on va

. la remplacer par une suite de variables gaussiennes. Soit ¢ une variable
gaussienne standard et (g )1€A une suite de copies indépendantes de ¢
définies sur un espace & ; si les (fi)ieA sont des éléments d'un
espace de Banach, et si (51)16A est une suite de Rademacher définie sur

un espace R, on a :



I1.43

(a) =J 12 g (@f, 4o = 120 g, (@) e (@), dw du’
0 \ i i i i i

i€A Q)0 iea
puisque les (gi) sont symétriques et indépendantes ; en posant

g, (@) =0 (w)]g (w)], ot ¢, =+1, et en changeant l'ordre d'intégration
on a :

(a) = J I 28 g, (w) o (w)e (0 )f ldw }dw.
Q , i i i i
Q  ieA

Comme o =+t 1 et (ei) est une suite symétrique :

(a) = Hﬁi lgi(w)lei(w’)fiﬂdw’dw.
QJO iea

En changeant a nouveau l'ordre d'intégration on arrive & :

(a) > i Z lg. (W) e (0 )f dwldw’
.Qy Q , i 1 i

1€A

= EClg}) I 2: ei(w’)fludw’ (*).
2 ieA

On peut appliquer 1l'inégalité (*) au cas ou fj =X @K € ¢ (p®xd%,

2
i€A ; et la suite de Rademacher est {ai}ieA. Comme [E(lgl) = J: on
i

obtient :

¢ |T N
I, < 2% 5 sup | Za gi(w) Xl(y) Xi(y')ldw .

Pour y = (yl, yz,...) € D on pose ; = (~-y , - Yz,...)eD00 : alors

1

Xl(y) = - Xi(§) ; donc pour chaque w € £ on a :
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sup ES g, (@) X (¥) Xi(y') = sup 2; g, (@ X (y) Xi(y') .

v,y |*€A y.y |*€B

Comme les fonctionmns X, ne dépendent que d'un nombre fini de coordonnées,

il existe n€N tel que :

1/2

T
I, £ ZZKJ; max 2: gl(w) Xi(y) Xi(y’) dw

Q Y;Y’ €Dn 1€A

Soit A = D"xD® ; pour chaque A = (y,y ) € A posons :

Z, (w) = EL g, (w) X {y) X (v)
1€A
Vo =2 K 2 (g () X (1) + gl (@ X (y')
i€A '
ol (g’i)i(_:A est une copie indépendante de la suite (gl)1€A (1'idée de
séparer les variables y et y remonte & S. Chevet [C]). Alors (Yx)aeA
et (Zx)xeﬁ sont deux processus gaussiens centrés. On va utiliser le

lemme suivant, conséquence du lemme de Slepian, dont on peut trouver la
démonstration dans [K], chapitre 15, paragraphes 2 et 3.

LEMME 4.5.
Soit A un ensemble fini, et soient (Ya)xeA' et (ZA)REA
processus gaussiens centrés. Si pour tout couple A,p € HN on a :

deux

12, = 2,0, € 1Y, - Y i

A A B2

alors :
E(max z,) < 2[(max Y,).
Vérifions les hypothéses de ce lemme dans notre cas, pour A = (y,y )

et p = (yl,y;). Comme |X (y)] <K, et que {a+tb)? < 2(a®+b%) pour
a,beR, ona:

iz, - 2,1 = 25 (X (v) X (¥') - X (v) X (y))? =
i€
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V 1 r *
L X ODE A -X(y)) + X (y)X @) -X ¥ NP
iea

N

zKZ{[x1 W)-X, (v )P+ [X, (v)) - X, (y;)lz} =
1€A

y, - Yuﬂz-
D'aprés le lemme 4.5, on a :

1/2

T
I, € Zzej: 4{5 K max IE: g (@) X (y)|do
2 yeD® i€A

Si on pose, pour chaque JjE€B, Aj = {1€A : jeBi}, alors on a :

25 g (w) X (¥} = 2: 2: g, (w) BJ(Y) =

i€A i€A j651

= ES 5J(y) ES gi(w) < 2: ES gi(w)

JjEB 1EAJ JEB iEAJ

d'ol il s‘'ensuit :

max | ES g, (@) X (y)|dw < 25 | 2: g, () |dw <
yepr  1€A j€B i€
¥ 1/2
< ES | E: gi(w)lzdw = E: IAJI”2 <
JjEB i€AJ JEB
( 1/2 1/2
< 1Bl | 1| SRS B, | =
JEB i€A

\

BI*/2(RIA])*/2 < RV 2 AL,
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Alors, on obtient la majoration (via 2¢ < K!/4) :

Iz £ {22£ ﬁ 4 K(Kl/2|A”}1/2 < 2“:1/4 KlA'I/Z

ce qui acheve la démonstration du lemme.
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COMPACTS ASSOCIES A DES SOUS-ESPACES DE C(K)

Résumé. Soit K un espace Compaét de Hausdorff, p€K' et X
un sous-espace fermé de C(K) ne contenant pas o Nous montrons
qu'il existe un voisinage ouvert V de p tel que les normes uniformes
sur K etsur K\V sontéquivalentes dans X, ce qui généralise un
résultat de [6] . Nous examinons ensuite la pertinence de 1'hypothése cogé X,

suivant les propriétés topologiques de K.

I. INTRODUCTION

Dans toute la suite K désigne un espace compact de Hausdorff infini et
K' 1'ensemble de ses points d'accumulation. C(K) est 1'espace de Banach
des fonctions continues définies sur K et a valeurs dans @€, muni de la norme

uniforme Hf”:sup ’f(x)’. Si K_ < K, onnote “f“K =sup |f(x)l.
x€K © e} X€KO

Pour tout ensemble I, co(I) est 1'espace de Banach des fonctions sur 1,
a valeurs complexes et tendant vers zéro a 1'infini, muni de la norme uniforme sur
I. On pose Co = cO(N). Pour tout espace de Banach X et tout ensemble I,
la notation cO(I) ¢ X signifie que X ne contient pas de sous-espace fermé

isomorphe a CO(I) )
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DEFINITION 1. Soient KO un sous-ensemble compactde K et X un

sous-espace fermé de C(K). On dit que K, _est associé a X s'il existe une

constante M > 0 telle que pour toute fonction f de X ona

(M kel < MHfHK :

La notion de compact associé a été étudiée jusqu'ici plutdt dans le cas oun K
est un groupe abélien compact (ou localement compact) et X un sous-espace inva-
riant par translation de C(K). Une synthése des résultats connus dans ce cadre

se trouve dans B] .

DEFINITION 2. Soit X un sous-espace fermé de C(K). On dit que le

point pEK alapropriété P par rapporta X, etonnote pcP(X), s'il

existe un voisinage ouvert V de p telque K\V soitassocié a X. Ondit

que X alapropriété P, etonnote XEP, sitoutpoint p de K' alapro-

priété P par rapporta X.

Par compacité, si X€EP, ilexiste M> 0 tel que pour tout peEK' on ait
(1), ou K, désigne le complémentaire d'un voisinage ouvert de p. Il est égale-
ment facile de Voif que tout sous-espace de dimension finie de C(K) ala ppopriété
P. Nous allons étudier des conditions nécessaires ou suffisantes pour qu'un sous-

espace, ou pour qu'une famille de sous-espaces de C(K), ait la propriéié P.

Au chapitre II se trouve le résultat essentiel de ce travail : tout sous-espace
X de C(K) ne contehant pas c_ ala propriété P (Théoréme 1). Ce théoreme
est énoncé dans [6] lorsque K est métrisable et en oubliant 1'hypothése que le
point p soit un point d'accumulation de K. Nous verrons que 1'hypothese p€EK!'
est essentielle chaque fois que le compact K est non clairsemé (Proposition 2).

Nous finissons ce chapitre par la caractérisation des compacts K pour lesquels
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la condition X p <, est équivalente a la condition X < P, pour tout sous-espace

ferméde X de C(K) (Corollaire 4).

Au chapitre III nous montrons que 1'hypothése X p <, est loin d'étre
nécessaire pour que X ait la propriété P, lorsque K n'est pas meirisable.
Tout d'abord nous caractérisons les points d'accumulation p d'un compact K
tels que pEP(X) pour tout sous-espace X de C(K) '"presque isoméirique” a
co(I) (Théoréeme 3). La conséquence la plus intéressante est la suivante : si K est
un compact parfait et stonien, alors tout sous-espace de C(K) isométrique a cO(I)

a la propriété P (Corollaire 6).

Si A est un espace topologique, notons d(A) 1la densité de A, c'est-a-

dire, le plus petit cardinal o tel qu'il existe un sous-ensemble D de A, de
cardinal «, dense dans A. Au chapitre 4, nous donnons des exemples de
conditions suffisantes sur K pour que tout sous-espace X de C(K) tel que
d(x) < « ait la propriété P (Corollaire 10, Proposition 11). Le chapitre se

termine par quelques probléemes.

II. GENERALISATION DU THEOREME DE F. PIQUARD ET CARACTERISA-
TION DES COMPACTS OU L'ON A LA RECIPROQUE.

THEOREME 1. Soient K un compact de Hausdorff infini et X un sous-

espace fermé de C(K). Si co¢ X alors X€EP.

Démonstration. Supposons, par absurde, qu'il existe pEK' tel que

p¢P(X). Nous allons exhiber une suite (fn)n>1 de fonctions de X vérifiant les

conditions suivantes :
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a) O<C<anHSC <o, pn=1

1~ 2

b) sup Z lf (x)‘< o,
X€EK n=1

D'apres un critere bien connu de A. Pelczynski [4] on sait qu'alors S c X,

contrairement a 1'hypothese.

Par récurrence, on peut construire une suite (hn)n>1 de fonctions de X,

une suite (Wn) de voisinages ouverts de p et une suite (pn)n>1 de points

n=1

de K vérifiant les conditions suivantes pour n=1:

(i) W,=K, W ,cW et pjeZWn+1 pour 1<j<n
(i) p €W , p #p, lhn(lon)’>§1
(iii) l.hnH=1, n=1, et thHCW <4, n=z2

n

(iv) w(hj,wn+1) < 4—(n—g1) pour 1<j<n (si feC(K) et AcCK,
w(f,A)= sup If(x) - f(y)' est 1'oscillation de f sur A).
x,y€A
D'apres ces conditions, on a ”hn - hml’ = % si n#m. Puisque la suite
(hn(p))n>1 est bornée, nous pouvons supposer qu'elle converge, quitte & considé-
rer une sous-suite. Nous pouvons alors construire par récurrence une suite
(fn)n>1 de fonctions de X et une suite (Vn)nZT de voisinages ouverts de p

hY - - > e 3 .
(ol f ~ serade la forme hkn+1 he » V, Wkn et k .42 kn+2) vérifiant

les conditions suivantes pour n= 1:
(3) \Y c V

n+1 n

(i) lfn(p)! <o tyn

@ <l =2 Bl <2, Tl <o o 1252

~(n+1 .
(i) wlty, v 4)<2 @ (41 pour 1<7< .



.5

Posons S{x)= I lfn(x)l pour x€K. Si x€K\V,, S(x)§2.3-'1 ;

. n=1
si x€ NV_, Sx)< 3_1 : si x€ V1\( N V), ilexiste k=1 telque
n=1 " n=1 "
x €V \V, | et S(x) < z 47,2423 49<, La suite (fn)n>1
+ 1<j<k-1 =k+1 =

satisfait donc aux conditions (a) et (b), ce qui conclut la preuve.

Lorsque X est de dimension infinie, 1'hypothése du Théoréme 1 est non vide

si et seulement si K est non clairsemé, c'est-a-dire, contient un sous-espace non vide,

compact et parfait ]_4] . Montrons que dans ce cas la condition que p appartienne a

K' est essentielle pour que p€EP(X).

PROPOSITION 2. Soit K un compact de Hausdorff non clairsemé. Si p

est un point isolé de K il existe un sous-espace X de dimension infinie de C(K)

telque c & X et pé¢ P(X).

Démonstration. L'espace K1 =K \{ p} est non claisemé, donc il existe

un sous-espace Y de C(K1) isomorphe a 21(N) L4:[ Soit Y1 1'ensemble
des extensions des fonctionsde Y a K quisontnullesen p et Y2 1'ensemble

des fonctions de C(K) nulles sur K1 . Alors X = Y1 @ Y2 satisfait aux conditions
voulues ,
Passons a la caractérisation des compacts infinis pour lesquels le Théoréme 1

admet une réciproque.
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PROPOSITION 3. Soit K un compact de Hausdorff infini. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

1. K estle compactifié d'Alexandroff d'un ensemble infini discret, c'est-a-

dire, K' est un ensemble réduit a un élément.

2. Si X estun sous-espace fermé de C(K) de dimension infinie alors
3. Si X estun sous-espace fermé de C(K) isomorphe a S alors

4. Si X estun sous-espace fermé de C(K) isométrique a c, alors

Démonstration. Pour démontrer 1'implication 1 =2, il suffit de remarquer

que si K!' = {p} , le complémentaire de tout voisinage de p est un ensemble fini,

donc p € P(x) si X estde dimension infinie.

Les implications 2 =3 et 2 =34 sont évidentes.

Montrons 1'implication 4 = 1 par 1'absurde. Si K' posséde au moins deux
élémenfs distincts p, et p,, soient A, et A, des voisinages ouverts et
disjoints de p, et p,, respectivement. Soit (fn)r121 (resp. (gn)nZT) une
suite de fonctions continues sur K de norme 1 et avec supports deux a deux dis-
joints contenus dans A, (resp. A2). Alors 1'application de ¢ dans C(K)

définie par (a )

=1 Z af + & a g est une isométrie de SR dans

n=1 "0 p=1
un sous-espace fermé de C(K) tel que XéP, contre 1'hypothése.

COROLLAIRE 4. Soit K un compact infini de Hausdorff. LLa condition
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< ¢ X est équivalente a la condition XEP, pour tout sous-espace fermé X de

C(K), sietseulementsi K' estréduit a un élément.

III. PROPRIETES TOPOLOGIQUES DE K ET ABONDANCE DE SOUS-
ESPACES DE C(K) ISOMETRIQUES OU ISOMORPHES A CO(I) AYANT
LA PROPRIETE P.

Si X et Y sontdeux espaces de Banach isomorphes, notons
_1’

d(X,Y) = inf {HTH HT , T:X>Y isomorphisme} leur distance de Banach-~-Mazur.

Nous dirons qu'une famille (Ai)iel de sous-ensembles d'un ensemble A est
k-disjointe si pour tout x€A il existe au plus k indices i€l tels que xE‘Ai.

Evidemment, la famille (Ai)‘

ie1 est 1-disjointe si et seulement si les Ai sont deux

a deux disjoints.

Etant donnés un ensemble infini I et un compact K, nous allons caractériser
les points p de K telsque p€EP(X) pour tout sous-espace X de C(K)

"presque-isométrique’ a cO(I).

THEOREME 5, Soient p€EK' et I un ensemble infini. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a. Si X estun sous-espace de C(K) isomorphe a cO(I) et tel que
ax , c(;(I))< 2 alors peP(X).

b. Si X estun sous-espace de C(K) isométrique a co(I) alors peP(X).

¢. Pour toute famille (Ai) d'ouverts non vides de K, deux a deux

icl
disjoints, il existe un voisinage ouvert V de p tel que Ai £V, pour tout i€l.
d. Pour tout k =1 et toute famille (Ai)iEI k-disjointe d'ouverts non vides

de K il existe un voisinage ouvert V de p tel que Aist V, pour tout i€I.
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Démonstration. Les implications a =3b et d=>c sont évidentes.

L'implication b =»c s'obtient facilement par 1'absurde. En effet, soit

(Ajier

pour tout voisinage V de p, ilexiste i€l telque A, cV. Si (fi)i€I

est une famille d'ouverts non vides de K, deux a deux disjoints, telle que

est une famille de fonctions de norme 1 de C(K) telle que le support de chaque
f; est contenu dans Ai , le sous-espace fermé X de C(K) engendré par

(£.). est isométrique 2 ¢ (I) et p € P(X), contrairement a 1'assertion b.
i‘iel o

L'implication ¢ =>d s'obtient par récurrence. Le cas k=1 correspond
a l'assertion ¢c. Supposons 1'assertion d vraie pour un entier k=1 et

considérons une famille (Ai) (k+1)-disjointe d'ouverts non vides de K. Soient

i€l

I, = {{11,12,...,ik+1}c 1, Ai1ﬂ AN .mAik+1;é ¢} 1= {iex, igA, VA€I1} .

2

L'ensemble J = 11 U 12 a méme cardinal que 1'ensemble I et la famille (Bj)je J

définie par :

€1

_ ..
Bj“Ai N...NA, , =11 5

1 1k+1 »!,.o.’].k-*_fl}e]tfl ) BJ.=A.

J ?
est k-disjointe. L'hypothése de récurrence permet de trouver un voisinage ouvert
V de p telque Bj & V pour tout j€J. Il est clair que A, ¢V pour tout
icl.

Il reste a prouver 1'implication ¢ =>a. Soit X un sous-espace de C(K)

- .a<o.

tel qu'il existe un isomorphisme T : cO(I) » X vérifiant HTH HT
Notons (ei)i€I la base canonique de ¢ (1). Soit 0<e<1 telque a(l+e)<2

et posons, pour tout i€T:

£, =Tle,), A= {xeK , ffi(x)f > (HT"1H(1+6))'1}-

~ Puisque ”le > HT—1H"1 , Ai est un ouvert non vide de K, pour tout i€I.
Si xeAiﬂAj , soient . et ocj deux nombres complexes de module 1 tels qué

ocifi(x) = 'fi(x)l et ocjfj(x) = lfj(x) ' . Alors
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1= Hociei + ocjejH > HTHJHO‘ifiJ’“jfj” 2 HTH—1( |fi(x) ’+ Ifj(x) E 2(a(1+£))_1

d'oli a(l+e)= 2, ce qui contredit le choix de € et prouve que les Ai sont deux

2 deux disjoints.

Remarquons que Hé:l ’fi l H < HT” En effet, si x€K et F estune partie
i
finie de I, soit, pour chaque i€F, % un nombre complexe de module 1 tel que
ocifi(x) = If:i(x) , . Alors z ffi(x)] = .2 ocifi(x) < H Eocifi” = HT('E ociei)HS HTH
icr icF icF ick
D'apres la condition ¢ il existe un voisinage ouvert V de p tel que

Aiy‘.' V pour i€l, montrons que KO=K'\V est associé a X. Soit f€X tel

que Hf”: 1, alors f=T( Z aiei) et il existe i €I tel que

i€l
]aio ‘ = “1621 aieiH > HTH'1. Soit x_ € Aio N K, alorsona
HfHKO = 'f_(xo) l > ]aiofio(xo)|— i;é? iaifi(xo) =2 ‘aiofio(xo) ‘- ‘aio l Higl |f_i ‘ H

o

- 1o, lls, 6] - il = il ey - il
[¢] O

> 2(a(1+€))” ' = 1> 0

ce qui montre que KO est associé a X.

REMARQUE 1. Nous ne savons pas s'il est possible d'éliminer la condition
d(x , cO(I)) <2 de 1'assertion (a) du théoréme 5. Par ailleurs, un espace de Banach

X satisfaisant d(X , co(I))< 2 n'est pas forcément isométrique a c O(I). Par

exemple, soit X 1'espace vectoriel Co(N ) muni de la norme
H]' Z ae lH = sup ‘a l +( 2 470 ]a '2)1/2 ; 1'application identité
n=>1 0 n=>1 n=1 n

it X > cO(IN) satisfait ”JH Hj_1l] < 2, mais la boule unité de X est strictement

convexe et X n'est pas isométrique a co((N). Par contre, si K et H sont
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deux ensembles compacts de Hausdorff et d(C(K) , C(H) <2 alors C(K) et C(H)

sont isométriques ( [5 ] , p. 154).

Le théoréme 5 permet d'exhiber des compacts K tels que tout sous-espace
de C(K) isométrique a co(I) ait la propriété P, et des compacts K ol
ceci n'a pas lieu. Rappelons qu'un espace topologique est stonien- si 1’ adhérence
de tout ouvert est ouverte, ou encore, si deux ouverts disjoints ont des adhérences

disjointes.

COROLLAIRE 6. Soit K un compact parfait et stonien. Alors tout

sous-espace de C(K) isométrique a CO(I) a la propriété P.

Démonstration. Soit (Ai) une famille d'ouverts non vides de K,

i€l

deux a deux disjoints, montrons que la condition ¢ du théoréme 5 est satisfaite

pour tout point p&K'. Pour chaque i€I, soit Bi un sous-ensemble ouvernt
non vide de Ai tel que Ei c Ai et Ci un sous-ensemble ouvert non vide de

B; tel que l'ensemble ouvert et fermé D, = Ei\ Ci soit non vide. Si

pe& U §i=B, il suffit de prendre V =K\ B. Si p€eB=(U Ci)U(U Di),
i€l i€l

on pose V= U (_31 si p appartient a cet ouvert, V= U Di sinon.
i€l : i€l

REMARQUE 2. Pour chaque cardinal «, il y a un compact parfait et

stonien K tel que C(K) a un sous-espace isométrique a CO(I), avec II ‘ = Q.
. ) xR . , . N N

En effet, on sait que L ( [0,1]) est isométrique a C(KO), ol K estun
compact parfait et stonien. Considérons la somme topologique de « copies de
KO et soit K le compactifié de Stone-Céch de cette somme. Alors K est un
compact parfait et stonien, et comme il contient « ouverts non vides et disjoints

232, C(K) posséde un sous-espace isométrique a cO(I).
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COROLLAIRE 7. Soit p€K'. Les conditions suivantes sont suffisantes

pour qu'il existe un sous-espace fermé X de c(K), isométrique a Co, tel que

pZP(X) :

(1) p est E;, c 'est-a-dire,admet un systeme fondamental de voisinages
dérombrable.

(2) p est point d'accumulation d'un sous-ensemble dénombrable de points isolés
de K.

En effet, dans les deux cas, il est facile d'exhiber une suite (An)n>1
d'ouverts non vides deux a deux disjoints telle que la condition ¢) du théoréme 5

soit en défaut.

COROLLAIRE 8. Soit K un compact infini satisfaisant a 1'une des
conditions suivantes :
(M K posséde un ouvert métrisable ayant un point d'accumulation
(2) K possede un nombre infini de points isolés.

Alors il existe un sous-espace fermé X de C(K), isométrique a S

telque X & P.

En particulier, si K est un compact infini et clairsemé ou si K est
le compactifié de Stone-Céch BT d'unespace T infini muni de la topologie
discrete, il existe un sous-espace X de C(K) isométrique a (S tel que
X € P. Le corollaire 6 n'est donc pas valable pour des compacts stoniens non

parfaits : BN fournit un contre-exemple.
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IV. CONDITIONS SUFFISANTES POUR QUE TOUT SCUS-ESPACE DE
C(K) DE DENSITE « AIT LA PROPRIETE P,
Etant donné un cardinal «, nous allons exhiber des compacts K tels
que tout sous-espace de densité o« de C(K) (voir Ch.I) ait la propriété P.
Par exemple, si dans 1'assertion ¢ du théoreme 5 nous éliminons la condition que

les ouverts soient deux a deux disjoints, nous obtenons le résultat suivant.

PROPOSITION 9. Soient K un compact infini, p€K' et I unensem-

ble de cardinal infini «. Supposons vérifiée la condition suivante :

c'. Pour toute famille (Ai) d'ouverts non vides de K, il existe

i€l

un voisinage ouvert V de p tel que Ai ¢ V, pour tout i€l.

Alors pour tout sous-espace X de C(K) telque d(X)=a, peEP(X).

Démonstration. Si (fi)i€I est une famille dense d'éléments non nuls de
X, étant donné €> 0, il suffit de poser, pour tout i€l,
A, = JLXEK , lfi(x) ‘ > (1+e)—1llfi|’}. Si V estle voisinage de p fourni par

la condition c¢', on a alors, pour toute fonction f€X, Hf ” < (1+£)Hfllcv.

Voici un cas oli cette proposition s'applique : scit w1 le premier ordinal

non dénombrable et soit K = [ O,w1] 1'ensemble des ordinaux < w muni

1 ’
de la topologie de 1'ordre ; alors w1€P(X) pour tout sous-espace séparable X

de C(K).

COROLLAIRE 10. Soit K un groupe topologique compact infini. Alors

tout sous-espace X de C(K) tel que d(X)< d(C(K)) alapropriété P.

Démonstration. Puisque K est un groupe topologique, il suffit de montrer

que la condition ¢! est vérifiée pour p=e, 1'élément neutre de K, Ilorsque

I estun ensemble de Cardinal d(X). Soit (VJ.)J.€ j unsysteme fondamental
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de voisinages de e, ol J estun ensemble de cardinal d{(C(K)) (pour tout
compact infini, d(C(K)}=w(K), olt w(K) est le plus petit cardinal £ tel
qu'il existe une base d'ouverts de K de ca;‘dinal B [2] ; lorsque K estun
groupécompact, on montre facilement que «(K) est aussi le plus petit cardinal

B tel qu'il existe un systéme fondamental de voisinages de e de cardinal 8).

Etant donnée la famille (Ai)i d'ouverts non vides de K, soit pieAi

€l

et B, = pi-1 Ai’ pour i€l. Alors (Bi)i est une famille de voisinages de

cl
e, donc ilexiste j€J telque B, ;zﬁVj pour tout i€l (car ,I‘ < ‘J , ).
o
Soit W un voisinage symétrique de e tel que WW c Vj , alors A, ‘W
o
pour tout i€I (sinon, il y aurait i,€1 telque B, = pi-1 A < W.Wc VCi ).
o o o o

D'autres exemples de compacts K suffisamment "grands" pour assurer
1'abondance de sous-espaces de C(K) ayant la propriété P sont donnés par la

proposition suivante,

PROPOSITION 11. Soient L un ensemble de cardinal infini 8,

(K ,) une famille de compacts non réduits a un élémentet K= II K,.
2’ eclL. el 2

Alors tout sous-espace X de C(K) telque d(X)< B alapropriété P.

Démonstration. Soit (fi)iel une famille dense d'éléments de X telle

que ’I] =d(X). Pour chaque i€l soit Ji une partie dénombrable de L

telle que fi ne dépend que des coordonnées dans Ji L2_-} . Posons J= U Ji .
i€l

alors ]J l = 'Il < B et toute fonction f de X ne dépend que des coordonnées

dans J. Soit p=(p 8) ecL € K', alors pour tout €O€L\ J et tout voisinage

ouvert Q, de p, dans K, , Q, ;:éKe , le compact
o o o o o

K, = (CQO)X( n KB) est associé & X (avec constante M =1 dans (1),
teLA {2}

K, estune fronticre pour X).
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COROLLAIRE 12, Soit K un produit non dénombrable de compacts non

réduits a un point. Alors tout sous-espace séparable de C(K) a la propriété P.

COROLLAIRE 13. Pour tout espace de Banach E il existe un ensemble
compact K telque C(K) contient un sous-espace isométrique & E, et tel que

tout sous-espace de C(K) isomorphe a E a la propriété P.

Démonstration. Si K, est la boule unité dudual E' de E muni

de la topologie o(E',E), il suffit de plonger isométriquement E dans C(KI;),
ol L estunensemble de cardinal B > d(E). Remarquons que pour assurer que
C(K) a juste un sous-espace isométrique & E ayant la propriété F, il suffit

de plonger E dans C(K1x ’_0,1]).

Quelques probléemes

Les propositions précédentes fournissent des exemples de compacts K
tels que tout sous-espace séparable de C(K) a la propriété P. Peut-on

caractériser les compacts K ayant cette propriété ?

En particulier : existe-t-il un compact stonien tel que tout sous-espace
séparable de C(K) alapropriété P ? Peut-on caractériser les compacts K
dyadiques (c'est-a-dire, il existe un cardinal « et une application surjective et
continue de E), 1]0‘ dans K) tels que tout sous-espace séparable de C(K)

a la propriéité P ?
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