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Séminaire sur les semi-groupes 

et les équations dîévolution 

Orsay 1971-1972 

Exposé de Alain DAMLAMIAN 

"OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES 

ET EQUATIONS D'EVOLUTION" 

I ~ Opérateurs (multivoques)o 

Iol 

Définitionso On dit que t est une multiapplication ou un opérateur 

multivoque de E dans F e de domaine D(t) si et seulement ~i • 

est une application de E à valeurs dans fI'(F) o On identifie toujours 

(ji avec n son graphe te dans E x F et l O on écrit indifféremment i 

ye. •Cx) ou [xey] e:. q, o On définit D(q,) par 

On détinit également l'image de <jl par R(t) = 

c Opérations sur les multiapplicationso 

xe:E 

Par définition 

domaine R(t) et à image 

est une multiapplication de F dans E 

D(t) o Son graphe est le symétrique du 

à 

graphe de t o Si F est un espace vectoriel, on définit de manière 

évidente l'opérateur multivoque À<jll + µt 2 lorsque •i et • 2 sont 

des multiapplications de E dans F • avec la convention suivante : 

r/J + P = r/J pour tout Peq(F) 

0 o r/J = {O} o 

o On appelle section de • toute application univoque y;D(t) •.•➔,,. F 

telle que y (x) ~ cp (x) 9 Y x e. E • 



II• Opérateurs monotones dans un espace de Hilbert H réelQ -
On note la norme et le produit scalaire de ll par lo I et (o;o)o 

2olo Définitionc On dit que A est un opérateur monotone dans H ~ si 

A est une multiapplication de ll dans lui-même et si on a g 

2o2o Définition équivalenteo A est monotone dans H si et seulement 

si i on a, 0 À~ 0 Il [x , ~ y , J e: A • i= 1 e 2 -~ 
l, l, 

( - A est dit dissipatif)o 

E!~2~!~!!:~2~ i elle provient immédiatement de l'égalité 

Corollaireo Si - A est une application 

uaivo~ue contractante pour tout positif défini ~ur son domaineo 

Démonstration g (2o2,5) implique g i=l~2 
==oc,.ia:i œicaocaz 11Z11M:1~c:::,-, 

2o3o Définitiono Un opérateur A est dit maximal monotone s'il est 

maximal parmi les opérateurs monotones, ordonné par li inclusion de leurs 

graphes dans HxH o 

2o4o ~xemples i.Graphes monotones g f g œ -+- m croissante définit un 

opérateur f g x ~ [r(x-).,f(x+)]nlR qui est monotoneo 

• Sur un HiJ.bert H g Si J est une contraction de De H 

alors I-J est monotoneo 



.si A est monotone, il est de "" de -l ')..A { À ~o ) en meme A ® 

de la fermeture de A au ijens des graphes g dans H x Hw ainsi que celle 
~ îx de A danrs; Hw x H b de lffopérateur A défini par = conv Ax 0 , 

.soit A un opérateur multivoque sur H espace de 

Hilberto Soit tke = L2 (0 0 T~H) o Lijopéirateur d; suivant appelé prolonge

ment canonique de A à ;Je 

est monotone sur Jf; dès que A 

est monotone sur H o 

.Si ~ est une fonction convexe socoio propre sur H 0 

~on so"s=différentiel a$ est monotoneo 

Caractérisation des opérateurs maximaux monotoneso 

2o5o Théo:~me de Mintyo ~ H 

éq1-1ivalents g 

un espa~e de Hilbert (réel}a Sont -
flt"t"!i'.t":t"'rlr:r @/ !h"!W QI 

l) A est maximal monotone dans li 

2) JA = (I+ÀA)-l est une ,ç:ontraction partout définie de H pour 
À -tout À, positif ou n u.1 o 

"""""""' 

3) A e :st monotone et il existe À positif teJ. que (I+ÀA) est -ini,rj e et if o 

Pour une démonstration~ voir [2] exposé n°3o 

Exemple duopérateurs maximaux monotones ~ les graphes maximaux monotoneso 

Propriété~ élémentaire~ des opérateurs maximaux monotonesc 

2060 Pro~o~itiono .§i A est maximal monotone 8 le sont au!sj 
~ et l 1 an a A= A= A {fermeture de A dans H )( Hw} donc A -

vale~rs convexes fermées@ et est fermé dans li x liw et Hw x H o -
2oîa ,Pr_o~ositiono D(A} est convexe et y XE: li proj x o 

D(A) 

Démonstration 
===~-..,CIE)---~'IE!l<IIIEI 

Soit A 
XE H f X À = J À X O C : (;: on V D (A) O 

3 y À E AxÀ 



I.4 

Soit 

lier g 

[x
0 

,Y 
0

] E A • on a a.lors 
x-x 

(~ - x
0 

• xÀ -x
0

) ~ O " Donc en parti eu .. 

En majorant les produits scalaires, on voit que jxÀj 

Soit donc À une suite décroissant vers O telle que n 

est bornéo 

XÀ 
n 

Il est clair que car un convexe fermé est faiblement ferméo 

Passant à la limite dans (208) on obtient : 

lxu 12 ~ limjxÀ 12 .:$ (x~xw=xo) + (xu ,xo) 
n 

pour tout x € D (A) 
0 

et par continuité et convexité pour tout 

est,!.! projection de x sur C t donc 

dans (208) on obtient 

x ...: C o Ceci montre que 
0 

-. x ~ o Faisons alors 
À~O 

x' 

! 1
2 . 1 ! 2 lim sup xÀ ~ xu duoù la convergence forte de x>.. 

vers x u o 

Mais a.lors comme x>..e:D(A) 9 .xue:.D(A) et donc C=D(A) o 

Notation: Si C est un convexe fermét c0 représente la projection 

de O sur C et 

Définitiono On note A0 1uopérateur x 1---+- (Ax) 0 défini sur D(A) o 

2a9o Luapprosimation Yosidao 

à A la famille résolvante 
l 

A À = ! ( I-J À) o 

Ainsi que dans le cas linéaire on associe 

JÀ et 1uapproximation Yosida 

LGéquation résolvante est remplacée par 

2ol0o fropositiono Q.!L! 

i) A,._ C AJ À 

ii) est maximal monotone univoque, libahitzien de rappor1 1/>.. 

iii) pour positifs 



Io5 

i v ) V x € D (A) • Ù O ->- 1 A À x I f I A 
O 

x I et A À x -+- A 
O 

x 

v) V xw4: D(A) 1 IAi\xj f +<» (f4(o) c 

Démonstration i i) i=1.2 ,.;;on a x. = z.+Ày. avec [z.,y.]E.A par 
-~-----~----- 1 1 1 1 1 

définition de donc y. = A x. EAZ. 
l. À 1 1 

Comme AÀ.xi e:. AJÀxi 9 et que A est monotone on a 

d 0 où lx 1-x 2 j ~ ÀIAÀx1 -AÀx 2 1 o Donc AÀ est lipchitzien de rapport 1/À 

AÀ est monotone car I-JÀ 1°esto 

Enfin AÀ est maximal monotone car pour y dans H on peut résoudre 

(I+AAÀ)x =y~> 2x-JÀx = y c En effet ceci revient à dire que x est 

point fixe de l 9 application qui est une contraction 

existe donc et est uniqueo de H de constante de lipschitz l, • 
2 ,P 

X 

iii) est évident car [xey] €. AÀ <f'--<> [x-ÀYaYJ e: A o 

i V ) S i X € D ( A ) 0 n a A À X ê AJ À X d On C 

(A
0

x-AÀx,x-J Àx) >,, 0 d 0 où puisque x-J Àx = ÀAÀx g 

1 A À x 1 
2 ~ ( A 

O 
x 9 A À x ) et I A À x 1 ~ 1 A 

O 
x 1 = d Ax I o 

Substituant Aµ à A on a VxeH jAÀ+µxl ~ jAµxj 0 V A0 µ>0 9 

{donc !AÀxl est décroissante en À et convergente dès qu'elle est 

majorée) et IAÀ+µx1
2 ~ (Aµx,AÀ+µx) • donc 

En conséquence si jAÀxl est majorée {AÀx} est de Cauchy et donc 

convergente vers un élément y o Mais 

x - J Àx = AAÀ.x --+- 0 donc J Àx --;... x 

A À X e:. AJ À X -.- y 

et comme A est fermé [x,y] e: A • xeD(A) , ye;. Ax o 

Mais alors implique 0 
Y : A X 0 



2ollo Propositiono fil Int(conv D(A)) ::J cf;, on a 

l} Int D(A) = Int D(A) = Int(conv D(A)) ::J (/J 

2) A est borné sur tout compact de Int D (A) • 

Ce résultat valide dans le cas général est démontré pour dim H <+œ e 

Démonstration ~ 1) Soit C = conv D(A) = D(A) et C w = Int C Q 

Mel------------On :suppose donc C' .; (/J C Montrons que Ci c. D(A) t Soit en effet Xe C 8 a 

Si A>,.X est borné• 
~ 

xaD(A) o Supposons donc YÀ = AÀx non borné et 
YÀ 

1 z l soit À une suite telle que ~ ~ z t n jy À 1 
n 

Montrons que z=O pour aboutir à une impossibilité ~ 

Soit o Comme 

XW 
À 

......,_ Xi -..+,- X lorsque À (par 2olO)o On a 

y À e-. AxÀ o Donc : 

faisons À= À et passons à la limite n on obtient 

(z 0 x-x 0 ) ~ 0 e Passons à la limite µ --!>- 0 o µ 

(z 9 x-x') ~ 0 o Ceci a lieu pour tout xve. c 0 o 

Mais comme cw est ouvert, il existe un t>O tel que x+tz e: cw o 

On en déduit avec xQ = x+tz 

(z 9 -tz) ~ 0 d 0 où z=O o 

Ceci démontre que I11t D(A) c. D(Â) c D(A) et donc Int D(A) = Int D(A) 

est convexe comme intérieur d'un convexeo 

du point x
0 

X 
n 

2) Supposons que A n~est pas borné· au voisinage 

intérieur à D(A) : il existe [x ~y Je: A tels que n n 

on a 

--+-- +a> 

X -X)),:,. Ü 
n 

--+- z avec 

et à la limite 

1 z 1 = l o 

( Z ~ X -X)'?:, 0 o 
0 

Comme précédemment on en déduit z=O 8 dvoù l'absurditém 

~pplicatione Majoration de pour x E. D(A) : 

Si est borné par M sur une boule on a 



Passant au supremum du membre de gauche, lorsque u varie dans 

B(x 9 p) on obtient 
0 . 

III - Résolutions dwéquations d 0 évolution associée à des op,rateurs 

maximaux monotones. 

On veut résoudre ici liéquation du dt + Au 3 f ( I ) au sens suivant 

La fonction u continue sur [o,TJ est solution forte de (I) s,seio 

a) u est absolument continue sur tout compact de ]OtT[ et donc 

presque partout différentiable sur Jo,T [ 

b) u(t)r;;D(A) pour ~resque tout t de Jo,T[ 

c) ff Ct) + Au(t) .3 f(t) pour presque tout t de Jo,T[ o . 

.l On notera. ~ l 0 opérateur multivoque "solution forte" de L (O,T;ij) 

à valeurs dans c.e ( [o, TJ iH) o On notera ~ l O opérateur dont le graph~ 

est l O adhérence de celui de gr 9 on appellera ~ l O opérateur "sol uti .. on 

faible" c 0 est-à-dire [r~u] E:~ se dira g u est solution faible de (IJ 

associée à f. 

~ropriétés des solutions fort~ et faible 

3olo Proposition, ê.f. (f,u] et - Is,v] sont dans ~ ou ~ - on a 

t 
1 u ( t )-v ( t ) 1 ~ 1 u ( s )-v ( s ) 1 + J s i f ( a )- g ( a ) 1 da 

• V [x.y]eA <> 

Démcinstration g Il suffit de vérifier. ces relations pour 'Y • elles !Zllarlc.).:1_.., _____ _..., 

passent à gr par continuité, il surfit également de les vérifier pour 

Ocs~t<T par continuitéo La fonction \u-vl 2 est absolument continue e~ 

l 0 on a 



par la monotonie de 

On en tire â 

A C 

d 0 où on déduit i)o L 9 inêgalité ii) sijobtient à partir de (3ol5) avec 

v~x=ate e g~y , la premiire inégalité de ii) étant élêmentaireo 

3o2o Corollairac !li a unicité de la solution forte (res;po faiblel 
l associée à une fonction f de L (0 1 T,H) avec condition initiale -

impçséeo 

Démontrons lQexistence de solutions forteso 

forte unique de * + Au::, f ~ u(O} = u
0 

o Plus prêci:sém~et 

caractérisée par 

ii) u(t) est lipschitzienne sur [o.TJ 
iii) u est dérivable à droite sur (OzT[ 
iv) 

v) 

-¾r(t) + Au(t) .3f(t) 

u(O) = u 0 C 

De plus on a 

ROUr presque tou~ 

u est -

Dêmon st rat ion 
Œao ____ ..:,_,~-----

Soit At= A-f{t) qui est aussi ma~imal monotone 

(At)À = AÀ(t) = f<r-J1) (à ne pas coni'ondre avec 

dijailleurs pas utilisé par la suite)Q 

Alors AÀ(t) est continu en x et t • lipchitzien en x Qe rapport 

1/À (et maximal monotone) â en effet on a 

t JÀx = JÀ(x+Àf(t)) et 

AÀ(t)x = AÀ (x+Àf(t)) - f(t) ~ 



On peut donc par la théorie classique trouver uÀ de classe c1 

duÀ 
solution de dt+ AÀ (t)u,. (t) = O • u,. (0) = u

0 
o Remarquons que 

dvÀ 
vÀ(t) = uÀ(t)+Àf(t) est solution\de W + AÀvÀ • f(t) + ).f'Y(t) 1 

= U + Àf ( 0) e 
0 

a) Majoration des on a 

x !uÀ (t+h)-uÀ (t) 1 

~ - ½luÀ(t+h)-uÀ(t)l
2 

+ r(luÀ(t+h)-uÀ(t)l+).lf(t+h)-r(t)I) luÀ(t+h) 

On en déduit O~s<t~T-h 

t 
luÀ (t+h)-uÀ (t) I ~ luÀ (s+h)-uÀ (s) l + Js lr(a+h)-f(cd I d'o 

(30391) 
duÀ duÀ Jt 

lërt(t)I~ l~(s)I + slfff{cr)l da ~ 

duÀ duÀ t 
Conclusion tE:[O,T] -} l!t(t>I ~ lërt(O) 1 + f

0

1r~(<r>I der o 

Or l(Au -r(o)) 0 j 
0 

par 2cl0e(iv) 1 donc 



b) Convergence dans 

On a 

2 
L (O,T;H) 

I,10 

des dérivées 

Ce dernier terme est négatif ou nul par la monotonie de AÀ(t) • d9nc 

- µA ( t ) u ( t ) ) , 
µ µ 

l L I u < t ) -u ( t > 1 
2 

,,::: - ( u µv ( t > -u ~ ( t ) • µ uµî < t ) - À u ~ < t > ) o 

2 dt À µ "" /\ /\ 

Or (u~-uI 1 µu~-;\uI) = µlu~l
2 

+ ;\luÀl
2 

- (;\+µ)(u~ 1 uÀ) 

= )J;Àlu~l
2 

+ x;Hlu~l
2 

+ À;JJ(ju~l
2

+lui1
2

·4 2(ü~,cu1)) 

= µ~À (lu~l
2

-lu;_l
2

) + À;µ l~-uÀl
2 

Intégrant sur [o,tJ ton obtient ~ 

A fortiori pour (;\~µ) 

De (303 9 3) on déduit en prenant t = T 

!uI! 2 est une fonction décroissante en À (qui croît 
2 

L (O,TiH) 

loi:sque À\0) et majorée par c2
T t donc convergente lorsque À ',.i.O, o 



Ioll 

juo-u' 12 ~ ~llu'l 2 
- 1u;_1

2 1 ,< 1 luff 12 - 1 u~ 1
2 

1 µ À 2 À+µ µ 2 L2 µ 2 
L2 L L L 

donc uü 2 a+ 
À 

est convergente dans L (O,T;H) lorsque À tend vers 

~oit w(t) sa limiteo 

c) Convergence des uÀ t 

Il est clair que uÀ(t) -- uo + Jto uÀ(cr) d~ converge alors unifor-

roêment (voir 3~3 04) 
t 

u +J w(cr) 
0 0 

vers une fonction u qui vérifie 

do- o Donc u est PDPo dérivable de dérivée w o 

00 

Par ailleurs comme 1.es u~ sont bornées par C dans L • il est 

clair que u est lipschitz.ienne de constante in~érieure ou égale A C $ 

En extrayant une sous-suite À • on a w (t) = U O ( t) = lim uî 
n À 

P•P 0 n 

Pl.açons-nous en un point t où u w ( t) = lim UW ( t) 0 
À 

n 
On a. 

De plus - u 0 (t) = A (t) 
À À 

converge vers 
n n 

Donc, comme le graphe de At est fermé (puisque demi-fermé)• 

t - u 0 (t) E A u(t) cwest-i-dire que pour presque tout t 

on a 

n(t) + At u(t) 3 0 ou * + Au(t) 3 f(t) o 

Par ailleurs on a )AÀ (t)uÀ (t)l~c • V té [o.T] • V À>O (3o3t-I) et 

juA{t)-u(t11 ~ ÀC
2 T (~.3.4). Comme A 1 est lipchitzien de rapport 

(2ol0oii)c) on a 

( t) 

l 
T 

1 

Donc par 2.lOoiv et v)• on a .ü(t)'eD(At'J • \;/'te. (O,T) 0 c'est-à-dire 
;, 

u(t) e:.D(A) & 

G 



Iol2 

d) Propriété de la dérivée à droite de u o 

Soit s tel que ¾t(s) + Au(s)3f(s) ait lieu. et soit Y€-Au(s} 0 

la proposition 3oloi) donne avec v(t) E u(s) • g(t): y 

t 
ju(t)-u(s) 1 ~ jsif(o}-yjda I d 0 où 

1 ¾r ( s ) 1 ~ i f ( s ) -y I V Y € Au ( s ) don c 

l¾r(s)! .$ j(r(s)-Au(s)) 0 1 o Or ¾r<s)e.:Au(s)-r(s) 

don~ * ( s ) = ( f ( s ) -Au ( s ) ) o p o p o [ 0 1 T] o 

Par suite u( t )-u( s) = J: ( f (a )-Au (a) )
0 

da et pour montrer que V t e: [o, T [ 

existe et satisfait à il suffit 

de montrer la continuité à droite de 

(Au(t )-f(t) )
0 

fqui est majoré par C). 

Soit alors y un point limite faible de (Au(t)-f(t)) 0 lorsque t\o 

comme u(t) -+ u
0 0 par la demi fermeture de A on a 

y E. Au - f ( 0) • donc 
0 

t 
1 u À ( t ) 1 ~ i ,A 

O 
( 0 ) u 

O 
1 + J I f O 

( cd l da e 

t t O 
Or -ui(t) = AÀ(t)uÀ(t} g A JÀuÀ(t) o 

Lorsque À\o comme J1uÀ (t) --+- u(t) on en déduit (toujours par la 

demi fermeture de At) que 

j(Atu(t) 0 ! ~ limju~(t)j ~ j(Au -f(0)) 0 j 
À~O A 0 

t 
+ J

O 

I f O 
( a ) j do o 

Faisant alors t\o on obtient 

1 im I A~ { t ) i -$ 1 (Au - f ( 0 ) ) o j o 

t~o 0 

Tout point limite faible y de (Au(t)-f(t)) 0 satisfait donc 

111 ~ j(Au -f(0)) 0 ! o Comparant à 3o3t5 on voit que y est unique égal 
0 

à (Au -f(0)) 0 et que la convergence a lieu dans H fort donc 
~ 0 

d"tu(O) = (f(O)-Au ) 0 
o Par translation à droite et unicité on déduit la 

a o 



Iol3 

relation pour t quelconque de celle pour t=O o 

Jaible unique de 

Démonstration g Il suffit dijappliquer le théorème 3o3 en remarquant 

que-·;(~}-~::;-~ense dans D(A) 5 w1
®
1 (0 0 T;H) dense dans L1 (0 1 T;H) 

et que par 3oloi) appliqué avec s=O I la convergence des conditions 

initia.les et des SEH:;onds membres de llléqua.tion Tt+ Au 3f implique 

la convergence des solutions forteso 

3o5o fropositionô ,,ê,! A0 x est borné par M sur la. boul: B(x 00 p) 

toute solution faible de p) est à variations bornées o ·-,ne manière plus 

12réaise si [u.,r] G. 5" 9 on a pour O-$s~t~T 

t t 
~ PJ !r(a)+Mjdo + J !u(o)-x 1 <ir(a}j+M) do 

0 S O 

+ ½ [ 1 u ( 0 )-x o 12 - 1 u CO )-x o i 2] • 

Démonstration g Il suffit de démontrer la proposition pour [u 0 f] 
i.tl Oô ~ _, œci Olllt) Cll0.., _, caEl _, =..., 

dans 5ï' 3 s=O ; mais a.loris f - ~ e:. Au(t) presque partout et par dt 
(2ol2) on a g 

d ll,...u' 1 3 6' _, \ ô /JO 

Par 3oloi) on a 

t 
!u(t)-x

0
! ~ !u(O)-x

0
j + J

0 

(!f(s)!+M) ds duoù avec 

v,,([otT]) ~ (lirH1+MT) + lju(o)-x !<llr!l +MT)+ 1(!1rll +MT)2 
~ p O -1 p i 

+ L2 (!u(O)-x i2 
= !u(T)-x 1

2
) o 

P O 0 



IV - Identité entre les solutions faibles et les solutions fortes en 

dimension finieo 

Nous allons démontrer le théorème suivant 

4olo Théorèmeo il H est de dimension finie® A maximal monotone• 

1~opêrateur o/ admet un J!a~he fermé dans 

Il s 0 agit donc de montrer qu 0 une solution faible est forte pour (I} 

avec u e. D(A} o 
0 

4o2o RemarW}eo On peut toujours se ramener au cas Int D(A) #, \jj o 

Soit en effet H1 le sous=espace affine fermé engendré par D(A} ~ 

et projettant 1°équation du dt + Au"" f sur et 

Or, il est aisé de voir par la maximalité et la monotonie de A 
J. 

que Ax + B1 = Ax o Donc la deuxième équation eat identiquement vérifiée 

dans 

est trivialement maximai monotone dans (considéré comme identifié 

à son espace vectoriel des translations)o 

On est alors ramené au cas Int(D(A)) ~ ~ d 0 après 2oll car 

Int(conv D(A)) f ~ (Intérieur relatif d~un convexe non vide)o Donc 

en particulier A est borné sur tout compact de Int {D(A)) o 

Pour préciser cette majoration 9 on utilise le lemme suivant dû à 

Pho Benilan g 

4o3o &:mme gêomé~riqueo .ê2,il H un espace de Hilbert réel_d! dimension 

finie 9 C un ouvert convexe non vide de H • .!! K ~n comRa:t de Co 

Il existe alors k>O tel que l von a V x e. K , ] r; E- C 

i) dist(r;tac) ~ kjx-r;I 

ii) t/ z€-ë iz~r;:12 
= lx-r;i

2 ~ !z~xi2 
(ou de !!niè:,:e équ~valente 

(z-xt i;-x) ~ 0) o 



I.15 

Démonstration g Soit x dans C • on désigne par rx le cône de 

sommet x défini par (z-x,z;-x) ~ 0 pour tout z de C 9 c 0 est-à-dire 

1°ensemble des r; vérifiant la condition ii). x-rx est le cône 

~onju.gué à C et C en x o 

On va montrer 

il en résultera~ puisque la fonction 

g,ue k = 

Pour simplifier la démonstration de (4&3i5) on prend x=O fixé 

dans C o Soit C = 
l 

cône engendré par C 

Il est immédiat que si t est fixé dans C • on a 

~ dist(tç 1 ac) 
t t e:.Jo,1] 

en x=O o 

par la convexité de C 0 donc t est décroissante en 

D 0 autre part par homothétie de rapport t on voit que 

donc et par suite lim çiist(t, 1 a,gl 
t\o t 

existe 

et est inférieure ou égale à dist(r;tac) o Mais 1 9 inêgalitê inverse a 

lieu 

Soit 

dans Ü.).C 
À-~1 

en effet p <dist(i;,ac
1

) 1 B(r;,p) boule fermée est incluse 

= c
1 1 et est compacte, donc il existe ).. 0 ➔1 tel que 

B(teP)C À C 
0 

et donc dist(,; 1 11.ac}~p 
0 • 

mais alors dist(f-,ac) ~ 'r et 

en dê finit ive 

sup 
l;E:C 

( re sp C n r ) 
0 

0 0 

sup 
l;E:Cl 

re sp ( c
1 
n r 

O
) 

dist(,;.acl.) 

-m 

to 
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On est ainsi ramené à prendre pour C un cône ouvert de sommet O c 

-r est le cône conjugué de C et lijon veut montrer 
0 

dist(i:;Qac) 
sup ------ -- = 
i;; €-C 1 1'; 1 

sup 
1;€.C nr 

0 

dist(ç 8 ac) 
0 

1 r; 1 

Soit z; e:- C , 1; 
0 

s a pro j e c t ion sur r 
O 

o r;- z; 
0 

e s t dan s - C qui e s t le 

cône conj uguê de +r ; donc 
0 

soit finalement z; E- C t"ll' o On a évidemment ! ~o I ~ 1 z; 1 ~ 
0 0 

On va montrer pour achever la démonstration que 

Soit p < dist(ç.ac) ; la boule B(r; 9 p) cc , donc 

avec 

donc B(1,; ,p)cc donc dist(r; 0 ac)~p o 
0 0 

4o4~ Majoration portant sur les solutions faibles de (I}~ 

Appliquons le lemme 4o3 avec C = Int D(A) 9 K = u( [o 0 T]) 11 

x = u(t) o Il existe alors k>O e tel que 

te:: [o • T] ~ ) r;t e:. C vérifiant 

la boule B(r;t,pt) c Int D(A) et par (2oll)., A 

cette borne, Utilisons alors (3.6)0 On obtient 

y est borné 1, soit Mt 

t t 
( 4 o 7 ) Pt I u ( t )-u ( s ) I ~ pt l/ i f ( a ) 1 + Mt ) da + J s (1 u ( a ) - r; t I H I f ( a ) 1 + Mt ) da 

+ ½(lu(s)-çtl
2

-ju(t)-r;tj
2

) o 
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Or par (4o5) avec z = u(s) on obtient 

t t 
u~o8) Ptlu(t)-u(s)!-$ ptJS(if(cr)l+Mt)dcr + J/lu(cr)-r;tlHif(a)i+Mt)da 

+ ½ ju(s)-u(t)l
2 

o 

Par la ~ontinuité de u • il existe ôt tel que 

he.[Ozl\[ -) lu(t)-u(t-h)I ~ pt et 

par (408) V se:-]t6.ôt 8 t] • 

( 4 , 9 ) ½ P t I u ( t ) - u ( s ) k p t J: (1 f ( o ) +Mt ) do + J: 1 u ( o ) - s t 1 (Ir ( a )!+ Mt ) do , 

Puisque ¾!u(t)-~tl~ pt 9 par (4o5) on a 

dans (4o9) après simplification par 

hollo Pr9positio:qo Sou!S leJS ©onditions précédentes u est absolument 

~~inue :inu' [oeT] o 

E~~2~!~!!!~~~ g Si on montre que u est s~alairement absolument 

continuet comme u est à variations bornées par (3~5) 0 absolument 

©ontinue sur [OtT] par un résultat de 1wexposé n°1 (diailleurs comme 

dim H <+cc e scalairement AbStCOntinue et Abs,ocontinu sont équivalents) 

Montrons en effet que u est scalairement absolument continue~ 

soient W5H ~ lwi=l et g(t) = (u(t),w) - K J:lf(cr)!do o 

Pour K = l+k
1 

g satisfait à 



4al3o Lemmeo !i, g€. VB([0 9 T] satisfait à (4ol2) alors V te: [O~T] 

g{t)-g(O) ~ J: g'(a) do 

~ g 0 est la dérivée ponctuelleo 

E~~2::!~!~~!~~ i Si g ,s VB [o • T] on sa.i t que g O e. L 
1 [o e T] 0 et 

est définie presque partoute Il suffit de prouver le lemme pour 

Soit égale 

partouti donc f est mesurable et intégrableo 

Il existe alors par le théorème de Vitali-Caratheodory~ pour tout 

e;>O I une fonction f 
E: 

semi-continue inférieurement telle que f~f 

T ·T 
et JO fe;(t) dt~ JO f(t) dt+ 

Mais la fonction $ (t) = 
€ 

vérifie partout 

donc on a pour tout te:: JO~ T] 

t 
g ( t ) - J f ( a ) do 

0 e; 

car f 
€ 

qui est continue 

est iS o <Cl.9 i o t 

e; 

_ $ (t)-$ (t=h) 
lim & h e; ~ rv(t) - f (t) ~ 0 z donc par le théorème de~ 
h\o & 

accroissements finis 

<j>(T) - <I> ( 0) ~ 0 c O est-à-dire 

T T 
g{°T) = g(O) ~ J

0
f(t) dt + e; = JOgW(t) dt + & ô 

Ceci s.yant lieu pour tout e;>O ê on a donc 

T 
g(T) - g(O) ~ J g 0 (t)dt O 

0 t 
Appliquons ce lemme à g(t) = (u(t) 9 w) - K j

0 
f(o) da 

g O 
( t ) = c:~ ( t) 9 w) - K l f ( t) 1 et don C 

( u ( t ) - u ( O ) , w ) .,; f: K \. f ( a ) 1 da + J :S • ( a ) da ~ J: ( fr ( a ) , w ) da = ( J: fr { a ) do , w ) , 
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Remplaçant w par -w on obtient l'inégalité renversée, dona 

J
t d 

(u(t)-u(0) 0w) = 
0 

(a:r(a),w)da I donc u est scalairement absolument 

~ontinueo 

La proposition suivante achève la démonstration du théorème 4olo 

4ol4 Propositiono Une solution faible absolument continue est solution 

f'orteo 

l Jt+h tel que lim h f(a)da = f(t) 
h\o t 

(on sait que ceci a lieu presque partout par le théorème de Lebesgue)o 

Soit a= ~(t) o On a (proposition 3.1.i)) dt 

t+h 
(u(t+h)-u(t) 9 u(t)-x) ~ Jt (f(~)-y),u(a)-x) 

Divisons par h et faisons h\O o On obtient 

Par suite [u(t) 9 f(t)-a] e:. A (par la maximalité de A) et don~ 

u(t)eD(A) 1 f(t)-ae:Au(t) • ceci s~exprime par u(t)'e-D(A) et 

du 
dt(t) + Au(t) 3 f(t) pour presque tout t • donc u est solution forte 

de 
du dt + Au 3 f o 
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Exposé de .r eah-Pierre ROTH 

'
0 0PERATEURS DISSIPATIFS INVARIANTS PAR TRANSLATION" 

I = Théorème de GodementePlancherelo 

Préliminaires g 

IIol 

Dé:f':initiono Une algèbre stellaire A est une algèbre de Bana@h l!!ïur œ 
l!l'HJ\nie d 0 une involution x -+ x• telle qu 0 on ait lixf = !lxx 4 il pour 

tout x e:: A (on :rappèÎle qu" une involution sur A est @ar!Hl@térii!!iée 

par les relations 

Exemileo E espace de Hilbert sur ~ •A= ~(E) est une algèbre l!!ïtel

laire pour u ~ u* (opérateur adjoint de u) o 

Définitiono xeA est hermitien si x = x*o 

Théorème de Gelfand-Neumarko Soit A une algèbre stellaire commutative 

awe@ élément unité e, 0 o 

Le spectre Sp A (ensemble des caractères de A) est comp~cto 

L 0 applic:ation ~ q.!li.J à tout ~lément x«.A 0 runo@ie la.fonction 

X ~ -x(x) continue sur Sp A Il est un isomorphisme i[ilamétrique de A 

!u_r ~(Sp A) tel que 9 p,our tout x €. A on ait _<g~* = ~x o 

Pour la démonstration, afo Dieudonn, = Eléments d 0 analy:se~ tome 2 0 Po304 

au Bourbaki= Théorie:s spec:trales 0 ahapoI et II~ po6îo 
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Définitiono Une algèbre unitaire A est une algèbre A sur ~ (en 
ilill1LLl.Si.d'HtiT 

général :sans élément unité Y) munie d~une involution x _,..,, x* et 

d 0 un produit scalaire (XzY} (non nécessairement séparé) vérifiant les 

axiome!!! g 

3) les sommes finies 

Dans @e qui suit 0 on supposera A commutativeo 

Un @aractère de A est un homomorphisme ~ de A sur œ tel que 

V XE:A, l~(x)j" liL(x)i! o 

t est dit hermitien si V x e:: A, dx*) = dx) o 

L 0 ensemble Z des cara@tères hermitiens sur A 0 muni de la topologie 

faiblei est un espace localement compact 

Théorème de Godement~Plancherelo Soit A une algèbre unitaire @ommu

!~tiveo I} existe un sous~espace S de Z dont l~adhéren~e dans ~A 

li S 22;! $ U{O} 9 et une mesure positive uniqu: m !i\Ulr 8 tels g,ue 

.les fo11u:::tions x g S -+ 0:: forment un ensemble partout den$e de 

~
2 (S~dm) et vérifient 

V x ~ y e:. A , ( x ~ y ) = J x ( i; ) y ( t ) dm ( i; ) o 

J?e .El_~!:! {xls0 xe:A} est J?S.rtout dense dans ~o(S) O 

Démonstration g On se placera dans le cas où (o~o) est séparé C@e qui ..,= =<ICl<!ŒJ,::;!C;)C,GIC')c;)(Œ'.)ctl=ei 

suffira pour la suite)~ Lorsque (0 8 0) n 9 est pas séparé 0 on prend le 

quotient de A par 1 8 idéal des se: A tels que (s 0s) • 0 o 

Soit H 1°espace de Hi2bert complété de 1 9 espace préhi1bertien A o 

L(x) g A -+ A se prolonge continûment en U(x) g H ~ H 

Soit C\l = {U(x), X€A}:i(H) 

'li,, est une algèbre commutative 9 fermée dans ~(11) 

~ est autoadjointe, en effet on a g 

et 
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Dona U(x) se prolonge continûment à, 'l.L o 

Soit â" = "U. + a: IdH ~ c,t; est une algèbre commutative 0 a.utoadjointe 11 

fermffi,e~ ·dans ~(H) ( car 0:: IdH est de d:inren sion f i:nie) 0 avec élément 

unité ~ est dona une algèbre stellaire, commutative~ avea élément 

unitéo 

On notera ~ot lgisomorphisme de Gelfand-Neuma.rk de of. sur ce'(Sp A) o 

a) Lija.pplica.tion x a--+- U(x) est un morphisme d 0 a.lgèbre involutive 

de A dans à~ U est injective , en effet 

soit x tel que U(x) = 0 alors V Yé A, xy = 0 

V y ® z e: A , ( x e y z ) = ( xy * s z ) = 0 

aomme 1°ensemble des yz est total dans A 0 on a x • 0 o 

b) Si x est un aaraatère de ~ ® xo U est un aaraatère hermitien 

de A (s 0 il n°est pas nul) et on a 

1 x o u < x > 1 = 1 x c u < x n i ~ u u < x > il = 11 1i < x > il o 

On notera A 1°a.pplication t. ~ ~ 0U de Sp et dans z u•to! 
A est inJective 0 soient en effet X et X o e: Sp d; vérifia.nt 0 

xcU = X o -0 U Q X et Xo aoïnaident sur les U(x-) dona sur 'U e et 

on a X ( IdH) = xo(rdH) = l il don a X = X u • 

0 

A est continue (a 0 est évident); soit s 0 = A(Sp c.:it) ~ A est un homéo-

morphisme de Sp d; sur s 0 o On en déduit un isomorphisme r de 

~ ( Sp .t) sur ce' ( S O ) o 

a) et b) se résument dans le diagramme suivant g 

Jt: ~et 

uj '\, 

A ~A . 
-.aDœci~c, ciao«m~ao+ 

(x 

~ ( Sp (:k) 

"I, lr 
'6'( s Q ) 

:! SV) 

le diagramme est ~ommutatif 

(vérification purement formelle) 

Lorsque s~ contient O on a x(O) = 0 o 

Notons s = s 0 ,{0} o On a <gA (A) c ce
0 

(S) 

{U(x) + À IdH /x e:-A} est partout dense dans c..t 

donc: {~,éU(x)) + A /xe:.A} est partout den:ae dans ~(Sp d.) 

doxu:: {r(~ot;(U(x))) + À /xsA} est partout dense dans te(S 0 ) 

donc {~lso + À /xe; A} est partout dense dans ~(s 0 ) • 



D~ux cas se présentent g 

ou bien 9 IdH .s: U I alors les constantes adhèrent à {x 16 q} et on a la 

densité des xis dans <e(s) (S=S 0
) i 

ou bien 9 IdH $ U , alors U est un hyperplan fermé et un idéal de J 
donc un idéal maximale Il existe alors ~ € Sp cït sijannulant 

0 

sur 41.L 9 donc O e: S Q o 

On a encore la d:nsité des xjs dans c:e
0

(S) {Sv= SU{O}} 

Dans tous les cas g les xis forment un ensemble partout dense dans 

<t'
0

{S) o 

Notons [B] la sous-algèbre dense de A engendrée (algébriquement) 

par la partie B = {ye: Al]Y 1 ,y 2 e: A Y = Y
1

Y2 } 

Soit est bien définie et est continuet @ar on a 

j(xgy)j = !(xi)Y1Y2>i = !(xy;:,Y2>I = i(L(xHy~)0Y2>i~!iLL1d!rnY1liUY2il 

il { X O y) 1 ~ Il y l 1111 y 21! li i Il.,.. 

donc V y ê. [B] -" (xay) est définie et continue o xis ~ 

Fixons y e [B] . il existe une mesure bornée t 

qu~ 
V x e:. A, (xgy) = jx<r;> dm ( r;) 

y 

V X0Y E: [B], r/ z e.. A, J S z i dm y = <zx,y> = <zy* 0 x*> 

,,. 
Les z!s sont denses dans ce c s > t on a donc 

(1) V X;Y €: [B], /' 

Soit n = {r; €- s 0 Sè:(r;) 
X 

dm est concentrée sur 
X 

X dm y 

;. O} 

Sl 
X 

dm 

0 

:;;: 
= y dm 

X 

; en effet 

J -r,. 
dm 0 - X = 0 

X s,~ y 
X 

dm y 

= Jsz 

{y ! Y e: [B]} :> {z
1 
z

2 
,1 z 1 et z 2 e: A} qui est dense da.ns 

iQ;a.lcul f'acile à partir de la densité de {z Ize: A} dans 

Donc dm est portée par Sl o 

l!i!Ul" s telle 

:;:::: 
y dmx ,. o 

(petit 

X X dm /Sl 

D0 après (1) les mesures ~/Ox vérifient la ~ondition de recolle= 
X 

mento Les Sl recouvrant Sa on peut recoller en une mesure dm sur So 
X 
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V r ~ A 

On a x e. lB J ., d.mx = x dm I en effet les deux membres sont des mesures 

port~es par g et elles co!ncident 
X 

Donc VxE.[B]t Sêe~1
(S,dm) o 

Donc: 1/yE-A ~ yE:':f2 (Sadm) o 

On a. don© g 

sur S'l 
X 

V x e. A , V y € [B J , ( x I y } = J x "§ dm o 

Il nous restera à étendre cette formule au @as x e: A et y e A o 

dm e 19\ t I?O :si t ive g V x ~ y e: A { xy I xy ) = J ! y ~ 2 jSèj 2 
d~ ~ 0 ô 

z &tant fixé~ lil 2
dm est une mesure bornéeo D6 apr~, la densité des 

jyj 2 dans 't?
0

(S 111R) (f'ae;ile à montrer) on voit que V xsA, jij 2 dm 

e ~t. 1,me ·11re-s:ure positive o D~ après la den si té des i xi 2 dans ~o { S ~IR) 

on voit que dm est positiveo 

A 2 Spit Fe::Ji,(S) les X pour xsB sont denses dan~ rJl (Sedm} 0 0 
0 0 --

e:Jt:iste élément 
;,. ~.,.. ,e qui se annule Su.pp F un u "' X o X o ne pa, &BU' 

l, :!., 
1. 

don@ il existe Géjt(S) tel que F :: GÛ. 0 

Or il existe y e:. A tel que 
. 2 

d<ei ~ ( S ~ dm ) o 

Donc J!F(x}=û(x)f{x)i 2 dm{x) 

dm est unisue g a 1 est une conséquence de la den:sitlo 

Prolonsement de la formule (2) g Soit 

d 1 élément:s {y }~[B] convergeant vers 
n 

y e: A 9 il exi :ste une sui te 

dans A o La tS'llli te 

f :salimiteoPourtout x«A ona 

(x 9 y) = fx f dm o 

il 

~ 

norme 

D 6 autre part pour tout xeB on a (xliy} = Jx y dm,, comme {x!xe:.B} 

est dense dans ~
2 

(S~dm) on a 

f = y 

finalement on a bien 

Biblio~ra;Ehie g 
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Introductiono Soit G 

~s-~ d(s- 1 )) c Soit 

deux mesures sur Go 

un groupe localement compact unimodulaire 

K sous-groupe compact de Go Soient µ et 

On définit la convolée de µ et v 0 quand elle existe 0 par 

Si f et g sont des fonctions 9 on a en particulier 

f ~ g(x) = j
0

f(y- 1 x) g(y} dy o 

\)1 

On a aussi f 'Ife. (x) = f(s- 1 x) ~ On a les notions dvinvariance à droite~ 
s 

à gauaheg de biinvariance par les éléments de Ko 

Si ~ est un espace de fonction~ pu de mesures sur G on note 

½·-f; = {a e ~ ; V k e. K e a*E = a} 
k 

~~= { a e 't . V k t::. K êk ,t a = a} , 9 

~t~= { a e ~ . V k'€. K 6k i'- a = a* ek = a} 0 • 0 

On note L = ~(G) a 

Dans tout ce qui suit on supposera que la convolution ~ est commutative 

sur ~ L l:i • 

Difinitiono ♦ est une fonction sphérique sur G si + est continue® ~-
non nulle sur G et vérifie 

oa dk désigne la mesure de Ha~r sur Ko 

Théorème lo ,il z;; est une mesure sur G biinvariante~ non nulle&:~ 

si l~~pplication f' ~ z;;(f) = Jr(s) dz;;(s) est un homomorphisme de 

~L~ ~ œ alors il existe une fonction sphérique ~ ~elle iue 

t = ~(s) ds o Réciproquement pour toute fonction sphérique ~ 0 

~(s) ds a les propriétés de ~ o 

Démonstration g 1) Partons d~une fonction sphérique 
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doua • est biinvariante par Ko 

e==:;::, i; = 4fi(s} ds est une mesure biinvariante par K 

~ aontinue :# 0 !), t :(J, 0 

f et glë:9Ll:i 0 r •sbd = J
0

r(y .. 1 x) g(y) dy 

JG(f*g)Cx) ,(x) dx = J
0
(f

0
r(y-

1
x) g{y) dy) ,(x) dx 

= Jo J
0

r(z) g(y) ~(yz) dy dz 

= f o fa JKr(z) 
g(y) ~(ykz) dy dz dk 

= <J
0

t(z) ~(z) dz)(J 
0

g(y) ,(y) dy) 0 

2) Partons d 0 une mesure l'; biinvariante eiur G " 
vérifiant les aonditions de lPénonaêo 

Soit ge:L notons 9 g l:t la fonation telle que 

~ g 9 ( x ) = JJ g ( k xk ij ) dk dk ü o 

KxK 

Soit fe:"1L~ oOna ~(f*g)~=f*l;Jg 9 et 

t(f*g) = i;(l:t(r*s) 9 ) =·i;Cr*tig~) = i;(r) z;ts) o 

D0 après le théorème de Fubini on a z;(f 'lt g) = Jz;(f' * €
1

) g(s) ds o 

Soit fe.~Lq telle que r;(f) :r) 0 o 

z;{f'!t€.) 
Poso~s ~(s) = ç~f}s o 

'Il' est a ont in ue et on a ç(g) = f Gg(s) • ( s) ds 

~ est non nulle aar 1; :r) 0 

♦ est b iin va.ri an te par K (car f et ç le sont) 

t/r 0 g Eol:iL
9 

0 JJ GxGf(y) g(z) <JKcj>(ykz)dk) dy d~ 

= JJ f ( y ) g ( z ) ~ ( y ) 4> ( z ) dy dz o 

GitG 

c~~st en~ore vrai pour tout f et tout g de L ~ don~ 

(JK,ti(ykz)dk) dy dz = ,(y) 4,(z) dy dz 1i d 0 où 

JK4>(ykz) dk = ,(y) 4>(z) o 

!,h,.fil,èptE; 2 o Si G est un groupe de Lie I les_fon~tion:s sphér!i.~es ... :!§ur 

G .!2ll les fonations 4> sur G telles q~e 



~ e:st biinyaria~te par K 

t{e) = l 

IIo8 

t e:st fonction propre de tous les opérateurs différentiels biinva

rianti:1 sur G o 
~ la! 

Démonstration 

la l!l:Uite)a 

voir Helga:son (on ne se servira pas de ce théorème dans 

Théorème 3o ~ g,' ¾,0.énse!'lb,!e des.,.fonctions sphériques ~J::!, G bornées 

mpni d! la_topologie+de la converge~ce uniforme sur les aompaats de G o 

Soit Z 

i~(r)j ~ J!r~ds 
1°ensemble de:s caractères 1; -:/;O sur - tels que 

muni de la top2logie de la convergence taiblea 

Soit j ~ _.,.. z 
(,Ll=i --+- C 

d:s) ~ 1-+ f 1--!:-- Jr(s) •(s) 

j est un homéom~P1?,h i sm~ de '3i .. sur z 0 -
Démonstration g 1) j est bien une application 0 en effet la relation 
=iœa:i==.-:ia:i.-:lr.fll;]m::,~..:i~mo 

fonctionnelle entraîne que 0 l!l:i • est bornée~ an a H•~=l 0 d 0 oü 

! t ( f) i ~ J I f ( l!l:) j dsi a 

2) j est co~tinue g c 0 est évidente 

3) j est injective 0 

, 1 (l!l:) ds = Jr{s) lf;2 (s) ds; c 0 est 

♦1 et ,
2 

€ 'iF tels que V f E. l:iL l=i 

encore ,vrai ,;pour tout f dans L 

411 = '2 ô 

une me:sure 

• ( s) = 

I! fil l 
L par 

1' en f 0 ~ w 
G -----+-L1 (G) 

~ 1-+- f * E s 

4) j est surjective g soit z; e. Z ~ z; .se prolonge en 

z;0 sur G ~ biinvariante~ non nulle.~~après le théorème l 
i;G{f~t) 

s 

5) continuité 

= {l;G ~ /;8 (f) :/4 0} 

} eot continue 0 

et est sphérique bornée 

de j-l g z; = j ( t) o Soit f e. l:iL l=i tel que 

est un ouvert de Z o 

Soit K c:ompactcG Il {f~t 9 se.K} est un compact de L1 
9 Z est 

l s 
équic:ontinue sur L (G) o La topologie de la convergence ~impie c:QÏn-

@ide avec: la topologie de la convergence compac:teo 
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Don© t: ij ( f ,t E! ) converge unifor;J11,ément pour se K ver!Sl t { f * rt: ) 
s ~ 

lorsque i; v -+ z; dan:s W o Dona 

, ù -.. 4> üni:f'ormément sur K lorsque t O -.+- i; dans W o 

J3ibl iographie g 

HELGASON 

GODEMENT 

Differential geometry and Symmetria Spaaeso 

Séminaire Bourbaki 56-57 Il exposé 144 o 

III= Théorème de Plancherel - Transformation de Fouriero 

Mimes notations que dans les chapitres pricidents6 

Définition~ On dit que la mesure -µ sur G est de type positif si 
,,...,.. ,._,.. r!H 

Théorème de Planaherelo So.it µ .une.mesur.e.de .type positif sur G o 

Alors •• il existe un sous\""es.;paa.e c.J de 1 ° ens.embJ.e dfu. fonation:s sphé= 

riques de type posit!t sur G sui est localement aompaat.pour la 

topologie de la conversenae uniforme sur les aompaats de G et il existe 

une mesure positive ~ unique sur ~ telle que~ !ion not! 

f{$) = Jr(x) ,Cid dx pour , e. <;f 0 on ait 

1) {f,f e.½=iLt:i}L
2

(µ} = L 2 (µ) 

2) Yr'èg €1:iiLl::t, µ(f* g) = Ji<~) ~(,) dµ{ ♦) o 

Remarques 

ment dit 

* si µ = ô on obtient le théorème de Plancherel propre
e 

~ :si µ = 4>(.x)d:x avea qi continue de type positif~ on 

obtient le théorème de Bochnero 

Démonstration du th,orème g On :se place dans le ca:s µ = S (c'est le 
=~~~~~~~~-~~~~~---~~~=~== e 
cas qui nous est utile dans la suite)o 
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Soit l:rL ~ muni de et du produit scalaire et de 

1 9 i:r1.volution f i--+ f o 9 Ll; est une algèbre unitaire commutative g 

~ -~ 
o (f'*g,h) = ô (f*g*h) = ô (f*h*g) = (f' 0 h*g) 

e e 

o ( f 9 g) = ô ( f * g} = ô ( g * f') = ( g 9 f) e e 

o Soit ~ l O espace hilbertien complété de 9L l=i (11:it l=i est séparé) 

f e g E.. l=rt 19 9 L { g ) ( f' ) = g * f 

f * g = J (r * &
6

) g(s} ds (intégrale vectorielle) 

Il r * g Il ~ J il r * €; s Il i g ( s) i ds = Il f Il J r g c~) ! ds • 

Donc L(g) est continue et ljL(g)jj~Jig(s)ids 

o Les f * g sont denses dans l::i11!!i o 

On applique alori:;: le théorème de Plancherel abstra,it à qL ti o On obtientg 

f S sous-ensemble de caractères de t:,L A:t o S lo©alemeDt @ompact 

lm mesure positive sur S 

r; e: s -) 1 z;; ( r ) ! ~ li L ( r ) 11 ~ J I r ( x ) 1 dx o 

Don© Sc Z o 

Posons 

En fait 9 les fonctions de 'S sont de type positif 0 en effet g 

soit ♦ € c-s 0 j ( ♦ ) :: t O 

I1 s 0 agit de montrer VsEL ~ 

,;;(q-(g*g)l:i)~O o 

o: L(l:i(S* g)t,) est hermitien poi:;:itif: 

= t:ic+~S*S'JtÎ) 9
(e) ~o 0 

o r e 9 L 1:i 0 L ( r ) h e rmi t i en po si t i r -> t C f' ) ~ o ~ 
Soit Œ, 1°algèbre fermée engendrée dans ~(;)t;) par les L(h) pour 

h €. qL 9 ; ! z; ( h ) 1 ~ Il L ( h ) il 0 

Po ~on s ç, {L (h)) = i;; (h) o ~ se prolonge continûment rsur 03 en un 

@ara@tère hermitieno On a le théorème suivant & 
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Si une algèbre fermée dv opérateurs d 0 un espa.ae de Hilbert contient 

un opérateur hermitien positif~ elle contient aussi sa racine carrée 

une démonstration élémentaire est donnée dans le livre g Analyse fonc

tionnelle de Riesz et Nagyc 

Donc: 

alors g 

3B e: 0 tel que B hermitien positif et 
2 

B = L ( f') o On a 

Théorème (transformation de Fourier) g Soit G un groupe ~9.aalement 

compact unimadul~irea K ~n sous-groupe aompaat,• étant commutative sur 

¾L 9 ,Alors il exi :ste un sous=e space lo aalement compaat c8 de l v espace 

~ !!:rn~~ions ~phêriqu.eis_ de tl;i2e positif sur G muni de :la topologie 

œdtr; .. la convergence- unif'crrm-e sur les. aompa@ts de G et une mesure d ♦ 

po~itive tels que g 

il existe une isométrie ~L 2 (G)~ ~ ~ 2 (9\ d~} vérifiant 
f ~ 

i > V f e l:i [L l ( G} n L 2 ( G)] t:r f ( q,} = J rCid ♦ bd dx 

ii) V f € L 1 f 1 ) f) L 
2 

( '-8 } rbd ::àl jr(~> ,Cid d~ 

i ii} V r e-~L ~ 't/ g € t,L 2 ( G) lai -----...... .... 
f * g = f g , 

Démonstration i) et iii) sont immédiatso 
_, =c::cao,C::,=Cll5:lœr;)C:::::,CEJQUICO-=:) 

ii} f€:ClL 2 l:i ~ fe:L 1 ('5}nL 2 ('S) 

notons F(x) = Jr(4i) •<x) d$ c Soit g €q[L 1 {G) n12 (o>]q 

J f ( x ) if~) dx :IE J f ( 4> y i ( 'P } d 4> 

f F ( x) ~} dx = JJ f (<li) 4> bd g ( x} dx d Ill = J t ( 4i ) s { <P) d <li 

Bibliographie g 

GODEMENT g Séminai~e Bourbaki 56=57~ exposé 1440 
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G ~roupe abélien localeme!.l t. com;eac,t un imo dulaj.re ~ K .~pu~:"Airoupe_ :..2!11~act 

de G o -
G ~. G/K .Q. t ' ......,..,. o Notons ~ = ~\g; 

ot; une fonction F définie sur G et invariante à droite par Ki on 

a~~ocie la fonction f obtenue à partir de F par passage au quotienta 

Pro;eosi~iono F i-,...+ f est une ~iJection de ;J!(G}l::i ~ :Jt(G/K}, 

3t(G}~ est stable ~ar convolution~ ~9nc on ~~ut définir, l~ :onvolée de 

deux fonctions de :lt(G/K) o ~ Cr* g}(b} ~ .J
0

f(y""
1fd g(y&} dy o 

Su:12posons que la convolution. soit comm~tative ~ 1:\:1-t(G/K) c!5s]-~:-' 

dire sur l:i :K. ( G} l::i o 

Il existe cr automorphisme involutif de G tel que g 

v G ] k K -i G k I k ' k ,,., 1 p' = p""'1 
o V XE. ~ € Il .::J p <ê 0 X =: p 8 a\ ! =i 9 ..., \ J 

Démonf!!t::ration g Pour F <S.l:r:lt{G}l::i 

Il V~ 

F*G=G.w:F J 
d 0 où 

Fo-* Go-= (F* G}a 

" on a Fa= F 

0 

Exem~les g l) la sphère s2 = :~~~~ o Notons TI la ~ymétrie par rapport 

au plan diamétral invariant par 80(2} o 

On prend pour <r l O auto.morphig;Jme ~ ~ Ttc lt o 1T o 

2) Les sommets de 1°octaèdre considéré comme quotient des 

déplacements de 1 1 oataèdreo 

con~idéré comme quotient du groupe des ~imilitudes 

Théorème o Soit A où G - -
1) D(A) est dense dans cg ( G/K) 0 

~ 

2} A est dissi~atif' ~ 

3) A est invariant ~ar G 0 

Alors Im( I=A) est denf!!e dans ce'(G/K) 0 
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Démonstration 0 On parlera indifféremment de F 01!.l\ de f 0 0 
<ll:!!ICOmt'lell!;l-=iC!iCOc=:1,:a:,~_,-.c:,_, 

a) Soit 
/V 

petit fermé A A le plus prolongement de Q on a 
V f0g isl1D(A) î<r * s) Â{r>*s 

/V 

0 = = f*A(g) 0 

V f~g €-~D(A) A(f)g = 
,,..,.,,,,,.....__ 

• f A(g) 0 

\J 9 ,V 

Don~ il existe une fon_stion unique ! ao:ntinu,e telJ.,!. ~e v f e. D(A) 1i ~·- "' A ( f) ::: If 0 

Soit ~ (G/K) = {f e. 9 L2 (G/K) 9 fë:lt(S)} 
0 

~ (G/K)~'{;(G/K) 
0 

<:Y(G/K) = 1°espaae engendré par les '\( f 0 
g 

b) Lemmeo Il existe une base {Vi} d! voisinages apmEasls de i 
invariants par K et des <Xi ci::i'e(G/K) telles 9;U!,1! 

Si f ece'(G/K) t ai ~ f -+ f ~ '€( G/K) o 

Démonstration Soit V un v.o.i.sina.ge ouvert reJLat.i vement aompei,at de i 

Supposons que ('\ kV ne soit pâ$ un voi$ina.ge de i 
keK 

](k.)cK 9 :li. 

On prend la limite· suivant un ultrafiltre plus· fin 

facile à montrer)o 

Soit f e.<e(G/K), 

(~. * f-f)(à) = J [a.(y., 1 à) f(y~)- :f'(à} -Oli(y""1 a)] dy 
i G i 

f est uniformément continue 

a) 'Y (G/K) est dense dans ~<e{G/K) g 
0 

t e. l:i-e ( G /K) • a. * r --+- f dans 
._....,..._ /",. A ll 

lê/io -11 f = a. fgc;i 1 3 h E.C!<-e{G/K) 
], l, 

ce(G/K) d 0 a.près le lemme, 

tel que h ë. °Jt ( S ) et U â if= îi U 1 < e: 0 

a.lO:!t"S Il a. * f-h Il ~ e: o 
l 
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<y(G/K) est dense dans <e(G/K) g 

f e«.1(G/K) 9 a.* f -+-- f dans <e;{G/K) o Soit IL E:.cJ (G/K} tel que 
1 1 0 

liai-ai li., .. <E O Alors liai~ f =ai* rll.,o~e:Jir(y}jdy ~ d 0 autre part 

fL * f = f (a. * e ) f (y) dy E. ~( G/K) • 
l, 1 y 

,V 

d) D(A):::>~(G/K) o 

Il suffit de voir D(A) .::,Si"'
0

(G/K) 

3 fn e"'D(A) tel que Supp fn et 
.,,,.. 

Supp f c H compact .fixe et tel que 
A A 

f --+- f uniformémento n 
n+00 

En effet 

g e.l=iD(A) 
n 

soit h e.~L
2 (G/K) tel que he.Jt(H) 

tel que Il g - f llco ~,! o On prend f 

.... A A 

et h r = f 0 soit 

n lnîÎII n n 
= g * h o On a ·n 

,,._ A A 

f = g h n n et Il fn - f 11.., ~ o 

On a alors 

? A ~l <e( G/K} ___... f dans f -+ t dans 
n ~1}-:'), n 

}f 
...... 

<€( G/K) --+- If dans Af _..,g darui n n 

D0 où f e: D(A) 0 

e) Soient ♦ et 1/J e. ,_g g 

♦ * ip ( t ) = j ♦ ( x - l t ) tj, ( x ) dx = ♦ ( t ) j ♦ { x - l ) ljl ( x ) dx 

= tj, ( t ) fip ( X - l ) !Ji ( X ) dX 

si ♦ ~ tj, alors J ♦ (x-l) 1/;(x) dx = ♦ (i) = ic~ = 0 ~ èP autre part 

Î(î} > 0 ~ Donc ♦ e. <-S -i) ♦ e. D(A) et on a A( ♦) = ii = J.Ci} ♦ o 

0 

Donc A(cp) = ~(i) ♦ C ♦ est fonction propre de A) 0 ©e~i est vrai pour 

tout opérateur A préfermé, à domaine dense, et invariant par trans= 

l.ationo 

f) A étant dissipatif g 

g) Si(G/K) c Im(I-A) 

Il suffit de montrer qf (G/K) c Im(I-A) 
02 

translationo Soit f E:.qL '(G/K) tel que 
,A 

f 
l""'I e:.~(S) donc 

:f = (I-A) (g) e 

3 g ~ 'Ji ( G/K) 
0 

tel que 

d 0 après 1°invarian~e de 

r' E: 3-t{ s) 

A par 



Remarque 1. On a le même résultat avec A codissipatifo 

Rema.r~ue 2o Vrs. D(A) • Jr Î(f) dx = JI lli 2
d4, 0 

(t.e I~ 0) <-~ (V fe D(A) Ste Jr A(f) dx ~O) 
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Cet on a un résultat analogue dans le cas A codissipatif)o 

Si 
rv 

inJectif :I( ~) ~ dgoil Remarg..,ue 3o A est on a 0 pour tout ' 9 

il résulte ~ ceci vrai pré fermé 0 à que Im A est denae , est pour A 

domaine den se 9 invariant par translationo 

B~bliographie ~ 

Le point de départ de cette étude est lgarticle de g 

FARAUT et HARZALLAH g Semi-groupes d'opérateurs invariants et opérateurs 
dissipatifs invariants (Université de Tunis)a 
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Exposé de Alain DAMLAMIAN 

10
METHODE DE MONOTONIE DANS CER'l,'AINS PROBLEMES D0 EVOLUTION 

li 
NON LINEAIRES DEPENDANT DU TEMPSa UN RESULTAT DE Ho BREZIS 

Soit H un espace de Hilbert réel 9 de norme loi~ et de produit 

:s@alaire ( q o) © (A(t) )te:[O~T] une famille d 0 opérateurs monotones 

sur H o On s 0 intéresse au problème (P) suivant g 

Etant données f dans un 

trouver u dans ~([OiT},H) 

I = Etude fonctionnelleo 

LP(o~T~H) et u dans H 9 peut=on 
0 

absolument continue sur tout compact de 

Il s 0 agit ici de voir dans quelle mesure les méthodes fon©tionnelles 

utilisées dans le cas quasi=autonome (A(t) = A indépendant de t) 

[voir à ce sujet [2] chapitre III ~ voir aussi .,(4]] peuvent s 0 étendre 

au cas dépendant du tempso 

1) "Prolongement canonique" à L2 (0~T;H)" d 0 une famille 4°opérateuts 

( A ( t ) ) t € [ 0 z T] .o 

( l o l) Définitiono Soit A( t) une famille d 0 opérateurs (multivoques) 

de H il définis pour presque 'tout t de [o, T] Il on appellera prolon= 

canonique { A( t}) ... 2 {en abrégé A(t) grement de a L (0 8 T,H) PoCo de 
... L 2) 1 ° opérateur fon~tionel vi; a ainsi défini par son graphe 
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(lo2) Remar_g,ue la Il :t 0 agit d 0 une généralisation immédiate du cas 

indépendant du tempso Il est· clair que ck, peut avoir un domaine vide o 

Remarque 2 o On pourrait définir un prolongement canonique de A( t) 

depuis, 1P ( O .i T ,H) dans L q (0 0 T.iHJ .. .o .Toutefois. il_ n °aurait d w intérêt 

que pour ! + ! = l 1 (p~l. 1
00 ) e situation dans laquelle on peut utiliser 

p q 
les propriétés de monotoni_e o N.ous n0-au11 re .. :s:tre indrons ici au caf!ll p=q=2 

2 pour lequel L (O~T~H) est encore un espace de Hilbert (réel)o Nous 

noterons son produit scalaire (o 9 o} 2 o 
L 

On a le résultat évident suivant g 

(lo3) Propo.sit.io.no .. ~ .. AttJ .e.s.t.monot.one,,dan.s JI ,nour t2r§1gue :t21a,:t 

t de {O,TJ • ·~ est m<H>.~tone 'dans L2'(0 8 T'fH) o ...,.. 

(lo4) Corollaireo fil A(t) est monotone dan.:s: n J:>DUr ire~S,11:! .. tout t 

~ [0 9 T] • il la. unicité de la solu~ipn du problè!! (P) 

du ( dt+ At) u(t) ~ f(t) pour .tout r 

Démonstration 0 Si ul et u2 0 
<'.El œ:::, Ciel cm,_, i:m! a!lœ!O a:iaa:o Cll!;)C!';l Cll0 

sont solution du problème ~i-dessus 1 

du.
1 

e: vtu
1 

du
2 r - dt et r = -ect"u 

dt 2 donc 
du 1 du

2 (Tt'"'° ""' dt 0 Ui=u 2 ) ~ 0 o 

12 

Or u(O) = u1 (o) = u2 (o} • 0 o On en conclut que u1 (T) = u2 (T) o 

Ce c i a, lieu a, us s i pour tout t .s. [ 0 9 T] 9 d o o Ù l O uni cité o 

(lo5) Remarq~eo Le même raisonnement montre que l 0 opérateur B défini 

ci-dessous est monotone 

du 
Bu= -dt où 

Voici les conditions de maximalité de .:k o 

u(O)=u} o 
0 
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(106) Propositi.2_,!!e Su;eRosons 9,ue A(t) _!S~ maxi!!J,al monotone pour presque 
!ili t ~··· fo • -ir] ô So·nt · équivalent!, 

i) d; est maximal monotone 

ii) 3 >.>O 9 V x<::H • (t i-+ Jf(t:}x) E: L2 (0 1 T~H) 

(Jf est la résolvante dij indice >. ~ A) o 

iii) 't/>.>o • VuEL 2 (o,T·,lI) 0 (t ,~ J!(t) u(t) e t 2 (o,T;H) o 

De p~us 9 la r~solva~te d 0 indice À 

canonique" de lli famille J!(t} c 

assoai~ à ~ est le "Prolongement 

E!!.e~!~'!'!:t12-!t i) .. ,·~ii~ ~ Ji:.n effet J; ~ Jf(t)x est égal à 

t .....,.. Jfx En. effet si v(t) + ÀA(t) v(t} ;;ix Po Po on a Po Po 

v(t) • (I+).A(t))' 1x Q 

ii) wry iii) En effa.t il existe un À positif 

J A(t) 
tel que J 1 (t 0 J) = 1 x satisfait aux conditions de Carath~odory 

(puisque contractante en x pour presque tout t) o 

Donc pour tout u mesurable~ 
1 

t l-+ J
1

(t,u{t}) est me~rnrableo 

De plus~ lorsque u est dans on a, en fixant x dans li • 

pour presque tout t 

t t-+ J 
1 

(t 9 u(t)) est dans 

Enfin 9 puisque c.7Î:" est monotone~ 1°existenae d 0 un À positif pour 
c:t lequel J 1 est une contraction partout définie implique que aeai est 

vrai pour tout À positifo 

iii) ~ i) o Car alors pour tout 

est une contraètion partout définieo 

positif 

2) Prolongement canonique d 0 une famille de fonctions convexe loCoip 

(♦ (t)) définie sur H o 

(1~7) Définitiono Soit ( ♦ (t) )te[OeT] une famille (presque partout 

définie) de fonctions aonvèxes Socoio sur H o On appelle "p~61ongement 
2 canonique" (PoCo) de la famille ( ♦ (t)) l L (O~T~H) la fonction i 

ainsi définie g 
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sinon • 

Cette notion ne prés.ente aucun intérêt ~i pouir presque tout t la. 

fonation •(t) nWest pas propre (c 0 est-l-dire • non identiquement 

+ 00 ) e Ceci ne garantit toutefois pas que f soit aonvexeo 

On peut se poser la question du rapport de iP avec d; prolongement 
2 canonique de A(t) = ~~(t) à L (0 8 T~H) o 

(108) Propositiono .§ill C,(t))tE.[O,T] une fa.mille de fonctions {presque 

partout) convexe socoio propre sur H Q telle 9,ue pour tout u de 

L
2

(o.T,H) 9 t ~ ,(t, u(t)) est mesurableo Soit Jt le prolongement 

associé l la famille (a,(t) )te[Ol\)T] o On suppose que JI:; est maximal 

monotone, et que D(~) nD(ùt') est non video 

Alors ~ est convexe SoCôio propre et d est ~on ~ou~-différentielo 

E~~2~!~!!!i~~ Lijhypothèse de mesurabilité a$$UI"~ que t ~~t 

convexe ~ 1 9 hypothèse sur le domaine non vide implique que f est 

propreo 

Montrons que ! est SoCoio 

Il existe u tendant vers u 
n 

avec p = lim ~(u} o Il suffit :i: n . 
Or soit a êD(t) ()D(Jt-) et :soit 

2 dans L {0 8 T~H) et presque partout~ 

de montrer que lim i (un} ~ i hd o 

a E:" c.ta 9 on a alors p o p o t 

Par suite ,(t 9 v(t)) - (v(t) 9 ~(t)) est minorée par une fon©tion de 
l L (O©T) o 

Par le lemme de Fatou, on a donc 

lim(,(ti,u (t}) = (u (t) 0a(t)) ~ t(tiu(t)} = (\ll(t) 0a(t)) o 

- n n 
Puisque Ht,u(t)) est mesurable on eim déduit don© que 
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On en déduit aus_s,i que J(u)=(u 9 8) 2 
L 

que a ,as at(a) 1 c 8 est=à=dire que at 

~ ~{a)=(a~e) 2 o Ce@i montre bien 
L 

prolonge d; o Pait la maxima.lité 

de et I on déduit tt = a~ o 

3) Un théorème d 0 existence sans aucun intérêto 

Pour résoudre le problème (P) on peut 1°écrire sous la forme 

Bu+d-u::if où B a été défini dans (lo:;$} o 

Lijopêrate½r (B+&) est maximal monotone sous certaines @ondition1 et 

surje©tif sous certaines autreso Voici un exemple d 0 utilisation de ces 

conditions (pour plus de détails sur ce type de ©onditÜHi 0 se référer 

à f2] chapitre II)o 

(lo9) Propositiono On suppose les hl~othèses de 'loBJ vérifié!s& On 

~"l¼R~ose de Elus quij il existe une constante C telle g,ue pour. !,out ï. 
2 ---RDSiljf et tout u de L O~T;H on a 

Alorfi§ 

f de 

~(t) 
dt 

B+ùt est surjectif et 
2 

ma~imal monotoneo En parti@ulier pour tout 

L (0 9 T~H) il existe u 

+ A(t) u(t) 3 f(t) PoPot 

solution unique de 

u(O) = u o 
0 

Démonstration g L 6 hypothèse lolO exprime que f(J~u) ~ t(u) + ÀC °'° .. B_,,~., ai:'.).-:).::,.,.,== 

où JÀ est la ré~olvante d 0 indice A de B o Cette @ondition implique 

qu(fl B+ai est maximal mon©tone et que jBui ~ /ë + ! (<.4B) 0
u o 

1 
(~fo [2] poIIo30=3le propoisition 2olî)o 

0 r i * 1 L 2 ~ j u.., u o j L 2 

~ +00 lorsque i u j 

~ +""' 0 

Ceci implique (©fo [2] poIIol3 9 théorème 2a3 et @orolla.ire 2o3) que 

ct+B est surjectifo 

Remarqueo Comme on le voit® la condition (lolO) implique que B+X est 

bijectif donc univoque 0 don© d est univoqueo Don© @ette condition est 

très stricteo En fait, elle n°est intéressante que dans le ©a~ t(t) 



indépendant de .t (voir à ce propos [2J poIIIo 20-24 1 théorèime 3o6L 

II~ Un résultat de Brézis g Un théorème duexistenceo 

On suppose que A(t) = a,+ aIK(t) où (K(t))t1o:[0
0
T] · est une 

famille de convexes fermés de H dépendant de t o 

.Nous noterons •Ct) = • + IK(t) (où 

de K ( t ) e égale à O sur K ( t ) 1 à 

IK(t) est la fonction indicatrice 

+œ ailleurs) et A= a• o 

Nous utiliserons des hypothèses supplémentaires que nous allon~ 

ei xpli ic: i tet o 

Hypothèse 

(2 ~1) Il existe a( t) dans tel que popot 

Conséquence de (2ol) g (par [2] proposition 2ol7 9 poII 30=31) 0 

PoPot 9 A - a(t) + arK(t) est le sous-différentiel de 

x ...,.._. •(x) .., (a(t)zx) + IK(t)x Q et donc: PoPot 9 A(t) • ô(,+IK(t)) 

est maximal monotoneo De plus D( ♦) () K(t) ~ n(,) ()K(t) pou?" c;es 

valeurs de t 

Hypothèse 

( 2 92) Il existe une fonction w de m• dans ~• bor~ée sur les 

bornés telle que g 

(où P(t) est la projection sur K(t) ; c 9 est aussi la résolvante 

J
IK(t) 
À pour tout À positif) 0 

De plus 0 si oo nuest pas bornée sur m• , il exi~te 

wl.•1 (0,T;H) (i.eo absolument continue et à dérivée dans 
1 et c dans L (O,T1h) tels que PoPot 

b(t)eD(A)OK(t) et c(t)E:Ab(t) popot o 

(2c3) Remarque.lo La condition (2.,2) implique, en particulier que pour 



2o De plus elle exprime une aer~aine "continuité" de 

la famille K(t) au sens suivant 

Pour tout tb 

X • 1 im P ( t )z} 
t+t 

~ de [ol)T] on définit K(t ) = {xi&:H, 3 Z€H a:we@ 
,,._, 0 

~ Il est clair que K(t ) est convexee De plus si 
0 

0 

K(t ) est défini 
0 

L0 ensemble des t
0 

(cfe la remarque 1 

défini sur [o,TJ 

(K ( t) lijest a priori seulement presque partout}o 
,V 

tels que K(t
0 

# K(t
0

) est de mesure nulle 

ai-dessus)c On peut dona supposer K(t) partout 

et ayant la propriété de @ontinuité 

x = lim P(th,} o 

t~t 
0 

c0 est ce que nous supposerons dans toute la suite de ce paragrapheo 

Enfini si on suppose oo bornée par une @onstante C 0 la dépendance 

de K(t) par rapport à t devient holderienne lorsqu 0 on la mesure 

par la distance de Hansdorff 

ô(K(t),K(s)) = sup (sup dist(x}K(sn 0 tSUp dist(x 0 K{tn o 

X eK(t) xe: K(i!ll) 

Or dist(x 0 K(s)) = lx= P(s)xi = jP(t)x,., P(s)xi lor:sque X est 

dans K(t) o Or i¼t p{t)x! 2 ~ w( lx!) ~ C don© 
L 

IP(t)x - P(sh.:i ~ ~I iTI p(t)x! 2 ~ C /i-t=.:s i 0 

L 

Donc o (K(t) ,K{:s)) ~ C l!t=s i 0 

3o Sous la même condition {2o2) pour toute u de 

w192(o,T;H) 0 la fonction t 1-+- P(t) u{t) est (presque partout 

égale à) un élément de w102 (o~T 9H) o 

En effèt supposant que K(t) est défini @omme dan~ 2a rema~que 

2 ci-dessus, il est clair que t ~ P(t) u.(t) est continue si u 

1°esto Il suffit a.lors de vérif:,te:r (cfo [1J) qu 0 il existe C(u} 

indépendant de h tel que 



IIIc8 

Or IP(t+h) u(t+h) - P(t) u(t)I ~ jP(t+h) u(t+h) ~ P(t+h) u(t}! 

Utilisant le fait que P(t+h) est une contraction, on en d,duit que 

Puisque on a iu(t+h~ - u(t)I 
2 

L (OeTh) 

donc 

+ w( lui ) o 
""' 

Voici le résultat de Brezis que nous a.llons montrerc 

{2~4) Théorèmeo Sous les;- hypo~hèses (2ol) et (2o2)A pour tout! f ~ 

L2 (o.T;H) , tout u de D(cj,) r'\K(O) • il existe une unique fonction u 
- o - du 

.,S.! '(?( [o,T] ,H) • solution de dt+ aq,u + aIK(t)u::; f ~ 11,1.(0) = u 0 
0 

De manière plus prêcise 9 il existe une fonction 

telle que p.p.t on a f(t) - ~(t) ~ z(t) € Au(t) et dt 
V V€K(t) • 

z 2 de L (OgTiH) , 

< z ( t J 1) v-u, t n ~ o 

De plus u(t)të:D(A)()K(t) P0P0t 1 u(t)e::D(cl>)nK(t) i 't;/t>O et 

ft fr €.L
2

(o,T,H) 0 

du 2 ( , Enfin. si Uo€.D(<J,)()K(O) 1 dt e:.L o,T,H; o 

La démonstration se fait en plusieurs étapes~ .chacune concernant 

un passage à la limite d 0 une régularisation Yosidao 

Notons 

B ( t) 1 cJ: le 

B(t) = ar B (t) = I-P(t) approximation Yosida de 
K(t) 9 µ µ 

prolongement canonique de A= ôcj, à L2 {0 9 T,H) ~ m le 
2 

prolongement canonique de (B{t))te.'[o.T] à L (OtTtH) o Ces deux 

opérateurs sont des opérateurs maximaux monotones• le premiêr par suite 

d'un résultat classique, le second dwaprès la proposition (lo6} g ~n 

effet l'hypothèse (2 0 2) implique que (lo6)ii) est vérifiéeo Par la 

proposition (1.8) on vérifie également que œ est un sous différentiel; 

le même résultat pour dè est encore classiqueo Nous utiliserons en 

particulier la propriété de demi- fermeture de ùf; et <B o 

Soient 1 et µ positifs; on note u la solution (dépendant au~si 
µ 

de À) de 
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( 2 G 6) Lemme, (2.5) admet une sol ut ion u dans w1 •2
(Oî>TiH) 0 µ -t 

En é'ffet, soit g(t) = JOf(T) dT • et v(t) = u (t). = g{t) 
µ 

doit vérifier dv + F{t.v(t)) 0 où V dt = 

F(t,x) = AÀ(x-g{t)) + Bµ(x-g(t)) o 

0 F( ) . . . l l t ' t r tex est lipschitzien de rapport ! + ~ par rappor a x e 

continue par rapport à t (en utilisant le fait que g est continue~ 

et AÀ et Bµ lipchitziens), Par le théorème classique de Cau~hYe il 

existe donc v de classe c1 répondant à la question ; g étant dans 

w1
• 2 (o,T;H} • il en résulte que u,µ est aussi dans w1

i
2

(0gT®H) o 

du 
Nous allons obtenir des estimations sur IF+ AÀ u i 2 o 

µ L 

Nous utiliserons à cet effet deux lemmes 

(2o7) Lemmeo Sous l'hypothèse (2~1)~ pour tout z de H on a - -
(A,z• B (t)z) ~ - la(t)IIB (t)zj o 

A µ µ 

~!!2!!!!!!!~~ : On a (AAz,z-P(t)z) = (AÀz-AÀ P(t)z~z-P(t)z) 

+ (AÀ P(t)z 0 z-P{t}z) 
l A A A 
y(P(t)z-J 1 (P(t)z+Àa(t))+JÀ(P(t)z+Aa(t))-JÀ(P(t)z) 9 z-P(t)z) o 

Or Jf(P(t)z+Aa(t))~K(t) car P(t)sK(t) • donc 

A (P(t)z-JÀ(P(t)z+Àa(t)),z-P(t)z)) ~O et 

l A -1l 
(AÀz 9 z-P(t)z) ~ - ylJÀ(P(t)z+Àa(t))-~_;(P(t)z)j lz-P(t)zj 

~ - flÀa(t)llz-P(t)zl = - la(t)l lz-P(t)zl o 

(208) Corollaire. 

T J
0 

(AA uµ(t),Bµ(t) uµ(t)) ~ - lai
12 

IBµ(t) uµi
1
,2 o 

(2a9) Lemme. Sous l'hypothèse (2~2) pour tout 

J
T d l 2 
0 <n,u(t)-P(t) u(t)dt ~ 2lu(T)-P(T) u(T)I 1, 2 - 2 u(O)-P(O) u(O;j 

- w ( j u j ,,J i u-P ( t ) u j 2 o 

L 

on a -



IIIolO 

Démonstration g Par (2e3)o3 ... ,-:i._,.,_. __ ~- ..i~-~ 

dans w1 •
2 

• donc en dérivant 

P(t) u(t) est absolument continue et 

t t-+ lu(t)-P(t) u(t)l
2 

J
T d 

0 
(ëiî•u(t)-P(t) u(t))dt = ½iu(T)-P(T)j

2 
- ½lu(O)-P(O) u(O)l

2 

T . 

+ JO (¾r(P(t) u(t)),u(t)-P(t) u(t))dt & 

Il stiifit donc de montrer que 

(c,hP(t) u(t),u(t)-P(t) u(t))dt;,, - oo(lulœl(u-P(t)ulL2 • 

d Or dt P(t) u(t) est la limite dans 2 
L (0 9 T;H) • lorsque h tend vers 

0 de P(t+h) u(t+h) - P(t) u(t) 
h 

(où u(t) et P(t) u(t) ont été 

prolongés en t<O et en t>T de manière constante)t 

Or 1:(P(t+h) u(t+~) - P(t) u(t), u(t)-P(t) u(t))dt 

= J: P(t+h) u(t+h~ - P(t) u(t+h), u(t)-P(t) u(t))dt 

T 
+ f o (P(t) u(t+h)h- P(t) u(t)• u(t)-P(t) u(t))dt o 

Or (P(t) u(t+h) -:P(t) u(t). u(t) - P(t)'.~(t)) ~ 0 ddn6 faisant h<O 

on obtient 

JT d 

0 

(dt P(t) u(t).u(t)-P(t) u{t)}dt 

~· lim ST (P(t+h) u(t+h) - P(t) u(t+h) • utt)-P(t)u(t)dt 
h+o- o h 

lim(P(t+h) u(t+h) .. P(t) u(t+h)I 2lu(t)-P(t)u(t)j 2• 
h+o• h L L 

Or 

limlP(t+h) u(t+h) - P(t) u(t+h)i = lim 
h+o- h L 2 h+o+ 

est majoré par w(lulQ)) 0 

IP(t) u(t) ~ P(t+h) u(t)I 

12 

T du 
(2olO) Corollairec J

0

(dtH 9 B,, u (t))dt ~ - w(lu 1 ) IB u 1 2 e 
~ µ u œ .. u µ L 

En effet• par hypothèse u e:D(~)IÎK(O) 
0 

Démonstration du théorème (2o4)e Par (2GB) et (2.10) on àéduit• en ~~--~---~---~--~----~~~~~~~~--~ 
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multipliant (2o5) par et en intégrant sur 

~•est-à-dire 

D'après l'hypothèse (2o2) ou bien w(ju j ) est borné indépendamment 
J.i 00 

de À et µ•ou bien iuµl
00 

est borné indépendamment de À et µ 

comme on va le voir ci-dessous, ce qui mont,re alors que w(luJJj
00

) est 

aussi borné indépendamment de À et JJ ~ Par (2,11) alors 9 on voit que 

du 
1~ + AÀu 1 2 est borné indépendamment de À et µ • 

µ L 

(2ol2) Lemme. 

i_m;plique que 

En effet on a 

Si - (Il ~+ • l'hypothèse (2.2) 

est borné indépendamment de À et µ o 

du db-
~ - -) 
C,.t dt 

u -P(t)u 
= (u -b, f - H M -

µ i-l 

Or (u -P(t)u, u -b)~O car b(t)E-K(t) pop~t• et µ µ µ 

(A1uµt uµ=b(t)) ➔ (AÀb(t). uµ-b(t)) par la monotonie de AÀ • donc 

½nlµ,/t)-b(t)l
2 ~ luµ(t)=b(t>lir(t)I - (AÀb(t), uµ-b) - (*· uµ-b) 

~ 1 u µ ( t ) b ( t ) 1 ( 1 f ( t) I+ 1 * 1 + 1 A À b ( t ) 1 ) " 0 r 

1 A À b ( t ) j ~ 1 A 
0

b ( t ) 1 ~ 1 c ( t ) i d I où 

½ nluµ(t)-b(t)!
2

-/$ luµ(t)-b(t)l(ir(t)l+i*l+lc(t)I) c 

On en déduit que uµ est uniformément borné en À et µ , 

On en conclut donc qu'il existe une constante M indépendante 

de À etµ (et aussi de u
0 

dans D(qi)(lK(O)) telle que 

(2013) 
du 

1~ + AÀ u j 2 .:5- M et 
µ L 

IB u 1 2 ,$ M $ 

µ µ L 



1er passage à la limite g µ 

Avec des simplifications d 9 écriture évidente-on a 

= -
( t) 

(B u -B lu i •J u 
µ µ µ µ µ µ 

-J(t)u ) 
1 1 

µ µ 

Or B u {t}E.B(t} J(t)u donc p,à.r' la monotonie de B(t) 9 on obtient 
µ µ µ µ 

1 
(B u -B 

1
u l ® µB u ... µ B 

µ µ µ µ µ lJ 

Donc u est une suite de Cauchy dans 
µ 

lu 1) ~ 
µ µ 

<t'(OilT;H) 

2 1 
2M (µ+µ ) 0 

9 de limite u dans 

ie{O 9 T"H) o (Nota. g ici u dépend de À et sera noté ultérieurement 

UÀ ) o 

Comme AÀ est lipschitzien, AÀuµ ---+- AÀu uniformément, donc 

du 

l~i 2 L 
reste borné dans 

2 
L (0 9 T,H) o Classiquement alors, 

du 
~ 
dt 

du 
dt dans 

du 
On a donc f - (dtµ+ AÀuµ} = c Or le premier membre 

converge faiblement vers f - dans 2 L (OeT;H) e Quant à 

JBu 9 il converge fortement vers 
JJI µ 

u dans 2 L (0 1 T,H) car 

B u -Ju =µ(B 
JJI µ µ µ 

u et jœ u j 2 ~Mo Par la demi fermeture de 
µ µ µ L 

œ 

on en déduit que f - (~ + A u) e <Bu e dt À 

Concluons JM • Y À>O 9 il existe une solution 

(2ol5} Remarquee On aurait pu montrer que 

fort et utiliser uniquement la fermeture de 

B u 
µ µ 

(B 

2 converge dans L (O 9 T;H) 

en utilisant le lemme 
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élémentaire ci-dessous g 

Lemmee Soit z une application de R+ dans un espace de Hilbert .. ,. 1i1 1•11 - l,! 

telle que (zÀ-zµ• ÀZ ~j_tz ) ~ 0 • V ÀtlJ>O ,O -- À µ E. 

Alors izÀI est décro:Î:ssante en À (croît lorsque À ..... o+) 
M 

!zÀ! est borné 1 la fonction À i-+- zÀ admet une limite lo:rsgue 
+ 

À -+, 0 C 

2ème pa
1
ssage à la limite g À 

On se ramène dnabord au cas <f> positive 

et 

E 

si 

; étant minorée par une fonction affine continue 9 il existe a et S 

tels que Î(x) = <j,(a)=(a.x)-e ~o c Alors a,= aî+a o Il suffit donc 

de changer f en f+a pour se ramener à une équation du même type 

avec Î positif ou nulo De plus les hypothèses (2ol) et (2.2) sont 

vérifiées par 

Supposons 

u À satisfait à 

où tjiÀ(x) = inf 
zeH 

Par le théorème 

Donc 

A meme 

K(t) si elles le sont par et K(t) o 

maintenant u dans D( ♦ }l1K(O) 0 
0 

duÀ 
dt+ aqiÀUÀ = p À IPÀI 2~M 

L 
<hlx-zl2+<1>(z)) e (On sai-p que AÀ =ô ♦ À ) • 

306 de [2] (page IIIo20) on a 

est borné indépendamment de À ; il en est alors de 

on en dédu_it que g 
duÀ 
n- - AÀ uÀ e: œuÀ 

(AÀUÀ=A ,u 9JÀuÀ-J U ) 
À' À I À' À~ 

- (AÀuÀ-A u 9 ÀAÀuÀ-À'A u . ) • 
À' À

1 
À.9 À.1 

Par la monotonie de A , puisque AÀ uÀ e AJ À uÀ on obtient g 

• 

l d 2 2 
(2ol6} 2n<u,-u ~) ~ - (AÀu,-A u tÀAÀuÀ-À 9 A .uÀ,) ~· 2(À+À')suplAÀu~. 

I\ À I\ À' ~~ À.9 

Donc uÀ est de Cauchy dans t'(O,T;H) o Soit u sa limitee 

De {2Gl6) on tire que g 
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Par le lemme (2ol5) 

(On pourrait aussi 9 sans 

converge faiblement dans 

on en déduit que 

utiliser le lemme 
2 L (o,T;H) G 

AÀuÀ converge dans 

2.15, démontrer que 

Comme on voit que 

JÀuÀ converge vers u 

(ou sa demi fermeture) la limite 
du À 

Comme ldtl 2 est borné• 
L 

et par la fermeture de 

v de AÀuÀ est dans du, 
duÀ du 

classiquement ~ ..-.. dt dans 

et-

et donc converge faiblement vers du 
f - dt 

Or est dans ŒuÀ , donc par la demi fermeture de (B 

du ~ 
f - dt - v<=::<Bu , cffest=à-dire quGil existe ve:u1,u il we:CBu tels que 

(2o17) du+ V + W = f 11 ·et ,~ + vl 2~ M lw 1 ~M t n dt • L2 L 

Prenons maintenant u dans D(cp)()K(O) et soit x e.D(,)ÎIK(O) 
0 n 

telle •que X -+ u dans H • Soit u la solution de 
n 0 n 

du 
{dtn + vn + wn =fil U (0) = X 5 n n V E. uiu t n n 

w e <Bu } e 
n n 

Par la monotonie de ut et (B on déduit que 

!u (t)-u (t)j ~ lx =xi II cQest-à-dire que u est de Cauchy donc n m n m n 

convergente dans 'l'(0 9 T,H) o Soit u sa limite, on a u(O) = u
0 

e 

De plu.si par le théorime 306 de [2] (poIIIe20) on a 

On en déduit donc que 
du 

1 lt dt n 1 2 
L 

est borné indépendamment de n et 

donc 
du 

ft dtn ✓t ~ 
dt 

dans 2 
L (O,T;H) faibleo De même si w est 

un point limite faible de {w} 2 dans L (o.T;H) et g un point 
du n 

limite faible de ldtn + vnl dans L
2

(0 1 T,H) atteint simultanément 

(w et g existent par (2~17)) 9 on en déduit 9 par la demi fermeture 

d A m du A ( d .... e et de B que w e: wu $ et que v = g - dt € u e maniere 

plus précise utiliser la demi fermeture de <À; sur [ôeT] pour tout 

ô>O) e 

du Par suite on a dt+ v + w = 

v(t)E: Au(t) (/t v(t)e:L 2 (o.T;H), 

soit dans L2 (0,T;H)) e 

f , u ( 0) = u où w e. <Bu et pt pet 
0 

mais il n°est pas vrai que v(t) 

- v. 
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Les propriétés régularisantes des équations dwévolutions associées 

à une sous différentielle indépendante du temps s'appliquent alors à 

~ + a4,u~f-weL
2 (o.T~H) • u(O) = u

0 
ce qui donne les propriétés 

supplémentaires du théorème (2~4)0 

b~~*~catiqn. Soit 
Q = n x]0 5 T[; soit 

n x ]o 9 T [ o 

. n ,. ' ,. ,, n eIR un ouvert borne de frontiere reguliere et 

1jl €. L 
2 

( o , T, H 
2 

( n ) ) avec .U E:: L 
2 

( Q) et 1jl ~O sur at 

Pour tout f de L2 (Q) et tout u de L2 (n) • tel que 
0 

0 ~ u ( x ) , 1jl ( x ) il ex i s te une f on c t ion u ( x • t ) dan s <e ( .[ 0 • T J • L 
2 

( n )) 
0 0 

u(t)<::HQ(n) pour t>O, vérifiant ./tu(x 9 t)eL 2 ((o.T)ll 2 (n)) 
0 

- du 2 [ /t dt(x 0 t}êL (Q) , O~u(x,t).$' ljl(x.t) PoPo sur n ><]O•T et PoP~ sur 

Jn <¾t(x,t)-tixu(x 9 t)=f'(x 8 t),v(x)-u(x 9 t))dx~O pour tout 

tel que O~v(x)41ji(x 9 t) PoP• sur n , 

q ' 2 2 Si de plus u
0

rê H
0

(n) alors 'llE::'e([o.T] ;H
0

(n)) () L (0 9 T;H (n)) 

i'té:L2(Q) o 

On applique le théorème précédent avec A= a~ où 

= jf n j grad 

l +œ 

uj 2 dx 

K(t) 

Q 

si ue:.H (n) 
0 

ailleurs 

et sur 

n} o 

V de 

et 

On a P(t) v(x) = min(v(x)gljl(x,t)) 
2 

et la condition (2o2) est satisfaite 

w = cte = 1li1 ~ 
at L2(Q) 

La condition (2ol) est vérifiée avec a(t) = -b.ljl(x.t) et grâce au 

principe du maximum: en effet 

I + À(-b.+b.tjl(t) )-l K(t)c K(t) exprime que 

si 

Comme de plus projectionc K(t)c K(t) c~est-à-dire 
0 

(I+ÀôIC )- 1 K(t)cK(t) on en déduit que 
0 

(I+>.(-b.+tiljl(t)+aIC ))- 1 K(t)c K(t) • 
0 
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Orsay 1971-1972 

Exposé de Hedy ATTOUCH 

""RAFLE" PAR UN CONVEXE VARIABLE, nuAPRES JeJo MOREAU" 

Introductiono 

On se propose duétudier dans un espace hilbertien réel$ liéquation 

du évolution 

~ + A(t )u(t) 3 0 dt 

a~ pour chaque t dans [o,T] , A(t) désigne le sous-différe~tiel de 

la fonction indicatrice duun convexe fermé non vide C(t) o On reprend 

iai une techniqu~ due a MOREAU [3], qui, moyennant des hypothases de 

régularité sur la dépendance du convexe C(t) en foriction de t 0 

énonce uri théora~e duexistence et duunicité (pour une condition initi&le 

dans c(e))Q Cette méthode a été généralisée par JoCo PERALBA [4J s au 

cas plus général où A(t) est le sous-différentiel duune fonction 

convexe SoCoÎc propre ~(t,o) o 

o Soit H un espace de Hilbert réelo 

o Etant donné un convexe fermé non vide C dans H I on note 

fonction indicatrice g 

Xe: C 

et 1uon désigne par yc sa fonction duale (ou fonction duappui du 

I sa 
C 



co~vexe C) e 

y (x) = sup<x,y> ~ 
C ye.C 

IV o2 

o On notera âIC(t) le sous=différentiel de la fonction indicatrice 

du convexe fermé C(t) o 

o On considère 1uensemble E des convexes fermés non vides de H ~ 

que 1uon munit de la métrique de Hausdorff 

car prenant éventuellement la valeur +œ ) 

S (métrique au sens large 0 

ô(c,cu} = sup [sup d(x~Cü) ; sup d(x 9 C)] 
X€C xsC 

où d(x~C) désigne la distance du point x au convexe C et Bp la 

boule fermée (par exemple) centrée à !~origine et de rayon p o 

Montrons comment la distance de Hansdorff de àeux convexes C et 

eu :siüexprime en termes de leur:s :ronc:tion:si dllappui yc et y~ o Tout 

d Il abord de façon évidente~ Cc C Il + Bp et C Il c C + Bp entraîne que 

pour tout x dans H il rcCx)~ycübd + pJxl et yfi~(,,)~ycC;) + p\xl o 

Réciproquement, soit p tel que p@ur tout x dans H on ait ces 

deux inégali téso Montroxu~ par exemple que Cc Cu + Bp o Supposons qu Il il 

existe x
0 

dans C nüappartenant pas à eu+ Bp o bn sépare alor~ x
0 

du aonye se fermé C Il + Bp par un hyperplan et don a il existe y 
0 

dans 

H tel que <y 0 x ;:.•>y u(Y) + PiY i o Puisque x appartient à C 0 o o a o a · o 
ceci entraîne que yc(y

0
)>rcu{y

0
) + PIY

0
! 0 dlloù la contradiationo 

Donc est fini seulement si et ont même domaine D 

On remarque dQautre part que si ô{Cecu) est finie alors les ensembles 

C et C ! ont même cône asymptotique o ( Cela tient au fait que 11) adhé= 

rence du domaine de yc est le c8ne polaire du cène asymptotique de C)o 

Soit t .....,... C(t) une m;ultie.pplication de [o.TJ dan~ H t à 

valeurs convexes fer~ées non videso Pour décrire cette multiappliaation 

on peut avantag~u~ement considérer 
f\ ,,.,,. n 4fil 

C\t; comme un element de l"ensemble 
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E (muni de la.~étrique de Hausdorff)oOn peut alors parler de varia.tion 0 

absolue continuité ooo du convexe C(o) sur [o,TJ o 

finie quels que soient s et t dans [o~TJ 
la fonction d 0 a.pp:ui -y(t 1 o) du c .. o.nvexe C(t) 

Il résulte de (lol) qu 0 en désignant par v(t) 

r O 9 t] ,) on a 

et dona le domaine D de 

est indépendant de t o 

la variation de C(o) sur 

Notons d 0 autre part que la multiapplication t _. C(t) est absolument 

continue si et seulement si sa variation v est absolument continue 

(à valeurs numériques)o Suivant la terminologie de MOREAU on dira que 
~w dt est. la '0 vitesse numérique" du convexe "mobile 11 C( o) o 

2o "Rafle" par un a9nvexe absolument continu, 

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant 

Théorèmeo ~ t ~ C(t) une multia;epliaation de [o~TJ ~ H 0 

à valeurs convexes fermées non vides 8 et absolument continue (au sens de 

u 
0 

la métrigue de Hausdorff)o Etant donné 

JllU!!ique@ abisolument continue de [OzTJ dans 

~ Ïr + ë>I C ( t) u ( t} 3 0 

{ 

a} V te; [0 0 T] t u(t) e C(t) 

b) J [ l~I & dv .... p oP o t €. 0 9 T dt -.. dt ou 
dv 
dt 

dans C(O) ~ il e~i1te 

H sol ut ion de 

1ill 

L 0 uniaitê f&silte immédiatement de l~argu.ent classique utilis. pour 

les &quations d 0 évolution régies par un op,rateur monotoneo On va &tudier 

le problème {P) par la méthode dijapproximation de Yosidao Rappelonis que 

At= atC(t) g on a J1(x) = P(t)x et 

désigne la projection sur le convexe 



On considère donc le problème approché 

= u 
0 

0 

Pour appliquer le théorème d 0 exJ,,stence d.e Cauchy au problèmè (Pl} il 

~uftit de montrer que pour z donné dans H 0 1°application t ~ P(t)z 

est continue de [0 0 T] dans H o En fait on a beauieoup pluso C0 esit 

1°0bjet de la proposiitian suivante g 

Propo si t~on l_o, Soit C ( o) un convexe 10mob ile 1v .. ab siolument ieontinuo Pour 

~ z ~ H ··®· il existe une confltante M( iz) t~lle que J; 0 on ait g 

Démonstration g On se fixe ~ dans H o Considérons la fonctionelle 

C•tte fonctionelle est striatement convexe 0 sacoio et tend vers 

1°infini quand IYI tend vers 1°infinio Elle atteint dona son minimum 

en un unique ~oint y{t) qui vérifiera {le théorème d 0 additivité des 

sous=diffêrentiels s 0 appliquant ici~ cfo par exemple [5]} 
y(t} - z + ây(tsy{t)) 3 0 o 

,=l [ ] D0 où en tenant ieompte que ây{t) = {3IC{t}Y {cfo l 0 chapitre II 

po23 par exemple) on obtient y(t) ~ z - P{t)z o Earivon~ ~10r$ tue 

z = y(t) appartient à ôy{t~y(t)} o 

Prenant ~ = y(s) dans la première inégalité et ~ ~ y{t) dan~ la 

ie@onde 0 on obtient en ajoutant g 

Soit en tenant compte de (lo2) 



d'où l'on déduit immédiatement que t -+ y(t) est continue et en 

posant M(z) = sup lz-P(t)zi on obtient g 

t Eo: [o e T] 

jP(t)z-P(s)zl 2 ~ 2M(z) lv(t)-v(s)I ce qui achève la démonstrationo 

Revenant au problème approché (P,J~ui admet 
1 Al 

uÀ (de classe cg )) suivant la méthode classique 
du>. 

une estimation sur )~J o 

Mu:i:tipiiant 
duÀ 

(PÀ) par dt° 

2 
duÀ 

ln-1 

on obtient 

On est donc amené à considérer 1° appliaa 1tion 

donc une solution unique 

on cherche à établir 

Si comme dans 1°exposi précédent 1 1°ab~olue continuité de fÀ découle 

de Pabsolue continuité de l 0 appliaartion t -+ P(t) u
1

(t) 0 il n en 

est plus de m~me iaio On a cepeddant 

Pro Rosi t,ion 2 o Soient C ( o) un convexe mobile absolument continu et u 

une· fonction absolument continue de [o 0 T] .!!!..! H o Alors l 11applicat ion 

t i t -+- ½Ju(t)=P(t) u(t) 1
2 est absolumènt continue de dérivée 

(2o2) 

désigne la dérivée au point t de 1°appliaation t mljo,,, •dte>~)) o 

Démonstration g ~osons c 0 (t) = C(t} - u(t) o _,.., .. _______ _,_~ 

0 n a al or s f ( t ) · = ·½ [ d ( u ( t ) 8 C ( t ) )] 2 = ½ [ d ( 0 ,i C O ( t ) )] 2 
0 

Le convexe mobile c 0 (t) est encore absolument continu i en effet 



Désignons par z(t) la. projection de O sur c,:O(t) i, c~est-1-dire 

z(t) = P(t)u(t)-u(t) o On a donc rtt) =·½iz(t)!
2 

o 

Considérons l'expression 

que nous allons majorer 

Le point z(t) projection de O sur cu(t) est caractérisé par 

et en échangeant t et t 
0 

0 

Tenant compte de la continuité de 1vapplication t --tz,- z(t) ~ on 

déduit d 8 une part que f est absolument continue puisque 

et d'autre part on obtient pour dérivée de f au point t 
0 

Nous somme• l présent en mesure de démontrer le théor~meo 

De (2o2) on tire 8 compte tenu de la définition de uÀ 
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d 0 oùü d 0 après (lo2) 

2 
duÀ 

l!tl 

~) D~n• une première étape!> on va supposer le @o:nvexe mgbile C(o) à 
2 vitesse numérique dans L (0 9 T) o 

Intégrant (2o3) et appliquant 1°iinégalité d 0 Holdell" au !kle©and membre,i 

on obtieint 

rT duA 2 T duA 2 1/2 T dv 2 1/2 
Jo ia:r-! dt+ ½rluÀ(T)-P(T)uÀ(T)l

2 ~ <j
0 

!dt! dt) o(t, jd 1/'! dt) 

On termine alar~ la démonstration par une argumentation @laaaique 9 on 

peut ae réféll"er à la démonstration donnée dans 1°ezpoai pr,aé4anto On 

tlr@uve don@ une fatu~ti9n u absolument c:antinue de [0 11T] dai.xu: H 0 

solution de (P)o De plus par passage à la limite sur (2o4) on obtient 

D0 autre part~ u(t) appartient à C(t) pour tout t pui ■ que la 

fo~@tion t ~ !u(t)=P(t)u(t)i est continue d 0 aprèœ la propo ■ ition l~ 

et eat égale à zéro presque partout, u étant solution de (P}o Soit t 
l(j) 

un point de [OeT[ o La fonction u est solution sur [t
0

~T] de 

avec ~ondition initi~le 

Appliqu~nt (2o5) on déduit que 



En particulier si C(o) est à vitesse numérique dans Lœ(O~T) , la 

solution u du problème (P) est lipchitzienneo 

1) On se place à présent dans le cadre initial 9 à savoir on suppose 

seulement C(o) absolument continue. On pose alors C(t) = r(v(t)) ~ 

où r e~t donc une application de [o,v(T)] dans E (cela a un senlfl 

puisque v(t 1 ) = v(t 2 ) entraîne C(t
1

) = C(t 2 )) 0 Dijautre part r(o) 

est à vitesse numérique d.a.ns L
00

(0 9 T) ; en effet 

D0 après la partie a) il existe donc une fonction w a contractante 0 

solution sur [0 0 v(T)] de 

w (0) = u 0 0 

Posons alors u(t) = w(v(t)) o La fonction u est absolument continue 

(car w est une contraction) et sa dérivée ~st égale presque partout·~ 

~(v(t)}ov 0 (t) (ce qui se démontre simplement ici en utilisant la règle 

de dérivation d 0 une fonction composée et l~ fait que v est croissante ~ 

on peut se référer plus généralement à [2] )o Prenant e = v(t) dans 

(2oî) que 1°on multiplie par -v-'(t) (positif ou nul) 0 et remarquant que 

air(v(t))w(v(t)) est un cBne convexei· on~ obtient finalement 

{

~+ ar 1 ,u(t):;10 
dt C\t; 

u(O) = u 
0 

(cette relation ayant lieu presque partout par le même argument que pré= 

cé demmen t) o 

J [ du dw dv dv 
D0 autre part pour presque tout t de · o.T lrtl = lre(v(t)) i O dt~dt 

ce qui achève la démonstration du théorèmeo 

Exempleo Prenons H = L2 (n) où Q est un ouvert de mn o 

On se donne ljJ une application de [o.TJ dans L
2

(o) à valeurs 

positives et 1°on pose g C(t) = {ucL 2
(n), O.$u(x)~tj,(x 0 t) popo xe:Sl} 

C(t) est un convexe fermé non vide de L2
(n) et étant donné t 

0 
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da.na 1
2

(0) on a P(t)i:;(x) = Inf[i:;+(x);ij,(x.t)] • on en déduit simplement 

lea inégalités g 

On voit don© que l 0 hypothèse de régularité faite sur le convexe C(o} 

revient dans ce ©as particulier important 0 à suppoaer 1°appli@ation 

t ~ ..P(t~ o) absolument continue de [o,T] dans L2 (n} o 
• 

[1] Ho BREZIS = Cours 3ème ©ycle rédigé par Po BENILAN 0 Paria 19îlo 

[2] No BOURBAKI= Intégration (chapoV, §©6 11 n°5) 9 Hermann 0 Pariao 

[3] JoJo MOREAU= Rafle par un convexe variable (première partie} 9 
Séminaire d 0 Analyse cd~vexe, expos, n°15 9 _Montpellier 
19710 

~] JoCo PERALBA = Un problème d 0évolution rel~tif à un op6rateur BOUB= 
différentiel dépendant du tempse Exposé n°6 9 Séminaire 
d 0 Analyse convexe 1 Montpellier 19720 

ROCKAFELLAR = On_the maximality of the sums of nonlinear monotone 
opera.tors ToAoMo 149 (1970) 9 Po75=85o 
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Exposé de Thierry de GROMARD 

11 ESPACES BV( Q )" 

La notion de fonction à variation bornée de plusieurs :variables 

a été étudiée= conjointement avec celle d'ensemble de périmètre fini 

dans ~n = par De Giorgi, Federer, Miranda~ Volqpert@ etcooo i sa 

première application est 1°étude des surfaces minimaleso Une autre 

applicatio·n est la recherche de solutions à variation bornée pour des 

équations quasilinéaires du premier ordreo 

Dans la première partie, on expose les premières propriétés des 
t 

fonctions de BV(n) en reprenant partiellement [M1 ] et [M2 ] o 

La deuxième partie est consacrée à la formule de Green pour les 

ensembles de périmètres finis généraux d 0 après [na
1

] et [na2] ~ 

on démontre enfin un résultat relatif à lqhypographe dqune fonction de 

BV(O) o 

I - Espaces BV(O) ® premières propriétése 

lo Notations et définitionso 

Définition lo Soit n un ouvert de mn o 

Une fonction UIE-L
1
1 (n) est dite à variation localement bornée dans O oc 

si ses dérivées partielles au sens des distributions sont des mesures 

(de Radon) sur Q o On note BV(Q) 1uensemble de ces fonctionso 



N'otatiorui o On note BV ( n) l O en semble des fonction:e: u e BV ( n) dont les 

d,riv,es partielles sont d~s mesures born6es sur no 

Si UE: BV(n) i on note Du = (D1 u 9 D2 u.,. o o o 0 Dnu) la mesure 

(vectorielle) ayant pour composantes les dérivées partielles D1 u 9 000 0 

Dnu 0 de u o On note !nui la mesure variation totale associée 0 la 

norme i ol étant la norme euclidienne sur mn o 

D~finition Soient l 
2o A un ouvert de n et U€Ll (n) 0 oc 

On appelle variation de u sur A et on pose 0 
0 

JA!Duj = Sup{ju div<f, dx; ~e:~(A)n.i l<t>i ~ l} 0 

Remar,9.3:,= s o 

1) On sait que ueBV(Q) !Si et seulement si 0 pour tout A appar-

tenant à 1°ensemble d/;(Q) des ouverts d 0 adhérence compacte contenue 

dan s n ~ an a J A i Du i < 00 o 

Cette notation désigne alors la variation totale sur A de la 

mesure Du également notée jnui (A) o 

2) Si A est un ouvert borné et si u.É!'t'.,
1 (A) ion a 

Démonstration 
œt>Cl'.Elœ:>=mq<Z')cll:;j~CW:::,<JIZ:llll!:11&:ô~ 

JA!Dul = JAiDu(x)ldx Pi Du(x) = (D1u(x)gooo 0Dnu(x)) 

\ 
Par Fubini et intégre.tion:s par p~rties 11 on a 

f: 
i=l 

On a deune part 

Jt 
D0 autre part, dans la borne supérieure ci=dessus (i) 0 on peut remplacer 

· la ©ondition , E!Ï)(A}n par la. condition g <f, mesurabJ.e (à val.eurs danlill 

mn) et nulle hors de Ai en partiaulier 0 on peut prendre g 



Définition 3o Soit E un ensemble mesurable de n o 

On appelle périmètre de E dans O et on note P0 (E) = JnlDxEI • oa 
XE est la fonction caractéristique de E o 

Si n = IRn 9 P(E) = P (E) est appelé périmètre de E ~ 
IR.n 

Si xEe:BV(O) (respo XEE:BV(on , on dit que E est de périmètre 

localement fini (respo de périmètre fini) dans O o 

R.emat4:ue_ g Cas .n;::,lo On montre facilement 

variation d 0 une fonction ue:L 1
1 

C]a,b[) oc 
la variation totale (au sens usuel) de 

que dans le cas n=l 9 la 

(-œ,$a<b~+œ) 9 co1.ncide avec 

u sur I = J a 9 b [ g 

(i) 

(VI(u) désigne la borne inférieure des variations totales v 1 (f) des 

fon.ct;ions ,f;: égales â u pop~ g 

n 
vl(f) = sup{I:jf(ti)-f(ti=l)i ; a<t

0
<t 1 <ooo<t_rî<b}). 

~=l 

a) Cas: -""<a<b<+ 00 ,, On sait que les deux membres de (i) sont simul.tané--
ment ou finis ou infinis (voir Schwartzg Distributions, chapm2)o On 

peut donc les supposer tinis tous deuxo 

Pour l'inégalité opposée, on prend 

pose e:(t) = si 

e:(t) = 0 si 

On a Je:oDu = Je:(t) df(t) = tlt{ti)-f(ti~l)I 

i=l. 

pourvu que les t. 
l. 

soient des points de continuité de f o Or 1 la fonction f vérifiant 



f' {x-0) .$ f(x) ~ f'{x+O) , ru. variation totale peut être calculée en se 

limitant l des partages oà les t. aont des point1 de continuitéo 
1 

On en conclut g 

vI(f) ~ Sup{J+oDUë 4> borélienne sur Ii l+l~l} = 

.$ Sup{J+oDu; tjle:;È(I), l<l>l.$1} = Jr1Dul c 

Et en résumé g v1 (u) = vI(ü) = JriDui 
l Jx+h avec ü(x) = lim 2h u(x)dx o 

h-+o x-h 

b) Enfin la formule (i) s 0 étend au cas ~ ~ 00 ~a<b~+oo en posant 

cc 

I = U I ~ les 
k=l k 

et en ·remarquant q u I on a par définition . : 

Su p V :r .. f ü ) = VI '( u ) • 
k k 

2" ,Pro;izriété s d ~.~:,erox,imat i~~ o 

Sup 
k 

·jr : 1 Du 1 = 
Il ;{ 

r ! Du! 
Jr 

et 

Proposition lo Soient l u e: L
1 

( 0) oc • et - une suite convergea.nt ve: 

u dans L 1
1 

( n ) c on a. 
- oc -

Démon1ttration : 

Pour toute ♦ e:!D{n}n 1 1uapplication u i-+- J0 u div cp dx est 

continue sdr L1
1 

(n) o Luenveloppe supérieure de ces applicatio~s oc 
pour ♦ variant dans $(0)n 9 est donc socoio 

Proposj.tion 2~ Soient ue:L~
00

(0) 5 Ae::-/t(n) ~ (Th) 

larisante~ Luap::plication uh = u 4 ,rh est définie sur 

h > dist(AaIRn,n)- 1 et 1eon a 

( i ) J Ai Duh j ~ J Ah j Du i 

{ii) lim fAIDuhl4 J_!nul 
h.+ 00 A 

(iii) JAIDuj = lim+ lli J rlDuhl = lim lim JArjDuhl 
h -+oo A + h +oo r~o r~o 

où 1°on a posé : 

.'!:ne suite rég
A pour -



et pour tout ferme F ~ contenu dans n 

JFiDul = Inr{fviDuj ® V ouverti) Fe Ven}~ +ao 

Démon:stration g 
.-:J-cléltlDC'I--' -- - -·-=,_, -

U) On peut supposer JAh!Dui <œ I sinon 1°inéga.lité est évidente; 

alors la restriction de la distribution Du à 1°ouvert ~ est une 

mesure (bornée) • en utilisant la remarque du paragraphe l 9 on a donc 

JAiDuhl = JAiDuh{x)jdx = JAlJth{y=x) Du{dy)idx 

~ JA(Jth{y-x)jDu!(dy})dx = f <fATh(y=x)dx)jDui(dy) o 

La fonction 

(ii) On peut encore supposel!' Jxi·Dui < CO, o 

Alors la restriction de Du à un voisinage de A - qui contient évi

demment Ah pour h assez grand - est une mesure (bornée) - les en

rslembles ~ forment une suite. décroiiu:ante dijouverts d 0 intersection Ao 

D0 après Beppo-Lévi on a donc 

lim r iDui = f iDuj ce qui donne avec (i) 



On obtient g 

Remargue$o 1) Dan~ les propo~itions (l) et (2)z on peut remplacer 

Li
0

@(o) par .~lP(O) en posant pour Tt::.s)qo) g 

et pour un fermé F c O 

JF!DTj = Inr{Jv!DTI $ V ouvertti FcVcO} o 

2) En faisant o =A= œn dans les propositions let 2(i)~ 

01!)), trouv;e pour u e: Lio a (!Rn) et uh = u * Th g 

3) Avea les notations de la proposition 2 0 i1 résu1te 4e (i) 
q1!ie 8 ·~i on a 

JAhol D11j < ~ 
alor~ les distribution$ Duh $ 'qui convergent vers Du daru1 !]) 0 (A) 0 

a©lli1Wergent va-guement · ( aomm.e mesures sur A) vers Du -o 

4) Dans tout ae para.graphe~ on aurait 

un opérateur de dérivation Da= (D" 11ooo 0 D. ) ~ 
1

1 
1

k 
tribution T la di1tribution (veatorielle) DaT 

pu rempl.acer D par 

= (D. TeoooQD~ T) o 
:i.l - 1 k . 

On aonviendra d O ap_peler 9 dans la suites un tel opérateur Da ,, 

le Naturellement_ •. ion pose 

k 
< ♦ i DaT> = = <div ♦ i T> = = L <D. ~ l. Il T> 

01 1 
q=l q q 

k 
2 

1 ,,! = L ♦ 0 C, 

l. 
q=l q 



5) La définition suivante~ utilisée au paragraphe suivant 9 

se dégage alors g 

dans 

Soit 

6) Soit 'î une contraction, ioeo une application de IR 

= O et j-r(s)=T(t) I .$ is-ti (s 9 te:IR) 

Démonstration g Soit A€oUn) • montrons d 0 a.bord que g 

1oit une régularisation de 

eiit lipschitzie~ne sur A et (p~po xeA)jDaho~Hx)I ~ jDauh(x)I o 

Donc JAID
01

(t ci uh) ! = JAIDa(t o uhHx) jdx ~ JAIDauh(x) jdx = JAIDauhl o 

En remarquant que tend vers T o u. dans L
1
1 

(A) 9 on a oc 

0 

Soit maintenant {Ao) une suite croi~uante daxu dt(O) avec U A, = Slo 
J J 

Il ré1ulte de la définition que 

J
0

1Dau! = Sjp JA, !Dau! = Sjp JA, jDaul 
J J 

(et de même pour , o u) o 

C9nséquenceo L 0 espace BV(Sl) est invariant par les contractionso 



3o Caractérisation par les septionso 

A0 Notation ■ o Si u est une fonction définie sur un ensemble n de 

mp+m = !Rn 0 on pose pour yë.lRm g n(y) = {xe[RP g (x,y) en} 

pour X€.J2(y) g t?(x} = u(x,y) o 

On suppose n ouvert dans mn o Alors n(y} est ouvert dans mP o 

On note ôy 1°application qui à q><::~(n) associe cf>YE.$(n(y)) o 

immédiat g si cf>, tend vers 
l. 

0 tend 

ver!!§ 0 dans -S)(ny)k et T êta.nt une distributiont <<j>.9 S> = <cf>~;T> 
J. l. 

tend vers O o Donc S est une distributiono 

Par définition 9 on a Jn(y)ITi~ Jais! o De plus 11 si 1/JE:;l}(Q(y})k • 

avec ii/li~l t il existe <j)e:S}(n)k avec !<t>i~l 0 telle que 1/1 = <l>y ; 

(Supp 1/1) >t {y} o en effet 

On porse 

g soit a ig!l)(n) s O~a~l ~ 

<j>(x0 z) = ~(x) a(x®z) Q 

~rapo ■ ition lo Soient 

Démonstration 
=~===<-=:i=cc,œz:111-,,=ri=,.,.. 

a = 1 

et 

(a) Mesurabilitée D~après le lemme, 

Or® par définitionQ il existe une suite 

sur 

on a Jn(y)IDauyl = J111nauy<b ôyle 

q>oE;I)(O)k telle que 
J 

J
0

1Dauy e ôyl = ~!: j u(x®y) div~ ~j(x,y)dx o 

On obtient une suite de fon©tions de y 0 mesurables duaprès Fubinio 

Leu~ limite est donc mesurableo 



Vo9 

J i D°'u 1 ~ J dy J i D°'uY j résu1te de Fubini i 

Si 

et 

n mm n(y} 

l<1ii~1 1 alors 4>YE:!1J(Q(y))P avec 

J U di V a U = J dy J U (Xi y } 

(c) Montrons J
0
in01

ul > 

lli f I Da uh j ~ Jdy lli f i Da { ~ ) y i 
h +œ Or h -+00 

• r/' ( y ) 
ô 

Pour presque tout y (tel que O(y} # ~) 1 (uh)Y converge vers uY 

lim 
~ 

Mais les ouverts 

U nr(y) = O{y) 
r~o 

f !Da(uh)Yi ~ J iD°'tl! o 

nr(y) nr(y) 

nr(y) formant une suite @roissante de réunion 

il résulte de la définition (§ol) que 

tend en e;roi~sant vers f i n01
uY 1 

n(y) 
(quand r'lii.o) 

En appliquant encore Beppo-Levi 9 on obtient 

lim 
+ 

r-+o 
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Remarqueso 

l) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 

U€.L
1
1 

(n) appartienne à BV(O} est que g oc 

Si n est de la forme n = 
n 
n 

i=l 
I. ~ I, intervalle ouvert de lR • l. l. 

PoPG xij E:::: n 
j;&i 

la fonction vérifie l N,€:L (n L) 
l. ::l9'i J 

1 

2) Pour un ensemble mesurable E de n • on a, en terme de 

périm~tre g 

+co J
0

1Dx xEI = J=œpn(y) (E(y)) dy (en notant Dx = (Dieooo,Dn_ 1 )). 

On note K ( n) l ij. ensemble . .des f.onctJ..o.n.s .. réell.es continues à 

support compact .dans n t:)Î<a{ftl .1ij_ensemble .des mesures de Radon :réelles 

~ur n ~ ô 1wapplication de K(n) dans K(n(y)) telle que y 

Ô ( <f>) = 4'Y e y 

Si lH.:J/t(O(y)) et <f>E:K(O) • 
On vérifie sans difficulté le 

Lemme 2o Soit µ € )11, ( n ( y ) ) k • alors 

lvl = hdoô y 

on note µoô (<f>) 
y 

lemme suivant 0 
6 

" = µ o ô €. J.l~( 0 } k 
y 

1) 

2) :f est dans L1 (v) si et seulement si 

dans ce cas Jr dv = JrY dµ o 

On a alors la proposition 

= µ (,Y) 0 

et on a 



avec Proposition 2o 2.2!l ueBV(n) (ou simplement UE:L~
00

(o) 

Dau e:.:,lt(o}k) o Alors, PoPo yE:.lRm • Da uY e:.)1"t(u(y))k c 
-

Ifb .. si fe:. L
1

(Dau) , ~ 

l) m 
PoPo ye:tR 9 rY e: L l (Da uY) 

2} jr Dau= J dy J f(x 9 y) Da uY(dx) 

!Rm 

3) jrJn"ul • J dy Jr(x 0 y)fDa u;yÏ ( dx) 

IRm 

(ave~ la ~onvention si -
Démonstration g 
~c:,,;:i.:c:::,a:;ar:,<::c:tl<lt::ldlDaii::>a:iœ,;:,.-,..:) 

La propo i appliquée à une suite exhaustive 

donne 

Da y "" k ( p op o y e !Rm ) u e: YI<.( n ( y )) 0 

Da uy o ô si Da uY e ,11; (o (y) )k 
À = f y 

y l o si Da uY Ef :>14 ( O ( y )) k. ~ 

nua.près le lemme 2z Ày ~~i(o)k 9 pour tout m 
Ye:lR C 

Pour ♦ e: K{n)k i 1°application y 1-+ À (~) y est mesurable • 

k 
ct>j e 2)(n) une régularisation de cjl o 

en effet ~ 

On a À ( ♦) = lim À (cj>.) o Orgy 1---+ À (cj>.) 
y y J y J j """C@ 

= j div cj>.(x,y) u(x 9 y)dx 
a J 

est mesurable (par Fubini)o De plus, 1°application Y "" 1 Ày 1 ( , > i 

pour cj>E:-K(n) , est mesurable car g 

s up :1:: 1 Ày ( 1/J) 1 = l im I À ( 1/J • ) 1 
l1/Jl~4> J+00 Y J 
1/Je:K(n) 

avec 1/Jj e. K(O) • et 

nua.près le lemme let la proposition l, on a 

J i Ày 1 (A) dy = 1 Dau 1 (A) < co o 

Doxw~ pour cj>E:K(n) 0 les applications y i---+-- >..y(<t,) et y I'-+- IÀyl(ct>) 
m 

sont intégrables sur m • et 

définissent des mesures sur O g À e: )1<,(0 )k • a e Jft (q) G 
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D0 après ([B] g choVo §o3o Théorème 1), y ._.,,.. iÀyl étant une 

famille de mesures ➔O sur O scalairement dy-intégrable 9 (ce qui 

entraîne qu 0 elle est aussi vaguement dy-mesura.ble d 0 après ( [B] ch o VI 3 

§olo Propol)}, pour toute fe::L 1 (q) , lwensemble des y tels que 

f <f L 
1 

( 1 À i ) e s t dy= né gl i ge able 9 la fonction y ....,... J f d I À I e s t y y 
dy=intégrable et on a g 

En particulier 9 si Agùt;(n) 1 on a g 

cr(A) = f!>-yl(A) dy 

d 0 où cr(A} = lnaul(A) d 0 après (i} cd-dessus et 

a = jnau i 0 

En rassemblant ce qui précède on obtient les affirma~ions 1) et 3) de 

la proposition. 

Pour démontrer le 2) 0 on remarque d 0 abord que d 0 après Fubini g 

\;/ qie!D(n)k e Jq> dÀ = JÀY(q,)dy = Jdy J<l>y Dauy = 

= -Jdivo.Hx,y) u(xty) dx dy 

On a donc 1°égalitê des mesures. g 
a 

À = D u ~ 

Jdiva<l>(x,y)u(x 9 y)dx 

a 
D u $ 

D 0 autre part 9 d 0 après la définition diune mesure à valeurs dans 

!Rk "' t o " • on peu 1c1 supposer k=l 0 en considérant chaque composanteo 

Pour qie K( n) 0 on a démontré que les applications 

y ~ Ày ( qi) et 

les applications 

y 

y 

1-a+ l>..yll<t>} sont intégrables sur IRm; 

+ 
t-+ .A.-(4>) sont donc aussi intégrables sur tRm • 

y 

et on :peut appliquer le résultat dGintégration de [BJ énoncé ci-dessus 
+ 

au.x familles de mesures ~O ~ y ~ À- i y 



on a évidemment g 

nuautre part 

montré que 

et comme on a 

a 
• À= Du• on a 

L1 (a) = L 1 (Dau) = _L1 0,) = _L1 (;l..
1

)() L 1 (;l..
2

) o 

Soit f e: L l (}..} o On a f ë. L l (). +} (l L l ( À - ) (pop o y€. IRm) • 
y y 

y 1-+ (Ji' eu; -Jr d;l..;) = Jr dÀY est dy-intégrable et 

Jr dÀ = Jr dÀl - Ji' dÀ2 = Jdy(Jr dÀ; - fr dÀ;> = Jdy Jr d;l..y 

Définitiono Soit u une fonction déi'inie sur O o Luhypographe de u 

est lîen:semble de OXIR déi'ini par G =·{(Jqy)e:'2'1'1R u(x)>y} ~ 

On note p la projection de f2 x m sur O g p(x.y) = x 

U 1°applic:ation de O dans '2 x fR g U(x) = (x.u(x)) 

m la mesure de Lebesgue sur '2 

Dx x
0 

la distribution (vectorielle) (D
1 

x0 eeomeDn ,x
0

) (si G 

mesurable) 
Dy X G = Dn+l ;;( G 

Da.= (Di 11 Ho,Dik) (i 1 <coe<ik~n) une dérivation d~ordre l. par 

rapport à la variable x o 

Propositiono Soit ue.L 1l (0) .:.1, G son hypoe;rapheo Alors 
- - oc 

1) La distribution -D x est toujours une mesure ~O y G 

( 2) 

2) Pour tout ouvert Ac '2 • on a -



< oc, 

{iii) Si U€BV(n) 0 on a la relation g -
Po D X = Du 

X G 

3) Si u est continue sur n , alors (1°) est vérifiée au sens -
des distributions tu appartient à BV(O) 

,se 11érimètre localement fini dans n y. LR o 

si et seulement si G est 

Dans ces conditions on a 

l) On montre d 0 abord la relation (2}o 

Soit cp e:.'l>(O x tR) o On ae par Fubini g 

-J cp I) j( = f D cl> ( x • y ) dx dy y G G y 

On en conclut que - Dy x
0 

est la mesure-image 

-

U o m o 

relation (l) déduit (2) l xa> si La se de 0 on a fE: L (Dy et seulement 0 

1 =Jf : J f OU dm fo Uis:L {m) et dans «ie cas 0 D XG 0 0 y 

Soit <!>€.K(&l) 0 Si on pose 0 f = cl> 0 p on a 0 ~ 

foU =.<!> Q 

Ce qui montre que = D x admet m comme image par p o 
y G 

2) (a) On suppose que V Ae:c7t('2) i JA x.!RiDx x0 1 < 00
0 Dx x0 est 

donc une mesure sur &°2)(fR qui 9 de plus, admet une image par p 0 

Montronai 1°égalité dans ;D 0 (Q) g 

Note - e 0 µ désigne 1vimage de la mesure µ par 1vapplication e • si 
elle existe~ 

si 
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= {: 
si -e:<y<c 

Soit q,e~(n} 0 On pose ne (y} et on prolonge l1& 
si IY 1 >t 

C;Ontinûment en une fonction linéaire sur les intervalles [-e-l.-e] et 

[11::0 t+l] o On a 

J~<x} Di xG(dx dy} = lim Jne(y) •<x) Di xa(dx dy) ~ 
&e++oo 

Or Jne;(y} q,(x} Di xG(dx dy } = -J Di. (X_) ( J l1 e ( y ) Xo ( X t y ) dy ) dx ce qui peut 

se déduire du §o3 Propo2 ou plus simplement du lemme ci-dessousc 

Le nombre <Jnt(y)xG(x 1 y}dy-e:-½) vaut u(x) pour e > iu(x}I et est 

majoré en valeur absolue par 1+2·.! u(x} i o 

Comme on a évidemment Jni q,(x)[=e-½]dx = 0 0 on trouve 

J•<x) Di xa(dx dy} = -Ju(x} Diq,(x) dx 

par passage à, la limite quand e; ~ +00 • ce qui prouve (lg) dans 

5ôn ( n) o 

Mais (p o Dx x,G) est une mesure 8 donc Du aussi et ue: BV(n) ~ 

En posant k(xgy) = nt(y} q,(x) • r = x0 9 on a utilisé le ~ 

1emmeo Si k est un~ fonction continue 

admettant des dérivées partielles 

f'E:. BV(Q x !R) ~ on a 

à support compact dans Q ,< IR ~ 

(i=l~2 9 oooen) continues• et si 

Démon~tration ~ Soit une régularisation de 

On a Jk Di f = lim Jk Di t'h o 
h➔oo 

naautre part Jk Difh = J~<x~y} Difh(x 9 y) dx dy = -Jrh(xiy) Dik(x,y}dx dy. 

Enfin lim -Jrh(x 0 y) Dik(x,y} dx dy = ~Jr(x9 y} Dik(xty) dx dY, o 

h--i'-c,o 

(b) Montron83 que pour tout ouvert Ac a • on a 

(avec 

Soit une régularisation de 



f div cf> = 
G a 

lim J diva cf> o Par la formule de Green classique on a 
h+ 00 G 

J diva <I> 

Gh 

kh 

= J L! <l>i (x,uh{x)) 
q=l q 

ie;e qui établit 1°inêgalité désirée et montre que si ue:BV(S'2) • alors g 

{c) On vient d 0 établir (ii) et (iii) du 2) de la propositiono 

Pour montrer ( i) 9 il nou$J reste à voir que si u ~ LÎoc ( Q,} • on a 

Ca~ u bornée -
Supposons iu(x}!<M pour tout xe:A et soit ae~(fR) telle que 

a(y) = l si jyj~M t !al~ l c 

+M 
On a évidemment u(x) = M +J xG(x,y) dy o 

-M 
Soit <1> ë fl) ( A ) k 1 1 cf> 1 ~ l J et i e: f il , o o o , ik} Q 

cf>. (x) dx 
J. 

et, • (x ) dy dx o 
J. 

<j> i ( x ) dx = J G D i t/J • ( x , y ) dx dy o 
J. 

Car 

= (J. D. 
S'2 l. 

4> • ( x) dx) (J a ( y) dy) = 0 
l. IYl>M 



On en conclut en sommant de q=l à q=k et en passant au sup 

et en fait, duaprès (b) 

Posons pour N>O 9 

On a 

et 

_ S u{x) 
uN (x} - l O 

uN(x} > y} c 

si 

si 

si 

si 

si 

• 

1 u( x) i ~N 

ju(x)i>N 

On en déduit 

DGautre :part 8 tend vers u dans t 1
1 (A) a nwa:près le §o2o 

oc 
Pro:po1 0 et en résumant ce qui précède• on a 

JAiDaul ~ 

J !DauNI = J !DaxG 1 
A Axœ N 

DGoù le résultat JAIDaul ~ 

lim f I DauN 1 
N+ 00 A 

qui croît vers J jDaxal (N+œ) o 

Axlft 

J iDaxal et 1uégalité (i) 9 avec (b)o 
AxlR 

Rema~~u~o Notons au passage quGil résulte de cette démonstration que 

JA!DauNi ~ JAIDaul 

;~: JAIDauNI = JAIDaul o 



0 .... 

, N :i.e me Si on interprete la troncature comme une contraction• on 

que® pour cette contraction particulière, la semi-norme 

e$t diminuée pour tout Da dijordre l (voir §,2 8 Remarque 6)), 

3) On suppose maintenant u continue sur n c Montrons l'égalité 

dan~ gt(np 

( l' ) 

La di$tribution image p o Dx. x0 est bien définie car le support de la 

di$tribution Dx x0 est contenu dans le graphe de u sur 

dont :1 G intersection avec toute bande K" lR (K compact de 

compacte dans n x 1R e 

cf>e..iJ (n) , uh une régularisation de u 

Lh le graphe de uh sur no On pose 

et Gh 

S = Supp 

n I soit 

n) est 

comme en 

Comme u est continue 9 uh converge uniformément vers u sur S • 

etilexi$teunvoisinage V de Lnp- 1 (s) contenudans OxlR tel 

que~ pour h a1Ssez grand Lh n p-l ( S) c V t 

Soit ij,e;D(nxm) ,tel que VzE:.V.ij,(z)=cj>op(z) ô 

Or dGaprès la formule de Green classique, on a 

= Jij,(x 1 uh(x)) Di uh(x) dx 

L • 

= J+(x) Di uh(x) dx = -Juh(x) D1cj>{x)dx o 

De plus lim <ljl,DiGh> = ,q,,DoG> 
h-+oo 

l. 

lim Juh Do<jl dx = Ju Di4> dx 
h+oo l. 

( 1 ij ) o dnoù la relation 

Alors 9 si G est de périmètre localement 

ueBV{n)o La réciproque résulte de 2) (ii}o 

Reste à montrer la formule (2G)o 

On suppose u continue sur n et u e: BV(n) • 

fini sur n x lR • on a 

Dijabord~ 1wimage de Dou par U est bien définie puisque pour cf> 
l. 

GQintinu.e à support compact dans n x lR , cj>(x9u(x)) est continue à support 

compact contenu dans p(supp cj>) c 
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Soit ipe:~(nxlR), Bëdt(n) • B.Jp(supp et>). Soit uh une :régulari

sation de u sur B (h > di st {B ,JRn·dl)- 1) 

lim J 
h+oo Gh 

= .J D, !j) Q 

G l 

Comme u est continue 1 uh tend vers u uniformément sur B, 

don:e: 4i(x 9 uh (x)) 'tend vers 4>(x 11u(x)) uniformément sur n o 

De plus les mesures Diuh convergent vaguement vers Diu 

(o:ci a la majoration g J !n.uhj ~ J !D.ul • h>h 9 A€~(rd) 
A 1 A 1 o 

ho 
On en déduit g 

La formule de Green classique permet diécrire 

:e:e 4ui achève de démontrer la. propositiono 

,!_xem~leo LQassertion 3) de la proposition ci-dessus permet de donner 

1.ae:;;r;emple d 1'ensembles ouverts de m2 de périmètre infini g 

La fonction u.(x) = x2 sin 1
2 

(xe]o,1[) est continue et non à 
X 

variation bornée sur JO .1[ o Son hypographe G est donG de périmètre 

ini'ini dans JO el [x IR et a fortiori dans m2 
o 

Corollaire lm Soit ue:L 1
1 

(n) et A ouvert·da.ns Sl o _,...,.,...,.,. ____ --- oc -

,ki,0 ap.l?#J..c:ation y ~ JA!D01
xG(y)I est mesurable et 1von a. 

LID"ul = s::dy tjD"xG(y)I , 

,En parti,culier et - u <:: B V ( 0 ) , si et seulement is i 



+00 

V At=:d;(n) 0 J_,,/A(G(y))dy < "° o 

E~~~~!~E!~~~~ g Cela résulte du 2) de la proposition ci-dessus et du §o3 

Propolo 

Exempleo Soit n = B(O»l) boule unité de 

u ( x } = j x j .., l / 
2 

· ( x € n ) e s t dans B V ( n ) • car 

(n>l) ~ La fonction 

{ :n-1 Y .. 2 ( 1-n) si y>l 

si et n 1 est pas bornée o y,<l ~ -

(w 
1 

= aire de la sphère unité de mn) 
n= 

Corollaire 2o Si 

Enfin, si on a seulement 

Démonstration g Supposons 

on a 

cela implique g 

on a - et si on ;eose 

l u e: L
1 

{n) • la distribution v vérifie 
oc 

uE:.BV(n) c D1 après 2)i) de la proposition; 

La relation p O D;,:G =,;, • résulte des relations (l) et (l. 1 ) de la 

proposition o 

On en déduit I v l ~ p o I DxG l o En reprenant le 2 )b) de la démonstration 

de la proposition• on a 

Enfini> si 

Y A é 0t ( n ) • 1 \1 1 ( A ) ? ( P o I D X G j )( A ) 

u est seulement dans 1
1
1 (n) • et si Ae::.d(n) • on a oc 

"" ~> JA i Du! = 00 ~~ J ID X 1 = 
AxJR X G 



sont finis I alors u e. BV(A) et ces 

nombres sont égaux d 0 après la relation p 0 IDx0 i = !vl ~ 

Remarqueo Dans [M2] on montre que si ue:.BV(G) • u continue• si 

Aëc:t(n) , et A de frontière !\li-négligeable, a.lors ivl(A) co'incide 

avec lia.ire de Lebesgue de la surface non para.métrique définie par u 

au~dessus de A• ioeo g 

l 
fh~"t' (A)g lim fh = f uniformément sur A } o 

h-+co 

1.; a , 1 1 a 
Corollaire 3e Soit ue:.BV(n} o fil. f~L \D u.1 • alor11t fe:.L ,,D j(.G(y)) 

(popo Y€Ut) , les applications y ~ Jr(x) Da7tG(y)(dx) ~ 
y i-+ J f(x) IDaxG(y) 1 (dx) sont intégrables sur m et on a 

J f Dau = lm dy J f C x ) Dax G ( Y ) ( dx ) 

J f ! Dau j = J IR dy J f bd i Da X G ( y ) i ( dx ) e 

E~~~~!~!!~~~~ g D0après le 2Hiii} de la propositionll f€L
1

{Dau) si 

et seulement si fo pe:.L
1

(DaxG) et on a Jr Dau= J(ro p)DaXG o 

D0 après la proposition 2 du §o3 appliquée à la fonction xGe::BV(nxm) • 

on a J(fop) DaxG = JIRdy ff{x) DaXG(y)(dx) o 

On opère de même pour !Daui • d 0 après le corollaire 2 g 

Jr!Daul = Jcro p)fDaxal et d'après la proposition 2 du §o3 

J f o P ! Da X G 1 = J IR dy j f ( x ) i Da X G ( y ) j ( dx ) o 

Remarques sur la. proposition g 1) On peut aussi montrer ( [M
2
]) que si u 

est une fonction mesurable sur n 9 la condition 

V Ae:Jt(n) e J lnxxal < °" 
A~ 1R 

entra!ne que u appartient~ L1
1 

(n) o La ,démonstration repose sur oc 
une inégalité isopérimétrique dans la. bouleo 



2) La for;mule Dx XG = UoDu 9 valable 

lorsque u est continue et ue:.BV(n) • admet une gênéra1isation lorsque 

u est seulement dans BV(O) o c 0 est l 9 objet dijun paragraphe u1térieuro 

5c Une c~ractérisation par les translationsê 

Propositiono ~ U€Lî 0 c(n) o Une condition nécessaire et suf!isante 
R_Our que uc=:BV(n} est que 2 pour, tout AE:Dt(n} , il existe C>O ~ 

a>O tel que JAiu(x+k)-1.dx}~dx ~ Cjki (i) pour tout ke:lRn tel que 

!k j <a e 

Cela résulte de deux lemmes g 

Démonstration g Soit (uh) une régularisation de µ 

l 
uh(x+k) - uh(x) = J

0 

koDuh(x+tk) dt 

JAl"i,(x+k)-uh(x)!dx $ lkl JAcJ:ID"i,(x+tk)dt) dx. 

$ lkl J: dt JAID"i,(x+tk)! dx 

~ jk! J jDuh(x)jdx = iki J iD~! • 
A+k A+k 

On obtient 

Lemme 2o Soit ue.L 1
1 

(n) 9 Ae:ut(n) et C>O et a>O vérifiant la 
oc 

condition (i)o Alors JA!Duj ~ n Ce 
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Démonstration 

par passage à la limite dans une intégrale et changement de variable 

""' [Ce i )~=l désigne la base canonique de mn] -

J l
u(x-tei)=u(x)I 

Pour tout t tel que iti~a 9 on a ------- du~ Cc nwoù 

J u div If, dx ~ C I: ! ~ i i 0'3 et 

f A! Duj ~ n C o 

A t 

]e.!!!arqueso l) Si n = l s JA!Dui est la plus petite con1S1tante C 

vérifiant ( i} e 

2) Si uetioc<mn) on a J!u(x+k)=u(x) ! dx ~ jkj Ji nui 

(pour tout ke:.fRn). 

3) Comme conséquence immédiate de 1a proposition 0 on retrouve 

que BV(n) e:st i2,variant :par les _p:ontr~ir!t,ions ~ en particuliers, si 

UG:BV(n) ~ il en est de même de u+ e u et lui t de plus i!ii u et v 

appartiennent à BV(n) , il en est de même de Sup(u.v) et Inf(u 0 v) o 

Enf'in, si E et F sont des E'H1sembl.es de p1érimèt:re fini re1ativement 

à n • il en est de même de En F et EU F ~ il y a évidemment 

stabilité par intersection et réunion finies~ mais pas en général par 

intersection ou réunion infiniee 

Traitonis à titre d 1 exemple le cas de l 0 intersection in~inieo 

On pose i u(x) = x
2 

isin ¾, • xe:]0 0 1[ o G l 1 hypographe de u o 

X 

Soit (xi) la suite décroissante des maxima. de u, 

u. (x) = u(x) 
l, 

G. 1 1 hypogra.phe de u. 0 On a G = n G. C 
l, 1 1 

On sait que G est de périmètre infini et que les 

fini (dans ]Oel[~lR) o 

G. 
l. 

sont de périmètre 
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PJrQIEO[l)ition lo ~ (J Û '( deux fonçtiçnii, ~o définies sur vt(rd O 

Alors 1°ensemble o/ des fonctions UêLÎoc(D) g._ui vérifient g 

DêmoneStration g 

propo~ition §o4 

est fermé dans 

D0 après le critère de Ao Weil j}'1 :Po52-54J O et la 

0 ~ est relativement compact dans L 1
1 

C n) o Enfin oc 
L~

0
c{n) d 0 après l~ §02 0 pro~osition lo 

Remarsueo Une conditign plus fine de compacité dans 

dans [M
1

] g 

figure 

PJÇO,E,?·~i ~ion ( l \)) ô ~ Dj }a suite (finie_es.non) d&s composant!! 

connexes de Q o Soit A o €- c---t C n o ) " o o ;:, o et r une f on c t ion ;,,. o 
J J O J --

L 0 ensemble ~ des fonctions --

Inégalité de Poincar~ g Pour toute 

QE:c.:t(D) 8 de côté s ~ on a 

JQlu-a!dx". f~; JcrlD;ul 

avec q = i J u(x)dx g 

jQI Q 

On obtient la proposition 

Note {l)o Un cube cartésien de côté s désigne pour nous un en~emble 

Q, = Hx 1 1iooo 9xn) g x~ ,<. xi <X~+s} où x 0 = {x~poo 9x~) e~t un 
n point quel~onque de m c 



Proposition 2o Soit ( &L) la suite (finie ou non) des comi;i2sa.ates 
J -connexes de Q 0 Soit ( Q O ) des cubes cartésiens tels g,v.e Q. e .dl;( o,) 

J J J 
et soit y une fonction ;.i.O définie sur Dt( n) ô 

Soit - g;- = {ueL
1
1 (o) 1 

oc 

E~~2 ~ ! ~ !! z ~ ~ ~- Si Q, est de côté s, on a, par 1uinégalité de 
J J 

Poincaré g 

En posa.nt 

J I u(x) 1 dx 
Q, 

J 

pour un ensemble 

-B.~ Q, t on peut appliquer la proposition (lv) à ~ o 
J J 

tel que 

Comme conséquence immédiate 9 toujours en suivant [M1] 0 on a 

Théorèmeo Toute distribution dont les dérivées premières sont des 

mesures est une ~onationo Plus précisément 

tel que DT soit une mesure ; alors il existe 

V 4> e:3)(0) ~ <4>.T> = J<t>(x) u(x}dx o 

Démonstration Soit 
_,_,_,=--·ac..:. _ _, -- _,.., 

poU'r r>O g 

VAE.Jt(nr) • JAID("h* T)J ~ fnriDT! (pour 
1. 

h > -) o r 

Soit (n~) la suite des composantes connexes de Or a 
J 

nua.près la proposition 2 9 il existe des constantes (c(j)) tell.es 
h h~ 

r 

que la suite 

L 1
1 

(g~) o 
oc J 

{-rh* 1r - a(j)} soit relativement compacte dans 
h h>1, 

r 

Comme l.a suit~ ,rh li< T converge dans SJV{Qr) vers T Il on en déduit 

la suite {c(j)} est bornée . et donc la suite {Th'lt T} est 
h h>,! 

t 1 h>-r r 

• 

que 



relativement compacte dans 

diagonale 

t 1 (or) • par procédé loc 

Soit u e:.1 1
1 

(nr) une va.leur dçadhérence de cette suiteo On a r oc 

( V q, <Ë Sl ( Q r) ) < 4> 1 T> = J 4> ur dx • 

On en dé duit 

ue:L 1
1 

(n) 
oc 

u O (x) = 
r si et l'existence de 

tel que 

u(x) = u (x) 
r 

r 
Po Po Xe: Q 

et u vérifie l 0 éga.lité du théorèmeo 

!temarg, ue s g 

l) Des résultats_ analogues sont établis pour n = lRn dans 

Schwartz g Distributions, chapcYI 1 3ème éditiono 

2) Le 

ueBV(Q) 

précisé ainsi g toute fonction théorème ci-dessus peut-être 

appartient à 1P
1 

(n) avec 
oc P = n~l o La démon stra.t ion de 

particulier une inégalité isopé-ce résultat, dû à Fedêrer» utilise en 

rimétrique pour les ensembles de périmètre fini~ 

3) La proposition l de compacité - d 0 ailleurs démontrée directement 

par De Giorgi dans le cas où les fonctions u sont des fonctions carac

téristiques d 0 ensembles - est utilisée dans 1°êtude des ensembles de 

périmètre fini, qui est l'objet de la deuxième partieo 
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Séminaire sur les semi-groupes 
et les équations d 0 évolution 

Orsay 1971-1972 

Exposé de Philippe BEµILAN 

où 

"EQUATIONS D0 EVOLUTION DU SECOND ORDRE" 

Nous étudions, le problème de, la forme 

u 
0 

• u borné sur 

Ce problème a été notamment étudié par V o Barbu [1] et H ~ Bréz is [2] 
dans le cas d 0 un opérateur maximal monotone d 9 un espace de Hilbert 

indépendant de t e Dans une première partie 9 nous développons pour ce 

problème une théorie d 0 approximation type "Yosida" dans un convexe 

fermé d 0 un espace de Banach quelconqueo Dans une deuxième partie nous 

étudions le problème pour une famille d 0 opérateurs monotones d 0 un 

Hilbert dépendant de tg 

Io Etude dans un espace de Ban!aho 

X désigne un espace de Banach de norme 

[x.,y]e:X>t X = lim 
Jd•o 

1 o 1 , de produit 

Démontrons d 0 abord le lemme général suivant 
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Lemme lo Soit une fonction convexe continue sur le Banach X et -
d

2 
l ; e L (O,T;X) o Alor& la fonction 

dt 
tel g. ue 

t ~ cj,(u(t)) est dérivable à droite en tout t e [ 0 a T [ s!, 
+ -h, ip(u~t)) = sup {<*(t)~w> , we: aip(u(t))} ~ la f'onctiS?,.l} t 

ip(u(t))) dt e Enfin en tout ;Q..Qipt 

sont dérivable§, on a 

Démonstration t'ZD<m>œ!l;'.IGll;>deÔCID.-:OIZ&:)aa;, ___ _ 

avec E (h) -+- 0 loraque h ~ 0 o 

Donc 
h h 

+ t(u(t)+hu 8 (t)+h&(h)) - t(u(t)+hu 8 (t)J D 

h 

D0 une part 9 on sait (cfo MOREAU [3]) que 

f ( u { t ) + h u n ( t )} '"" T ( u ( t )) ~ :; up { < u O { t } 
0 
w > ; w <e a ip ( u ( t }) } l or I que h fr 0 

h 

d 0 autre part cj, eat localement lipachitzienne 0 donc il exiilte k ~t 

ô>O tel que pour jhj~ô 5 

jp(u(t+h)) -, p(u(t)+hu
0 (tn! ~ ltji;;(h)I-... 0 lorsque h ~ 0 0 D 0 où 

h 
la première partie du lemmeo 

Soit maintenant O~il~t<T o Choisissons 'w's: a<t,(u(t)) et 

v e: a,(u(s)) tels que 
d+ &. 
~(u(t)) = <u 0 (t) 1 w> et 

i+ d+ 
dtip(u(t)) - dtcj,(u(s)) = <u 8 (t)-u 0 (s) 9 w> + <u~{s) 0 w=V> o 

Or u(t) ... u(s) 
t 

= (t-s) u~(s) + Js (t-·r) u"(·d dT e d 0 où par monotonie de 
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démontre la deuxième partie du lemme ( ~f o [4 J l.l Appen di ~e) o 

Enfin :si 
d+ 
rt<l>(u(tn et sont dérivables en 

l:im 7(u{t+h)) + iti(u(t-h)) = 2f(u(t)) 

h~o 2h
2 

et 

tg on a 

•(u(t+h)+.(u(t-h))-2.(u(t)) ~ cu(t+h)+u(t-h)-2u(t) 9w> pour tout h 9 

dvoù la dernière partie du lemmeo 

X et des solutions fortes 

{ i o e o u e.'e ( [ 0 0 T] a X) x ce::1 
{] 0 ~ T [ t X} s 

2 
d ;(t)eA(t,u(t}) popo te]o,T[} o Alors la fonction 
dt 

t ~ 4(u(t)=v(t)) est convexeo 

P:opo~ition 3o Soient C un convexe fermé de X 0 3(t 0 x) une aRplica= 
t¼Olll d! J Oi)+<.t:>[ )€ C ~ C vérifiant g 

p o p c t € J O Il +.,., I II x ~ J ( t ~ :id e iBl t e,crn tracta.nt e 

V€ C 11 t {ttx) est me:surabl.eo 

,,9n suppo:6le de plus q_u.e ic.une de;s deux @onditions ~uivantes eiat 

,ré rifiée _,,, 

C e s t b o rn é e o 

il exi:Slte x e: C 
0 

tel que 

existe 



De plus pour tout t e. ro ,+.,. [ • on a 
- -

!! ü est solution correspondant à 

est dêaroi•sante~ 

n • la fonction 
0 

VIo4 

et sous lghypothèse ii) 11 l!u-x
0

IJ .. ~ ju
0

-x
0

1 + j"\!x
0

-l(t,x
0

)!dt o 

L o 

D,monstration del& Proposition 3 1 D0 après le corollaire 2~ si u et ~~-------------------------------û sont des solutions io:orrespondant à u
0 

et û
0 0 la fonction 

t ......., !u(t)-û(t)j est convexe ; étant bornée elle est décroissanteo 

En particulier on a unicitêo 

Pour tout· u [0 0 +oe[ 1-+- C continue bornée• 

t Jt es=t J~œ eS""T rr(,,,.»u'..-)) d""' Tu(t) = e- u
0 

+ 
0 

~ ~, ,. • est bien définie et 

continue de [o,+oe[ dans Co On a de plus IITuJ.-Tu 2 11

1
.,.~kilu1 -u 2 j!L..., 

rapport de lipschitz commun à tous les 3(t 0 o) 0 et 
d.2 

avec -(Tu) ( t) = u ( t) - :J ( t I u ( t) ) pop o t o 
-,qt2 

d2 
Utilisant le lemme 1 0 on a 2 jTu{t)-x i ~· -ix =:l'(t,x )j popat et 

dt o o o 

donc l!Tu-x ~ ~ lu =X 1 + Joetjx -l(t 1 x )jdt o On en déduit lorsque 
o LOC> o o 

O 
o o 

k<l • 1°existence (et l 0 unicitê) d 0 une fonigtion ue:<f;b( [o 9 +oe[;C) telle 

que Tu = u o 

Considérons alors pour où X 
0 

le point sélectionné sous 1°hypothèse ii) et un point quelco~que de C 

sous l 0 hypothèse i) c La fonction 3E: vérifie, les hypothèses de la 

Proposition 3 et est de rapport de lipschitz i!e <l o Il existe donc 

d
2 u 

Û e.-t 1 ~[o,+oe[icJ unique tel que ___!., = U J.,(00U.,.) t u .. Co): u,.,. ~ 
e dt2 t ~ ~ ~ ~ 

u borné® 
E: 

Compte tenu du deuxième paragraphet u est uniformément borné 0 t 
soit Il ucll ce~ M o Utilisant le lemme l 1> 

. L 



~ - 1~=~0 llx
0

j et la fonation 

. t2 
t ......,_ lu (t)-u O (t) 1 + iE:=~ij 1 jx ) -

2 
est aonvexeo e € o 

VIo5 

On a dona iu (t)=u O (t) i ~ l1 iu (L)-u ff (L) i + ie~~9 i !x it L pour tout e e e e o 

O~t~L<+m soit en fixant T::.O 9 mu -u oli ~ ~ + T(x He-e 0 ) L 
i e t""(o.T} L o 

V L~T o Don a u ic;onverge un if'o rmémen t sur tout aompall:lt o Pa.r pas sage 
li: 

à la limite da.n1S 

on obtient la Propositiono 

Corollaire 4a Soient convexe fermé de X • (A(t)).._ ]o [ une 
Joe: ~+.., -

famille d 9opérateurs aacr,tiflS de X tels que 
C 

On suppo1Se de plus que 1°une delS deux conditions suivantes est r6alisée1 

i) C est barnéeo 

ii) Il existe 

Alori:t po~r tout 

EAique tel que 

u € C et tout 
0 

J: t ! Mt hc O i dt < 

:.\>O ~ il existe 

borné o 
.. bj 

Il suffit d 0 appliquer la Proposition 3 à la fonction 

0 
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R~~a~que 5o Lorsque A(t} = A indépendant de t, 1°hypothèse ii) 
exprime que A~1 (o} () C # (li i étant donné x e: A=1 (o) f'\C 0 (I+>.A)-l 

0 

laisse invariant le tlonvexe { ix-x i ~ lu. =X 1} () C et on est ainsi 
0 0 0 

ramené à 1°hypothèse i) 

l 0 hypothèse i) implique 

* lorsque X est uniformément convexe 

A =l { 0} n C :f, (/J o 

Lorsque A(t} =A+ f(t) 9 l 0 hypothèse ii} est en particulier 

vérifiée swil existe y E: A(C) tel que J•tjy +f(t) !dt < +• o Nous 
0 0 0 

avons dans ae cas lGapprazimati~n : 

60 Soient A un opérateur Corollaire 

-r g Jo1 +Ci)[ _,.. X mesurable tels que 

t,out u € X et tout }l.'>O 
0 

que 

uÀ ( 0) = u
0 

® uÀ ·borné o 

m= accrêtif -
0 R(A) Ili 

t il existe 

1?.~ •• l).lus alors l~ul~x 0 !/L,,. ~ \12
0

=x 0 \ + J:tif(t}~ dt 

û, est solution correspondant à f et û 
il\ ~ 0 Il 

de X et -
et l 

00 

t I f ( t ) 1, dt +--
0 

UÀ e:."e{ [Ot+•[;X) 

Mis à part le cas hilbertien~ nous ne savons démontrer la convergence 

Propos!t~on 7 o ~ C un ~on vexe fermé de 

On suppose g 

X et A -
PoPotE:]0.+oe[ e X ~ A(t,x) 

les bornés de C et pour tout 

est ac~rétif 8 ,uniformêment ~ontinu sur 

À>O 1J (I+i\A{t 9 o »=1 (C).::, C 

V x E C9 V i\>O ~ la fon~tion t ~ (I+.XA(tll o) )- 1 x est mesurable 1 

il existe M~ [o~+œ[ ~ [Og+°"'f continue telle que iA(tex)i~M(ixj) 

PoPot® Y x 0 enfin lgune de~ deux conditions 

i) C est borné o .. 
ii > Il existe X e:C tel que J

0 

tlA(t 9 x
0

} jdt < +"" 0 
0 

Al.ors pour tout u e. C 8 il existe u€~([ot+""[,c> E-ni que tel g,ue 
0 
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A(t,u(t)) 

u borné o 

le corollaire 4& il existe 

~ uÀ bornée De plus est un ifo:r-

mêment borné o 

On a il}J.l(t)uA (t) ! ~ !A(t 5 uÀ (t)) i .;t; M = M(sup (uÀ (t))} o 

><,t 

Donc IJ-µ(t)uÀ(t)\ ~ lu.À.(t)\ + M>. est uniformément borné et 

Etant donné E:>0 ~ il existe donc d>O tel que peur :>..0 µ,r on ait 

IA,..(t)u).(t) - AIJ(t)u;0t)i 2~ 2E: et donc la fonction 

t 1~ !u,(t)-u (t)i + et convexeo Reprenant le même argument qu 0 à la 
1\ \U . 

Propo:sition 3 1 uA converge uniformément sur tout compact de [Oe+°" [ o 

La limite est évidemment solution du problèmeo L 0 unicité de la solution 

résulte du corollaire 2o 

Proposition 80 ~ ~A le générateur infinitésimal d 0 un semi-groupe 

linéaire équicontinu de classe 
2 • 

u e<e ( [o 0 +~[ ,x) · unique tel qûe 

(C ) o Pour tout u e: D(A) 11 il existe 
0 ----- 0 . 

u ( 0 ) = u ~ u b o rn é t u '° ( t ) = Au ( t ) 
0 

\/te[Oe+°"[ o 

A m=accrétif' o Posant SÀ,(t)u
0 

la solution de 
2 

d uÀ 
AÀuÀ uÀ(O) borné 9 SÀ(t)Aµ AµSÀ(t) effet - = 1) = u ~ UÀ on a = en 

dt 2 0 

d2 2 
~ ( Aµ UÀ ( t) ) = A (L uÀ(t)) = Aµ(AÀuÀ(t)) = AA(AJ.luÀ(t)) t AµuÀ(O) = A u 
dt l.i dt 2 1,1 0 



A u,(t) = s,(t}A u o µ A A µ 0 

~ -jA,u ~Au j o 
A O µ 0 

Supposant u
0

e:. D(A) e AÀ u
0 

..,..... Au
0 

lorsque À ~ 0 et donc uÀ 

converge uniformément sur tout compact de [0 0 +œ[ ; soit 

u(t) = S(t)u sa limiteo 
0 

On a 

de 

AÀs,._(t)u
0 

= SÀ(t)AÀu
0 

....,.. S(t)Au
0 

[o~+œ[ c Donc UE.te
2

([0,+ 09 [,x) et 

uniformément sur tout compact 
2 

D(t) = S(t) Au o Mais on a 
dt2 o 

AÀS(t) = S(t)AA et dona S(t)A = AS(t) ce qui achève la démonstrationo 

Remarque 9o On peut trouver simplement ce résultat en utilisant la 

théorie des puissances fractionnaires diun opérateur ; cepend~nt cette 

démonstration semble un llloyen de développer d O une autre manière cett.e 

théorieo 

Dans toute cette partie H désigne un espace de Hilbert réel de 

produit scalaire (o 0 o) et de norme loi o 

Nous nous donnons (A(t)),~e:Jo
0

+
00

[ :ramille d 0 opérateurs: monotones 

de H de domaine contenu dans un convexe fermé Co Nous supposon~ 

(H2) Il existe K 

tout ue.ce1
([0~+ 00 [ic) ('\Lœ(O~œ,C) ; pour tout À>O, la fon©tion. 

t ~ lÀ(t)u(t) = (I+ÀA(t))- 1 u(t) soit mesurable et 

(H3} Il existe X e: C 
0 

tel que 
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Remarquons que la cond1tion (H2) implique que pour tout xe: C et 

tout À>O • t 1---r' 3>-(the e.st à variation bornéee Posons 

~ ,À(t)x = lim ess ll(t+h)x e La fonction t i,-,,+--

h+o 
est continue ~ 

~ droite ; 'À(t)x = ~À(t)x popot et donc pour 
,V 

lÀ(t)u(t) = jl{t)u(t) popot et V l>O » par passage à la limite la 
(V 

famille Jl(t) vérifie g 

il existe donc A(t) monotone unique tel que jÀ(t) = (I+ÀA{t})=l 0 

La fa,mille (A(t))te:[o,+oe[ vérifie (Hl 9 2,3) • enfin si ue<e([O,+•[ic)e 

A(t)u.(t) = A(t)u(t) popotë]O,+oef, On peut donc supposert sans 

restreindre la généralité, A(t) 

défini pour tout te [oe+oe [ et t ~ ~À (t)x continue à droite pour 

tout x c. C.",, 

Rem.arquons enfin que la condition (H2) implique aussi que pour 

tout x~ C 8 tout }l.>O ~ jA(t)lx.:., A(s)Àxj ~ K(ix!J V :siit~O 

et donc que D(A(t}) est indépendant de t 3 nous noterons D ce 

domaine o 

Théorème lo Sous le~ hypothèses précédentes 0 pour tout u e D il. existe 
0 -- • .. 

u e: c€ ( [ 0 e +.,. [ a C ) un i que telle que 

d
2

u l d
2 

- 2 e L
1 

(Ot+ae;H) , ---2:(t) e A(t)u(t) 
dt oc dt 2 

rt~ /43 d 2
u 2 De plus et e. L ( 0 • +oe ,H) dt - dt
2 

si du d
2

u 2 et u e D • - et 
dt

2 
E: L ( 0 .... ;H) ô 

0 dt -
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Démonstration du thêor~me lo On peut toujours supposer 
~~~~~-~--~~~~~--~~~--~-~~--

xo = 0 0 

D9 apris le corollaire Ia4e pour tout 

d2 u 

À>O • il existe u
1

..:.-e( [0 1 +.,.,[,c) 

solution de -t, = A(t)ÀuÀ , uÀ(o) = 0 t 

dt .,. 
uÀ bornée Nous savons de plus 

lu j+ J""t!A(t) 0 x ldt o que ~u1 ij.,. C ju
0

j + J
0

tlA(t) 1x
0

jdt, M = 
0 0 

0 

et donc utilisant (H3} 0 llu~ll.i. ~ K(M) + ~ a en particulier 

continue sur [oe+""[ o En:fin u~ est continue à droite sur 

Estimations de o On a 
du.

1 
2 

: ia:tl + (A(t)ÀUÀ0UÀ) 

dui\ 2 
~ ldtl + (A(t)l.x

0
,u)\) o 

d
2 

l 2 
On en tire dt 2 2 luÀI ~ - M!A(t)

0
x 0 j et donc 

lJu 1 j2 - M Jt J+
00

jA(~) 0 x
0

jdT ds est ~onvaxe~ €tant born€e elle est 
2 0 s 

décroissante et donc n ½lu1 j 2 
= (uÀ 9 u 1 ) ~ M 

particulier lim t(uÀ(t) 9 uÀ(t)) 
t-',e> 

~ Q C 

On a 

en int€grant deux fois par parties 

MJ:y(t)IA(t) 0 x0 I + y(T)(ut(T),u 1(T)l 

, l j 12 - y V \ T )2 u À ( T ) 

Prenant y(t) = l ~ on obtient 

Prenant y(t) = t e on a 
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Estimations de uÀ o On a 

d
2 

1 2 2 """2 2 1uÀ(t+h)-uÀ{t)I = !ut(t+h)-ut(t)j· + (AÀ(t+h)u>..{t+h)-A>..(t)uX(t) 9 
dt 

uÀ(t+h)-uÀ(t)) ~ iul(t+h)-u{(t) 1
2 

+ (AÀ(t+h)uÀ(t)-A
1

(t)u
1

(t)~u
1

(t+h)-u
1

(t)) o 

Multipliant par y et intégrant par partiesg on obtient g 

JTy(t)lul(t+h)-ul(t)j 2
dt ~ K(M) sup y(tJlu

1
(t+h)-uÀ(t)j 

o [otT] l+t 

+ y(T)(uf (T+h)-ul(T) 9 uÀ(T+h)-u 1(T)) - y(O)(uA(h)=ul(O);ux(h)-u 1 (o)) 

- y O 
( T )½ 1 u l ( T+ h }- u À ( T ) i 2 

+ y 0 
( 0 )½ j u l ( h ) = u À ( 0 ) 1 

2 

T 
+ J

0

y"(t)½iu 1(t+h)-uÀ(t)i 2dt 0 

2 divisant par h et faisant htO e on obtient don~ 

Prenant d O abord y(t) = l son obtient puisque lim (u~ (t)~ul (t)) ~ 0 
t+aa .. 

u' 0 e:. L 
À 

et 0 2 
UÀ e L t 

J
- i u O 

( t) 1 
!u~(t)l 2 dt ~ K(M) sup l 2 - (A(0) 1u ,ui(o)) c 

o [ 0 t +• [ l+ t o 
+• +• 

0 r I u l ( t ) 1 
2 ~ 2 ( J t I u f ( T ) 1 

2 
d ·d 1 

/ 
2 

( J t i u ~ ( ,: ) ! 2 
d,: ) 

1 
/ 

2 
• d O où 

liuil/~ ~ K(M)l21lu!l/;
12]1u~l/;12 - (A(0) 1u

0
1)u>-(O)) et 

(3) !lu~IJ 2 ~ (N
0 

K(M)
113 i1uli/;16 + j(A(O)Àu 09 u{(O))j

114 ) 

où N 
0 

est une ~onstante numérique (N 
0 

?l/6 ( {'f+l} 
= - l /3 - ) 0 

4 

2 
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Prenons y(t) = (l+t)a avec a>O G On a 

JT(l+t) 0 juÀ(t)j 2dt ~ K(M) sup <i+tJaiuÀ(t)j + (l+T)a(u~(T) 9 ul(T)) 
o [o e T] l+t 

T 
- (A(O)Àu

0
.u_t(O)} + ½<u.t(o))2 + ]

0 

a(;-l)(l+t)a""
2 iuÀ(t)j 2dt o 

Puisque (l+t ) 112 ul. (t) e L2 
8 

on a (l+t)a- 3 / 2 u 1;(t)e L2 ~ lim (l+t)a(u;(t),ul(t)} ,< 0, 
++• 

d 0 autre part 

En définitive si a~3 • (l+t)ct= 3 / 2 u~(t)eL 2 > (l+t)a/ 2 u~(t}eL 2 
0 

On en déduit (l+t)a/ 2 u 0 € L2 pour tout a<3 c 
À 

On a alors (l+t)a= 2 iu!(t}I ~ '2il(l+t) 112 u;_il!12 !l(l+t)a/
2 u~il~/2 et donc 

il ( l.+t) CC./2 u~ 112 borné indépendamment de a o On en déduit 

(l+t) 312 u; 1:.L
2 

o 

Estimons alor$1 i/t312 u~!12 c Prenant y{t} = t 3 
9 on a 

et donc 

(4) Il t 312 u; il2, ~ M
3 

ne dépendant que de K(M) et M1 

(M = (N K(M)l/3 Ml/2 + M~/4)2 • 
3 o l 1 

On a tlul(t)! ~ ✓21lltuj)~/2 ilt 312 u~l/i/2 • et donc 

avec M Ml/4 _ Ml/2 
4 = 1 - 3 0 

Faisant y(t) = t ~ on a 
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.. 
{6} Jotlu'~(t) 1

2
dt ~ K{M) M4 + ½lux(O) 1

2 

Estimation de uÀ (0) o On a 

1 u 1 ( 0 ) 1 ~ 12 ( M2 + 1 u À ( 0 ) l I u O 1 ) l / 
4 ( N OK ( M )1 / 3 ( M2 + 1 u ~ ( 0 ) 1 1 u O 1 ) l / 

12 

et donc si u e:. D 
0 

+ i A ( o > À uo il i 4 i u r ( o > i l '~ 

jA(O ) 0 u i o 
0 

l d2 2 """-lu (t,)-u (t)I ~ (A(t),u,. (t)-A(t) u (t),u,(t)-u (t)) 
2 dt2 À · · µ ,... .,... . µ µ o11. µ 

~ (A(t),u,(t)•A(t) u (t),ÀA(t),u,(t)-µA(t) u (t}} 
Ail 'µµ' 1\1\ j,l~ 

~ À;H[IA(t)ÀuÀ(t)-A(t)µuµ(t)l
2

+1A(t)ÀuÀ(t}!
2 

- 1 A ( t ) u ( t ) j 2 ] µ µ 

Supposant u
0 

e: D • on .a donc d'après (6) et (7) e uÀ converge unifor

mément sur [0 1 +ce[ sa limite 0 

D0 autre part on a pour tout t~O • 

1:d• 1:•IA(,)1 u1 (,)f 2d, f lorsque 1, 

et po~r À:l,µ>0 , 
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d 0 où faisant tendre t -+- +oo et divisant par t et fai1u.n.t t -+. 0~ 

lor:sque .U,0 

et pour À~µ >0 Il 

J:(1+t)jA(t)lul(t)-A(t)µuµ(tll 2
dt ~ J:(1+t)IA(t)lul(t)l 2 dt 

- J"'" ( l+t) j A ( t) u ( t) j 2 
dt o 

0 µ µ 

... 
Lorsque u

0
E:.D 9 J

0

(1+t}IA(t)ÀuÀ(t)l
2

dt est borné d 0 après (3)Q (6) 0 {7) 

et donc i{l.+t)AÀ(t)uÀ(t) @onverge fortement dans L2 (o.+•,H) c 

Don© \f{l+t)u~{t) -+ V{l+t)u' 0 dans L
2 (o,œ,H) o 

Enfin jJÀ(t)uÀ(t)-uÀ{t)I ~ >..iA(t)ÀuÀ(t)I et donc 3À{t)uA{t) ~ u(t) 

car 1°apérateur A(t) est fermé dans H c 

Considérons alors u e::. D o Etant donné 
0 

corre:spondante on a 'iû=uil.., ~.!u
0

-û
0

I , donc 

sur [o~+œ[ ~ soit 1f sa limiteo 

Û
0 

e: D et 1\_ la solution 

u converg~ uniformément 

Soient ô>O et À +o o Il existe d 0 a.près {4) t e:]O~ô[ tel que n o 

!°A A { t 
O 

) u 71. ( t 
O 

) ) 

, n n 

V À€ i ( [ t 
O 

!l +00 [ t C) 

borné Q On a V t~t , et donc 
0 

v, ......, u uniformément sur ft ,+"'"[o 
" - 0 

D 0 où puisque u(t
0

}eD 9 

u 19 e L 
2 

( t +"" 0 H ) e t u 11 
( t ) e:: A ( t .. u ( t } ) 0 © t ~ 

la démon~trationo 

Remarque 2o On obtiendrait le même résultat en prenant à la pla@e de 

l& condition (H2} la condition g 

[ol)+œ[ ~ [o,+œI croiiuante telle que pour 



et 

Corollaire 3o Soient A un opérateur maximal monO]One ~e 

0 .e:. R(A) 0 il f g [0 0 +°" [ i-,,+,, H mesurable vérifiant 

J:tjf(t)jdt < +oo 

J:(l+t
2

) jr(t+h)-f(t) jdt < +ce Y h>O 0 

u ( 0 ) = u 0 u b o rn é o 
0 

et 

et si u e: D (A} • du 
0 ~ dt 
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H avec: -

R,7marque 4 o Etant donné A maximal monotone avec: 0 e R(A} et 

f g [0 0 ®[ _,. H mesurable vérifiant J ... tjf(t)jdt < +ce e on peut 
o . d2 

dé finir une solution faible au senill de [5] du problème ~ ë.A + f 0 
dt 

bornée D0 après (l) c:ette solution vérifie 

Corollaire 5 o ~ C convexe fermé borné et A un op§ra.~4!:,Ull" monotons, 

~ H telle que. pour .. ,:.out :>.. >O 9 ( I+ )..A) ( C) ::, C c Alor:5 :pour ~out, 

u
0

e: D(A) f\ C , il existe uece'( [o~+ ... [,c) U!!,ique soJ..1:tion de 

l!?u 
- € Au 9 u ( O ) = u • u borné c 
iit2 o 

Suivant [1] et [2] étant donné A 

nous noterons s
112

(t)u
0 

la solution de 

u borné o 

s112 {t) est un semi=groupe de contraction sur D(A) ~ on note A112 
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D = {u ~D(A) 
a o 

des estimations de la démonstration du théorème 1 1 les inclusions 

sui vantes ~ 

, D(A}c: D 
0 

0 

Considérant SÀzl/ 2 (t) le semi-groupé engendré par (AÀ) 112 = AÀ,l/ 2 , 

on a obtenu les convergences 

d2 
H~ s À 1.12 ( t > uo 112 t 

dt 0 

2 

!ilt7 
dt 

et si 

lorsque À-i, O & 

lorsque 

......... dans 

Vu e D(A) 
0 

Vu e..D(A) 
0 

lorsque 

Il serait intéressant de démontrer la réciproqueo Notons qu~elle est 

vraie lorsque A = â<j> avec 4> convexe :SoCoio propre- positive, icar 

alors jAÀà 112 u
0
! = ✓2,~(u0 ) t lorsque Àf o On a alors 

• 8 
AÀQl/21.\» -+ Al/2uo 0 

Théorème 60 Etant donné R 

H 9 (Ap(t})(t.p)e:[0
9
+•[:icR 

contenu dans C vérifiant 

un espace mét!ique 9 C un convexe fermé de 

famille d 0 opé~ateurs monotones de domaine 
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t ~ Ji(t) u(t) est mesurable et continue à droite 

~ J:(l+t
2

)1'Ji(t+h) u(t} ~ Jj_(t) u(t)jdt,-6 i\h K(j\ull.,.) 9 

et dona D(AP(t)) ~st indépendant_de t ton le notera 

= il existe p ~ xp borné et K ©onstante tels qu!. 
0 0 N ... 

... J
O 

t i Ap { t ) o x ~ j dt ~ K g VP 
0 

.., \1 À>O s V t il V p ,._,.. xp continu avec 

~ P ~ :Ji { t hl continue o 

V h>O 

D 
p 

Alors pour tout aontinu avec pour tout 

p 
p 

~ ~ 
dt sont continue5 de R dans -

ce( [oe+GI) Iac) et ~noi+<»J ,c) res,Peptivement .. muni de la topologie de la_ 

aonvergenae uniforme sur tout .a2mpaati où up est la solution de 
2 p 

~eAP(t)up , il(o) = u.l' t up bornéo 
dt2 o 

Notons tout de suite le aorallaire compte tenu des résultats de ~Je 

Corollaire îo Soient An 9 A opér,teurs maximaux monotones d~ H 
, . . , , . , n) ''An,-1,o, 0 , , verif'1ant g O e. R,At il O e: RlA et , \ , 11 \ 1 ef!\\t borne 1 

D(A} C Q D(A
0

) • j~X .....+- JÀx 8 1r/ ).>Oe ~ xe: D(A) o 

n -1 1 v u -
Alors (I+)A 1 / 2 ) x ~ (I+t\.Al/ 2 } x ~ 'I Â:>01 v x e: D{A) o 

Démon $tration du, théorème 6 e Soit ~----~---~-----~=~~=~~~=~=~ Pn 
-+ P

O 
o Posant An ( t) = A ( t) 0 

p 
A(t) = A 0 (t) 

Fixons T>O o 

n 
il X 

0 
n Pn "''° u = u · u = u~ 
0 · 0 t 0 0 ° 



Çoruddérons V~ V n 
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les solutions respectives de 

qùi sont bornées et 

n n prennent les valeurs respectives u01 u 09 v
0

~ v
0 

pour t=O o 

On a llv -xnll ,$, 'jvn-xnl + K I ilu -xnil ~ jun..,xnj + K l'l n o • o o ,o n o .,., o o o 

~v~x U , lv -x 1 + K o Par ailleurs ivn-xnl ~ iun-xni + AK(ixnj) ~ 
0 œ Q ,p O 0 0 0 0 . 0 

donc il existe M indépendant de n et A majorant toutes fonctions 

jujt iule ivi, iv ! 0 n n 

liun-vnU .. ~ iun·-v~i + Al/2ccl+C2iAn(O)ov:11/2) 
! 

al c
1 

et c
2 

spnt indépendants de A et n o 

M = n 

dépend de À et L I mais que pour A et L fixés~ 

1 
n ! + _2MT + M LT 

-1$. V -V - o o o L n 2 

Utilisant toutes ces estimations on a 

M -;.. 0 
n 

M n 

lim 1ju
0
-ull 

00 
-$ 2ju

0
-v

0
1 + ~A

112 (c 1+c 2 jA(O) v
0

j112
) + 

2 ~1' 
n-+œ L ( 0 ~ T) 1 

' 

a ar i An ( 0 ) 
0 

v~ 1 ~ · 1 An ( 0 ) À~: 1 -+ i A ( 0 ) À v 
O 
i o 

Ceci étant vrai pour tout 

mément sur [o 0 T] o 

et tout L ➔ T • on a. uni for-
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