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(v°1) .
Exposé de Alain DAMLAMIAN

"OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES

ET EQUATIONS DEVOLUTION"

I - Opérateurs (multivogues)

Défipitions, On dit que ¢ est une multiapplication ou un opérateur

multivoque de E dans F , de domaine D(¢) si et seulement si ¢
est une application de E a valeurs dans S (F) . On identifie toujours

¢ avec "son graphe” dans ExF et l'on écrit indifféremment

ye ¢({x) ou [xay]e;¢ o On définit D(¢) par D(¢) = {x:¢x # B}

On définit également 1'image de ¢ par R{¢) = \U ¢x o
xek

o Opérations sur les multiapplications,

Par définition ¢ml est une multiapplication de F dans E &
domaine R(¢) et & image D(¢) . Son graphe est le symétrique dm
graphe de ¢ . Si F est un espace vectoriel, on définit de maniédre
évidente l'opérateur multivogue A¢l + u¢2 lorsque ¢, et ¢ sont

des multiapplications de E dans F ,.avec la convention suivante

g + P
0 ¢ @

$ pour tout PeS(F)
{0} »

]

o On appelle section de ¢ toute application univoque y:D{¢) = F
telle que y(x)e ¢(x) , Y xecE,



IT -« Opérateurs monotones dans un espace de Hilbert H réel.,

On note la norme et le produit scalaire de H par |ol et (o40)s

2,1, Définition., On dit que A est un opérateur monotone dans H , g3

A est une multiapplication de H dans lui-méme et si on & :
[xi,yi]e:A p i=1,2 ==\ (yl‘y2°x1'x2) »0 o

2,2, Définition équivalente. A est monotone dans H 81 et seulement

83 on a, A0 , [xi°yi]€ Ay i=l,2 ==

(2.2,5) [z +ayy = (xhay,) |y [xg=x, |

( « A est dit dissipatif).

Démonstration s elle provient immédiatement de 1'égalité :

2 2 2

2 _
Hxg=xy0 + Ay =y, ) 7 =[x =%, * oAy =y 0% =%, )

Corollaire. Si A est monotone, J? = (I+>\.A.)"l est une application

univogue contractante pour tout A positif défini sur son domeine.

Démonstration : (2.2,5) implique s i=1,2

D e A A G0 K D Goh WD O WD A

-1 . |
2; € D({I+2A)77) &= 3in°yi]€ Ay x.Hay; = z; et

=1
(I+ra)77 2, = x; = izlnzeﬂ;,ﬂxlwxzj 5

D’oli 1%univocité de (I+AA)‘1 5

2.3, Définition. Un opérateur A est dit maximel monotone s°'il est

maximal parmi les opérateurs monotones, ordonné par l'inclusion de leurs
graphes dans HxH . '

2.4, Exemples :.Graphes monotones 3 f 3 IR ==+ IR croissante définit un
opérateur f : x i [f(x”%f(x+)](ﬁm qui est monotoneo

.Sur un Hilbert H : Si J est une contraction de DcH

alors I=Jd est monotone.



I.3

.51 A est monotone, il en est de méme de A'lg AL (a20)

de la fermeture de A au sens des graphes, dans Hx Hwv ainsi que celle

de A dans HwxH 3 de l'opérateur X aéfini par Ax = conv Ax .

.S0it A wun opérateur multivoque sur ¥ espace de
Hilbert, Soit % = LQ(OQT;H) o L'opérateur ot suivant appelé prolonge-

ment canonique de A 3 FH

Hu = {ve, vit)e Ault) Popoté} est monotone sur ot dds que A

est monotone sur H

.51 ¢ est une fonction convexe s.co.io propre sur H ,

son sous-différentiel 3¢ est monotoneo
3¢(x) = {zeH : Yyel ¢ ¢ly)-o(x) » (y-x,2)} o
Caractérisation des opérateurs maximaux monotones.

205, Théoréme de Minty. Soit H un espace de Hilbert (réel). Sont

équivalents 3

1) A est maximal monotone dans H

2) J? = (I+KA)ml est une contraction partout définie de H pour

tout A positif ou nul.
STVt ey

3) A est monotone et il existe A positif tel que (I+iA) est

surjectif,
e e
Pour une démonstration, voir [2] exposé n°3,

Exenple d'opérateurs maximaux monotones : les graphes maximaux monotones,

Propriétés élémentaires des opérateurs maximaux monotones,

2.6, Proposition, 8i A est maximal monotone. le sont aussi AmlglA A0

et 1%¢n a A = A = A {(fermeture de A dans H x Hw) done A est &

valeurs convexes fermées, et est fermé dans Hx Hw et Hwx H

20T, Propositiono D(A) est convexe et YxeH lim J?x = proj £
AXo D{A)
Qéggggggggggg $ Seilt xgH X, = Jﬁx e C = conv D(A) »
X=X
= = 9 i d] = -
3 Y.< Ax,  tel que x, +iy, x , c'est-d-dire vy, == e Ax, o




I.4

X=X

2 A o .
Seit [x_sv ]eA , on a alors ( = - XQ’ kaxo)z,o s Dome en particu=
lier 3

2
(2.8) lxxj s (xyxy=x_) + (xk,xc) - x(yo,xlmxo) R
En majorant les produits scalaires, on voit que ﬂxli est borné.
Soit donc An une suite décroissant vers O telle que Xy - x?
n

Il est clair que x'e C car un convexe fermé est faiblement fermé.

~

Passant & la limite dans (2.8) on obtient :

2 . 2
[x7]° < lim{x |
n

9 v
< (x,x xo) + (x ,xo) pour tout Xoe;D(A)

et par continuité et convexité pour tout xce:C o Ceci montre que x'

est la projection de x sur C , domnec X, -§d- x" . Faisons alors
. A No

x, = x' dans (2.8) on obtient
. 2 2 ..
lim sup{xxi < [x"| d'ol la convergence forte de x

vers x? o

———
et

Mais alors comme x, € D{A) , x"«e D{A) et done C = D(A)

Notation : Si C est un convexe fermé, c® représente la projection
de O sur C et BCE = ﬂCol o

Définition, On note A° l'opérateur x it=— (Ax)o défini sur D(A) .

2090 L'’approsimation Yogida. Ainsi que dans le cas linéaire on associe

& A la famille résolvante JA et l'approximation Yosida
_ 1
Al = A(I“Jl) o

L&quation résolvante est remplacée par

Agu >0 === ka Ju(AX+ ;Y Jxx) o

2,10, Progositiono On a 3

i) Axc: AJX

ii) Ai est maximal monotone univogue, lipchitzien de rapport 1/X

iii) (Al)u = AA+“ pour A,u positifs



iv) ¥ xen(a), 2o == |, x| 7 |a%] et Ax = A%
v) ¥ oxtdp(a) , [Ax] £+ (ANO)

Démonstration : i) i=1,2 ,%on a X, = zi+kyi avec {zi,yi]e.A par

définition de z. = J.,x. done y., = A x.elz. :
i AT i A7 1

) = (A

(Axxl-AAxa,xl-»x2 mAAx2,JAx2lexl) + (ARXO‘AAX2QXAAXI'XAAX2) o

2%y
Comme A}\xie;AJAxi s et que A est monotone on a

2
|

(Ayxy =By xp0% =X,) » A4, %) =A%,

d’ou lxl~x2l > A'AAXL°AAX21 o Donc A, est lipchitzien de rapport 1/X

Ak est monotone car I-J, l%est.

Enfin Al est maximal monotone car pour y dans H on peut résoudre

(I+AAA)x =y == 2x~J,x =y o En effet ceci revient 4 dire que x est

point fixe de»lvapplication X %(y+JAx) qul est une contraction

de H de constante de lipschitz % 4 x existe donc et est unique.
iii) est évident car [x,y]e A, = [x-Ay,y] e A

iv) si xeD{(A) on a A, xe AJ.x donc

A A
(AgxmAxx,qukx)z,O d’ol puisque mexx = AAAx
IAAxlasr (on,Axx) et |A,x] < [A°x]| = JAx] o
Substituant A 4 A on a VxeH : |A, x| < |A x| , Y au>0 ,
M Atp” K
(done [A x| est décroissante en 1 et convergente d3s qu'elle est
. 2 ,

majorée) et IAx+ux| < (Aux’Al+ux> s donc

2 _ 2 02 2 2
HAA+ux~Aux[ = [A“xl + I4x¥ux}' - 2(A x4, %)< [Aux[ - iAA+uxl >
En conséquence si [A,x]| est majorée {A,x} est de Cauchy et donc

convergente vers un élément y . Mais

x = J,x = M,x => 0 donc J,x =+ x

A}\xeAJAx (Y
et comme A est fermé [x,y]e A , xeD(A) 4, yeAx

Mais alors |y|< |A%x] implique y = A% .



I.6

2,11, Proposition. Si Int{conv D(A)) # ¢ , on_a

1) Int D(A) = Int D(A) = Int(conv D(A)) # ¢

2) A est borné sur tout compact de Int D(A) .

Ce résultat valide dans le cas général est démontré pour dim H <+w»

Démonstration : 1) Soit C = conv D(A) = D(A) et C? = Int C .

- e 0 RO - - -

On suppose donc C' ¥ § . Montrons que C'c< D(A) . Soit en effet xeC? ,

o ” ¢ ) »
8i A,x est borné, xeD(A) . Supposons donc ¥, = A,x non borné et

Y
soit A une suite telle que ——f= - z, |z ]

vy |
*n

1

Montrons que 2z=0 pour aboutir 34 une impossibilité

Soit x'eC' , x3 Jx" s %, = J,x , y] = Ax’ o Comme C'c D(A)

| A A A
xg — xt x, => x lorsque A == 0 (par 2,10), On a
) ? o - — ¥ >
yyehAx, et ylehAx! . Donc ; (v, Yis Xy xu)Z—O . Divisons par [yll
faisons X = An et passons a4 la limite : on obtient

(zex-x&)z,o » Passons 4 la limite u == 0 ,
(zgx=x')>0 . Ceci a lieu pour tout x'e C' ,
Mais comme C*' est ouvert, 1l existe un t>0 tel que x+tzeC'

On en dé&duit avee x!' = x+tz

(zy=t2)>» 0 dol 2z=0 ,

Ceci démontre que Int D{A)<c D{A)c D{(A) et donc Int D(A) = Int D(A

St

egt convexe comme 1intérieur d'un convexe,

2) Supposons que A n'est pas borné au voisinage

du point Xg intérieur & D(A) : 1l existe [xngyn]e A tels que
Y
LA I R
In
. Y=Y
k/[x,yje;A on a ] » xn-x)z,O et 4 la limite (zoxo-x); 0 »
¥
n

Comme précédemment on en déduit z=0 , d’ol 1l'absurdité,

Application. Majoration de |Ax| pour xeD(A) 3

Si A° est borné par M sur une boule B(xo,p) on a



I.7

V [xeYJé:A'o VUEB(Xo.p)

(yquu,xnu)> 0 ce qui s’éerit
. ) \ ) _ .
(ygumxo) < (y,xnxo) + (A u,xoxo) < (A u,xo-u) < Qp,xmxo) + Mlx-x°| + Mp

Pasgant au supremum du membre de gauche, lorsque u varie dans

B(xc,p) on obtient

(201,2-) p!yl < (ygx-nxo) + M([x-»xoﬂ-rp) o

III « Résolutions d'équations d'évolution associée a des ogérateurs

maximaux monotones,

o
o]

On veut résoudre ici l°équation + Au=af (I) au sens suivant s

n o
ot

La fonction wu continue sur [0,T] est solution forte de {I) s.8.is

&) u est absolument continue sur tout compact de jODT[ ‘et donc
presque partout différentisble sur |0,T[

b) u{t)e D(A) pour presque tout t de JO,T[

c) %%(t) + Au(t) >3 £(t) pour presque tout t de JO,T[ .

On notera & 1llopérateur multivoque "solution forte" de L;(O,T;H)

4 valeurs dans Q?([O.T];H) . On notera & 1'opérateur dont le grapﬁg
est l°adhérence de celui de &% , on appellera 7 l'opérateur "solution
faible" clest-~d=dire [fau]e:éf se dira : u est solution faible de (I)

aggociée &4 f

Progriétés deg solutions forte et faidble

3.1, Proposition. 8i [f,u] et [g,v] sont dans ¥ ou T on s

t
i) ¥ 0gssteT |u(t)-v(t)]| < |uls)-v(s)| +J |£(c)=g(ad| do
31i) VY ogsgte? , Y [x,y]ed . N

t
(f(o)=yyulo)=x) do o

(a(8)-u(s)yua)x) ¢ § fue)oxPFuta)-x] % |
, 8

Démonstration s Il suffit de vérifier ces relations pour F , elles
passent & K3 par continuité, il suffit également de les vérifier pour
O¢sgt<T par continuité, La fonction ‘unvlz est absolument continue et

l%0n a



I.8

av

Eg(t),u(t)-V(t))sﬁf(t)ng(t)gu(t)av(t))

14 2 _ ,du
(3:15) 3 S=fule)-v(£)|? = ($2(s)-
par la monotonie de A

On en tire %E!u(t>‘v(t)!.$ [£(t)=-glt)] ,

~

40U on déduit i), L'inégalité ii) s‘obtient & partir de (3.,15) avec

vzx=cte , gy , la premidre inégalité de ii) étant élémentaire,

30,2, Corollaire. Il y a unicité de la solution forte {(resp, faible)

. . 1 oy o o o4 o
asgociée a4 une fonection f de L (0,T3;H) avec condition initiale
imposée.

Démontrons l'existence de solutlions fortese

3.3, Théordme., Si uoe:D(A) 5 feawl°l(0,T;H) il existe une solution

du

forte unique de =< * Ausrf , u{(0) = u, o Blus précisément u es
caractérisée par

i) u{t)eDd(a) , Ytelo,T]

ii) wu(t) est lipschitzienne sur [0,T]

iii) u est dérivable & droite sur [0,T[

iv) %%(t) + Au(t) >f(t) pour presgue tout t de JO,T[

v) u{0) = u, oo

d*u o)

De plus _on a Y ttg[OQT[ EE—(@) + (Au(t)=-£(t))" =0 .

t A=f(t) qui est aussi maximal monotone

il

Démeonstration ¢ Solit A

O O - G D . - S - .- O - D

Jt

; (T+28%)"%

(At)A = Ak(t) = %(ImJE} (2 ne pas confondre avec (Ax)t gqui ne sera

d’ailleurs pas utilisé par la suite).

Alors Az(t) est continu en x et t , lipchitzien en x de rapport

1/x2 (et maximal monotone) : en effet on a

J:x = 7, (x+a£(t)) et

Al(u)x = AA(x+Af(t)) - £(t) »



I.9

On peut donc par la théorie classique trouver u, de classe Cl
du
solution de ETA + A (t)u (t) =0, u, (0) = u, o Remarquons que
dv
v,(t) = u,(t)+Ar(t) est solution de EEA + Av = (t) + gt (t)
vx(O) = u *+ Af(0) .
dul
a) Majoration des |[3z=]| : on a
14 2 _
> Eg[uk(t+h)-uk(t)l = - (Ax(t+h)ux(t+h)-Ax(t)ux(t)sux(t+h)-ux(t))

(3 (u, (6+h)=u, (£)),u, (t+h)=u, (t))
+ %(Jx(uk(t+h)+lf(t+h))-Jx(ul(t)+kf(t)),ul(t*h)mux(t))
& = %Iuk(t+h)-uk(t)|2 + %[Jk(ux(t+h)+kf(t+h))«JA(uA(t)+Af(t)))[
x u, (t+h)=u, (£) ]
& - %Iuk(t+h)"ux(t)12 + %([ul(t+h)mu1(t)I+xif(t+h)mf(t)])iuk(t+h)

=u, (t)]

lf(t+h)mf(t)l!ul(t+h)~ul(t)] .
On en déduit Ogs<tgT-=h

t
Ju, (t+n)=u, (£)| < |u, (s+h)-u, (s)]| + Jslf(d+h)~f(d)i do

d’ou
dux dux t
(30351) |2 (6) | < |gp2(s) | + J |29 (o) | o .
- ot
Conclusion te[0,T] = | (t)] < ldt (0)] + J |2 (s)| do »
Q
or [———(o)l'= |4, (0)u_| < |A°(o)u°l = l(AuO-f(o))°§

par 2,10.(iv), donc

t
]AA(t)uA(t)[ | (t}] I(Auocf(o))ol + g [£7{(c}| 40 = C constante
) o]



b) Convergence dans LQ(O,T;H) des dérivées %%f °
On &
P - 2. - -
5 griny (t)-u (£)] (&, (£)u, (£)=a (t)u (£)yu, (t)-u (¢))

= - (Ak(t)ux(t)uAu(t)uu(t).ul(t)-Jiuk(t)—(uu(t)-Jtuu(t))

(A, (£)u, (6)=a (t)u (£),37u, (6) = T7u (£)) .

Ce dernier terme est négatif ou nul par la monotonie de Al(t) , donc

l d

(303,20 % Splu,(0)-u (8)]% & - (&, (8)u, (8)=A ()u (£) 424, (t)u (+)

—un (8D (8))

c’egt=d=dire

§ %Eﬂux(t)muu(t)lz < = (ur(e)-ui(e)uuf (£)-2ui(t)) o

')

O0r ¢ (u'=u’, yul=ju’
" » U y A A) A

2 2
: u!u&[ + A!u;[ - (A+u)(u5,u

= A 2 A= 2 Aty 2 2 5L .
S0 0 A0 ¢ A P 4 20

=) 2_ 2 Aty Y-
5= (u[%=luil%) + | g - uy

Intégrant sur [O,t] , on obtient
2 v 2 2 k 2
- . ¢ - g - ! ey ? :
{3:3,3) Iuk(t) uu(t)l < (x u)!o(luu(o)[ qu(c)l )do (x+u)$o!uu FAJ do

A fortiori pour (izu)

(3.3,4) qumuu|2 < (A~u)(|u;|2 ) « (A=u) c®r ,
' ® L2(0,T;H)

De (3.3,3) on déduit en prenant t = T

est une fonction décroissante en A (qui croit

L2(0,T;H)

lorsque A&O) et majorée par C2T s donc convergente lorsque ANO



Iell

N e P A N RO R IR L IR A L
e s Ao " Yoo
L L L L L

done u% est convergente dans L2(O.T;H) lorsque A tend vers ot
soit w{t) sa limite,

c) Convergence des LI
t

Il est clair que ul(t) =u + J ui(c) do converge alors unifor-
o

mément {voir 3.3;4) vers une fonction u qui vérifie
t

uf{t) = u, + j w(o) do . Done u est pop. dérivable de dérivée w .
0

ol L o
Par ailleurs comme les u; sont bornées par C dane L , il est

eclair que u est lipschitzienne de constante inférieure ou égale & C o

En extrayant une sous-suite 'An p on & wi{t) = u'(t) = lim u; (¢) »
PePo n
Plagons-nous en un point & ol u'(t) = lim uj (t) »
On a u(t) = 1lim ux(t)
t
et comme IJA u, () = u, (£)] = AA, (8) u, (8)] < ac
. t
lim JX ux(t) = u(t) »
A |
De plus = u{ (t) = AA (t) u, (t) e A" Jﬁ u, (t) converge vers = u'(t),
n n n n n

Donc, comme le graphe de A est fermé (puisque demi-fermé),

- u'(t) = A® u(t) c'est-a-dire gque pour presque tout t

on &
du t du
Eg(t) + A u(t) =0 ou ¥ + Au(t) = £(t) .
Par ailleurs on a }Ax(t)uk(t)lsc s, Vtel[o,T] , V250 (3.3,1) et

lui(t)-u(t)] < aclo (3.3,4)¢ Comme & est lipchitzien de rapport i

A h)
(2010,4i)) on a

|4, (6) w(e)] < [a,(6)uy (6)] + cPr ¢+ cPr

Donc par 2.10.1iv et v), on a ﬁﬁ(t)%zD(Ati R Vite(0,T) , ctest-d-dire
u{t) e D(A) \



d) Propriété de la dérivée a droite de u .

%%(s) + Au(s)> £(s) ait lieu, et soit ye Aul(s) ,
la proposition 3.,1.i) donne avec v{(t) = u(s) , g(t) =
t

[u(t)=uls)| < J [f{c)=y|do , d'old
8

Soit 8 tel que

I%%(S>i ¢ |[fls)=y| V ye Au(s) donc

2(s)e Auls)-£(s)

1920s)] < [(£(s)-aule))®] o or &

donc (s) —(f(s)»Au(s)) PoPo  [O0,T] o

Par suite u(t)=u(s) = J (£{o)=aulo))® do et pour montrer que Y tez[O,TL

B S
Qﬁ%(t) existe et satisfait 3 dd2(3> + (Au(t)=£(t))° = 0 il suffit

de montrer la continuité & droite de
(Aul(t)-£(t))° fqui est majoré par C).
Soit alors y un point limite faible de (Au(t)=f(t))° lorsque %0
comme ult) == u, , par la demi fermeture de A on a
Ve hu - £(o) , done
(3.3,5) Iyl » [aw ~£(00)°%] «

Par 3.3,1 d'autre part, on a

b
iu”(t)ﬂ < LAQ(o)u [ + j [£9(c)| do .
' Q
Or ~ul{t) = A (t)u,(t) e At J u (6) .
Lorsque AXO comme ux(t) w=p- u{t) on en déduit (toujours par la

demi fermeture de A° ) que

t
H(Atu(t)oﬂ < llmlu“(t)ﬂ E(Auomf(o))oi + J [£' ()| do o
Ao )

Faisant alors t\X0 on obtient
Lim|fu(t)| ¢ |(au -£(0))°]
o)
tXo

Tout point limite faible y de (Au(t)=-£(t))° satisfait donc
ly| < I(Au -f(o))g! o Comparant & 3.3,5 on voit que y est unique égal
é (Au mf(o)) et que la convergence a lieu dans H fort donc

(O) (f(o)mAuQ)o o Par translation & droite et unicité on déduit 1la



-+

. d
relation _E% = (f{t)-Au(t))® pour +t quelconque de celle pour +=0 .,

30bo Théoréme, Si uoe:D(A) o fe:Ll(OnT;H> s il existe une solution

faible unigue de %% + Ausf , u{0) = u, o

Qégonstrgtiog ¢ Il suffit d'appliquer le théordme 3.3 en remarquant

que D(A) est dense dans D(A) , ngl(OQT;H) dense dans Ll(O,T;H)
et que par 3.l.i) appliqué avec =0 , la convergence des conditions
initiales et des seconds membres de l'équation 4y Au=f implique

dt
la convergence des solutions fortes.

305, Proposition. Si 2°x  est borné par M sur la boule B(XoaO)

toute solution faible de {I) est & variations bornées, "De manidre plus

précise si {u,f]e ¥, on_a pour OgsstsT

t t
| £{o)+M|ac + J ﬁu(c)mxo](ﬂf(w)i+M) do

8

+ %[[u(O)nxolznﬂu(O)-xgﬂzj.

(3.6} plult)=uls)] ¢ QJ
Q

2§m0n§tration ¢ Il suffit de démontrer la proposition pour [ugf]

dansg F , 8=0 3 mals alors f = Lu e Au(t) presque partout et par

dt
(2.12) on a 3

p|f = %%B < (fm%%su-xo) + Miu-x@] + Mp donec
i 4 1l d . 2
plszl ¢ ptfe]+m) + fulslex [(]e]+M) - 5 Fpiult)ex |
d'ou (306),
Par 3.1.i) on a

t

Eu(t)-xoﬂ € [u(o)=x_| + J (J£(s)|+M) ds  d'ol avec
o

(3.6) :
v ([o,m]) < (£l *ur) + %lu(o)mxgl(”f“l+MT) + %(”f“l+MT)2

+ %?(lu(o)mxoﬁz - lu(T)-x0]2) o



IV - Identité entre les solutions faibles et les solutions fortes en

dimension finie,

Nous allons démontrer le théoréme suivant

bol, Théordme., Si H est de dimension finie, A maximal monotone,

l9QEérateur ¢ admet un graphe fermé dans

Ll(o,mH) x €([0,7],H) .

I1 s'agit donc de montrer qu'une solution faible est forte pour (I)

4y

T Auafehl(ong,H) avec uf0c) = u < p(A) o

.2, Remargue. On peut toujours se ramener au cas Int D(A) # @ .

Soit en effet H, 1le sous-espace affine fermé engendré par D(A) ,
—— e
on a D(A)C:Hl et projettant l'équation %% + Ausf sur H, et Hj
I s'écrit
du + . A - . A : e
s proj, u s projy s Proj. ;. Ausproj ,f o
1 1 H.l Hl

Or, 1l est aisé de voir par la maximalité et la monotonie de A

que Ax + H, = Ax o, Donec la deuxiéme équation est identiquement vérifiée

1

. . du !

-~ 9/ Pcdnd = N =
et la premidre s'écrit ke + Ajusf, dans H, , ol A = A N (Hlx Hl)
est trivialement maximal monotone dans Hl {considéré comme identifié

4 son espace vectoriel des translations).

On est alors ramené au cas Int(D(A)) # ¢§ daprés 2,11 car
Int{conv D(A)) # ¢ (Intérieur relatif d°un convexe non vide). Donc

en particulier A est borné sur tout compact de Int (D(A)) .

-3

Pour préciser cette majoration, on utilise le lemme suivant du &
Ph, Benilan :

L,3, Lemme géométriqueo. Soit H un espace de Hilbert réel de dimension

finie, C un ouvert convexe non vide de H ;, et K un compact de C o
[ Lo )

Il existe alors k>0 tel gue 1'ona Y xeK , 4 ctecC

i) aist(z,3C) » k|x-g|

ii) Vz2eC |z-t|? - [xmglz < [z=xﬂ2 (ou_de manidre égquivalente

(z=x45=-x) > 0) »



Démonstration : Soit x dans C , on désigne par TIx le cbne de

sommet x défini par (z-x,z-x) > O pour tout 2z de C , c'est-i-dire
l%ensemble des ¢ vérifiant la condition ii). x~I'x est le c8ne

conjugué a2 C et C en x o

On va montrer

<h0395) suUup dlSt(g.SC) = sup dlSt(EQQC)

zeC |21 reC Tx |x=z |

dist(z,3C)

!xmcl est 8.Colo

il en résultera, puisque la fonction x ®=> sup

teC

dist(c,9C)
|x=7|

gue k = Inf sup 0 o

xeK reCrx
Pour simplifier la démonstration de (4L.3,5) on prend =x=0 fixé

dans C . Soit ¢, = ) AC cBne engendré par C en x=0 .
Azl

I1 est immédiat que si ¢ est fixé dans C , on a

aist(z,3C) < dlstétg'ac> te70,1]

dist(tz,aC)
t

D’autre part par homothétie de rapport +t on voit que

est décroissante en to

par la convexité de C , donc t |-

t dist(gga%C) = dist(tg,aC)

dist(tr,3C)
t

dist(tzr,oC)

existe
t

donc < dist(§93Cl) et par suite 1lim

t¥o
et est inférieure ou égale & dist(g,3C) . Mais 1'inégalité inverse a

lieu

Soit en effet p-<dist(§,acl) s B{zy,p) ©boule fermée est incluse
dans LiAC = C, 4 et est compacte, donc il existe Ao7t tel que

A2l
Blzg,p)c A,C et done dist(g,xoac)> P

dist(tr,aC) S,
v

T o On & donec

mais alors dist(ﬁ-aac) > &= et 1lim
A A \
o) Q t¥o
en définitive
dist{z,3C )

dist(r,9C) _
il

sup

(resp C ﬂFo)

sup
;eCl

[¢]

resp(Clﬂ Po)



On est ainsi ramené & prendre pour C un cdne ouvert de sommet O

-, est le cdne conjugué de C et l'on veut montrer

sup dist(£,3C) _ sup dist{z,9C)

LeC el gec NI g

Soit CeC ,.go sa projection sur Fo o &=L est dans =C qui est le
cBne conjugué de +Po s done e C , ;o-;efg donc i, <€ C+C=¢C,
solt finalement goezchPO s On a évidemment [gois lz] o

On va montrer pour achever la démonstration que
dist(go,ac) > dist(g,3C) »
Seit p < dist(z,3C) ; la boule B(z,p)cC , donc
(z+pz,v) > O Vver’o s YzeH avec |z|<l o
Mais (go+pz,v) = (;on;sv) + (z+pz,v) > O V'vezro s Vz Jzlei
donc B(go,b)czﬁ' done dist(;ogac)z.p o

.4, Majoration portant sur les solutions faibles de (I),

Appliquons le lemme 4.3 avec C = Int D(A) , K = u(0,T]) ,

x = u{t) o Il existe alors k>0 , tel que

te [0,T] == 7 £, eC vérifiant

(bo5)  |z-g,|? - B;u(t)mctla ¢ lz=u(t)|®, Y zeC = D(A)

et dist(gtsac) > k(u(t)—:t) s Soit
(4.6) oy = [Blult)-z | , aist(z 000

la boule B(;t,pt)<:1nt D(A) et par (2,11), A vy est borné ; soit M,

cette borne., Utilisons alors (3.,6). On obtient : OgsstgT

% %
(boT) p,|ult)=uls)]| <« o {(|£(a)|+M, ddo + | (Julo)=zg, |)(|£lo)|+M, )do
t t t . % "t

+ %(!u(S)-;t|2~]u(t)-ctlz) o
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Or par (4.5) avee =z = u(s) on obtient

t t
(5:8) by lutei-ute)| < o[ (Irtodum)ae + [ (lule)-g ) CIele) [4n, )as
8 S

+ % [uls)=ult)}? .

Par la continuité de u , il existe Gﬁ tel que
he,[O,cSt[: => |u(t)-u(t-h)| ¢ o, et
par (4.8} V ss]t,.%gt] R
| t 3
(o9} Zp, lult)-uls)lso, Js(ﬂf(c%Mt)do + Liu(a)-»z;tl(lﬂcx)hMt)dc 6

Puisque %lu(t)mct!$ p, , par {4.5) on a

t

ﬂu(q)m;tie.s ]u(t)mgtlg + [u(o)-u(t)]2 donc
‘ 2 2
Eu(ﬁ)ﬂCtl2 & ﬁ? Py * Di = pi7(kl d'ol

dans (4.9) aprés simplification par . hea[Omst[

t
(b.10)  Zlult)-ult-n)| < q (l£to) +m ddo) x (14K ) .
t=h

,11, Proposition. Sous les conditions précédentes u est absolument

contimue sur [0,T] .

Démonstration 3 Si on moantre que u est scalairement absolument
continue, comme u est & variations bornées par (3.5), absolument
continue sur [OQT] par un résultat de l'exposé n®l (d’ailleurs comme

dim H < +e scalairement Abs.continue et Abs.continu sont équivalents)
]

Montrons en effet que u est scalairementtabsclument continue g
soient weH , |wi=1 et g(t) = (u(t),w) = K Jolf(o)lda o
Pour K = l+kl g satisfait &

{bo,12) ¥ te ] 0,T] 0 16,0 , et m, tels que

he[o,,at] = g(t)mg(tnh)émth .



b.13, Lemme. 8i g VB([0,T] satisfait & (4.12) alors V te [0,T]

t .
g(t)=g(0) < J‘ gt(o) do
o

.

od g' est la dérivée ponctuelle,

Démonstration : Si geVB[0,T] on sait que g'e Ll[pgT] , et g°

B ety € D oty @20 D G > e D A

est définie presque partout., Il suffit de prouver le lemme pour =T

Seit £{t) = lim ﬁﬁt)fﬁ(t"h>sln

+
hko
partout, donec f est mesurable et intégrable.

- £(t) égale g'(t) presque

Il existe alors par le théordme de Vitali-Caratheodory, pour tout

€>0 , une fonction fa semi~continue inférieurement telle que f$f€

T T
et J fe(t) dat \<J‘ F{(t) at + € o

) )
17
Mais la fonection ¢8(t) = g(t) = J fa(o) do qui est continue
)
vérifie partout
¢g(t)m¢g(tuh) .
lim g £(t) = £ (t) car £ e8t BoGoloe
h € €
hko _
donc on a pour tout te:]OaT]
o (t)=p_(ton)
lim ™ s £'{t) = £_(t) € 0 , donec par le théordme des

h\o

accrolssements finis

¢(T) = ¢(0) €« 0 clest=d-dire

T T
glT) - g(0) s'}r £{(t) at + ¢ =Jg“(t) dt + g o
o o
Ceci ayant lieu pour tout ¢>0 , on a donc
, T
g(T) - g(0) < j g'(t)at .
° t
Appliquons ce lemme & g{t) = (u(t),w) = K J f{g) do
o

g (t) = (3¥(),w) - Kle(s)! et done

t

K s v du b du
(ult)=u(0),w} ¢ j K|f(c)|dao + J g' (o) do ¢ j <E€ g),wido = (( E%(d)dagw) o
o

o Q J O



Remplagant w par =w on obtient 1'inégalité renversée, donc

t
(u(t)=u(0),w) = J (%%(a).w)dc , donc u est scalairement absolument
o

continue.

La proposition suivante achéve la démonstration du théoréme 4.1,

L,14 Propocsition., Une solution faible absolument continue est solution

forte,

t+h
f flolds = £(t)
t

fag {3

Démonstration : Soit te[0,T] tel que 1lim
hXo

{(on sait que ceci a lieu presque partout par le théordme de Lebesgue),

Soit a = %%(t) o On a (proposition 3.1.i)) VY [x,y]eA

v t+h
(u(t+h)=ult), u(t)-x) < j (£(0)=y),ule)=x) do,
t

Divisons par h et faisons hX0 . On obtient
(a,u(t)-x) < (£(t)=y,ult)=x) VYV [x,v] e & ¢
Par suite [u(t),f(t)-a] € A (par la maximalité de A) et domc

u{t)eD(A) , £(t)~acAu(t) , ceci s'exprime par ul{t)eDd(A) et

%%(t) + Au(t) » £(t) pour presque tout t , donc u est solution forte
du

de ey + A@:af °
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Séminalre sur les semi-groupes II.1

et les équations d’évolution

Orsay 1971-1972

(N°2) Exposé de Jean-Pierre ROTH

"OPERATEURS DISSIPATIFS INVARIANTS PAR TRANSLATION"

I = Théoréme de Godement=Plancherel,

Préliminaires s

Définition., Une algébre stellaire A est une algébre de Banach sur ¢

munie d’une involution x = x* telle qu'on ait ﬂx“z = [|xx*| pour
tout xeA (on rappelle qu'une involution sur A est caractérisée

par les relations

»

*)¥ = ok o (xby) T o= xTey™ 5 (ax)T = Ax* g (xy)¥ = y*x*¥)

(x

Exemgleo E espace de Hilbert sur ¢ g A =%(E) est une algébre stel=

laire pour u ==> u”* (ocpérateur adjoint de u) ,

Définition, x€A est hermitien 81 x = x * ,

Théoréme de_GelfandmNéumarko Soit A une élgébre stelleire commutative

avec &€lément unité ‘e # 0

Le spectre Sp A (ensemble des @aracteres de A ) est compact,

~

L'application g qui, & tout élément xeA 6 a@sgéie le fonction

X #==> x(x) continue sur Sp A , est un lsomorphlsme 1sometr1que de A
Bur €{(Sp A) tel que, pour tout xecA on &l‘t (g% = gx 0

Pouyr la démonstration, cf, Dieudonné = Eléments d“analyseo tome 2, p.30k

ou Bourbaki - Théories spectrales, chap.Il et II, p.67,



Ii.2

Définition., Une algébre unitaire A est une algébre A sur ¢ (en

général sans élément unité!) munie d’une involution x = x¥% et
d’un produit scalaire (x,y) (non nécessairement séparé) vérifiant les

axiomes
1) (xy,z) = (y,x*z) (x,7) = (y¥,x*)
2) Y xehA, L(x) s y == xy est continue,
3) les sommes finies inyi gsont denses dans A .

Dans ce guil suit, on supposera A commutative,

Un caractére de A est un homomorphisme ¢ de A sur € tel que 3
YV zxea, |oix)]slnlxdll o

z est dit hermitien si YxeA4, g(x*) = z(x) o
Lensemble % des caractéres hermitiens sur A , muni de la topologie

faible, est un espace localement compact
Vxeca, Qx=%ec¥(3) .
g o

Théoréme de Godement=Plancherel., Socit A une algébre unitalre commue
A

tstive, Il existe un sous-espace S de Z dont l°adhérence dans ¢

est S ou SU{0} , et une mesure positive unique m sur S tels gque

les fomections X 3 S == ( forment un ensemble partout dense de
ﬁz(sgdm) et vérifient :

Vx,yed, (x,y) = Jﬁ(;) $1z) amlz) o

De plus {iﬂsg xe A} est partout dense dans %%(S) 6

Démongtration : On se placera dans le cas ol (cp0) est séparé (ce qui

suffira pour la suite), Lorsque (.,.) n'est pas séparé, onm prend le

quotient de A per 1'idéal des scA tels que (s,8) = 0 ,

Soit H 1l1l'espace de Hilbert complété de l'espace préhilbertien A
L(x) ¢ A =+~ A se prolonge continfiment en U(x) ¢ H == X

L(H)

Seit °“U = {U(x), xe A}
U, est une algdbre commutative, fermée dans <L(H)
%% est autoadjointe, en effet on a 3

(U(x))* = u(x*)

et futxd | = Jotx)f = fuix*))f = Juix=)] o



IT.3

¥
Done U{x) === U(x*) se prolonge continliment & W .

Soit ¢ =+ ¢ Iq, o ot est une algébre commutative, autoadjointe,
ferméé”dans_<$(ﬂ) (car ¢ Id, est de dimension finie), avec &lément
unité ot est donc une algdbre stellaire, commutative, avec élément
unité,
On notera (4 1'isomorphisme de Gelfand-Neumark de ¢ sur <(Sp A)

a) L'application x == U(x) est un morphisme d'algdbre involutive

de A dans b , U est injective 3 en effet :

soit x tel que U(x) = 0 alors Y ye A, xy = 0
Yyszed, (x,y2) = (xy*,2) = 0

comme l’ensemble des yz est total dangs A , on & x = Q0 ,

b) 8i x est un caractdre de b, xo U est un caractdre hermitien

de A (s'il n'est pas nul) et on a

[xoU(x)] = fx(uix))]<ux)] = Jluix)] -

On notera A 1'application X F@» L oU de 8p & dams Z U0} .
A est injective : soient en effet x et x'e Sp & vérifiant
xeU= x"oU , x et x" coincident sur les U(x) donec sur WU , et
on a x(IdH) = xv(IdH) = 1 , donc x = x° .
A est continue (c’est évident) ; soit S' = A(Sp ) , A est un homéo-
morphisme de Sp & sur S° . On en déduit un isomorphisme T de
¢(sp k) sur €(s') | |

a) et b) se résument dans le diagramme suivant 3

Jt s & > <%(Sp )
Ny o o
ULJ . jr le diagremme est commutetif
%A (vérification purement formelle)
’ . ) A~
(X to 2> KHS“)
Lorsque S°' contient O on a x(0) = 0 ,

Notons S = S8'N{0} ., On =a QA(A)CZ%%(S)

{U{x) + a Idﬁ~/xezA} est partout dense dans b
doneg {gﬁ(U(x)) + A {x< A} est partout dense dans <¢(Sp o)
donc {r(g¢(u(x))) + A /xeA) est partout dense dans €(S?)

onc {X% + A /xe A} est partout dense dans <€(8°) .
d { lsq



II.b

Deux cas se présentent ¢

ou bien, Id, €U 3 alors les constantes adhérent & {iisg} et on 2 la
densité des %‘IS dans <€(8) (s=8")

¥

ou bien, IdﬂéiU ; alors U est un hyperplan fermé et un idéal de ob
donc un i1déal maximal, Il existe alors goe Sp ¢ s'ansulant
sur A , donec Oe S8°? ,
On a encore la densité des ias dans ceo(s> (s* = sU{0})

Dansg tous les cas : les Ql forment un ensemble partout demnse dans

€ (s) o

S

Notons [B] la sous-algdbre dense de A engendrée (algébriquement)

par le partie B = {yezAI]ylsyge A y = ylyQ}

Soit yeB iisf =+ (x,y) est bien définie et est continue, car on a

Hxoy) | = [xoyvp) | = [y Tovy) | = RG] eyy) | < (D Clly lillw, |
[xoy) |« Iy llllv lllixdl,

done V ye [B] X = (x,y) est définie et continue,
|s °

Fixons ye [B] 3 il existe une mesure bornée dmy sur S telle

que 3 .
Vxea, (x7) = Jxm an (z)

dm °

x*

4 yi

VY XYy e [B],Vz,eA, J z X dmy = <zx,y> = <zy¥ x¥*> } 2z
S 8

on & donc

©o
oo

Les gﬂ

s sont denses dans %%(S)

~ A
(1) YVx,ye[B], X dmy =y dm_

soit @ = {tes , $(g) # 0}

oo

dmx est concentrée sur Q5 en effet

y dm = Q dm = 0
S\ x SR y
X 9

iy | ye;[B]}:>{§l§2 J 2, et z,€A} ‘qui est dense dans %O(S) (petit
caleul facile & partir de la densité de {zjzeA} dans € (8)) -

<>

Done dm_ est portée par a, o
dmx/ﬂx
D'aprés (1) les mesures vérifient la condition de recolle=
e x79x |
ment. Les Qx recouvrant S , on peut recoller en une mesure dm sur S,



II.5
- ~
On s VXe R dm = X dm en effet les deux membres sont des mesures
g i 9 x S
portées par QX et elles coincident sur

Done Vzxe [B]9 ﬁe@l(s,dm) 0
Done Yyea j‘reiz(sgdm) o

On a donc 3

{(2) » VxeA,Vye'[B], (x,y):ﬁﬁ?dmo

-~

Il nous restera i &tendre cette formule au cas xeA et yed o

Py

dm est positive : Yx,ye4h (xy|xy) = Jﬁyﬂzﬁﬁﬂzdmzﬁ 5

x &tant fixé, ﬂﬁﬁadm est une mesure bornée, D'aprés la densité des
ﬂ?ﬁg dans % (8,R) (facile & montrer) om voit que Y xed , ﬁiﬂzdm
est une mesure positive, D'aprds la densité des HSEEQ dans 6 (8,R)

on voit gque dm est positive,

les X pour xeB sont denses dansg %f,e(sbdm) 3 BSeit FeH(s8) ; i1

existe un &lément @ = > ii ?ci qui ne s’annule pas sur Supp F ,
1

donec il existe GeXR(S) +tel gue F = GA .

Or il existe yeA tel que Y xe 8 , ﬂG(X%?(XHSN. o (N2 = porme
2 2 u
de £°(S,dm) .
Done JEF(x)mﬁ(x)?(x)ﬂedm(x) ¢ o) jﬁamwzdx = &°
Ngtﬁﬁ

dm est unique : c’est une conséquence de la densité,

Prolongement de la formule (2) : Soit ye A 3 il existe une suite

d'é€léments {yn_}e[B} convergeant vers y dans A . La suite {yn} est
de Cauchy ; d’aprés la formule (2) {?ﬂ} est de Cauchy dans %a(sgdm) H

801% £ sa limite., Pour tout x<€ A4 on a

(x,y) = J‘ﬁ f dm

—
&

D’autre part pour tout xeB on a (x,y) =Ii § dm , comme {%X|xeB}
est dense dans iﬁz(smdm) on &

a

£f=F

finalement on a bien : Yx,yedA , (x,y) = Jrﬁ ¥ dm o

Bibliographie

GODEMENT : Séminaire Bourbaki 56-57, Exposé n®iLk,

DIEUDONNE : Eléments d'analyse. Tome II,
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Il =- Fonections sphériques.

Introduection. Soit G un groupe localement compact unimodulaire

(ds = d(sml)) o Soit K sous=-groupe compact de G , Soient u et v

deux mesures sur G o

On définit la convolée de u et v , quand elle existe, par s

VoeR(G) , (uxv)(s) = j o(yx) aulx) davliy) o
G

8i f et g sont des fonctions, on a en particulier

£fxglx) = jaf(y'lX) gly) dy o

. -] . . . R
On & aussi f-xss(x) = f(s "x) . On a les notions d’invariance & droite,

8 gauche, de biinvariance par les éléments de K .

8i € est un espace de fonctions ou de mesures sur G on note 3

{’?”'E = {aet ; VkeK, ax€E, = a}

k
‘gh=.{a’€ﬁ; VkeK s £k* a = a}
h%h=_{ae“é » v k“€.K‘® Sk* a = a*ek = a} .

On note L = }(G) ,
Dans tout ce qui suit on supposeras que la convolution x est commutative
sur hbh °

Définiticn., ¢ est une fonction sphérique sur G 83 ¢ est continue,

non nulle sur G et vérifie
Vxyyeo, J'¢<xky> ak = ¢(x) ¢ly)
K .
ol dk désigne la mesure de Haar sur K ,

Théoréme 1., Si Z est une mesure sur G biinvariasnte, nom nulle, et

gi l'application £ == r(f) = jf(s) dz(s) est un homomorphisme de
Ebh sur € alors il existe une fonction sphérique ¢ telle gue

t = ¢(s) ds . Réciproguement pour toute fonction sphérigue ¢ ,

#{(s) ds a les propriétés de ¢ o

Démonstration : 1) Partoms d°une fonction sphérique o
bugicon - b q

D @ e arn 0 - oD @D oW

Soit x tel que ¢(xo) # 0

6(x_) olky) = o(x_) o(y) = o(yk) ¢(x_)
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done ¢ est biinvariante par K ;
==> [ = ¢(s) ds est une mesure biinvariante par K
¢ continue # 0 ==r # O

£ et gebLh o Freglx) = J £(y~1x) aly) ay
G

j (j £ly~tx) gly) dy) ¢(x) dx
¢ Jg .

[ (2xg)(x) o(x) ax
Je

j J £(z) gly) ¢(yz) ay az
¢ JaG

J f J £(z) gly) ¢(ykz) dy dz dk
G JG /K

(j £(z) ¢(z) dz><f gly) oly) ay) »
G G

2) Partons d’une mesure (¢ biinvariante sur G ,
vérifiant les conditions de 1°énoncé,

Soit gelL notons hgté la fonction telle que
E’g‘“(x) = JJ g{kxk?) dk dk’ .
Kx K

soit fe' LY . on a h(f*g)h = £ x g% et

clrwg) = c(Meeg)) = c(ebg® = c(2) zlg) o
D’aprés le théordme de Fubini on a ¢(fxg) = j;(f‘*sg) g(s) ds o

Soit feLB telle que ¢(f) # 0 o
r(f=e_)

Posons ¢(s) = —TET °

$ est continue et on a z(g) = J gls) ¢(s) ds
' G
¢ est non nulle car ¢ # O

¢ est biinvariante par K (car f et ¢ le sont)

Vfg&«ahbh 0 jj t(y) g(z) (J ¢{ykz)dk) dy dz
GxG K

- JJ £ly) alz) ¢(y) ¢(z) ay dsz .
GxG

C’est encore vrai pour tout f et tout g de L , donc

(} ¢$(ykz)dk) dy dz = ¢(y) ¢(z) dy dz , d’ol
K

J ¢p(ykz) dk = ¢(y) o(z) o
K

Théoréme 2, Si G est un groupe de Lie, les fonctions sphérigues sUY

G sont les fonctions ¢ sur G telles que
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¢ est biinvariante par K
$(e) = 1

$ est fonction propre de tous les oBérateurs différentiels biinva=

riants sur G o

Démonstration 3 voir Helgason (on ne se servira pas de ce théoréme dans

£ M0 @ oo @ e ew o o .o

la suite),

Théoréme 3, Soit % 1l'eénsemble des fonctions sphériques sur G bornées

muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de G o

Soit Z l'ensemble des caractéres g #0 sur hhh tels gue

-y

ﬁg(f}[ < Jﬁf(s)ﬁds muni de la topologie de la convergence faible.

Soit j ¢ F e Z
(I )
L e N . Jf(s) ¢(s) ds

3 est un homéomorphisme de F sur 2 o

Démonstratiog 2 1) §j est bien une application ; emn effet la relation

fonctionnelle entraine que, si ¢ est bornée, on a [¢f=1 , a’od
zte) ¢ [leca)las

2) § est continue : c'est évident,

3) § est injective 9 ¢, et ¢2e:°ﬁ tels que Yeeh®

Jf(s) ¢l(s) ds = jf(s) ¢2<S) ds ; c’est encore vrai.pour tout f dans L
donc ‘

¢l~¢2 o
L) j est surjective 3 s0it r[eZ , ¢ se prolonge en

une mesure ¢’ sur G , biinvariante, non nulle.d’aprés le théoréme 1

g (f xe )
soit ¢(s) = om & ' = ¢(s)ds et ¢ est sphérique bornée
( > ’ 3
e,
L;l
par .
[z}

=1

5) continuité de §™% ¢ ¢ = j{9) . Soit fe L™ tel que
g(g) # 0 , w={z",z°(f) # 0} est un ouvert de Z o
¢ = 1Y(c)

}‘est continue o
8 b f*ES

Soit K compacteG , {f « €go seK} est un compact de Lt s Z est

équicontinue sur Ll(G) . La topologie de la convergence simple coin=

cide avec la topologie de la convergence compacte,
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Dene r'(f *es) converge uniformément pour sekK vers (f *@S)

lorsque ¢' ==» [ dans W . Donc

$? e==> ¢ uniformément sur K lorsque [° ==  dans W .

Bibliographie

HELGASON : Differential geometry and Symmetric Spaces,

GODEMENT : Séminaire Bourbaki 56«57, exposé 1hlh,

III = Théoréme de Plancherel - Trangformation de Fourier,

Mémes notations que dans les chapitres précédentss

Définitions On dit que la mesure 4§ sur G est de type positif si

Vel , u(etxf)»0 , od fls) = £ls™t) .
Propriété. S5i ¢ est une fonction sphérique de type positif, alors
¢ple) =1, ¢(s) = ¢(s”l) s |els)j€l , pour tout élément s « &.

Théoréme de Plaﬁcherelg Soilt w nnewmeSuremde.tyPe‘positif sur G

Alors il existe un S0uUS=eSpace  de 1'ensemble des fonctions sphé=

rigues de type gositif sur G 3ui est localement compact pour la

topologie de la convergence uniforme sur les compacts de G et il exigte

o o A ° o
une mesure positive u wunigque sur 4 telle gue, 81 on note

T(s) = Jffm $(x) dx pour ¢e¥, on ait

2,4
1) {F,e et ) o 12

2) Ve,ge"L?, nl£«3) =J§(¢) ?(«t) aule) o

Remargques ¢ » si y = 6e on obtient le théoréme de Plancherel propre=
ment dit

%x 81 u = ¢(x)dx avee ¢ continue de type positif, on
obtient le théoréme de Bochner,

Démonstration du_th€oréme : On se place dans le cas ¢ = Se (c'est le

wn an @ e oo oo - o o D oD a o ap oo

cas gui nous est utile dans la suite).
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Scit |‘:'L;h muni de x et du produit scalaire (f,g) = Ge(f*g) et de
17involution £ m=> Ff o LY est une algébre unitaire commutative :

TN

o (fxgeh) = 8 (fxgeh) =6 (£unE) = (£,h x E)

o (£.g8) = § (T xB) =8 (Exf) = (8, %)

» Soit ¥ 1'espace hilbertien complétéd de BLB® (BLB est séparéd)
f,8 e LR, Lig)lf) = gx¢t
Pxg= J(f*es) g(s)‘ds (intégrale vectorielle)
levgls [leve llatz)las = fe] [Tata)las -

Donc L{g) est continue et ”L(g)“s_ﬂg(s)ﬂds

o Les f xg sont denses dans L% o
On applique alors le théordme de Plancherel abstrait & "L , On obtients

;s sous-ensemble de caractéres de LR . s localement compact

[m mesure positive sur 8§

tes == lg(f)slﬂh(f)ﬂlsjﬁf(x)]dxo

Done SciZ o

L
8
-
F
0
a?

Posons : “3
Vi = 5" m) .
En fait, les fonctions de < sont de type positif 3 en effet 3
soit e, jlo) = ¢ o
I1 s’agit de montrer VYgel , fg'v*g(x) ${x) dx 30 , c'est-d~dire
t(SEve)ro .o

. L(h(gx g)h') est hermitien positif

s L9

(LOMExg)")(0)0) = ((Eve) o nd Je) = (ox (Exe)¥n §ile)

Tloxgregxd)le) 20 ,

‘ £fe L% , L{f) hermitien positif == g(£)» 0 3
Soit ® 1'algébre fermée engendrée dans < (¥) par les L{(h) pour
h e jem)sum)] .

Posons £(L(h)) = z{h) o £ se prolonge contintiment sur @ en un
caractére hermitien, On & le théoréme suivant i
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| S8i une algdbre fermée d'opérateurs d’un espace de Hilbert contient

un opérateur hermitien positif, elle contient aussi sa racine carrée

une démonstration €lémentaire est donnée dans le livre ; Analyse fonc=
tionnelle de Riesz et Nagyo

2

Donc JBe® tel que B hermitien positif et. B = L(f) . On a

alors
c(f) = £(L(f)) = £(B®) = £(BB*) = £(B) £(B)

> 0 o

Théoréme (transformation de Fourier) : Scit G un groupe localement

gompact unimodulaire, K un sous=groupe compact ., x gtant commutative sur

Y,9 Alors il existe un sous-espace localement compact < ‘de l'espace

Ades fonctions sphérigues de type positif sur G muni de 1a topologie

‘de la convergence uniforme sur les compascts de G et une mesure d¢

positive tels que

il existe une isoméirie hD2(G)h e L2(¥9d¢) vérifiant
£ —> F

1) Vee ey ni?ie)]” £(o) = [e0x) o(x) ax
ii) ¥ fert(Hnif(g) £(x) = jf<¢> Plx) 44
iii) Y fe’*’LE‘, Vg <9.2(q)" fxg=F§

ii)fehbzhvmw ?eﬁW§>nL2&H

notons F(x) = J?(@) #(x) d¢ o Soit geqfhl(c)ﬂbz(c;)]lq

_Jf(x) glx) dx = f§(¢) gZle) de

[rix) aTx) ax = [[le) 3Tx) &lx) ax ae = [£14) Glo) ao

donc - £ =F dans “L2(g)"

Bibliographie s

GODEMENT : Séminaire Bourbaki 56=57, exposé 1lhh,
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IV = Opérateurs invariants par translations,

G groupe abélien localement compact unimodulaire, X sous-groupe compact
de G .

¢ - G/K . Notons g = T(g)

-

& une fonction F définie sur G et invarisnte & droite par K ; on

associe la fonction £ obtenue & partir-de F par passage au quotient,

Proposition, F = f est une bijection de H(G)T sur H(G/K) ,
m(c)h est stable par comvolution, domc on peut définir la convolée de
deux fonctions de H(G/K) o On a (£xg)(B) =,j’f(y®lﬁ) glye) ay o

Y@

Supposong gue la convolution soit commutative sur H(e/K) c'estede

diré sur "H(G)® .

Condition suffisante pour gue la convolution soit commutetive 3

Il existe ¢ automorphisme involutif de G tel que 3

k [} 0’(9) = Pml o

%
]

VxeG ,Jkek , IpeG, x =5kp , alk)

F (o(x) = kx" Yk )

Démonstration : Pour F‘ehﬁﬂG)h on & F7

D dD e ) e G D GO du A O @D @D

A1 A4
F»G=GxF 8 A
d’od FxG = G«+F pour F,Ge'X(G) o
FOc%= (Fxg)®

Exemples ¢ 1) la sphére §, = 50(3) o Notons T 1la symétrie par rapport
LXemples 2 80(2) .
au plan diamétral invariant par S0(2) .

On prend pour ¢ l7asutomorphisme R = Mg R oMo

2) Les sommets de l'octaddre considéré comme quotient des

déplacements de l%octaddre.

3) m3\{o} considéré comme quotient du groupe des similitudes

laissant l%origine invariante,

Théoréme, Soit A un opérateur non partout défini sur <£(G/K) , ol G

est compact, tel que

1) D(A) est dense dans <%€(G/K) 3

2) A est dissipatif g

3) A est invariant par G .

Alors Im(I-A) est dense dans <«(G/K) .
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Démonstration : On parlera indifféremment de F ou de £ .
) ~

a) Soit A
Vr,gep(R) ,

V £,8 ¢"D(A) , A2 =

le plus petit prolongement fermé de A , on &
~ ~

= A(f’)*g = fxAlg) °

/\N/\

r Alg)

Donc il existe une fonction unigque § continue telle gue Vee®D(h) ,

s )

£(f) = gf .

soit @ (6/K) = {r<LP(a/k) , Femis)}
¥ (6/K)e€(a/K)

F(G/K) = 1’espace engendré par les Kéf o

b) Lemme, J1 existe une base '{Vi} de voisinages compacts de &

invariants par K et des dockhe(G/K) telles gque 3
T TR l

ai»o ® Jai(x)dx = l ® Supp dicvi °

£e€(G/K) , a xf - £ dans <(G/K) .

fto

S

T

- Démonstration : Scit .V un voisinage ouvert relativement compact de &

Supposons que ( ) kV ‘"ne 80it pas un voisinage de &
kekK

3,(ki)cK o x; ¢V, kix, = é .
On prend la limite suivant un ultrafiltre plus fin
k; =+ keK , done xi —> x¢V , d’ol & = kx ,

done k"' = & = x¢V , 40l contradiction (l'existence des %, est

~

facile & montrer),

Soit fe<(G/K),
i [} =1, 5 - 0 @lo
(a, »f=£)(8) = | [o.(y""8) £(yé) = £(&) o, (y""4)] &y
G
f est uniformément continue == g == v,
y“l&c—:vi — éeyVi et yé-eyvi done
| (o # £=£)(8) | <e o

e) ﬁé(G/K) est dense dans 9¢(G/K) :

£ eM¢(a/K) , o, x £ —+ £ dans €(G/K) d'aprds le lemme

PO

>
T ~ ~ A
o, % £ = o fek? s 1h <9€¢(G/K) tel que heXR(S) et lﬂaifmh H("l <€

alors ﬂdi* f=h|l <€ o
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F(G/K) est dense dans <¥¢{(G/K) :

fe€(G/K) , a; x £ =+ f dans 6(G/K) . Soit siefﬁo(c/x) tel que
"“i“Bi"w <e o Alors Jla;» £ = B, x| <e||f(y)]ay , d"autre part
By v f = J(Bi* e,) £(y) ay e F(G/X) .

d) D(R) >F(G/K)
I1 suffit de voir D(K)::ﬁ%(G/K) R f’ehLZ(G/K) tel que fFeX(s) ,
3 fn e:E'D(X) tel que Supp ?n et Supp FcH compact fixe et tel que

A A . .
fn wwwy f uniformément.
n-o

En effet : soit h ehLz(G/K) tel que heXR(H) et h f= f , soit

e B 2 - F 2 =
g, € D(A) tel gue ”gn f%ﬁysn - On prend f_ =g »h o On a

n

£, =8, h et [T - 7f[,

On a alors 3

n

”~

F - 7 dans %l} f % £ dans L{(G/K)
Efn —» §f dans Y >

Af =+ g dans ¢(G/K) -

Dlod feD(A) .

e) Soient ¢ et Yy eS:

b xwit) = j¢(x‘lt> b(x) ax = ¢lt) [o(x™) ylx) ax

p(t) fw(xml) ¢(x) dx

si ¢ # v alors f¢(x"l) p(x) ax = §(y) = $§52.= 0 ; d'autre part

$(3)>0 . Donc ¢ef => ¢eD(E) et on a A(¢) = T$ = E(F)% »
Donc Al(e¢) = B(3)e¢ (¢ est fonction propre de A) , ceci est vrai pour

~

tout opérateur A préfermé, & domaine dense, et invariant par trans-

lation,

£} A étant dissipatif

AK(e)e) = TUF) ¢le) = B(F) et Re A(¢)(e) <0 , done Y9 Re T(4) <0,

g) F(G/K)c Im(I=-2)
Il suffit de montrer 92(G/K}.:Im(1-33 d'aprds l%invariance de A par

translation. Soit £ eY9L2(G/K) tel que FeX(S)
? ~ - ~ T —
itnie.'}{(s) done Jg e‘.Fo(G/K) tel que f = {(l-3)g , f = (I-A)(g) da’ou

£ = (1-4)(g) -
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Remarque 1, On a le méme résultat avec A codissipatif,

Remargue 2., VfeD(X) , jf A(f) ax = ji ]?[2d¢ 0
(Re §<0) «=> (VY reD(X) HRe jf A(f) ax <0)

(et on a un résultat analogue dans le cas A codissipatif),

Remarque 3., Si A est injectif on a ¥(¢) # O pour tout ¢ , d’od

o -~ ° <
il résulte que Im A est dense ; ceci est vrai pour A préfermé, &

domeine dense, invariant par translation.

Bibliqgraphie 2

Le point de départ de cette étude est larticle de 3

FARAUT et HARZALLAH : Semi~groupes d'opérateurs invariants et opérateurs
dissipatifs invariants (Université de Tunis).



Séminaire sur les semi-groupes III.1
et les équations d'évolution

i T—

Orsay 1971-1972

(n°3) Exposé de Alain DAMLAMIAN

"METHODE DE MONOTONIE DANS CERTAINS PROBLEMES D°EVOLUTION
NON LINEAIRES DEPENDANT DU TEMPS, UN RESULTAT DE H., BREZIS

Soit H un espace de Hilbert réel, de norme lo}m et de produit

scalaire (.,0), (A(t)) une famille d'opérateurs monotones

te[0,T]
sur H . On s'intéresse au probléme (P) suivant 3

Etant données f dans un LP(0,T3H) et u, dans H , peut=on
trouver uw dans ‘@([O»T];H) absolument continue sur tout compact de

]OQT[ , telle que presque partout sur ]OQT[‘

L) + Al) wlt) > £(t) uf0) = 0,

I = Etude fonctionnelle,

Il s’agit ici de voir dans quelle mesure les méthodes fonctionnelles
utilisées dans le cas quasi-autonome (A(t) = A indépendant de t)
[voir i ce sujet [2] chapitre III ; voir aussi {b]] peuvent s'étendre

au cas dépendant du temps.
1) YProlongement canonigue” & L2(0.T:H)" d'une famille d'opérateurs

(A(6))y [0, 0] *

{(1,1) Définition., Soit A(t) wune famille d’opérateurs {(multivogues)

de H , définis pour presgue ‘tout t de [ODT] ; on appellera prolon=
gement canonique de (A(t)) a L2(09T5H) (en abrégé : P.C. de A(t)

-~

g Lz) l%opérateur fonctionel b ainsi défini par son graphe

A= (Ju,vle (t®0,78))% 5 vit)e Alt) ult) pope}
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(1.2) Remarque 1., Il $'agit d’une généralisation immédiate du cas

indépendant du temps. Il est clair que ¢b peut avoir un domaine vide,

Remarque 2. On pourrait définir un prolongement canonique de A(t)

depuis Lp(OngH) dans L3(0,T3H) , Toutefois il n’aurait d'intérét

que pour % + % = 1 , (p#le=) , situation dans laguelle on peut utiliser

les propriétés de monotonie., Nous nous restreindrons ici au cas p=g=2
pour lequel La(ogT;H)' est encore un espace de Hilbert (réel). Nous

noterons son produit scalaire (.,.) s ©

On a le résultat évident suivant s

(1.3) Proposition. Si A(t) _est. Qngﬂone dans H
t de [0,T7] , ' est monotonme dans L 2(0,T3H). .

{(Lob) Corollaire. Si A(t) est monotone dans H pour presgue tout t

- de [OQT] s i1 y a unicité de la solutionm du probléme (P)

T+ M%) ule) 3 £e) w(0) =, pour tout r aems L7(0,TiE)

Démonstration : Si u et u

du du du du

sont soclution du probléme ci-dessus,

1 2 : 1 2 .
£ o= o ecﬁu et f - ?gmcniua done = Kdt - == ulwu2>L2 > 0 o
Pegons u = Uy =, o
,. T 1 4 2 1 2 2
or (dt@u) = JQ 2 2-luls)|® at = 2(|u(m)|® = |ulo)]

Oor u{0) = ul(o) - u2(0> = 0 o On en conclut que ul(T) = uz(T) o

Ceci a lieu aussi pour tout te;EOQT] » Aol l'unicité.

(L.5) Remargue, Le méme raisonnement montre que l'opérateur B défini

ci-dessous est monotone

Bu = %% oi D(B) = {ue;wlgz(oeT;H)(f) $ u(o)=u°} o

Voici les conditions de maximalité de Jf .

du

(=) wlaa(o T3H) = {ue€(0,T;H) 3 u absolument continue et ey

ef, [l

e1? (0,T3;H)}



(1,6) Proposition. Supposons que A(t)
tout t de: EO,T} o ‘Sont équivalents

Jmonotone pour pr

i) A est maximal monotone

ii) F a0, YxeH , (t = Jﬁ‘t)x) < Lz(ongH)

(Jﬁ_ est_la résolvante d’indice i de A},

iii) Voo, Yuer®(o,mH) , (t b Jg(”'u(,t?)efn‘?(ogmgﬂ) o
De plus, la résolvante d’indice associéd & b est le "Prolongement
canocriique” de 18 famille JA(t>

X ©
& : SN L a2 _ A(t)
Démonstratign i)' =3 ii] . En effet .t = J, ' "'x
T e Jé& En effet si v(t) + AA(t) v(t)=2x p.p. on & popo
vit) = (T+aa(s)) Yx .

est égal &

ii) ==» i3ii) En effat il existe un A positif

tel que Jx(tgx) = J x satisfait aux conditions de Carathleodory

(puisque contractante en x pour presque tout t) .

Donc pour tout u mesurable,

f . ,
t > Jx(tgu(t)) est mesurable,

.De plus, lorsque u est dans L2(O5T;H)""On a, en fixant x dans H ,

pour presgue tout t
|7, (t,x) - Jx(tgu(t))ﬂs [x=u(t)! done
b e Jx(t,u(t)) est dans LZ(O,T;H) o

Enfin, puisque < est monotone, i'existence d’un A positif pour

lequel J,” est une contraction partout définie impligue que céci est
vrai pour tout A positif,
iii) == i) , Car alors pour tout A positif J?

est une contraction partout définies

2) Prolongement canonique d’une famille de fonctions convexe 8,¢.i,
(¢(t)) aéfinie sur H .

(1.7) Définition., Soit (¢(t))te[0 7] une famille (presque partout

; . ,
définie) de fonctions convexes so.co.i, sur H . On appelle "prélongement
canonique" (P,C.) de la famille (¢(t)) & Lz(OQT;H) la fonction 3§

ainsi définie 3
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T
}){ o(t,ult)) at  si elt,ult))eit(o,T)

©

uhﬁﬂ}*éu=
z oo $inon .

Cette notion ne présente aucun intérét si pour presgue tout + 1la
fonction ¢(t) n'est pas propre (clest-~d-~dire ¢ non identiquement

+o) , Ceci ne garantit toutefois pas que § soit convexe,

On peut se poser la question du rapport de % avec ;t prolongement
canonique de A(t) = 9¢(t) & L2(09T§H) o

(1.8) Proposition., Soit (¢(t))t€[o p] uBe famille de fonctions (presgue
]

partout) convexe s.c.i. propre sur H , telle gue pour tout u de

LQ(O.T;H) o t =+ ¢(t ,ult)) est mesurable. Scit & le prolongement

~

o ., 3 o (ﬁ_ o
associé 3 la famille (3¢(t)>te[09T] On_suppose gue est maximal

monotone, et que D(E)ND(A) est non vide,

Alors § est convexe S.c.i., propre et b est son sous-différentiel,

Démonstration L'hypothése de mesurabilité assure que § est

o e oD Qs 090 D > S T o D oD o

convexe ; 1'hypothdse sur le domaine non vide impligue gue § est

propre.

Montrons que § est so.colo. §8 s0it wu dams D(§) et soit p = Llim §(v),
V->U
2

L
Il existe un tendant vers u dans LQ(OQTgH) et presque partout,

avec p = lim §(un) o I1 suffit de montrer que lim §(u ) »§lu) .
Or soit aeD(#)ND(X) et soit Bedn , on a alors psopot

o{tovit)) > olt,a(t)) + (v(t)=alt),8(t))

donc p{t,v(t)) = (v(t),B(t)) 3 ¢(t,a(t)) = (alt)B(t)) -

Par suite ¢(t,v(t)) = (v(t),B(t)) est minorée par une fonction de
Ll(ogT) o

Par le lemme de Fatou, on a donc 3

(Lim #(tom,(2)) = (a(2),8(6) « Lim(glu,)=(u,08) 5) = Lim §lu)=(u,8) 5.

Or popot lim{¢(tou (t)) = f(u (£),8(8)) 3 olt,ult)) - (uls),8(t))

Puisque ¢(t,u(t)) est mesurable on en déduit donc que

§(u) < lim E(un) o
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On en déduit aussi que §(u)=(u,B) o 2 ${a)=(a,8) o o Ceci montre bien
L L

que Bz 3%(a) , c’est-d~dire que 3% prolonge b ., Par le maximalité
de b , on aédduit b= 33 ,

3) Un théoréme d'existence sans aucun intérét,

Pour résoudre le probléme (P) on peut l%écrire sous la forme
Bu+ dusf ol B a été défini dans (1,5) »

L'opérateuyr (B+#) est maximal monotone sous certaines conditionsz et
surjectif sous certaines autres., Voici un exemple d’utilisstion de ces
conditions (pour plus de détails sur ce type de condition, se référer
& [2] chapitre II), |

(1L.,9) Proposition., On suppose les hypothéses de (1,8) vérififes, On

suppose de plus gu'il existe une constante C +telle gue pour tout A

positif et tout de 'LzﬁoﬂT;HF on a '
T t t=7
(1,10) J #lt,u, e "/h s 2 J( a{t) e ~% ar) at
o o .
T
£ Ch + j¢(tau(t)) at o
)

Alors B+t est surjectif et maximal monotone. En particulier pour tout
£ de L2(09T§H) il existe u solution unique de
22(c) + alt) ult) 5 £(t) popet ui0) = u_ .
Démonstration : L'hypothése 1,10 exprime gue Q(Jiu) < §{u) + ac
ou Jﬁ est la résolvante d'indice A de B ., Cette conditionm impligue
que B+3% est maximal monotone et que |Bu| < /C + |(#+B)°u
|
(efo [2] poII.30=31, proposition 2.,17)
Or ﬂ£&[ > ju-u_| /T par 1°inégalité de Schwarz, donc
at LJ2 o' 2

L
[Bu] == += lorsque |u| == += . Donc |(AB)°u| == += Llorsque

| — e

Ceci implique (ef. [2] poII.13, théordme 2,3 et corollaire 2.3) gue
A+B  est surjectif.,

Remargue, Comme on le voit, la condition (1.,10) implique que B+ est
bijectif donc univoque, donc ¢t est univoque., Donc cette comdition est

trés stricte., En fait, elle n'est intéressante que dans le cas ¢(t)



III.6

indépendant de .t (voir & ce propos [2] p.III, 202k, théordme 3.6),

II -~ Un résultat de Brézis : Un théordme d'’existence. -

On suppose que A{(t) = 3¢ + aIK(t) ol (K(t)>t€[09TJ'“eSt une
famille de convexes fermés de H dépendant de t o,

Nous noterons  ¢(t) = ¢ + I (on IK(t) est la fonction indicatrice

K(t)
de K(t) , égale & 0 sur K(t) , & += ailleurs) et A = 3¢ o
Nous utiliserons des hypothéses supplémentaires que nous &llons

explicite¥,

Hypothése
(2.1) Il existe a(t) dans Lz(Q,TgH) tel que pPopot

(I+A(Ama(b)))‘% K(t)c K(t) : Ceci s%écrit aussi

(1 + Aa)"L (K(t)+nralt)) cK(t) .

Conséquence de (2.1) 3 (par [2] proposition 2,17, poII 30=31),
PoPot, A - alt) + aIK(t)
¥ w ¢(x) = (al(t),x) + IK(t)x s et done popot, A(t) = a(¢+IK<t)>
est maximal monotone, De plus D(¢)NK(t) = D(¢) NK(t) pour ces
valeurs de t

'est le sous=différentiel de

Hypothése
o ) ° o + 2
(2q2) Il existe une fonction ®w de R dans R’ bornée sur les
bornés telle que ¢
Y 1,2
VYnelJo,o[ , Yvew °“(0,T;H) on a

: 2
JT°h |B{eenlule) = P(t)ult)| at < W (luf)

h
0

(o P(t) est la projection sur K({(t) ; c’est aussi la résolvante

I
J-K(t)

N pour tout A positif).

De plus, si w n'est pas bornée sur R » 11 existe b dans
Wl°l(0,T;H) (i.e. absolument continue et & dérivée dans Ll(Ongﬁ))e
et ¢ dans LlioaT;h) tels que Po.Pot

b(t)e D(AYNK(t) et c{t)ec A bl{t) popot o

{2.3) Remarque.l. La condition (2.2) implique, en particulier gue pour
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tout z de H , la fonction t m=> P(t)z est dans ngg(OngH)

et [%P(t)z[,hggw(lzﬂ) (et [1])e

2, De plus elle exprime une certaine "continuité" de
la famille K(t) au sens suivant

Pour tout t_ de [0,T] on aéfinit K(t ) = {xeH ; J zeH avec

x = 1lim P(t)z} . Il est clair que k(tg) est convexe., De plus si
t+t '
o

K(to) est défini (K(t} 1l'est a priori seulement presque partout),
L'ensemble des t, tels que K(to # K(to} est de mesure nulle
{efs la remarque 1 ci=dessus). On peut donc supposer K(t) partout

défini sur {O,fj et ayant la propriété de continuité

K(to} = fx :] zeH 3 x = 1lim P(t)z} »
t>t
o]
C'’est ce que nous supposerons dans toute la suite de ce paragraphe,
Enfin, si on suppose ®@ bornée par une constante C , la dépendance

de K(t) par rapport &8 ¢ devient h8lderienne lorsqu’on la mesure

par la distance de Hansdorff 3 . o

sup (sup dist(x/K(s)), sup dist{x,K(t)) o
xeckK(t) xeK(s)

§(K(t),K(s))

Or dist(x,K(s)) |x = P(s)x| = |P(t)x = P(s)x| 2lorsque =x est

dans K(t) . Or ﬂ%§ pltix] 5 ¢ w(|x]) ¢« C done
L2
[P(t)x - P(s)xﬂv@ V]| tes] ﬂ%? p(tix| 5 ¢ C V]te=s]| o
L

Donc &(kK(t),K(s)) « € V|t=8] &

3, Sous la méme condition (2.2) pour toute u de
Wlsz(O,T;H) » la fonction t == P(t) u(t) est (presque partout
égale d) un é&lément de Wlmg(OQT;H) o

~ En effet supposant que K(t) est défini comme dans la remarque
2 ci-dessus, il est clair que t =3> P(t) u(t) est continue s8i u
l'est. Il suffit alors de vérifier (ecf, [1]) qu®il existe C(u)
indépendant de h tel gque '

JT‘h ﬂP(t+h) ult+h) = P(t) u(t)izdt < Clu) < +=

h
o]
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Or |P(t+h) u(t+h) = P(t) u(t)] <« [P(t+h) u(t+h) = P(t+h) ul{t})|
+ !P(t+h) u(t) = P{t) uls)| o

Utilisant le fait que P(t+h) est une contraction, on en déduit que

HP(t+h) u(t+h) = P{t) ult)

| Eu(t+h) - u(t)' . iP(t+h) u{t) - P(t) u(t)i
h N °

h h
Puisque ue Wl *2(0,T;H) on a Ru(t+h2 =) 2 € E%% 2
L°{0,Th) L=(0,T)
donc
4
c(u) = |5 + wl(ful )

Lz(o,m)

Voici le résultat de Brezis que nous allons montrer,

(2.4) Théordme. Sous les hypothéses (2.1) et (2.2), pour toute f de
LZ(O.T;H) s tout u de D(¢) NK(0) , il existe une unigue fonction u

du
de <([0,T]3H) , solution de ST f d%u + ¥ 4w S £ aveec u(0) = By o

De maniére plus précise, il existe une fonction 2z de Lg(OgT;H) .
telle que pe.pet on a f(t) = %%(t) - z2{t) e Au{t) et (z(t),v=ult)) < O
Y vex(t) .

De plus u{t)e D{AYNK(t) pop.t, ul{t)eDdD(®)NK(t) , ¥ t>0 et
TR er®o,1;1) .

Enfin, si uoe.D(¢)(\K(O) , %3 < La(o,T;H) o

La démonstration se fait en plusieurs étapesglcna@une concernant
un passage 4 la limite d’une régularisation Yosida.

5:%&&2 approximation Yosida de

Notons B(t) = I LB (t) =
K(t) u . (
B(t) , & 1e prolongement canonique de A = 3¢ & L (0,T3H) , B le
. 5 2 .
CG[O,T] a L <O®T9H> « Ces deux

opérateurs sont des opérateurs maximaux monotones, le premier par suite

prolongement canonique de (B(t))

d'un résultat classique, le second dfaprds la proposition (1.6) : en.
effet l'hypothése (2,2) implique que (1l.,6)ii) est vérifiée., Par la
proposition (1.8) on vérifie également que ® ‘est un sous différentiel;
le méme résultat pour & est encore classique., Nous utiliserons en
particulier la propriété de demi-fermeture de A et ®

Soient A et u positifs ; on note u, lia solution (dépendent aussi
de A) de



-
=
-
(g

O

it
(2:5) + A u, Bu(t) u

i
e

dat A
uu(o) = uO ®

(2,6) Lemme, (2.5) admet une solution u, dans Wl’2(09T5H> o
t
En effet, soit g(t) = j £(t) dt , et v(t) = uu(t> = g(t)
o

v doit vérifier %% + F(t,v(t)) = 0 ol

F(t,x) = Ak(x-g(t)) + Bu(x-g(t)) .

A
continue par rapport & t (en utilisant le fait que g est continue,

Or F(t,x) est lipschitzien de rapport L. % par rapport 4 x et

et AA et Bu lipchitziens)., Par le théoréme classique de Cauchy, il
existe donec v de classe Cl répondant a4 la question § g é&tant dans
Wl°2(O,T;H) y 11 en résulte que wu, est aussi dans Wl°2(OQT;H) o

du

Nous allons obtenir des estimations sur |E€£ + AX uuﬂ P
L

Nous utiliserons a cet effet deux lemmes

(2.7) Lemme. Sous l'hypothése (2,1), pour tout z de H on =

RTCLUTRRT

(sz, Bu(t)z) y - la(t)||Bu(t)zi °

Démonstration : On a (sz,z-P(t)z) = (AXZEAX P(t)z,2=-P(t)z)
_ + (A, P(t)zyz=P{t)z)
1 A A A A
y F(P(t)z=3, (P(t)z+ra(t) )+, (P(t)z+ra(t))-T,(P(t)z),2=-P(t]a) o

or JM(P(t)z+ra(t))eK(t) car P(t)ek(t) , donc
(P(t)z-Jf(P(t)z+xa(t)).z-P(t)z)) %0 et
(A, 2,2=P(t)2) > = 2|72 (P(t)z+aa(6))-T(P(£)2) | |2-P(t)z]

> = %Ixa(t)llz-P(t)Zl = - la(t)]||z-P(t)z] -

(2.8) Corollaire.,

T
L(AA 3, (80,8, (8) u, (6)) > = fa] 5 13, (0) w5

Sgpuar UnERTIIONT

(2,9) Lemme. Sous l'hypothése (2.2) pour tout u d wl°2(®9T;H) on a

T i 0
J (§§,u<t>-P<t) u(t)dt > %Iu(T)-P(T) u(r)|? - %|u(o>mp(o) (0} ]2
[+ .
- wlfu] J]u=P{tlu] , o

L
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Démonstration : Par (2.3).3 P{(t) u(t) est absolument continue et
dans W °“ , donc en dérivant t bt {u(t)-P(t) u(t)]?

T
J (§2,u(t)=P(t) ult))at = F|u(m)-p(1)|% = 2|u(0)=P(0) u(0)|?
o]

T
+ J (%E(P(t> u(t))yu(t)=P(t) ul(t))at .
Q

Il suffit donc de montrer que

T |
J (%EP(t) u(t)yult)=P(t) ult))at » - al|uf )(u=-P(t)u} , »
° L

Or %{ P(t) u{t) est la limite dans L2(O,T;H) s lorsque h tend vers

P(t+h) u(t+h) = P(t) u(t) (ol
h

prolongés en t<0 et en +t>T de manidre constante),

0 de “u(t) et P(t) u(t) ont été

o uf{t)=P(t) u(t))at

or JT<P(t+h) u{t+h) = P(t) u(t)
h
Q

u(t)=P(t) u(t))dt

= JT P(t+h) u(t+h) = P(t) ul(t+h)
h »

Q

. J‘T (P(t> u(t+h) - P(t) u(t)‘ u(t)*P(t) u(t))dt ®

h ]
o] .

Or (P(t) u(t+h) = P(t) ult), ul{t) = P(t) u(t)) €« O -donec faisant h<O

on obtient :

T
J (%§ P(t) ult),u(t)=-P(t) ul{t))dt
Q

T : ,
3 Eﬂf (P<t+’h) u(t“"h)h- P(t) u(t*h). wft)=P(tlult)at
h+o"Jo
. L_i;lgl.p(wh) u(t+h)h- P(t) u(t+h)l 2|u(t)-P(t)u(t)i 5
h+o* L L
Or
limlP(t+h) u(t+h) - P(t) u(t+h)x = 1im !P(t) u(t) -~ P(t+h) u(t)l
h+o h L2 hrot h .2
est majoré par o(lule) -
T du
(2,10) Corollaire. JO(EZB’ B, u ())at » = w(lu,l) |B, uulLa .

En effet, par hypothése uoe:D(¢)(\K(o) done ﬁu(o) - P(0O) uu(O) = 0

WD D G RO D D D D G P D D D WD D D D R G D D ) KO ) M ) € WS e e
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multipliant (2.5) par T ¢ Aju, et en intégrant sur [0,T] :

du ' du
e + Auy|2, < 1) =t + A.u + |8 (Jal _+w(lu 1))
\at A ule ! ‘Lz at ) u‘Le ‘ u“ule l L2 WA Wyl

c'est=d~dire

du > du ,
(2.11) |t + au ¢ |t + Axuulh2[|fiL2+|a|L2+w(Iqu )]

vlg] pUlal g+ (uyl )
L2 L2 u

D’aprés l'hypothése (2.2) ou bien w(luul“) est borné indépendamment
de X et u , ou bien guu[w est borné indépendamment de A et
comme on va le voir ci-dessous, ce qui montre alors que w(|u |m) est

aussi borné indépendamment de A et u o Par (2.11) alors,; om voit que
du

iazﬁ + A est borné indépendamment de A et u .

AuulLQ

(2,12) Lemme. Si ® n'est pas borné sur R’ » 1l'hypothése (2,2)

Sl e S—

impligue gue u est borné indégendamment de X et  u o

u
du

14 er12 o u  db

En_effet on 2 3 dt]uu(t)mb{t)ﬂ = (uu-b, remli dt)
u -P(t)u db
(uu by £ = = Axuu dt> 6
Or (uuoP(t)uug uu-b)z_o car b(t)eK(t) pop.t, et
(A,u , u =b{t)) > (A b(t), u b(t)) par la monotonie de A. s donc
AU H by u A

14 2 ‘ db
5 qplu,(8)-p () [% s Tu (£)-ple}|[e(t)] - (A,p(t), u =b) - (g, u -b)

s lu (o) [ (lete)le [GRI+]1a,0(£)]) & or

la,p(t)] ¢ [4% ()] s felt)] a’od

rofe

d
d

(13

Selu (0)-b(6) 1% « u (6)=v(0) [ (J2(e) [+[R]+]c(x)]) .

On en déduit que u, est uniformément borné en A et u

On en conclut donec qu’il existe une constante M indépendante

de X et u (et aussi de u, dans D(¢)(\K(O)) telle que

du
(2,13) I'&'E'E' + A;\uuﬂ , € M et ]Buuul $ M.

L 2

L
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. . +
lexr passage & la limite ¢ u == O .,

Avec des simplifications d’écriture évidente on a

2
1l 4 ,
5 dtlu =1 l! 2 - (Axuuwau 1o¥,=u R (Buuu-B 1% peu,-u l)
u u H M H
€« = (B u<B .u_,u=u.})
1 1 1
uuuu Uu | ()
= 1 t
= - (BuuumB 1@ l,uB“uuwu B ,u l) - (BuuuoB lu l,J u
U oM H (t)
u )
U M

Or Buuu(t)eaB(t) Jﬁt)uu donc par la monotonie de B(t) , on obtient

' 1 2 1, .
lﬂ & - (BuuumB 1% o8B W ~u"B ju 1) 2M (uru™) .
H M : o

Done uy est une suite de Cauchy dans <(0,T3H) , de limite u dans

1 4
3 wwlu,-w

Y(0,T;H) o (Nota : ici u dépend de A et sera noté ultérieurement
ux) [}
Comme A, est lipschitzien, Axuu — Au uniformément, donc
du 2
!EEEDLQ reste borné dans L°(0,T;H) s Classiquement alors,
du
du 2 .
“ MY I}

= == dans L (0,T:H) faible.

du
On a donc £ = (-—E + A u ) = u e:@J U ., Or le premier membre

dt A u u u
converge faiblement vers f = (%% + Axu) dans La(O,T;H) ¢ Quant &

Jﬁuu s 311l converge fortement vers u dans L2(O,T;H) car

w =Jd% = y® u et |Bu |, <M. Par la demi fermeture de ®

i ¥ou poow MM 2

on en déduit que f = (B2 4 A ule®u

‘ at A ,
Concluons iM Y as0 s 11 existe une solution
{(2.1L) u, dans W {(0,T;H) &
dux ‘ dux
=+ Au, +Bu, >r  ul0) = u et [zp=+A u,| , € M

L
dul
It = 3=~ 24,9l , M.

L

(2:15) Remargue. On aurait pu montrer que Buui_l converge dans LQ(O,T;H)

fort et utiliser uniquement la fermeture de ® en utilisant le lemme
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élémentaire ci-dessous 3

Lemme, Soit z, lne application de R"  dans un espace de Hilbert E ,

telle que <mezu‘ Aszhzu)e$ 0 4 Ya,u>0

” LM = + °
Alors Ezli est décrorssante en A (croit lorsque A == 0 ) et si

lz,| est borné, la fomction i > z, admet une limite lorsque
A v O+ °

2¢éme passage 3 la limite ¢ A = ot .

On se raméne d'abord au cas ¢ positive 3
¢ étant minorée par une fonction affine continue, il existe a et
tels que $(x) = ¢(a)=(o,x)<B 20 . Alors 93¢ = ad+a » Il suffit donme
de changer f en f+a pour se ramener & une équation du méme type
avec ¢ positif ou nul, De plus les hypothdses (2,1) et (2.2) sont
vérifides par ¢ et K(t) si elles le sont par ¢ et K(t) .

Supposons maintenant u  ~dans D(¢) NK(O)

dux _
u, satisfait & rCal 849}\\1x =0, ]QXIL2~SM
ol ¢A(x) = inf (%-Kszlz+¢(z)) « (On sait que A, =3¢, ) .
zel A A A

Par le théoréme 3.6 de [2] (page III,20) on a

A y Y P
ﬂg;‘ﬂba S onﬂbz Tl s Mx ey {ug) s Mo Yely ) e
du
Donc H€€- , est borné indépendamment de A ; il en est alors de
L ' du
meme de ﬂA;\uA!Ll2 o Comme f = - r i Alu)‘éa(BuA on en déduit que :
a du
e O )s - )
( - p W,=u <& = (Alu.=A u ,u . =-u
dat at A N ATA Ao A A
€ = (Au=A u Ju-=F u.)
ATATE e T T e T
= (A u . =A u ¢AA u =A'A u . ) .,
AA A3 A AEX
Par la monotonie de A , puisque AquG;AJXuA on obtient :
(2,16) 2 S(u -u )2 ¢ = (A u=A u ,AA u-=A'A . u )< 2(A+1")sup|A,uf
2 dt°"a e’ N AR Ty T I AN
A AL A AA
Donc u, est de Cauchy dans ¥(0,T3;H) . Soit u sa limite,

A
De (2.16) on tire que 3

an w3} !
(A,u,-A L, U srA u =ATA u )

1 2
oo - Elux(T)~u €(T)l < 0 .
AA A A L A

B8

2
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Par le lemme (2.15) on en déduit que A u, converge dans L2(O,T}H)

(On pourrait aussi, sans utiliser le lemme 2,15, démontrer gque Au,

converge faiblement dans La(o,T;H) 0

Comme A u, € ofJ,u, et que inuA-uxl = A[a,u,| on voit que

J,u, converge vers u dans LQ(O,T;H) et par la fermeture de ok

(ou sa demi fermeture) la limite v de Axux est dans fu .

du* dux du
Comme IEE—ILQ est borné, classiquement == == ¢ dans

5 du du
L"(0,T3H) et donc f = <7 - A,u, converge faiblement vers f - 3% -V

dul
Or f = i Axux est dans Gux s donc par la demi fermeture de @
f - %% - veBu , c'est-d-dire qu'il existe vedbu , we®u tels que

du du _ .
(2:17) T rv+tw=1L , et [Eg + v[L2$ M, fw|L2-sM ®

Prenons maintenant u, dans D(¢)NK(0O) et soit xne.D(¢)(\K(O)
telle 'que X e u dans H . Soit u la solution de

du

n . -
{Ezm v o+w =1, un(O) = x v Ecﬁun s wnECBun}°

n * n
Par la monotonie de b et ® on déduit que

e ) S
ﬂun(t) w (ed| « |x =x | , c'est-d-dire que u, est de Cauchy donc

convergente dans <€(0,T;H) . Soit u sa limite, on a u(0) = u, o
De plus, par le théordme 3.6 de [2] (p.III.20) on a :

dun dun 1 1 R
ﬂ/%'ﬁg—ubz < 2V5'H§g' + vniL2 + 75 div t(x 3¢ “(min ¢)) ¢ 2VT M + cte.

du
On en déduit donc que ]/E-EEEE est borné indépendamment de n et

L2

- du _
donc /%'Eza -t %% dans LQ(O,T;H) faible, De méme si w est

un point limite faible de {wn} dans LZ(O,T;H) et g un point

du
limite faible de IEEB + v, | dans 1?(0,T;H) atteint simultanément
(w et g existent par (2.17)), on en déduit, par la demi fermeture
de A et de B que we®Bu , et que v = g - %% e Au (de maniére

plus précise utiliser la demi fermeture de b sur [S,T] pour tout
(S>0> ® v

%%+v+w=fsu(0)=uo ol we®u et pepot

v(t)e Auf{t) (/t v(t)<eL2(0,T;H) , mais il n'est pas vrai que v(t)
soit dans L2(0,T;H)) .

Par suite on a
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Les propriétés régularisantes des équations d°évolutions associées
& une sous différentielle indépendante du temps sfappliquent alors &
%% + 3¢u:af~waaL2(O,T;H) , u{o) = u, ce qui donne les propriétés

supplémentaires du théoréme (2.4},
Application. Soit QéMR® un ouvert borné de frontidre régulidre et

Q= ax]o,T[ ; soit WG:L2(09T3H2(Q)) avec %%«anz(q) et yz0 sur
Qx]OQT[ e}

Pour tout f de L°(Q) et tout u,  de L2(g) , tel que
Oguc(x)gw(xo) il existe une fonction u(x,t) dans ‘6([0,T]gb2(ﬂ))
u(t)e:Hé(Q) pour £>0 , vérifiant Vt u(x,t)e LQ((O,T)HZ(Q))

%E\%%(xgg)e;LQ(Q} y» Osul(x,t) s ¢p(x,t) pop. sur @ x]O,T[ et pep. SUr

Josr[ j (%%(x,t)mAxu(xgt)mf(x,t),v(x)-u(x,t))dx;,O pour tout v de
1]
Lz(ﬂ) tel que Ogvi{x)¢yp(x,t) DpobPs sur Q .
9 1]
§i de plus u e HQ(Q) alors-uefqp.m];Ho(ﬂ))r\Lz(o,Tgﬁe(n)) et
3u

2
'5‘.’6610 (Q) o

On applique le théoréme précédent avec A = 3¢ ol
. ) .
j |grad u]adx si ueH_(Q) et wux0 sur @
${u) =4)q

+oo ailleurs

2
K(t) = {uel®(0) ; u(x) 5 p(xyt) pepet sur Q} o

On a P(t) v(x) = min(v(x),p(x,t)) et la condition (2.2) est satisfaite

2
avec w = cte = ]%%H o ’

L™ (Q)
La condition (2.1) est vérifiée avec a(t) = -ayp(x,t) et gréce au
principe du maximum : en effet »

I+ X(~A+A¢(t)}ml K(t)c K(t) exprime que

53 Vegyp~=A(vep) « O alors v-yps0
Comme de plus projectionc K(t)c K(t) c¢'est-d~dire
)
(I+RaIC )=t K(t)cK(t) on en déduit que

o

(z+a(=asap ()41, D71 K(t)c (L) .

(o]
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et les équations d'évolution

Orsay 1971-19T72

{N°kL) Exposé de Hedy ATTOUCH

" "RAFLE" PAR UN CONVEXE VARIABLE, D'APRES J.J, MOREAU "

Introduction.

On se propose d’€tudier dans un espace hilbertien réel, l°'équation

d"évolution
du

=T+ A(t)u(t)=0

ol pour chaque t dans [0,T] , A{t) désigne le sous~différentiel de
la fonction indicatrice d'un convexe fermé non vide C(t) . On reprend
ici une technique due & MOREAU [3], qui, moyennant des hypothéses de
régularité sur la dépendance du convexe C(t) en fonction de t 0
énonce un théoréme d’existence et d’unicité (pour une condition initiale
dans C(0)). Cette méthode a &té généralisée par J.C. PERALBA [4], au
cas plus général ol A(t) est le sous~différentiel d’une fonction

convexe s.c.i. propre ¢{t,.) .

1, Préliminaires.

o Soit H -un espace de Hilbert réel,
» Etant donné un convexe fermé& non vide C dans H , on note I, se

fonction indicatrice

0 xe C
Ic(x) = { .

) x&C

et l'on désigne par Y, 8@ fonction duale (ou fonction d*appui du
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convexe C) .

vy (x) = sup<x,y> -
e
yeC
o On notera oI le sous=différentiel de la fonction indicatrice

du convexe fermé C(t) ,

- On considére l’ensemble E des convexes fermés non vides de H ,
gue l%on munit de la métrique de Hausdorff § (métrigue au sens large,

car prenant éventuellement la valeur +eo )

s{c,c) sup [sup d(x,C") 3 sup d{x,C)]

xeC xeC

inf [p/CcC’ + Bp 3 C'c C + Bp]

ol d(x,C) désigne la distance du point x au convexe C et Bp la

boule fermée (par exemple) centrée & l'origine et de rayom op o

Montrong comment la distance de Hansdorff de deux convexes C et
C" s'’exprime en termes de leurs fonctions d'appui Ye et yé o Tout
d’abord de fagon évidente, CcC” + Bp et C°< C + Bp entraime que
pour tout x dans H , yc(x)s ycv(x) + plxl et Yc‘(x)<;yc(x) ¢ plxl o
Réciproquement, soit p tel que peur tout x dans H on ait ces
deux inégalités, Montrons par exemple que CcC’ + Bp ., Supposons qu’il
existe X dans C n“appérten&nt pas & C' + Bp . On sépare alors X,
du convese fermé C° + Bp par un hyperplan et donc il existe Yo dans
H tel que <yoax0>j>y©9(yg) * pﬂy@ﬂ o Puisque x, sappartient a C,

ceci entraine que y@(yo)> yce(yg) + oﬂyoﬁ , d’00l la contradiction,

Done 6(C,C") est fini seulement si Y, et v, . ont méme domaine D

et 1'on a alors ¢

(1.1) §(c,C") = sup ﬂyé(x)‘w ¥ 9<X>H o
xeD ' ¢

[x]|=1

On remarque d'autre part que si &6(C,C°) est finie alors les ensembles
C et C' ont mé@me cBdne asymptotique., (Cela tient au fait que 1"adhé-
rence du domaine de Ye est le c¢8ne polaire du cbne asymptotique de C),

~

Soit t =+ C(t) wune multiapplication de [0,T] dans H , a
valeurs convexes ferhmées non vides, Pour décrire cette multiapplication

) .
on peut avantageusement considérer C(t) comme un élément de l°ensemble
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E (muni de la métrique de Hausdorff).On peut alors parler de variation,

absolue continuité ... du convexe C(.) sur [0,T] .

8i €(.) est & variation bornée, la distance §(C(s),C(t)) est
finie quels que soient s et t dans: [0,T] et donc le domaine D de
la fonction d'appui ~y(t,.) _du convexe C(t) est indépendant de t o
I1 résulte de (1.1) qu’en désignant par wv(t) 1l1la variation de C(.) sur

[Ogt] s On &
(1.2) ¥ xeD , Vs,te[0,T] o [vy(tox)=v(s,x)| s [x]|v(t)=vis)]| .-

Notons d’autre part que la multiapplication t ==+ C(t) est absolument
continue si et seulement si sa variation v est absolument continue

(8 valeurs numériques). Suivant la terminologie de MOREAU on dira que
av

57 &t la "vitesse numérique”™ du convexe "mobile"™ C(.) o

2., "Rafle” par un convexe absolument continu.

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant

Théordme, Soit t =+ C{(t) une multiapplication de [OQTJ dans H ,

4 valeurs convexes fermées non vides, et absolument continue (au sens de

la métrique de Hausdorff). Etant donné wu  dans C(0) , il existe wu

upigue, absolument continue de [0,T] dans H solution de

du

( ) S EE' + 'ch(t’) u(t)BQ
P
} u(0> = u °

De plus a) Vielo,T] gu(t)c-:c(t)‘

b) popot GJOQT[,[%%!<$ %% ol - %% désigne ls "vitesse numé-

rigue” du convexe C(.) o

L'unicité résulte immédiatement de 1’argument classique utilisé pour
les équations d'évolution régies par un opérateur monotome, On va €tudier

le probléme (P) par la méthode d'approximation de Yosida, Rappelons que

si 1'on pose A" = 91g(y) o OB & 'J;c((x) = P(t)x et Ai(::) = “”“’Luxmpz\t)x

o P{(t)(,) désigne la projection sur le convexe C(t)
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On considére donc le probléme approché

it * | ) =0

5- du, uk(ﬁ) = P{t) ux(t)
(Px)
} ux(o) % u, o

Pour dppliquer-te théoréme d'existence de Cauchy au probléme (PA> il
suffit de montrer que pour =z donné dans H , l'application t == P(t)sz
est continue de [OQT] dans H . En fait on a beaucoup plus, ('est

l'objet de la proposition suivante 3

Proposition 1. Soit C(.) un convexe "mobile"” absolument continu, Pour

tout 2z dans X » il existe une constante M(z) telle gue l'om ait ¢
m ITCTINETTMETIY . . P S

(2,1) Vte[o,T] s Y se[0,T] [P(t)z - P(s)z|?

€ 2M(z)|v(t)=v(s)

-

De plus l'application 2z == M(z) est contractante,

Démonstration ¢ On se fixe 3z dans H , Considérons ‘la fonctiomnelle

| 1 2
3(t) sy Flz=y|" + v(t,y) o

Cette fonctionelle est strictement convexe, so.coi, et tend vers
1%infini quand ]yg tend vers 1'infini, Elle atteint donc son minimum
en un unique pvoint y(t) qui vérifiera (le théoréme d’additivité des
sous=différentiels s’appliquant ici : ef. par exemple [5])

y(e) = 2 + ay(t,y(t)) = 0 &

D'oll en tenant compte que dy(t) = (alc(t))al (cfo [1], chapitre II
P.23 par exemple) on obtient y(t) = z =« P(t)z . Ecrivoms alors dque
z = y(t) appartient & 2dy(t,y(t)) o

Yeen v{t,8) » y(t,y(t)) + <g=y(t),z=y(t)>
Veern y(8,8) 5 vi{s,y(s)) + <g=y(s),z=y(e)> .

Prenant § = y(s) dans la premiére inégalité et & = y(t) dans la
seconde, on obtient en ajoutant 3
. ' 2
[v(toy(s))=y(s,y(s))] + [y(s,y(t))=v(t,y({t))] > ly(t)=y(s)]|®

Soit en tenant compte de (1.2)
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ly(t)=y(s)]2 ¢ [ly(t)|+|y(s)|]o|vit)=v(s)]

d'oli 1l'on déduit immédiatement que t -~ y(t) est continue et en

posant M(z) = sup |z=P(t)z] on obtient :
te[O,T]
]P(t)z-P(s)z]2_§ 2M(z) |[v(t)=v(s)| ce qui achéve la démonstration.

Revenant au probleme approché (P )qul admet donc une solution unique

u, (de classe ‘@ ), suivant la methode classique on cherche & &tablir
' du
une estimation sur 1 o
‘ ‘ dux
Multipliant (PA) par == on obtient
awy dux
lz=]  + 3 <u, (£)=P(%) u,(t), ===> = 0 ,

On est donc amené & considérer l“appllcwtlon

£,08 6 = ilu,(t>aP(t> u (t)la

Si comme dans l'exposé précédent, l'abgolue continuité de £, découle
de 1l'absolue contlnulte de 1'application t ==+ P(t) mx(t) , i1 n en

egt plus de méme ici, On a cepefidant 3

Proposition 2. Soient C{.) un convexe mobile absolument continu et u
une fonction absolument continue de [o, 7] é&ns H : Alors l“gppllcatidn

£ it e %}u(t)nP(t) u(t)lz est absolument comtinue de dérivée

(2.2) £7(t) = <%;e u(t)=P(tlult)s — yltoult)=P(tu(t)) (el +(t,£)

désigne la dérivée au point t de lVaggiication t == y(t,E)) o

Démonstration : Posons C°(t) = C(t) = u(t) .
On a alors fﬁth=“%[d(u(t)eC(t))]2 =v%[d(ogc9(t))]2

Le convexe mobile C’(t) est encore absolument continu ; en effet

Ycﬁ(th) = Yc(t@x) @‘<u (t),x> et‘dén@
chﬂ(t)x)-ch(tol'x>]\< ch(tax)“Ye(tozx)l + HXHoﬂu(t)nu(tO)

Yoo Ctax)=y o (5 ox) [ < [x|[[v(&)=v(s )]+ |ult)=uls_}]
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ce qui exprime que §(C'(t},c’{t_J)) < ﬂv(t)mv(té)l+ﬂu(t)mu(ta)ﬂ o

Désignons par z(t) la projection de O sur ci(t) , clest=d=~dire
z(t) = P(t)u(t)=u(t) . On a donc f(t)‘=*%ﬂz(t)lg o

Considérons l'expression

f(t)-f(t°)+%iz(t)mz(tg)Ha lz(t)]? = <z(t),z(t:)>

<z(t)QZ(t)QZ(tQ)>

que nous allons majorer ¢

Le point z(t) projection de O sur (C°(t) est caractérisé par
z(t)eCc'(t) Yuecq(t) cu=z(t),z(t)>>» 0 et done
Yoo lte=2(t)) = <=z(t),z(t)>

D'autre part, d’aprés le définition de la fenction d’appui

Yoo (go=2(t)) > =lalt J,2(8)) -

Dol f(t)nf(to) < Y@v(t°a=Z(@>> - Y@g(tgmz(t>)
et en échangeant t et t, on obtient par conséguent la double inégalité:
You(tyemalt N)oy o (tomz(t )}« £06)=2lt ) € v o (6 ,=a(t)) = v, (t,=a(t))s

Tenant compte'de la continuité de l'application t =+ z(t) , on

déduit d’une part que f est absolument comtinue puisque

If(t:)--sf(tc,)ls( sup !z(ﬂ:&[‘ﬁv(t)mv(to)hu(tf)ﬁ-»u(to)l]
t<[0,T] ’

et d'autre part on obtient pour dérivée de f au point L

Fg(to\-_{cv(to,nz(to)) = =y (s suls )=Plt ult )) + <Z2(t_},ult )=P(t_)ult_)> .

Nous sommes & présent en mesure de démontrer le théoréme,

De (2.2) on tire, compte tenu de la définition de wu,
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=l 3 Selu (6)-P(6)u, ()% = =¥ (b, (£)=P(e)u, ()]

d'od, d'aprés (1.2)
2

du du

P o A 1l 4 A av
(203) iw‘ + ?fﬂan-lu (t)= P(t)u (t) < RWH"BE%H .

) Dans une premidre étape, on va supposer le convexe mobile C(,) &
vitesse numérique dans LQ(OQT) o

Intégrant (2.3) et appliquant 17inégalité d'H3lder au second membre,
on obtient

T du, 2 T au 2 Y2 g 4, 2 /2

;@ jm ] dt o+ %3-:!uk(T)-»»P('.I‘)u}‘(fl‘)if2 < (Jo l55=1 dt)} ?(Jé ﬁﬁﬁﬁﬂ at)

Lz(o,T;H) o 1%(0,m;H)

On termine alors la démonstration par une argumentation classique ; on
peut se référer 4 la démonstration donnée dans l'exposé pré&cédent, On
trouve donc une fonction u absolument continue de [0,T] dans H

solution de (P): De plus par passage 4 la limite sur (2.%) on obtient

| &2 < 2 (2,5),
L2 2 : 2 B
L™(0,TsH) L°(0,T;H)

D'autre part, wu(t) appartient & C(t) pour tout ¢t puisgue la
fometion t == |u(t)=P(t)u(t)] est continue d’aprés la propositiom 1,

et est égale & zéro presque partout, u &étant solution de (P)., Soit %

un point de KOQT[ o La fonction u est solution sur [tggmﬂ de

178qguation du 31 u{t) » 0 avec condition initisle u(t@) 3

dt c(t)
. 2 3.2 du
Appliquant (2,5) on déduit que IEEI Ed | et plus
L (tongH) L (@©9T>
généralement on a donc s Y Og¢s<teT [%% | ﬂgﬁﬂ o Par
L2 (s, t3H) L% (s,t)

conséguent, presque pour tout t de “Jo,T[ , %%ﬁ:sﬁ%%ﬂ (2.6)
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En particulier si C(.) est & vitesse numérique dans L (0,T) la
: , . ®

solution u du probléme (P) est lipchitzienne,

) On se place & présent dans le cadre initial, 4 savoir on suppose
- seulement C(.) absolument continue. On pose alors C(t) = TF(v(t)) ,
ol T est donc une application de [O,V(TI} dans E (cela a um sens
puisque v(tl) = v(tz) entraine C(tl) = C(ta)) o D'autre part TI{,)

est 4 vitesse numérique dans L (0,T) ; en effet
S{r(vit,)),T(v(t,))) = s(clty),00t,)) « vt )=vit,)] o

D’aprés la partie a) il existe donc une fonetion w , contractante,
solution sur [0,v(T)] de

dw
== 4+ 31 ®» >0
(2.7) 5 ae - "Tr(e)
w(O) =vuo °
Posons alors u{t) = w(v(t)) . La fonction u est absolument continue

(car ®w est une contraction) et sa dérivée est égale presque partout d
%%(v(t))ovﬂ(t) (ce qui se démontre simplement ici en utilisant la régle

de dérivation d°une fonction composée et-le fait que v est croissante ;
on peut se référer plus généralement a4 [2]). Prenant @ = v(t) dans
(2.7) que 1'0on multiplie par v'(t) (positif ou nul); et remarquant que

aIP(v(t))w(v(t)) est un cOne convexe, on.obtient finalement

du u{(t) » 0
3Tt Tg(y) o

u(o) = ug

(cette relation ayant lieu presque partout par le méme argument que pré=
cédemment ),

dv dv
D’autre part pour presque tout t de ]O,T[ I%%l = I%%(v(t))ﬂo§E$E%

ce qui achéve la démonstration du théoréme,

-

Exemple, Prenons H. = La(ﬂ) od N est un ouvert de R® .

On se donne ¢ une application de [O,I] dans Lz(n) i valeurs

positives et 1'on pose 3 C(t) = {ue:L2(9) ;3 Osulx)<y(x,t) popo x€8}

C(t) est un convexe fermé non vide de LQ(Q) et étant donné ¢
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dans La(ﬁ) on a P(t)e(x) = Inf[£+(x);w(x,t)] ; on en déduit simplement
les inégalités 3

Wit o)=pls,o) > 6(C(),C(8)) » =|wlt,o0l=v{s,0) .
E 8 ILz(Q) 8 28 ] 8y 3]}?({3)

On voit donc que l°hypothése de régularité faite sur le convexe C(,)
revient dans ce cas particulier important, & supposer l’application
t =+ ${(t,,) absolument continue de [O,T] dans Lz(ﬁ) 0

¥ £
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(N°®5)
Exposé de Thierry de GROMARD

"ESPACES BV(Q)"

o

La notion de fonction 4 variation bornée de plusieurs variables
& €té étudife - conjointement avec celle d'ensemble de périmdtre fini
dans R° = par De Giorgi, Federer, Miranda, Vol’pert, etcooco ; Sa
premiére application est 1'étude des surfaces minimales, Une autre
application est la recherche de solutions 4 variation bornée pour des

-~ o o o -~ o o
éguations quaslilinéaires du premler ordre.

Dans la premidre partie, on expose les premidres propriétés des
d

fonctions de BV(2) en reprenant partiellement [Ml] et [Mz]o

La deuxiéme partie est consacrée 4 la formule de Green pour les
ensembles de périmétres finis généraux d"aprés [DGl] et [DG2] 3

on démontre enfin un résultat relatif & l’hypographe d'une fonction de
BV(Q)

I -~ Espaces BV(Q) ; premidres propriétés.

1. Notations et définitions,

Définition 1, Soit £ un ouvert de R®

~

. 1 . . .
Une fonction ue;Lloc(Q) est dite 4 variation localement bornée dans
si ses dérivées partielles au sens des distributions sont des mesures

(de Radon) sur § . On note BV(R) 1'ensemble de ces fonctions,



Notations. On note BV(f) 1'ensemble des fonctions ue BV(Q) dont les

dérivées partielles sont des mesures bornées sur € o

§i ueBV{(Q) , on note Du = (Dlu9 DUy -000y Dnu) la mesure

2
(vectorielle) ayant pour composantes les dérivées partielles Dlu9 oo
Dnu9 de u ., On note |[Dul 1a mesure variation totale associée, la
norme |.| étant la norme euclidienne sur i
Définition 2, Soient A wun ouvert de 0 et ueshio@(ﬂ) 0

On appelle variation de wu sur A et on pose ¢

JAﬂDuﬂ = Sup{Ju dive dx; ¢e (A}, o] <1} &

Remargueso

1) On sait que ueBV(R) si et seulement si, pour tout A appar=
tenant & l'ensemble A(R) des ouverts d’adhérence compacte contenue
dans § , on a JAﬂDuﬂ<:w o

Cette notation désigne alors la variation totale sur A de la

mesure Du également notée |[Du|(A) .
2) Si A est un ouvert borné et si ue@l(A) , on a

jAanug = jAHDu(x)ﬂdx od Dulx) = (D ulx)yaos,D uix))

\
Démonstration : Par Fubini et intégrations par parties, on a

D @ axs e Y @0 A o oD o & 6D

a ’ n n
(i) JAﬂnuK = Sup{jzzz ¢;(x) D ulx)ax g‘¢=(¢lgc§¢n)e@(A)nﬁ :i: ¢izs 1}
i=1 i=1

On a d°une part

) n 5 i/2 =n 5 1/2
iEZZ 45 (x) Diu(x)dX<sJ(z:: 0 (0% (37 pul0) T aw sj[Du(x)ﬁdx
i=1 1= i=1 '

d’ol jAﬂDuﬂ.s JAHDu(x)ﬂdx o

D'autre part, dans la borne supérieure ci-dessus (i), on peut remplacer
‘la condition ¢e®(A)® par la condition 3 ¢ mesurable (3 valeurs dans

Ra) et nulle hors de A ; en particulier, on peut prendre 3
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0 si |Du(x)|=0
S D. u(x)

$.(x) =
: ) [Dulx)]

si |pu(x)]|#0 o ¢ = (él”°b°°¢h)

ce qui montre’;jAIDul> fAiDu(x)ﬂdx et en fait 17égalité.,

Définition 3. Soit E un ensemble mesurable de &
On appelle périmdtre de E dans & et on note P, (E) = J [DxEﬁ , ol
XE est la fonction caractéristique de E .

si o = R" , P(E) = n(E) est appelé périmétre de E
5i er:BV(Q) (resp, xE€:§V(Q>) , on dit que E est de périmdtre
localement fini (resp. de périm@tre fini) dans & o

Rﬁm&ggue“gECas.nﬁlo On montre fa@ilement que dans le cas n=l , la
variation d’une fonction ue:L (]agb[) (~oga<bg+®), colincide avec

la varidtion totale (au sens uauel) de u sur I = Ja,b[
(5) J Ipul = v_(w)
I

(VI(u) désigne la borne inférieure des variations totales VI(f) des

fonctions fu égales & WU DPoPo. ¢

n
vi(f) = sup{z :ﬂf(ti%f(timl}ﬂ 3 a<t <t <coo<t <bl).

8) Cas : -®<a<b<+w, On sait que les deux membres de (i) sont simultané-
ment ou finis ou infinis (voir Schwartzs Distributions, chap.2). On

peut donc les. supposer finis tous deux,

Des propriétés de 1l'intégrale de Btieljes, on tire : inDuﬂs VI(u).

x+h ,
Pour 1°%inégalité opposée, on prend .f(x) = lim 55 J u(t)dt et on

h+o X=h
pose e(t) = sgn [flt.)-f(t; ;)] si te]t,  ,t;[
n ‘
e(t) =0 si telagdp[N\J)t, 85[0 o
i=]
n
On a JeeDu = Je(t) ar(s) = E Zﬁf(t J=£(t, l)l pourvu que les t.
1=1

soient des points de continuité de f . Or, la fonction f vérifiant
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£(x«0) s f(x) < £f(x+0) ; sa variation totale peut &tre calculée en se

limitant & des partages oud les t. sont des points de continuité.

On en conclut

v (£) < Sup{J¢oDu; 4 borélienne sur I, |¢|<l}

¢ Sup{[4:Du; ¢ 9(1), [o]<2} = [[pu|
Et en résumé : Vilu) = ve(a) = JIIDuB

3 x+h
avee ul(x) = lim == J u(x)dx .
X=h

ho 2h

b) Enfin la formule (i) s'étend au cas : ~=sa<bg+o en posant

-]
\J) I, s les .Ik, étant des intervalles ouverts bornfs ehbbités,

et en remarquant qufon a par définitien':  Sup J . |pu] = f IDu| et
k I : 41

Sup V (u) I(u} R &

k k

2. Propriétés d'approximation.

Proposition l. Soient ue loc(ﬂ) s © u, une suite convergeant ve:
1
u dans Lloc(ﬂ) » On a

IDu} ¢ 1lim j Du
jg |« Lim | iDw|

Dem@nstratlon

Pour toute b B(a)” s 17application u t==> jnu div ¢ dx est
continue sur () « L'enveloppe supérieure de ces applications

1oc
pour ¢ variant dans 9(2)" , est donc s.cois

Proposition 2. Soient uesL (Q) y Ae k() et (?h) une suite rég

larisante. L'application uh = uxT, ~est définie sur A pour
h > dist(A,mn\Q)'let l%on a
(1) [aloa, L [y Ioul
h
(ii) iim IA[Duhlé J_lDu!
h»e A

(iii) J |Du| = lim 1im j Du | = lim Iim { Du
A + B Arl n | + here Arl n!
0 r-+0

ol l%on a posé
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o

A = {xeR® dist(xlgA)<%} s A re'{xe,{Rn s dist(x,R"~A)> r}

et pour tout fermé F , contenu dans Q

J pu| = Inf{f [bu| 3 V ouvert, Fc Vc Q}g +=
P v

‘Démonstration
D S D R D G WD WET D GND GAD emb oW

(i) On peut supposer JA [Duj <= , sinon 1'inégalité est évidente
""h

alors la restriction de la distribution Du a louvert Ah est une

mesure (bornée) ; en utilisant la remarque du paragraphe 1, on a donc

ﬁAﬂDuhﬂ = JAﬂDuh(x)ﬂdx = JAifTh<yQX) Du(dy)|dx
€ } (Jrh(y~x)lDuﬂ(dy))dx = ﬁ(jArh(me)dx)lDuﬂ(dy) R
A

La fonchion .y+4>JA Tn(X=y>dx; est majorée.par l.et est . nulle hors de

JA!Duh’H < L D

h

Dou

A

Alors la restriction de Du & un voisinage de A = qui contient évi-

(ii) On peut encore supp@se? J-}Duﬁ‘<w o

demment A, pour h assez grand - est une mesure (bornée) - les en-
sembles Ah forment une suite décroissante d'ouverts d’intersection

D'aprés Beppo-~Lévi on a dong

lim ( “|Ipul = f | Dul ce qui donne avec (i) :

A,
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On obtient :

lim 1im f |Du, | < J [Du| ¢ 1im lim f |Du, |
r+0 he r-1 - JA r
A A
d’ol 1°%égalité (iii).

Remarques. 1) Dans les propositions (1) et (2), on peut remplacer
Li@Q(Q) par 9°(Q) en posant pour TeD'(a) ¢

JQﬁD!ﬂﬂ = Sup{<T,div ¢> 3 ¢e9(9>ngﬂéﬂ$l}

et pour un fermé FcQ 3

JFEDTR = Inf{JvﬂDTi 3 V ouvert, FcVc g}

2) En faisant 0 = A = R° dans les propositioms 1 et 2(i);

: 1 n = o
on trouve pour uehlo@(m ) et Wy, = ueT,
J{Dnﬂ = lim Jlnuhﬂ .
hi--00

3) Avec les notations de la propositiom 2, il résulte de (i)
‘ ¥

Duf < =
A |
J,

alors les distributions Duh_o'qui convergent vers Du  dans 9 "(A)

" que, ®i en &

convergent vaguement (comme mesures sur A) vers Du .

'4) Dans tout ce paragraphe, on aurait pu remplacer D par

un opérateur de dérivation D% = (Di sooopDy ) , associant & une dis-
N .

k
tribution T la distribution (vectorielle] D*T = (D, TyooooD; T) o
: 1 ) k
On conviendra d'appeler, dans la suite, un tel opérateur p® 5

un opérateur différentiel d'ordre 1. Naturellement,:on pose

jnﬂnumi = Snp{<¢9D@T>; ¢¢a$<9)k;{¢i$1?

k
<$,D°T> = = <div, ¢, = - E : <Dy ¢, o>
=1 Qe q

L 2
i?! = E ¢i °
=1 1
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5) La définition suivante, utilisée au paragraphe suivant,
gse dégage alors 3 ‘

Définition, Soit Seu@“(ﬂ)k o On appelle masse de la distribution S. et
on note J |s| = sup{<¢,8> ;¢ e.@(n)k,l¢l$l} °
]

6) Soit <t wune contraction, i.e. une application de IR
dans R vérifiant T(0) = 0 et [t(s)=t(t)] ¢ [s=t]| (s,temR)
. 1/,
Soit ge:hlog(ﬂ) s On s

J ID*(tou)]| < J k.DauI )
f Y/

Démonstration ¢ Soit Aed(Q) ; montrons d’abord que :

) e G ap oo o o o e G o e

f ID%*(x ou)| « J [D%u] soit u, vune régularisation de u . 7owuy
A py
est lipschitziehne sur A et (popo xe:A)]Da(Tc>uh)(x)i < iDauh(x)l °

Donc JA!DG(Tcsuh)l = JAEPQ(T<auh)(x)Idx < JA[D“uﬁ(x)ldx = JAlDauhl o

En remarquant que Tou tend vers Tou dans Lioc(A) s, On a

h

j D% ou)| < MJHD“<Touh>i < MJHDu(Touh')l < J’ D%
A . A

h oo hoe

Soit maintenant (Aj) une suite croissante dans () avee U Aj = Qo

Il résulte de la définition que 3

J [p%a] = sup f [D%u] = Sup.f_ i D%u|
2 J ‘Aj o J ‘Aj

(et de m@me pour Tou) o
D'aprés ce qui précéde, on a

J ID%(%x o u)| « J__]Daui o
A. Aj

d
D7ou

oo

J.Da(xou)ﬂ - Supj |D%(t o0 u}| ¢ Sup j’_ D% = f | D%
Q i Ja, ' 3 . : Q

Conséquence. L'espace BV(Q2) est invariant par les contractions,
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3 Caractérisation par les sections.
A, Notations. Si u est une fonction définie sur un ensemble § de
&

wmP o g® , on pose pour yem® ; Q{y) = {xeRF (xyy) e Q}
pour xef(y) : wWix) = ulx,y) o

On suppose Q ouvert dans R° . Alors Q(y) est ouvert dans RrP

On note & 1'application qui & ¢eD(Q) associe ¢'ep((y)) o

: . k . 0 ank

Lemme 1. Soit Te'{(Q(y))” . Alors § = Toéyeﬁ) () et on a
jwmﬁasig

Démonstraticn ¢ Shy &

e @ @i @ @ @S o WO WO CID WO &

vers O dans .S(Qy)k

tend vers O Done

9}

Par définition, on a

Clest immédiat

: si tend vers O dans 9(a)F » ¢§ t

5
et T &tant une distribution, <¢.,5> = <¢§,T>

S est une distribution.

[aig) 171> folsl < pe pius, 55 yesatrn®

avec ||l , il existe ¢<:$(Q)k avec |¢|<l , telle que ¢ = ¥
en effet : soit wedD(Q) , Ogasl , a = 1 sur (Supp ¥)x {y} o

On pose ¢(x,z) = $(x) alx,z)

P_r@;pagition 1, Soient ue L%@@(Q) _e;g Da = ((Di QOOOQDi ) 9 il<ooo<i

1 k

La fonction y > jg(y>ﬂDmuyi est mesurable sur R et on a

(i)

U

Dau] = f dy } HDauyi
m aly)

iR

(si aly) =6 , on pose J [D%*w¥| = 0) .
aly)

o
°

Démonstration

D T @D ) D €D TN W0 S D

(a) Mesurabilité.

Or, par définitiom, 1

jQIDauye ayﬁ =

On obtient une suite

Leur limite est donc

¥ py o ¥y
D'apreés le lemme, con a Jﬂ(y)ln u l
1l existe une suite ¢j€n@(9)k telle que

lim

ju(xoy) div, . (x,y)dx »
jre !

de fonctions de y , mesurables d’aprés Fubini,

mesurable,

end

k\<P ]

jQSDauye 5ylo
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o

(b) L'inégalité J Ip%u] « J Y j Ip%uY| résulte de Fubini :
Q ay)

R
Si ¢‘s$(9)k‘@ avec |¢]€1 , alors ¢'e D(aly))®? avec I¢yﬂ$l 0

et Ju div u = de Ju(xgy) divaé(x,y)dx < de Jg(y)lnu“yl o

(¢) Montrons J [D%u] » J 23 J ( )ﬂDauy] .
f R Qly

Soit u, une régularisation de u . D'aprds §.2, prop.2, on a
j ip%u| = 1im 1im ﬂDauhﬂ o
L9} + hwe J§
r+0

Or, pour u_, 1°8galité (i) résulte de Fubini :

h B
fdy j |p%u (x,3)]ax
2¥(y)
dy

IDu(uh)yg 5

[l = | fu e e
f 9]

2 (y)

Par Fatou, on. en déduit

lim f HDauhH » de lim J HDa(uh)yﬂ o
T QT B ety
Pour presque tout y (tel que qly) # @) , (uh)y converge vers u

dans Lioc(nr(y>> o Done, d'aprés §.2, prop.l, on a
D%u, )] 5 J 0% .

lim f
B e (y) ¥ (y)
Mais les ouverts 0 (y) formant une suite croissante de réunion

U a%(y) = @ly) i1 résulte de la définition (§.1) que
ryo

} . Ip%uw| tend en croissant vers J ID%u¥|  (quand ryo)
2 (y) ly

En appliquant encore Beppo-Levi, on obtient
lim de { p%uY| = jdy f % .
r*o* Qr(y> Q(y)

Dol 1"inégalité (c) et la proposition,



Remarguesa

1) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction

ue,Lioc(Q) appartienne 3 BV(R) est que :
1 x!
(Pour i=1,2,6004n) (a) DoDs xie[Rn" s U 1e:BV(Q(xi))

{en notant x = (xi,xi)eﬁixmn’l.)

%!

. , 1Y) = i

(B) 1a fonction Ni<xi) ’J \ IDiu I

Q(Xi)
{prolongée par O si ﬂ(x%) = @)
vérifie Nie:L;(mp"l) o
. fn
81 Q@ est de la forme Q = I I; I:QL intervalle ouvert de R ,
i=l

cette condition s'derit (pour i=1,2,c00,n)

?
(@) pope x'e I I., V, (W) < w
j#i 9 i

2
(B) 1la fonction Ni(x“) & VI (u® ) vérifie. Nic LI(»H Ij)

i ?#i

2) Pour un ensemble mesurable E de & s On a, en terme de
périmétre
+ co

jgﬂnx XEI = J Pory) (E(y)) ay  (en notant D = (Dj,0s0yD, ;)).

On note KXK{(Q) 1l1'ensemble des fonetions réelles continues &
support compact dans & ,26{(Q). 1%ensemble des mesures de Radon réelles
sur Q Gy l%application de K(Q) dans K(2{(y)) telle que

5y(¢> = ¢y ® .
81 wed(aly)) et s<k(a) , on note uoSy(M = u(e¥)

On vérifie sans difficulté le lemme suivant

Lemme 2, Soit uébﬁ(ﬂ(y))k ; alors v = u‘séygaﬁﬂn)k et on a

1 v]| = §
) vl = lule sy |
2) f est dans Ll(v) 8i et seulement si f° est dans Ll(u) et
dans ce cas Jf dv = jfy du o

On a alors la proposition 3
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Proposition 2, Soit wueBV(Q) (ou simplement uenioc(ﬂ) avec
p%u eoi‘l(a)k) o Alors, pops yeR" , D% uyem%(sz(y-))k’ 5
Et, si fe LY (0%) , on a
1) PoDo ye:IRm 0 Ve ]‘.s‘l'(Dm W)
2) Jf’ p%u = J dy Jf(x,y) % u¥ (dax)
o mm
3) Jf’ED u =J'
R
[+

(avec la convention D% w¥ = 0 si aly) =4) .

ay jr<xgy>fn“ o | (ax)
m

AT D D @ @ A @D D RO S A 6

Démonstration : La prop: 1 appliquée 3 une suite exhaustive Ajec}i‘(d)
-(UAj = ) donne

p%* u¥ e:)ﬂ‘o(n(y))k’ (popo yeIRm) o

Posons ;D“ uo 5y si D® uyc)ft(n(y))k
X =

y lo gi DY uy§: )m(sz(y))k s
D’aprés le lemme 2, Ay et (a)k , pour tout yeR" .
Pour ¢ eK(Q)k s lL7application y t=> )\y(d?) est mesurable ; en effet :
solt ¢j € ;’D(Q)k une régularisation de ¢ o
On & A = 1lim XA . Or 3 e A .} o= div . {x ul(x dx
p(4) = Lim () y y05) = [ div, es(xy) ulxey)
est mesurable {par Fubini). De plus, l'application y > [Ay](cp) "

pour ¢eK(Q) , est mesurable car

t . o
W\yﬂ(@ ) =_HT:§3 Ixy(w)l = %—igixar(wj)l avec wje:K(Q) , et

vek(Q) | ' N -
|)\yl(¢)»?,l1y[(¢ )-"l)\y‘“’ ) e

D'aprés le lemme 1 et la proposition 1, on a
(1) Yaedkia), J[.xyi(A) ay = |D%u(A) < = ,

Done, pour ¢<K(R) , les applications y > }\y(qs_) et ¥ ]Ayl(«p)

. m
sont intégrables sur R , et

A(¢) = j 3 (8) 8y 5 ale) =.jlxyi<¢) ay

définissent des mesures sur O 3 Xe)ﬂ‘(’.(ﬂ)k ’ oe)’ﬁf(nv) 5
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D'aprés ([B] : c¢h.V. §.3. Théordme 1), ¥y t==> Ixyl étant une
famille de mesures 30 sur § scalairement dy-intégrable, (ce qui
entraine quelle est aussi vaguement dy-mesurable d'aprés ([B] choVI,
§.1, Prop.l)), pour toute fe:Ll(G) s l'ensemble des y tels que
férhl(lkyﬂ) est dy-négligeable, la fonction y = jf dllyl est

dy-intégrable et on a :

jf da =Vfdy jf deyl .

En particulier, si Aed(f) , on a 3

atny = [Ix 1(a) ay
d'od oflA) = |[pD%u|(A) dvaprds (i) ci-dessus et
g = HDau] ®

En rassemblant ce qui précéde on obtient les affirmations 1) et 3) de

la proposition,

Pour démontrer le 2), on remarque d’abord que d°aprés Fubini :

jky(¢)dy = jdy J¢y DY = -jdy jdiva¢(xQY)u(xgy>dx

mjdiva¢(st) u({x,y) dx dy = j¢ Dau s

Y oeD()* qu a

-~ (3 . (1
On a donec 1l'égalité des mesures : A = D u ,

D'autre part, d'aprds la définition d'une mesure & valeurs dans

Bk ; on peut ici supposer k=1 , en considérant chaque composante,

Pour ¢eK(R) , on a démontré gue les applications

y > Ay(¢) et ¥y e ﬂAy[(¢) sont intégrables sur R" ;
les applications y t== A;(¢} sont donc aussi intégrables sur ®™ »
et on peut appliquer le résultat d'intégration de [Q] énoncé ci-dessus

+
aux familles de mesures 20 : y |b=d Ay o



Posons, pour ¢éeckK{Q) xle) =‘ji;(¢)dy i A, 0e) = fl§(¢)dy R

on a évidemment

_ Lol 1 1
A= =y 3 WAoo 7 000700, )

D'autre part : hysa (i=1,2) ; d*ou Ll(Ai):DLl(c) et comme on a

montré que o = lDau] » A ='Dau » On & 3

o) = LP0%u) = 2ra) = 2tadnttiay) .

Soit fc-:Ll()\) s On a feLl(x;)(NLl(;\;) (peps yeR™) ;

Y e (Jf dl; m'jf dk;) = Jf dly est dy-intégrable et

. . :
jf dr = jf dr, = J.f di, = jdy(jf a;\y - Jf’ axy> = jdy J’f dry

CoQoFoDs

4, Premidres relations avec 1l'hypographe.

Définition, Soit u wune fonction définie sur § . L°’hypographe de u

est l'ensemble de QXR défini par G = {{x3y)e QxR 3 ul{x)>y} o
On note p la projection de QxR sur 8 : pl{x,y) = x

U 1l'application de 9 dans QxR 3 U(x) = (x,u(x))

m la mesure de Lebesgue sur Q

D

mesurable )

Dy XG = Dn+l A

L Xg 1 distribution (vectorielle) (Dl'XG.aao.Dn‘XG) {(si G
G
D% = (Dil,.oo,Dik) (il<aoe<ik§n) une dérivation d'ordre 1 par

b

rapport & la variable x .

Proposition. Soit 11@1&00(9) et G gson hypographe Alors :

1) La distribution =D

est toujours une mesure 20 et l'on a
i L

vy *a

“PoD X5 = m (1) ; ~ D, Xg=Uom (2)

2) Pour tout ouvert Acf 4, on a

(i) ip%u| = J [p® XGH ; et en particulier J |pu| = f IDx XGI
A AXR JA

AXR



(ii) weBV(R)==> YAcdha) ,J D, xgl < =
AvR

(iii) si wueBV(Q) , on a la relation 3

PQDx XG=_Du (lﬂ) °

3) Si u est continue sur § , alors (17) est vérifiée au sens
e s POV AN o s acnom ——ct ———

des distributions ; u appartient & BV(Q) si et seulement si G es

de périmétre localement fini dans QxR o

Dans ces conditions on a D, Xg = UoDu (27}

Démonstration de la proposition :

e e @ o D - ) D ) CE dr MO TRD XD (N RO B D) O ENS N0 GO 1 OO D RO @D

1) On montre d’abord la relation (2),

Soit ¢e9(QxIR) « On a, par Fubini :

u{x)
-1$ D%, =] D_ ¢lx,y) ax ay = | ( D ¢(x,y) dy) ax = | ¢(x,u(x))dx,
y G G y Q - 00 y Q
On en conclut que = Dy X est la mesure~image : Uom o

La relation (1) se déduit de (2) : on a fe:Ll(Dy ) si et seulement si

X
foUecL (m) et dans ce cas : m]f Dy Xg =»ff°.U dm o

Soit ¢eK(Q) . Si on pose 3 £ = ¢op , On &
fQU=\¢ ©

1,.
On a done ¢opel (Dy XG) s et if(¢o p) Dy Xg =‘j¢ dm o

admet m comme image par p o

Ce qui montre que = Dy X

< @y D

X xG

2) (a) On suppose que VYV Aedt(®) . J !Dx xGi

A xR
donc une mesure sur QxR qui, de plus, admet une image par P s

Montrong 1%8galité dans D'(Q)

pODx XGzDu (19)

Note : 6o u désigne l'image de la mesure y par l'application 6 , si
elle existe, ‘



1 81 -g<y<s
Soit ¢«9(R) . On pose me(y) = _{ 7| et on prolonge ne
0 si Y ire

continiiment en une fonction linéaire sur les intervalles [~a~l,mg] et

[@@@+l} s On a

[o0x) 0y wplax ay) = tim [ (r) #(x) Dy xglax av)

Or qu(y) o(x) D, XG(dx dy ) =_mJDi¢(x)(jne(y)xa(x,y)dy)dx ce gqui peut
se déduire du §.3 Prop.2 ou plus simplement du lemme ci-dessous.

Le nombre (Jne(y)xG(x,y)dyme~%) vaut u(x) pour e> |u(x)| et est

majoré en valeur absclue par 1+2fu{x)| o

Comme on a évidemment JDi ¢(x)[mem%]dx = 0 , on trouve

J¢(x) D, xgldx dy) = mju(x) D ¢(x) ax

par passage 4 la limite quand € == +o , ce qui prouve (1°') dans
Q' (al) .

Mais (po D XG) est une mesure, donc Du aussi et ue BV(Q) .

En pesant k{x,y) = ne(y) p(x) 4 £ = Xg ¢ o & utilisé le :

Lemme., Si k est une fonction continue & support compact dans QxR ,
admettant des dérivées partielles D .k (i=1,2,0004n) continues, et si

fe BV(exR) , on a

Jk D,f = i}nik(xay) flx,y) dx dy o

Dgggggggggég& s Boit fh une régularisation de f
on a J}g D.f = lim J}g D. £ o
1 i h
heo

D'autre part Jk D.f, = Jk(xgy) Difh(x,y) dx dy = “th<ng) Dik(x,y)dx dy.

Enfin lim nffh(xgy) Dik(x,y) dx dy = wjf<xgy) Dik(xgy} dx dy .

h o
(b) Montrons gque pour tout ouvert Ac@Q , on &
J 0% xol < J | D% (avec D® = (D s0004D; )) o
"AxIR A ' 1 k
Soit se{axm)T , |¢|<l o et Beost(A) +tel que plsupp ¢)cB o

Soit u, une régularisation de. u et G, = {(x,y)eBxR : uh(x)>y}
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(n )dist(BQRnxQ)w%u On a f | xg=xg. | =‘f fu -u| ; donmc
BxR h B

{ diva¢ = lim f diva ¢ o Par la formule de Green classique on &
G G

h-o
e K" k A V-
IR P=ERANCIENENCIES [32 o om0
G q= el q q=1l “q
h
p 1/2
(2:: D. uh(x) ) dx
=1 ‘g

/A

!D“uh<x)] dx = lD“uh] o
B B

Et, d"aprds le §.2, Prop.2 : J div, ¢ < lim j ]Dauh] € J_lnau{ s,J [D%u|
G h+e JB B A

ce qui €établit 1'inégalité désirée et montre que si ueBV(Q) , alors :

Vaedia) o [ i, xgl <o

(c) On vient d'établir (ii) et (iii) du 2) de la proposition.,

. . . . 1
Pour montrer (i), il nous reste & voir que si ue:Lloc(Q) y On &

J Ip%u] < } [p® xg| (A ouvertca).
A xR

Cas 3 u bornée
OO A T T

TS )

- Supposons |u(x)|<M pour tout xeA et soit ac9(R) telle que
aly) =1 si JyleM, lafs1 o
+M
On a évidemment u(x) = M +J xG(xgy) ay .
. -M
. k . . .
Soit ¢€E<A) ? !¢!$l s et le{ll,moo,lk} ®

. M
Ju(x) D, ¢i(x) dx J(M + ijxG(x,y)dy) D; ¢4 (x) ax
M '

#

JQ JQMXG<X.y) D, ¢. (x) ay ax .
Posons $(x,y) = ¢(x).a(y) « On a W<59(A)<m)k s U] <1 4 et
Ju(x) D. ¢ (x) ax = JG D: ¥ (xeyy) dx ay o

Car

a (x,y) D. m()()aw(fm ""“d“j (y)ay) = 0
jg X le]>MXG X,Y i ; ixjaly i ; (x)ax [y[>Ma( y



On en conclut en sommant de q=1 & ¢q=k et en passant au sup 3

j 0% « j %X |
A AxR

et en fait, d'aprés (b) :

JA!D“ul - JAerD“xGi

Cas §énéral
cu(x) si Ju(x)]|<n

Posons pour N>0 , uN(x) = lo0 si ﬂu(x)i>N
et Gy = {{x,y)eaxR : u(x)>y}
On a .
¢ 81 Y<N
6y ly) = e¢ly) si |yl<w
Q si y>N .

D'aprés le §.3. Prop.l, on a

+y
a - 1RO - o
ijmlD XGNI i dey JAID XGN(y)i ) Jmm dy JAID g ()]
4 co

ID%.| = J dy f |D%y |
J;xm G =00 A G(y)

On en déduit J ﬂDaxGi = lim J [DaxG | et cette limite est croissante,
AxR N+e JAxR N

et

D’autre part, u, tend vers u dans Lioc(A) o D'aprés le §.2.

Prop.l, et en résumant ce qui précéde, on a

[ 1%l < ;;g.j D% |

A N+w JA

J iD“uNi = J gD“xG | qui croit vers J [DuxGl (N+w)
A Ax[R

D'oll le résultat j D% < j |D%g| et 1'égalité (i), avec (b),
A Ax[R

Remarque. Notons au passage qu’il résulte de cette démonstration que

j 0%y | ¢ j | p%u]
A A

lin j | D%uy | =,j [D%u| .
N+ A A
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S N
. . iéme
Si on interpréte la N

troncature comme une contraction, on
retrouve gque, pour cette contraction particuliére, la semi-norme
J ID%*u] est diminuée pour tout D® d'ordre 1 (voir §.2, Remarque 6)).
A
3) On suppose maintenant wu continue sur § . Montrons 1'égalité
dans 9°'(Q)

PoDxX.G=Du (l')

La distribution image Do D est bien définie car le support de la

Xg

‘distribution D est contenu dans le graphe de uwu sur & , soit L ,

X
G
dont l'intersection avec toute bande K xR (K conmpact de Q) est

compacte dans QxR .

Soit ¢e9(Q) , u, une régularisation de u et G, comme en

2)b), et L, le graphe de u,  sur Q. On pose S = Supp ¢

Comme w est continue, u converge uniformément vers wu sur S ,

h
et 11 existe un voisinage V de L[\p’l(s) contenu dans QxR tel

que, pour h assez grand : Lhr}p‘l(s)c:v .
Soit Ye9(RxR) , tel que Y zeV , ¥(z) = ¢oplz) .
On & <¢,poD; x5> = <¥,D; Xx5> (i=1,240004n) o

Or d"aprés la formule de Green classique, on a

<¥yD. xGh> = ij D; vix,y) dax ay = JW(xguh(x)) D, u (x) ax
h

f¢(x) D, u (x) dx = -}uh(x> Di¢lx)ax o

De plus .1im &wgDiGh> = <¢,DiG>
h o
lim juh Di¢ dx = fu Di¢ dx
h o

d%0d la relation (19),

Alors, si G est de périmétre localement fini sur QxR , on a

ue BV(Q). La réciproque résulte de 2) (ii).
Reste 4 montrer la formule (27).
On suppose u continue sur Q et ueBV(Q) .
Dabord, 1'image de D.u par U est bien définie puisque pour ¢

continue d& support compact dans QxR , ¢(x,u(x)) est continue 3 support

compact contenu dans p(supp ¢) o
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Soit ¢eD(@xR) , BeA() ; Bop(supp ¢) . Soit u

h
sation de u sur B (h> dist(B,mn\Q)'i)

G, = {{x;y)eBxR : uh(x)>»y} o

On @, comme en 2}b) ,

linm D.¢ «-J D.¢ o
h-roo jah . ¢ *

Comme wu est continue, u, ~tend vers u uniformément sur B ,

donc ¢(x9uh(x)) ‘tend vers ¢(x,u(x)) uniformément sur @ ,

De plus les mesures Diu convergent vaguement vers Diu

h

(on & la majoration s [D.u | < {D.u] 4 b>h_ 4, Aet{Q))
A 1h A 1 o

h

o Q
On en déduit 3

lim j ¢(x,uh(x))dx = j ¢<x,u(x)}dx 0
Q 1]

hre

La formule de Green classique permet dfécrire

jéﬂx.uh(x))dx = thDi«»

¢e qui achdve de démontrer la proposition,

Exemple. L'assertion 3) de la proposition ci-dessus permet de donner

< 2 . . o o
i'exemple d'ensembles ouverts de IR de périmétre infini

-~

La fonction wuf{x) = x° sin l? (xe ]O,1[) est continue et non 3
' x

variation bornée sur ;]0,1[ o Son hypographe G est donmc de périmétre

infini dans ]O,1[xR et a fortiori dans &’ .

Corollaire 1, Soit ue:Lioc(Q) et A ouvert dans § o

Liapplication y > J ﬂDaxG(y)] est mesurable et l'on =
A

4o
JAEDauI jmmdy JA'DQXG(y)I G

~+ oo
j | Du| -,j PA(G(y))dy et ueBV(Q) ‘si et seulement si
A sy OO .

une régulari-
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+x

Y ackle) , [ Filer)lay <o

- QL

= am om e an @ e . .o oo oD .

Propo.lo

Exemple., Soit & = B(0O,1) boule unité de R® (n>1) . La fonction

u(x) = [xlml/2~ (xe ) est dans BV(R) , car
2(1l-n) _.
T ¥ sx‘ y>1
= ’ 9 é

PQ(G(y)) { o si yel ° et nest pas bornée
(wnwl = aire de la sphére unité de mn)
Corollaire 2, Si ueBV{(Q) , on a p.,iDaxGl = |p%u| et si on pose
v = (DlugooogDnuﬁ'ﬂm) $ on a

PoDxg =v & PolDxgl = [v] o

Enfin, si on a seulement ue i (@) , la distribution v vérifie

Vacat(a) , JT | x| JM
AxR

Démonstration : Supposons ueBV(Q) . D'aprés 2)i) de la proposition,

) oD e I oy ok O @D X W . B

Vaed(a) , [p%u|(a) = (p oiDaxGﬂ)(A)
cela implique : [D%u] = pe>HDaxGI o

La relation Do Dyg =% » résulte des relatioms (1) et (1') de la
propesition,
On en déduit |v]¢Dpo KDxGl o En reprenant le 2)b) de la démonstration

de la proposition, on a
Yaect(a) , [v[(a) > (po [Dxgl)(a)

D'cu légalité
[vl = poDxgl o

Enfin, si u est seulement dans Lioc(ﬂ) , et 81 Aed(Q) , on a

puisqu’on a toujours m(A) = lDny](A><E) <o o



Et si f [v] et J EDxGi sont finis, alors ueBV(A} et ces
A AxR :

nombres sont égaux d'aprés la relation p o]DxGﬂ = |v]

Remarque, Dans [M2] on montre que si ueBV(R) , u continue, si
Aek(Q) , et A de frontidre |v|-négligeable, alors |v]|(A) coincide
avec l'aire de Lebesgue de la surface non paramétrique définie par u

au-dessus de A , iceo 3

lv|(a) = Inf{é@g‘y (l+ﬁDuh(x)ﬂ2)l/2dx :

h+e

£, eﬁ@ (A); lim fh = f uniformément sur A }

h oo

Coroliaire 3. Soit ueBV(Q) . Si fe L' (0%) , alors fel'(D %G(y)>

(pepe YyelR) , les applications y > Jf(x p® 1a(y )(dx) &t

Y i Jf(x)!D Xa(y >E(dx) sont intégrables sur IR et on a

v o _ o
Jf Du = J;Rdy J‘f(x) D xG<y>(dx)
o - o
jfﬂD u| = J%dy.[f(x>ﬂD xG<y>ﬂ(dx) 0

Démonstration : D'aprés le 2){(1iii) de la proposition, fe:Ll(Dau) si

an an ar - e e e G T e

et seulement si fo peaLl(DaxG) et on a jf p%u =_j(f‘>p)DaxG N

~

D°aprés la proposition 2 du §.3 appliquée @ la fonmction xGe:BV(QxIR) .
on a .f(fo p) D“XG = J dy Jf(x) Dme<')(dx) °

R y
On opére de méme pour |D%u| ; d’aprds le corollaire 2 ;

ffﬁDau] = J(fo p)IDaxGE et d'aprés la proposition 2 du §.3 3
a a

fep|[D xs| = J dy JNKHD X |{ax) o

J G R G(Y)

Remarques sur la proposition : 1) On peut aussi montrer ([Mé]) que s8i u

est une fonction mesurable sur Q , la condition

Yackia) , ijm[DxxGi <

~

entraine que u appartient & Lioc(ﬂ) o La .démonstration repose sur

une inégalité isopérimétrique dans la boule.
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2) La formule D_ Ag = UoDu , valable
lorsque u est continue et ueBV(Q) , admet une généralisation lorsque

u est seulement dans BV(Q) ., Clest l'objet d'un paragraphe ultérieur,

5. Une caractérisation par les translations.

Proposition. Soit nxehiqc(ﬂ) « Une condition nécessaire et suffisante
pour gue ueBV(R) est que, pour tout Aedb(a) , il existe C>0 et

«>0  tel gue jAEu(x+k)mu(x)ﬂdx ¢ Clk|] (i) pour tout keWlR" tel que
HKH<G °

Cela résulte de deux lemmes

Lemme 1.S0it uebioc(a) , Act(Q) et keR® tel que A¥Ec Q o

Alors f lulx+k) - ulx)]ax < Mj |Du| .
A A+k

Démonstration : Soit (u une régularisation de w

o)

1
uh(x+k) - uh(x) = L koDuh(x+tk) dat

4

' 1
jAHuh(x-ﬁk)-uh(x)ﬂdx\ |k | jA(Lﬂnuh(ka)dt) dx =

*

1 .
|k | f dtj RDuh(x+tk)ﬂ dx
o A

Ik | jA+KjDuh(x)ldx = |k jA+kEDuhﬂ

RN

On obtient

h»o h»o

< Ix] j_ﬂnuu
A+k

(d?aprés le §.2, prope2,(ii)),

J (u(x+h)=u(x)|dx = 1lim j ﬂuh(x+k)wuh(x)ﬂdx.g k] 1im j ﬂDuhﬂ
A A A+k

Lemme 2., Soit uebi@@(ﬂ) s Act(a) et C>0 et a>0 vérifiant la

condition (i). Alors J Ipu|l € n € &
A
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Démonsgtration : Soit ¢e$(A)n s Iv|gi . On @

- o o o o

¢§(x+tei)s¢(x)

n
Ju div ¢ dx = lim § :ju(x) = T dx
t*o-l=l
MQthei)mu(ﬁ)

n
= 1lim ‘Iés(x) - Ax
MZ i T
. i=1

par passage 4 la limite dans une intégrele et changement de variable

- [(ei)g=l désigne la base canonigue de ﬂRn] -

u(thei)mu(x)

du ¢ C o D'ou

Pour tout ¢ tel que [t|<a , on a ‘f
A

ju div ¢ dx € C Z : ﬁ@iﬂm et

f EDuﬂ € n C o

Remarques, 1) Si n = 1 gcf [Duj est 1a plus petite constante C
A

t

vérifiant (i) .

2) si uenim(mn) on a jﬂu(x#k)mu(x) dxsﬂkﬂfﬂl)uﬂ

(pour tout keR®).

3) Comme conséquence immédiate de la proposition, on retrouve

que BV(Q) est invariant par les contractions ; en particulier, si

ue BV(Q) , il en est de mé€me de u+ ¢ u. et Euﬂ ;} de plus s8i u et v
appartiennent & BV(Q) , il en est de méme de Supl{uy,v) et Influ,v) o
Enfin, si E et F sont des ensembles de périmétre fini relativement

& Q o, il en est de méme de ENF et EUF 3 il y a évidemment
stabilité par intersection et réunion finies, mais pas en général par

intersection ou réunion infinie.

Traitons a4 titre d’exemple le cas de l'intersection infiinie,

On pose : ul(x) = x2 sin é5 ’ xez]obl[ o G 1'hypographe de wu
X

Soit (xi) la suite décroissante des maxima de u,

u,(x) = ulx) si xe:ﬁxigl[ o uglx) = ulx,) si xe:ﬂagxi]

Gi ‘1%hypographe de us o Oona G = Gi o

On sait que G est de périmétre infini et que les G; sont de périmétre
fini (dans JO0,1[xR) .



6o, Propriétés de compacité, Application.

Proposition 1., Soi%t o et v »0 définjes sur ct(a) o

Alors l'’ensemble % des fonctions ° qui vérifient

VA€%W>QJ

lu(x)ldx g ola) , j |Dul ¢ y(A)
A A

1
est compact dans ngg(ﬂ) o

Démonstration : D'aprés le critére de A, Weil ﬁf Po52=54], et la
proposition §.b , F est relativement compact dans Li@@(ﬂ) o Enfin &

est fermé dans 'Liog(g) d'apréds 1o §.2, proposition 1,

- ' . o2 1 o
Remargue, Une condition plus fine de compacité dans LlQGKQ) figure
dans EML] 8

Proposition (19), Soit nj la suite (finie ou non) des composantes

connexes de 1 o, Soii Ajewi(95> ) aja'o et vy une fonction >0 sur

gla) o

L’ensemble &% des fonctions uusLiO@(ﬂ) quil vérifient :

(Vj) jAj lulx)ax « I (V aeH(a)) J‘AﬁDuﬁ@ y({l)

1
est compact dans Lloc(n) o

5i 1'0on admet égslement 1°inégalité "de Poincaré”

Inég@lité de Poincaré : Pour toute u<sLiO@(Q) et tout cube cartésien

(1)

Qedt{e) , de cEGté s , on a

avec o = “if j ul(x)dx 3
ia) Ja

On obtient la proposition s

Bote (1). Un cube cartésien de c8té & désigne pour nous un ensemble

o ) « o )

Q = {(xlaoOOQXH) § K <X <X *+8} ol x = (Xlgooogxn) est un
. n

point quelcongque de [R



Proposition 2., Soit (Qj) la suite (finie ou non} des composantes

connexes de O o Soit (Qj) des cubes cartésiens tels gue Qjeéﬁ(ﬂj) R

et soit y une fonection >0 définie sur &(Q) o

Soit ¥F = {uehioc(n)l Vaedla) , J- IDulg y(4a)}
A
F = (@|Jue®, Wx) = ulx) - L I [Du| pour xeQ.} o
’ T84T Ja, J

Alors l'ensemble F est compact dans Lioc(ﬂ) o

Qggggs}ggglgﬁ s Si Qj est de cOté Sj on &, par l1l7inégalité de
Poincaré
N n
lu(x)lax « s, |D.u |
Q. J .
J =1 J
n
En posant Sj = ij }Diu | pour un ensemble Bjeqﬁ(Qj) tel que
i=] Bj
B.>Q., , on peut appliquer la proposition (1) & &F .

J J

Comme conséquence immédiate, toujours en suivant [Ml] o On a

Théoréme, Toute distribution dont les dérivéesqgremiéres sont des

mesures est une Tonction, Plus Précisément g

Soit TeP'(a) tel que DT soit une mesure ; alors il existe
ue loc(@) tel que Yoed(a) , <¢,T> =j¢(x) u{x)dx .

Demonatrablon Soit T une suite régularisante. On a d'aprés le §.1,

mmmmmmmmmm , h
pour r>0 3
Vaesia®) ,J {D(fh*m)l < J' IDT|] (pour ny L) .
A Qr r

Soit (Q?} la suite des composantes connexes de af P

D'aprés la proposition 2, il existe des constantes (céa)) 1 telles
’ h e
r
que la suite {Th* T = céJ)} 1 soit relativement compacte dans
b em
r
lgc(sz ) I
Comme la suite t,* T converge dans 9°(a¥) vers T , on en déduit que
la suite céJ)} 1 est bornée ; et donc la suite {rh* T} est

h>7 h>3



relativement compacte dans ioc(ﬂ )y soit dans lcc(n ) 4 par procédé
diagonal,
Soit U (9 } une valeur d"adhérence de cette suite, On a

loc
(V<be$(nr)) <p,T> = j¢ u, dx .

On en déduit urn(x) = ur(x) PePo x €0 8i r'<r et l'existence de
1
usLJ_Q@(S‘Z) tel que

ul(x) = ur(x) pPeDo xe 8’

et u vérifie 1'€galité du théoréme.

Remargues 3
’ n

1) Des résultats analcogues sont établis pour & = R dans
Schwartz : Distributions, chap.VI, 3éme &dition,

3 P o k3

2) Le théordme c¢ci=- dessus peut-8tre précisé ainsi : toute fonctionm

(n) avec p = == , La démonstration de
loc n=1 ‘

ce résultat, dl & Federer, utilise en particulier une inégalité isopé-

ueBV(Q) appartient &

rimétrique pour les ensembles de périmétre fini,

3) La proposition 1 de compacité -~ d'ailleurs démontrée directement
par De Giorgi dans le cas oU les fonctions u sont des fonctions carace
téristiques d'ensembles - est utilisée dans l'étude des ensembles de

périmétre fini, qui est l'objet de la deuxiéme partie,
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P . VI.l
Séminaire sur les semi=-groupes

et les équations d'&volution

Orsay 1971-1972

(N°6)

Exposé de Philippe BENILAN

"EQUATIONS D'EVOLUTION DU SECOND ORDRE"

Nous étudions le probléme de la forme

d2u
2

(t) € A(t) u{t) , u{0) = u, , u bvorné sur [0gte]
dt

ol At - e ; ¢ opdra S0
(a( >)te:]09+w[ e€st une famille d'opérateurs

Ce probléme a été notamment &tudié par V., Barbu [1] et H. Brézis [2]
dans le cas d’un opérateur maximal monotone d'un espace de Hilbert
indépendant de t . Dans une premiére partie, nous développons pour ce
probléme une théorie d’approximation type "Yosida" dans un convexe
fermé d’'un espace de Banach quelconque. Dans une deuxiéme partie nous
étudions le probléme pour une famille d'opérateurs monotones d’un
Hilbert dépendant de t |

I. Etude dans un espace de Banache

X désigne un espace de Banach de norme |.| , de produit Copo>y

2 2
[xgy]e:Xx X 3 <y°x>5 = lim §x+3y[2x~v[xlm .
Atvo

d’application de dualité F

F:xeX w> Flx) = {weX' ; |[x| = |w|, <wox> = |w|[x]} .

Démontrons 4'abord le lemme général suivant :
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Lemme 1. Soit ¢ une fonction convexe continue sur le Bapmach X gi
. : 1 d2u 1, .
80it ue<« ([O,T};X) tel gue = € L {(0,T;X) « Alors la fonction
at
t w=> ¢(u(t)) est dérivable 3 droite en tout +t<[0,T[ ebt
%

+
%§ ¢(uft)) = sup {< (t)9w> ;s veae(u(t))} ; la fonction + = %Eﬁ(u(ﬂﬁ

est d variation bornée et pour tout Ogsst<T
+ + t

4
Lo otule)) - Sz eluls)) » Js & (% ofluls))) at . Enfin en tout point

o
te]0,T[ ou %Z ¢f{u(t)) et w'(t) sont dérivables, on a

2
%? (e ¢(u(t))) <:z§(t) oWw> pour tout weap{u{t)) .

Démonstration : Soit +t=[0,T[ . On a wu(t+h) = u(t) + hu’(t) + he(h)

- o e Gn et E T D b D on e

avec €{(h) == 0 lorsque h == O

¢(ult+h)) « ¢(ult)) _ ¢lult))+hu’(t)) « é(ult))
h h

Donc

¢p{ult)+hu’(t)+he(h)) = ¢lult)+hu’l{t))
h

+

D’une part, on sait (ef. MOREAU [3]) que

plult)+bul{v)) - ¢lult))
h

-3 gup{<u’(t),w> ; we s¢{u(t))} lorsgue hvo

d’autre part ¢ est localement lipschitzienne, donc il existe k et
§>0 tel que pour |h|<§ ,
[¢{ult+n)) = ¢(ult)+hu <t))ls k|e(h)| =~ O lorsque h = 0 , D'od

h
la premiére partie du lemme.

Soit maintenant Os®gt<T , Choisissons we 23¢(u(t)) et
vedd{u(s)) tels que
+ +
%gi(u(t)) = <u’(t),w> et %§¢(u(s)) = <u’(s),v> . On a

+,
¢(u(t)) ==¢(u{s)) = <u’(t)=u’(s),w> + <u’(s),w=v>

]
Or u(t)=u(s) = (t=s) u’(s) + j (t=1) u"(t) dtv , d°cd par monotonie de
8

3¢ ¢

t
<u'(s),w=v> » <= E%E j (t=1) u" (1) dt, We=v> 2> «|w=v]| J [u"(z)far o
8 ] 8
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a* a | L. o
Done =rélult)) - zzéluls)) » - 3"u“Lm(09T) Jsgu (r)ldr , ce qui

démontre la deuxidme partie du lemme (ecf, [b], Appendice),

+
Enfin si %¥¢(u(t)) et u'(t) sont dérivables en t , on a

. o .

d ,d _ oqa dlult+n)) + ¢{ult=h)) = 2¢{ult))

Trigpelt)) = 1in B2 5 et
h¥o 2h

u{t+h) + ul(t=h) = 2uls)

w{t) = lim =

hto 2h

Or pour we 3¢{ult)) rixé,

$(ult+h)+¢{ul{t-n))=2¢{ul(t)) 2 <ul(t+h)+u(t=h)=2ul(t),w> pour tout h ,

4’0l la dernidre partie du lemme.
Rappelons gu’un opérateur A de X est ¢-accrétif si

Corolleire 2, Soient (A(%)), - famille d'cpérateurs ¢-acerétifs
te]0,T[ =

de X et w, v des solutions fortes de gm%(t)e‘A(t) ul(t))
" ' 2. d4at
(i.eo ue€(lo,mlsx)x<g (Jo,Tlsx) , ﬁ—% e Li@@(OaT§X> et
at
2
gm%(t)@:A(t,u(t)) PoPo te;]OgTE) . Alors la fonction
at

t = ¢{u(t)=v(t)) est convexe.

Proposition 3, Soient C wun convexe fermé de X , J(¢,x) une applica=

tion de 10,+w[ % ¢ dans C vérifiant :

PoPo bt & |O,vm] , x v TJ(t,x) est coniractante

Vel o & = (¢,x)] est mesursble,

On suppose de plus gque lune des deux conditions sulvantes est

vérifiée

i) C est bornée,

s o ° < 1
(ii) 4l existe x eC tel que Jotﬂxgwj(tgxo)gdt < 4w

Alors pour tout ue ¢ il existe ue([0,+=[3C) wunigue tel gue

dgu Ly dzu N
S & [ (Op#m3X) , =me=(t) = uf(t) = J{t,ult)) pepc t €[00, +m]
th lec dtz ~ L

u(o) = u, s U borné .
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De plus pour tout te[0,+=[ , on a

» = t 8=t o B=T
u(t) = e u, * e e I(ryulr)) dr ds
o s

81 U est solution correspondant 4 LI la fonetion t ms Ju(t)=f(t)l

est décroissante

o

et sous 1l'hypothdse ii) , ﬂunxoﬂbms ﬂuoaxog + Joglxo-j(tgxo)]dt o

m-smm-suou O D D D e D ) D D X ) D e G S €20 D WD D T D 0 e )

Démonstration de la Proposition 3 : D’aprds le corocllaire 2, si u et

&

§ sont des solutions correspondant i u, et Uy o la fonction
£ = [u(t)=(t)| est convexe ; étant bornée elle est décroissante,

En particulier on a unicité,
Pour tout w : [O,+=[ w4 C continue bornée,

t- + o
Tu(t) = et u, + j 5=t f e®"T Jr,ul(xr)) dv est bien définie et
) 8

continue de [0,+=[ dans C ., On a de plus ”TulmTuZHLu‘skﬂul“u2me
ol k est un rapport de lipschitz commun & tous les J(t,.) , et

2 2
iww(Tu)ezL (O,+w,x) avec g—E(Tu)(t) = u{t) = J(t,ult)) popote
at° At

Utilisant le lemme 1, on a --[Tu(t) P ﬁ > =|x =3(tyx )| popot et

donc ﬁTunxoﬂLw < luomxol + Jgtlxomj(t,xo)idt » On en déduit lorsque

k<l , 1%existence (et l’unicité) d’une fonction uefeb(fo,+m[;c) telle
que Tu = u » )
ex _ + J(tex)

Considérons alors pour €>0 , js(t,x) = — ol x, est

le point sélectionné sous l'hypothése ii) et un point guelconqgue de C
sous l'hypothése i). La fonction Se vérifie les hypothéses de la

Proposition 3 et est de rapport de lipschitsz E%E <l . Il existe donc
2

a us
> = ug - 3€(omue) ¢ u8<0>

u eﬁ€l§I0;+~[;C) unique tel que s
€ . at o

U borné,

Compte tenu du deuxidme paragraphe, u est uniformément borné,

soit Ju | <M . Utilisant le lemme 1 ,
€ L°‘
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d 4
m!ug’(t)muev(t)i > Ju (ed=u (6} = 3 _(tpu (]) = 3 (tlug,(t)]

> = ﬂsmeoilxog et la fonction
2
£ e Xue(t)mugv(t)f + Eem@ﬁ[ﬂxgﬁ %m est convexeo
On a done fu_(t)=u_, ()] < %ﬂue(b)nueﬁ(h)ﬁ * e=e'|[x |t L pour tout

. < &M, T(x_J{e=e"} L
L (0,T) L

OgtgL

v L>T . Done u_  converge uniformément sur tout compact. Par passage
S

S

¢+ goit en fixant T>0 , wu€~u€nﬂ

la limite dans

t + o ex +J(r,u (v))
= =% B=1 BT Q €
ua(t) e u, + JQ e Js e { T } dr ds

on obtient la Propesition,

Corollaire L, Soient C convexe fermé de X Q(A(t))téjo o une
famille d'opérateurs accrétifs de X tels que ?

O e

(I+AA(£))(C) > ¢ Y120 , popot &0, 4]

t b= (I+1A(t)) " x soit mesurable V >0 s VxeC o

On suppose de plus gue l°une des deux conditions suivantes est réalisée:

i) € est bdarnée,

s . e ()
ii) Il existe x e C tel gue tjAlt)x_[dt < +o .
Q

Alors pour tout u_e€C gt tout A>0 , il existe uxeﬂé([0,+w[;c)
unigue tel gue

2 2

d u, 1 d u,
—5 €Ly . (0,%=3X) , ===5(t) = Alt), u, (t) pepote]Og+e]
dt dt
ux(o) =u_ o, u, borné .,
. s N
De_plus sous l'hypoth&se ii), [u.-=x || <« u =x | + | t[A(t)x | 4t -
A O L o © o 0

I1 suffit d'appliquer la Proposition 3 & la fonction VA<t> = ux(t/T) 6

(*) on pose |Ax| = sup{|A x| , 4>0} o
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Remargue 5, Lorsque A{t) = A indépendant de t , 1°hypothése ii)
exprime gque A&l(o)fﬁc # ¢ ; étant donné xoe:Aml(O)(\C o (I+1A)”l
laisse invariant le convexe {[x=x_|< |u=x [} NC et on est ainsi

ramené & l'hypothése i) ; lorsque X est uniformément convexe
l'hypothése i) impligue A“l<o)r)c # @ .

Lorsque A(t) = A + £(t) , 1l'hypothése ii) est en particulier
vérifiée s5°il existe Yo € A(C) tel que j:tﬂya*f(t)ﬁdt ¢ +e , Nous

avons dans ce cas l'approximation

Corollaire 6, Scient A wun opérateur m-accrétif de X et
£ 3 Joy+e=[ =+ X mesurable telg que O R(A) , et [Tt|f(t)|at +e=
Alors pour tout u X et tout A>0 , il existe u,e€([0,+=[;X)

unigue tel gue
2 2

d Uy 1 d uy
= € Ly (OeteiX) o —=p2(t) = A (8] + £(t) popote]Ogea]
at at

ua(o) = u, , 4, Dorné.

De_plus alors Nuxmxcﬂhm € lu =x_| + Jgt]f(t)ﬂ at V'xoe A
@, est solution correspondant & Foet ﬁo o

Yo etoai

”“a“ﬁkﬂnw s Ju-n | + f:£gf<t>@§<t>g at .

Mis & part le cas hilbertien, nous ne savons démontrer la convergence

de’ u, que dens des cas trds particuliers,

Proposition 7. Seit C wun convexe fermé de X et A : J0pte| x C s X,

On suppose 3
RO

PoPot e |0+ , x > Alt,x) est accrétif, uniformément continu sur
les bornés de C et pour tout A>0 , (I+AA(ﬁso))“l<c)p Cc

YVxec, Y 250 , la fonction ¢ = (I*XA(too))mlx est mesurable ,

il existe M 3 [Oa+é[ =t [0,+=] continue telle gue [A{t,x)| <M{|x])

PePot, VY x, enfin 1l'une des deux conditions s

i) C est borné,
A RO OS N TOCA
-3

ii) Il existe x,€C tel gue J tﬂA(t,xo)ﬂdt < He g

o
Alors pour tout u €c¢ 4 il existe ue¥( H:O,,-ﬁ-wﬂzgc) unigue tel gue
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2 2

d u a<u )
:Loc(o *ees X) ® 2(‘b> = A(tou(t’)) PoPot E:]O.-F*L }u(O) = uO 2

.dt at

u borné.

Démonstration de la Proposition 7. Posant A)(t) = %(IM(I+3A(t))ml)

) e aup s D e o) GID D D WD KK M aY B O 6D SO A1) G AE A G0 ED a0 D tn 0o e . D w9

d’aprés le corollaire L, il existe uxeﬂg([09+w[;c) unique tel que

d2u

—-5-s<t> = 4, (t)u,(t) , u,(0)

o W, Dborné, De plus u, est unifor-

uo A X

mement_borneo

D'’aprés le lemme 1 et lacecrétivité de Al(t) 0

2
d .
zzﬁlul(t)«uu(t)ﬁ > = 18, (6)u, () « A (8)u, (4)]

on & A (t)u,(8)] « |Alt,u (t))] « M = M(sup (u (t})) .
e A Xot

Domnc ‘3u(t)ux(t)] < ‘ulﬂt)\ + MA est uniformément borné et
fjm(t)uh(t) - 3n(t)ul(t)l < {(x+plM

Etant donné €>0 , il existe donc 6>0 tel que pour A,usrl on ait
HAA(t)uk(t) - Au(t)ul(t)g § 2¢ et donc la fonctionm
b e ﬂul(t)mup(t)ﬂ + et% convexeo Reprenant le méme argument qu’d la

Proposition 3, u converge uniformément sur tout compact de [Og*w[ )

A
La limite est &videmment solution du probléme. L'unicité de la solution

résulte du corollaire 2,

Propogition 8. Soit «A 1le generateur infinitésimal d’un semlngrougn
linéaire équicontinu de classe (Co) o Pour tout u, e D(A) s il existe
ueﬁ@a([09+p[;x)@_unique tel que u(0) = u, o u borneD w'(t) = Au(t)

Y te:[Oﬁoo[ o

Démonstration : On peut toujours supposer, en renormant l'espace,

. e a6 @) e G O &5 D e oD 6D

A m-accréiif, Posant Sx(t)uo la solution de

5 Alu

?.

o ux(o) » U, borné, on a Sl(t)Au = Ausk(t) ; en effet

A %o A
£ 42
EEE(Auuk(t)) = Au(zzg ay(e)) = A (ayu,(8)) = A (A uy(t)) 5 A, (0) =
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et Auuk btorné, donc Auuk<t) = Sx<t)Auuo o

On & alors en utilisant l'accrétivité de A, et le lemme i,

2

2
izmlul<t)=uu(t)ﬂ > - EA)ux(t) - Auux(t)i = -isk(t)AxuomsA(t)Auugy

> mﬂAxuomAuuoi o

Supposant uee;D(A) s A g Auc lorsque A ==» O et donc w

u
Ao
converge uniformément sur tout compact de [pe*“[ ; soit

A

ul{t) = S(t)u  sa limite,
On a Alsk(t)uo = Sk(t)Akuo B S(t)Auo 2un1formement sur tout compact
de [0,+=[ . Done una%z([0,+mfgx) et Eﬁ%(t) = 5(t) Au_ . Mais on a
at
AAS(t) = S(t)AA et donc S(t)A = AS(t) ce qui achéve la démonstration.

Remargue 9. On peut trouver simplement ce résultat en utilisant la

théorie des puissances fractionnaires d'un opérateur ; cependant cette
démonstration semble un moyen de développer d’une autre maniére cetie

théorie,

IXI, Etude dans un espace de Hilbert.

Dens toute cette partie H désigne un espace de Hilbert réel de

produit scalaire (o.,.) et de norme |of o
Nous nous donnons (A<t>)tejog+w[ famille d'opérateurs monotones
de H de domaine contenu dans un convexe fermé C , Nous supposons
(H1) popote]Oy=f o YV ar0 o R(I+rA(t)) > C
(H2) Il existe K : [0y+=[ w= [0,+=] croissante telle que pour
tout u<a%l([os+w[gc)r\Lw(OamgC) , pour tout A>0 , la fonction

8 = 1 (t)uls) = (1+#24(%£)) " u(t) soit mesurable et

[

J (1+4%) ]9, (t+n)ult)-g (t)ule)[at & ank(ful.) , ¥ B30
Q

(B3} Il existe X, €C tel que J t[A(t)Oxoidt < do
o
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Remarquons que la condition (H2) implique que pour tout xeC et
tout A>0 , £ b Jl(t)x est & variation bornée. Posons

jl(t)x = 1lim ess.jx(t+h)x ; La fonctionm & o ﬂx(t)x est continue &
' h+o

droite 3 Ul(t)x = 3A(t)x pop.t et donc pour ue¥€([0,+=[3C) ,
Ji(t)u(t) = 3A(t)u(t) p-pot et Y A>0 ; par passage 3 la limite la

famille 3k(t) vérifie

EQ(t)x = 5u(t>(-§x + -‘?ﬁi;—‘i Slgt)x); V30 , Va,us0 ) VxecC

(F, 00 = T, tedyuxy) > 13, 000x = 3, (60)y|% Vo, Yas0 , Vapyec

~ o~ e s
il existe donc A(t) monotone unique tel que jx(t) = (I+xA(t)) 1 o

La famille ({(A(t)) vérifie (H1,2,3) ; enfin s8i ued([0,+=[30),

te[0,+u]
A(t)ult) = A{t)u(t) popot € O,+=] . On peut donc supposer, sans

- . ]

restreindre la généralité, A(t) daéfini pour tout te [O,+=] , J)\((t)
défini pour tout te [O,+=] et t = J,{t)x continue & droite pour

tout x e O,

Remarquons enfin que la condition (H2) implique aussi que pour
tout xeC ,; tout i>0 o JA(t),x - Als), x| < K{|x[) V¥ s,t30
et donec que D(A(t)) est indépendant de t ;3 nous noterons D ce

domsine,

Théoréme l, Sous les hypothéses précédentes, pour tout uoﬂsﬁ il existe

ue€([0,+=[3C) unigque telle gue

dau 1 d2u
==z € LI (0,+=3H) , ===(t) « A{t)ult) PoDobe |Oyta]
dt dat
u(o) = u, s U borné,
2
De_plus /% %—E et /&3 .‘3.._‘25 e 12(0,+=3H)
at
2
et 581 uw e D, %% et 2—% €.L2(0,w;H} o

at
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Démonstration du théoréme l. On peut toujours supposer x, =0 .

D’aprés le corollaire I.4, pour tout 1>0 , il existe uxcw€([0,+w[;c}

2
a
Yy

at? )
que  Ju,f, € |u | + j@tlA(t>Axoldt €M

golution de = A(t)aul o uk(b) = 0 , u, borné, Nous savons de plus

A

‘]u°]+ j:tlA(t)oxoldt o

Dlaprds (H2), |A(t),u,(t}] < |A(s) x| + [A(s) u (t)=Als) x | + K(ﬂuk(tﬂ)

+
et donc utilisant (H3), “u;ﬂu < K(M) + % i en particulier wu] est -

continue sur [O,+»[ . Enfin u} est continue & droite sur [0yt

¢ 1, 2 au, 2
3 3 ¢ = i ]
Estimations de u; . On a " 2““12 == + (Alt),u u,)
du}‘ 2
> (=22l + (alt) x 0u) .
. d 1 2 o
On en tire —_— Eiglﬂ 2 - M/A(%) xcﬂ et donec

dt

t o
%ﬂuilz - M J j EA(T)OxOHdT ds est convexe; &tant bornée elle est
o Js

-+ oo
. a 1 2 o
décroissante et donc 3¢ Eluxﬂ = (uj,u,) ¢ M Jt |A(c) % |dt o En
particulier 1lim t(u&(t)gux(t)> € 0
t > -

>

Donnonsg-nous vy ¢ [bg+w[f o [b9+w[ croissante de classe 02 o

ig » dfol

T 5 « T o T d2 1
On a J viedul(e)]|%as < gj v(e)[ale)% | + J v(t) S 3u,
o] g t

o e d
en intégrant deux foils par parties

T T
jey(t)lu;(t)ﬂadt S Mjgy<t)lA(t)oxoﬂ +* oy () (ui(Thou, (7)) y(0)(ui{o),u )

T
- Y”(T)%qu(T)lz + 79(o>%iu012 + j y"<t>lux<t>32dto
o]

Prenant y(t) = 1 , on obtient

= 2 ” ° 1 2 _
(1) jon!u§(t)l dt < Mj tlalt) x |dt + Slu |7 = M o

Lo}

Prenant y(t) = t , on a

(2) Jo]ug(t)izdt < MJ:[A(t>°inat - (u;(o)guo) =M, - (u;(O),uo) o
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ol M, = Mj:IA(t)oxoldtabM( :tiA(t)°xolat + K(o)) .

Estimations de ug . On a
;.d.i...-lélu (t+h )=u (t)lz = ’luv(‘t+h)-u“({;-):iz + (A (.'b"!’h)u {t+h)=A (t)u, (t)
dtz 21720 A A A - X by '\ by d

w, (t+h e, (8)) 3 [l (6+h)=ul (%) |2
+ (Ax(t+h)ul(t)-AR(t)ux(t)Duk(t+h)mux(t)) o

Multipliant par y et intégrant par parties, on obtient :

T
j y(t)[ug(t+h)=u;(t)§2dt < K(M) sup 1—-lu {t+h)=u (t)i
° [0,T] 1+42
+ v () (ug (T+h)=ul (T),u, (T+h)=u, (T)) = y(0)(uj(n)-uj{0),u, (n)=u, (0))
=y (D)) u, (Tendeu (1) [? + yo(0)F]u, (n)=u, (0)]?
T
+ Joy"(t)%iul(t+h)uux(t)izdt o
divisant par n2 et faisant h+0 , on obtient donec
T
jy«wm;u>ﬁat@qu> sup. LLELjur(e)| + v () (ul(T),u] (1))
o [0,T] 1+t°

7 9 9 12 ’ L Ly |2
- ¥(0)(A(0),u_,ul(0)} + Zy*(0)]ul(0)fZ + J vt lelzlui(e}]|"as »
JF

Prenant d’abord ¥(t) = 1 , on obtient puisque 1lim (u"(t)mu (¢))=o0

o 2 ‘@~>m
car ujel et u;e L™
= 2 uy (61 ]
J [uf (£)|“at « k(M) _ sup —=—5— = (A(0) ,u_,uj(0))
o [0,+a] 1+t
+ oo
Or ]u%(t)[a < 2(J ﬂu&(r)ﬂzdr)l/z J ﬂu"(r)ﬂ df)l/2 » 4°cl
t t
nugﬂg € k(M) /2 ]u! 51/2” ”ﬂl/z - (a{0),u ,ul(0)) et
2
(3) latl, « (rg k03 Juy 278« J(at0) u_yug0)) 24
220 (/7e1)

ou No est une constante numérigue (No = 173 )
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Prenons v(t) = (1+t)® avec a>0 ., On a

j (1+4)% ﬂu"(t)ﬂ dat & K(M) sup ﬁi-ﬁl-!u“(t)ﬂ + (1+1)° (i (T)oul ()]
o [o,T] 1+t°

T
- (a(0),u_,ul(0)} + %(u;(o)}a + Jo 2i§:£l(l+t>°“2ﬂu;(t)u2dt .

1/2 2

Puisque (1+t) u“(t)ela ’
on a (1+6)%73/2un(t)e 1 = lim (2+6)%(u)(6),ul(t)) «

++w

d’autre part

+ o® -+ o
(204)%°2 (ui () « @(J (ut)gu;(m?at)l“q (14)2973/2 1 yn (4) [ 2ae) /Y,
. 1

L
a=3/ —_ <1+t)

donc (1l+t%) "(t)EL |u &(t)]ehw ; enfin

1+t
0¢3 == 1lim j slasl) (1+t)am2lu9(t)ﬂ2dt € Hoe
o0 A
Bn aéfinitive si ae3 , (1+6)% 3/2ur(4) e1? = (140)%Pul(e) €1®
On en déduit (l+t)“/2u§e:L2 pour tout a<3 .
On a alors (l+t)“=2§uw(t)ﬂ /—“(l+t)l/2uvHl/2“(1+t)“/2 "ﬂl/e et donc

e
[(1+t) /2“§H2 borné indépendamment de o ., On en déduit
(l+t)3/2u" “:-Ia2 .
A

Estimons alors “t3/2u§“2

o Prenant vy(t) = £3 , Oh a

j t3]ut(e)] at K(M)/§ﬂy€u;ﬂ;/2ﬂt3/2ugﬂg/2 + j’3tﬂu;(t)32dt .
o o

et donc

(L) ﬂt3/2u;“2 € M, ne dépendant que de K(M) et M

3 1
= 1/3 ,1/2 /4,2,
(MB = (v x(M) Tt
on s el IR IR, e aone
(5) t!u;(t)[ ¢ M, avec M = Ml/h %/2 )

Faisant y(t) = t , on a
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(6) j elul () [2ae < k() M, + ${ug(0)}?
(o]

Estimation de u;(o) o On a

Hug‘(o)i2 < 2"u&”2”u3”2 , d'od utilisant (2) et (3),

lujo)] « /5(M2+lu3(0)lluol)l/h(NoK(M)l/3(M2+]u;(o)iiu°|)l/12 |
o+ [A(O)Ruoﬂl/k§u§(o)]l/%

et donc si u €D

(1) |u}(0)| < M, daépendant de My, K(M), |u_| et [A(0)%u_| .

P

~

Passage 8 la limite, On a

1 4° [, ( ) ) 2 (t) ( (t) (t) (t))
= 225 L t:fuu(t [ > (a(t luk(t>-A t)uuu t-oul t ‘uu t

> (A6, (8)-A(8) 0, (£) A4 (6) u, (£)=ph(6) u (5)

L
3’iggtlA(t)Aul(t)-A(t)uuu(t)IZ*EA(t)AQR(t)ﬂ2
e 2
| =late) u (40 ]7]
d’ou

t t o0
lu ()=u (6) (2 ¢ (A=) jods JS (late) u (1) 2o jate) yu, (1) ]2
- late) u (e)-As) u (x)[Z e

et donc pour A;p>0 N

' ' 2 , t
(8) fu, (8)=u, (6)]% & (A=w) J

+ 00 2 [ 2
ds J' lA(r)uuu(r)l at < {(x=u) J‘tﬂug(t)i dt.
(] 8 ‘ i » ] ‘

Supposant u_e€D , on a donc d'aprés (6) et (7), u converge unifor=

0 v A
mément sur [O,+=] sa limite,

D"autre part on a pour tout >0,
t +oo ‘ 2
j ds J [a(t),u, (1) ["ar 4 lorsque A
o 8 ‘ '

et pour Azp>0

t +oo 5 t +or 5
J@ds JB IA(1)§uA(T%~A(T)uuu(T)I,dr < J as J IA(r)AuA(w)I at

° 8 + op - 2
- jods JSL1A<T>uuu(T>i s
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401 faisant tendre t = +o et divisant par t et faisant t === O,

jw(l+t)lA(t)lux<t)lgdt 4  lorsque A0
o

gt pour A2u>0
= 2 . 2
J©(1+t>RA(t)AuA<t>»A(t>uuu<t>l dt < Jo(l*t)]A(t)x“A(t>’ dt

- j“<l+t>]A<t> w (t)]%at .
o oM

Lorsque u_eD , (l+t)[A(t)Au>\(t)|2dt est borné d’aprds (3), (6), (T)
et dome V(l+t)AA(t3uA(t) converge forteﬁent dans L2(09+ng) 5

Donc V%izg3ug(t) = {1+t )u" dans L2(O,w;H) o

Enfin ﬂ;}}\(t)u}‘u)uul(t)i < AﬂA(t)xux(t)] et donc J,(t)u,(6) =3 ult)
dans Li@@([09+w[§ﬂ) o Ceci montre que u"(t)e A{t,ult)) pepet e 0 +e[,
car l'opérateur A(t) est fermé dans H .

A

Considérons alors u €D . Etant donné ﬁoe D et U, la solution
correspondante on a Wﬁmunm sju wﬁof 3 dongc wu converge uniformément

sur [O,+=[ 3 soit u sa limite,

Soient 60 et A 40 o IL existe d'aprds (4) t_e]0,86[ tel que

l'a, (to) uy (t@)ﬂ 80it borné et done u(to)eaD + Considérons
’An n dzv .
r A
v;\e‘ﬁ(Ltgsm[gc) tel que 2 () = ale),v, () 5 v, (s ) = ult ) ,

v, borné. On a ﬂvx(t)uul(t)i <€ iu(t@)mul(to)l Vtato s et denec

v, =% u uniformément sur [t09+“[0 D'oll puisque u(to)e:D .
u”e.LQ(t©9+w;H) et u"(t)e Alt,ult)) pepet €]0,+=] , ce qui achéve

la démonstration,

Remarque 2, On obtiendrait le méme résultat en prenant & la place de

la condition (H2) la condition

(H2°) Il existe K 3 [Op+=] w= JO,+*] croissante telle que pour
tout xeC , tout A>0 |

1 e ﬂxgt)x est dans wl°2(obagﬂ)
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* 2
et [ (et )| %-g S}\(t)x] at <« AK(|x|)
Jo
Corollaire 3., Soient A un opérateur maximal monotone de H avec

0OeR{A) , et £ : [0O,#«[ ~> H mesurable vérifiant

-]

tle(t)]at < +

(J.mawf(mn')mf(t)ldt < +s Y ns>0 .

[ S— S
8 O

[¢]

Pour tout u eD(A)} ; il existe ue€([0,+=[;H) unigue tel gue

deu 1 d2u
€ (Og+w3H) , ===(t)ehul(t) + £(t) Dpepot €0 +e[
2 loc 2
dt dt
u(c) = U, e U borné.

;= L2
On a de plus /e 43 et 43 &8 gans Lz(o,w;H)

dt . dta
et _si wu _€D(A) , S8 ooy 43 e‘bz(oawﬁﬂ) °

Remargue L. Etent donné A maximal monotgne avec 0e€R(A) et

£ ¢ [0,«] == H mesurable vérifiant t{f(t)]|dt < += , on peut
o 2
définir une solution faible au sens de [5] du probléme gﬁ%?eA + £,
dt™
ul0) = u, s W borné, D'aprés (1) cette solution vérifie

JE%% e 12(0,=3H) ,

Corellaire 5, Soit C convexe fermé borné et A un opérateur monotone

de H telle gue pour tout A>0 s (I+ap)(Cc)>C . Alors pour tout
u eD(A)NcC , il existe wue€{[0,+=[3C) unigue solution de

2
g*%fEAu s uf(o) = u o, u borné.
dat

Suivant [1] et [2] étant donné A maximal monotone avec Oe&R(A4),

' 2
nous noterons S (t)u_ la solution de <2 eAu o uf{o0) = u |
1/2 o ' a2 o

u borné,

N o ° P ‘
Sl/g(t) est un semi-groupe de contraction sur D(A) , on note Al/2

gon générateur,
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2
- Ty a d
Posent D _ = {u eDp(A) ;3 % - 81/2

dt
des estimations de la démonstration du théoréme 1, les inclusions

(t)uoelL2(0,+ng)} , on & & partir

suivantes

- D, croit lorsque & croit de O & 3/2 et D

- M penla e,
w<l/2
= = DTE) . %=+ S 2y .
- D = {u eD(A) ; t 3% Sp/0(t)u s LT (0,=3H)} Ya>1/2 .
3 P o'w Lo } P ) -
Considérant S, l/z(t) le semi-groupe “éngendré par (Ax,l/z AA,l/Q '

on & obtenu les convergences 3

) 2 —
4d
- MZEE A l/z(t)u “ H lla(t)u H2 lorsque A% O VuoeaD(A)
d2
- H/E';:5 stl/z(t)u vy t l/a(t)u ﬂg lorsque A¥0 Vuoe;D(A)
t3/2 éim S (t)u t3/2 a (t)u dans LQ(O »:H) lorsque
1.2 Asl/2 o 262 S1/2 %% 4

}\ anacdys O 5

Sasl/2<t)uo — Sl/g(t)uo uniformément lorsque i == (

=1

et 51 w, eD(A), Is (t)u =8, ), (t)u, | < J&IA u ﬂdlst(u WATT0)

A,1/2 1/2

v t20 V A>0 o

(t)u € D(A dist(uo,A“lo> 5

e+l

=23

Vt>0 et lAl/2 8, p(t)u | <

51 /2 172!

- Akol/auo borné = u & D(Al/e) o

Il serait intéressant de démontrer la réciproque, Notons qu'elle est

vraie lorsque A = 3¢ avec ¢ convexe BoColo Propre- positive, car
alors HAA 1/2% | = V24, (u ) } Lorsque A+ . On a alors
Ay1/2% - AT /2%

Théordme 6, Etant donné R un espace métrigue, C un convexe fermé de

P . . )
H, (A (t))(t,p>€[os+w[XR famille d’opérateurs monotones de domaine

contenu dans € vérifiant ¢
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=Yoo, Y&, Va0, R(I+aa®(z))>cC ,

= il existe K : [0,+=[ 3> [O,+=] croissante telle gue

Yaso, Yo, VY ue€t(fo,+=3c) AL (0,=;C) ,

t jg(t) u(t) est mesurable et continue 8 droite

et JT“(htz)l:(;(wh) ult) = 35(s) ult)|at <« an kijul) , ¥ ns0
Q

et donc D(A°(t)) est indépendant de t ; on le notera DO N

p

= 11 existe p o= X borné et KQ ‘gonstante tels que

Jp t]4° ()%%0 Jas <« K
Q

) Vﬂ

©

- ¥ aso N Yt ® |4 p => x° continu avec xpeﬁ; pour tout o

on a p == Jg(t)xn continue,

Alors pour tout op =3 uz gontinu avee uzezf% pour tout p

au”

dt

lesﬂggplications P ey W’ et I s

sont continues de R dans
* PO Y

e([0,+=]3¢) et <€(Jo,+=]3C) zespectivement muni de la to
c@nverﬁence uniforme sur tout compp.@tﬁ oﬁ ua est la solution de
d u

dt

pologie de la

eal(t)u® , WP(o) = ug . w Dbormé.

Notons tout de suite le corollaire compte tenu des résultats de [6].

Corollaire T, Soient An » A opérateurs maximaux monotones de H
vérifiant : OeR{A) , 0 cR(A®) et ((a%)"13°(0) est borms,

p(a) ¢ MV p(a") , g5x = Ix , Yis0, ¥ xeD(A) .
Alors (I+1Al/2)“’lx e (IMAUQ)‘J“:; , Yo, ¥xeD(A) o

o
Démonstration du théordme €. Soit p, = p, . Posant A'(t) = A T(8),
Alt) = Apc(t) x® = xpn x: = x ° un =u P, u =y’

® %o o * To o * o7 Yo P T o °

Fixonhs T>0

Fixons Ae]0,1] et soit v, = (I+AAn(@))mlug oV, = (T+aa(0))~t
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. . : d-u
fonsidérons w, u , v, v, les solutions respectives de == cA{tiu ,

2 2 as
4 Y n d2v d Vn n
o= & A (t)un o =g = A(t)xv s —5— = A (t)kv qui sont bornées et
at dt at B
prennent les valeurs respectives uo, uz, voD vg pour t=0
n h.onoon n n _n
on a fv ~-x |, < [vo=x | + K, ha =% 1, < ﬂuawxoﬂ * K
ﬂvmxgﬁm < lvo-§pﬂ + K_ o Par ailleurs !vgmxgﬂ <€ ﬂugmx2ﬂ1+ AK(ﬂxgﬂ) o

done il existe M indépendant de n et A majorant toutes fonctions

b fugls Ivls Iv

D'aprés (8),:(6) et (7) on a

-Hunmvn”w € [umwvgﬂ * 11/2(0l+023An(0>0V2ﬁl/2)
fra-vil, « fu-v | + Al/z(cl+cer(o)°vorl/2)

oi C et C spnt indépendants de A et n .

1 2
| d2 n
D'autre part on a ==s[v (t)=v(t)]| > =[A"(t) v-A(t) v| o
‘ . ; at n , A A
Fixons L2T et posons M = sup ﬂAn(t)Av~A(t)xv[ { remarguons que M

oL

dépend de A et L , mais que pour A et L Trfixés, Mn e )
lorsque n == o , On a

fv_(L)=v{L}|T

v =+l w < ﬂvnmvol + ‘ + %E
L™(0,T) ° L
n 2MT T
€ lvgmvol + 5= e My 3=
Utilisant toutes ces estimations on a
— : l/2 ' 1/2 2MT
lim ﬂun-uﬂ - $ g[uowvoﬂ + 22 (lecalA(O)_voi ) + ==

n-e L (0,T)

car ﬂAn(O)Qvgj s.IAn(O)lﬁzﬂ — ﬂA(O)vaﬂ o

Ceci &tant vrai pour tout A>0 et tout LT , on a u_ == u unifor-

. n
mément sur [0,T] .
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