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Chapitre I 

I - Produit tensoriel topologique de espaces vectoriels topologiques 
localement convexes [1) 

Définition du produit tensoriel de deux espaces vectoriels E ~ F ~1!!! corps Ko 

Théorème i Soient E 9 F deux espaces vectorielso Il existe un espace vectoriel 

noté E © F unique à un isomorphisme près, et une application bilinéaire 

n i E x F ~ E © F te 1 s que 

Vr e. ®(E x F » -G) 
/V 

f _, f t>Tt 

unicité soient E ® F et G répondant à la questiono 

IV 
p::::: p O'it 

E©F et G sont donc isomorphes. 

existence Soit K(E x F) l 1espace vectoriel sur K des combinaisons linéaires 

d 1éléments dé E ,c F • 

Soit f une application quelconque 

f est prolongeable en f linéaire et ee--:p:rolongement est 
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unique 

ex. f(x~y) 
xy 

0 sauf en un nombre fini de pointso 

(x 9 y) e E l< F 

f est bilinéaire si et seulement si i est nulle sur les éléments de la forme 

sur 1 'espace vectoriel H où s-1 annulent toutes les formes bilinéaires o 

N N 
il existe f linéaire telle que f - f o 0 " Soit n la restriction de 0 h 

N 

E x F " On a donc f - f o n o 

Remarque Dans E ®F 

en particulier 0 

\Jz EE©P Z ~., X"®y .. i" :i i 
la décomposition n'est pas uniquea 

Définition ~ produii; tensoriel to,pologique de deux evy localement conve:z:e,13;0[5] 

Théorème g I E ~ F G evt localement convexes" 

[ Il ex:i.ste sur une seule topologie localement convexe telle que 

pour tout G et toute f bilinéaire continue appartenant h 

N 

il existe f linéaire continue appartenant~ ~(E ©FrG) 

f\l 

avec f - f o 7C a Alors la topologie ainsi définie est la plus fine 



pour laquelle n soit continue◊ 

1 

Unicité E ~ F ~ (E®F) 

~1.~~· 
(E ® F~ 

% 1 supposée continue est l'application 

canonique de Ex F dans 

Donc 7r} est continue c est-à=dire ~ 

est plus fine que cr;'◊ Inversement f1 

est plus fine que 'b' donc "b ,= ~ 1 
ü 

{ ~ parcourant un système fondamental de voisinage de O dans {! 
f(U ®YJ enveioppe convexe équilibrée de U ®V parcourt un système fondamental 

de voisinages de O dans E QI) F et définit une topologie localement convexe dans 

E @F o 

Soit f continue V W (voisinage convexe équilibré de O dans G) 

3 ~ {voisinage de O dans ;: tels que f(U@W) -- f(UiW) c W 

W étant convexe équilibré P f(.f (U ®V)) c W 

C'est la topologie plus fine pour laquelle rr: est continue 

1°identité 
N 
1C est continue donc provient 

d'une application bilinéaire continue, 

qui est n c 

Soit ~• telle que X soit continue. 

Alors est moins 

fine que "6'o 



Définition La t~Ypologie définie sur E ® F est appelée- topologie tensor:i<31le 

projective:, et (E 0 F) _ prod:ui t tensoriel topologiqueo 
V 

II ,= Produit tensoriel de deux espaces yectoriels normés◊ Définition de l!1 norme 
J?ff>J e et :i :;;--- ( 11 ) 

S0ie:nt E 9 F des espaces vectoriels :norméso 

On va définir dans E ® F une norme N telle g_ue pour tout espace vectoriel 

normé G et pour toute application f continue de G3(E x F 9 G) on ait 

La topolcgï.e définie par cet;te norme vérifie les propriétés de la topologi,9 pro•-

jecti've donc lui est identique~ Supposons que N e:x:isteo Alors g 

1t . .§__pour norme 1 ~ 

n: étant 1 7 identité 1 en tra:'fne Il n; Il = 1 " 

u.nici té de la :n.orme 



existence i 

tf:x: E E 0F X=~e @f 
L....., \1 \1 

(nombre fini de termes) 
V 

on prend pour norme N 

!lx 11 '.ft = int 
pour toutes les décompositions de· :x: 

(ï:Hev Il !lrv 11) 
V 

caest la norme induite par celle de ExF dans. E ®F qui a été définie 

Gcmme espace quotiento 

Soient f une application bilinéaire continue, f · 1 'applic:ation linéaire su,r 

E 0F associéé 

1!I(x) !I = n~-; i(e. ® f ) li = Il~ f(e , f ) 11 ~. !Ir li~ lie Il llr Il 6. ' '' i-A V V · L..J \l V " ~ '' V ' . V ' 
V V V 

don0 llt(:x:) Il ~ !If li !lx Il n; et 11:r Il ~ !If Il 

D1 autre part !!r(e 0 f) I! TC~ 11:r Il TC~ Ili Il !le Il llf !I 

Dom; Il f Il ~ li f Il et Il f li = Il f !1° 

Définition:; Cette norme est appelée norme projectiveo 

Définition du produit; tensoriel de deux applications linéaires continuPs 

Soient E. P F:, (i. = 1 ,2) des espaces vectoriels normés. 
1. ""· 

des applications linéaires continues. 

U Xll 

E XE 1 2s+F X F 
1 2 1 2 

~ 
E

1 
0 E

2 
~ F

1 
® F 

2 
f=U.1@~ 

cù f(x: 19:x:) = u
1

(:x:
1

) ®u/:x:
2

) = (u
1 

®u
2

)(:x:
1 

0:x:
2

). 



Alo:rs Jlr Il = sup llu/x' 1) ® u2 (.x2 ) Il ·-' sùp llu/x 1) Il sup llu/x2) Il 
llx1 11,1 · 11 x1 li "1 11 J!:2.u, 2 

Hx2 11,1 
d'après la définition d.e la.norme projective·. 

Il f Il -' Il u1 li Il u2 li 

f est; bilinéai:re. oontinûe', donc· f e:x:is:te· et Ill li = llu
1 

®;u
2
U = 11:r Il··,$ 

B,e;nargµ& _g Soient x € E. , y € F· (E,F· espaces vectoriels normés). On a 

"" !1:11; ® Y Il , l[:x: Il l!Y H par définition. 

él'fJ <x 1 ~x> = Il :x: Il <:y' p'f) = Il g Il 

l <x' ® Y1 
, x ® Y>! ~ 11:x:' ® Y' Il !lx® y· Il , !lx® Y Il 

o:r 1 <x.1 ® Y' , x ® Y> 1 ,;i; 1 <x' ,:x;><y' vY> l • 11:x: li IIY Il• 

.P;oposHion. il Il u1 ® u2 11 = Il u1 Il Il u2 li • 

11·1.\1 ® u2 Il= sup llu1 (:x:1) ® u2(x2 ) Il = llu1 Il llu2 Il 8 

!lx1 11,1 
Il x2 11,1 

~ à JJs eapaoe; uni i! Banagh. 

"' 1) :s
1 

® B
2 

mu.n.:i d'.e la norme projeot,ive est oomplti't:é en B
1 

® B
2 

q,ui est; un 

2) Toute applicat:ion linéaire con.tinue sur B
1 

® B
2 

se prolonge. en applicat:1,o:h 

"' linéaire oori.t:inue sur B
1 

® B
2 

~ de m~me norme,. 

3) en parti.oul:ier u
1 

® u
2 

i B
1

. ® B
2 
➔ c

1 
@ c

2 
A . A A 



Soient B
1 

P B
2 

deux espaces de Banacho 

tout élément x 

00 

admet quel que soit une déccm•~ 

. t. I-: b1 "" b2 posl. ion X :::: 0( '°' (X 

1 
telle que 

si x e.B
1

~B
2 

c'est la définition de 

j x
1 

e. B.
1

® B
2 

llx•-X li <ê 
•• 2 

3 x
2 

E. B
1 

® B
2 

IIX•=X •~X Il ê 
1 2 "'2 

2 

j xn e. B1® B2 ll~-x1 o o Il e ... -
ln 

Alors .llx2 li ~e 

Vn !lx. 11 
(1+€)€ 

~ 
e. 

~ n~1 -ü.-2 n 
2 2 

!lx Il ,, 
f( 

et 

et 

et 

Ux
1

11 .,., llxJl(1+e.) 

llx2 II E. llx-x
1

11 (1+ê) 

!lx Il n E !lx-x.1 o o o•~Xn-'1 Il 

La sér)'.€ ) est absolument convergente 9 donc convergente 9 vers x o 

m 

Vn admet un développement fini i 

m 

'
n 1 ,i, 

!lx li ~ L llb_,11 llb~II ""llx Ht+E) n 
1 

i 1 n 

Soient E v F deux algèbreso 

n 1 2 
X=Lb'.®b. 

n l l. JL 

en posant 

tel que 

+6) 
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E @F a été défini comme espace vectoriel. Il reste à y définir une mul tipU.ca=• 

tiono La multiplication est une application bilinéaire de ( E @F , E ®F) dans 

E © F o Il suffit de la définir sur les éléments décomposables o 

on .vérifie la 

Exemple g c/J (K) © dl (K) % dJ, . (K) p . q pq matrices d'ordre p sur K" 

Gas de deux algèbres de Banach 

<. 00 

Donc xx 1 

ro 1 2 
=(Lb,© b.) 

1 J J 

~(K.) muni de la topologie de la convergence uniforme est une algèbre de Banacho 
l, 

Exem:ele 2 Soient G
1 

et G
2 

des groupes localement compactso 

[cf o séminaire Schwartz 195J~•54o Produits tensoriels topologiques d espaces 

v·ectoriels topologiques J o 

Exemple 3 Soient G
1 

et G
2 

des groupes localement compactso 

On définit les algèbres de groupes A(G.) 
l, 

de étant 



c. 

Di ou~ A(G ) ""A(G ) =: .A( G x G ) 
' 1· lô/ 2 · 1 2 

( cf chap III) o 

P:r·opri.étés des 12ro.è:bit,s tensoriels d I algèbres de Banacho 

Théorème ~ Soient B
1 

B
2 

deux algèbres de Banacho 

Soie:r:t M
1 

un caractère de B
1 

M2 B2 

JVI
1 

x JVI
2 

esf: une forme bilinéaire continue sur B
1 

x B
2 

donc définit: M :::c: JVI
1 

® M
2 

élément du dual de B
1 

® B
2 

Réciproquement soit M ( 'fil 
B1 

on pose M1(b1) = M(b1 ® 1B) 
2 

et M
2

(b
2

) = M(1B @b
2

) 
1 

M(b
1 

(2) b
2

) = M
1

(b
1

) M
2

(b
2

) 

'l)l X 111. ::::, 'J}L 
B1 B2 B1 ® 132 

Défin:ï+:i:Jn i Une algèbre de Banach B est régulière z:i VK c:'m.
13 

K fermé 

VM c mB •= K 

3 b f: B tel que 'b(K) 

b(M) 
-o} 
'f 0 

"' où b e.st l1 image de b par lghomomorphisme 

de Gelfand,o 
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A 
Théorème Si B

1 
et B

2 
sont des algèbres de Banach régulières 9 B

1 
@B

2 
est 

régulièreo 

Soit. 

Les projections de K 

jb. E.B. 
l l 

b. (M.) -# 0 
1 l 

,----.., A h 

(,b1®b2) ·-· b1 b2 vérifie 

K compact 

sur 

;'\ 

b. (K.) 
J. l 

" b2(K) bl 

" b2(M) b11 

·-

t-

et '\ 
2 

0 

0 

0 0 

sont des compacts et 

IV - Définition de la norme injective € ~~produit tensoriel ~s:e_aces 
vectoriels normés 

- d'après la construction de E©F il y a identité entre les formes bilinéaires 

continues sur Ex F et les formes linéaires continues sur E ©F o 

- (cfo Bourbaki evt chapo IV po 113) o Soit E un espace vectoriel normé 9 Eu 

son dual Vx E E i!x Il -= sup 
xi e. Eu 

IIX111.,;; 1 

- Dans E @F on a donc 

llx 11
71 

= sup \B(x)I 
Bet'.B(El(F 9 ~) 
N . 

ilBll:::IIBII ,...1 

,_ Soient f €. E 1 

'1 

1 < Xu ~X> 1 

1 1 application f 

N 

est une forme bilinéaire continue~ associée à f = f
1

®f
2 

C 1 est-à-dire Œ(E )( F 9~) N (E ©F) O :::, su @ri 



Définition Dans E®F on définit la norme 

l!x Il ::: sup 
ê f.e.E: 

l l. 

ilf .Il..., 1 
], 

,;; sup• jf
1 

@f
2

(x) 1 

f1 ® f2 e.E1 @E2 

llf
1

©f
2
ll.:;1 

Cas où les espaces vectoriels sont de Banach g 

On définit le complété de 
~ 

E ®F pour la norme injective g noté; E ®F 

Proposition g Soient E. ~ F. 
:1 " l, 

des espaces vectoriels normés et 

J.. 
E. ~F. des applications linéaires continueso On a défini 

:i, J. 

Alors V ®V 
1 2 

est continue pour la topologie 

~ 
,!pj ect ~ v·e o E11 e se prolonge donc en application linéaire continue de E

1 
@E

4 

dans 
~ 

F © F e,t l!v ® v Il 
1 2 1 2 ê 

Démonstration 
1Q 

::::: sup 
!lxll :,;;;, 1 

q €. 1 IIY-il,;;, 
J, 

Donc llv1 © vf!l!E ~ Uv1II l!v2 li sup 

2Q D0 autre part llv1 0v 2 U
6 
~ sup !lv 1 @v 2 (x 1 ®x)II - sup Il {x

1
)®v:/x. 2 )ll 

11x.11 ,.;; 1 
lê 
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V - La propriété diapproximation dans les espaces de Banach 

Soient E et F des espaces de Banach. 

Problème Sur E@F la topologie 7( est plus fine que la topologie é o 

Vapplication identique i (E ®F)f\ -?- (E Œ>F)
6 

est donc continue a Elle se 

prolonge en application continue 

Cette application est-elle injective? 

(P
1

) On dira si.ue k Banach E vérifie (P
1

) si quel que soit k Banach F ~ i 

est injective 

A . A 
La topologie TT dans E @F est la topologie induite par le dual (E ® F) u 

La toriologie ê est induite par 

t 
(E A F\ 1 i 
. @ ) <--- {

i étant linéaire continue pour les topologies n et 

( t.) ( .. 0 [ J E 1 ® pu on a Im l = .Ker :1) cfo Bourbaki evto chapo II Po 97 
1t 

Remarque on peut voir dirèctement que (P 
2

) entraîne (P
1

) 

Soit x -f {o] 
A 

X E. E@F 

rv A 
<- > llx 1!7< ;f: 0 < '> j B E. (E @F) u 

N 
B(x) ;l 0 

d 1 après 

donc Llxll /.: 0 c 1 est-k-dire i(x) JO • 
6. 

e (x) /.: 0 



Définition g Un espace de Banach E vérifie la propriété d 1approximation s 1 il 

vérifie (P) 
1 

pour tout espace de Banach Fu 

Définition g Un Banach E admet une base de Schauder s 1 il existe une famille 

(P3) (T~)~EA d 0endomorphismes continus de E? A étant une famille filtrante 9 

telle que g 

iii) (i) converge faiblement vers IdE o 

Théorème g Si ~ Banach E admet ~ base de Schauder 2 il vérifie la propriété 

d 1approxima-tiono 

Soient F un Banach et B e Bil (E x F) 

On définit une fami11e 

TŒ (x) X. e. 
1 J. 

On pose B(e. 9y) = B. (y) B. E. Fo 
1 l ] 

n 
N 

l:' * et Bex: -· e. © 

1 
.1. 

d 1après (:iii) Vx E. E 

A 

donc \/ z E.. E @ F 

f"',O r1111 A6mnn+,Y"A {µ ) ,,., 

B. e.Eu®Fi 
l 

T (x) --:;>x a. 

,V 

B E. (E @F) 1 
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Exemple ~ 

Soient deux: compacts K
1 

9 K
2 

o 

li: 

Proposition ~ Dans 6(K
1

) ® .i(IS) donc dans e(K
1

) ® t(K) la norme injective 

Soit u E °G'(K1) 0 C(is) (on note 'nl,t>(K) = spectre de 'G'(K)) o 

= sup 
!!µ lt~1 
µiE&(Ki) 

car la boule uni té de -&(K..;) 0 est 1 1 enveloppe convexe fermée faible des carac-
,,,i~ 

tères de 6(K.). (Théorème de Krein Millman Bourbaki evt II § 1 n° 1) 
J. 

* 
f(K1) Q9 -€(K2) est donc le complété de &(K) 0 t'(K) 

1 2 
pour la norme uniforme et 

s'identifie à if(K
1 

x IS). (Théorème de Stone Weierstrass)o 

Tou.te fonction continue cp sur un compact K est uniformément continue et il 

existe un recouvrement ouvert fini de K tel que 1 1 oscillati.on de <:p sur chaque 

ouvert soit arbi.trairement petiteo Soit (ex.) une partition de l'unité associée 
l 

à un tel recouvrement 

<:p ~~~ cp(t:)cxi 
]. 

fi.xé E: supp ex. 
1 
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Les {ua,J associés à une famille filtrante de recouvrements ouverts finis forrr:ent 

une base de Schauder 

que 

Définition g Une algèbre de Banach B est semi-simple si 1 1homomorphisme de 

Gelfand y est ectif c'est-à-dire si 

Vx E. B x fa 0 1(x} f O o 

Théorème g Soient B
1 

B
2 

deux algèbres de Banach semi-simples dont 1 1une vérifie 

À 

la propriété tl 9approx:imation B
1

@B
2 

est une algèbre semi-simpleo 

N 

B(x) :p 0 

N 

D1 après la propriété d 1 approximation B est limite d 1 éléments de B1@B2 de la 

v=n 
forme Z::: 

Y=1 
-1 

on associe f3v 

2 
(3 E. B I donc 
·y 2 

B1 :< B2 ----;,. B2 

b1 ,b2 A.....--,,,-f:,~~b1)b2 

est f 0 car (3~ [1~ (x) J 

B
2 

étant semi-simple 9 1 t
2 

€. '111,B 
2 

12 [P~ (x)] /: 0 

\~ (x)] :=, L r~ (b}) 'X2(b:) = < f~ ®'X.2 9 

Q'. 

X> 'f' 0 

en faisant le même raisonnement pour t! on obtient -< 1.
1 

© 1
2 9 x > /: 0 " 



Remarque 
A 

est semi-simple et admet une base de Schauder o G'(K1) ® ~(K
2

) 

est donc semi-simp1eo La transformation de Gelfand est l'injection c.anonique dans 

VI= Le problème de synthèse 

Soit R une algèbre de Banach régulière semi-simpleo 

Soit E un compact de son spectre 'ffl..R o 

Définitions g I(E) {r E. R 1 :t"1 
(0) .:::, E} = {r E. R IV 7t. EE g 1(r) == oJ 

""' ker E:: o 

I(E) est une intersed:.ion d 1 idéaux maximaux donc est un idéal fermé de R 0 

1 Io (E) = {r ER 1 ;~ 1 (OJ est un vois:i.nagé de E}o 
On considère 1 1 ensemble des idéaux ~ de R tels que hull j =E (hull 1 est 

1 1 ensemble des caractères de R dont le noyau contient j ) o On démont:re [ cf ◊f1i] 

Varopoulos :=:;· Algèbres de Ba:na·ch· 9 algèbres de gro-upe-s J que I (E) en est le plus 

grand élément 9 I
0

(E) le plus petit a 

1 soi·t J{E) = I (EJ 
0 

Définition E est dit de synthèse si J(E) ·-· I (E)" 

Lemme Soient B
11 9 B

2 
deux e-space-s de Banach ayant une base de Schauder» F 

1 
~ 

' et· B .,1...,,/"" Q""" 'B~/1'!"" J ~..t.l,.. Q.JÎe.nt u.n<- be2se. F 
2 

deux s·ous e-space-s fermes de B
1 

"'"" .,, 8 "'"' fi-,,. l1:-, 
2 ci .a, de, .ScJ,aiu.de-r, 

Soit p" g B.~ B./F. la projection canonique 
l 1 1 1 

.,Hors 



Soit 
N A A A 
p = LL <81 p

2 
i B

1 
® B

2 
~ B @ B /F 

·B
1 

1 2 2 

Soit (T ) une base de $chaude.,. de B
11 otoce.A .,. , 

/\ 

(i) 

(ii) 

sup ll'tll <. ro 
ex 

On définit Ucx: = tx ® IdB 
2 (iii) Tex'.·~ I~ 

D 1après le théorème de Banach-Steinhaus, (i) et (iii) entraînent 1 

Tex -if>. IdB pour la convergence en norme,, 
1 

Donc 
Â 

Id(B @B ) 
1 2 

pour la convergence en norme 

N 
x E ker p et ·~ == Ucc(x) g (xJ __,,., x 

n 1 2 
D'après (ii) xoi =Lb. ©b. 

1. 1 1 

i(x
0
J -· p o Uo:. (x) = UO(, o p(x) = 0 donc xa E. B

1 
© F 

2 

IV 

Du où B © F "'' ker p a 
1 2 

En appliquant deux fois ce résultat on obtient le lemmeo 

faiblement 

Théorème g Soient R
1 

·v •R
2 

deux al~èbres de Banach régulières 9 semi-simples J 

unitaires ; E
1 

et E
2 

deux compacts de synthèse de 

que R. 
1 

et R. / 1 
I (E .. ) 

ont des bases de SchaudBro 

1 

On suppose 

A 

Alors E = E
1 

x E
2 

est· un compact de synthèse de 1 u algèbre R = R
1 

© R
2 

c 

À 

- R1® R2 est régulière et semi-simplè 9 son spectre est 11\ )( 'îll, 
1 R2 

0 On pent y 

définir des ensembles de synthèse a 



donc >Jr; :;:)J(E) o 

A-1 
't., ( 0) :::, V'(E

1
) 'X izr(E

2
) c I est-à-dire est un voisinage de E 

DI ot1 JI: c. J(E) et finalement 1c = J(E) o 

D'après le lemme$ J(E) 

;'\ 

Donc R/J(E) s'identifie à R/ ® 
l I (E ) 

1 
L'algèbre 

Soit 

R. / 
i I (E. ) 

]: 

a pour spectre E. 
]: 

r e. R / 
i I (E.) 

]: 
A 

(p. 
]: 

R. ---?R./ ) 
i i I(E.) 

]: 

et est semi-simple 

Donc R / ® R / = R/ 
l I(E ) 2 I(E ) J(E) 

est semi-simpleo Sdn spectre est E. 

1 2 

Soit r ER, r E R/J. 

A 

L18 

r E I(E)< ~r(e) = 0 Ve E E<~r(e) = 0 Ve E E<==} r = O<. ;>.r E J(E) 

E est de synthèse 



Chapitre II 

Morphismes d'algèbres tensorielles 

Problème Soient K. et K! des espaces topologiques i = 1 ~2 , des appli-
1. 1. 

cations p. continues 
l 

li ➔ K1 (on peut toujours les supposer surjectives) 

... 
considérons " p. 

l 
t'(K'.) ➔ C(K.) 

l l 
et V(K) = .i(K1) 0 {?(K2) 

; = p 
1 

0 p 
2 

V ( K1 ) ➔ V ( K) 
K-=K xK 

1 2 

V 
Si pi i = 1 9 2 est surjective alors pi est une isométrie 

Le problème qui se pose : p est-il une isométrie ? 

I - Généralités .filll'..:. les espaces de Banach : Notion d I inverse approximée 

Soient B et C deux banach et T € (B9 C) 

1. Défi.ni tion ~ 

T a un inverse approximé si on peut trouver une famille 

telle que 

b) T o T ➔ Io(B) soit V'x E B T o T(x) ➔ x 
a a 

2o Remarque (1) z 

Si l!T Ils$ 1 alors a) et b) entraînent que IIT Il= 1 • 
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Donc les fonctions T pour lesquelles on parlera d I inverse approximée ne di.~ 

minuent pas la norme~ 

Exemple ~ Considérons 1 1 injection canonique T de C("l(J espace des fonc~ 

tions continues sur le tore dans L ® ('J) espace des classes de foncti.ons corn~ 

pl.ex.es mesurables (au sens de Haar) et bornées muni# de la norme 

en mesure 

Théorème 

11 f 11 = Sup I f ( s) 1 
00 

Il n 1 existe ~ S telle gue S T - I3 
0 

(en effet T 

bijective) o Cependant~ il existe ~ :rnverse approximée définle par 

T (f) = f * er r, n 

e n e. IN étant une unité approximative de L 
00 

(T) o 
n 

Notons que puisque 

Démonstration 

e 
n 

est continue 

f * e 
l!I 

donc pour tout X ET 

T (f) 
n 

donc ITn(f)(x;I ~ llfll x je (t)dt 

l 1 est aussi 

n 7 est pas 

Loo (T) 'F n 

et puisque j en:(t)dt est égal à 1 par définition d 9 une unité approximative 
T 

soit IITll~1 n 

D1 autre part Tn o T -=-?Id -6'('1'): 



A(x) •"' [Tn o T(f)J (x) ~- f(x) = 1 f(x•-t)en (t)dt 
T 

Alors I A(x) 1 ~ 1 1 [f(x,,,t)•=f(x)J en (t)dt 1 

'l 

Or f est uniformément continue sur T donc 

.. , f(x) Je (t)dt 
Tn 

Vë-;:,,O jl>O tel que lltllf<Î. ► lf(x,~t)~f(x)l<e. 

IA(x)I '!i: 1 e en (t)dt, IA(x)I <E' e 
T 

Ce résultat est valable pour un groupe compact quelconque (m~me démonstration) 

3 o Remarg ue ( 2) 

Soit ïT. 
} 

avec cc e. A. 
l. :t 

on suppose que Tf. 
1. 

et que 111r.11 ... 10 
:1 

Banach 1L e .;.i'(B. ~H ) o 
.l .1 ~l 

possède un inverse approximé 

D1 après la remarque (1) alors îf; est une isométr:iie 

Donc B est identifié à un sous espace de H 

Donc :n vérifie Il TI Il -to 1 

D'autre part 'If possède un inverse approx,mé il suffit de considérer la 

famille 

Donc ~ est une isométrie 

Application ~ algèbres t,ensorielles g so.i.ent G
1 

et G
2 

deux groupes corn•~· 
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L'injection canonique I est une isométrie (en effet :n
1 

et ,r
2 

ont des 

inverses approximés comme dans la remarque (1)) 

4o Remarque (3) g 

On peut noter qu 1 on nia pas vraiment besoin de la ''struture de groupe 01 

en effet 

[0 9 .1] ne peut pas être muni d 1une structure de groupe 

[0 9 1] peut ëtre plongé dans le groupe R 

Considérons T 

où ~([0 9 1]) d.ésigne l'espe,ce des fonctions boréliennes bornées sur [0 9 1] 

muni de la norme llf Il = Sup I f(x) [ 

On rappelle qu 1une fonct:ion f E ~ E 1 E et E 1 métrisables est di te 

borélienne si pour tout fermé F 1 de E 1 f-
1

(F 1 ) est un borélien de E 

T n 1 admet pas d 1 inverse et, IITII = 1 

Cependant T possède un inverse approximé 

On va poser T (f) 
n 

' ou e 
n 

est une unité approximative et "' f un 

prolongement de f borélienne sur [ 0 9 1] qui nous fasse sortir de 1 1 inter•-

valle 

(V 

f pourra être par exemple un prolongement par symétrieo 



On pose alors ( 
• N 

T: f) = f * e n n 
au Id.eu de f * e n 

afin que 

Ilo5 

soit bien 

une fonction continue sur [0 9 1] et non simplement continue sur un intervalle 

IV flJ 

f est bornée Sup lf(x)I -. llf11$([0
91

]) et borélienne sur un intervalle 

Par un calcul analogue à celui de la remarque (1) on montre que 

En conséquence : d 8après la remarque (2) si T est 1°injection canonique de 

t'[0 9 1] dans ll_è[0,1] Alors !!Til~ 1 et T possède un inverse apprôximé 

et est de norme $1 

Donc T®T réalise un plongement isométrique de t'[0~1J ®.i[0,1] dans 

II - Etude du problème posé 

Soient K. i 
]. 

1,2 2 compacts métrisables 

G. i -- 1 9 2 2 groupes compacts métrisables 
l. 

Considérons 

Théorème [pv 
est un morphisme isométrique d 1 algèbres de Banach 
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~ effet 
V 
p est trivialement un morphisme d'algèbres 

Montrons q_ue 
V 
p est une isométrie Ici K. et 

l 
G. 

l 
sont des espaces métri-

sables. Dans ces conditions, on sait [3] 

q_u'il existe un ensemble borélien dans 

K. q_ui rencontre chaq_ue classe d' éq_uiva-
1 

lence (associée à la surjection p.) 
l 

en 

un point et un seul. 

D'où la définition de la section borélienne a. associée à l'application sur
i 

jective pi p
1
. o a. = Io(G.) 

l l 

t(G.) 
l 

" p. 
--

1 -C(K.) 
i 

TI. 
l 

p. ___ i_....,. Loo(G.) 
l 

<.;-----------
TI. 

l 

n 

on a pi(f) = f o pi 

pi (g) = g O 0 i 

D'où p. o p. (r) = f o p. o a. = f 
l l l i 

V Il p. Il = Sup !Ir o p. llg(K ) 
i Il f ""1 i i 

Or !Ir o pi 11.o(K.) = Sup l r o pi(x)! ~ !Ir Il 
v i xEK. 

V 

Donc l!Pi!l ~ 1 

i 

D'autre part 
V 
pi possède un inverse approximé 

On sait par des considérations analogues à celles de la remarq_ue 1 q_ue 

TI. = p. op. injection canonique de {J(G.) dans L
00

(G.) admet un 
l l i l i 

inverse approximé 
(i) 

TI n 
tel q_ue 

où 
i 

e 
n 

est une unité approximative dans 

(i) t . . , d v 
TI op. es un inverse approxime e p

1
. 

n l 



a) 
H ( i) 
01{ op.'ll,s;l 

n J. 
en effet Il ,/i) o p. 11 ~ Il n(i) 11 11 p.' 11 

n 1. n 1. 

1 p.° 1 = Sup Il f O (J. Il 
1 llf Il:$. 1 

1 
oo 

Or et llf o cr. 11 
1. 

00 

= Sup I f o cr-. (x) 1 .,s;; Il f' 1 
l. 

X 

Donc l!Pi Il ~ 1 

D1autre part 1{(i) 
n 

est l'inverse approximé de 

b) 

Ceci est évident par construction: 

IL7 

(") " ,.,(ï} 
1î 1. o p. o p. = " o 7f --il" r8 puisque 
n 1 1 n i 

7{( i) 
n 

est 1~inverse ap-

proximé de 1l. 
l. 

Conclusion 

V 'I 

Il p. Il ~ 1 et p. possède un inverse approximé 
1. l. 

V V 
est une isométrie et p = p

1
®p

2 
est aussi une isométrie 

A 

III - Etude dvun exemple! plongement isométrique .92. f?(T) ® -&(T) dans 

1., Définition de 

Soit Z(2) 

la commodité 

D 
œ 

e(n ) @ e(n ) 
œ ro 

groupe à deux élémènts que nous noterons O et 1 ou! 1 selon 

CD 

Par définition l> = TT
1 

Z.(2) ={a:= (oc
1

,oc2 .,,,~.a:. ,,,,,,,) a:k = 0 ou 1Î 
00 J= J . J J 

D. est compact métrisable totalement discontinu (s'il est muni de la topolo
oo 

gie produit) 

En effet g 
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Z.(2) est muni de la topologie discrète 
J 

Z. (2) est compact et totalement discontinu (évident) 
J 

Il est métrisable 8.(0 90) = 0 
J 

8.(191) = 0 
J 

D0 où D muni de la topologie produit est un groupe compact (théorème de 
QI) 

Tychono:ff) métrisable 

On sait d 1après un résultat de topologie que t..(0 9Q:) est compatible avec la 

topologie produito 

D'autre part si on ëxamine les ouverts de l'espace produit on voit que D 
(D 

est totalement discontinu et sans point isoléo 

2,, Etude du plongement 

On sait que 1. quel que soit K compact métrisable 9 il est homéomorphe à un 

sous espace du cube IN [0 9 1] donc il existe une surjection D ..........,.K 
00 

On veut démontrer que est une isométrie~ 

ro oc. 
D I •-" I ov 1J l>-T Sc~) = Z:" -4 (lt. := 0 ou 1 

00 
d p j~ 2J J 

(développement binaire duun nombre} 

d est surjective ~ elle es~ rç-ts4ritl>iunivoque 9 à un ensemble 

dénombrable près,, 

La section borélienne associée à d est évidente foi (on utilise le dévelop-

pement binaire d 0un nombre) 
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en conséquence 

V V A 

d ®d est une isométrie : t'(T) œ> -B('f) •~ f(D ) ® -C(D ) 
(l) 00 

IV= Etude du morphisme 
V 
p 

V 
Comment se transportent par p les problèmes de synthèse et de calcul 

symbolique? 

1,, Position du ~roblème pour le calcui symbolique 

a) définition du càlëul symbolique 

Soit é! définie sur un ensemble Di du plan complexe 

On dit que ½ opère dans une classe de fonctions H si Vf e. H à valeurs 

dans D~ la fonction composée 9: o f o.rpQ-~Me-n t di:. H ., 

Soit B une algèbre de Banach 

,., 
?'llB son spectre alors B('lllB) ~ ...... -8(~ 9©) 

Le calcul symbolique sur B est la recherche des fonctions g? qui opèrent 

Si K est une partie du plan complexe le càl::ml symbolique sur K e-st. 

L -C(1<)}' g? E: €{K9<V) tq "" --;,- ~ 0 f r {. [;"r e. B "' E. B""} 
. ('Jlt.B) c. K 

b) problème posé g (il sera abordé plus tard) 

Soit K un compact et soit B(K) c C(K) une algèbre de Banach de fonctions 

sur K I unitaire 9 régulière 9 symétrique dont le spectre puisse sgidentifier 

à K 

Soit 
2 f g F c <C - (0 telle que \If e:. B(K) f(K) c. F alors f o f e. B(K) 
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Alors si B 1 (Kî) est une sous algèbre de B (K) 9 ~ opère~t-il aussi sur 

On abordera dans la suite du cours le cas particulier des algèbres tensorielles 

et d'une sous algèbre donnée par un morphisme 

2,, Problème de synthèse dans ~~algèbre 

Soient R1 et R
2 

deux algèbres de Banach régulières unitaires telles que 

3 9 0 g R
1 
~ R

2 
injection isométrique de R

1 
dans R

2 

V 

Soit e g '11LR ->~ 

2 1 

Soit E
1 

un fermé de 'llR on définit E
2 

= e-1 (E
1

) 

R 
1 

R R 
a) Proposition I 

1
(E

1
) = {r e.R

1 
/ r(~

1
) = oJ = I 

2
(E

2
) nR

1 
= e=

1
[r 2 (E

2
)] 

Mais en g~néral on a seulement J R1 (E
1

) c e-1 [J R2 (E
2

)] 

R1 R 
En effet & r e. J (E

1
) < .. :>- 3(rn) E. r

0

1 (E
1

) 

c 0 est-à-dire e(r ) ~--=~ e(r) dans R
2
. (car e est isométrique) 

n n-oo 

et r e. e'""'1 [J R2 (E
2

)] 

b) Une condition suffisante pour que J R1 (E1) = 6 ·-1 [J R2 (Ez)l 

Définition L 0 opérateur e inverse 
. ,/ 

0 a un approx:i.m~ 0 local s 1 il existe une 

famille ea. (l( e.A tel'le que e i R ·-l>R et 
CL 2 1 

1) Il ea.11 -\\!:: 1 \Jœ e. A 
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2) 8a. o 9 ~ IS au sens de la convergence simple dans &
1 R1 

/',.._ 
3) V r 

2 
e R

2 
le compact Supp ea..(r 

2
) tend vers le compact 

V A 

8(Supp r
2

) au sens suivant on dit que si pour tout ouvert 

0, :::,K il existe Ab!, c A tel que 'voc. / A[J, 

exemple Dans le cas des algèbres tensorielles on peut toujours avoir un 

inverse approximé local 

En reprenant les notations de (II 9 § II) on va étudier le diagramme suivant 

G.) 

L oo(G1 x G2) e(o
1 

x o
2

) 
Ci>n 

1J 1 Ji 
V(G) 

1( 
L oo(G1) ® L oo(G2) 

pn 1 l p 
1l'n 

p 

V(K) 

Notations 

- 1t 9 p 9 p réalisant les plongements isométriques déjà étudié-s 

I\ 

- J le plongement à norme décroissante de t'(G
1

) © 'G'(G
2

) dans -C(G
1 

li G
2

) 

(cfo chapitre I g norme projective ~ norme injective) 

inverse approximé .w = f * e n Il 
où e 

Il 
est une unité approximativeo 



- alors définissons un inverse approximé de 1C g 

ciest n tel que 
n 

-on en déduit un inverse 

on a p 0 
V 
p = 1l alors 

approximé pour 

1 pn = 7tn o 

pn est-il ~ inverse approximé local ? 

V 
noté 

V 
p pn 

pl 

Pour voir cela il suffit de vérifier la condition suivante z 

/'--. 
'vf e. V(K) alors le compact Supp [ pn (f)] tend vers le compact 

" 
On note que (p) transposée de 

V 
p c'est p (évident) 

II.12 

V "" 

(p)(Supp f) 

Dîautre part J peut ~tre identifié à la représentation de Gelfand de V(K) 

en conséquence 

<' p (f) = (J o pv) (f) = (J o 7( o p) (f) = (w o J 0 o p) (f) 
n n n n 

,. 
et en identifiant f à f on se ramène à démontrer 

}gf e. V(K) alors Supp [(co o J 1 o p) (f)] -=?- p[Supp(f)] 
n 

Pour cela on va utiliser le lemme suivant g 

Lemme g Vf e V(K) 
alors [J 0 o p(f)] (g) = 0 

V g f p Supp(f) 

en effet~ 

Si g 1 p[Supp(f)] alors puisque p est surjective 

jk e K
1 

x K
2 

tel que g = p(k) avec k f-Supp(f) 

c'est-à-dire f(k) ~ 0 
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Considérons 1 1 isométrie p .g f •--+ p(f) 

A l'aide de p on associe à la valeur de f en k la valeur de p(f) en 

g = p(k) et comme f(k} = 0 et que p est une isométrie 

p(f)(g) = 0 

D~où puisque J' ne change pas le support 

[JR O p(f)](g) = Û 

Conséquence * 'ï/ f e V(K) et g telle que g ~ p(Supp f) on a 

[ - J .l"'-( o, n o Ji o p) (f) {g) 0 Donc Supp pn (f) c p(Supp f) 

~ 
et alors Supp p (.f) ~ p(Supp f) 

n 

Propositiop g [ Si e a un inverse approxim~ local alors 

R1 , -1rR2 J 
Il. suffit de montrer que J (E

1
) ::;::, e LJ (E

2
) 

1 f R2 ] R2 R2 
r e.8- LJ (E

2
) 8(r) E: J (E

2
)~3Yn,Yn e I (E

2
) tq y ---,,. e(r) 

n 

\J ~ :,,, 0 3 A tq a. f. A 119,,, o 0(r) - r ff < ~
2 

av après définition -2-
2 O!. ()( ..... 

On fixe a alors V!::.. > 0 3 N 
2 

définition •-1-

n? N > Il& o 9(r) - 8 (y )Il< ·~2 dîaprès 
o:. « n 

R1 
Pour que r e J (E

1
) il suffit de montrer qu 1à partir d 1un certain rang les 

/"-.. 
donc que le noyau de ea..(yn) est un voisinage de E1 ou 

A V 1\ 

Or le support de yn est disjoint de E2 donc 8(Supp yn) est disjoint deE
1 



niautre part g 

/'--.. V /\ 

Supp 9,,,{y ) ---+ 8(Supp y ) 
.... n n 

d 1un certain rang 

- Intér@t de cette proposition 

comme on a toujours 

R 
I 1 (E) 

1 

On remarque que 

IL14 

à partir 

l)onc sRil y a défaut de synthèse dans la npetite" algèbre R
1 

(L,eo? siil 

R R 
existe un fermé E de ~ Lq J 1 (E)-/: I 1 (E)) alors il y a aussi défaut 

1 

de synthèse dans R
2 

o 



Chapitre III 

LieE_~vec lîAnalyse Harmonique : 

Réalisation dRune algèbre de restriction 

~ la forme d~une algèbre tensorielle 

Rappelons les définitions ~ A(G) et ~ A(E) 

Soit G un groupe topologiq1;1.e localement compact commutatif 

G groupe dual ou groupe des représentations continues de G dans le 

groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 ou groupe des carac-

.. 
G muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact ést 

un groupe topologique localement compact" 

On désigne par .A(G) l'algèbre des fonctions continues sur G transformées 

de Fourier de fonctions sommables sur G pour la mesure de Haar 

1 A(G) = "'f L (G) 

A 

f(x) 

A(E) ou algèbre de restriction g 

Soit E un fermé de G 

A(E) = { 'f à valeurs complexes telles que 

f(1) (-x, 'X.)dl 

'X. e. G 

A(E) est isométrique à A(G)/,(E) oh J(E) est l'idéal des 
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éléments de A(G) nuls sur E 

I - Définitions ,tl propriétés de parties remarquables dans~ groupe 

1,, Ensemble de Helson 

Soit G un groupe localement compact abélien 

E compact E c G 

E est de Helson ( , A(E) = €(E~O) et les normes sont équivalentes (ré-

sultat de la théorie générale des algèbres de Banach) 

Plus précisément 

8fl
00

..;;; llfl!A(E) car la transformation de Fourier fait décroitre la norme 

Donc dire que les normes sont équivalentes ciest dire il existe k,.. 0 

tel que 

2o Ense~ble de Kronecker 

G groupe localement compact abélien 

E compact c. G toute fonction 

continue sur E de module 1 peut être 

approchée uniformément sur E par des 

caractères de G 

Propriété g Un eJ1semble compact de Kronecker est de Hel.son 

( cf DLul're. de.~ons: tro.h'on clQ.ns !} J ) 
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Démonstration Nous allons utiliser le résultat suivant de Banach 

Soient E et F deux espaces de Banach, U et V leurs boules unités~ 

u application linéaire de E dans F telle que u(U) soit une partie 

partout dense de V alors u est un homomorphisme métrique de E sur F o 

Ici nous allons seulement faire la démonstration dans le cas oà G compact, 

car alors G est discret~ il suffit donc de pouvoir démontrer que toute 

fonction continue de [~(E)] 1 boule unité de €(E) peut s 1 écrire comme 

/ . ' ser1~ absolument sommable de ca,racteres o 

Soit f ~ [€(E)J
1 

si f ne s'annule pas on peut toujours considérer 

f 
f1+f2 
-2-

Par hypothèse f
1 

et f
2 

peuvent être approchées unifor-

mément sur E par des caractères de G donc f peut 

être approché uniformément par des combinaisons linéaires 

de caractèreso 

Si f s 1annule 1 alors on approche par des fonctions qui ne s'annulent pas 

Remarque pour un Kronecker E compact on a donc A(E) isomorphe et iso~ 

métrique à 'G'(E) 

3. Ensemble indépendant la terminologie n'est pas bien fixée à ce sujeto 

Nous allons donner et comparer plusieurs définitions 

a) sur R d'abord, considéré comme espace vectoriel sur 42 
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X CR X indépendant <===) X système libre sur ~ 

Il est clair que cette définition ne peut pas convenir pour un 

groupe abélien quelconqueo Nous dirons donc g 

b) Soit G un groupe abélien 

XcG X indépendant < >-(z: n« X« ·-· 0 (: > \Jet n(){ = 0 

a. E.A 

card A < + 00 

Alors les X CR indépendants au sens a) et au sens b) coincidento 

Cependant, à l'aide de cette deuxième définition 9 on ne peut rien dire sur 

l'indépendance dans un groupe qui a beaucoup de torsion g 

Dans un module E sur un anneau intègre A on appelle S"OUS module de 

torsion de E i le sous module de E formé des éléments non libreso 

E~ module de torsion (==9 \/ x e. E a t, 0 tel que ax - 0 

La torsion diun groupe est celle du groupe envisagé comme Z-module 

ro 
par exemple dans D - Jf

1 
Z.(2) 

00 J= J 

c) G. groupe abélien g 

aucun x e D nu est indépendant car 2x _, 0 
ro 

X c G X indépendant < · . > (L, n0t xo:: - 0 < > 11cc. x<X = 0 \/Q ) 
O! e.A 

card A<+ oo 

Nous ne nous servirons pas de la formulation c) mais de conditions moins 

fortes cependant suffisantes 



Nous utiliserons donc d'une part 1•indé~endance au sens b) et aussi la 

:p-indépendance au sens suivant 

d) G abélien 

XcG X est p indépendant I:n X =Ü ► n = 0 mod p 
(=} n EZ a a ex 

p premier cx~A 
card A < + 00 

On remarque que la forme d) est suffisante pour qu'il existe des :x: v 

p-indépendants dans D 
00 

Propriété ~ !Dans un groupe abélien localement compact G 

lTout ensemble de Kronecker est indépendant 

III.5 

Démonstration Soit ki : i = 1 9200• n un ensemble fini quelconque de points 

n 
de K tels que z= 

1 
n. k. = O 

1 ]. 

Alors pour tout caractère 

n 

X sur 

Soit JT [x(ki)Jni __ 1 
1,::::1 

Or K est de Kronecker. 

G on a 

Pour toute fonction f continue de module 1 on a 

n 
Tf f(kiti - 1 
i=1 

Ce qui ne peut être réalisé que si 

Donc K est indépendant. 

k.) = 1 
1 
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On. remarque que le Kronecker K ne contient pas d 11élément d~ordre fini.,, En 

conséquence dans les groupes d 1 ordre borné, il•nuy a pas d'ensembles de 

Kroneckero On va alors définir l,es ensembles de type' K 
p 

4,, Ensemble E de tvne K i 
-·~ p 

On no-te Z(p) le sous groupe cyclique c'Pordre p ·(premier)'•du tore,, 

Z(p) = { exp ~ütj /q 0 ~ j"" q-tj 
,k 

E c G est dit de type K p ? 2 <=> f(E 9 Z(p)) G/E 
p 

où = ensemble des restrictions à E des caractères de 

On peut remarquer 9 en appliquant le raisonnemént utilisé dans la démpnstra~ 

tion précédente que les ensembles de type K sont des ensembles indépen
P 

dants (au sens III 9 L3 d) et contiennent u:tüquement des éléments d I ordre p o 

Propriété g Un ensemble E compact de type 

Démonstration; analogue à celle du Ilit I 1 2 

K est de Helson 
p 

Nous ne ferons la démonstration que dans le cas où G est compact 

Soit f e. [ C(E)] 
1 

(boule uni té de 'G'(E)) et soit la boule de 'G'(E) de 

rayon R plus grand que 1 telle que f appartienne à la fermeture convexe 

de l'ensemble constitué par les applications IX • 
.1 

homomorphismes. de G 

dans R If Z(p) 

Alors où 

1es Q'.. sont 9 à une constante multiplica•
J 

E 
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tive près R, des caractères de G 

caractère 

en conséquence ~(E) et A(E) sont 

isomorphes 

Ils ~ sont ~ isométriques 

La plus grande valeur de R que 1°on puisse rencontrer correspond au cas où 

il n 1y a que trois fonctions <t. 
J 

La fermeture convexe des ~. est alors un triangle et si 1°on veut que toute 
J 

la bll;rnle unité de €(E) soit dedans :il 

faut prendre 

Ceci entraîne 

D0 où llfllA(E) ~ 2 

Or llfll ._ 1 D0 où 
00 

½ Il f U A(E) ~ Ufll ~ llfllA(E) 00 

5. Etude des ensembles finis indépendants 

Théorème Soit un ensemble fini E indépendant dans G localement compact 

abélien 

a) Si tout x e:E• est d 11ordre :infini E est un Kroneckero 

b) Si tout x e E est d 1 ordre fini p alors E est de type K o 
p 



Démo.nstration H le sous groupe de 

dré par E io.e l tensemble des combinaiso.ns linéaires 

-z= n. :li:.~ n. e: Z 
.•. . 1 l. l. 

G 

Soit :f ùne :fonction qqelconque définie sur E et à valeurs dans T 

Soit p 1iextension de :f à H par linéarité i 

f(x.) = f'(x.) 
. l. 1 

Or 'lx '= H\ x =Ln. x. et c~ développement est unique 
1 l. 

on pose 

T est divisible (un groupe abélien D est divisible si Vx e. D et 

Vn /: 0 j y e. D tq n y = x) 

IIL,8 

engen-

Dans ce cas là on sait que 1°on peut étendre J en un homomorphisme que 

nous noterons toujours f de G tout entier dans T Q 

(Démonstration analogue à celle du théorème de Hahn Banach) 

t est donc un caractère (peut~ ~tre non continu) de G 

. Nous allons utiliser la notion de compactifié de Bohr d iun groupe abélien 

localement compact ([4] p.,, 31) 

On sait que l'ensemble r de tous les caractères continus d 0un groupe est 

partout dense dans 1 'ensemble des caractères f ( continus ou non) 

L~ensemble de tous les caractères Ji muni de la topologie de la convergence 

simple est appelé compactifié de Bohr de f 
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Donc il existe un caractère 'J. continu de G tel que 

1 ~(x) - X(x)I < e sur E 

Envisageons ~ ~ ~ suivants g 

a) Si tout x e E est atordre infini g,Puisque l'ensemble de définition est 

fini f est continue sur E et il existe un caractère X continu de G 

qui approxime f uniformément sur E,, Donc E est un Kronecker 

b) Si tout x e E est d 1ordre fini p 

\lx px= 0 

Or t est un homomorphisme donc f(px) = 1 = [f(x)] p 

Donc ici f prend ses valeurs dans ~Z(p)o 

Or ici puisque tout caractère X est un homomorphisme continu 

Vx e E 1(px) = 1 donc X;E prend ses valeurs dans Z(p) 

Donc à condition de choisir E. suffisamment petit 1 le caractère l est égal 

à, f sur E ,, 

~one 'E est un ensemble de type 

II - Existence d~ensembles de Kronecker parfaits 

Définition d 1un ensemble de Cantor E 

K 
p 

On démontre en topologie que les trois propriétés suivantes 

1) E métrisable 

2) E totalement discontinu 
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3) E parfait (c 8 est-àr-dire compact sans point isolé) 

caractérisent un espace topologique E à un homéomorphisme prèso 

(X) 

Exemple E est réalisé par D 
00 

..•. }J zj_(2) ou par 1 1 ensemble 11triadique n 

de Cantor· ou par D p 
p 

00 

entier ~ 2 D - .TT
1 

Z. (p) 
p J= J 

où Z(p) est le sous 

groupe cyclique de T d 11ordre p" 

On cherche des ensembles de Cantor qui soient ou de Kronecker, ou de type 

On va montrer qu 8 on peut en trouver dans tout groupe non discret localement 

compact abéliena 

Plus précisément G groupe localement compact est un !-groupe si 

et seulement si tout voisinage de O contient un élément d 1ordre infini 

Théorème 

K 
p 

1) Tout !-groupe localement compact abélien contient un ensemble de Cantor 

qui ·est un Kronecker 

2) Si G localement compact abélien non discret et si G n'est pas un 

!-groupe alors G contient un ensemble de Cantor de type 

convenable,, 

Démonstration g Voir [4] page 1000 

K. pour un p 
p 

Remarque g 1) ]) 1après la fin du I tout ensemble fini indépendant est ou 

bien un Kronecker ou bien un ensemble de type K 
p " 

D~où des exemples très simples de Kronecker et d'ensemble~ de type K 
p 
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2) Pour l'assertion 2) du théorème on notera dgaprès [4] que 

tout groupe répondant aux hypothèses contient un ensemble D 
p 

pour un p 

particulier et que c 1est dans D qu 1on cherche l'ensemble de type K " 
p p 

III - Application~ réalisation d 8une algèbre de restriction 

Soit G un groupe compact abélien qui s 1 écrit G = G
1

ir G
2 

Soient E. c G. 
1 l. 

A 

E. 
1. 

de Kronecker ou de type K 
p 

Alors A(E) et A(E1) ®A(E2) sont isométriques (voir démonstration plus 

loin dans un cas plus général) 

Application~ On a vu que tout groupe localement compact abélien non discret 

contient un Kronecker de Cantor ou bien un Cantor de type 

Plaçons nous dans le 1er cas E
1 

et E
2 

de Kronecker 

K 
p 

sont réalisés par D et puisque tout 
00 

Kronecker est de Helson A(E.) = t'(E. ,c) E = E
1 

I{ E
2 ::l ;1 

A 
D1où A(E) = f(D) ® (D) = V(D) 

00 00 CD 

Dans k ~ ~ g Si E~ est un Cantor de type K alors 
p 

èt 
A 

A(E t E) = -e'(E) e -f?(R) = V(E) 
1 $. 1 ~ 

Ponc pour tout groupe compact abélien (au moinsda,n~ 1e cas où il se met 

sous la forme G
1

x G
2

) il existe une algèbre de restriction qui se réalise 

en V(E) 
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On pourra par 1vétude de V(E) tirer des renseignements sur A(G)c 

IV~~ général 

On voudrait se débarraser de la condition: G est sous la forme G
1 

11 G
2 

" 

Soit G un groupe compact abélien 

Théorème g a) Soient K. 
l, 

K c G 9 K. Kronecker 
i 1

· tou de type' K ) 
p 

1) deux à deux disjoints 

n 
2) K = UK Kronecker (ou de type K) 

1 i p 

b) Soient G (K.) = groupe engendré par K. 
p J J 

00 

G (KJ ~ U (n K. = n K.) avec n X= {x 1 
+,,,,,,+x e.G/ X. e xJ 

p J n=1 J J n J 

c) Soient E. C G (K.) tels qué compact 
J p J 

N. 
2\ E C \.EJ ( K - n K ) / j 1 n j j 

Nous allons aborder le cas où K. e,_-,s t. de Kronecker,., Le cas où K. est de 

type K 
p 

l 1 

est parallèle o 

Remarque La notion de Kronecker -e-~t dans un certain sens une indépendance 

topologique,., 

On utilise cette notion en b) 

L1hypothèse c) 2) n 1 est pas capitale mais elle évite des ennuis topologiques~ 
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Démonstration g 

est biunivoque" 

En effet G (K.) et G (K.) pour i t j ont une intersection réduite à 
p l p J 

et comme K. U K. 

est de Kronecker donc indépendant il vient n = n = 0 
P e 

l. J 

en conséquence G (K
1

) + G (K
2

)+,,.,,,+ G {K) +-l> G (K
1

) l( G (K
2

)1100-<> G (K) 
p p pn p p pn 

1ère étape de~ démonstration g 

Soit f e A(G) 
J 

alors puisque G est discret 

On définit une application Â de A(G) dans û.(Ë) g 

On la définit diabord sur les caractères 

où X;E. désigne la restriction de 
:t 

On a ainsi une application de norme 1 o 

On 1 1étend à A(G) par linéaritéo 

l à E. 
l, 

or Â est nulle ~ ~(E) g 

en effet 1(E) étant 1 1 idéal des 

:fonctions nulles sur E on ai 
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f E. HE) alors pour 

Or 

Or les caractères sont multiplicatifs donc 

D11où Âf(e) "" 0 pour tout e E. E donc Vf E. 3(E) 

. 
Soit i\ 1 11 application injective associée à Â par le passage au quotient 

A(G) -----> A(G) /j(E) 

. 
l fait décroître la norme g 

• N 

en eff.et z A est 111application qui à f e. A(E
1
+E

2
+'0"" En) associe 

f est une classe d'équivalence de fonctions de A(G) 

(IJ 

F e. Li(E) 

F(e 1 Je 2 J<>oo e ) ==[:,.OC'/. X(e 1 +ooo+ e ) = L,. C( Ï (e 1) 1(e 2) "·'"' 1(e ) 
n 'X,taG n 'X."G'X. n 

\/ e: ,..0 il e.xiste un dévèloppement de f tel que L l<k'X.I E llfllA(E) + € 

. 
i\ fait décroître la norme 

. 
2ème étapÊ! ~ la démonstration g À est surjective et isométrique 

On Va uti.lisèr le théorème de Banach énoncé au I , .2. " 

. 
Ici pour démontrer que Â est surjective et :isométrique il suffit de d'êmon-
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" trer que li image par À de la boule unité de A(E) est dense dans la boule 

N ~ 

unité de Ci(E) ( densité par rapport à la t.opologie de Q.(E) o) 

,., 
Or un élément de la boule unité de G:.(E) est un produit tensoriel de la 

00 

forme où f(i) 
j 

appartient à la boule unité de 

avec 2: !À.I ~ 1+c: e dépendant du développement de F 

Il suffit de savoir approcher un monome par une image 

par ~- d 1un élément de la boule unité de A(E)o 

Il suffit même de savoir approcher les monomes de la forme suivante 

1 étant la notation représentant la fonction constante et égale à 1 et 

(i) 
f .. 

J 
étant toujours un élément quelconque de la boule uni té de A(E.) 

l. 

On se ramène ensuite au cas précédent en faisant le produit dans l 1 algèbre 

tensorielle. 

On remarque que 

où 

(i) 
élément de la boule unité de A(E .. ) 

J. 

désigne la restriction du caractère X à E. 
l 

s'écrit g 

Il suffira donc d'approcher ~ = 1Q5l 1 ® •"• Q9 XjE. 01 o•o Q91 
1. 

Il faut donc approcher ~ par un élément de la forme ':I! /E ® ':I! /E ® ••• ® ':I! /E 
1 2 n 
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où 1f est un caractère de G ., 

Gas partic.uliers 1) E
1 

= K
1 

Kronecker compact 

E
2 

= K2 Kronecker compact 

K
1 

U K
2 

Kronecker 

Dans ce cas précis on sait que A(K.) 
J. 

et t'(K.) 
l 

sont isomorphes isométri-

quement de même que 

( cf I-2..) 

On veut approcher 

Considérons la fonction 1jl continue sur K
1 

U K
2 

telle que 1jl et X coin-

cident sur K
1 

et 11' soit constante et égale à 1 sur K
2 

Alors Il 1f Il = 1 

Puisque K
1

VK
2 

est un Kronecker, l de norme 1 est approchable par des 

caractères uniformément sur K
1

U K
2 

o 

Or ici approcher dans la norme uniforme ou dans la norme de A(K
1 

U K
2

) 

c 1est la même chose 

D1 où 3 e) caractère tel que 

Dans ce cas simple on peut même approcher directement Î/K ® ~/K 
1 . 2 

où Ï et '0 sont des caractères de G G 

en effet on considère alors la fonction p continue qui coïncide avec X 



sur K 
1 

tèreso 

et avec z-

2) E1 est compact 

E2 est compact 
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D il= 1 et p est approchable par des carac-

de type :: l de type 

Alors E1 et E2 sont de Helson et A(E.) et Ç(E.) sont isomorphes et 
1, J. 

de métriques équivalenteso On trouverait les m~mes résultats 

3) Cas général: pour la simplicité de l'exposé on se limite à deux 

ensembles E
1 

et E
2 

On veut approcher par un caractère 

Soit f la fonction continue coïncide avec i 
sur E

1 
et qui vaut 1 sur E

2 

D'après 1) on sait approcher (dans la norme uniforme et sur K
1

U K
2 

unique-

ment) ip par le caractère e o 

Mais ici on sait que E. C 
J. 

Ni 

u 
n=1 

(n K. - n K.) 
J. J. 

x=ck?) 
En conséquence 

1jl est toujours de norme 1o On saura donc l'approcher uniformément sur 
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E
1 

U E
2 

par des caractères. 

Or on a besoin d O approcher (j; en norme de A(E
1 

U E
2

) ; on utïlisera la pro

position suivante qui sera dJmontrée chap. IV reje. 5" ro.~e. 5 

Proposition~ Soit E un compact d 1 un groupe abélien compact G 

V € > o { 3 ri > o tel que V Xv 'h,. 

a.lt.?r.9 Il X1 - X2 IJ A(E) ~ e 



Chapitre IV 

Problème de la synthèse spectrale 

So.it B une algèbre de Banach commutative unitaire, régulière~ semi-

simple« PM(B) 9 espace des pseudo-mesures sur B désigne le dual de B,, 

Support d 1 une psÈrndo=mesure S E. PM(B) [ 10] 

Soit cr la famille des fermés F de IJJl,B tels que 

Vx E. B Supp ~ n F = f6 ' > <. s 9X > ::::: 0 

On démon:t;re que (J'"" est stable par intersection., 

Le support de S est f) F o 
0- ; c 1est le plus petit élément de cr-" 

Si S est une distributionl>F est aussi son support en tant que distribu

"' 

Définition ~ Soit E un fermé de <ffi.,B " 

PM{E) désigne l? ensemble des pseudo,=mesures de . B dont le support est 

inclus dans E,, 

Proposition g Soit E un fermé de 'lîLB " E est de synthèse si et seulement 

l. 
PM(E) = I(E) " 

On a donc 

J (E) = î O {El "'' { X E. B I Supp i n E '~ f6 J 
l. 

PM(E) "" J(E) 

Il V! l. l. 
E est de synthèse équivaut à I(E) = J(E)~ donc à I(E) = J(E) (car 

[ I (E)J.. ].L = I (E) d I après le théorème de Hahn-Banach)" 



Définitions g $ E. PM(E) est synthésable E si 

X E. I(E) est synthésable E si x e. J(E)" 

exemple ~ toute mesure est synthésable ~ .!.2E:. support g 

Soit B ==· &'(K) K compact 

Le support de S e. M(K) est le plus pet:1,:; fermé E c K tel que 

fE.I(E)< >f(E)=O< ;;>fE.{gEG'(K)ISuppgOE=fiSJ ><S,f>=O 

. 
Remarque i · A toute mesure p.. sur ~ on peut as$ocier une pseudo-mesure fL 

On a évidemment Supp ~ ~ Supp ~ o 

On désigne par M(E) les mesures de M(?/L-B) dont le support est inclus 

dans E c. 'ffl.B ,, 

Proposition g S E. PM(E) · est synthésable ~ . E si et, seulement fi, 
1 

il existe ~ 

suite (fLoc) E. M(E) telle gy.e (/L
0
J ~· faiblement ~ Sa 

<= Vx e. I(E) 

donc 

··==? on suppose que S j M
0

(E) 

Dfaprès le théorème de Hahn-Banach 

3 X E. PM(B) 0 



or B = PM(B)? - 0 

S ne peut ~tre synthésableo 

exemple g Soit B = !;0
1 

('f) algèbre des fonctions dérivables sur le tore,., La dis

tribution 81 ~ <Si 9 f > "'' f ~ (0) est une pseudo-mesure sur ;D
1 

('I') , de support 

Il existe f e.~
1 

('1') telle que f(O) ""' 0 et f 1 (0) ,/:, o., 

Su nRest donc pas synthésable sur {o} et ne peut ~tre approchée par des me

sures de support {oJ ~ On démontre par contre que gu peut ~tre approchée sur 

[ - € 9 ê J par des mesures de support C. [ - € , ê ] c u est-à-dire que ~ 1 est syn-

thé sable sur [ - € ~ ê] .o 

On se place désormais dans le cas où B = A(G) avec ou On 

sait que A(G) est isomorphe à L
1(G) et a pour spectre Go On note PM(G) 

1 1 espace des pseudo,~•mesures sur A(G)o E f ·t .G = Dn n ai. 9 pour - v;1, A(G) n 1 est pas 

unitaire et il faudrait considérer A(GUm) o On supposera que les pseudo-

mesures sont à support compact ne contenant pas le point à 1uinfini.., 

Comme "4-(G) .:::>;è)(G) (espace des fonct.:ions indéfiniment dérivables à support 

compact) ces pseudo-mesures sont des distributions à support c.ompact,, 

Dé.finition g La transformée de Pourier d uune pseudo-mesure S de A(G) . à sup-

/A 

port compact est définie par S(ï.) = < S 9 'Y.:> 

Elle coïncide avec sa transformée de Pourier en tant que distributionn 
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Théorème~ Une distribution à support compact est unè pseudo-mesure de A(G) 

n n 
{G ::::::i'J'l" 22, R ) si et seulement si ~ transformée de Fourier ~ bornéeo 

:::::;=}-Soit S E. PM(G) 

"" 
Il s(XH ~ Il slPM(G) Il Xl~(G) ~Ils Il<- oo" 

" < Soit s une distribution à support compact telle que Il SIi <. 01) e 
00 

S est une forme linéaire sur ;i){G) continue sur i)(G) pour la topologie de 

A(G) : en effet 

~ & ~ A ~ 

1 < S 9 f > 1 = I< S9f >I ~ IISllcollfllL
1

(Ô) = us IJ»llfl!A(G) 

:P'après le théorème de Hahn:-Banach 9 S se prolonge donc en pseudo-mesure sur 

A(G) , t 

Définition g Un compact E C.G (groupe compact abélien) est dit~ vraie 

pseudo-mesure si PM(E) = M(E) 9 PM(E) désignant les pseudo-mesures ~ A(G) 

à support dans E,, 

exemple i On considère li algèbre A(f) et E = { xJ 9 x e. f., 

Soit S une pseudo-•mesure de support {x J o S étant une distribution est 

~ p . 
S(n} = L a,(2:i:lrn)Jo 

j=O J 

p 0 

de la forme La. Sf~)o Sa transformée de Fourier est 
j=O J . 

est une mesure sur "' "" g S(n) doit $tre bornées donc S(n) =a et s - s -· " ·o X 

Théorème un ensemble de Kronecker ------ K compact inclus dans 1 est sans vraie 

pseµdo-mesure,, 
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- K est totalement discontinu, c'est-à-dire la composante connexe de tout point 

de K est réduite à ce point , sinon K contiendrait :un intervalle [xy] 

avec x, y rationnels. Alors il exürterai t À E Q tel que À.X + ( 1-À)y = 0 et 

K ne pourrait être indépendant~ 
~ c\l M,()'11,Sh-a t)o\11, uhl,se.ra lc:i rrorotiho~ suiv,qrJe.: 

Proposition~ Soit E compact d'un groupe abélien compact G. Etant donné un 

nombre ë >.O" 

D'après l'étude de la dualité dans les Banachs, 

f E B Il f li B = sup 
si o 
srn 1 

I< f,S >I 
Il s Il 

Comme, A(E) c PM(E) et Il S Il A(E) 1 ~ Il S Il PM , on a 

11:'f l~(E) = sup 
SEA(E) 1 

trer que ~ SE PM(E) ' 

Lemme 1 ~ V c: > o 3 ô 

et 1 - e 
ix 

- f(x) = 0 

" A -
1 ~ ( X

1 
) - ~ ( x2 ) 1 ~ ë lis 11 • 

0 < 'TI: 

ô ~ 4 ' ]f E A(T) 

Vx E [-ô ~ +ô] 

Soit m. E lN ; Vx E [- ~ , _! ] 
· 2m 2m 

posons y= mx. 

iy CO - k 
in (iy) 

= - k=1 mk k! 
0 

ix 
1 - e = 1 - e 

il suffit donc de mon-

telle que Il fl!A(T) ~ E 

Soit g(y) E A(T) le développement en série de Fourier de y sur 

[-;, i] , on a g(y) y.• 

- .y CO k 
h (y) = 1 - elm = - L [ig(y)] E A(T) 

m k=1 mk k! . 



.y 
l-

11 1 - e m Il A(T) ~ 1 = O ( lhll A ( T) ) 
m 

Posons f(x) = hm(rnx) 

"JJ; 11 J ix sur [ - - , - f(x) = 1~e 2m 2m 
-

Il f ( x) 11 A = ~ hm ( mx) 11 A = Il hm ( x) 11 A = 0 ( ~I A) 

IV. 6 

On peut généraliser au cas d 1un groupe abélien localement compact G. 

~ 
Lemme 2 : \J s > 0 3 a > 0 Ve \J X E G .3 f E A(G) telle que 

~ 
(i) Il f Il A(G) .~ E 

(ii) 1 1 - e-iG x(x) 1 < a ~ -ie . ~ 
1 - 9 x(x) - f(x) = O 

Soit f(t) ~ra eint la fonction construite dans le lemme 1. Posons 
n 

\/.6 > 0 ] a l 1-z 1 < .a =9' 1 t 1 < ô • 

it 
avec z = e 

6 étant défini comme dans le lemme î J Vs > 0 j a 11-zl < a > 

1-z-f 
1 
(z) = o. 

Soit 
N -i9 -in0 n 
f(x)=f(e· x(x))=ra e x(x) 

1 n 
N N 

f E A(G) et Hf Il A(G) = r lanl < e • 

D'autre part 11 - e-ie x(x) l < ex: =9' 1 - e-ie x(x) - f(x) = 0 

Lemme 3 : V s > 0 
) 



Posons À.{x) = eie x,
1 

(x) - x/x) •- ei.e x
1 

(x)f(x) où f est définie CCJ.!lll!Ie dans 

le lemme 2. À,(x) ( A(G)o 

Soi. t n = inf ( E,,p où a est défini comme dans le lemme 2e ( 11 est-- indépèn'-

dant de e, x
1 

p x
2 

9 s). Si. leie x
1

(x) - x
2

(x)I = !1-e-ie x
2 

x~1 (x)I ~-YJ 

sur le support de S 9 {xi !1=e-ie x
2 
x;1 (x)I < a} est un ouvert, dépendant 

de x,
1 

et e, contènant le support de S. Sur cet ouvert À(x) = O, donc 

Démonstration du théorème g 

- Lemme 4 : Soit SE PM(T) telle que son support soit un Kronecker et telle que 

Supp S. (l Su.pp S , = ri pour j _1_ j_' . J J 'f-/ r 

,. r " 
On a évidemment Il S !L'° ~ E:-li S., !1

00 
° 

t <-J 

Il suffit donc de montrer ~ 

,. r "' 
Ils 11 ~ I: Ils. 11 - z • 

00 1 ·J 00 

3 (n J E: z ] ( e J c IR 
J J 

VE> 0 

r •e ,. r A 

!~ e1
· j s.(n.)! i ~Ils.Il - =

2
8 

o 

~ J J ~- J 00 

Le support K de S étant un Kronecker la fonction continue sur K dont 

ie. in.t 
la restriction à Supp S. est e Je J est approchée uniformément par des 

J 



.caractères 

3n E: Z 

,. 0 ô 
- s. (n) 1 ~ ô

1 
11 s. 11 ( -2 J J r 

,- . A r " r o e ,__ r A 

Alors llslloo ~ls(n)I = 1r:$.(n)I ~ rz:;e
1 

j ~J_(nJ.)I -J ~r:11~J. 1100-€ 
-1- . J 1 1 

- lemme 5 : Soit SE: PM(T), S /, 0 telle que 

(i) Supp S = K est totalement discontinu 

(ii) Pour toute décomposition 

On a 

Alors S € M(T). 

S. € PM(I) 
J 

Supp S :0 Supp -~r. 1 = ~ si j f- j' 
J J 

Soit V(K) = {f c e(r) l 3Q ouvert, , :::> Q :::> K card f(Q) < 00 } • 

V(K) est un sous~espace partout qense dans C(r) pour la convergence 

unifbrme, d 1après le théorème de Stone-Weierstrass. 

\Jf € V(K) 
V 

f = f sur un voisinage de K. 

y v 
<Svf> est indépendant de f et I= est une forme liné-

aire sur v(K). 

\fr E: V(K) \/Q ouvert tel que card f(Q) < oo Vx E f(K) qui est discret, 

Q = Q n r- 1 (x) est ouvert et K c U Q • 
x xE:f(K) x 

Les Q sont en nombre finis et disjointso 
X 



L est donc une forme linéaire sur V(K) continue pour la topologie de la 

convergence uniforme sur f;(T) D1 après le théorème de Hahn-Banach L se 

A 

prolongeenmesure µ
8 

àsupportcK sur t(T) et 11µ8 jj~!lsJI=• 
A A 

µ
8 

E PM('F) et coïncide avec S si et seulement si. Vn E z s(n) = µ;
8

(n) 

"' "" "' "" 
(en effet 9 Vf E A(f) <(s-µ

3
Lr> = <s-µ

8
9f>) 

Ve> 0 Soit 1Jf ( V(K) telle que !'l:'i = 1 
supje n - 'l:'(k)j ~ îl 
kEK 

où îl est défini par le lemme 3 pour (11" existe car V(K) est dense 

dans f!( t) )o 

Alors S =~·. S 
E K\ X 

X 1Jf J 

S E PM(T) 
X 

Supp s c KO f 1 (x.) . X 

Vx E 'l:'(K) 



,. " 
Donc I S(n) - P'.s(n) 1 ~ e .. 

Corollaire : Tout Kronecker compact de 'f est un ensemb.le de synthèse • 

.L 
M(K) c I(K) car toute mesure est synthésable sur son support. 

1 l. 
On a donc PM(K) = M(K) c I(K) c J(K) = PM(K). 

Proposition: Soit E un fermé dîun groupe compact G. 

E est de synthèse si et seulement si A(E) t = PM(E). 

- E est de synthèse~ > PM(E) 
J. 

I(EJ 

Proposition: Soit H un sous ensemble d'un groupe compact G. 

H est de Helson si et seulement si M(H) (='i?(H)') = A(H)'. 

Les normes !11-1 li M(H) et Ilµ Il [A(H)] 1 sont alors équivalentes. 

IV.10 

En effet H est de Helson~ ~A(H) =-C(H) avec des normes équivalentes. 

Corollaire : Soit E un fermé dans un groupe compact G. 

E est .sans vrai.e pseudo-mesure E est de Helson et de synthèse 

PM(E) = A(E}' = M(E) 

On a toujours M(E) c A(E) 1 c PM(E). 



Chapitre V 

Problèmes de synthèse 

I ~, L I application de Hopf 

1) Soit G un groupe compacto 

On définit les homomorphismes d 1algèbres 

f ~ Mf (Mf)(x 9y) = f(x+y) 

F ~ PF (PF) (t) = 1 F(t-xfx)dx (dx étant la mesure de Haar 
G 

sur G)o 

2) P o M(f) (t) ~ l f(t)dx ~ f(t) · P o M est l 2 identité ~ 

3) On a les inclusions suivantes (& lh:rnr U>Wlfac.,~) 

1 
L,(G)o 

V(G) = t'(G) ; e'(G) ~L 1\G) ~ Lq(G) ~ L 
2

(G) ~ L 2 (G) ~L 
1 

(G); L 
1 

(G) -;1 1 
(G ic G) 

V r,4 ~2.. 
2 A 2 

Proposition g P applique L (G) ®L (G) dans A(G) et IIPII ~ 1 

00 

Soit F = L f.~~- où f., ~- é L
2

(G) et L !If.li 2 11,.11 2 <.OO 
j~1 J J J J j J L J L 

(PF)(t) ""'1 t f.(t-x) f.(x)dx = t f. * ~.(x) 
G j=1 J J j~1 J J 

d~après le théorème de Plancherel la transformation de Fourier est une isométrie 

de 1 1 algèbre L2(G) munie du produit de convolution sur 1 1algèbre 1
2(G) 

munie du produit ordinaireo 

Donc f . * ~ . (x) = [; . 
J J J 

D1après 1iinégalité de Schwarz, 



1 "' 1 
c Uest-à-dire que f. * m. (x) e. A(G) = ~ L (G) c t'(G) c L (G) 

J i J 
00 00 ~ $, 00 

11:rF Il ~ Lllf. * f .11 .,., Lllf. Il 2 ,,, 
A(G) j=1 J J A(-G) j=1 J L (G) 

n · i 2 " = L llf · Il 2 U · Il 2 . 
JL(G) j=1 JL(G)JL(G) 

00 

or Il F Il 2 2 = inf [: 1 f . li 2 Il ~ . 11 2 L (G)~L (G) j=1 J L (G) J L (G) 
donc 

A 

De même P appHgue V(G) = C(G) ® C(G) ~ A(G) et Il PII ~ 1 

IIPF 1 :!6: Z:llr. Il 2 Il ~-11 2 ~ I:llf. Il 11 ~- 11 

A ( G) j J L ( G) J L ( G) j J t'( G) J 'G'( G) 

Il F Il · ""' inf L llf . Il Il tp. Il ~i, Il PF Il ~ Il F Il 
V(G) j J ,C(G) J -C(G) A(G) V(G) 

4) Proposition g M applique A(G) dans V(G) et li M Il .=:;: 1 o 

Soit f e: A(G) avec 

(Mf)(x 9y) = LOl.'X. X(x+y) = l:OlX Î(x) X(y) E V(G) car Xe -t(G) 

IIMf Il ~ L'.loc I c=• Il f 1 
V(G) X A(G) 

Conséguen..c.e g P o M est 1 ~ identité sur A(G) ,Paprès 2 o 

A(G) = P o M(A(G)) C P(V(G)) (duaprès 4) c. A(G) (d'après 3) 

Donc P(V(G)) = A(G) Lmais cela n 1 entra!ne pas M(A(G)) = V(G)J 

Comme Po M est une isométriew IIP o M(g) Il= llgl ~ IIM(g)II <E; ;MIi llgll 

M est donc une 1sométrieo -----
M identifie A(G) à 1 1 ensemble des fonctions de V(G) qui ne dépendent que 

de x+y; c 1est un plongement d'une algèbre de groupe dans~ algèbre ,ten-

sorielleo 



II ''" Problème de synthèse spectrale -· Théorème de Po Malliavin 

On dit que la synthèse spectrale est en défaut dans une algèbre de Banach corn-

mutat:ive régulière semi•-simple R s:i le spectre de R contient un fermé E 

qui nuest pas de synthèseo On va étudier le problème pour les algèbres A(G) 

et V(G)o 

Le raisonnement se fera en deux étapes 

1) Dès quUon a un contre exemple pour une algèbre alors la synthèse , 

est en défaut partouto 

2) On cherche une algèbre pour laquelle il nuy a pas synthèseo 

Théorème de Po Malli.av:in 

Dès que la synthèse est en défaut dans ou elle est en 

défaut dans tout A(G) pour G groupe compact infini et aussi dans tout 

V(K
1

1( K
2

) où K
1 

et K
2 

sont des ensembles parfaits métrisables,, 

1ère étape 

a} le défaut de synthèse dans A('f
3

) entraîne le défaut de synthèse dans 

V(D ) 
00 

b) ~ défaut de ~ynthèse dans V{D ) 
00 

entra:Îne le défaut de synthèse 

étude du b) 



Vo4 

où K
1 

et K
2 

sont parfaits (Le,, compacts sans point isolé) métrisables ~ 

N IV 

donc il existe K. c K. 
1. :i 

tel que K. soit parfait métrisable totalement dis
;i 

continu 

c u est-~à-dire 
rv 
K. 

], 
est homéomorphe à 

IV 
Considérons 1 1 injection canonique K. ~K. 

l l 

et le morphisme induit 

D 
00 

g est 1 u application canonique 11quotient 1u appliquant 

où 

V(K II K ) 
1 2 

sur 

est· l I idéal· d·es fonctions nulles sur 

V(D ) 
CD 

Lemme Soient R(K) une algèbre de Bana~h commutative régulière semi-simple 9 

de spectre K 9 E un fermé de K ~ 1(E) 1 1 idéal des fonctions nulles sur E 

et R(E) = R(K)/1{E) 

S I il y a défaut de synthèse de,ns 1 u algèbre quotient R(E), alors il y a dé-

faut de synthèse dans R(K) 

En effet Si R(E) est de non synthèsef il existe un ensemble E
1 

fermé de 

son spectre E tel que 

et f f ~(E) (E ) 
1 

c 1 est-à-dire (en identifiant f à sa transformée de Gelfand) 

Il existe f nulle sur E
1 

telle que f ne soit pas approchable par des 

fonctions nulles sur un voisinage de E
1 

dans E,, 



IV 

Soit f extension de f 

(OJ 

f e. IR(K) (E ) c R(K) 
1 

Si f pouvait ~tre approchée par des fonctions nulles sur un voisinage de E
1 

dans K 9 f le serait aussi,, 

Conséquences g 

1) Si V(D ) est de non synthèse alors pour K
1 

et parfaits mé-. 00 

trisables V(K
1 

Il' K
2

) est de non synthèse,, 

2) Dans tout groupe infini compact G on a vu (au chapitre III) qu 1 i1 

existe EcG 9 E de Cantor qui soit un Kronecker ou un ensemble de type 

Or un modèle topologique daensemble de Cantor est D 
00 

0 

Soit une partition de E 

On sait que 

et E 
2 

E 1 = E +E 
1 2 

homéomorphes à D et tels que 
0) 

Si V(D } est de non synthèse, alors A(E 1 ) est de non synthèse et diaprès 
00 

le lemme A(G) est de non synthèseo 

étude du a) 

(a, 1) Considérons d s D ----? T défini chap,, II § III 
(0 

et 

n3 
est compact métrisable sans point isolé totalement discontinu donc homéo

oo 

morphe à D 
00 



On sait que~ 

v3 "3 
_d_&_d_V(D ) 

Cl) 
est une isométrie et qu 1 elle possède un in-

verse approximé localo 

En conséquence si V(T3) est de non synthèse alors V(D ) 
Cl) 

est de non 

synthèse .. 

Considérons le plongement isométrique: A(T3) ~V(T 3) on peut 

même se placer dans le cas général d 1un groupe compacto 

A(G) ~ V(G) ~ A(G) 

D'après IV,I M possède un inverse approximé qui est ici un inverse P 

Cet inverse est local 

M«f = Pf = intégrale sur les fibres (une fibre étant l'ensemble des (x,y) 

V 
tels que M(x 9 y) = x+y fixé) 

f défini sur le spectre G x G peut--être identifié à f 

V 

soit M 

d 1après la définition de M et P 
A V ,., 

Supp [Mo:f) C M [Supp f] 

En conséquence 

2ème étape 

a) le défaut de synthèse dans A(R3) entraîne k défaut de synthèse dans 



Supposons quiil existe E fermé c. a3 
tel qu 1 :il existe f nulle sur E 

et non approchable par des fonctions nulles dans un voisinage de E,, 

Cette propriété étant locale on peut supposer que f est à support compact,, 

Or les fonctions de ce type s 1identifient· à des fonctions de A(T3) 

~ de R et ! " Soit f une fonction de ce type~ son support est 

contenu dans l I intervalle [ -L,+L J ,, On "enroule'' 1 1 intervalle en identifiant 

[ ] 
2ütr 

-L et +L et r E. •=L,+I. ·. ·~ e L e. 'f 

Cas de R3 et 13 ,, On "enroule" trois fois, c'est-à-dire sur chacune 

des trois composantes de la variableo 

C1est-à-dire on effectue le changement de variables 
2in.x 2iny 2ür z 

f(x Y
. z) g(e_L_"e_L_oe-y;-) 

9 9 , , 

x, y et z e [ -L 9+L J 

En conséquence si E est de non synthèse dans 1?, son transformé est de 

non synthèse dans r3
" 

3 
b) ~ A(R) la sphère unité u

3 
est de™ synthèse (cfo article de 

Lo Schwartz CoRo Acado Sciences 227 pages 424-426 1948) 

Dans le chap;i.tre IV on a vu : E de synthèse <~ PM(E) 
J. = I(E) 

il faut donc montrer qu 1il existe S aPM(U
3

) et f - I(U
3

) tels que 

Soit p.. la mesure uniforme sur u
3 

de masse totale 1,. 



1-1-e. Ji, (a.3) c ·PM(~
3

) c. s/ (Œ?) 

'fp, = /1- est définie sur t? et est bornée (car f- E. PM(o?) et on a vu au chap.o 

IV que ~ une condition nécessaire et suffisante pour qu~une distribution à 

support compact soit une pseudo mesure est que sa transformée de Fourier soit 

bornée) 

nioù 

f- étant une distribution, 

si 

est une distribution à transformée de Fourier bornée donc c 1 est une 

pseudomesureo 

On peut toujours choisir f telle que f/ soit nulle su:r u
3 

et telle que 
,fu 

soit ~ 0 
3 

partout sur IR et ;; 0 

III - Autre méthode g Fonctions radiales 

en au moins un po-into 

On va démontrer directement que \J n ;;;,, 3 A(IRn) est de non synthèse, en uti-

lisant les fonctions radialeso 

(A) Définitions et notations 

- G désignant un groupe opérant sur si F désigne une fonction quel-



conque définie sur Rn on notera 

- Si V <iés:igne un espace de Banach on dit que G opère sur V si 

[

'v g E. G 9 'rJ v e V 

v -,;,- gv est une isométrie 

gv e: G 

- Ponctions radiales g 

On prend G = SO n 
groupe compact commutatif des rotations ou transformations 

Rnw· orthogonales de ~ Il est simple de vérifier que 

sur lequel SO opère onassocie 
n 

(j"V = V J 
CRV = espace des fonctions radiales contenues dans V 

On peut identifier R 
n 

f e. R 
n 

à une algèbre de fonctions définies .sur 

f(x) = :r(p) 

- Soit B un espace de Banach de fonctions .définies sur Rn sur lequel 

opèr'è 

Soit 

so ~ 
n 

f e. B Posons (JJ-*f) (x) = / o-f(x) dp.(cr) 
so 

n 

<r E. so 
n 

X e. Rn 



On sait que g 

1 n > p. * f e. L (R ) 

et si on convole avec )} e. Ji (SO ) 
n 

(B) Le défaut de synthèse~ Rn entraîne le défaut de synthèse dans A(IRn) 

Considérons 
M n P 

R -.A(R ) ---.> R 
Il Il 

où M est l~injection canonique de R dans A(Rn) et P défini par g 
n 

/ f (o-p) dh (a-) 
jso 

n 

où [dh(<.ï) = mesure 

p = ( p 9 00" <> <) 0) 

de Haar normalisée du groupe 

12 Vérifions gue 

a) f e. A(Rn) donc :il existe , E. L 
1 (!Rn) telle que 

1 i <X Y> f(x) = e ~ ,(y)dy 
Rn 

so 
Il 

Pf(p) = L f(crp)dh(c:r-) = j f(o-x)dh(cr) OÙ X désigne n'importe quel point 
so so n n 

de Rn sur la sphère de rayon f 

= h * f (x) (h est invariante par ,son) 

1 j [ j i<o-x~y > { J Pf(p) = f(crx)dh = e f y)dy dh 
SO SO !Rn 

Il n 
Dîâprès le théorème de Fubini et en posant <Ty = t 

Pf(e) = J ei<x~t> [/ f(crt)dh].dt {car dy est la mesure de Haar de IR.n 
Rn SO 

n 
et SO 

n 
n 

opère sur IR donc 

d(rl) = dt) 



Si 

n 
Donc · Pf ~ A(IR ) 

S"l. est la mesure de Dirac associée à 

d \l où S * h * f = h * :f = Pf puisque h est invariante 
~ 

V ?; e. SO et Pf est radiale"' 
n 

22 Montrons _que M a un inverse approximé local 

V .11 

On a Po M =Id, donc M a un inverse approximé qui est ici un inverse 

/'-. 
On veut montrer que: Vf E A(IRn) alors le compact Supp P(f) est contenu 

dans le compact 

V A· 

M(Supp f) 

Or Il P Il ~ 1 donc f nulle ·')' Pf nulle 

On admet que le spectre de R 
n 

On peut alors identifier les 

fonctions de R et A(Rn) à leurs tr.ans.formées de Fourier◊ 
n 

/' V ,s, 

Jllloù Supp Pf c..M(Supp f) 

V n 
où M g R ---i, [o,oo[ X-~ lxl 

(0) Tout revient à étudier les algèbres radiales 

Théorème g [ n ~ 3 Vx -l o est de non synthèse dans R 
n 



.L 
Démonstration g E de synthèse<~ PM(E) = I(EJ donc {x} est de non 

synthèse s ilil existe S e. PM {x} et f a I {x} tels que < f ,S > /:. 0 

Les éléments du dual R1 de R (encore appelés -pseudo-mesures) sont des 
n n 

distributions (en effet il est clair que 3'] 0 1 00[ c: R n ;;1: 1 
n 

Toute distribution dont le support est un point admet une décomposition 

linéaire 
unique comme combinaiso~ie de dérivées de la mesure de Dirac associée à 

ce point,, 

s cherché est nécessairement de la forme 
N 

s = z::: Â g(j) 
j=O j 

Dtautre part \/f e. I {xJ 9 < $9 f> = f(x) = 0 o Montrons que s = ~(1) 
X 

convient 

Soit f e;DJ 0 900[ cR telle 
n 

que f(x) = 0 et f 1 (x) -t 0 

alors f 9 8(1) > = df 
9 g :> f 1 (x) /; 0 ~(1) ,ai,, < -·<- = - pourvu que e. 

X dx X n 

s< 1 > € uu pour n ... ),, 
X n 

Soit ~l {]0 9+oo[) l 1 espace des fonctions scalaires sur ] 0 9+oo[ une fois 

continfünent différentiables 9 muni de la topologie la moins fine rendant con-

tinue 1 1application n1 de cet espace dans ff (Jo,+oo[) g 
C 

espace dés fonc-

tions continues sur JO 9 oo[ muni de la topologie de la convergence compacte,, 

On sait que g( 1) e. -e i 
X l->1 " 

On va même démontrer mieux 



Lemme ' [ n- l] t. t.' d ou 2 = par .1e en 1.ere e n-1 
T 

(cf,, Fourier transforms de S o Bochner et Ko Chandrasekharan Ânnals of Ma the•-

maties studies n2 19 po 67) 

Si 
n 

f e: R c A(R ) 
n 

n ;::: 1 f est la transformée de Fourier d 0une fonction 

i < x~y > 
e g(y)dy avec 

En décomposant / 
Rn 

en intégrale sur la sphère unité et sur le rayon vecteur 

il vient n 

(2rr) 
2 n 

f(r) j~ 2 
(rp)d p =:; --- gf(p) f Jn-,2 

n~2 2 
r 2 

r :fa 0 

' désigne la fonction profil gf ( p) g(y) où ou gf = ly 1 "" p 

et où JÂ (t) désigne la fonction de Bessel de première espèce d 0 ordre l o 

On sait (cf,, le livre de Courant-Hilbert~ Methods of Mathematical physics 

vola 1 chapa VII§ 7 page 421) que ces fonctions vérifient 

d~ JÂ(t) s J (t) 
~ 1 Â E (; ( ~,½) Â+S s __,,..s 

tÂ 
·-

d(t 2) . i+s 

On étudiera seulement le cas k ~ 1 9 

n ·- 2k+2 J le cas n impair étant analogue 

J
2
k est uniformément bornée par 1 Jona donc convergence uniforme et on 

peut intervertir les opérations de dérivation et d 0 intégrationo 



On a m~me 

Or 

D 1où 
1 

dk I f(k+2·k1) Il fllA . 2 k .;;; 11 

d(r ) :r 

IV Etude d I ensembles de ~ synthè§,!; 

aire n dimensionnelle 

de U 
n 

Soit R une algèbre de Banach commute,tive 9 I un idéal de R o 

On définit idéal engendré par les élément:s où r e: I o 

.i 

w 
idéal fermé engendré par les ~X r 2 où r

1 
e I 9 r

2 
e I 

etc""" 

On a évidemment 
2 n w w+1 

I .2 I .2 "'"' 2 I _? ooo 2I :::,I """ 

On suppose maintenant R régulière semi-simple et I = I(E) où E est un 

compact du spectre de R, non de ·synthèseo 

--·-I (E) ::::, ,J (E) = ·I (E) 
/: 0 

\J « hull l~ (E) ~ hull I (E) = E 

J{E) étant le plus petit idéal fermé dont le hull est E on a 

I(E) 2 I
0

(E} 2 J(E) • 
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exemple 1 g Soit l 1 algèbre des fonctions dérivables sur le tore 

munie de la norme lif Il= lllf 1 + !fil ff 
00 

Soit E = { x J E. 1 

I(E) est lîensemble des fonctions de R, nulles en x o 

I
4

(E) est inclus dans 11ensemble S des fonctions de R nulles en x ainsi 

que leur dérivée" Or $ est égal à J(.E) : en effet si 

le théorème de Hahn'"0 Banach 9 

3 f e. S f f f J(E) 

0 

f.l e. L!i:'.('1) J telle que < p..9 f > /:. 0 

S ::> J(E) 
:fa 

< p-,g ::> = 0 V g E. J(E) 0 

d 0après 

J(E) étant 1 1 ensemble des fonctions dont le support est disjoint de {x} 9 

le support de J,1- est {x) "' fi étant une distribution, f .:::; ôt: S:lt + ~ S~ et 

:Qonc J(E) C J:
2

(E) CS= J(E)., 

exemple 2 On suppose R, séparableo Alors la chaîne des idéaux I<>l(E) est 

dénombrable 

si f\..Ol'l, I Yr1. rel 14-,e.. CY.-1 
I j Itl'. 

3r E. la r f I~+1 , 3 r 1 e. 1°'+1 tels que llr-r 3 ff = e; o 

Alors 
r E I<k. ri <Y-+1 

et 111-f Il= 1 E I " e e 

R séparable contiendrait un sous-ensemble non dénombrable de vecteurs dont 
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la distance mutuelle est 1 ç 

exemple J g 

Proposition g il e.xiste dans A(Rn) une chaîne d'idéaux distincts de lon-

On considère la sphère unité s de la mesure uniforme de masse 1 

sur S ,, 
n 

m 
1!ll 'd}A-

m 
'dr 

[ n-1] (m ~ T ) 

n 

est une pseudo-,mesure sur s 
n 

:Ll suffit de montrer 

que ci est une distribution à transformée de Fourier bornée voir t [ 8]) 

22 Soit f e: R c A(Rn) telle que f(1) = 0 f 1 (1) -1= 0 et f dérivable 
n 

foiso 

Alors 

Corollaire 

L Dn es groupe.s "" et 

petite sphère 

VI. 

T sont localement isomorphes!à • s 
n 

on associe une 

Tn étant une variété analytique réelleD 

exemple 4 Soit G un. groupe abélien compact infin:i o 



Proposition g il existe da:p.s A·(G) ~ chaînes d 11 idéaux de longueur, arbitraire. 

existence de~ de longueur finie 

·-n existe dans A(Tn) une chaîne de longueur ~ [n;1 J définie pa:r. 

I(S<Y..) 
Il 

:::f: I(E) 

·- il existe dans V('Fn) une chai:ne de longueur ~ [n;1J 

Soit M l'application de Hopf 

M étant injective 9 

E = {x9y * f ) E. 

M-1[J"(E*)] -

(I.A)m(E) .::> .t'(E) entraîne 
:fa 

(Iv)m(E*) ~ (Jv)(E*) 

n ni 'f Il 'f :X:+y 

.t'(E' } 

E EJ 

est isomorphe isométriquement à une sous•-algèbre de 

admet un inverse approximé locaL De plus 9 pour tout fe:rmi 

et pour 
V A V -1 

E 1 ''°' (d <ad) (E) on a 

V V 1 V(D ) 
(d~d)= (J 00 (E 1 )) 

V(f) 
= J n (E} 

D~autre part 
" Il 1 V(D ) 

(d;d)- (I 00 (E 1 )} 

V('l') 
Il ' ' = I (EJ 

V(D ) . t h * ' . , l [ n-1 ] Donc 
00 

· contien une c a.i.ne d ideaux de .ongueur :e; · 'T 

on a 

V(D ) 
00 

~ soit E c G 9 somme de deux Kroneckers ou de deux ensembles K 
p 

disjoints parfaitsa A(E) est isomorphe topologiquement à V(D )o 
00 

Il existe E 11 tel que IA(E) (E 1 ) engendre une chaîne de longueur ,:?: [ n;l J o 



_,,--~ 

lA(E)(Ei) = IA(G)(Et) 

entraîne donc: 

,,---.-
~(E) (Ei) :, j(G) (Ei) 

existence di une chaîne de longueur w ~ 

On considère dans G une suite de compacts K 
n. 

tels qultl' 

(i.) les K sont deux à deux disjoints 
n 

(ii) (Kn) ,___,.,, {aJ a eG au sens suivant 

V v(a} n > N .. > K C v(a) o 
n 

Chaque K 
n 

contient un ensemble F somme de deux Kroneckers ou de deux 
n 

ensembles K disjoints parfaitso Dans chaque F existe une cha:î.ne de 
p n 

[ ll~"1 J longueur~ T engendrée par un 

Soit E = [ ~ EnJ U {aJ o Alors 

A(F) 
Soit f e A(F) f E I n (E) 

n n 

Soit F e. A(G) telle que F /F - f 
n 

I(E )o 
n 

I (E) engendre une :::haîne de longueur w 

[~!] A(F ) 
f 2 f- J n (E ) 

n 

L 
1 

(G) étant une àlgèbre normale, il existe appartenant à L
1(G) 

que 

Soit 

sur F 
n 

sur 

fil " 

f = F Il «p E: A(G) 

0 0 0 •:cc• E O Et, 
n 

et F 11 ~ =: f € I (E) 

donc 

Ceci montre que V n 9 I (E) engendre une chaî:ne de longueur ~ n o 



Chapitre VI 

Problèmes de calcul symbolique 

Soi t&1t K un compact 9 R une sous-algèbre de Banach de C(K), symétrique 9 

unitaire 1 régulière, de spectre Ko 

Soit f une fonction de R à valeurs réelles 

Définition On désigne par [f]It le calcul symbolique de f dans R c 1 est-

à-dire 

[f]R :::: { .W;1 l p E!. t'(R) 

[R] = f) [f]R 
f e. R 
f(K) CI 

On va étudier le calcul symbolique de R = A(G)o 

00 

Définition g Soit o-= (s .) 
l 

une suite de réels :::,, 0 tels que se:[: s. < oo,, 
j=1 J 

Soit ers-1 V ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur 

I telles que 

Lemme 1 

SUp I s
1 

s
2

ooo 

X - I 
nt. ft\l 

< ro 

Soient €:::,, 0 et a- une suite positive sommableo 

Alors il existe f E.. A('f00 
) , à valeurs réelles 9 telle que 

0-9€ 

A 
et [f] c "er 

D ' t t · So .;t V t O 
4 ___ .._ 14 

emons ra ion ... 0 ia. .,. 
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ir
1 

ir
4 (r

1
,"""? r

4
)A--?-(e 9 ,,,,,,, e ) 

Soient <p et h deux fonctions radiales sur R
4 

à valeurs réelles telles 

que 

{ i) h[0 9 2] _, 1 (ii) Supp h C [0 9 3] 

l 
h 

1 ~ l' 
1 2 3 

( .. i) 11 
d q> (iiP) 2 (1) = l o 

da. 

En particul:i.er 9 ~ et h appartiennent à A(R
4

) et 

Supp
84 

f 9h c.{x E œt
4

1 lxjl :s 3J 

Soit 8 e. A('f
4

) telle que 

avec 

~ étant un réel > 0 arbitraire 9 soit; 

00 

f(g) ""sin t + ~ L S, e(gJ g = (tvg19""" gnooo) E. G 
j z=1 J J 

~it it 

li sin tllA(G) =Ile 2i + e 2i Il A(G) = 1 

On choisit ~ pour que ~ s Il 0fA..., e alors !If IIA(G) :s 1+e. o 

Soit ~ e. -e(R) telle que F = f o f e. A(G)" 



\Jt E 'f 

~ 4 4 
G=ZicZ i100-0xZ" 0." 

( >""' ( i<n g> f g) = L_u c n) e ' 
n E G 

Il fl!A(G) = L,,. 1 c(n) 1 
neG 

ft,k(g 1 ooo gK) = L d(n 1
) 

nv E (Z4)k 

i(<. n
1

,g
1

> +ooo+<nK gK>) 
e 

avec d(n 1
) = LÀ c(n) 

neG 

= L ld(n 1 )I ..; llfllA(G) 
oooitGK) n' e(Z4)k 

de m~me Ft
9
k E A(G1x .. iG:K) et IIFt kll ~ 

' A(G1" oooil' GK) 

Soit 1\,k = [Ftl'k o ('f 1 11 ooe x ÎK)] "[h 1 ® """®hk] 

VL3 

h. 
l 

étant la fonction de A(R
4

) définie précédemment ; en notant 
IV 4 
G. = IR. 

l 

,vl\ -'I IV 
on a h

1 
® a,, o ® hK e. A(G

1
) ® • u ® A(GK) qui est isométriquement isomorphe à 

e. R 
4 4o o o4 
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{r1 )( oeo>\ cr,K)II N N ir 

· .A ( G 
1 

" o.,, :t GK) 

=IIFtkll llhllK 4 
9 A(G1 X 00<> X GK) A(IR ) 

Lorsque (oc1 ,o""~ o,,:K) est dans un voisinage assez petH, de 

k 
h, {«.) = 1 

l. J. 

K "' 
'd Ft9k 

IV 

et Ft k(« 1 ."" ocK) = i(sin t + ~ L s. f.(a.)) 
~ 1 J J J 

. 2 2 
)0(1 o •" ) a: K 

Remarque~~ fonctions multiradiales 

Soit hSO la mesure de Haar de 
n 

SO $ Pour toute fonction f E.A(Rn) 
n 

on 

a défini au chapitre V 
n \lx e. R 

(h
80 

* f)(x) 
n 

/ f(<ï x)dhSO 
(S" e.so n 

n 

f est radiale 9 c I est-,à-dire f e; Rn , si et seulement si hSO •* f ::::: f 
n 

n1 n ' nt , ,.. " ( n r) 
Onsaitqutonpeutidentifier A(R x,,,, xRr) a A(!R )@""oe.iA!R. • 

n n 
Soit f E. A(R ·1 x • u x R :r) 

Définition g f est multiradiale si et seulement si h
80 

Or hSO 
n

1
+,,,,,,+n . r 

n1+o O ~+n 
:r. 

* t 1 )® """ ®(h 80 * fr) 
n1 

* f = f 

donc f est multiradiale si et seulement si f1_,.., .. f 
r 

sont :radiales., 

R ~ sous-algèbre de A(Rn) étant munie de la norme induite par celle de 
n 

On a montré que pour une fonction radiale e R et n = 2k 1+2 
n 



VI.5 

K' 
d f(a) ~ r(K'+1) !If Il 

( 2) Kt ~ 2K 1 · A 
d a a 

( Cf V o p.14) 

4 'et k' = 1 on obtient pour f € R 
4 .• • o4 

N 

En· appliquant ce résultat à F t
11
K on a : 

li!i(K\sin t) + [K s1 s2 ... sKj ,,;-11\k IIA(G,x. • .xGK)-> i!Ft,K IIA(G,x,. .xGJlh 11:(R', 
1 1 

( ) - - -1 
ls1 s2"°"sK w K (sin t)IK ~ !IF ll!(G) llh IIA;(R4)f 

1 

donc sup i s
1 

s
2

~usK <ï>(K\:x:)li: < oo c'est-à-dire w E 6'
6

• 

KEIN 
:x:EI 

Lemme 2 ~ Soient t: > 0 .ê.i O' ™ suite p si tive sommableo 

Alors il existe 

V(D) 
[f] 00 

C 
Cf 

f E V(D ) telle que !Ir llv(D ) i 1+e et 
0'9€ OO 00 

Soit f
1 

E A(T=) vérifiant les conditions du lemme 1. 

M étant l'application isométrique de Hopf : A(f
00

) .l'.L. V(T
00

) 9 

d étant l'application 
V "" V 

]) ➔ f 9 soit f = d ® d(f) t V(D) 
00 00 

On peut identifier 
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Soit ~ appartenant à cet ensembleo 

Dans l'étude de l'application de Hopf P on a vu que 

L ro (1 00
) ê L 00(T 00

) ~ A(t 00 
) 

Donc Po M(~o t
1

) p o f
1 

eA('l.'
00

) et q>E.[f~ 
A('1'00) 

V(D ) A('F00
) 

[ f] oo C [ f 
1
] C ,g 0- o 

Théorème ; Soient € :::,, 0 et (J'" une sui te positive sommable o Alors 

(i) Pour tout groupe compact abélien G contenant un Kronecker parfait 9 

(ii) Pour tout groupe compact abélien G contenant un ensemble 

parfait il existe telle que 

K 
p 

(i) Etant donné un Kronecker parfait K = K
1 

U K
2 9 soit ,E = K

1 
+K

2 

On sait que A(E) est isométriquement isomorphe à V(E) donc à V(D ) J Chap m 
00 § 3 

Il existe d 1 après le lemme 2 et [f]A(E) c. f,' 
0-

Il existe F E. A(G) telle que F /E = f et Il Fl!A(G) ~ Hf UA(E) + l~ 1 + ê o 

Or [F]A(G) C [ f]A(E) C. ecr o 

(ii) Etant donné un ensemble K parfait 9 p 

On sait que A(E) est topologiquement isomorphe à V(E) donc à V(D ) 
0) 

et 



il existe~ d'après le lemme 2, e. V(D ) , 
00 

donc f € A(E) 

il existe -Fo-
9
e e. A(G) telle que F /E = f et Il FUA(G) ~ 4 +e." 

VL7 

telle que 

On sait que tout groupe abélien compact contient un parfait de Kronecker ou de 

type K o 
p 

On peut démontrer que si <i(-1,1) est l'ensemble des fonctions analytiques 

sur (-1,1) et indéfiniment dérivables sur I 9 

Or [A(G)] = 0 
f e.A(G) 
f(G) c I 

( a- sui, te :> 0 sommable) 

Théorème g Pour tout groupe G abélien compact, le calcul symbolique de A(G) 

est inclus dans <i.(-·1, 1) o 



Chapitre VII 

Théorèmes de topologie générale 

~ la théorie élémentaire des algèbres tensoriell~s 

Soient K. , K2 

l i 
i = 1,2 des compacts 

p. g K. }K~ des surjections continues"' 
l l l 

On a vu au chapitre II, § il~i K. 
l 

K' 
i 

étaient métrisables et munis 

d 1une structure de groupe, V(Kq = t'(Kp ® .i(K2) pouvait être plongé isomé

triquement dans V(K)o 

On considère la sous algèbre de V(K) constituée par les fonctions constantes 

sur les fibres associées à la surjection p
1 

"' p
2

,, 

Il est clair qu 0il existe un plongement canonique de V(K1 ) dans cette sous 

algèbreo 

A) Problème g y-a-t-il identité entre V(K0 ) et cette sous algèbre? 

L'objet des théorèmes ci-après est de montrer que dans le cas où les morphismes 

sont engendrés par 

d D ---i,, 'f alors V('fc.:,) est égale à la sous algèbre des fonctions 
00 

de V(D ) constant~ssur les fibreso 
00 

Posons d0 = d i( d i " " "' ..._______, 
w fois 

X = card IN 
0 

DCt> ~,(,) 
(X) 

de.> est surjective puisque d 1 1 est,, 



Or 

Donc 

De.> 
00 

Xo" l'. = (Z(2)) = (Z(2)) 0 
= D 

00 

C) Théorème 1 Considérons le diagramme suivant : 

l 
"C(Tw 1t T"') 

Alors on a 

dv A dv 
w® w 

(dw 1t d 6J 
i?(D 1t D ) 

00 CO 

VIL2 

'G'{D ) 
O'.) 

Dans cette égalité de deux ensembles le membre de gauche dési~ne une sous al-

gèbre égale à une sous algèbre de V(D ) 
(0 

de fonctions constantes sur les 

fibres et le membre de droite une sous algèbre égale à V(I"). 

Le théorème t se déduira du théorème suivant~ 

Théorème 2: CoIJ.sidérons le diagramme, où A et B sont deux compacts paramètres 

t'(T 1t A ir B). 

Alors 1 (Im J) fi Im e = Im(J o tp) 

Le théorème 2 entraîne le théorème 1~ 

t?(D ic A :cB) 
0) 

Soit B un espace compact,, On considère le diagramme suivant 
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€{Te} @ '&(B) 'Pw C(D ) © lf(B) =Vc,;(B) _,..._...,, 
0) 

ô. (.A) 
Cù l l J 

t'('fw li B) ea.> -e'(D ii B) = W (B) '~ 

00 ~ 

où 
V ,_ v 

ID = d ® Id B 
1m c.i 

.Alors on a (Im J) ,f\ (Im e<,_) = Im(J o 1\11,)) 

Dém9nstration 

Il suffit d 1 aP:pliquer n :fois le théorème 2 aux diagrammes suivants 

Soit K un groupe compact,., 

On définit 

Il est clair que 

On applique (li'. 
n 

(B o oc. { -> Id ll(K
00

) pour la convergence simplee r n n n-s>oo 

(respectivement pn) à K '.f et K = D 
CD 

en identifiant 

Dei.) à D o Par transposition on obtient une correspondance entre les dia-' 
00 00 



grammes Â (A) 
00 

et 6 (:A) 
n 

(r-espectiv-ement Â (A) 
n 

et ~ (A))" 
00 

À 

Soit x E: f(D ) ® -C(B) ::::: V (B) 
00 00 

tel que Jx E. ( Im J) n ( Im e ) " 
00 

et J X E. lm e 
n n 

Son image est dans 

Im ip est fermé dans i'(D ) ê ,e(B) 
ro 

car f est isométrique" Comme 

x E.lm 'P" 

D) Démonstration~ théorème 2 i 

D-1 Lemme préliminaire fil Banach 

VII.4 

Soient B un Banach quelconque et une suite de sous espaces fermés B tels 
n 

00 

que B = B
0

.;::) B1 """ ::>Bn ;:> Ç) Bn::::::: B
00 

et tels que 

p.ypothèse 1 g lg:injection 
. (n) 
l. 

. , x:i.me 

hypothèse 2 si 
. (n) 
J 

. (n) B B A 1 OC g n-1 ·.--;,,,. n <K. E n 

possède un inverse approximé noté 

, (n) 
J o j •---➔ une limite 

(lè 1 o o "~ n--,)(J) 

j (n) o j {x) -► J,.., (x)) 
(lr.100 o()(n ,,._ 

a un inverse ap:pro-

on sait que 

B ---.,, B 

. (n) 
J 



Alors 

V C espace de Banach on a 

,- A 

B 0C - B <!l> C 
0 

VIL5 

chaque espace étant contenu isométriquement dans tous ceux qui sont à sa gauche,, 

Démonstration du lemme 

On sait, que pour tout, n 

lm(/n) o j ) C. B 
Cie ooo(l n,-1 

1 n 

Donc d I après 1 vhypothèse 2 Im(JCIC) C B 
00 

" 

Considérons la famille J(lt 

duit elle constitue un inverse approximé de 

Or toutes les applications sont de norme~ 1 par suite d 1après le 

chapitre II§ II on a un plongement isométrique de 

"" " B © C dans B ©0 
00 

et aussi de 

" B @C 
n. 

00 " 
et nC'l (Bn ®C) 

il r.este à démontrer que 
A 

00 A 

B 0c = n (B @C) 
00 

n=1 
n 

il est clair que V n 
A A 

B ec CB ® C 
00 n 

D 1 où 
ri'! 00 

"' B @C c. n (B «> C) 
00 

n=1 
n 

CO "" 

Soit x e. n (B ®C)" 
n=1 n 
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.,. ,. 
on a x = (J~ ® IS C)(x) E. B «> C 

~ - (D 

Or pour un choix convenable de J!- on peut avoir llx-(/
0

0Id C)(x_g)IIB°êC..;. S. 

et comme B ®C est fermé (car plongé isométriquement dans B @C) 
00 

On a bien "' B @C 
00 

00 I\ 

= n (B ® C) 
n=1 n 

D-2o 1 Idée On intercale entre €('fx A) et 'G'(D "A) une suite de Banach H. 
O'.) J. 

de telle sorte que 

t'(T x A) 
00 --n 

n=1 
H CH c 

n n 

Nous savons que d D ~'f est presque injective (sauf en une infinité dé.;., 
00 

nombrable de points, les rationnels diadiques 6.),, 

sera le sous espace de f(D X A) 
00 

où on identifie deux points de 

:respondant par d au même point de 'f o 

D co:r
oo 

sera le sous espace de où on identifie deux autres points etco"" 

D·~-2,,2 L1lhyPothèse 1 ~ lemme ~ vérifiée : 

Il s 1 agit de montrer que 1 1 injection canonique .· (n) 
,l, ' H -;i>H 

n n-•1 

approximé g 

idée de la démonstration 
X 

)< 

)( 

X X 
"-----. r----t 
f V l 

1 n-1 couples identifiés par f 

I 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 
1 
f ,, ___________ ...._ ______ __._ __ _ 

tore 

a un inverse 
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Soit r ( ) l 1 image d des rationnels diadiques A \t par " ·n 

Soit f € H c I est-à ... dire f identifie n-1 couples de points de D :n,-,1 00 

chaque couple correspondant à un point du tore (t10•0\1-1)0 

Soit c r 

L'idée est de construire des intervalles fermés de t et de demi lon
n 

gueur a irrationnel suffisamment petit pour que tous les 

soient à l'intérieur de I. 

On considère alors la fonction cp a telle que 

f en dehors de d- 1 (]t -a, t +a[) et telle que 
n n 

qi est naffinern sur . a 

en posant .(n) f ·t · 
J, ~ • ➔ rn on VO:L . que SJ.. 

.a.- 'a a tend vers O alors 

puisqu 1 il y a de :plus en plus de points où f et 

.§11., po in+; _g.~ 

On consid.ère une famille d.2 intervalles fermés du. 

que 

a) I a pour centre t mn · n 
b)I

1
··::JnI ={t} 
9 n f m mn n 

è) I - a pour extrémités 
m?.n 

E r 

k 
mn 

et k 1 j(r 
mn 

n --· 1 9 o o •oo 
d) I -

0:10:2 
et sont, ou bien dis-

joints ou bien contenus l 1un dans 

1 1 autre 

Il est possible de construire une telle suite par récurrence sur :n 

Les Imp p ~ n 
m 1 - oo 

étant construits~ l'introduction de +, bouleverse 
"'n+1 

peut-être la taille de ces intervalles mais par un changement de numérotation 0 



VIL,8 

sur les m (décalage vers les m croissants) il est possible de trouver 

Im p p ~ n tels que 
m 2 1 ~oo 

alors on choisit disjoint des et les I. 1 i~n+ 
sont contenus 

dedans,, 

Construction de 1iinverse approximé 

f identifie les points de D I! A a.ssociés à 
00 

Soit x ~D
00

KA si (dx IS A)(x) 1-Imn °J(A posons [1ln)(f)] (x) = ·f(x) 

si (d ~ Ig A) (x) e. Imn Jr A [ i~n) (f)] (x) ::::: p[ d(x) ,y J où lp 

est affine par rapport à la première variable sur Imn., 

Cette applümtion est un inverse approximé 

On a li (n) (t)II ~· 11:tll 
m. ro 

(i (n) o i (n) - IS) (:f) .. -+ 0 si 
m 

c 1 esi;,-àt-dire lorsque la longueur 

de Imn tend vers O,, 

D-·2,,) J;,;thy;pothèse 2 du~~ vérifiée 

H 
1 
~ '6'(D xA) 

n- oo 

Il faut démontrer que pour toute suite 

converge simplement vers 
m2 ,,""m """ u 

lorsque n -~ro 

alors 

continue de norme ~ 1 



· (n) · · 1 t J o J converge simp emen ~ 

m1 "o-0filn 

Soit g e. &(D i A) 
00 

VIL9 

Lorsque n croit tend vers une fonction h telle que tous les couples de 

D correspondant à un point de T soient identifiés 
ro 

et h E. n H - t'( 'f i. A) 
n 

et puisque 

Conséquence 

V C Banach et en particulier si C = i(B) alors 

A n(X) A A A 

,C(T ir A) f) 'G'(B) = H ® 'G'(B) c H @ €(B) o o o c t'(D 1< A) ® i(B) 
n n oo 

1 

tous ces plongements étant isométriques 

D-3 Utilisation des H. pour la démonstration du théorème 2 
1 

On va intercaler les H. entre t.f('f 1t A) et -C(D ;i A)" 
l 00 

On sait qu 1on a des plongements isométriques 

00 
A n A A A "°\ 

€(T x A)~ e'(B} = H fi ,g>(B) CH 0 t'(B) Ot>O CH .. 61 6'(B) C -&'(D l! A)® Q(B) 
1 

n n a - ro 

Il suffira en effet de vérifier la propriété énoncée dans le théorème 2 pour 

chaque étape n" 

Supposons que dans le diagramme~ 

" .. H @ Q(B) 
n 

l 

On a 
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Soit alors f E. t.;1'.D it A) ê -C(B) tel que Jf e. Im 0 o Il est clair que 
00 

Jf e. lm 8 
n 

donc que Jf e: Im f o 
n 

D'après 1 1hypothèse 

..i 
D'après D-2 f €. t'(T :t .A) e {B) et on obtient le théorème 2o 

\J 
n 

Démontrons (8) g les espaces compacts X, A? B étant donnés 1 les couples 
n 

à n étant donnés 

alors 

si 

et 

si Mn= {F E t'(X i1A) @'t'(B) tq JoF(x.oa.b) ·- JoF(x!,a,b) j - 1 à nJ 
J" " J 

Démonstration pour n=1 g 

.,. 
Par défini t:ion de f;(X ~ A) œ -e(B) on sait que toute fonction 

F E: -C(X ~ A) ~ -B(B) s 8 écrit sous la forme d 8 une série absolument sommable 

00 

F(xsa, b) = [: f. (x,a,) p, (b) 
i=1 .l. ,. 

Il faut montrer que si F ~ M alors les 
n 

peuvent être choisis dans 

Dans le cas n=1 u est un sous espace de codimension 1 dans rn 

Donc toute fonction f de t'(X ii A) peut être décomposée en une somme de deux 

vecteurs dont l 1un est, contenu dans 

Il est clair qu 8 il existe 10 ,l. u 
l 'T"rn 



ce qui entraine 

Soit n ::> 1 

On identifie fln à f(X x A), 
n 

X. à X ( pour j.=1 à no 
J J 

VIL11 

f. = f~1) +k.«p 
l. J. J. 

00 

donc Ç ki p1 (b) [f(x
1 9

a),~f(x 19a) J " 0 

CQFD 

X étant déduit de X p~t identification de 
n 

Supposons les relations (S) démontrées jusqu 1à 1 uordre Ilo··l,, 

Soit Alors et 



Chapitre VIII 

Problèmes de ~ Bernstein 

,., On désigne par A ('1\B) 1 °ensemble des fonctions définies sur fn à valeurs 
Cf.,. 

dans un Banach B 9 telles que 

Remarque 1 Si oc.0 > et. on a 

·~· Soit D 
00 

On a défini les applications surjectives g 

D 
00 

d 

00 

est muni de la métrique 6{x9 y) 7 L 
j,::,1 

est alors nne application de A
1 

(D 
00 

) g 

D 
00 

Soient t 9 u <E. T ,, 2iVx 2:ilry t :=: e u"" e "' X»YE [o 1] ~ xs,yv E. Dro 

Remar9ue 2 
n 

g D 
00 

étant muni de la métrique produit:1 

On ne peut identifier D à Dn car cette identifica-
ro oo 

tion ne préserve pas la métriqueo 

r entier :> 0 o 



On considère les projections surjectives pr 

et l'application induite 

Remargue 3 g On sait que les applications 

et 

D 
00 

où K est, un compac:t quelconque~ .sont :isométriques,, 

•~· Soient K o o" K des espaces finis~ de cardinaux 
1 n 

On a alors de façon évidente z 

Mais cette bijection nVest pas isométrique., 

~ D 
r 

n 
--➔ D 

r 

Lorsque K
1

ooo Kn sont des compacts quelconqu.es 9 on sait que 

V(K) -1), tf(K) 
C 

VIIIo2 

( ) . . er..yit{Q_ d et) ~ m.e,ti. t.lJtV:) M-ùt. K . Soit BM V le dual topologique de V(K) 5 O¼.. 

BM(V) :::, M(K) 

~roposition 1o St K
1

.,.,,, Kn sont des espaces finis 9 BM{V)::::: M(K) 9 les normes 

étant équivalenteso 

On note les cardinaux de 

œ 

V f €. V(K) f "-"' L lkv e~ ® o oo ® e~ 
~b1 

avec e~ e:. e{Ki) et Il etlf
00 
~ 1 'fv V i 1 ~ i ~ n " 

lrllv"'"' Inf L 1<ï0 1 •---?- llflv ~ llfll
00 pour toutes les décompositions 



Soit jL E. M(K) a 

sup 
f E {?(K) 
llfll ~ 1 

00 

~" Soit JL E. BM(V) 

? sup 
f e V(K) 
llfllv ~ 1 

sup f < f 9 f- >\ 
1 n 

f = e ~ ooo-@e 

i 
Ile Il -e.1 ro 

::: sup L 
r• 

lu, Jl,I ~ 1 r1 uorn-1 
J. 

1 ~ ~ n-1 

r,, 
On décompose les u,,l.E. ~ e:ç. parties réelle et :imaginaireo 

:t 

Il f'-1/BM(V) - r ~up 

lu,~I ~ 1 
:t 

1-:s Jl,~ n~1 

i/LIBM(V) "' 2n-1 [ /t:'.: 1 r~,rn-1 

i 
1 ~ i ,e; n-1 

r1 r 1 ~lu. U o<>oli n,- 1 
[._. 1 r ",, ,, r r 1 n-1 

r 1 n-1 n 
n 

jl- est aussi une forme linéaire bornée sur -6'(K) car 

VIIL3 



On utilise alors la théorie des probabilités 9 en associant, à 

r. 

VIIL,4 

r, 
u ,i la variable 

:i 

aléatoire 1, + u. valant ,= 1 
l 

avec la probab.i.lité ½ pour chaque valeuro Ces 

variables sont indépendantes les unes des autres/) 

On considère la variable aléatoire 

où les ::!: sont choisis au hasard avec probabilité ½ indépendamment les uns 

des autres,, 

.Alors 

Les + - étant indépendants, 

On obtient foi g 

Il p-11 BM(V) 

Or 

La dernière inégalité n 1 est autre que l'inégalité de Schwarz" 



VIIL5 

En recommençant pour rn-2° 0
" r1 on a 0 

0 

n-•1 (6r-l ( r-1 1 Il fl-llBM(V) ~ ' 2 L I: 2 
Il f!IIM(K} 1/J-I~ --

VP1 "" opn-1 r ,:;.,' '/i VP1 "'"''pn~1 r r1 o ""rn-1 n 

- Alors 

V f E. V ( K) Il f Il V - sup 
fJ--E.BM(V) 

11 p,UBM ~ 1 

ce qui démontre la 

Proposition 2o Si K1.,,,,, Kn sont des espaces finis, V(K) - -c(K), les normes 

étant équivalenteso 

sont des espaces finis 9 

conquej V(K) = G'(K)9 les normes étant équivalenteso 

K un compact quel•
n 

est algébriquement isomorphe à t'{K
1 

li: o"" I! Kn) 9 en posant 

Vf(t9k) e; ,C(K1 "o" K ) f -· I: ft © 1s avec gtt. =1 si t=t. 
n 1. 

t . e. e( K
1 

l( " " ., 11 K 
1 

. 1 tt. 1. 
=Û si tft. - n~, ) 1. 

]. 

·- On remarque que la cons·tante Vp1 "" 0 Pn_,1 (
·'{j23)n-,1 de la proposition 2 est 

indépendante du cardinal du dernier espace., 

La boule unité de BM(V) est l'enveloppe convexe faiblement fermée de ses 

points extrémaux qui sont les bimesures à support ÇinÎ , Ge sont aussi des 

mesures sur 'C(K)o 



lldv = sup 
fl-e.BM(V) 
p.. discrète 

llfA-IIBM ~1 

( pour chaque p.- d:iscrète on considère la restriction de f à 

K
1 

x """ 1t K 1 :r Supp fi- et on a-ppliq_ue la proposi tian 2),, n-, 

Théorème g Pour m entier > 0 et B = e{K) K compact 

on a 

(1) 

On lui associe f 
r 

Vx e. Dffl 
r 

f (x) 
r 

/\ (TmJB) 
m 
2+6 

A (Dm ,,B) 
m oo • 
2 

rm ' 
= 2 j f(t)dt 

{tlp:(t)=xJ =Zr(x) 

On fcose.. 

f E. f(Dm 9B) 
r r 

{si f(t) = 1 V t e. Z (x) on obti~nt bien f (x) = 1) 
r r 

\/ X E. D 
r llf (x) Il ,E, sup Il f(t) Il 

r t E.Z (x) 
r 

VIIL6 

11;m(f) - ri = sup [ sup . llf(t) - fr(x)ll] = 0 (diamètre de Zr(x))=O(lVl?-rQ:) 
r r 00 x e.Dm t e.z (x) 

r r 

Soit ID = f -· (f ) /0 E. fl(Dm 9B) 11 io Il = 0(2~ro:) 
T r r r-• 1 T r r l r oo 

f = lim 
V 

( m f ) 
Pr r pour la convergence uniforme dans 



VIIL.7. 

On vérifie facilement que €(G 9B) sîidenti:fie à &(G i.K) pour tout groupe G 

compactr en posant f(g 9k) 

niaprès la proposition 3 

- f (k)" 
g 

Pfrlvr = O (i/2= ff 'Pr lm) = O f <; -o.) 
et Il Îrll = Il p:( fr) li m A d'après la remarque 3 

V . -C(D ) ® -C(K) 
r œ 

00 Il 

La séri.e L pm(ID) 
1 r Tr 

converge dans 

limite f " Donc f E. -fJ(Dm ) ; f(K)" 
00 

(2) 

pourvu que 
m 

Clt >- et a pour 
2 

et on sait que (en identifiant 

La même méthode permet de montrer le théorème suivant, 

Théorème g 

Soit 

(les fonctions sont à valeurs dans ft)"' 

( m (m)". Il suffit de montrer que /\ 1 ,, D x D ) C € D © C(D ) " 
2 +cy œ oo ro œ 

m 
f E. A (D X D ) " 

Of. 00 00 
On lui associe f 

r 



r 

dvaprès la remarque 3o 

Donc 

Oorolla:ire g 

en effet ~ l\m (Tm 9B) 

2+e 

m 
où B = -6'{1 ) 

VIIL8 
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