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INTRODUCTION 

0 - Avanoe au Lecteur 

- Dans les notes qui suivent, je vais tenter de montrer 

qu'un nouveau point de vue est nécessaire pour avanoer 

dans la classifioation des noeuds et des enlacements• 

- Ces notes regroupent l'ensemble de celles que j'ai 

distribuées depuis 1976, sur la classification des noeuds 

et des enlacements. 

- Ces anciennes notes seront d'ailleurs bien souvent 

reprises et améliorées , c"est donc un bilan que je pré­

sente au bout de cinq années de recherche sur les noeuds 

et les enlacements • 

- Mon intention est de montrer comment la olassification 

des noeuds et des enlacements peut 8tre démystifiée , et 

finalement , o"est un monde auquel on devrait pr@ter une 

attention plus grande car la méthode utilisée peut vrai­

semblablement avoir des réperoussions sur l'étude des 

propriétés des enlacements, et aussi peut 8tre déboucher 

sur des applioa.tions en physique • 
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I - INTROlXJOTION 

- La méthode utilisée peut ~tre résumée ainsi: 

" Recherche d'un modèle mathématique permettant de voir 

la classification des noeuds et de a enlacements comme 

une population régie par des relations de type ethniques " 

- La classification devient donc une population régie par 

des lois " d'habitation " • Le plus travail consiste à 

attacher à chaque individu une carte d'identité qui le 

caractérise au mieux. 

- Il faut donc dans un premier temps , s'occuper d'un 

phénomène notationnel; or celui-ci à été en grande partie 

bien résolu par J .JI. OONWAY dans les années 69/ 70 • Oe 

fype de notation va au niveau des tabulations actuelles 

oonsti tuer le "patronyme " de nos ha.bi tants , bien que 

nous verrons ultérieuremen~ que ce type de notation n'est 

pas suffisamment général. 

2- PATRONYME OONWAY [c-.,] 

- La. notation de type CONWAY est basée sur la. recon­

naissance dans le diagramme d •un noeud ou d'un enlacement 

des passages dessus-dessous• 



- Il fant choisir une oonvention des:igne pour ces 

passages dessu.s-d.essous, soit: 

Convention. 

( On peut prendre la convention inverse ) 

- Ces deux éléments sont les deux gtnes de base ,il 

faut maintenant constituer les chromosomes patronymiques, 

pour cela : 

Règle. 

- Les demi-tours préaédents seront regroupés si une 

isotopie peut les mettre eni série 

Définition. 

- Un groupement en série oomme ci-dessus est appelé 

" Tangle élémentaire " et l'opération précédente est 

considérée comme une somme a,1-b de ta.ngles +I ou -I • 

Notation • 

- La notation est oonstruite à partir de oes tangles 

élémentaires en définissant un certain nombre d'opérations 

élémentaires , soit: 
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OPERATIONS SUR LES TANGLES f:.C·f) 

Opération I. (Somme) 

Opération 2_. (Produit) 

lm•· 
- ab= aO + b si aO désigne le tangle obtenu par 

symétrie par rapport à la deuxième bisseotrioe. 

Opération 3. (Ramification) 

.____..... --
0 

) ( 

' ,D--~'-'C 
c-zJ t, =- F '-1 
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- Ces trois opérations permettent de construire une 

notation pour les noeuds et les enlacements en reconnais­

sant les ta.ngles généralisés. Si le diagramme ne peut 

dispara!tre entièrement à 1 1 aide des trois opérations 

précédentes, nous obtenons une structure résiduelle. 

Cette stru.oture résiduelle lorsque nous remplaçons les 

tangles par le symbole -::Û. sera appelée POLYEDRE et 

servi.ra de support à la notation. 

Z..it, , 11_z :.2:to - (,._2.-1.2.1.t-().4.) 
- Le noeud b) a une structure résiduelle que 1 •on 

~ appelle 6 

- Maintenant , les habitants que nous considérons ont 

un Nom , mais chacun possède bien des façons d'8tre et 

cette notation n'est malheureusement pas définie à 

isotopie près. Le travail suivant va donc consister 

à regrouper les éléments par rapport à des caractères 

morphologiques plus fins. 
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- Par conséquent , dans les notes qui suivent j'ai décidé 

de recenser les noeuds et les enlacements par rapport à 

un modèle mathématique, le squelette sous-jacent à 

chaque stru.oture résiduelle w. en termes de plombages de 

bandes ( en arbres ou en cycles ) • 

- J • ai donné un nom à chaque grande population rencontrée 

; définissant ainsi une classifiqation par rapport à des 

structures organiques • 

- Dans chaque monde les enlacements seront classifiés par 

des règlesFtrictes et organiques, mais il rester~ certain 

nombre d'éléments qui pouront 8tre" apatrides " et habiter 

un ou plusieurs mondes ; nous aurons donc un problème 

de duplication ( en termes de classification générale) à 

résoudre. 

- La oarte d'identité d'un individu sera donc en fait 

constituée par un certain nombre de stru.ctures différentes 

possibles pour notre habitant. 

- La préférence sera donnée à la structure la plus m~ble 

au niveau des tabulations , bien qu'aucune d'elles ne soit 

négligeable dans la connaissance d'un individu et de ses 

propriétés o 

- Abordons , maintenant les raisons organiques du choix 

de notre modèle et ses interlétations. 
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CHOIX ru MODELE 
[Ci1 

- Un POLYEDRE est un schéma irréductible pour les opérations 

produit et somme (aO + bO) , ( cette notion est plus fine 

que celle de TAIT , et de CONWAY ) • 

- Dans un premier temps , nous allons considérer les habitaàts 

dont le polyèdre est I~ = &Q) , pour cela interprètons les 

opérations de CONWAY en termes de plombages. 

2- Opérations. 

- Considérons pour cela , la manière naturelle de construire 

unplombage de proche en proche en attachant deux bandes f 

a) Somme 

~~Q cp~ 
b) produit 

~À (Q~ 

c)Somme aO+bO 

~61 
f> 

~ 62 

regroupement sur une bande 

des poids qu'elle porte 

plombage d'une bande (b) sur 

la précédente (a) 

( oas rationnel) 

formation de branches à partir 

d'une bande centrale 

( cas stellaire) 

NB.. Dans tous les cas , il existe une liaison double entre 

les ballons (tangles) 
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. ~ 
~-Recherche des enlacements de polye<!!:_e I: 

- D'après ce qui précéde on peut très facilement et de façon 

naturelle remonter une à une les opérations élémentaires, en notant 

la position des bandes rencontrées. 

En partant du schéma associé à un noeud (ou enlacement) nous pouvons 

* définir un processus simple de recherche de I, en regroupant les 

liaisons doubles de la façon suivante : 

Eg •. ) r - - , ' ~ -- , -c--) ... , .... ,... , 
-, .,---

'-- ...... - _.,,. 

( i t de all de 2ème d.re 3ème d.re t ) en assoc an s b ons or , or •• e c • • 

Donc 937 est de type plombage et noté 3,2I ,2I 

Thèorème 

- Si par ce procédé de réduction , le schéma se réduit à I* 

l'enlacement (noeud) est de type plombage arborescent. 
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Définition 

* - Un enlacement dont le polyèdre est I, et ceci indépendamment 

de son nombre de croisements est appelé " AROORESCENT " 

- Les arborescents sont donc reconnaissables au type de 

structure sous-jacente en arbre que l'on peut associer au 

plombage dont ils sont le bord• 

- Nous obtenons directement une conséquence importante : 

Théorème 

Eg.) 

- Un arborescent est de type premier si son arbre ne 

contient pas localement: 1'1 ,b. 4. 00 b 
~ dU.. -· ... 

( ceci reste vrai dans un contexte plus géhéràl. ) 

- La oarrespondance enlacement - arbre étant établie 

de 1 a façon sui vante : 

2,3,4 = 20+30+40 

I'\.., 
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- Dans les tabu.lations a,ctuelles de OONWAY , le premier 

travail est de rechercher tous éléments arborescents, ainsi: 

Théorème • 

~* - Tous les 6 de OONWAY sont des arborescents (voir P• 60) 

Théorème • 

-Tout schéma ayant au plus cinq ballons est celui d'un 

arborescent • 

( par dualité , le premier solide à faces carrées est le ou.be ) 

Eg. ) ( Présence d'une boucle) 

C'est légitimement 
. K­

un type 6 

pourtant une isotopie 

le rend arborescent 

-Ainsi la notation de type OONWAY est insuffisamment structurale 

et il faut abandonner l 1idée d'invariance liée au nombre minimum 

de croisements pour un enlacement. 
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Remarque 

- Nous venons de définir une très grande f.-:,mi11e de noeuds 

et d'enlacements dans les tabulations " les ARBORESCENTS " 

(4 / 5 de la tabulation de OONWAY ) Lc'f1 

- Mais, au passage la recherche de l'arborescencedes éléments 

a fait appara!tre une deuxièmegrande famille d'éléments; ceux 

qui nécessitent un polyèdre pour leur- notation et ce sera 

la famille des "POLYEDRIQUES " dont les modèles ne seront 

d'ailleurs plus des arbres , mais des cycles simples ou 

composés (tu.rk•s head) • 

- A la frontière des tabulations apparaîtra une troisième 

famille d'enlacements qui seront composés d'éléments apparte-

nant aux familles précédentes (( a3'ant des compagnons par exemple:) 

nous dirons "enlacements GENERAUX " , car les modèles seront 

eux-mimes des enlacements de cycles • 

- Ces trois familles suffiraient presque dans le contexte 

général pour voir les enlacements , mais la complexité 

grandissante des modèles, nous fera rechercher une quatrième 

famille que.,· l'on considérera comme " l 'audelà " des tabulations 

mais dans celle-ci nous verrons que 1 1 arborescence joue encore 

un r6le non-négligeable. 

- Nous noterons au passage le coté "moléau.laire " du modèle : 
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4-Structure du modèle 

- Une possibilité intêressante est de voir le modèle sous 

la forme d'une structure atomique chère aux physiciens. 

- Notre modèle qui appara!t initialement comme un graphe vaihuê 

plan , peut être vu en fi A'roMIID.J fi , en effet , chaque ballon 

de polyèdre contenant un tangle simple peut ~tre en fait 

regardé comme une petite sphère chargée { sphère d.e CONWAY ) 

et les différeirtes reliées entre elles par desc parties toriques 

( voisinnage tubulaire hors des sphères ) 

C voir construction des modèles) 

- Mais nous pouvons encore aller plus loin en regardant 

le modèle sous la forme d'une composition molêoulaire faisant 

resortir la structure plombage associée à l'enlacement, 

localement nous avons: 

- Le 

-r 
: -

.r.>p~ ---­
dt e<c.c.~ot\-tlu.""'. 

l -

modèle standard a donc une forme générale spatiale 

en atomium où seules les sphères sont pondérées (chargées) • 
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A'roMIUM 
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- Dans un contexte général ,. nous pourrons définir un modèle 

réduit en ramenant (par chirurgie) toutes les parties 

arborescentes dans une seule bulle. 

( I lt ) ce qui revient a rechercher localement 

- La structure résiduelle est alors un ta.ngle généralisé 

formé par ses sphères arborescentes 

Eg .. ) 

Oe ta.ngle général sera irréductible en nombre de sphères 

qu'il contient si l'enlacement ne borde pas un disque avec 

un arc de méridiehi AB tracé sur cette grosse sphère • 

(\/o i ~ a.t.tn i [w .M f) 

Eg. ) 

- Cette condition devant atre vraie pour toute sous-sphère 

( sous tangle général) incluse. 

Ce genre de tangles ne se rencontre pas dans les 

tabulations actuelles, mais dans le cadre d'un modèle élargi 
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F'EDERALISATION 

Dès main-tenant , nous pouvons organiser la classification 

de la façon suivante: 

Ier) Le monde ARroRESCENT 

- Celui des noeuds et des enlacements ayant un squelette en 

arbre. 

2ème) PO _ Le monde LYEDRIQUE 

-Celui des noeuds et des enlacements ~ant une structure 

résidu.elle en polyèdre ( mais non oomposé, et sans compagnon) 

5ème) Le monde GENERAL 

- Celui -oi est issu desctleux précédents par composition de 

modèles. 

Remarque 

-Dans ce qui suit , chacun des mondes va ~tre étudié de façon 

séparée, et ultérieurement
1
nous rechercherons les éléments 

succeptibles d'être dans plusieurs mondes différents• 

- Ceci nous ~ène à associer à chaque enlacement un 

schéma et un graphe à partir des quels nous rechercherons 

localement les parties intêressantes en termes de strnctures. 



GRAPHZ C ... ARACT.r..RIS':'I(;.U•, ( . ...... di a.gramme) 



Puis, à. cet enlacement nous associerons le schéma suivant s 

snrOOLISATI0N 

Nouage (compagnon) 

Tangle arborescent 

~ Tangle hyperbolique 
~ (~è.,èJttLUsJ) 

~ Torsion de 2 oables. =~ (Cc>tpt?r,·h'nt-) 

, 
' 

(0 
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Eléments locaux 

-Le diagramme précédent est très caractéristique de l'enlacement 

et ceci attire immédiatement quelques remarques. 

a) Priorité arborescente 

- Cette priorité consiste en fait à faire appara!tre ·-le pl us 

possible des instructions locales en forme d'arbre, celles­

ci étant de loin les plus ma.niables. 

b) Tangles hyperboliques 

- L'arborescence laisse dans le cas génenal des structures 
L -

')-e~-- ·r locales du type ~ ,_ qui généralisent la notion .,, . 
..... - , 

. de polyèdre. 
, 

o)Oompagnon =.'~ 
Ces éléments locaux sont très caractéristiques des enlacements 

des collections différentes de compagnons différencient 

les enlacements. 

d) Anne aux _ 

Dans bien des cas, nous ver-~ons que des anneaux peuvent 

~tre eux aàssi caractéristiques ( par exemple ,par regroupement 

compagnon trivial ) mais des précautions seront R, prendre 

en général• 
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- Ainsi, en termes de structures, la recherche d'une 

classification des noeuds et des enlacements peut se voir 

sous la forme d'un programme de testa • 

Elément I G h ~ 
__ d_e_b_a._s_e_"""" ~ c,;!:t:ristique --~ 

Test 1 arbore scehce 

l 
Test 2 Test 

3
: recherche ~ Test 4,:ronnes 

'!!" 
s•ajout e 

able Réduoti bili t' . 
dans la table équivalentes à lat ,, , 

fin fin 

- Nous devons maintenant relier notre recherche de modèles 

à des techniques pratiques et rechercher des algorithmes pour 

traduire les équivalences dans chacun des mondes établis à 

partir des modèles types rencontrés • 
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MODELES TYP i-.:s 

1-Classification 

-Un certain nombre de modèles privilégiés par leur forme 

(structure) sont apparus, définissant anisi de grandes fa­

milles d'enlacements (noeuds). 

Modèles types ( Tabulations actuelles ) 

AROORESCENTS 

(18 r monde ) 

POLYEDRIQUES 

ème ( 2 monde ) 

GENERAUX 

( 3ème monde) 

• • • • 

0 

Rationnel 

Stellaire 

Arbore soent 

généralisé 

Turk's Head 

Polyêdrique 

généralisé 

~ ( avect compagnon ) 

"--~_/ 

~ (composé) 

Ces modèles sont compatibles avec les notions d'algébricité 

de1T- hyperbolisité, de non-simple ou composé, ainsi qu'avec 

certaines propriétés: amphicheiralité 



- 26 -

2-Interpretation des modèles 

- Les modèles utilisés sont succeptibles d'être vus soit en 

termes de plombages, soit en termes de chirurgie, soit encore 

en termes de braids •L~ M, Mi... e.W K.,f) , ) ) ) 

-Dans ce qui suit, le monde arborescent sera vu plus facile-

ment en étant interprété sous forme plombage; par contre dans 

le cas polyèdrique une vision chirurgicale est plus souhaitable 

avec au besoin son interprétation en termes de braids • 

- Donnons à titre d'exemple l'interprétation chirurgicale: 

Définition 

Eg.) 

- Une chirurgie est standard si: 

1°) L'instruction ne comporte que des composantes non-nouées 

2°) Les composantes sont transverses ( comme une chaîne ) 

3°) Le total des poids est irréductible pour la structure 

donnée ( arbre , cycle ••. ) 

t 

-2, 

.@ l'alternance des signes 

correspond à un enlacement 

alternant. 

Regardons, maintenant les correspondances avec nos modèles: 
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3 - Relation instruction-modèle 

- Le mod~}-~ o.rbre ou squelette est associé ~1, l' instruction 

de la façon suivante; 

a) 
~ --i 3 - 2. 

C:EB) b) 

'l -1 
• • • • 

g -3 3 - 3 

~-;-~"'K 
-2.. L. -, 

C ~ I ~> ( '3, ~) 

3 
c) 

-2 

L 

C >Ç (3,t),:U.D .2. 2..2. '310 

.fili• ( cette vision est spatiale ) 

les cycles donnant des problèmes d'orientation, la position 

d'une bande sera donnée H::: horizontale, V= verticale 

Dans le cas des arbres, une orientation sera donnée afin 

qu'une seule interprétation de l'arbre soit possible. 

Propriété ["~J 
Les relations donnant les nouveaux ooefficients anrès une - -
modification t sur une composante ri non nouée dans une 

instruction standard sont: 

A. [~~-..... - car pour standard lk ( 1. , 1 . ) = 1 t-,. 3- 1 J ~-( r! 
1 

etr! 
J 

doivent être entiers 

~' - ~ -,.t-J -
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- Dès lors, la classification est basée sur la recherche d'un 

ensemble d' instructions standards de base :pe rrnettant de 

comprendre les passaees entre deux enlacements • 

4- Invariant ( carte d 1identi té ) 

- L'invariant I pour un enlacement donné repose sur un 

ensernb-le de nature inêvit·abl'e (au niveau de la construotion des 

tabu.llations ) ; puis de nature suffisante au niveau des équivalences 

I = { modèles standards)/ chirurgie 

L'invariant I est bien cerné dans le cas arborescent • 

Nbus appelerons I l'ensemble des modêles standards d'un élément 
s 

donné • 

Eg •. ) 

Dans ce cas 1 1ir..varia.nt I 
s 

instruction I = 3,4,5,-2 - -

Remarque 

par une 

-Cette instruction est obtenue à partir des instructions standards 

en excluant les +l ou -1 en début de branches. 

( Dans un contexte plus général , voir le paragraphe ration­

nalioation et le para.graphe; instruction réduite. ) 
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5- Relation· avec braid et plomba.m? 

- Ces relations seront developpées ultérieurement dans le 

contexte de la modèlisation des polyèdres, mais au niveau 

des tabulations actuelles, nous pouvons donner la correspon­

dance évidente suivante: 

( modèle ) 

( .. 6~) polyedre ( plombage ) 

- Dans le plombage standard les bandes sont aplaties de haut 

en bas sur le plan horizontal, donc la symbolisation est 

la suivante: 

::Je: 
ou ou 

:::Je: 

:::a::: 
est une bande horizontale 

I est une bande verticale ( plombée supérieurement) 

- L'ensemble des éléments de base étantdonné , nous pouvons 

maintenant passer à la classification de chacun de nos mondes 

eit à la recherche ultérieure d'une généralisation de la 

classification • 
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' 2eme PARTIE 

( OLASSIFICATIONS ACTUELLES ) 
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MONDE ARB)RESCENT 

1-- Orientation -11--

- L'arbre étant de :f'ai t un graphe plan valué et le plombage 

une structure spatiale, il est nécessaire de choisir une 

orientation qui induise une manière canonique de rabattre 

les bandes du plombage sur le plan. 

Eg •• ) Instruction or:ii.entée 

J 
IV 

J., 

-à partir d'une bande centrale , une orientation est choisie 

et celle-ci se transmet en échangeant normale et direotrice 

à chaque attache de bandes , et ceci de pI!.Oche en proche; en 

suivant le sens des ngohes, le sens de rencontre des branches 

et des Poids redonne l 'instruotion standard • 

Définition 

- Un arbre est standard , si l'instruction de chi•ru.rgi.e 

correspondante est standard, ( donc si le total des poids 

est réduit ) 

Eg • ) 

-l., 



.! - '= Q,û,<_. ~ ~ {»,c.Rf- cvi 1:, ,~ LC-i) 
/ 

R~ ~c~ ~ e~~fl~ce dP ~ ♦ ltJ'~ e~ letiAJ~17loJJt~4')~-

-t2:..> -t -+2-
• • • -~ 

(.te.,i,-t.)""' (e...i,112-) 

IIS 

(2,2_1 3- 1+L) "-(t.t. 1-lJ., 2.) 
-l., 

--

' J _,/_ 3 -2.. 2., 
ÀL.~~,, en r • • --e ~ 

~'r~ t,•SS4">,I t,J?eÀ_emAO,/" -é'U-) 

l'"'/t:ls ~ t,, ~~ l,q,,,d~ [ .. o ~'32~) 
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3- Réduction - équivalence 

- Les modèles standards étant définis, il nous faut maintenant 

définir un processus simple (algorithme) de réduction pour s'y 

ramener , et conna!tre les différentes possibilités • 

Remarque 

• - Tout . ce qui sU.t provient des transformations de chirurgie 

( of : transf •. 2 ) L~J 

Convention 1 

- Une branche de plombage ne peut se terminer par 

un -1 • ( on projette sur la bande précédente) 

-b a. ±!. -b a.;f 
• • • < ➔ • • 

ainsi: 

'l, 

tHml-21 ~ t t, 2, 

?, • • ~ 

-i " ~ 

Convention 2 

- On évite la présence d'un zéro dans une branche. 

a o I> 
• • • 

a..' b, a'+~I 

un +1 ou 

t, 

3<:3 



Transformation 1 4-+bo 
• 
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-b 
• • 

- Maintenant , nous pouvons passer au programme de réduction 

±t1-:t b 
de l'arbre , la pr4sence de • • sur les branches 

d'un arbre traduit des non-alternances dans le diagramme de 

l'enlacement, dans bien des· cas ces non-alternances peuvent 

3tre suprimées. 

Eg •. ) ( vue plombage du phénomène ) 

~ ~ ') 

1!:ransf"Ol'.IJ'llation 2 

±a. +J, c.. 
• • • ~ ... • • 

( en chirurgie , introduction d'une composante 00 et torsion 

de cette composante par une modification t= +l ou -1 • 

Transformation 3 

- Si le sommet le permet, un désaccord peut être réduit• 



■ 

C1to eevz 6-l tu. E~ : r~ -< ,,,_ ~,, 

_ ~ <) 1:, 1~ ~ ~ ~ t u,.-, e-.t:/1 t. /U p/4,, 1-t. /' t!> , 'c(s ( 1-/.)e ~, 

tt=« I"? ~ xÎ~ 
1 

ce,,,é a:/l-h~ -t 1--/Ô t!-&1:/>? c:/a,r,,d. 

2, 

1., 

r ~ 

~. -2.J 

A A. 

?> "3 'V -i 

0 C ,1. 

--1.. ·\y 

--

~ tê,/2{· ;!U,'/4/~ ~ki..t(.Î(/)d e,, ~~~ F- /; Î~ e,,,/-. ~ 

~Jeo1111 t //4 c/4. ~ .. ""~ -! f- ):)fil»,c/ ~t:1 f! 1-~ ~ >t 1~" ' 
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4- Arbre réduit canonigue 

Eg •. ) 

- L •ensemble I 
s 

des instructions standards e nt parfoi a 

lourd a manier, aussi dans le cas arborescent cet ensemble 

peut ~tre représenté par un arbre réduit ( q'IÏ.i tte à augmenter 

le nombre de croisements) 

- Reprenons notre exemple: 

- Dans certains cas une branche peut ne plus 8tre pondérée ) 

-i ~ -i 

~ 

- Maintenant , une fois définis ces arbres , il fa.ut savoir 

(pouvoir) les reconnaître facilement dans les tabulations; 

aussi pour aider le lecteur, donnons les principales corres­

pondances pour les arborescents des tabulations actuelles. 

( Les rationnels et les stellaires étant eux très facilement 

identifiables, nous ne develepperons pas leurs formes ) 
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5- ~~rrespondanoes diagramme-modèle 

Eg. ) 

- Toutes les correspondances qui suivent sont basées sur 

les opérations de CONWAY, sur les tangles. 

' \Z:_I ' 
\o' ri;: 

\ 0 (o.,1:,)0 
' 0-f_J~ \ -b '\ 

' 
(o ,1>) \ 

' 

- Le modèle arbre plan est obtenu à partir de l'instruction 

ou du plombage en tenant compte du sens des f18ohes pour 

rabattre les bandes. 

... "' 



--------------- ---- -

b) de m~me (a;b,c)(d1e) 
' 

d) (a,b) cd (e,t) 

eT"~ 1~ c»Y~j 
~ eG, d -~ f-c::::?d :J -c cl 

-b e 

e) (a,b) ,c, (e,d) 

C p------- i) 
-do -~ 

cJ __ ~_s;:lJ ~ é?b ~_] -b C - e.. 



s 

J(,t' 

Exemple Général 6 .3.2.3.2 "" (4,4-)( 3,3-) 

-3 3 



g) .(a, b) .c 

b 
s 

C b' J 
rv &~;~ a.. 

c.+-:i 

h) .a. (b,c) 

~ 
~~~ ½ ~ +•~ 

~6 IV p/_c_ j 
( ~ ?) 

--l 

-b .i 

-c. 

Ceci permet au lecteur de retrouver tous les arborescents des 

tabulations actuelles, (en considérant d'ailleurs l()'IHHI-comme la composi­

tion de deux 6iHt). 

b - ~odifications sur les arbres (flyp) 

Ce qui précède est valable en général, modulo les flyps possibles 

sur les arbres. (modèles équivalents). 
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Exemple Général 

':/ - Présentations différentes d'une instruction donnée 

Règle 1 

Le déplacement d'un nombre de demi-tours impairs sur une bœde 

entraîne la modification de l'allure de )_ 'arbre afin de respecter l'orienta­

tion conventionnelle. 

Exemple Général 

d.. 

b 

renversement de l'orientation des sommets à distance impaire. 

Règle 2 

Possibilité de renverser l'orientation à un sommet, en renversant 

celle des sommets suivants à distance paire. (On retrouve ainsi certains 

déplacements dans le plan). 

Exemple Génfral 
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- Il exist~e transformation sur les arbres (plombaees) 

qui n'est pas une transformation élémentaire standard, 

( c'est une transformation générale de chirureie) 

Chaîne- égui valence 

Eg. ) 

et plus généralement: 

- L'ensemble de ce qui précéde établit la classification 

arborescente de fa~n théorique , reste donc à construire 

la. tabulation • 
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i•Oon:::truction de 12. te,bul;•tion (Règles) 

LD construction des rationnels et des stellaires n 'e ::;t pt:,:ë 

reprises, je renvoie le lecteur à, l;, thèse de sp,~ci;:iJité de :.:.LAI, 

Aix-Marseille II, Déc. 79, où cette dernière a été reprise et 

inf'orme,ti sée. 

La. tabulation est construite algorithmiquement en utilis:mt un 

certain nombre de règles élémentaires pour passer de i croisements 

à (i + 1) croisements. 

Règle 1: ajouter 1 à un sommet d'étoile ( valence 3) 

Règle 2: ajouter l àu poids total d'une branche •-

; /4~b ► ~::~ -½ ~~le-. 
~ b l>+J--~b 

Règlte 3 : ajouter 1 sur une branche ( créer une bande ) 

I
c. 

-------:---<: 
Règle 4 : générer une branche ( sur un poids impair ) 

C. r a. 

o( ) 1 • <b ~ <b 1- I 
- .2, 

f-, ) ~: '> ~~~ 
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Remargue: 

Ces qua_...tre règles permettent la construction é!.u monde 

arborescent alternant de proche en proche, modulo les 

deux règles d'orientation. 

Remarque sur les notationi : 

- Il faut remarquer que la notation de OONWAY est bien souvent 

globale , ( c'est à dire, tient compte de certaines équiva­

lences) ; mais elle ne peut tenir compte directement de la 

position des poids sur une m@me bande , il est donc nécessdre 

d'associer à chaque construction deCOllTWAY .ü notation et de 

s'y ramener dans les autres oas • 

a Eg.) e 

d 

- correspond par construction à la notation de OONWAY (a,b)c(d,e) 

mais par contre 1 • arbra sui va.nt : a C 
e 

n'est pas sous la forme CONJIAY , il faut donc s'y ramener 

en utilisa.nt les regles d'équivalences: 

ainsi : 

ç 5 

,"\) 

t, 2., 2, 

'5' 
'v 

3 



-4S--

/t,~ ~ C<ks,·~~ c~ /4~~/ti,.,4t:é,,,-;,__,ay 

1- OUilLIS e-: REPETITION: 

4 

-2 -2 

2°) (31,2-) (2,2) ,v (31-,2) (2,2) /1., (-4,2) (2,2) 

-2. 

30) ( 2, 2) 2 ( 2, 2-) 

2 

) 
1.. 

C -) • < 2. 

G 
2. -2 



40) (2,2) -2 (2,2) 
C\ 

~ 
1 

-2 
2 2 

50) ( 2,2) 2- (2,2) 

~ --- /V 
-2 

~<- 'ci ) < -
• 2 

2 -2 
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10- Utilité d'une instruction réduite: 

- Nous avons pour classifier les noeuds et les enlacements 

arbomiescents deux voies : 

1) soit I ensemble des arbres standards 
s 

2) soit I invariant canonique représentant en fait une notation 

arborescente de I 
s • 

-Discutons maintenant l'existence de I , hors des tabulations 

actuelles. 

- Il faut alors se tourner vers un re.,ffinement de l'invariant 

standard , ou du moins vers une méthode simple qui permette 

de dépister rapidement d'éventuelles duplications. 

- Dans cette optique, nous savons déjà que la présentation 

des branches (structure, squelette ) d'un arborescent est 

en général un invari a.nt • 

- Il sera donc possible de prétrier les instructions à partir 

d'une instruction standard réduite, modulo les équivalences 

et les règles d'orientation, regardons pour cela ce que donne 

les différentes possibilités d'instructions réduites o 



Eg.) Disparition d'une branche; 
- ----- t, 2. 

2. ~.2.~ 2.'-__ ~ /. ,y 

-.2, / - ~2, L~ -~ 
Ct1t-)~lt,i) .! ~ Ct,z.t-)(tt,z) Z, 

remarquons que nous pouvons annuler les poids 

~ ~ ~ ~ 
1/L e/:-

~ ¾ %. 
nous avons alors m~me réduction 

Invariant: 

- Nous réduirons 1 1instruction, mais nous conserverons la 

structure sous-jaoentede l'arbre • 

Eg. ) 
z .2, t 

e-t-
1, 

"' 
i -i 

01, 0/z. r,_ 0/z_ l.. 

ql. 
o/,2,.. 

o/L D/..L 
lt. ,t..) -.t {t., i) 

- Les deux enlacements ont m8me" réduotion " , et ils sont 

donc" POTENTIELLEMENT EGAUX" 

Ici, il s'agit en fait de la duplication de OONWAY que j'ai 

déjà mentionnée dans les tabulations. 

Exc ou PE : 

- Deux éléments ayant rn~me réduction ont-ils m~me déterminant? 
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Ces deux enlacements ont m~me déterminant 59 , mais ils n'ont pas 

m@me réduction (ils sont ici différents) , on notera que les 

fractions -59/30 et -59/ 42 sont 11:ifférentes , mais est-ce dans 

un contexte général suffisant ? ( car dans le cas rationnel 

nous avons des équivalences du type p/q"' p/q' si qq' = +l(p) ) -
Remarque: 

Nous dirons ici que les deux fractions font figure de déterminants 

arborescents. 

nous conjecturerdlns : 

Pro Position : 

m@me déterminant arboresceirl; l 
m@me type d'arbre J ==> égalité potentielle 
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Eg •. ) .3 

2., 

0,1. z.. 

- Ici les deux enlacements ont m3me réduction, mais sont 

différents, seule la position des poids sur les bandes et 

l'impossibilité d'une transformation standard entre les deux 

éléments les différencie• 

Un cas étrange: 
-1. 

- 2., 
-Î3L 

ffo -L 

- Des arbres égaux peuvent avoir des fractions différentes, 

bien que dans le cas présent: 

13 X Z7 = l ( 70) 

et 

- 83 = -70 - 13 

Problème: 

Déterminer les équivalences possibles entre déterminants arbo­

rescents ( une analogie avec le cas rationnel) • 

Et existe - t il une relation avec le déterminant d' ANGER ? 

( donné dans PERKO ) 
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. Remarque 1?9Ur les tabulations : 

Ces réductions nous permettent directement de trouver une 

grande famille d'équivalences possibles dans les tables, 

( de mime nature que celle de OONWAY ) I~ ' r" ' ... ' • t., 

✓ 
.... 

• • 'V / • • 2, 

-L }J 

- Localement ces dewç éléments donnent la m3me réduction , 

et de plus, il est facile par chirurgie de passer de l'un 

à l'autre ( modulo les règles d'orientation) 

)•;--41..,_-~ .. I .... ·2,-·• 
2, 

-Jlibus avons plus généralement: 

' ' 

Eg~)dans les tables 

• 2, 

' ' 

~ ) ( a, b- ) 2 ( o, d- ) tv ( a, b-i ) -2 ( c, d-1 ) 

-{f>..1) 

p) (a , b- )2 , -2 , (c,d) t\l [ a , (b-l)lJ-2 , 2 , (c,d) 

pourf.,va:riante sur (c,d) en fonction de la règle d'orientation 

et de réorientation. 
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MONDE POLYEDRIQUE 

1- Relation aveo le monde précédent: 

-Un élément polyêdrique est un enlacement qui ne peut pas 

avoir comme polyédre 1~, mais il existe un lien chirurgical 

entre les arborescents et les polyèdriques. 

- En effet , le monde arborescent appardt comme un cas parti­

ou.lier d'un monde plus gén~ral o 

2- Transformation élémentaire: 

- Les classes d'équivalences des arbres définis dans le chapitre 

précédent relèvent d'une composition de transformations -
élémentaires du type " ROLFSEN " C-~J 

\..._.._, _______ ~ __ 2,:,_ _______ ,;, 

3-·Reoherche de l'instruction: 

-La recherche de l'instruction peut se faire en utilisant une 

oonstruction géométrique du type de celle utilisée par J. MONTESINOS 

au besoin en restant dans un contexte cyclique. 

-Jt-



Eg .. ) 
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....,... 

1\/ t\l 
C 

c:: 
, 

c.. 

( Dana· ce cas, il faudra respecter les conventions de 

rabattement du modèle) 

Remarque 

a. 

- Le choix de ~ ou de ~ nr•important pas étant donné 

bo o -'=-
1 •équivalence • ~ • • 

Nous avons alors 1' équivalence fondamentale: 

4- Equivalence fondamentale 

q -cl 

>-<-b C 

-d 

C 
C. 

.. f 

-En conséquence , un arborescent se présente comme un Turk's Hea_d 

( cycle simple) a;rant seulement quatre poids. 

En particulier, r (J.0-"-
6 • ._. b.o.d = q•&<. c..~ 

-{t,,M-,,__ ,V C. 

C, r:v,,,r r~~) 

_,L 



Eg. ) 

-1-
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Dans unpremier temps , remarquons que toute instruction de ohirurg.ie 

cyclique peut se ramener à, une instrnction ayant un nombre 

:Ir 
pair d'anneaux : 

~ 0 

~ rv q 
CV 

(J J- ) 
s -L 

-- .A -

L--c{}~ 
- -1-

C-a.r en effet le but recherché est de simplifier suffisamment 

l'instruction qui oette fois oomporteun cycle ( ou des cycles) 

et ceci en analogie avec le cas arborescent. 

~ En effet un cycle qui comporte un nombre impair de poids Posséde 

au moins une non-al ternanoe , donc il existe au moins une trans­

formation élémentaire T2 qui augmente de un le nombre de poids. 
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5- Théorème: 

-Toute description de chirurgie aya."lt un nombre pair d 'anne rmx 

se ramène à une description n'ayant que des +l ou -l ou O 

(théorème fondainental de ROLFIEN) 

Corollaire: 

- Cette dernière. description se ramène à une description 

standard. 
-h-u) 

-1.. 

En effet , sous la forme de braids nous avons localement : 

IV 
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-En conséquence, nous pouvons travailler pour classifier les 

polyèdriques uniquement travailler sur les chirurgies standards 

6 -Théorème: 

Il- 8 C. 

••• 

IIH 41 J!+t. ~, c~, 
••••• 

- Classifier les polyèdriques et les différencier des arborescents 

revient à classifier les instructions de chirurgie standard 

8iY'ant un ou plusieurs cycles. 

- Regardons à titre d'exemple le cas & * 
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7- Non-uni ci té 1 

Eg.) 

Si l'on regarde le procédé par lequel on a associé à 6 * une 

description standard, on remarquera que lecboix de la face 

du polyèdre intervient dans la forme de la description. 

a) -.f-' 
'V 

c.. 
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- On obtient ici quatre présentations possibles, l'échange 

des bords intérieurs et extérieurs a;yant pour effet d'échanger 

bandes horizontales et bandes verticales. 

- Il reste à établir entre les différentes présentations, les 

équivalences possibles par modifications ès instructions de 

chirurgie standard en agissant sur un nombre pair de bandes • 

&- Propriétés: 

Propriété ~ 

" C. .b • • • 

s 

4 
,~ t-t c. + ~ b ! d. 

• • • • • 



Propriété B· (réciproque) 

~ .., .i C. -+d. ~ 

•• • • • • 

PRopriété O : 

a. --L C tf e .f 
• • • • • • 

Coneéguenoe: 
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1v 

lt.+d. C e- 4.. 

• • • 

Q~I C. _,{ d--J. ~ .f. 
• • • • •• 

- Les propriétés A,..B,iC donnent aveo le programme arboresoent 

qui reste valable pour les branohee , les transformations qui 
..,. ,. * 

permettent cle passer d •un 8 , à un 6, , à un 10 • 

1, •alternance du diagramme étant donnée par une al ter.nance des 

signes des poids comme dans le oae arborescent• 

11 est bien évident ,.que la transformation élémentaire '112 rente 

valable , mais que pour oonserver le ct,té standard , il ;:faut 

effectuer deux telles transformations et oeci simultanément. 

( voir , thèorèmes sur les cycles) 
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APPLICA.TICN 1 
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a : b : -20 -v -aJJ : -bO . : -20 ( a.u signe près) 

.+I -1 .. , 2., ~ bO 
1 • • •••• 

2. ~, -1 ~ 1 ~ . 6D 
• • • • • • 

Rappel v-a.....c 

r'·" Les propriétés A, E, C font ~ue l'on ne peut . ~enccnt:-er 

dans un type€!-, 8~, 10~ un tangle+l ou -1 qui soit en non-alte~nance 

aveœ "ses voisins", un tel enlacement (Yoeud) ë33"ant une au~:-e ferme 

équivalente, ou plus réduite. 

AFFLICATION 2 

6EI. Arborescent ( à l'a.ide de A, B, C) 

"""' 

_, a. -~ .. , -c. d 
• • • • • • 

_b +I -(c.+0_-:1 d., a.~~ 

• • • • • • 
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AP?L! C,;.T!ON 3 

X:Y:-2 est a:bore sce!l-t 

~~ 
-1 X -1 - z _ 1, y 
• • • • • • 

© 
~ s 

-~ -2, --1. ~ 0 y -1. 

• • • • • • ~ 
s 

- ::> - 1 'Jl ... 'f - 1 

• • • • 

Exàmple:duplication (K. PERKO, ANS 74) 

-:1. ---L 

1 ! 

1 1 

-~ /-1.. 
1. ~ 



~ ~ 

-.-1 .2., -/ r -: l 

-~ 3 

-1 ... ~ -:! - -t ~--1 --:!. T 
"\.,/ • • • • • • • • 

s 

-"1. . --t.. -~ -Z. 
"'V • • • • 

{~ ,~~~J-~ de. s) 

. 
~ <.ATl()III 

Montrer que cet~e transformat~on s'écrit algoritb..mique-

t 4 t. d. l "" 4 t. //. L-. . \\ ,, :nen en !one ion e a. .. rans:::orm2.. ion e ~·,,,.e"ru,,·1~ a.-:i progra:nme 

arborescent.l7ï,) fM.U. u-i-1'",~ /u'~r~.s >e,,,,,,ip°'-'1,4 hk~~~. 
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10- Conséquences 

- Pour notre classification , nous ne nous int3resserons qu'aux 

instructions standards, et celles -ci seront classifiées par 

analogie avec les instructions arl»orescentes. 

Exemples ( app 3) 

-1-

Remarque: 

-Il suffit d'adopter la règle suivante sur les instructions: 

Règle: 

-four passer d'une instru.ctioru standard à une autre ;il faut 

effectuer deux transformations élémentaires ( 2 TE ) pour 

conserver le c8té standard , mais celles-ci doivent 3tre 

simultanément réalisables et de plus ,et = 0 ; 

conséquence: 

Il en résulte immédiatement un certain nombre de théorèmes • 
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11-Théorème s sur les cycles : 

Théorème fondamental: 

- Toute modification standard sur un cy_cle est composition de 

transformations élémentaires simultanément réalisables et 

telles que la somme des modifications soit nulle 

Eg •. ) • • 
Il en résulte les cas suivants: a,b,c, •.•• GZ 

Prop. ( A , B1 ) 
a c b 
• • • 

~ -1. C. 
Prop .. C 

d 
• • • • L 

e 
• 

-f 
• 

Q+4- c.t~ d 
• 1 • • 
(+~) 

~ L.-, 

Prop •. C:' a b C. d e. 
• • • • • 

4+-<( 9 ,H c:. d--t@ e-:1. 
• • • • • • • '--' L-., 

Prop. C" C( b C. d 
• 

a+~ @ J.,,u. c-~ cg) el--1. 

• • • L.-J L--J • • • • • • 

Eg~) App l .4 .... -1. .-L ~ tl l:>o .t --1. ~; Q bo 
• • • • • • ...( ..,.. • 1 • • • \ •L--J 

t+~) 
Reaargue : 

Il est trés facile de retrouver ces transformations en termes 

de braids II standards " • 

Dans le cadre~ des tabulations seuls sont interêssants les cas 

qui amènent des réductions du nombre de croisementè ou des 

équivalences, c'est pourquoi, nous donnons les quatre théorèmes 

suivants/ 
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Théorème l : 

Si un cycle comporte un nombre de poids égaux à +l ou -1 

supérieur ou égal à deux, alors l'enlacement ( le noeud) 

possède une autre forme plus réduite en nombre de poids. 

( voir 6"__.) 

Remarque 

- Le poids total peut @tre augmenté, diminué, ou inchangé 

suivant l 'al terna.nce o 

Théorème 2 

Eg .. ) 

- Un cycle 2l'* qui comporte deux non-alternances au moins 

possède une autre forme 2(P+1)°" 

-c. d 
• • .. 

( m8m,remarque ) 

2TE 
~ 

4'. .. -:t. • -( - )( -i t- t d.. . . - -. " 
If' If- ~ * Ceci permet de passer d'un 6 à un 8, d'un 8 à un 10 et 

réciproquement en fonction de l'alternance de l'enlacement. 

Théorème 

Eg. ) 

-Un cycle comportant un nombre égal de non-alternances et de 
±A• 1 !:l, 

séquences ....... possède (au moins ) une autre forme équivalente. 

-2. 

2.. 
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Théorème 4 : 

Les cycles alternants * 2P sont mini:nau.x en nombre de croisements 

et déterminent l'enlacement. 

Théorème 4': 

* Si les quatre formes d'un type 6 ne sont pas justifiables des 

Thl, Th 2 , Th 3 , alors l'enlacement correspondant est 

parfaitement déterminé. 

Conséquence 

Les liens entre les modèles sont régis par les théorèmes 

précédents, ( ils sont compositions de transformations élémen­

taires + transformation des branches ) • 

Si a cela nous ajoutons la cha!ne égJtivalence et les règles 

d'orientation des branches arborescentes, nous avons une 

classification des enlacements polyèdriques. 

~• Chercher tous les modèles 

de l'enlace ment sui va.nt : 

( Propriétés de ces enlacements?) 



- 6-/--

-d..2.. _ Ta~"-~ • 

J'ai montré dans c.c ~ p-zic,e,de. qu'il était possibleJ 

quitte à compléter l'enlacement (ou le noeud) par l'addition d'une 

composante indépendante d'arriver ainsi à définir un modèle mathé­

matique pour les éléments polyédriques. 

Dans ce paragraphe, je donne les modèles standards de 

squelettes qui permettent de classifier les Pol'{ i,c;ir11ue S. des ta-

bulations a.cf-ue//v:, 1, et ceci directement à partir du 

polyèdre de Convq (ou notation). 

Pour ce squelette, l'orientation des bourgeons arbores­

cents définie est conservée, par centre pour les oycles que nous 

rencontrons, il est moins évident de pouvoir bénéficier d'une orien­

tation induite, car pour ne pas avoir de problème, il faut que le 

:no■bre de poids du cycle soit diV:l.sible par quatre. (en effet, la 

oonnntion de rabattement des bandes sur le plan est un phénomène 

périodique modulo 4). 
Il faudrait donc, n'admettre pour ne pas avoir de 

problèmes d'orientation, n'admettre que des cycles a.y-ant 8, 12, •••• 

poids, quitte à admettre un certain nombre de poids nuls a.'t"bi trai­

rement choisis, oeoi a pour effet d'augmenter le nombre de s1uelettes 

6qui valent s. 

,c. 

• 0 • 0 

Pour ne pas avoir oette augmentation, étant donné qu'il 

n'y a qu'un oycle dans les squeiettes rencontrés, je préfère choisir 

une convention de représentation. 

Convention 

Les bandes du cycle qui sont horizontales seront pondé­

rées de façon naturelle J les bandes verticales seront rabattues à 

l'extérieur si plombées en haut et à l'intérieur si plombées en bas. 



E:œmp le Général 

Le squelette est choisi de façon à ne pas all8fllenter inu­

tilement le nombre de croisements de l'élément de départ, et le 1er 

poids sera indiqué aveo la position de sa bande (centre). Les bandes 

horizontales du oyole seront de façon naturelle dans le plan. de ra.­

battement des bandes. Les bourgeons arborescents seront orientés 

naturellement par rapport aux band.es sur lesquelles ils se greffent. 

Correspondance Pol7èd.re-Squelette. 

Dana les pages suivantes, je donne les principales 

oorresponda.noes entre squelettes et pol7èdres de ty'pe Conwq • 

Celles-ci sont données dans la table qui suit , pour ohaq_ue élément 

• Il est remarquable d'une part, 

oombien oes squelettes permettent de différencier les éléments et 

aont les seuls invariants acnuela qant une telle f'oroe de classement; 

d'autre part , je n'ai pas donné toutes les torme s posai ble s et irna-­

ginable s pour les squelettes d'un élant donné, car bien des sque-,, .,, 
lettes sont non-conformes sur le plan de l'arboresoenoe.' 

Règle 

Un cycle réduit en arboresoenoe ne peut contenir sur l'un 

de ses bords seulement deux poids • 

( ceci entraine immédiatement une liaison double ) 



SQUELETTES 

-f 

C 

e. 



* 9 



.f. 

k 

-d. 
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ll~c admet aussi des présentations plus générales. 

a) Montrer que ll~c admet une présentation de la forme: 

Ïi.nt: 

b)montrer que 11•0 admet aussi une présentation de type: 

Hint: 

Exemple d'équivalence 

J., 

-1 
-Il -1. 

6 -t.-.2.-~f).2.01) 

y~ 
Exc.o Ecrire· toutes les transformations en termes de modèles en -

n'utilisant que des transformations élômentaires • 
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13- Observation sur les notations:· 

Eg.) 

- Les noeuds de la tabulation de OONWAY sont en général notés 

par rapport à leur fome dans la tabulation de LITTLE , par 

conséquent il n'est pas rare d'avoir quelques difficultés pour 

retrouver un élément donné ( par une méthode organique ) ~ 

Il est ici naturel de noter ce 

noeud par rapport au triangle 

central et de tourner dans le sens 

rétrograde , afin de ne pas avoir à 

rencontrer de t 1 , notre élément 

* est alors le (i: 30.-20 • -2 .2 , oet élément étant réduit en 

nombre de croisements , ilest donc normal que le premier tangle 

appelé soit le plus important , donct 6-AC 30 ... - 20 -2 ~ 2 est 

une notation fort acceptable• 

- Les différents modèles de oe noeud sont : 

--~ -l 
b) -~ c) d) 

-1.. -l 

-2. 

- t, -1- -2., 

CDnsidérons par exemple l'instruction b) ' 

~ 
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- Cette instru.ction correspond au braid: 

- '2.. -t..o - t..• 

;;;::;--~ ~ 
-~ -1.. J, -~ 

-l 

-2, 

ème Cette dernière instru.ction est au signe près la 3 instruction 

du n° 509 (polyèdrique ) , 0' 1est à dire le 6*2 "' -3 • -20 o 2 0 

qui est : 

Conséquence: 

-Lorsqu'un enlacement ou un noeud aura un modèle qui n'est pas 

dans la table , il faudra utiliser les théorèmes sur les 2P .,,,_ 

pour rechercher une autre forme équivalente. 

Remarque : 

-Le test effectué sur 300/ 400 notations qui ne sont pas dans 

la table ne m'a permis que de découvrir les noeuds 

551 et 552 • 



- 15-

- Revêtement branché double 

Nous avons vu dans mes précédentes notes cor:11-:1ent diffé­

rencier arborescents et polyédrl'lrJt.S par un procédé Ginple. 

En terme de revêtement, nous ne nous intéresserons donc 

au "Double branched covering" que lorsque· 1 1 élément considéré sera 

un enlacement arborescent. 

Dans ce cas, alors, l'élément aura une présentation de 

type standard traduisible par un arbre pondéré. 

Mais pour illustrer cette recherche, regardons l 'cxcnple 

donné par J.lontésinos dans A.S. n° 84 (M
1
). 

Exemple s ( 1- f olcl c.'1 c ,,~ b1-.ttc at,f "'° rtll , .. ~) 

Principe : 

Remplacer les tangles simples ou généralisés par des 

boules, et rechercher un chemin T passant par toutes ces boules 

(cf. exemple).· 

Puis, couper T en un point et tirer de façon à obtenir 

une présentation: en arcs des boules, mais les bcules deva."lt rester 

disjointes a à 2. 

Exemple (suite). 



. Soif-

Remaroue 

Nous remarquerons Que la présentation obtenue n'est pas 

standard,car en effet l'enlacement arborescent de départ n'était pas 

réduit en nombre de croisements. 

Règle - Il faut donc partir d'un diagramme réduit en nombre de 

croisement, tout en respectant la structure la plus simple pour 

J 'enlaceml!nt. 

Exempl~ (sui-te) 

L'enlacement réduit est 

""' 

). ...... 
Problème 

L'arbre associé ici est en fait associé au revgte:nent 

double r~~ifié branché, donc il faut en fait partir d'un revête~ent 

simple (for~e 1~) et remonter les ramifications ce qui reviênt à 

donner à l 'enlacer.1cnt sa forme plorabô.(..--e. 
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Exemple· généraJ.: ______ _ 

G~ "? tÎ (Cj 
,-

, A 

tL-J j 
nous donne ~ ~ 

~ 
13>&-. 

L1 et L2 oorrespondant au contenu des boules J,_ et B'2 , 

il reste alors à ramifier l'instruwtion en utilisant les 

équivalences d'instructions 

Présentation 14'-

Eg .. ) 

- Pa.r contre nous pouvons immédiatement remarquer qu'en utilisant 

la m3me courbe T , nous pouvons obtenir un autre typec de 

rev@tement •· 

,/ T 

.:;,. ( voir : AKBUMUT et KIR13Y , BRANCHED OOVERS OF SURFACES nr M4 ) 
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Princ:i.:rie 

Etant donné un polyèdre à p-bulles,nous rech,3rcheron.s 

une courbe fermée (chemin) passant par toutes lea bulles (ou plusienrs 

chemins) et nous leur donneron3 une forme circulaire, la pr6sentation 

obtenue sera stand.a.rd si aucune boule n·' intérsecte une autre et si les 

oornposa.ntes sont transverses(lftV\.f J 

Remctrque 

L'assurance de trouver un chemin fermé passant par toutes 

les boules, revient à affirmer que tout polyèdre est au moins polyèdre 

d'un noeud hyperbolique. 

Théor6me 

Tout graphe de valence 4 est recouvrable par un chemin 

fermé (o
3

). 

Exemple Général ;t'-

Conséqllflnce s 

Le lecteur peut ainsi retrouver aisément, les instructions 

que j'ai donné dans (c 2) et comprendre la cl~ssification qui en 

résulte pour les enlacements, ainsi d'ailleurs que pour les types de 

revêtements •. 

Le seul problème pouvant subsister est le nomb:-e minimal 

de courbes T nécessaire pour obtenir une présentai.ion qui soit standard. 

~ 



E,œmple Génér~l 

10-.:IŒ est la composition de deux 6~ 

D'où 

l'effacement d'un bloc 6'6-permet de relier T1 et T
2

• 

Par contre, il est bien évident que dès que le nombre de 

bulles augmentera, ce procédé deviendra lui-~ême assez complexe, par 

le fait qu'il faut choisir une présentation correcte du polyèdre et un 

bon T (Cf. exemple). 

Exemple Gén,~ral 

Rechercher un l>tocler/l? fla,,,,, c/ ~c:L. /J<iU/l ce polyèdre. 

(ou bien un 3 x 6) (ou bien un 2 x 8). [V,-✓\ p/J'ff] 
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15- Bonne présentation 

Proposition: 

Eg. ) 

,, Il 

- En généraJ. il existe un bon choix de T qui mène à une 

linéarisation correcte standard de l'instruction réduite. 

- Dans les oas simples on retrouve directement 1 'arbre • 

a) 
A. 

( mauvais ) 

r 

- --

.!:!!• reconna!tre les arbres dans oe genre de diagrammes 7 

➔ 

"bon choix " on retrouve 1 • arbre en tenant compte de 

l.o 0 -b 
""" • • 

..L 

- Ceci explicite le choix d'une présentation des arbres ~ui 

comporte un maximum de linéarité ( c1 ) 

) I I < 

1 
J 
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Remarque: 

Si l'on ajoute à ceci la compatibilité dee règles sur les 

fractions continues p / q avec celles. de la chirurgie standard 

on obtient par compression des cha.!nes (branches) rationnelles 

terminales un arbre réduit accessible par le procédé oi-o,vant 

pour tous les arborescents des tables actuelles. 

Oet arbre est alors pondéré par des rationnels p/ q • 

Rappel t 

Si a apour fraction continue p/q , b pour fraction r/ s 

alors 

et 

aveo 

a+b a pour fraction ps+qr / qs 

a pour fraction qs +Pr / ps = g/p + r/ s 

4'6:, 
n,... • 
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ELEJŒNTS DE TYPE GENERAL 

l - Introduction 1 

- Nous ne pouvons pas rencontrer au niveau des tabulations 

actuelles des éléments a;rant des compagnons non-triviaux , 

en effet , le premier élément a;rant le trèfle pour compagnon 

est 1 

il a 12 croisements 

par contre , il existe des enlacements a;yant un compagnon trivial 

soit localement le motif : -:Il= 
et des enlacements composés de type 1 

où un certain nombre de poids sont nuls ou oo , nous dirons 

que la forme est relativement n dégénérée n • 
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2- Enlacements oomposés des tabulations actuelles: 

- Dans le oonte:x:te des tabulations actuelles , nous trouvons que 

des éléments dégénérés de la forme: 

ft 
où A etB sont des tangles 

simples 

en effet , une bande simple est sucoeptible d'avoir une 

représentation de type général de la forme: 

et la composition est un cas particulier de l'opération 

locale :1~ de l 1exemple en introduction • 

Donc regardons une oomposition 

soit : 

)J 



crette composition peut se voir: 

Y)============-===--==--===-

soit 1 oO 

Au niveau des tabulations actuelles , nous trouvons de telles 

compositions , et A et ~ peuvent prendre les valeurs 

+ + 0, -1 , - 2 • 

Remax:,que : 

-Ces enlacements sont non-simples pour SCHUBERT • 

l'ère Famille : ( compagnon trivial ) 

(). 

soit encore 

J 

qui est arborescent si A est un tangle arborescent • 
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Pl'Ol>riété : 

Les enlaoements é\Yant un compagnon trivial dans les tabulations 

3ont du type : 

2 

avec aEZ 

plus généralement: 

Propriété : 

Un arborescent posséde un compagnon trivial si son arbre 

contient localement: 

-----t(. 

3- Enlacement de deux bandes plombées : 

- Dans les tables K et L sont 

des tangle s simples 

... notons cette composition <'K , L)' 
2 



Propriété : 

en effet , regardons l 'enl:aoement et son obverse , nous avons: 

\ 

(A) \ 

' 
mais par flyp et rotation: (B) va.ut 

-L 

mais - K ~ vaut - K par replombage de toutes 

les bandes en sens inverse ( avec au besoin passage d'un c8té 

à l 'a.utre sur une bande ) dès que K est un tangle rationnel • 

donc en termes de tabulations ~K , L> 
2 

vaut <::::..-K , - L,/ 
2 



1unv, âUlf'V> / ',,. f.,. e,.f: 

L.:5 -Ll } 

~t[],lJ:?-~ ~ -~f{ [~)=2~ = y_.-~.-~o.~o 



~- Cto.-.. /'a'~ ~·trr·«P: 

a,) i +< ~ ,t L ~ .!.--
-J_, I I I 

.. .2., 
z... 

L.) t L>--<L 1-- 8,0 - {2,2) 
L ~ 

( u,,· ,Ir, s 'r') 
c) t. t 

~~~ ,i.. 

-1.... :!: t.. -2.., c~,.t,J -..t {2, i.> 
'L- 1... 

0 

e) 

-141-

-~ (' • - c~,z.) 
:t t., 

}) L 2- b XX • - (i.,z.): (; 

-2.> -z_ 

1:3 

~) 2.. 1.. 6 )(X • - (1..,2..-) :..20 

-l., -~ ... -2., 

+z.., 

~) e. ( ~ I 1, - ) ) f- 2., + J { L-1 l--) n $.t-~ d'~ ti .l.t:d~ 
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OONCLUSION 

- J'aidéveloppé dans les pages qui précèdent les raisons 

fondamentales de mes choix, ainsi que les conséquences 

qui en résultent pour la classification. 

- Je rappelle qu ''llll modèle est standard , si pour une structure 

donnée ( arbre ou cycle ) l'instru.ctionc de chirurgie standard 

correspondante/est réduite en poids et ses C()mposantes transverses 

Les modèles standards sont à transformation de chirurgie 

standards près ( ROLFSEN) et à cha!ne équivalence près. 

soit encore : 

-<.. ---E-)-f f1rf' 

4-1.. 

-~ _.,__-1 ,,..,{) 

De plus les arbres sont projetés sur le plan et donc définis 

modulo les règles d'orientation et de réorientation • 
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A-Transformation élémentaire: 

La transformation de base utiliséepour les équivalences 

entre modèlesstanda.rds de type: 

a) ou 

est régie par : • • 
-t b 
• 

b) tO 
C'-'~ 

c..., t. lt. 
:t(tttl 't (lo;t1.) 
• • 

( c'est un cas partiau.lier des relations de ROLPSl!:N) 

Remarque : 

Cette transformation par définition ne peut agir que sur des 

composantes entrelacées de l 'instruotion de chirurgie [1ic ( Li", Lj).,tO J 
en conséquence, dans mes modèles standards qu'ils soient de 

type a) ou b) la transformation ne peut qu'ajouter ou tetranoher 

une composante entre deux autres du modèle , donc inohanger 

le support commun dans le squelette de l'instruction standard 

de chirurgie • 

( éventuellement support sans poids : ')---< _,.. >--< ) 
Il en résulte qu'un modèle standard n'est plus réductible en 

poids tota.l et que son support est un invariant géométrique • 
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Pro:[?ri ét.é : 

- La transformation T2 ne modifie pas l'enlacement conddéré 

mes notes , oomposi tio:r;ts de cette transformation élémentaire 

ne modifient ··pas l'enlacement • 

.2- Pro.E,Çsition: 

-Les modèles standards (arbres ou oyoles ) sont desx invariants 

( une classe d'invariants ) • C'est à dire qu'il n'existe 

pas de lien standard entre deux types de modèles différents 

( d'après la remarque ) , mais par contre deux. modèles équi va-­

lents sont reliés par une suite de transformationSélémentaires 

et sont de mime squelette ( à orientation près et à chaîne 

équivalence près ) 

- Si deux enlacements sont équivalents, ils ont au moins 

un modèle standard commun. ( ils ont en fait , la m3me collec­

tion pour chaque structure possible .) 
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Proposition: ( idée de démonstration) 

- Soient deux modèles M
1 

et: ll
2 

standards de Qquelettes 

différends ; mais de m8me type ( arbre ou cycle ) 

Soit A la partie commune des squelettes ( au poins un point ) 

T,:i. (t':) ~ f 1_ 

Te (l',).:-<f> 

@ 
t1. 'r~lpu t.ls~ 
CIVl ~ -::/ f~ 

l't. f; M1-

Ti{Pl)= f'2.. 

6D~1 @ 
Tt (f/):: t/. 

; T., el T2, ,o ,-,_ ! /,,,, /,.,,,, é-

M' :: ~ 

/tJ .. p f' yu l ttc. 
~ p.,,_ :::f'li.. 

~ tj.~2.. 

l ........ ---~----J 
M ' (, ~ ~ 1-; fus .M~ 'I- ;tu /Y, -t,,I--A'f2-, ~ 
{ 9 r4 '; M-,. e,,r 11 2- f).,,,,,, 1- 1 M-.e .. ~ e /; 14- ) 

Remarque t 

Ceci reste vrai si A = A' et Pi 11f P2 = /f', sinon le support 

géométrique ne disparaît pas , donc 6 à A • 

Maintenant , des modèles standards de mSme type peuvent repre-

senter le m3me enlacement sans pour autant @tre éq1livalents, mass 

leur nombre dépend des symétries du polyèdre de l'enlacement .[c/ 6X] 
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Problème 

Trouver les transformations ( éventuellement non-chirurgicales) 

qui relient les différents modèles associés à un 6* 

Remarque 

Par contre, la chaine équivalence qui n'est pas une transforma­

tion standard est quand m~me une transformation générale de 

chiru.rgie ( c'est à dire compression et expansion des poids) •. 

.!,-Nombre de modèles 

Un enlacement -ouNoeud- peut avoir plusieurs modèles, par 

exemple : 

a) 3,3,2 arborescent: 

b) 3: 2: 2 polyédrique : 
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(éventuellement plusieurs arbres) 

d) * Il composé 6 20.-2.-20.20""' 8 -20:-20 

~- Problème résultant: 

Le problème résultant pour un enlacement donné est de déterminer 

les différents modèles possibles de types différents. 

Nous avons donc au niveau des tabulations un problème de 

duplications à résoudre. 
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ELEMENTS APATRIDES 

Dans ce paragraphe, nous abordons le problème des élément~ 

apatrides, pouvant habiter dans plusieurs mondes différents. 

Il nous faut donc établir le maximum de correspondances possibles 

entre nos mondes, afin de ne pas commettre de duplication. 

Eg.) (Priorité arborescente). 

s 

L'enlacement est d'abord' de type général, puis polyédriQUe 

et enfin arborescent. 



DEFIUITION 

Da.us ce cas nous d.irons q_1.1e la forme @e s"t pseudo­

carac~éristique. 

(cas d'une inte::-secticn ent::-e la. for::::e généra.2.e et l ''.ln 

des :nonà.e s a.rboresceni; ou pol:,éd.rique(~E'yperboliq_ue) ) • 

REMAB.QJJE 

Dans l 'e:cem-;,le, il su.f':i t è.e rem~quer les bandes ( i.) et 

DEPI:-n: TI ON 

Da.~s le cas où aucune :sotopie ~e ;eut briser la 
\\ 

structu..-e du schéma général, nous le dirons su:fisamment carac-

t . . . ~ er1s-:1que. 

E:.œm-:,le 

(4) 

1 
~r 

6) 

1 

/ / 

K 

Les tangles ~erboliq_ues éta.:r-; i.:-::-.§ductibles en nor.ib:::-e d.e ballons. 

Pluzie'-l..::-s ta.'1.-s::.es :iy;,e::-boliques ne :;:;euven"'w co-erister. 



('7) t t- (B) cl~ vam,L 

e"'lie ✓2L r / ~ 



Du.plioation 

La forme pseudo-oarn.ctéristique générale permet de visualiser 

cette duplication de Conwey-. 

5 
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,l .... Commentaire sur le problème 

Il est bien évident que le problème a pour départ le graphe 
" ,, 

de l'enlacement et non le schéma bullé. 

Eg.) 

mais 

E U 

T = partie (ou tout) d'un voisinage 

tubulaire de l'enlacement hors des sphères de Conwa;r. 
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1-Polyédrigue et arborescent: 

Dans le cas polyédrique ~ arborescent, nous savons déjà 

reconnaitre dans beaucoup de cas (sinon tous en généralisa.nt 

le processus) en terme de modèles standards, l'équivalence 

des modèles. 

Exemple type 

I 
L7""'" ___ _ I 

',tu~,._~K_} _ , 

- ,IL. 
Dans le cas y= x = 1, nous avons les théo~mes sur les 2 Pet: 

_,l 

C 
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J'ai donc appliqué ici notre éq_ui valence fondamen·tale. 

Mais plus gént'~ralement un cycle à 4 poids traduit une arbo-

rescence •. 

Exercice 

Ji>OC 
Montrer que 10 admet un modèle d.e la forme 

(m3me méthode) 

Théorême 

Tout cycle dans une instruction standard se ramenant localement 

à un cycle de 4 poids~ est un bourgeon arborescent 

~ 

en effet, )f<>c C 

J b 

(__ tangle arborescent ) 

Je propose à cet effet, deux théorêmes techniques basés sur le. 

chirurgie standard. 



Les .:iifficultés éprouvées pour reconnaître~ a.rborescent 

m'ont suggéré de donner quelques théorê~es très tech:liq_ues ?Our 

sérier(très vite)ce problème. 

3:::.GIV ALE!fCE ( tangles hnerboliq_ues et a.rbc:-escents). 

t9 C -
''\./ 

----. t> 

A,3,C,D étant fixes. 

Si l'on remplace d3!ls un schéma tous les ta.ngles hyper­

bcliq_ues suivants (au signe près, r~flexion près). 

Par un ''gros ballon'' et si le schéma obten:i est ce:ui d. 'un arbo­

rescent, alors l'enlacement è.e :i~pa.rt est a:bore scent. 



Il ~~ffit de voir ~ue tous ces ta.~gles sont en :ait 

arborescent:.. 

10° 11° 12° 

13° 14° 15° 



EXCERCICE l 

Montrer que l'enlacement (le noeud) suivant est 

arborescent. 

Hi ~ n .. il admet la for~e suivan~e: 

il 

ExCEaCICE 2 (:nlme problème) 

~ 

EXCERCICE 3 

a,b,c,d,e,f,g,h,i,j, étant 

des tangles arborescents. 



Quelques e :em-ples d.e "tangles" pre::1iers, donna.:J.t des 

possi'bilités arborescentes (ou d.e réè.:iction de oa::.les). 

10) 

" ~ ~ 
20) 

'\ 

® 
\ -----30) 

"' CS§ # \ 
-§-~ 9_ 

40) 
~ 

~ ~~ ~ 
50) 

' ~ ~ " 
60) 

~~ ~ 



E~LZ (d.a.r..3 les tabulations a. ctu.elles) • 

'l. 

-2-

\\ // 
Toute boucle doit ~tre :-édui te ( cor.1:ne suit ) 

E:ter.r~le G.§néral. 

Exemple. 

peut :ne!le::::- à. 

un a.r :o :-e s­
ce nt. 
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~- Justification du théor3me des bandes 

Si l'on remarque que le motif que l'on remplace par le symbole 

::,a:-est en fait un ta.ngle arborescent caché, alors on voit 

immédiatement que ce théor3me est justifié par le passage d'un 

cycle de type 6 -1-à un cycle à 4 poids tra.dui se.nt une arbores­

cence. Il suffit en effet de considérer que le reste du diagram­

me est emprisonné momentanément da.ns un gros ballon. La réduction 

est alors du type standard des polyédriques '2l' -'Il. 

, -'l'héor~me des boucles. 

C'est aussi un théorême de nature chirurgicale! 

'-8 
-,, 

• 

t 

0 

~~~e/ 
-(c .. t-) 
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1- Cas Général 

1-

Exercice 

Montrer que l'on peut passer d.e 11 à I 2 en utilisant (5 fois) 

une transformation de type double-élémentaire. 



f- Oonséguence : 

Proposition conjecturée 
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Si une instruction de type polyédrique correspond à un 

enlacement arborescent, alors il existe une sui te de transfor­

mations élémentaires Qui la ramène à une composition de cycles 

standards à 4 poids, permettant de trouver l'arbre. 

Eg.) a::bs-2 

◊ 
-~ 

Ceci permet de CDmprendre en termes de modèles les équivalences 

entre polyédriques et arborescents, et de façon Mdente ceci 

reste vrai pour les élé:>1ents rentra.nt en compoeition dans les 

éléments généraux. 

Il reste comme problème, hors tabulations actuelles à sa.voir 

trouver les modèles des enlacements, nous aborderons ceci plus 

loin, ce qui précède étant suffisan~ pour comprendre les tabu­

lations qui suivent. 



- 109 B -

1 - Introùuction 

La, clas:üfic~tic,n Je type chirure;icale utilinôe pour 

les noeuds (enlacements) est en f,:Ü t une cl::,.ssifioé 1 tion on reL1.tion 

directe avec les rev~tements doubles branchés. Cette cl;,ssific.?..tion 

mod.ulo un certain nombre de nouveaux "moves" sur les modèles standards 

"peut clevenir une classificP..tion pour les revêtements. (voir SEAL 

Combinatorial double branched cover of knots). 

Remarq_ue 

Toutes les é[!_uiv:üences (st2ndards) entre modèles étant 

des éc;uivalenoes entre instructions de '.hirurgie de type Kirby-Rolfsen­

Lickorish, 12 variété chirurgisée n'est pas changée pend;,.nt celles-ci, 

ceci est précisé pour le théorème fondamental (Rolfsen'book) 

Nous avons par conséquent, déjà un certain nombre de ré­

sultats intéressants en terr.,es de chirureie stéUldard. 

11 - Propriétés 

(se reporter aux paraeranhes correspondnnts). 

Propriété 1 

Le blowinc,- (up or down) clu C8.s rirborcscent 

A \. tl•-f.. \,_~ 

ne cho.nge ni le revêtement, ni le noeud (enl2-cen:ent). 

Le c,s,rr,lic-blowine des cycJes des Folytrl~·ic:neP, ne c1vnce 

ni le revêterricnt, ni le noeud (en}.::,. œinent). 
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Propriété 3 

Les isoto:9ies de l'instruction de 0hirur 0 ie ne chc1ngent 

pas le revêtement, mais en général modifient le noeud ou l'enlacement 

de b 1se. 

(Sauf, pour cha,in-é(JUivale:nce, et pour symétries). 

Exemple Général 

même instruction réduite de chirurgie. 

Propriété 4 
La permute,tion de.ns un modèle standard de branches ou 

de rameaux ne change pas le revêtement, mais les noeuds (enlncemen-fB) 

sont en général différents. -2 

( sauf chain-équi valence ~ 
l.., 

Remarque 

Si à cela, on ajou.te l'objet canonique associé rm polyèdre, 

nous avons une classification (pré-) des revêterr1ents double br;:,nchés. 

Problème 

Comment se comporte les rev~ter-tents dn.ns la reclescente d.e 

1 'o1)jet cenonicue vers les modèles standard:o. 

111 - Problèmes 

Si 1 'on considère le théorême fondamental de classific? .. -

tion des variétés (11olfsen), il en r6sul te une constr-itdion im~)ortante ; 

il existe deux catégories de r.I3 (cJ.osed,connected) - celles qui r,euvent 

être des revêtements double br::mchés, et celles 0.ui ne peuvent :1es 1 •~tre. 
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ainsi S, xS, .xS, 

n'est pas un RDB (FOX ; N3MMAN) 

(Hirsch et Newman, on cyclic brnnched cover-ings of S"")heres, Math.Ann. 

215 P• 289/291) 

Il en résulte que s
1 
xs

1
::x:s

1 
ne possède pn.s en chirurgie de modèles 

standards, (nous avons donc un problème d'obstruction chirurgicale). 

Théorême (conjecturé). 

Si une instruction de chirurgie ne peut se re.rnener à une 

instruction standard, a.lors la M3 -variété ne :peut pe;s gtre un revête­

ment double branché. 

La formP.lisation en termes de chirurg:ie de cette 

obstruction fer? l'objet d'un -papier ultérieurement. 



jl.NŒUDS ET ENLACEMENTS 

TAl3LES 

DE 

CONWAY 

Il VE"C 

MODELES 



(COMMENT.AIRES) 

Dans les tables ~ui suivent, j'ai réordonné les Yoeuds 

et Enlacements en fonction de leur str~cture;en donnant la pré­

férence à la forme arborescente. 

Je n'ai pas dévelo~pé le sous-monde ration.?lel~ celui-ci 

étant ~aintenant bien connu.{V~1LA"J:) 

L'ensemble des ?recédés et é~uivalences permet au lecteUl" 

de reconna.!tre rapidement un enlacement rationnel. 

La. bande centrale A ;,cr-tant +2 

+ 2., + ?., - "' ••----•e---•• 'v • 

"\..., 

Ici 3 ballons, nous 

avons donc un t;rpe 

plombage. 

-1 - 2, -z. -1. - ~ • • • I"\,., _________ ., 

-1. 

C'est le plombage linéaire, caractéris~ique du ~on~e rationne:, 

ici, le 212 de cc1;wAY. 



Je souhaite aussi que dans l'avenir les Tabul~tions 

soient plus fidèles al.l.% notations, ainsi le 9
49 

est not4 dans 

ROLFSE:-f -20 : -20 : -20 , en fait le diagramme doit êtr" noté 

-20: 2: 2 ce qui le rapproche plus natu..""ellement du 939• 

Nous avons d'ailleurs plus généralement .: 

PROPRI~T]l (b,c a.lgéèriq_ues) 

-20 : b : c ,v -20 : -bO : -cO 

Le lecteur trouvera dans les tables qui suivent 

a) un dia.gramme type Conwa;r 

b) les références al.l.% a.ncie?!lles tabulations 

- T pou:- TAI~ 

;.. L pour LI~E 

- A pour . .U.EXJ..~~ER-BRIGGS 

Les noeuds n'ayant qu'un numéro d'ordre_ sont indexés pa.r 

le numéro d' ord:e donné par :t. PERKO. 

Le lecteur trouvera aussi dans le cas arborescent l~s 

principaux arbres standards, et un arbre orienté canonique, volonté 

de L. SIEEEm•IANN pour a.r:-i ver à. un représentant unique pour chaque 

classe d'équivalences, celui-ci pouvant d'ailleurs être obtenu l 

partir du progra.œme d'équivalences, avec quelques précautions 

(Jumping de sommets, chai~- équivalence). 

KO DI.FI CATION 

Le lecteur :-e:r.arq_uera qu'un certain nombres d'élément•o 

ont été ajoutés, 5 enlacemen~s et 4 noeuds ~a: ::-apport aux tabl.., a 

d.e Ccnway. 

Je :-e11e:-cie K.P::'.:RKO peu:- la confi:-mation des d.eu.:c cmi.,-

siens 8~ -30: : 20 et f!!" -210: 3: 2 



L'introduction des modèles m'a permis de rectifier quelques 

omia•tons et duplications dans les tabulations de Con~, (tabulations que 

je n• garantis pas définitiTes à ce jour, faute de moyen). 

Ce■ mbes modèles 81l1"0Dt de nombreuses applications dans 1 1 étude 

dee l•r-opriétéa des enlacements (exemple : amphicheiralité (c
1

), (s3) ) ou 

mftme •~ventuellement en physique théorique. 

~_ Modifications en termes de etructures. 

A) ~difications des Tabulations depuis Little ·(Noeuds) 

1) parJ-H COlfWAY c (1970) 

lnplication 

c.isaions 

401 

402 
403 

404 

405 
'406 

407 
408 

409 
410 

411 

2) par PEP.K0*(1974) 

lnplicatton 

231212 

3111212 

3,3,2+++ 
e--2.20.2 

e--20.2:2 

~20.2:20 

9-21 
9-.3 q 

9-.21 

9-.30 
1Q4Ht20 

11* 

3:-20:-20"' 21 :-20:-20 (AMS 74) 

Rationnel 

Rationnel 

Stellaire 

Polyédrique 
. 1 

Nouveau polyèdre 

( élér.:ents notés 10161 -v 10162 dans Rolfsen). 

Remarque (faillite du nombre de twists de TAIT{8 et 10)) 

3) pc.r C.t.UD?.CN (c
2

) (1979) 

Omissions 

n°551 
n°552 

Polyédrique 



B) Modifications des tat·.~laticns (:i1.lacements) 

Par P:ERKO: n.tplication (79) 
S--20:-20 ~ 6* 2.-2.-20.20 
( Cet enlacement est composé voir ( c

1
)) 

Par CAUDRON: (c1) (1979) 
Cnissions : 

(4,2--)(2,2) 
(31,2--)(2,2) 

(2,2)2(2,2--) 
( 2, 2)-2( 2·, 2) 
(2,2)2--(2,2) 

Arborescent 

Dlplication : 10~2 l"V ~ 1 (Rolfsen) 

* (2,2--),2,(2,2--)"' 6. -(2,2) 
(enlacement composé) (c1) 

.. - Tabulations Présentations. 

4/o J-11.f-~ cl< Co!'_,,.,,.Y"Z 

Remarque 

(,-1.,i-) (2,i) 

~ 

{1) A• Ale:xmider :SZ.iggs 

T • TAIT 

L a LI'M:'l::: 

~ ~~ 
-i~ 

.z_ / ~-• 
"' -2, 

Q,/1. b 1.Jl. ~ 'k é 
{CA.~-0'1..1~) 

* voir dans PEJi.KO "Invaria.r..ts of 11 cro::sintT-knots", un certain r.oï.1.èr~ de 

corrections du listing de Conwa.y. 



NOEUDS.RA·T IONNELS ► 10c 
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NOEUDS.RATIONNELS 11c 



ENLACEMENTS.RATIONNELS ~11c 



NOEUDS ARBORESCENTS 8 et9 c 



NOEUDS ARBORESCENTS 10c 



• 

NOEUDS ARBORESCENTS 10 C 
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NOEUDS ARBORESCENTS 10 et11c 



--------------

NOEUDS ARBORESCENTS 11 C 



NOEUDS ARBORESCENTS 11c 



NOEUDS ARBORESCENTS 11c 

~~:: 4. .,. •• , .t 

l 3 -~ 
1.. 

..,z;: 



NOEUDS ARBORESCENTS 11 c 

.JQ.2. 

,f 

r ~ _=§..,, - i-t J 

105- ~-~ -?, i3 - -.; 



NOEUDS ARBORESCENTS 11c non-ait. 



NOEUDS ARBORESCENTS 11 c non-ait. 
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NOEUDS ARBORESCENTS 11c non-oit 

______ _._ _____ .__ ____ _....__ _____ _; 



ENLACEMENTS ARBORESCENTS 2 comp . 

" Il 

.fs 

3,2.2 3 2.. 

~ 
-r; 

3 :z. 
4 

21.2.2· -\ . 2, 

~ 7; (lg) -;;~ 

cfh-~ -i .t, 2, 

~ 

®gj 
Q -~ -t,• 

5.2,2 !;" :z. 

~~ ï; ~ s-,z~ 
23.2.2 -2 ~ t c®ï; ~ -f .3 1}' 
31,l.2 -3-t ·-; 

~ 
--ç 

-◄ -~ 3 -r 
--i; n~ -~,., • 

Q ·•>-l • 
(:::y:::) •• :~: 

21.2.2 ~ 1 2, • 2 R c&b --r; ®H \g -~ -1. .a -r; 

211,2.2 .2, -!4 ~ 

@gi f8_) ~:;i!~. 
.2:2 ~ 22.2.2· •~<, @14 ,;, c®>~ H 
41,2.2 -41 .2, 32.2.2 - ?, .Q. .2. •• i;:· 

(~-~. \~ _r;_i 2 

~ 
221,2,2 ~~ 4,J.l '+ ! e 4 @i➔.,, 4 3 

-r; 4 
31,21.2 -~~ 

~~· 
3.l.21 3r 
®·~· 00 .,_·H·{: @ 3-4 ..2. 

-i; i,_,i.t~ 3 -2. ~ g; •. h. ~ -r; 
(l,21(2.21 H ® -~ ~ ~H 

,21.2112.2, iM ., H 
~ ~ . ~ ~. 

1° 1 Hi~ H '-!.,..: _i, l &o -¾ ~ ~ -~ ~ 

Œ)H ~l~~ti ~ ~ c;;; .z; ~ ~ li l ~ Z. ·3 

3.2.2· 3 ~ 

~ 
~ ... .,, 

1 1 
~ 

•4.21 

®-~ 
e -n 

~ 7;[ 
~~: 

311.2.2 3~-1 i e ::.-.:~ 
~ 

,,,1-' 4 ~ ~ 

@T' 6 4 -~ -3 
>=--9 -.;,r 
21.21.21 -.2. -1 -4. 4 

çY-\ 7r cg-~_,-~ -3 -r=; œ-~•·if, 
-3 -~ \, 

0 -r; 
.31 ~,._ ® ~· ~~ èS ~ 1.-

r®i~ G-6 '~~-
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ENLACEMENTS ARBORESCENTS 2comp. 

9 .3:20 H 
ct2)~ 

.2.2.20 H 
S1H ~B ~ t,' 3 

~~ 5.2.2· ç ,2 41.2.2· -Ç ,a 32.2.2· -3 ~ e. 3U.2,2- g --2 2,. 

CS:~ 14 @-½1 ~ --r. ê -r; 
A q; :;;---._, ~ .a w-H11 3--2 a, 

~-LJ -r~ _............. 
• e., 

~1::~~ @:~!~ ê i-è 
4,21,2· 4 -3 

~1-S -.~ . g .. I; . 'li . '-Ï ~~ 

~ 
-~ =i 31,21.2· ,:4 4 -.,Z 3,3,3 • 

T 
3.21.21· g -d --2, 

-r; ~~KW ~ ., .. ~. :}_, - 't ~ 6gj-~3.w ,1 ~ 3 

~ ~ --r; 
(3,2)(2.2-) H (21.2)(2,2-) ~ (3.2-,,2.2, KI ,21.2-,,2.2) H ®-\ 1 ®H ~)H®H ~H 
o.2,~2.21 H (§) ~ -~ ôH 

~u•~, 

lé)~-
fO ~ -~• 411,2,2 4 -14 g 312,2,2 3-1~ .2, )111.2.2 r <-H .,_ I'§ • uz; ;,:f), 

•.. 1;, =) ... ·t; 
~-Ur;~ i&J4~• 2-1 ~ .t. @-•.t;',-û &._'-0 ... 1; 

24.2,2 i..!..r! 231,2,2 ~-3 1 -1, 213,2.2 ,.2-.{ 3 2, 2121.2,2 -U-t-1 ~ ® :~;~;. ~~ 
••• I • fl) :~· .. ;~~ ®t './., 

~ cr:}_v -l.-13 ~ 

<9- • • r: ... 1; 

""~ ~~-s 1; 
21111,2,2 .t.-n .. -11 .i 4,22,2 <f .2.-~ 4,211,2 4 -1-i i. 

~ 
•• •.. I. 

~ 
• I •• ~ ·r ... 

1()--.rn1; ~ .i ®.,, cQ .t-H--l-i t. (i5 41 L-~ f') "f -~-t- ~ ····1~ ·~I .. ~ 
31,22,2 -) ~ ~ -2, 31,211.2 -3-1 4-iz 212, 3,2 .t-1.t 3 212,21,2 1 ~-~ .2. ,f-.2, 

~ 
-.- •••••• r:9 · · • I · CD i. ·:;· •2, 

~ 
.<, t';JJ .t.-; ~ 1] --4-!...Z.-2, 0~ -<t-i.-2. G ~ i.2.-H .. , -1 • t,· . ............. ~ ~ ..... 
•-2. 1 •2.. 



ENLACEMENTS ARBORESCENTS 2comp. 

iO ~~::~1 2111.n.2 r•l4 H 
22.3,3 -2., 2, ~ 22.21.21 _.2, • ,t -2, 

® _:·:~~-·. 9) -r, • •••• 
' ~ %:Z> 1 ~ -77~ "2 -.i ~ _,_ -\: \) ···r: g a 8 •. I.iJ 

ê~f~.1L·: 
3.l.2.2 :f-@r.1. 21,21.2,2 :- 2. 1 o· 2 

--2, .,t ~ 

•-:r ., g=-@ -~··· 
--r;- ~ -i z 1 

::Il 'l. ' 

3,2.3.2 ~L 3,2.21,2 '3 Tt. 
n~i r.~• ®:t: @L+.~ ®i+· @:.4-3 ~ 

'1,2,2• -~..1:.f; @--.~-p 311.2.2• !\-1-t-1 ,.._ 32.2.2• -~ 2.-~ .2, 

<é@ 
••• I~ 

c@!5 .::.~~ @~-i: -4 ?.-~ 1. a.-¼l! -r: •• It.. •• It.. 
221.2.2• i,.2..:t,-i. ~ 4,3,2• -( -1 3 4,21,Z. ~ -t A - 2. 31,3.2• -\ -i -~ ~ 

".-9) '"I~ ~ 1,:4 C~ T cd ·· t· G!J .,df;.. i•î/ d "--.i. -~ ci!J-H,3 
~ 4 

31,21,2• -3 -1...4.A- ~ 3,3.3• i --1. '3 121.n• ~'-L.<4-> ~r::~~: <6è5 .. :}:, 'J]h @ :·_:3~~ oJj~-~~ -z;. ~ 4 
211,2.2.. 2, -1 ~ -.Z. 2. 3.2.2••· ~ -3 2.. 21.2,2••• -L -i -a ~ (22.2112.21 1~ 

@~~ ~~ ~~ ~l~I 0)3 ) -3 e. r&9 -~-~ ~ 
7-;: -,; 

(211,21(2,2) 1 ~ 

(@1H 
11nx2.21 ~ 11.2➔12i1 H 
® fi e..(W) H 

121.2•112.2) , ~: c_@ .'_~ L: 
~J)!~~ ~i 

(3.21~•) 1H1. (21,2)(2,2•) I~~ ¾ 

'ij)!-Q@~i ® 1 H q:0 H Q_ -1. ,. G -~ .i 

.,1 M 
(1~1~ ~~~:~: ~J~ ru 1 -;. 'â I K 1 ~ 1~/· i E(_'"'v ~ .2., Q.. :z. . .J. G .V L ~,' L •. 



ENLACEMENTS ARBORESCENTS 2comp. 



ENLACEMENTS ARBORESCENTS 2comp· 



ENLACEMENTS ARBORESCENTS 3comp. 



ENLACEMENTS ARBORESCENTS 3comp. 

~2 ,.-12.21 1~ 1 
' ' ' 

A'~1i-st 
r~ 6ll 6 a. (@)~~ 33.2.2 -u ~ è@'~~~_::. c© ~ (@_ .. r.: .6 i 

4 -r;: ~ •• I ~ 
222.2.2 1,.::tiri 

(@Jr-~ é 4,;~ 
4, 31.2 4 4 -~ 

CS)~4 (@H2: ç ~ ~ ••• i.; COC·4 0...."'C ~ • 
31,31,2 -3 '1 -1-3 22.2l.2 !'~ r- 211,2.2.2 .z.. -:-: 1~2, 212,2,2• ~ -t.2--s. t 

CD ··1~· @~ 89~· CIQ ... I; 
<6,; 11 -~ -2.-4 (1') t...u.. 4. ~ 

LY- ~ B ••• l~ 

21Dr1:f lll.2• ;~r•• Q -ti1;;. 4,2.2•• ~ -~ 2-
! 2, ®t c-;g :: ~ -2. .i.-t :L Cd ,·i.L•1.. o-j --~L C ~:> 4 -t. :L . :;: 'l . R -r;:" 2, 

31,2.2•• -, 1-2...Z, 2.2.2 •••• ,_, -'1 2, ,,.2>,2.2, M (31,2112.21 ~ 5B-::. ç)() -ç ®i-~ ~-,; ~ â ::)J ,.. -'1 i 
~ 4 Œ -rz fU _2, ~ 6-SJ> H 

U.31(2.21 R (21.21)(2,2) ~ (2.2~~ K (l.Z.l(u♦) 1 H 
®HŒ~H~H~1H1 

1u-,11u1 M 1121;,1u1 ~• ·• ~K .u ~ I 

8QfiliM(Î) ~©.:~I 
OOt~ &JH CT)~ 

.3.l ~i 

@~ 1 ~ ;z; V -2.. -1 2., 

~tG G~~e_ët).K .31® l~I 
CD~1 X H ~ K ~ -1.~ 2.. ~ 3 -i: {;__ -2,,•. 





ENLACEMENTS ARBORESCENTS 4/Scp. 

~8 2.2.2.2 ~ 2.2.2.2-- -E 222.2·· t • • -2. 
Z, 2.. ~ J., 2.- ~ t., 

~ ~ ~ ~-i· ~ diL c~ L-fz. 
~~ 2,2,2.2• ~a. 

@· ~-r:· l. 

j~ 
. 1., 

31.2.2.2 -~ u2.2- ♦ ;2.r"• 'c§)t~: 4,2.2.2 4 -f.2, Q;) 1, Ç0 ~ . 2, fB 4-f-~ ~'j -"i• 6:B ~4· ~ ,_H~ 
'(@)~ ®~®~ .(®~ 

0 0 G; ~ -2-
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COMMElNTAIRES SUR LE MONDE ARBORESCENT 

(Algorithme et invariants) 

I - Algorithme 

J'ai utilisé pour construire les tables qui 11Uivant du 

monde arborescent, un algorithme basé essentiellement sur le fait 

que le poids des branches est un invariant pour les arbres standards. 

De plus, il m'est appara. très rapidement que pour avoir 

un algorithme maniable, il est nécessaire d'ordonner les poids des 

branches des arbres, ceci afin d'éliminer les duplications dues à des 

symétries de représentation. 

Exemple Général 

' 

b d b 
donc (a, b) ~ (c,d) 6=l) a+b">,.. c+d 

et de même, on peut choisir a~ b) c ~ d pour éliminer certains 

flypings. 

Remarque 

Dans cet algorithme, je n'ai pas tenu compte volontai­

rement de certaines transformations générales sur les arbres du type : 

Exemple Général 

C d 

De même, j'ai volontairement, pour ne pas alourdir les 

listings, assimilé K et son obverse, reverse, inverse; mais, dans le 

cas de la recherche d'appli œtions de cette classification aux varié­

tés et sous-variétés, il sera très certainement né œssaire de les 

distinguer, phénomène non utile dans une classification par notation. 
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Centre de notation 

Dans le cas des arborescents, il suffit de définir pour 

être en correspondance avec les constructions de Conwa~, un centre de 

notation. 

Exemple Général. 

a,b,c 

aO+~cO 
'---+ ., 

centre 

Règle 

(a, b)( c,d) 

(a, b)O+(c,d) 
~ 

centre 

-c. 

Pour un enlacement (Noeud) arborescent, le poids (s'il 

existe) j 1
un centre de notation est positir.[Sa.....f-C2.,2.-r)] 

Exemple -4 
,K 

Remarque 

Mais si l'on change le centre de notation, alors pour 

K et-, K on échange les notations, ceci montre encore une fois , 
la grande dualité entre K et-iK., et que au delàfes conventions de 

base, une même notation peut représenter K ou -, K ( choix de :!:.1 pour 

>( et_.\ ... ) 



Centre et Arbres 

~ 
_4 

obK K 

l -J., 1 
2 ( 21,2-)(31, 2-) (3,2-)(4,2-) 

4 
-"'5 

3 .;iu,-K J1)1J" J< 

-2 (31,2-)(4,2-) -2. ( 21, 2- )( 31, 2-) 

"( I 

~ 
ola ~I 

-'1 

-2 -2. 
(4,2-)(3,2-) (31,2-)(21,2-) 

-<t .12.t'1" ~ 
I -~ , i,c1 k I 

2. 
(31,2-)(21,2-) 2. -2., 

Propriété :(changement de centre) 

A pa.rtir d'un centre donné par changement de centre 

sur un a.rbre, on obtient: 

a) K à. distance paire 

b) -K à distance impaire. 

Remarque 

Tous les arbres ci-dessus seront donc dans les tables 

symbolisé,pa.r : 
-; 

Jle plus, il faut donc considérer dans un premier ·temps 

que la. notation obtenue est globale pour tous les arbres ayant une 

forme donnée, les éléments "oubliés" pouvant être retrouvés par 



* des sous-programmes basés sur les transformations générales. La 

notation donnée en listing correspond à l'arbre dont les poids sont 

placés frontalement en respectant l'orientation. 

Remarque 

Il est plus facile de procéder ainsi, que de générer 

initialement tous les arbres possibles, et effectuer après un pro­

gramme de tri basé sur les fl;rpings. 

Ainsi, jusqu'à 13 croisements, seulement quelques 

dizaines d'éléments échappent à l'ordre ét4bli (sur plus de 15000 
' 

éléments). 

II - Passage alternants- non alternants. 

Pour obtenir à partir d'un listing du monde arborescent 

alternant celui du monde arborescent non-alternant, il suffit en 

fait seulement de quelque.s théorèmes techniques généraux, tenant 

compte des réductions de poids dues au:x: non-alternances. 

Th.éorême l 

al (c,d-) n'existe pas, (a une forme plus réduite) 

C 

-Q. 1. 0 _(0+1) 
"-' ,V 

d.1 

Th.éorême 2 

d 

C 

(de même) al - (o,d) ' 
-(al) (c,d) ont des formes plus réduitas. 

Th.éor~me 3 

(2,2+)-a est non réduit. 

Théorême 4 

-)-a.. _a. (. est non réduit (a, ••• ,x +++) - (y 1 •••• y ++) n n 



Remarque 

Tous ces théorêmes sont justifiés par l'algorithme de 

réduction,et leur maniabilité fait d'ailleurs,qu'il est très faci­

le d'obtenir d.irectemen~ le monde non-alterna.nt en respectant un 

choix de signes sur une notation de type glo ba.le •. ( voir invariant) • 

Règle l (c~oi><.) 

Le nombre de signes moins, introduisable ne peut 

dépasser [n/ 2] (partie entière) n étant le nombre de branches .. 

Exemple Général 

+ - + 
V 

+ + 
(dualité du miroir) 

donc pour chaque arbre, il suffit d'avoir un nombre 

donné de grilles de signes, que l'on appliquera. à. l'arbre alter­

nant de départ. 

Règle 2 

Le seul cas où il reste une ambigui té est celui où le 

nombre de signes moins est égal à la moitié du nombre de branches. 

Exemple Général 

-~ a., b, 

-'3 
-:2. 

A 

3,4,6,4 - -

c, d - -

-s 

4 

-1. 

--t 

'I 
21,31,51,31 

L'ambiguité peut alors ~tre levée en demandant à ce que 

le nombre de 1 près du sommet soit inférieur ou égal au nombre de 
/ 1 

branches (ordre triangulaire),nefql-ivet • 



III - Génération des arbres modèles. 

Le monde arborescent est donc informatisable totalement 

dès que l'on peut donner un programme permettant de construire tous 

les types d'arbres. 

Une telle génération peut être obtenue, en se basant 

sur la plus grande branche possible. 

Exemple Général 

>>------"'-x~( 
2 -:1. /2\ "3 

et en utilisa.nt au départ 

les notations des rationnels. 

Il suffit alors pour continuer de considérer chaque 

nombre comme un nombre de branches arrivant au sommet. 

Ceci permet de supprimer déjà bien des symétries 

2123 -v . 3212 

Mais c'est une notation globale ; il faut en fait 

remarquer que chaque type d'arbre possède une notation de type 

arborescent (en nombre de branches). 

Exemple Général 

3,21,1,'2 -
noter 1 au dessus, 1 au dessous. -
Exemple Général 

3, 1(1,12),-1.,g,1,2 

noter: 12 -,, 1 (1,1) 

2. 

1. 

Il ne reste plus alors qu'à tenir compte de certains 

fiypings généraux du type 

(graphe vue arrière) ( graphe vue avant) 



sous-MONDE RATIONNEL ~ lOc 

NOEUDS ENLACEMENTS 

1 342 ·41122 0 221112 

J 2412 41113 

22 423 352 2 10 

C: 333 3412 73 
.,1 

J2 4122 3313 4 622 

4212 33112 55 
42 3213 3232 212 523 

312 41112 32212 5122 

2112 2322 32113 6 442 

21312 321112 33 424 

7 3222 31312 222 4213 

52 23112 J1222 41212 

/.J."'.1 . ' 31212 J12112 412 411112 

313 31122 J1132 3112 343 

322 22122 311113 232 3322· 

2212 311112 311122 3223 

21112 212112 2512 8 32122 

62 2111112 2422 53 3142 

512 24112 422 31213 

44 82 2332 323 311212 

413 712 23122 3122 3111112 

332 64 22312 242 262 

4112 61.3 222112 21212 23212 

2312 6112 221212 211112 231112 

3113 532 2121112 22222 

3212 5212 21111112 612 221122 

2222 514 2211112 5112 21412 

31112 511.3 212212 4J2 213112 

22112 51112 414 2112112 

433 4113 

9 4J12 3312 

72 4222 32112 

63 42112 3132 

54 4132 31113 

513 412.3 252 

522 4114 22212 
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\ 

SOUS-MONDE RATIONNEL à llc 

NOEUDS ENLACEfoENI'S 
11 4111112 24122 812 241112 

92 41114 214112 7112 23222 

83 42122 23312 614 231122 

74 362 23132 632 221312 

713 353 22322 6113 223112 

722 3413 232112 5114 2212112 

65 J422 231212 51113 2121212 

623 3242 213212 52112 21211112 

6122 31412 2311112 5132 211111112 
6212 31142 2131112 5312 

61112 3323 2113112 452 

515 33212 222212 434 

542 33122 222122 4133 

524 31322 2221112 4313 

533 31232 2211212 41123 

5123 31223 2211122 421112 

511112 32123 2122112 411122. 

51122 331112 22111112 41222 

51212 313112 · 21121112 42212 

5213 312113 3512 

5222 311312 34112 

443 311132· 3332 

4412 3111113 33113 

4142 32222 .31313 

4124 321212 32312 

4322 321122 32132 

42.32 312122 321113 

4223 3211112 322112 

43112 3112112 3152 

42113 .3111212 312212 

41312 31111112 311222 

41213 2612 3121112 

41132 2522 3111122 

411113 25112 272 

412112 21512 24212 

411212 2432 22412 



SOUS-ivlONDE RATIONNEL i 12c 

NOEUDS 

102 51132 LH2212 332112 25122 

912 511113 412122 331122 2442 

84 512112 411222 322113 24132 

813 511122 4211112 321312 .224112 

8112 51114 4121112 ]21132 214122 

714 51222 4111212 321123 24312 

732 52212 4111122 J2J112 23322 

7212 453 41111112 313122 242112 

7113 4512 372 312312 241212 

71112 4152 3612 312213 22)212 

66 4314 3513 312132 222312 

615 4143 3252 .311322 2221.32 

633 4422 .35112 321111.3 221232 

6123 4242 31512 3121113 2411112 

6114 4229- 31152 322212 2231112 

61113 44112 3432 321222 2213112 

61122 42114 34113 3221112 2211312 

62112 41142 34212 3212112 2211132 

6132 4332 32412 3211122 232212 

6312 4323 31242 3122112 22222 

6222 43113 31422 3121212 2321112 

552 41313 341112 3112212 2311212 

534 41133 .314112 3112122 2222112 

5115 43122 311142 3111222 2221122 

5412 41322 33.33 31211112 2212212 

5214 41223 33312 31121112 23111112 

5133 42312 33132 31111212 22121112 

5313 42213 33123 31111122 22112112 

5232 42132 32313 311111112 22111122 

53112 421113 31332 2712 214212 

52113 411123 331113 2622 2141112 

521112 411213 313113 2532 2131212 

51312 422112 33222 26112 2123112 

51123 421212 32232 22512 21311112 
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SOUS-MONDE RAT I01'1NEL 
.. 
a 1j C 

ENLACEIVlENTS 

21131112 12 421122 23232 

21212112 93 4112112 231312 

21211212 822 363 231132 

212111112 75 3162 233112 

211211112 723 3522 223122 

2111111112 7122 3423 2312112 

642 3342 2221212 

624 31413 2212122 

611112 34122 22211112 

61212 32142 22111212 

621.3 311412 221111112 

525 33213 21612 

543 32322 215112 

5142 32223 2114112 

5124 331212 213312 

5322 321213 2132112 

5223 313212 2122212 

51213 311232 21221112 

511212 3311112 21122112 

5111112 3131112 211121112 

52122 3113112 

462 3112113 

444 3111312 

4413 3111132 

41412 31111113 

41214 322122 

411114 312222 

4233 3211212 

43212 3121122 

41232 .32111112 

42123 31112112 

431112 282 

413112 25212 

412113 23412 

411312 24222 

411132 22422 

411111.3 2.51112 

42222 241122 



- _,., /1-

SOUS-MONDE RATIONNEL ' a 1Jc 

NOEUDS 

lJ 611113 5111113 4J1J2 q.122112 

112 612112 52222 42J1J 4121122 

103 611212 521122 421JJ 4112212 

94 6111112 521212 41J32 4111222 

913 61114 512122 4123J 42111112 

922 62122 5211112 4J111J 41121112 

85 562 5112112 41J11J 41112112 

823 553 5111212 411313 41111122 

8122 535 51111112 411133 382 

8212 544 463 42322 J73 

81112 5215 4612 42223 J262 

76 5413 4162 432112 3613 

715 5143 4522 431212 3622 

742 5422 4252 421213 .3523 

724 5242 45112 42112J' 3442 

7JJ 5224 41512 413212 32413 

7123 51412 41152 412312 J214J 

711112 51214 4414 4121J2 35212 

71122 51124 4432 412123 35122 

71212 51142 4423 411232 33412 

7213 511114 4342 4311112 .33142 

7222 5323 4)24 4131112 32242 

625 523.3 4243 4121113 32422 

643 53212 44113 4113112 351112 

6412 53122 4)114 4112113 321412 

6142 51322 41)14 4111312 321142 

6124 51232 41413 411112J J433 

6214 51223 44122 4111132 34213 

6322 52123 42124 41111113 32J23 

6232 52213 42142 422212 32233 

6223 531112 414112 422122 34222 

63112 513112 412114 421222 .33322 

6211.3 512113 411412 412222 JJ2J2 

61.312 511312 4111114 4221112 341212 

61213 511132 43312 4211212 341122 

61132 511213 4J21.3 4211122 J3211J 



- ~, '!). 

' sous - ù1C:TDE RAT IOï-JI'IEL a lJc 

331312 J1l.J.~? 31112212 2321122 21:.+J:!.2 - •.,J-

331213 J1J42 31111222 2312212 2151::.12 
331132 "1 4113 )- ·- 312111112 2312122 2124112 
J3J112 JlL~l 22 311121112 2311222 2142112 
323212 312142 311112112 24111112 2131312 
J2J122 3114112 311111122 23121112 2133112 
322213 3111412 2812 23112112 2122312 
322123 313312 2632 23111122 21321112 
321322 J1J21J 2722 22522 21312112 
321232 313132 27112 224212 21222112 
3LHlll2 311332 23512 224122 21221212 

.3311113 3131113 25132 222412 212211112 
3231112 3113113 2542 2241112 212121112 
3213112 312322 26122 2211412 212111212 
3212113 .312232 24142 223222 2121111112 
3211312 3132112 234112 2231212 9 2115112 
3211213 J1J1212 231412 2231122 21141112 
3211132 3121213 2.5312 2221312 21132112 
32111113 Jll.3212 23332 222J112 211221112 
J.32122 3112312 24)22 2213212 211212112 
.322222 3112132 2.52112 2213122 2111211112 
3312112 111123? 2.51212 22.311112 21111111112 ✓ ..... - -

3311212 31.311112 233212 22111112 
3221212 31131112 232.312 22113112 
3221122 .31121113 2)2132 22111312 
3212122 31113112 2511112 2222122 
33111112 J1111J12 2331112 22212112 
32211112 311111.32 2313112 22211212 
32112112 311111113 2311312 22121212 
32111212 3122212 2311132 22121122 
321111112 J122122 242212 222111112 
31612 .3121222 242122 221211112 
31162 3112222 241222 221112112 
31522 31221112 232222 22111::.212 
31252 312:1212 2421112 2211111112 
315112 31211122 2411212 21712 
311512 31122112 2411122 216112 
311152 31121122 2)22112 215212 



sous MONDE RArIONNEL 
... 1Jc - a 

ENLACEMEN·rs 

1012 511123 4212112 J2121112 24J112 

9112 522112 4121212 .32111122 233122 

814 512212 4112122 3172 2J1J22 

832 511222 41211112 J151J 21+12112 

811.3 5121112 41111212 314212 2321212 

7114 5111122 411111112 312412 23211112 

71113 472 3712 311242 23111212 

72112 1, "'LJ, 'Y), 3352 311422 231111112 

7132 Ll,~1~ 36112 3141112 22612 . _, -..) 

7.312 !, " -1 ""'Y.!..)_,, 32512 3111142 22511.2 

6 / iJ..11 l!,":2. 221512 lo . -- ·..) 32152 J1J222 
,, "? ::) .J- 44212 3532 3131122 2214112 

634 i.J.?41? 35113 J12211J 22)312 
' - --

611.5 42214 324112 3121)12 2232112 

6133 41242 J4Jl2 .31211.32 2212312 

6.313 !./-1422 34132 3123112 2222212 

61123 4i.:-1112 JJ.31.3 .3113122 2221222 

621112 421:14 3.313.3 3111322 22221112 

6111.22 1:-1.11LJ.2 32332 31211113 22211122 

61222 L1..l~J 341113 31212112 22122112 
.... --

62212 /J,".;1?1 J2J11J 31121212 22112212 
. _, ~.,; 

5512 L'..11?1 J21J1J 31112122 221121112 
'-_, ....,_ 

5152 4-3222 321133 311211112 221111122 

51115 c:~223 2 342112 311111212 21LJ-11112 

5314 4Jll22 322312 3111111112 2121412 

5134 Ll.??1~3 322132 292 2123212 
' -- -

54112 L'..-::>1 --:1:::, 3221113 26212 21231112 
. --✓ -

52111.J. L:.21 1 12 3211123 24412 21213112 
' --_,,, 

5332 ~?" î 1 2 '-)-..:.. JJ2212 2J242 21211312 

53113 L~1Jl22 JJ1222 23422 21.3111112 

51313 L1-1 ??11 J.321112 2é1112 212112112 . _....., ___ . 

51133 L;,11 ~22 3311122 231142 211311112 
• - ..1.. _, 

52312 ~11 2?"' . - ~) 3222112 25222 2111.31112 

52132 !, ? ~ .. 1 -1 
'"':--J.. ..!.. ~ .1.J 3212212 251122 2112111112 

521113 ~~'i1?1~ 3211222 241312 ·------... _; 



SOUS-MONDE STELLAIRE A.l terr .. ant ~ 10c -
2,2,2 4 ~ ? ' , _,, - 211,3,2+ J 2, 21, 2 J,2,J,2 

Jl,3,2 4, 21, 2+ 23,21,2 J,2,21,2 

2,2,2+ 22,J,2 31, 21, 2+ 221,21,2 21,2,21,2 

J,2,2 211,J,2 22,21,2+ 212,21,2 2,2,2,2,2 

21,2,2 4,21,2 211,21,2+ 311,,21,2 
Jl,21,2 3,3,J+ 2111,21,2 

2,2,2++ 22,21,2 J,J,21+ 4,4,2 

3,2,2+ 211,21,2 J,21,21+ 4,Jl,2 
21,2,2+ 3,3,J 21,21,21+ 4,22,2 
4,2,2 3,.3,21 3,2,2,2+ 4,211,2 

31,2,2 J, 21, 21 21,2,2,2+ 31,Jl,2 
22,2,2 21,21,21 Ô,2,2 31,22,2 

211,2,2 3,2,2,2 51,2,2 Jl,211,2 

3 ,3, 2 21,2,2,2 LJ.2,2,2 22,22,2 

J,21,2 411,2,2 22,211,2 

21,21,2 2,2,2++++ JJ,2,2 211,211,2 

2,2,2,2 J,2,2+++ .321,2,2 4,J,3 
21,2,2+++ J12, 2,2 4,J,21 

2,2,2+++ L!, 2 ?.1.+ 
l , , -- 1 3111 , 2, 2 4,21,21 

3,2,2++ 31,2,2++ 24,2,2 J1;3,3 
21,2,2++ 22,2,2++ 231,2,2 31,3,21 
4, 2, 2+ 211,2,2++ 213,2,2 Jl,21,21 

Jl,2,2+ J,J,2++ 222,2,2 22,J,3 

22,2,2+ J,21,2++ 2211,2,2 22,3,21 

211,2,2+ 21,21,2++ 2121, 2, 2 22,21,21 

J,J,2+ 2,2,2,2++ 2112,2,2 211,3,3 

J,21,2+ 5,2,2+ 21111,2,2 211,J,21 

21,21,2+ 41,2,2+ 5;3,2 211,21,21 

2,2,2,2+ J2,2,2+ 41,J,2 4,2,2,2 

5,2,2 23,2,2+ 32,J,2 31,2,2,2 

41,2,2 Jll,2,2+ 2J,J,2 22,2,2,2 

32,2,2 221,2,2+ 221,3,2 211,2,2,2 

23,2,2 212,2,2+ 212,J,2 3,.3,2,2 

Jll,2,2 2111,2,2+ Jll,3,2 3,21,2,2 

221,2,2 4,J,2+ 2111,J,2 21,21,2,2 

212,2,2 31,.3,2+ 5,21,2 

2111,2,2 22,3,2+ 41,21,2 



SOUS-MONDE STELLAIRE Alternant à llc 

2,2,2+++++ 6,2,2+ 4,22,2+ 511,2,2 312,3,2 

3,2,2++++ 51,2,2+ 4,211, 2+ 43,2,2 321,3,2 

21,2,2++++ 42,2,2+ 31,31,2+ 421, 2, 2 3111,3,2 

4,2,2+++ 411,2,2+ Jl,22,2+ .412, 2, 2 24,J,2 

31,2,2+++ JJ,2,2+ Jl,211,2+ 4111,2,2 231,J,2 

22,2,2+++ 321, 2, 2+ 22,22,2+ 34,2,2 213,3,2 

211,2,2+++ .312,2,2+ 22,211,2+ 331,2,2 222,3,2 

J,3,2+++ 3111,2,2+ 211,211,2+ .313,2,2 2211,J, 2 

3,21,2+++ 24,2,2+ 4,3,J+ 322,2,2 21?1,J,2 

21,21,2+++ 231,2,2+ 4,J,21+ 3211,2,2 2112, J, 2 

2,2,2,2+++ 213,2,2+ 4,21,21+ 3121,2,2 21111,J,2 

5,2,2++ 222,2,2+ Jl,J,J+ 3112,2,2 6,21,2 

41,2,2++ 2211,2,2+ Jl,J,21+ 31111,2,2 51,21,2 

32,2,2++ 2121, 2, 2+ Jl,21,21+ 25,2,2 42,21,2 

23,2,2++ 2112,2,2+ 22,3,J+ 241,2,2 411,21,2 

311,2,2++ 21111,2,2+ 22,3,21+ 214,2,2 JJ,21,2 

221,2,2++ 5,3,2+ 22,21,21+ 232,2,2 3 21, 21, 2 

212,2,2++ 41,3,2+ 211,J,J+ 223,2,2 312,21,2 

2111 ', 2, 2++ 32, J, 2+ 211,J,21+ 2311,2,2 3111,21,2 

4,3,2++ 23,3,2+ 211,21,21+ 2131,2,2 24, 21, 2 

Jl,3,2++ 311,3,2+ 4,2,2,2+ 2113,2,2 231,21,2 

22,J,2++ 221,3,2+ 31,2,2,2+ 2221,2,2 213,21,2 

211,3,2++ 212,J,2+ 22,2,2,2+ 2212,2,2 222,21,2 

4,21,2++ 2111,3,2+ 2111,2,2,2+ 2122,2,2 2211,21,2 

31,21,2++ 5,21,2+ J, J, 2, 2+ 22111,2,2 2121,21,2 

22,21,2++ 41,21,2+ 3,21,2,2+ 21211,2,2 2112, 21, 2 

211,21,2++ 32,21,2+ 21, 21, 2, 2+ 21121,2,2 21111,21,2 

3,3,J++ Jll,21,2+ 3,2,3,2+ 21112,2,2 5,4,2 

3,J,21++ 2J,21,2+ J,2,21,2+ 211111,2,2 41,4,2 

3,21,21++ 221,21,2+ 21, 2, 21, 2+ 6,J,2 32,4,2 

21,21,21++ 212,21,2+ 2,2,2,2,2+ 51,J,2 Jll,4,2 

3,2,2,2++ 2111,21,2+ 7,2,2 42,J,2 23,4,2 

21,2,2,2++ ,, •, 2 ..,.. , ,..~' + 61,2,2 411,3,2 221,4,2 

11 '"'1 2 4,J , + 52,2,2 33,3,2 212,4,2 

2111,4,2 



' SOUS - MONDE STELLAIRE Alternant a llc 

5,31,2 
41,31,2 

32,31,2 

311,31,2 

2J,J1,2 

221,31,2 

212,Jl,2 

2111,31,2 

5,22,2 

41,22,2 

32,22,2 

311,22,2 

23,22,2 

221,22,2 

212,22,2 

2111,22,2 

5,211,2 

41,211,2 

32,211,2 

311,211,2 

23,211,2 

221,211,2 

211,,211,2 

212,211, 2 

5,3,3 
41,3,3 

32,J,J 

311,J,J 

23,J,3 
221,J,3 

212,J,3 

2111,3,J 

5, J, 21 
41,3,21 

32,3,21 

311,3,21 

· 23, J, 21 

221,J,21 
212 ,J, 21 

2111,J,21 

5,21,21 
41,21,21 

32, 21, 21 

Jll, 21, 21 

2.3, 21, 21 

221,21,21 

212, 21, 21 

2111,21,21 

4,4,J 

4,Jl,J 
', 2? J L;,, - , 

4,211,J 

4,4,21 

4,31,21 

4,22,21 

L~,211,21 

Jl,Jl,J 

31,22,3 

Jl,211,J 

;:,31,21 

31,22,21. 

.3:.)211:.,21 

'.:.2,22,J 

22,211,3 

22,22,21 

2'.2,2!.1,21 
?' . 21 1 J -- . , - ' 
211,211,21 

5,2,2,2 

41,~,2,2 

32,2,2,2 

311,2,2,2 

23,2,2,2 

221,2,2,2 

212,2,2,2 
2111,2,2,2 

4,J,2,2 

Jl,3,2,2 

22,3,2,2 

211,J,2,2 
4,21,2,2 

31,21,2,2 

22,21,2,2 

211,21,2,2 

4,2,3,2 

Jl,2,J,2 

22,2,J,2 

211, 2, J, 2 

4,2,21,2 

Jl,2,21,2 

22,2,21,2 

211,2,21,2 

J,3,J,2 

3,J,21,2 

J,21,J,2 

J,21,21,2 

J,21,2,21 

21,21,21,2 

J,2,2,2,2 

21,2,2,2,2 

N.3.a partir de maintenant 

je noterai@ pour designer 

"de poids total y", par 

exemple la notation 

(», 2, 2 remplace l' enu­
meration 

5,2,2 

41,2,2 

32,2,2 

Jll,2,2 

23,2,2 

221,2,2 

212,2,2 

2111,2,2 

= Ü) ,2,2 

Propriete :@,... repre­

sente dans les tabulations 
2Y- 2elements distincts 



2,2,2++++++ 

J,2,2+++++ 

21,2,2+++++ 

@, 2, 2++++ 

2,2,2,2++++ 

,2,2+++ 

,J,2+++ 

,21,2+++ 

J,3,J+++ 
J,J,21+++ 

J,21,21+++ 

21,21,21+++ 

J,2,2,2+++ 

21,2,2,2+++ 

@ ,2,2++ 

Q) , J, 2++ 

G . 21, 2++ 
4, G), 2++ 

Jl,Jl,2++ 

Jl,22,2++ 

Jl,211,2++ 

22,22,2++ 

22,211,2++ 

211,211,2++ 

,J,J++ 
,J,21++ 

,21,21++ 

,2,2,2++ 

J,J,2,2++ 

J,21,2,2++ 

21,21,2,2++ 

3,2,J,2 ++ 

J,2,21,2++ 

21,2,21,2++ 

2,2,2,2,2++ 

.. 
-LLAr □r. ... \ L·l.'".RIMAN"r a 12c SOUS MONDE STE ,~ ~ ~ ·11 

,2,2+ 

,J,2+ 

,21,2+ 

,4,2+ 

,Jl,2+ 

,22,2+ 

,211,2+ 

,J,J+ 

,J,21+ 
, 21, 21+ 

4, 4 ,J+ 

4, 4 ,21+ 

Jl,Jl,.3+ 

Jl,22,J+ 

Jl,211,J+ 

Jl,Jl,21+ 

31,22,21+ 

Jl,211,21+ 

22,22,J+ 

22,211,3+ 

22,22,21+ 

22,211,21+ 

211,211,J+ 

211,211,21+ 
- ,2,2,2+ 

,J,2,2+ 
1 ,21,2,2+ 

,2,J,2+ 
/, , 2, 21, 2+ 

J,J,J,2+ 

J,J,21,2+ 

J,21,J,2+ 

J,21,21,2+ 

J,21,2,21+ 
21,21,21,2+ 

3,2,2,2,2+ 

21,2,2,2,2+ 

,31,2 

,22,2 

,211,2 

,J,J 
,J,21 

✓ ,21,21 

s,G) , 2 

41,41,2 

32,41,2 

41,Jll,2 

41,23,2 

41,221,2 

41,212,2 

41,2111,2 

32,32,2 

.32,.311,2 

J2,2J,2 

32,221,2 

32,212,2 

32,2111,2 

Jll,Jll,2 

Jll,2),2 

311,221,2 

Jll,212,2 

Jll,2111,2 

2J,2J,2 

2J,221,2 

2),212,2 

23,2111,2 

221,221,2 

221,212,2 

221,2111,2 

212,212,2 

212,2111,2 

2111,2111,2 

,4,J 

,Jl,J 
,22,J 

,211,J 

,4,21 

,Jl,21 

,22,21 

,211,21 

,4,4 

4,Jl,Jl 

4,Jl,22 

4,Jl,211 

4,22,22 

4,22,211 

4,211,211 

Jl,31,Jl 

Jl,Jl,22 

Jl,Jl,211 

31,22,22 

Jl,22,211 

Jl,211,211 

22,22,i2 

22,22,211 

22,211,211 

211,211,211 



sous MONDE s·rELLAIRE Alternant à 12c 

@,2,2,2 

(j) ,J,2,2 
. ,21,2,2 

,2,J,2 
,2,21,2 

4,@,2,2 

4,2,@ ,2 
Jl,Jl,2,2 

.31,22,2,2 

31,211,2,2 

.31,2,.31,2 

.31,2,22,2 

.31,2,211,2 

22,22,2,2 

22,211,2,2 

22,2,22,2 

22,2,211,2 

211,211,2,2 

211,2,211,2 

4 ,3,.3,2 
,J,21,2 

,21,21,2 

,3,2,J 
, J , 2 21 

@ ,21,2,21 

@ ,2,J,21 

J,J,3,.3 
J,3,3,21 
3, 3, 21, 21 

J,21,21,21 
21,21,21,21 

3,21,J,21 

@ ,2,2,2,2 

3,J,2,2,2 
J,21,2,2,2 

J,2,J,2,2 

J,2,21,2,2 
21,21,2,2,2 

21,2,21,2,2 

2,2,2,2,2,2 



sous MONDE STELLAIRE Alternant ' a lJc 

2,2,2+++++++ i ,2,2++ J,2,2,2,2++ 221,221,2+ 
J,2,2++++++ ,J,2++ 21,2,2,2,2++ 221,212,2+ 

.21,2,2++++++ ,21,2++ @, 2, 2+ 221,2111,2+ 
© ,2,2+++++ 0 ,4, 2++ (z) , 3, 2+ 212,212, 2+ 
2,2,2,2+++++ G) ,31 ,2++ (z), 21, 2+ 212,2111,2+ i ,2,2++++ 

(j) , 22, 2++ (§) ,4, 2~ 2111,2111,2+ 
,3,2++++ G) , 211, 2++- @ ,31,2+ (j) ,4,3+ 
,21,2++++ (3) ,J, 3++ (§) , 22, 2+ 0 ,31 ,3+ 

3,3,J++++ G) ,3, 21++ @, 211, 2+ G), 22,J+ 
3,J,21++++ G), 21, 21++ © ,J,J+ G) ,211,3+ 
J,21,21++++ 4,@ ,3++ @,3,21+ ()), ,4, 21+ 
21,21,21++++ 4,@, 21++ @, 21, 21+ (3),31,21+ 
J,2,2,2++++ 31,31,J++ 5, G) , 2+ 0 ,22,21+ 
21,2,2,2++++ 31,22,3++ 41,41,2+ 0 '211, 21+ ©, 2,2+++ 31,211,3++ 41,32,2+ @ ,4,4+ 
(3) ,3,2+++ Jl,Jl,21++ 41,311,2+ 4,Jl,Jl+ 
(), 21, 2+++ 31,22,21++ 41,23,2+ 4,Jl,22+ 

4,@, 2+++ 31,211,21++ 41,221,2+ 4,Jl,211+ 

31,31,2+++ 
22,22,J++ 41,212,2+ 4,22,22+ 
22,211,J++ 41,2111,2+ 4,22,211+ Jl,22,2+++ 
22,22,21++ 32,.32,2+ 4,211,211+ 31,211,2+++ 
22,211,21++ 32,Jll,2+ 22,22,2+++ Jl,Jl,Jl+ 
211,211,3++ Jl,2J,2+ Jl,31,22+ 22,211,2+++ 
211,211,21++ 32,221,2+ Jl,Jl,211+ 211,211,2+++ G) ,2,2,2++ 32,212,2+ @,3,J+++ 31,22,22+ 
@ ,3, 2, 2++ 32,2111,2+ Jl,22,211+ ~,J,21+++ @ ,21,2,2++ .311,311,2+ ,21,21+++ Jl,211,211+ 

@ ,2,2,2+++ 
@,2, J,2++ Jll,23,2+ 22,22,22+ 
@ , 2, 21, 2++ 

22,22,211+ 3,J,2,2+++ 

J,21,2,2+++ 
3,3,3,2++ 311,221,2+ 22,211,211+ 

21,21,2,2+++ 
3,3,21,2++ Jll,212,2+ 211,211,211+ 
3 , 21 , 21 , 2++ Jll,2111,2+ 3,2,J,2+++ 
21 , 21 , 21 , 2++ 

3,2,21,2+++ 2J,23,2+ 

21,2,21,2+++ 
3,21,J,2++ 23,221,2+ 

2,2,2,2,2+++ 
3,21,2,21++ 23,212,2+ 

23,2111,2+ 



' SOUS MONDE STEl.LAIRE Al -cer:1ar1t a lJc 

@ , 2, 2, 2+ 

G), 3, 2, 2+ 

(j) , 21, 2, 2+ 

G) , 2, J, 2+ 

0 '2' 21, 2+ 
4, 2,@, 2+ 

Jl,)1,2,2+ 

Jl,22,2,2+ 

31,2111,2,2+ 

Jl,2,31,2+ 

31,2,22,2+ 

Jl,2,211 ,2+ 

22,22,2,2+ 

22,211,2,2+ 

211,211,2,2..:. 

22,2,22,2+ 

22,2,211,2+ 

211,2,211.,2+ 

@ , J, 3, 2+ 

@ ,J, a1, 2+ 

@ , 21, 21, 2+ 

@, J, 2, 3+ 
@ , 3, 2, 21+ 

@ ,21,2,21+ 
li.\ ? J ·:> -\;;;;/,-, ,-.:.--:-

3,J,J,3+ 

J,J,J,21+ 
3,3,21,21+ 

J,21,21,21..i.. 

21,21,21,21+ 

J ? 1 .. ?' ' ,- ... ,.,;,-1.,.. 

@ ,2,2,2,2+ 

3,J,2,2,2+ 

J,21,2,2,2+ 

21,21,2,2,2+ 

'3,2,3,2,2+ 

21,2,21,2,2+ 

2,2,2;2,2,2+ 

G) ,2,2 

G) ,3,2 

@ ,21,2 

(z),L1,2 

G) , 31, 2 

(2) , 22, 2 

(z) ,211,2 

0 ,J,J 
G) ,J,21 

G , 21, 21 

G) ,.5,2 
0 .~1, 2 

0 , 32' 2 

@ ,Jll,2 

@ , 23, 2 

0 , 221, 2 

G),212,2 

@ , 2111, 2 

@ ,4,J 
@ ,Jl ,J 
@, 22,3 

(0 ,211,3 

@ ,4, 21 

0 ,Jl,21 

G) , 22, 21 

@ ,211,21 
I'?\ C. .. \;/ ,.,;,..,, 
L1 1i1 J . - , "1" , 

~1,32,J 

4:,311,3 

41,23,3 
,, 1 ?2 1 3 
'-;, , - .;_' 

.'.;. 1 , 2111 , J 

,;2,J:i.1,3 

32,23,J 

32,2?.1,J 

32,212,J 

32,2111.,~ 

311,31:,3 
~ 11 ?J '") 
) -,- I;' 

311,221,J 

.311,2:.?,J 

111..,2111,J 

2J,2J,J 
?J ??' '") - ,---,., 
2J,212,J 

221,221,J 

221,212, J 

221,2111,J 

212,212,.) 

212,21.11,J 

2111,2111,J 

(j) , 5, 21 

41,41,21 

41,Ji,21 

L;.1,311,21 

41,2J,21 
LH,221,21 

41,212, 21 

41,2111,21 

32,32,21 

32,311,21 

32,23,21 

32,221,21 

32,212,21 

32,2111,21 

311,311,21 

J11,2J,21 

,311,221,?.1 

311.,212,21 

311,21:1,21 

2J,2J,21 

23,221.21 

23,212,21 

23,2111,21 

221,221,21 

221.212,21 

221,2111,21 

212,212,21 

212,2111,21 

2111, 2111, 21 

i.J.,@ , 2, 2+ 



A.lterr..ar..t ·' 11." sous MONDE s·rELLA.IRE a .,, "' 

©,4,4 4 ,..,, ~ 2 ' 1 , t._.1--,..J, 22,22,J,2 21,2,21,3,2 
G) ,4,31 4,Jl,21,2 22,22,21,2 21,21,21,2,2 
G),4,22 4 -~ ? 1 22,J,22,2 21,21,2,21,2 ,)J..1i-1_.. 

© 14,211 4,31,2,21 22,21,22,2 J,2,2,2,2,2 
©,Jl,31 4 ~ ".s1 2 22,211,J-,2 21,2,2,2,2,2 ,.,;,.,,-, 
@,31,22 4,21,Jl,2 22,211,21,2 
G),31,211 4,22,3,2 22,211,2,J 
(D, 22, 22 4-,22,21,2 22,211,2,21 
G),22,211 4,22,2,3 22,J,211,2 
(9,211,211 '1:, 22 t 2, 21 22,21,211,2 
<z) ,2,2,2 4 .., ?" a '.), ~:::-, 211,211,3,2 
®,3,2,2 4,21,22,2 211,211,21,2 
@, 21, 2, 2 4 ?' 1 .... ? , .... 1 ... ,;,- 211,3,211,2 
®,2,3,2 4,211,21,2 211,21,211i 
®,2,21,2 4,2:1.1,2,J @ J - -, ,j,) 

G),4,2,2 4,211,2,21 @, 3, J, 21 
G),Jl,2,2 4,,;,,211,2 @, J, 21, J 
G),22,2,2 4 2" ?" ' 2 , .:., ... .L.l., @) ,J,21,21 
(z),211,2,2 . Jl,31,3,2 @, 21, J, 21 
G) ,2,4,2 31,31,21,2 €),21,21,21 
G),2,31,2 Jl,~,.31,2 G),2,2,2,2 
G) , 2, 22, 2 Jl,21,Jl,2 @,3,2,2,2 
(j) ,2,211,2 ~1 ?? 3 2 .,,-,-·-,, €) ,2,3,2,2 
G),J,J,2 31,22,21,2 @,21,2,2,2 
(D,3,2,3 Jl,J,22,2 @, 2, 21, 2, 2 
Q) ~ ?1 ? 

,✓,--,- 31,21,22,2 3,3,3,2,2 
Œ ,J,2,21 Jl,22,2,J 3,J,2,J,2 
G) ,21,3,2 31,22,2,21 J,J,21,2,2 
G),21,2,21 31,211,.3,2 3,21,J,2,2 

4,4,J,2 31,211,21,2 3,J,2,21,2 
4,4,21,2 31,211,2,3 J,2,J,21,2 
4,3,1..t.,2 Jl,211,2,21 J,21,21,2,2 
4,21,4,2 31,3,211,2 21,3,21,2,2 

31,21,211,2 21,21,2,J,2 



>-< (2,2)(2,2) 
(2,2+)(2,2) 

(3,2)(2,2) 
(21,2)(2,2) 

r-< 
(2,2)1(2,2) 

>-< 
( 2 , 2+ ) ( 2 , 2+ ) 

(2,2)(2,2++) 

(3,2+)(2,2) 

(J,2)(2,2+) 
( 21 , 2+ ) ( 2 , 2 ) 

( 21 , 2) ( 2, 2+ ) 

(@ ,2)(2,2) 

(3,3)(2,2) 

(J,21)(2,2) 

( 21, 21) ( 2, 2) 

(3,2)(3,2) 
(3,2)(21,2) 
(21,2)(21,2) 

>-----< (2,2+)1(2,2) 

(3,2)1(2,2) 
(21,2)1(2,2) 
(2,2)2(2,2) 

r-.-< 
(2,2)11(2,2) 

(~) 

:> < 
(2,2,2)(2,2) 

>-----< 
( 2, 2++) ( 2, 2+) 
(2,2)(2,2+++) 
( 3 , 2++ ) ( 2 , 2) 

(J,2+)(2,2+) 
(3,2)(2,2++) 
( 21 , 2++ ) ( 2, 2 ) 
( 21 , 2+) ( 2, 2+) 

(21,2)(2,2++) 
( @ , 2+ ) ( 2 , 2 ) 

( @ , 2 ) ( 2 , 2+ ) 

(3,3+)(2,2) 
( .3, 21+ )( 2, 2) 

(21,21+)(2,2) 
( J , 3 ) ( 2 , 2+ ) 

(J,21)(2,2+) 
( 21 , 21 ) ( 2, 2+) 

( .3 , 2+ ) ( J , 2 ) 
( 3, 2+) ( 21 , 2) 

( 21, 2+) ( 3, 2) 

(21,2+)(21,2) 
({j),2)(2,2) 

(@),3)(2,2) 

( @ , 21 ) ( 2, 2) 

(@ ,2)(3,2) 

( @ , 2) ( 21 , 2) 

(3,3)(3,2) 
( J, 21 )( 3, 2) 

( 21 , 21 ) ( 3, 2) 

(3,3)(21,2) 
(.3,21)(21,2) 

(21,21)(21,2) 

i ( llc Alternants 

' >-( 
( 2 , 2++ ~ 2 , 2 ) 

( 2 , 2+ ) 1 ( 2, 2+ ) 

(3,.2+)1(2,2) 
( 21 , 2+) 1 ( 2, 2) 
( 3 , 2 ) 1 ( ·2 , 2+ ) 

(21,2)1(2,2+) 

(2,2+)2(2,2) 
(@) ,2)1(2,2) 

(3,3)1(2,2) 
(3,21)1(2,2) 
( 21, 21) 1 ( 2, 2) 

(J,2)1(3,2) 
(J,2)1(21,2) 
(21,2)1(21,2) 

(J,2)2(2,2) 

(21,2)2(2,2) 
(2,2)3(2,2) 

~ 
(2,2+)11(2,2) 
( 2 , 2) 21 ( 2, 2) . 

(J,2)11(2,2) 

(21,2)11(2,2) 

>--< (2,2)111(2,2) 

>---1--< 
( 2 , 2+ ) , 2 , ( 2 , 2 ) 

( 2, 2) , 2+ , ( 2 , 2) 

(J,2),2,(2,2) 
( 21 , 2) , 2, ( 2, 2) 
(2,2),2,(2,2) 

(2,2),3,(2,2) 
(2,2) ,21, (2,2) 

(2,2,2+)(2,2) 
(2,2,2)(2,2+) 

{J,2,2)(2,2) 
(21,2,2)(2,2) 

(2,J,2)(2,2) 
(2,21,2)(2,2) 

(2,2,2)(3,2) 
(2,2,2)(21,2) 

:>·< 
(2,2,2)1(2,2) 

r-1-< 
(2,2)1,2, (2,2) 



A:ŒO?i.ESCEN'I"S GENERALISES Alternants a 12c 

>-< >-..-.( ~ 
( 2 , 2+++ ) ( 2 , 2+ ) (3,2++)1(2,2) (J,21)(3,2+) ( @ , 2+) 1 ( 2, 2 ) 
(2,2++)(2,2++) (3,2+)1(2,2+) ( 21 , 21+) ( 3, 2) ( @ , 2 ) 1 ( 2 , 2+ ) 

(2,2)(2,2++++) (J,2)1(2,2++) ( 21 , 21 ) ( J, 2+) (J,J+,}1(2,2) 

(J,2+++)(2,2) (21,2++)1(2,2) ( J , 3+ ) t ·21 , 2 ) (J,21+)1(2,2) 

( 21 , 2+++) ( 2, 2) (21,2+)1(2,2+) (J,3)(21,2+) (21,21+}1(2,2) 

( 3 , 2++) ( 2, 2+) (21,2)1(2,2++) (J,21+)(21,2) (J,3)1(2,2+) 

( 21 , 2++) ( 2, 2+) (2,2++)2(2,2) ( 3, 21) ( 21 ,· 2+) (J,21)1(2,2+) 

( J , 2+) { 2, 2++) (2,2+)2(2,2+) (21,21+)(21,2) (21,21)1(2,2+) 

( 21 , 2+) ( 2, 2++) .r-.-< ( 21 , 21 ) ( 21 , 2+) (J,2+)1(3,2) 

(J,2)(2,2+++) 
~ < (J,2+)1(21,2) 

(21,2)(2,2+++) 
(2,2++)11(2,2) 

(J,2)1(21,2+) 

~ 
(2,2+)11(2,2+) (J,2,2+)(2,2) (21,2+)1(21,2) >-L< (:1,2,2+)(2,2) (J,2+)2(2,2) 

(2,2+++)1(2,2) ( .:_ , J , 2+ ) ( 2 , 2 ) (21,2+)2(2,2) 
( 2 ' 2++') ' 2 ' ( 2 ' 2 ) ( 2, 21, 2+) ( 2, 2) (2,2++)1(2,2+) (J,2)2(2,2+) 

>-< ~ 2, 2+) ' 2, ( 2, 2+) ( 3, 2, 2) ( 2, 2+) 
(21,2)2(2,2+) 

\ 2 ' 2 ) ' 2++ ' ( 2 ' 2 ) ( 21 , 2, 2) ( 2, 2+) 
(2,2+)J(2,2) ( @) , 2++ ) ( 2 , 2) ( 2, 2+ ) , 2+ , ( 2 , 2) ( 2 , J , 2 ) ( 2 , 2+ ) 

~ ( @ , 2+) ( 2, 2+) ➔ < (2,21,2)(2,2+) 
( @ , 2 )( 2 , 2+ ) 

(2,2,2++)(2,2) ( 2, 2, 2+) ( J , 2 )/ ( 2; 2+) 21 ( 2, 2) 
(J,3++)(2,2) 

(2,2,2+)(2,2+) ( 2 1 2 ' 2+ ) ( 21 , 2 ) (2,2}21(2,2+) 
(J,21++)(2,2) 

(2,2,2)(2,2++) (2,2,2)(21,2+) (J,2+)11(2,2) 
( 21, 21++) ( 2, 2} 

>-< >-L( ( 21, 2+) 11 ( 2, 2) 
(3,3+)(2,2+) (J,2)11(2,2+) 
( J, 21+) ( 2, 2+) ( Q_) , 2+ ) ( 2, 2) 

1 -:i. ;,.,_) 2 ( 2 ? ' 
(21,2)11(2,2+) ,..,,- , , 1·-; 

(21,21+)(2,2+) ( {2) , 2) ( 2, 2+) r 21 2..i.' '"' 1 2 2) 

~ 
\ • ·/r'-1\, 

(J,J)(2,2++) ( @ , 3+ ) ( 2 , 2 ) ( J , 2 ) , 2+ , ( 2 , 2 ) 

(J,21)(2,2++) ( @ , J ) ( 2 , 2+ ) 
1?1 ?) ?+ f? ?) (2,2+)111(2,2) \--,-,,~ ,,_ ... ,_ 

(21,21)(2,2++) (@) ,21+)(2,2) { J, 2) , 2, ( 2, 2+) 

~ ( 3 , 2++ ) ( 3 , 2 ) ( @ , 21 ) ( 2, 2+) ( 21 , 2) , 2, ( 2, 2+) 

( 21 , 2++) ( J, 2) ( @) , 2+ ) ( J , 2 ) ( 2 , 2+ ) , J , ( 2 , 2 ) (2,2+)1,2,(2,2) 

( 3, 2++) ( 21 , 2) '© 2''32) ( 2, 2+) , 21 , ( 2, 2) ( 2 , 2 ) 1 , 2+ , ( 2 , 2 ) 
\ ' , )\ , + 

(2,2)1,2,(2,2+) ( z:::. , 2++) ( 21 , 2) (@,2+)(21,2) (2,2),J+,(2,2) 

( J , 2+ ) ( 3 , 2+ ) ( @ , 2) ( 21, 2+) (2,2),21+,(2,2) 

( 21, 2+) ( J, 2+) ( 3 , J+ ) ( J , 2 ) 
(21,2+)(21,2+) ( 3 , 3 ) ( J , 2+ ) 

',., 21 ' 'J 2' \.), +Jt , I 



r--< 
(2,2,2+)1(2,2) 
(2,2,2)1(2,2+) 

>----< (@,2)(2,2) 
( ©,J)(2,2) 
( G) , 21) ( 2, 2) 

((v,2)(3,2) 
( G) , 2 )( 21 , 2) 
(4,@)(2,2) 

(Jl,31)(2,2) 
(Jl,22)(2,2) 
(31,211)(2,2) 
(22,22)(2,2) 
(22,211)(2,2) 
(211,211)(2,2) 
(@ ,3)(3,2) 
( @ , 21 ) ( 3 , 2) 

(@ ,3)(21,2) 
( @ , 21) ( 21, 2) 

(4,2)(@,2) 
(Jl,2)(31,2) 
(Jl,2)(22,2) 
{Jl,2)(211,2) 
(22,2)(22,2) 
(22,2)(211,2) 
(211,2)(211,2) 
(@ ,2)(3,3) 
( @ , 2) ( 3 , 21 ) 

(@,2)(21,21) 

(3,3)(3,3) 
(J,3)(J,21) 
( 3, 3) ( 21 , 21) 
(J,21)(3,21) 
(3,21)(21,21) 
(21,21)(21,21) 

-A KJ. 

(@) ,2,2)(2,2) 
(2,@ ,2)(2,2) 
(2,2,2)(@ ,2) 
'J J ?''? ?) \ ' , ,_ } \ - , -
(3,2,3)(2,2) 
(3,2,2)(J,2) 
(2,3,2)(3,2) 
(J,2,2)(21,2) 
(2,J,2)(21,2) 
(J,21,2)(2,2) 
(J,2,21)(2,2) 
(21,9,2)(2,2) 
(21,2,2)(3,2) 
(21,2,2)(21,2) 
(2,21,2)(3,2) 
(2,21,2)(21,~) 
(21,21,2)(2,2) 
(21,2,21)(2,2) 
(2,2,2)(3,3) 
((2,2,2)(3,21) 
(2,2,2)(21,21) 

rL< 
( @ , 2 )i,( 2 , 2 ) 

(2,2),@ ,(2,2) 
(J,J),2,(2,2) 
( J, 21) , 2, ( 2, 2) 

( 21, 21 ) , 2, ( 2, 2) 

(J,2),2,(3,2) 
.,...., 2) 2 '2 ~) \.), , ,\. ,.., 
( 3, 2) , 2, ( 21 , 2) 

(.3,2),2,(2,21) 
(21,2),2,(21,2) 
(21,2),2,(2,21) 
(3,2),.3,(2,2) 
( J, 2) , 21 , ( 2, 2) 
(21,2) ,3, (2,2) 
(21,2),21,(2,2) 

Alternants à 12c 

:>---< 
(@,2)1(2,2) 
(@ ,3)1(2,2) 
( @) , 21) 1 ( 2, 2) 
( @,2)1(3,2) 
( @·,2)1(21,2) 

(3,J)l(J,2) 
(3,3)1(21,2) 
( J , 21 ) 1 ( 3 , 2) 

(J,21)1(21,2) 
(21,21)1(3,2) 
(21,21)1(21,2) 
(@ ,2)2(2,2) 

(3,2)2(.3,2) 
(J,2)2(2,J) 
(.3,2)2(21,2) 
(3,2)2(2~21) 
(21,2)2(21,2) 
(21,2)2(2,21) 
(3,3)2(2,2) 
(3,21)2(2,2) 
(21,21)2(2,2) 
(J,2)3(2,2) 
(21,2)3(2,2) 
(2,2)4(2,2) 

~ 
(@ ,2)11(2,2) 
(J,2)11(.3,2) 
(.3,2)11(2,.3) 
(.3,2)11(21,2) 
(J,2)11(2,21) 
(21,2)11(21,2) 
(21,2)11(2,21) 
(J,3)11(2,2) 
(3,21)11(2,2) 
(21,21)11(2,2) 
(J,2)21(2,2) 
(J,2)12(2,2) 

(21,2)21(2,2) 
(21,2)12(2,2) 
(2,2)31(2,2) 
(2,2)22(2,2) 

>---< (2,2)211(2,2) 
(2,2)121(2,2) 
(J,2)111(2,2) 
(21,2)111(2,2) 
(2,2)1111(2,2) 



AR30RESCE1,JTS GENERALISES Alternants àl2c 

(3,2)1,2,(2,2) 
(21,2)1,2,(2,2) 
(2,2)2,2,(2,2) 
(2,2)1,J,(2,2) 
(2,2)1,21,(2,2) 
(2,2)1,2,(J,2) 
(2,2)1,2,(21,2) 

➔ ·< 
(J,2,2)1(2,2) 
(21,2,2)1(2,2) 
(2,J,2)1(2,2) 
(2,21,2)1(2,2) 
(2,2,2)2(2,2) 
(2,2,2)1(3,2) 
(2,2,2)1(21,2) 

➔ •. < 
(2,2,2)11(2,2) 

➔ -<: 
(2,2,2)(2,2,2) 

~ 
(2,2,2,2)(2,2) 

➔ I< 
(2,2,2),2,(2,2) 

~ 
(2,2),2,2,(2,2) 

> l < 
(2,2),2,(2,2),2 

)--LL( 
((2,2),2),2,(2,2) 
ou 

(( 2, 2) , 2) (( 2, 2) , 2] 

(?,2),(2,2),(2,2) 

(2,2)11,2,(2,2) 



ARBORESCEN'I'S GENERALISES ' a 1Jc 

>--< ------:> ----< 
(2 2) /2 '), .... .,..,.\ ' . \ ' '-~ ' ' ~~ / 

( 2, 2+) ( 2, 2++++) 

r 2 , 2++ ) ( 2 , 2+++ ) 

(J,2++++)(2,2) 

(21,2++++)(2,2) 

( 3, 2+++) ( 2, 2+) 
r,1 ? ......... )î2 ?.:.\ 
\- 1:....-,iT \ 1-•J 

( J , 2++ ) ( 2 , 2..1..+ ) 

( 21 , 2++ ) ( 2, 2++) 

( J , 2+) ( 2 , 2..1..+..1.. ) 

{ 21 ?..,. ) f ? 2+.J...J..' 
·, , '--'. \ - , i ' ,' 

( J, 2; ( 2, 2++++ ) 

( 21 , ? ) f 2, ?+..1...1.+ 'l 
\ - - \ _,.' / 

(2,2++++)1(2,2) 

(2,2+++)1(2,2+) 

( 2, 2++) 1 ( 2, 2++) 

>-< ( @ , 2+++ ) ( 2 , 2 ) 

( @) , 2++ ) ( 2 , 2+ ) 

( @ , 2+ ) ( 2 , 2++ ) 

( @) , 2) ( 2 , 2+++ ) 

(J,3+++)(2,2) 

( 3 , J++ ) ( 2 , 2+ ) 

( 3 , 3+ ) ( 2 , 2++ ) 

fJ '<''?" ' \ , - } ( - ' C. +++ J 
1 J ?l · ' ., 2 ? ' \ ' - +-t-+ ) \ ' - ; 
. -:i 21 ' '? 2 ' ( ..,,. ' ++ J \ '- , + ; 
( 3, 21+) ( 2, 2++) 

( J, 21 ) ( 2, 2+++ :, 

(21,21+++)(2,2) 

(21,21++)(2,2+; 

( 21 , 21 ) ( 2 , 2+++ ) 

( 3 , 2+++) ( J , 2) 

( 3 , 2++ ) ( J , 2+ ) 

( 21 , 2+++ ) ( J , 2 ) 

( 21 , 2++ ) ( J , 2+ ) 

( 21 , 2+) ( 3, 2++) 

( 21, 2+++) ( 21, 2) 

(21,2)(3,2+++) 

{ ? 1 2.J...J.. '\ ( ? 1 2+) 
\ -- f l ' / \ -- J 

:>---+-< 
(J,2+++)1(2,2) 

(21,2+++}1(2,2) 

(J,2++)1(2,2+) 

'?" 2 ) ' 2 ' \ -.l. f ++ / 1 \ 2 f +) 

(J,2+)1(2,2++) 

(3,2)1(2,2+++) 

( 21 , 2+) 1 ( 2, 2++) 

(21,2)1(2,2+++) 

(2,2+++)2(2,2) 

(2,2++)2(2,2+) 

>------< (2,2+++)11(2,2) 

(2,2++)11(2,2+) 

>-Y-< 
( 2, 2+++) , 2, ( 2, 2) 

( 2, 2++) , 2 , ( 2, 2+) 
,~ 2 ' " '? 2) \ .c. , ++ ) ' c.+ ' \ - ' ; 
( 2 , 2+ ) , 2+ , ( 2 , 2+ ) 

( 2 , 2+ ) , 2++ , ( 2 , 2) 

( 2 , 2 ) , 2+++ , ( 2 , 2) 

( 2 , 2 , 2 +++ ) ( 2 , 2 ) 

( 2 , 2 , 2++ ) ( 2 , 2+ ) 

(2,2,2+)(2,2++) 

(2,2,2)(2,2+++) 

>--< ( G) , 2++ ) ( 2 , 2) 

( Q) , 2+ ) ( 2 , 2+ ) 

( (D , 2 ) ( 2 , 2++ ) 

( @) , 3++ ) ( 2 , 2 ) 

( @ , J+ ) ( 2 , 2+) 

( @ , 3 ) ( 2, 2++) 

( @ , 21++ )( 2, 2) 

( @) , 21+ )( 2, 2+) 

( @ , 21 ) ( 2 , 2++ ) 

( €) , 2++ ) ( 3 , 2) 

( @ , 2+ )( 3 , 2+ ). 

( @ , 2 ) ( J , 2++ ) 

( @) , 2++) ( 21, 2) 

( @) , 2+ )( 21 , 2+) 

( @) , 2) ( 21, 2++) 

(3,J++)(J,2) 

( J , 3+) ( J , 2+ ) 

( 3 , 3 ) ( 3 , 2++ ) 

(3,3++)(21,2) 

( 3 , J+) ( 21 , 2+) 

( 3, 3) ( 21 , 2++) 

( 3 , 21 ++ )( J , 2 ) 

( 3, 21+) ( 3 , 2+) 

( 3, 21) ( 3, 2++) 

( 3, 21++) ( 21, 2) 

(3,21+)(21,2+) 

(J,21)(21,2++) 

( 21 , 21 ++ )( J , 2 ) 

( 21, 21+) ( J, 2+) 

( 21, 21) ( J, 2++) 

( 21, 21++ )( 21, 2) 

( 21, 21+) ( 21 , 2+) 

~ 21 , 21 ) ( 21 , 2++) 

(J,2,2++)(2,2) 

( 21 , 2, 2++) ( 2, 2) 

( J , 2 , 2+ ) ( 2, 2+ ) 

( 21 , 2, 2+) ( 2, 2+) 

tJ,2,2)(2,2++) 

( 21, 2, 2) ( 2, 2++) 

( 2 , J , 2++ ) ( 2 , 2) 

(2,21,2++)(2,2) 

( 2 , J , 2+ ) ( 2 , 2+ ) 

( 2, 21, 2+) ( 2, 2+) 

( 2 , 3 , 2 ) ( 2 , 2++ ) 

(2,21,2)(2,2++) 

(2,2,2++)(3,2) 

( 2, 2, 2++) ( 21 , 2) 

( 2 , 2 , 2+ ) ~ J , 2+ ) 

( 2, 2, 2+) ( 21 , 2+) 

( 2 , 2 , 2 ) ( J , 2++ ) 

(2,2,2)(21,2++) 



\ 

ARBO?cESCE.NTS GZNERALISES Alternants a 1Jc 

>-1--< 
(J,2++,2,(2,2) (J,2+)1(21,2+) 

( ) 13 ?)1'""? ' ( 21 , 2+..:.. ) , 2 , , 2 , 2 \ , - ... , .G .L , -++ J 

(J,2+),2+,(2,2) (21,2++)1(21,2) 

(21 ,2+),2+,(2,2)(21,2+)1(21,2+) 

(J,2),2++, (2,2) (J,2++)2(2,2) 

(21,2),2++,(2,2) (21,2++)2(2,2) 

(J,2+),2,(2,2+) (J,2+)2(2,2+) 

(21,2+),2,(2,2+) (21,2+)2(2,2+) 

(J,2),2+,(2,2+) (3,2)2(2,2++) 

(21,2),2+,(2,2+) (21,2)2(2,2++) 

(J,2),2,(2,2++) ~2,2++)3(2,2) 

(21,2),2,(2,2++) (2,2..:..)J(2,2+) 

( 2 , 2++ ) , J , ( 2 , 2) 

( 2' 2++) ' 21 1 ( 2' 2) 
r.., 2 ........ 121r2 ?) '2 2 ) J /? 2+) ,~, .. ' ., ,-

\ ' + ' ' \ - ' 
' ? ? · ' "1 1 2 2·) , .. { - ' -'"T" ) é,__ \ ' ' 

((2,2+),21,(2,2+;: '"" 
, 2) l2,2;~.L(2,2++) 

( 2 , 2+) , J+ , \ 2, 
( 1 2+..i. \ 11 \./ 2 2 ) 

(2 2 \ 21 (2 2) ,JI •) t 
'+1, +,, , ' ) 

) 
(21,2++)11\2,2 

( 2' 2 ) ' 3++ 1 ( 2 , 2 
(2,2),21++,(2,2) 

r--< 
( @ , 2 ++ ) 1 ( 2 , 2 ) 

( @ , 2+ ) 1 ( 2 , 2+ ) 

( @ , 2) 1 ( 2, 2++) 

(J,3++)1(2,2) 

(J,21++)1(2,2) 

(21,21++)1(2,2) 

(J,3+)1(2,2+) 

(J,21+)1(2,2+) 

(21,21+)1(2,2+) 

(J,3)1(2,2++) 
(J,21)1(2,2++) 

(21,21)1(2,2++) 

(3,2++)1(3,2) 

(J,2++)1(21,2) 

( 3 1 2+) 1 · ( 3, 2+) 

( J ,, 2+ ) 11 ( 2, 2+ ) 

( 21 , 2+) 11 ( 2, 2+) 

{3,2)11(2,2++) 

( 21, 2) 11 ( 2, 2++) 

~ 
(2,2:i-+)111(2,2) 
(2,2+)111(2,2+) 

>--1--< 
(2,2++)1,2,(2,2) 

( 2 , 2+ ) 1 , 2+ , ( 2 , 2 ) 

, ? 2 \ 1 2 / 2 ": ' 
\ - J + j J. J 1 \ f .(.T ) 

( 2 , 2 ) 1 , 2++ , ( 2 , 2) 

(2,2)1,2+,(2,2+) 

(2,2)1,2,(2,2++) 

:> . < 
:2,2,2++)1(2,2) 

(2,2,2+)1(2,2+) 

(2,2,2)1(2,2++) 

H 
( @ , 2+ ) ( 2 , 2 ) 
l ([) , 2 ) ( 2 , 2+ ) 

( G) ' J+ )( 2 1 2 ) 

\ (z) ,21+)(2,2) 

( Q) , 3) ( 2, 2+) 

( G) , 21) ( 2, 2+) 

( €) ,4+)(2,2) 

( @ , 4) ( 2 , 2+ ) 

(Jl,J1+)(2,2) 

( Jl, 22+) ( 2, 2) 

(Jl,211+)(2,2) 

(22,22+)(2,2) 

(22,211+)(2,2) 

(211,211+)(2,2) 

(Jl,J1)(2,2+) 
( J 1 , 22) ( 2, 2+) 

(Jl,211)(2,2+) 

(22,22)(2,2+) 

(22,211)(2,2+)· 

(211,211)(2,2+) 

( G) , 2+) ( J , 2 ) 

( G) , 2 ) ( J , 2+ ) 

( G) , 2+) ( 21, 2) 

( (2) , 2) ( 21, 2+) 

( ® ' J+ ) ( J , 2 ) 

( © , J )( J , 2+ ) 

( @ , 21+) ( J, 2) 

( @) , 21 ) ( J, 2+) 

( 0 '3+) ( 21, 2) 

( @ , J) ( 21 , 2+) 

( @ , 21+) ( 21, 2) 

( @,21)(21,2+) 
( 4 , 2+ ) ( @ , 2 ) 

( 4, 2) ( J 1 , 2+) 

(4,2)(22,2+) 

l 4, 2 H 211, 2+) . 

( J 1 , 2+) ( J 1 , 2) 

\Jl,2+)\.22,2) 

·-1 2 )·2•· "'I\ lJ , + l J..L,-'-i 

\Jl,2)(22,2+) 

.tJl,2)(.211,2+) 
( 22, 2+) ( 22, 2) 

( 22, 2+) ( 21 l, 2) 

(22,2)(211,2+) 

( 211 , 2+) ( 211 , 2) 

( © ' 2+ ) \ J ' J ) 
(@ ,2+)(J,21) 
( @ , 2+) ( 21 21) 

( @ , 2 )l 3 , J+ ) 

(@,2)(3,21+) 

( G) , 2) ( 21 , 21+) 

( J , J+ )\ J , J ) 

(J,J+)(J,21) 

tJ,J),J,21+) 

( J, J+) ( 21 , 21 ) 

(J,3)(21,21+) 

(J,21+)(J,21) 

(J,21+)(21,21) 

(3,21)\21,21+) 

( 21, 21+) ( 21, 21) 

➔ < 
(@,2, 2+) ( 2, 2) 

( @ , 2 , 2 ) ( 2 , 2+ ) 

( 2 , @ , 2+ ) ( 2 , 2 ) 

( 2, @) , 2 ) ( 2 , 2+ ) 

( J , J , 2+ ) ( 2 , 2 ) 

(J,J,2)(2,2+) 

(J,2,J+)\2,2) 

(J,2,J)\2,2+) 

(3,2,2+)(J,2) 
(J,2,2)(3,?+) 
(2,J,2+)(3,2) 
( 2 J 2 ) ( J , 2+ ) 



( 2 , J, 2+) ( 21,?. ~ 

(?'"l"''2 ,•-,_,::'./(. 1,2+) 

( J' 2, 2+) ( 21 , ?, } 

( '"l, ? ? \ ( • ·--, --,: . 21 , 2+) 

(21,2,2+)(J,2) 

( 21 , 2, 2) ( 21, 2+) 

( 21 , 2 , 2 ) ( J , 2+ ) 

( 21 , 2, 2+-) ( 21, 2 ) 
'? l-,21,2+)(21, 2 ) 

( 2' 21 '2) ( 21 '2+) 

( 2, 21 , 2+) ( 3 , 2) 

( 2 , 21 , 2 ) ( J , 2+ ) 

(J,21,2+)(2,2) 

( J , 2 l , 2) ( 2 , 2+ ) 
i' ·;, 1 •' 2 ) 
\ -- 1 )' + ( 2' 2) 

t 21 , J , 2 ) ( 2 , 2+ ) 

(J,2,21+)(2,2) 

( J , 2 , 21 ) ( 2 , 2+ ) 

(21,21,2+)(2,2) 

(21,21,2)(2,2+) 

(21,2,21+)(2,2) 
I ?l . , - , 2 , 21 ) ( 2 , 2+ ) 

( 2 ' 2 1 2+ ) ( J ' 3 ) 
( 2 , 2 , 2 ) ( J , J+ ) 

( 2, 2 , 2+ ) ( J , 21 ) 

'? \-,2,2)(3,21+) 

( 2 ,2,2+)(21,21) 

(2,2,2)(21,21+) 

>---1-( 
( '4' --:w? /? '1) 

\:::,J ' "".,, ' - ' \ .... ' ..... 

t® ,2),2+,(2,/) 
( ® 1 2 ) 1 2 1 ( 2 ' 2+ ) 

(J,2i+;\ .> i') ')' 
' ,-,,·-,'-) 
(, J ' 21 ) ' 2+ 1 ( 2 ' 2 ) 

(J,21),2 () '),) 
' \ - ' :--r-

. ? 1 ·? - \ \ .... J.. , - .!. + , ·? ' ·, 2 ) 
, ' - 1 \ .::.. ' 

(21 ,,., ,, -\ -,:-J...;1 .......... ''> 2' ,-· ,,,:;,, ) 

( 21 , 21 ) , 2 , ( z, 2+ ) 

( J , 2+ ) , 2 , , J , 2 ) 

r3 ?· \ ? ( \ I ~"l" / I ~ 1 2 1 J ) 
( J 1 2+) 1 2' ( 21 , 2) 
( J 

1 
? __ \ ? ( 2 ? 1 ' --,,-,, ,- } 

(Zl,2+) ,2, (21,2) 

( 21 12+)121 ( 2, 21) 

, J , 2 ) , 2+ , ( 3 , 2 ) 
( '"') ·) \ ';, I, 

' j ' - ) , "-"T" , l 2 , J ) 
(~ )\ ), "'\ 
, ;; • - : , •-"T° , , ::.1 , 2 ) 
:~ ·?' ·") \ _, ' '- ) ' ,:.,+ 1 \ 2 1 21 ) 

( 2 1 '2) 1 2+ 1 ( 21 / 2) 
,· ,., \ ') \ ') ' \ ::.. - , - ) ' ..,+ ' \ 2 1 21 ) 
' -- ·?' ? 
\ .) ' '- ) 1 ;__ , ( 21 1 2+ ) 
C3,2),2,(2,2l+) 
,.. ..... 2 \ .... \.), +),),(2,2) 
{".\ ')) ~ / 

\ ., ' :.., 1 J+ ' \ 2 , 2 ) 

( 3 , 3 ) , J , ( 2 , 2+ ) 
( J , 2+ ) , 21 , l 2 , 2 ) 
i '"l 'J' ? ,_;,:...) ,-1+, (2,2) 

( " 2' 2 1 . _ .J , J , .. , ( 2 , 2+ ) 

(21,2+) ,J,(2,2) 

( 21 ' 2 ) ' 3+ ' ( 2 1 2 ) 
( 21, 2 ) , 3, ( 2, 2+) 
( 21 , 2 \ 21 + ,· ·) ? ) 

I 1 1 \ '- I '-

, -;1 ? ' 
\ ... 1 :._+ ,1 1 21 ' ( 2 1 2) 

\ 21 2 1 ') 1 ( ? ., ) 
1 , ' - '\ - , -+ 

>-----< ' 2 , 2+ ) 1 ® ' ( 2 ' 2) 

' 2 1 2 ) ' @ + 1 ( 2' 2) \ C) , 2+) 1 ( 2 ' 2) 

( 3 ' 3+ ) 1 2 1 ( 2 ' 2 ) 

( 3 ' 3 ) 1 2+ 1 ( 2 , 2 ) 

, 3 , J ) , 2 , ( 2 , 2+ ) 

, o-. .,•. i ? ) ,_ . . , - ) - \ - , -+ ; 

® ., 'l \ i+ 't ' ') ? \ t. ' , ... ,_, 

i. 0 , J ) 1 , 2 , 2+ 1 

( '4' )1 \ ~ , ... ..1.+;li,2,2) 

( @ , 21 ) l, 2, 2+) 

l @ , 2+ ) 1 ( J , 2) 
. /'i;\ (. \.:±1 , 2 ) 1 ( J , 2+) 
( @) , 2+ ;' l r ·) ·• 2 , \ ... .l. , ) 

( @ , 2) l " 21 , 2+) 

lJ,J+)l(J,2) 
(J,J)l(J,2+) 
(J,3+)1(21,2) 

(3,3)1(21,2+) 

(3,21+)1(J,2) 

(J,21)1(J,2+) 

(J, 21+)1(21,2) 
1 3 ?1\'(?• ',- ;J.,-.J.,2+) 

~21,21+)1(J,2) 

\ 21 ' 21 ) 1 ( 3 1 2+ \ 
(21,21+)1(21,;) 

( 21, 21) 1 ( 21, 2+) 

( ® 1 2+ ) 2 ( 2' 2) 

( @ , 2) 2 l 2, 2+) 

(J,2+)2(J,2) 

(3,2)2(21,2+) 

(J,2+)2,21,2) 

(21,2+)2(21,2) 

( J 1 2+ ) 2 ~ 2 , 3 ) 
(J,2+)2(2,21) 

(J,2)2(2,21+) 

(21,2+)2(2,21) 

(J,3+)2(2,2) 

(3,J)2l2,2+) 

(J,21+)2(2,2) 

\ J ' .21 ) 2 ( 2 1 2+ ) 

l21,21+)2,2,2) 

( 21 1 21 ) 2 \ 2' 2+) 

1, J ' 2+ ) J \ 2 ' 2) 
,J,2)Jl2,2+) 

~ 21 ' 2+) J \ 2 1 2) 

\ 21 '2) J ( 2 1 2+) 

' 8. l J,.; 

1 ? - ) ' ' - • ~+ ·+ l 2 , 2 j 

> .. < 
l @ , 2+ ) 11 , ? ..., ) 

\ - 1 .::.. 

' @ , 2) 11 i_ 2, 2+) 

lJ,2+)11(3, 2 ) 

lJ,2+)11\2,J) 

(J,2+)11(21,2) 

(J, 2+)11,2,21) 

\J,2)11,21,2+) 

,J, 2 )11(2,21+) 

\21,2+)11(21,2) 

(21,2+)lll2,21) 

lJ,3+)11(2,2) 

(J,3)11(2,2+) 

(J,21+)11(2,2) 

\ J 1 21) 111.' 2 ?+ \ , - ) 

(21,21+)11\2,2) 

(21,21)11(2,2+) 

lJ,2+)21(2,2) 

(J,2)21(2,2+) 

(J, 2+)12l2,2) 

(3,2)12~2,2+) 

(21,2+)21,2,2) 

(21,2)21,2,2+) 

(Zl,2+)121-2,2) 

(21,2)12l2,2+) 

( 2 ,2+)31(2,2) 

(2,2+)1J,2,2) 

(2,2+)22i_2,2) 

~ 
\ 2 1 2-+)2 l l \ 2 , 2 ) 

1.Z,2+)112(2,2) 

(Z,2+)12q2,2) 



A2BORESCEI7:'3 :}2:Œ~A.LISES Alternants à 1Jc 

(J,2+)111(2,2) 

(J,2)111(2,2+) 

(21,2+)111(2,2) 

(21,2)111(2,2+) , .... < 
(2,2+)1111(2,2) 

>----L< 
( J , 2+ ) 1 , 2 , ( 2 , 2 ) 

(2,J,2)1(2,2+) 
(?1 ? 2· )"("' "') ,--,-, .,.. .L\.:::.,.:::. 

(21,2,2)1(2,2+) 

(2,21,2+)1(2,2) 
( 2 2 ; ·1 ) i ( 2 2..L. ) \, -,•..--\, ', 

(2,2,2)2(2,2+) 
( J , 2 ) 1 , 2+, ( 2, 2) 

( J , 2 ) 1 , 2, ( 2, 2+) 
(21,2+)1,2,(2,2) ( 2 , 2 , 2+)l(3, 2 ) 

( 
(2,2,2)1(3,2+) 

21,2)1,2+,(2,2) 

( 21 , 2) 1, 2, ( 2, 2+) 

(2,2+)2,2(2,2) 

( 2 , 2 ) 2 1 2+ , ( 2 , 2 ) 

(2,2)2,2,(2,2+) 

( 2, 2+) 1 , 3 , ( 2, 2) 

(2,2)1,3+,(2,2) 

( 2 , 2 ) 1 , J , ( 2 , 2+ ) 

(2,2+)1,21,(2,2) 

(2,2)1,21+, (2,2) 

(2,2)1,21,(2,2+) 

( 2 , 2+ ) 1 , 2 , ( J , 2 ) 

( 2 , 2) 1 , 2+ , ( 3 , 2 ) 

(2,2)1,2,(3,2+) 

(2,2,2+)1(21,2) 
( ? ? ·~ \ , , ? 1 ? . \ 
\ - , - , ,_ / .:. \ - J _.,.. ) 

➔ •• < (2,2,2+)11(2,2) 

(2,2,2)11(2,2+) 

➔ <-( 2, 2, 2 +) ( 2, 2, 2) 

:f--< 
(2,2,2,2+)(2,2) 

(2,2,2,2)(2,2+) 

:;>~I < 

> I I < 
cc 2, 2+) , 21 C ( 2, 2) , 21 
((2,2),2+]((2,2),21 

(2~2) 

'? ?) '2 ?' ·2 '\ \.-,- ,\. ,-),\. ,2;+ 

)....--------< 
( (Z) , 2 )( 2 , 2 ) { 211 , 211 ) ( 21 , 2 ) 

(@ ,J){2,2) i,@ ,3)(4,2) 

( @,21)(2,2) (@) ,3)(31,2) 

( @ , 2) ( J , 2) ( @ , J) ( 22 , 2) 
rl'ë:'\ 2''?1 ,..,) ri[\ -,\r211 2) \ \2.1 ' ) \ -~ , .:::. ' \::::,1 ' .,, / \ ~ ' 
rl?\LJ.)'?2' 114' z1)!LJ.2\ \\2)1· \-,) ,v:::1, .1.,, 1 Î 

( Q),31)(2,2) (@ ,21)(31,2) 

r /?'\ 22) . ? ? ) i "4\ , 21) \( 2_?, _? ', \ 0 1 (. - ' - \ \::::,1 
i ~ 2 1 1) / 2 2 \ ( 0 21 ;' ,' 2 1 1 2' \~,- ,,J ,V;;;;/, \•1) 

( 0 ,2)(4,2) ( @,3)(3,J) 

( Q),2)(31,2) (@,21)(3,J) 
( G) ,2)(22,2) (@ ,J)(J,21) 

( (] , 2) ( 211, 2) ( @ , 21) ( J, 21) 

( Œ),J)(J,2) (@,3)(21,21) 

( I"?>. 21) 1 -; 2) ( '4' , 21 /\ r 21, 21,' '21' \.)1 '11 \ 

( '2),J)(21,2) 
( {;) ,21)(21,2) 

(@),4)(3,2) 

(@ ,4)(21,2) 
(2,2+)i,2,(21,2) (2,2,2+),2,(2,2) 

r3 1 J1)'3 \ 
(2,2,2),2+,(2,2) \ ., ' ,

2
1 (2,2)1,2+,(21,2) 

(2,2)1,2,(21,2+) (2,2,2),2,(2,2+) (31,22)(3,2) 

>· 1 • ( >:\?< 
(2,2+)1,2,1(2,2) (2,2+),2,2,(2,2) 
(2,2)1,2+,1(2,2) (2,2),2,2,(2,2)+ 

>---1< 
(2,2+)11,2,(2,2) 

>-+-< (2,2+),2,(2,2),2 

(31,211)(3,2) 

(Jl,Jl)(~l,2) 

(Jl,22)(21,2) 

( J 1 , 211) ( 21 , 2) 

(22,22)(3,2) 

(22,211)(3,2) 
/?11 211\(3 ?) 
\ ,_ ..... , - ) \ ' -

(2,2)11,2+,(2,2) ,. ? ? \ 2 ' ? ? ) 2+ ,-,-:, ,,-,~ 1 (22,22)(21,2) 

( '\ 2 ·2 ?• \ , 2 , 2 1 11 , , \ , _.,.. 1 
(22,211)(21,2) 



\ ·~R"'lIC"E~ .".ltA.,..._r:,.,nts a lJc ARBORESCEN'ES GENE Ji J ,;:, " -- o.. 

>----< (@ ,2)1(2,2) 

( 0 ,3)1(2,2) 
( G),21)1(2,2) 
(4,@ )1(2,2) 
(Jl,31)1(2,2) 
(31,22)1(2,2) 
(~1 2•1\1(? ?\ 
\ ...) .i. J ..:.. .J. i '.. - ' --· .. 

( G),2)1(3,2) 
( Q,2)1(21,2) 
(@ ,J)1(J,2) 
( @)3)1(21,2) 
( @,21)1(J,2) 

(~ "3)2/21,2) \, ....., , .... . .. 

,'".l. ?1 '.?(3 2" \..11--J-, 1 / 

(')_ ?1 '?(? J\ \_1,--)-\h,,, J 

, ""\ .. ' I"') / 2' 2 \ (),.:::..l.)~, .1., ) 

,,...,1 ?~ P,(2 2'J \G-,-.:-1_.1,, ' 

/J ?\"::/~ ?\ 

© '"'t\ \...)J'-J_,.1\_,,._; / 21 \~{·)ï,~, 
•, f /.-i._.-- / ) 

@ ) ~J,2);-(2:i.,2, 
r., 1• , 2 ,_, 1<, 4 , 2 
..,, rz•, ')',~(?1,?) \ (~1 ?' \. -,(..,,),.,,,J\-- -1 

(31,a,1 _;~,-; (J,2)4(2,2) 
(31,2)1(22,2) (21,2)4(2,2) 
(31,2)1(211,2) 
(22,2)1(22,2) ( 2,2)5(2,2) 

(22,2)1(211,2) 

(211,2)1(211,2) ( Q) ,2)11(2,2) 
(@ ,2)1(3,3) (@ ,3)11(2,2) 
(@,2)1(3,21) ( ®,21)11(2,2) 
(@ ,2)1(21,21) (@ ,2)11(J,2) 

(J,J)l(J,J) (@ ,2)11(21,2) 

r--< 

(3,J)l(J,21) (@,2)11(2,J) 
(J,3)1(21,21) (@ ,2)11(2,21) 
( ~ 21'1(3,21) (':) 1),1t1,2) ✓ f / ../ J.., / -- \..., 

t, 21)1(21,21) r1,~111i'21,2) 
\ .,..1 f ' \ ...- __, / \ 

( ?l ?1)1:21,21) r-, ?~\1'1(1,2) - ,- • \J,-~;--,-

( ~,2)2(2,2) (3,21)11(2,3) 
(@ ,3)2(2,2) (J,21):.1(21,2) 

(@ ,21)2(2,2) (3,21)1:.(2,21) 
( li.'\ 2'2 1

~ 2) '?1 ?1 \1,t3 ?î ' w , J \ ./, \ '-- , -~ j J. ... \ , - / 

(@) ,2)21(2,2) 
r-:i ..,,21r2 2' \J,J; ... , ' j 

'
'J ?1)? 1 (2 2' 
.. , - --- \ J ) 

(21,21)21(2,2) 
(J,2)21(J,2) 
(J,2)21(21,2) 
(21,2)21(21,2) 
(@ ,2)12(2,2) 
(J,3)12(2,2) 
(J,21)12(2,2) 
(21,21)12(2,2) 
(3,2)12(21,2) 
(J,2)31(2,2) 
(21,2)31(2,2) 
(3,2)13(2,2) 
(21,2)13(2,2) 
(J,2)22(2,2) 
(21,2)22(2,2) 
(2,2)14(2,2) 
(2,2)23(2,2) 

~ 
(@ ,2)111(2,2) 
(J,3)111(2,2) 
(J,21)111(2,2) 
(21,21)111(2,2) 
(J,2)111(3,2) 
(J,2)111(2,3) 
(J,2)111(21,2) 
(J,2)111(2,21) 
(21,2)111(21,2) 
(21,2)111(2,21) 
(.13,2)211(2,2) 
(J,2)121(2,2) 
(J,2)112(2,2) 
(21,2)211(2,2) 
(21,2)121(2,2) 
(21,2)112(2,2) 

(2,2)311(2,2) 
(2,2)131(2,2) 
(2,2)221(2,2) 
(2,2)212~2,2) 

~ 
(J,2)1111(2,2) 
(21,2)1111(2,2) 
(2,2)2111(2,2) 
(2,2)1211(2,2) 

>· .... < 
(2,2)11111(2,2) 

:;. < 
( Q) ,2,2)(2,2) 
(2, Q),2)(2,2) 
(@,.3,2)(2,2) 
( @ , 21, 2) ( 2, 2) 

(J,@ ,2)(2,2) 
( 21, @ , 2) ( 2, 2) 

(@ ,2:3)(2,2) 
(@,2,21)(2,2) 

(J,J,3)(2,2) 
(J,J,21)(2,2) 
(J,21,3)(2,2) 
(J,21,21)(2,2) 
(21,J,21)(2,2) 
( 21 , 21, 21 ) ( 2, 2) 
(@ ,2,2)(3,2) 
(@,2,2)(21,2) 
(2,@,2)(3,2) 
( 2, (w , 2) ( 21 , 2) 

(J,J,2)(:3,2) 
(J,2,J)(J,2) 
(J,J,2)l21,2) 
.. 3 ? "' . 21 ?) l ,-,.JH ,-
(J,21,2)(3,2) 



- 1 Jl -

AR3·JRZSCE:YI:S G.S:\t..RALISES Alternants à 13c 

(3,2,21)(3,2) 
(21,3,2)(3,2) 
(.3,21,2)(21,2) 
(.3,2,21)(21,2) 
(21,3,2)(21,2) 
(3,2,2)(@,2) 
(2,3,2)(@,2) 
( 21, 2, 2) ( @ , 2) 

( 2, 21, 2) ( @ , 2) 

(3,2,2)(3,3) 
( 21 , 2, 2) ( 3, .3) 

(3,2,2)(3,21) 
(21,2,2)(3,21) 
(3,2,2)(21,21) 
(21,2,2)(21,21) 

(2,J,2)(3,3) 
(2,21,2)(.3,3) 
(2,J,2)(3,21) 
(2,21,2)(3,21) 
(2,J,2)(21,21) 
(2,21,2)(21,21) 
(2,2,2)( G),2) 

(2,2,2)(@ ,3) 
( 2, 2, 2 )( @ , 21 ) 

:> • < 
{@ ,2,2)1(2,2) 

(2,@) ,2)1(2,2) 
(J,J,2)1(2,2) 
(3,2,3)1(2,2) 
(J,21,2)1(2,2) 
(3,2,21)1(2,2) 
(21,3,2)1(2,2) 
(21,21,2)1(2,2) 
(21,2,21)1(2,2) 

(J,2,2)1(3,2) 
(J,2,2)1(21,2) 

(2,J,2)1(J,2) 
(2,J,2)1(21,2) 

(21,2,2)1(3,2) 
(21,2,2)1(21,2) 
(2,21,2)1(3,2) 
(2,21,2)1(21,2) 
(2,2,2)1,@ ,2) 
(2,2,2)°1(3,J) 
(2,2,2)1(3,21) 
(2,2,2)1(21,21) 
(J,2,2)2(2,2) 
(2,3,2)2(2,2) 
(21,2,2)2(2,2) 
:~ 2, 21 , 2) 2 ( 2, 2) 

(2,2,2)2(3,2) 
(2,2,2)2(21,2) 
(2,2,2)3(2,2) 

➔ •• < (3,2,2)11(2,2) 
(2,J,2)11(2,2) 
(21,2,2)11(2,2) 
(2 ,2,2)11(3,2) 
(2,21,2)11(2,2) 

( 2 , 2, 2) 11 ( 21 '~ 2 ) 

(2,2,2)21(2,2) 
(2,2,2)12(2,2) 

=>···< (2,2,2)111(2,2) 

~ 
(J,2,2,2)(2,2) 
(2,J,2,2)(2,2) 
(21,2,2,2)(2,2) 
(2,21,2,2)(2,2) 
(2,2,2,2)(.3,2) 
(2,2,2,2)(21,2) 

~ 

(J,2,2)(2,2,2) 
(21,2,2)(2,2,2) 
(2,J,2)(2,2,2) 
(2,21,2)(2,2,2) 

7·~ 
(2,2,2)1(2,2,2) 

>-1-< 
( G),2),2,(2,2) 
(2,2),~,(2,2) 
(@,J),2,,2,2) 
( @ , 21 ) , 2 , ( 2, 2 ) 

(@ ,2),J,(2,2) 

( @) , 2) , 21 , ( 2, 2) 

(@,2),2,(.3,2) 
( @ , 2) , 2, ( 21 , 2) 

(@) ,2),2,(2,J) 
( @ , 2) 1 2' ( 2, 21) 
(J,J) ,J, (2,2) 
( .3, J) , 21 , ( 2, 2) 

(J,J) ,2, (3,2) 
( 3, J) , 2, ( 21 , 2) 

(3,21),3,(2,2) 

(J,2) ,J, (2,21) 

( 3, 2) , 21 , ( 21 , 2) 
( J , 2) , 21 , ( 2, 21 ) 
( 21 , 2) , J , ( 21 , 2) 

( 21 , 2) , J , ( 2, 21 ) 
( 21 , 2) , 21, ( 21, ) 
(21,2),21(2,21) 
(J,2),@ ,(2,2) 
( 21 , 2) , @ , ( 2 , 2) 

>-.-k: 
(@ ,2)1,2, (2,2) 

(J,J)l,2,(2,2) 
( J, 21) 1 , 2, ( 2, 2) 

(21,21)1,2,(2,2) 
(3,2)1,J,(2,2) 
(J,2)1,21,(2,2) 
(J,2)1,2,(J,2). 
(.3,2)1,2, (21,2) 
(21,2)1,J,(2,2) 
( 21 , 2) 1 , 21, ( 2, 2) 
( 21 , 2) 1 , 2, ( J , 2) 

(21,2)1,2,(21,2) 
(2,2)1,3,(J,2) 

{J,21),21,(2,2) (2,2)1,21,(J,2) 
(J,21),2,(3,2) (2,2)1,J,(21,2) 
( 3, 21) , 2, ( 2·, 3) ( 2, 2) 1, 21, ( 21, 2) 

( 3 t 21 ) ' 2' ( 21 , 2) ( 2' 2) 1 ' @ , ( 2' 2) 
( J , 21 ) , 2, ( 2, 21 ) ( 2 ' 2 ) l ' 2 ' ( @ ' 2 ) 

( 21 , 21 ) , J, ( 2, 2) ( J , 2) 2, 2, ( 2, 2) 

(21,21),21,(2,2) (21,2)2,2,(2,2) 

( 21 , 21) , 2, ( J, 2) 

( 21 , 21 ) , 2, ( 21 , 2) 

(J,2) ,J, (J,2) 
(.3,2) ,3, (2,J) 
(J,2),21,(J,2) 
(J,2),21,(.2,J) 

(2,2)2,J,(2,2) 
(2,2)2,21,(2,2) 
(2,2)2,~,(3,2) 
(2,2)2,2,(21,2) 
(2,2)3,2,(2,2) 

( 2, 2, 2, 2) 1 ( 2, 2) ( J- 2) J i 21 2 ;' ' , ' \ , 
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r ~ 2' 1 ~ 2 ( 2 ? ) ,..,, ,' -'-• , ,-, 
( 21 , 2) 11 , 2, r 2, 2) 

(2,2)11,21,(2,2) 
(2,2)11,21,(2,2) 

(2,2)11,2,(3,2) 

( 2, 2) 11 , 2, ( 21, 2) 

(2,2)21,2,(2,2) 

(2,2_)12,2, (2,2) 

> ... I < 
(2,2)111,2,(2,2) 

r-1...-< 
(J,2)1,2,1(2,2) 

(21,2)1,2,1(2,2) 

(2,2)1,3,1(2,2) 

(2,2)1,21,1(2,2) 

(· 2 , 2 ) 2 , 2, 1 ( 2 , 2) 

> .. I .< 
(2,2)11,2,1(2,2) 

➔ l< 
(3,2,2) ,2, (2,2) 

( 21 , 2, 2) 1 2, ( 2' 2) 

(2,J,2), 2, (2,2) 

( 2, 21, 2) , 2, ( 2, 2) 

(2,2,2) ,3, (2,2) 

(2,2,2),21,(2,2) 

(2,2,2) ,2, (3,2) 
(2,2,2),2,(21,2) 

➔ • I < 
(2,2,2)1,2,(2,2) 

? I • < 
(2,2,2) ,2,1(2,2) 

(J,2),2,2,(2,2) 

( 21 , 2) , 2, 2, ( 2, 2) 

(2,2) ,J,2,(2,2) 

( 2 , 2) , 21 , 2 , ( 2 , 2) 

>-K 
(J,2),2,(2,2),2 

( 21 , 2) , 2, ( 2, 2) , 2 

(2,2) ,J, (2,2) ,2 

( 2, 2) , 21 , ( 2, 2) , 2 

>Y< 
(J,2),(2,2),(2,2) 

(21,2),(2,2),(2,2) 

>--1----l--< 
C ( 3 , 2 ) , 2) (( 2 , 2 ) , 2) 

(( 21, 2) , 2) (( 2, 2) , 2] 

C < 2, 2) , J) Cc 2, 2) , 2) 

(( 2, 2), 21) (( 2, 2), 2) 

>-~< 
(2,2)1,2,2,(2,2) 

>. i < 
(2,2)1,2,(2,2),2 

.> .Y< 
(( 2, 2) 1) , ( 2, 2) , ( 2, 2) 

>J-l--< 
C( 2, 2) l_, 2] (( 2, 2) , 2] 

> l. I < 
C ( 2 , 2 ) , 2J 1 C ( 2 , 2 ) , 2J 

' a lJc 



NŒUDS ET ENLACEMENTS 

ARBORESCENTS 

NON-ALTERNANTS 



/ / ;. 

' ARBOR.::SCENTS ST·ELLALZES Non-al-cerr1a.r1ts a llc 

2,2,2-

3,2,2-

21,2,2-

® 1 2, 2-

J,J, 2-

J,21,2-

21,21,2-

2,2,2,2-

2,2,2,2--

3,J,21-

J,21,21-

21,21,21-

3,2,2,2-

21,2,2,2-

J,2,2,2--

@, 2,2-

G) ,J,2-

Q) 1 21, 2-

1.J, ©!• 2-. ' , 
Jl,Jl,2-

31,22,2-

Jl,211,2-

22,22,2-

22,211,2-

211,211,2-

li.\ J 1-\;;;,/ , 1 .,, 

@,J,21-

® ,21,21-

4,2,2,2-
31,2,2,2-

22,2,2,2-

211,2,2,2-

4,2,2,2--

22,2,2,2-­

J, J,-2:, i-
J, J, 2, 2--

3,21,2,2-

3,21,2,2--

21,21,2,2-

3,2,21,2-

J,2,21,2--

21,2,21,2-

2,2,2,2,2-

2,2,2,2,2--

(Z) 2, 2-

@ 'J, 2-

®, 21, 2-

1'?'.. 4 2- · \.i,) , ' 

(2),31,2-

Q), 22, 2-

(2), 211, 2-

Q), 3, J­
(2),J,21-

(2),21,21-

4, ® ,J-
4,@), 21-

31,22,J­

Jl,211,9-

Jl,Jl,21-

Jl,22,21-

Jl,211,21-

22,22,J-

22,22,21-

22,211,21-

22,211,3-

211,211,3-

2111211,21-

Q),2,2,2-

@,3,2,2-

®, 21, 2, 2-

® ,2,3,2-

©, 2, 21, 2-

J,3,J,2-
J,J,21,2-

J,21,J,2-

J,21,21,2-

J,21,2,21-

21,21,21,2-

J,2,2,2,2-

21,2,2,2,2-

5,2,2,2--

32,2,2,2--

23,2,2,2--

212,2,2,2-­

/:.\ 2 • 2--\:.::) J 1../1 

@ ,J,2,2-­

J,J,J,2-­

J,J,21,2-­

J,21,J,2--

3,2,2,2,2--

21,2,2,2,2--



ARBORESCENTS S'ï:ELLAIF2S I~on-al ter:1am::s 1 
a 12c 

@, 2, 2- 2111,2111,2- Jl,2,22,2- 6,2,2,2--(z),J,2- G) ,, 1 Jl,2,211,2-L.!,. -

42,2,2,2--' ' ' ..,1 0 '21, 2- (2) '>1 " 22,22,2,2-~ ! "' -

JJ,2,2,2--'.,,,/ - J .,.i 

@ ,4, 2- G) ?" 1 22,211,2,2- J 1 2 2 2 ?--
t'-t:'.1..,1- .. ' ' , -(0,Jl,2- (D,211,J- 211,211,2,2- 24,2,2,2--{s), 22,2- G) .', :;i1 22,2,22,2- 21.3,2,2,2--
, -t-' -.1.-

@,211,2- G) ,Jl 21- 22,2,211,2- 222,2,2,2--® ,J,3- {2),22,21- 211,2,211,2- 2112,2,2,2--®,3,21- 0 ?11 21 ® ,J,J,2- (2) J ? ?--
,- ... , -

, , - , -@, 21, 21- 4-,4,@- @ J 2~ ?- Q} ? 3 2--, ' "-, -
' - ' ' ~ G) ? 4,Jl,Jl- ® ?1 2· ? 4,4,2,2--

), ) ' ... -
, _..,, J.. J --

41,41,2- 4,Jl,22- ® ,J,2,J- 4,.31,2,2--41,.32,2- Lj. '"'' '"'11 @ , J, 2, 21- 4,22,2,2--,)1., .:: .... -

41,Jll,2- 4-,22,22- ® -1 ? 2· 
4,211,2,2--'.::'..!., - ' .;. -

41,2J,2- 4,22,211- @ , 2, J, 21- 22,22,2,2--
41,221,2- 4 ?' . ?· 1 "'.{ 1 J 1- 22,211,2,2--,-.i..i., ... .L - ., , ..,1 , ' ..,1 

41,212,2- -1 '"'· ,,. J,J,J,21- 4,2,@,2--j ,Jl..,)l-

41,2111,2- 31,31,22- 3,J,21,21- 22,2,22,2--
32,32,2- ,,. Y 2·1 J, 21, 21, 21- 22,2,211,2--Jl, .L, J.. -

J2,Jll,2- Jl,22,22- 21,21,21,21- @,J,J,2--
32,23,2- Jl,22,211- 3,21,J,21- @ ,J,21,2--
J2 ,·221 '2- 31,211,211- @,2,2,2,2- @,J,2,J--
32,212,2- 22,22,22- J,J,2,2,2- @,J,2,21--
J2,2111,2- 22,22,211- 3,21,2,2,2- 4,J,2,21--
311,311,2- 22,211,211- 3,2,3,2,2- 22,3,2,21--
J11,2J,2- 211,211,211- 3,2,21,2,2- J,3,3,J--
311,221,2-

®,2,2,2-
21,21,2,2,2- 3,3,3,21--

311,212,2-
21,2,21,2,2- J,J,21,21--(2' " ? 2 Jll,2111,2- ,),-, -

J,21,J,21--
23,23,2- (2},21,2,2- 2,2,2,2,2,2-

©,2,2,2,2--
2J,221,2- (2},2,J,2-

J,J,2,2,2--
23,212,2- (D,2,21,1-

J ?• ;, 2 2--
, ... .l. ' - 1 ' 

23,2111,2- @) ,4,2,2-
J,2,J,2,2--

221,221,2- @),2,4,2-
J,2,21,2,2--

221,212,2- Jl,.31,2,2-
21,21,2,2,2--

221,2111,2- Jl,22,2,2-
21,2,21,2,2--

')A '"'" A 2 ? 

2,2,2,2,2,2--212,212,2- )..L,~..!...i, ,--

212,2111,2- Jl,2,31,2- ?r,,-..1'") 2,2,-,i::::.,c,"----



... 
ARBORi,SCE:·:'[S ST2L::.0AIHES iJon-a.:. ter:1an.t3 a lJc 

® 12 1 2-
® ,J,2-

® ,21,2-

(z) ,31,2-

(Z) ,4, 2-

(Z) , 22, 2-

(Z), 211, 2-

(z) ,J,J-
(Z) ,J,21-

(V ,21,21-

@15, 2-

@ ,41,2-

G) ,J2,2-
@ ,Jll,2-

@ ,23,2-

@, 221, 2-

®, 212, 2-

@ , 2111, 2-

@, 4, J­
@ ,4,21-

/7:\ 31 2· V;;:,,/• J., .L-

@,31,3-
@,22,J­

@,22,21-

®,211,J­

@,211,21-

G),5,J-
G) ,5,21-

l.J..1 4· 3-- , J. , 

41,J2,J­

~l,311,3-
41,2J,J-

41,221,J-
41,212,3-

41,2111,3-

41.41,21-

41,32,21-

41,311,21-

1+1,23,21-

41,221,21-

1+1, 212, 21-

41, 2111, 21-

32,32,3-
-? 31· ') .J-, .... l,_;-

32,23,3-

32,221,J-

32,212,J-

32,2111,J­
,.11 311 ~-
✓----, --,_,; 

~11 ?3 '<-_,_J.,- t..l 

;.11,221,3-

..-.,-'1-1 --i.1~1 3 ...,/J.J..,L. .... .L.1,., -

23,23,3-
23,221,J-

2J,212,J-

221,221,J-

221,212,J-

221,2111,3-

212,212,3-

212,2111,J-

2111,2111,J-

32,J2,21-

J2,J11,21-

32,23,21-

.32,221,21-

32,212,21-

32,2111,21-

311,311,21-

311,23,21-

311,221,21-

311,212,21-

.311,2111,21-

23,23,21-

23,221,21-

23,212,21-

23 , 2111 , 2:î. -

221,221,21-

221,212,21-

221,2111,21-

212,212,21-

212,2111,21-

2111,2111,21-

0 ,4,4-

G) ,4,Jl-
Œ) ,J.,22-
1"?"\ i, '>1 1 \,.j,) t/"1"' I ~ .... ..:.-

Q), Jl ,Jl-
~ "" ?~ \V,J.i.,~.::::-

0 I 22, 22-

(D, 22, 211-

~ 211 ?1 1 V' -,~~..L-

(ù ,2,2,2-

'2),J,2,2-

®,2,J,2-

®,21,2,2-

@,2,21,2-

G) ,4,2,2-

G),31,2,2-

G),22,2,2-

G) 1 211 '2, 2-

@ ,2,4,2-

Q) ,2,Jl,2-

Q) ,2,22,2-

(D ,2,211,2-
~ '"- , ?_ \.:,,) ,_,,.,;, ... 
0 ,3,2,;-
0 1) 1 21 J 2-

I'=:\ 2" --, ? \.::./' .1.,J, ... -

0' 21 '21 '2-
0 ' 21 , 2, 21-

4, 4 J, 2-

'+,J,4,2-

4,4,21,2-

4-,21,4,2-

4,Jl,J,2-

4,Jl,21,2-

4,J,Jl,2-

;.;., 21, 31, 2-

4,31,2,21-

4,22,J,2-

4,22,21,2-

4,22,2,J­

'-i',22,2,21-

4,J,22,2-

4,21,22,2-

4,211,3,2-

4,211,21,2-

4,211,2,3-

4,211,2,21-

<+,J,211,2-

'"-" "1 J 2 .,..1..l..1) ' ' -

;1,22,J,2-

.31,22,21,2-

31,21,22,2-

.31, 22, 2,.;-­

Jl ,22, 2, 21-
"'"'! ,. ,..., ... .. --. -.. J.;.,.::::.1...1.,;,~-



31,211,21,2-

Jl,211,2,J­

Jl,211,2,21-

Jl,J,211,2-

31,21,211,2-

22,22,3,2-

22, 22-,·21, 2-

22, J, 22, 2-

22,21,22,2-

22,21:.,J,2-

22,211,21,2-

22,3,211,2-

22,21,211,2-

22,211,2,J-

22,211,2,2:-

211.,211,J,2-

211,21112:.,2-

211,3,211,2-

211,21,211,2-

@ ,3,3,J-
/j:\ ~ 'l '?î \::!:) ,.,;,.,,,, ...... -

@,J,21,3-

@ , J, 21, 21-

® , 21, J, 21-

® ,21,21,21-

7,2,2,2-­

.52,2,2,2--

4J,2,2,?,-­
L.l.1??? ?--·--,-,--,-
JLl-,2,2,2-­
,.,~,.,? '.) ?--
_,,, - -✓ ' ..... , - ' -

;22,'.?.,?,2-­

;112,2,2,2--

2J2,2,2,2--
2l22,2,2,2--

~212,2,2,2'.'"-

2:.13,2,2,2--

21:1.12, 2, 2, 2--
I'?',. 
V;;;; ,3,2,2--
17:'. 2 J'"' V2,,I ' ' J ~--

5,3,2,21--

J2,3,2,21--

2J,J,2,21--

212,;,2,21--

4 ', ?1 2 ,"+,-•, --
1+,J,4,2-­
t, ?1 !, ? ...,,,_, ,'-i',---

4,J,Jl,2--
J,. 2 1 "=<1 ?--r, ... '.,; , -
4,22,3,2--

4 ? .... ?' .... 
'-~ 1 -..,j., ;.(.--

4, 22, 2, 3--
4, 22, 2, 21--

4,3,22,2-­
[1 ?1.L ?? ? __ -r,- ,--,-

4,211,;,2-­

L~ , 2 l 1 , 21 , 2- -
h ?1 1 :; ~ --. , -·-- '-·'.,,, 
4,2U.,2,:?1.--

4,J,2:..l,2--

4,21,211,2--

22,22,J,2-­

~2,22,21,2--

22,J,22,2--

22,21,22,2--

22,2:1,,3,2--

22,211,21,2--

22,3,211,2-­
s', -::: ~ -:, __ 
\.::::,) ,_.JJ_,·f-' 

@ ,J,J,21--

0 , 3, 21, 3--

17',. ? ? ? ~­V,-,-,-,~ 
17'\ ,.., ~ ? ? \<,,)1,:,,1~1-,~--

tr."\ ,., ·? ? 2 \;;!11),-, ... , -

@ , J, 2, 2, 2-­

® ,2,J,2,2-

@ ,2,J,2,2-­

® , 21, 2, 2, 2-
tr.\ ?1 2 ~ ? 
\:::!,I '-~, ':::.. J ---

® ,2,21,2,2-

@) , 2, 21, 2, 2--

J,.3,3.2,2-
;,3,3,2,2--
3,3,2,J,2-

J,3,2,3,2--
J,J,21,2,2-

3,3,21,2,2-­

J,21,J,2,2-

J,21,3,2,2-­

J,3,2,21,2-

3,J,2,21,2--

3,2,3,21,2-

21,J,21,2,2--
21,21,2,3,2-

21,2:.,2,3,2--

21,2,21,J,2--

21,21,21,2,2-

21,21,21,2,2--

21,21,2,21,2-

21,21,2,21,2-­

J,2,2,2,2,2-

21,2,2,2,2,2-

J,2,2,2,2,2--

21,2,2,2,2,2--

3,2,2,2,2,2---

J,21,2:i.,2,2-

J,21,21,2,2--

21,3,21,2,2-



>--< 
(2,2-)(2,2) 

(2,2-)(2,2-) 

(2,2)-(2,2) 

(21,2-)(2,2) 

(.3,2)(2,2-) 

(3,2)-(2,2) 

(21,2)-(2,2) 
(3,2-)(2,2-:, 

( 2 , 2-) ( 2 , 2"7) 

(2,2+)-(2,2) 

(2,2-)(2,2++/ 

(J,2+)(2,2-) 

(21,2+)(2,2-) 

(2,2++)-(2,2) 
(J,2+)-(2,2} 
( 21 , 2+) - ( 2, 2) 

(2,2+)-(3,2) 

( ? ?+'1-(?î ?) -,- / \--,-
(@) , 2-) ( 2, 2) 

(@,2)(2,2-) 

(@ ,2)-(2,2) 
(4,2-)(2,2-) 
(22,2-)(2,2-) 

(J,J-)(2,2} 
(;,,21-)(2,2) 
r21 "1-)f" ?) ' ' c, \ c:,, ~-

(J,21)(2,2-) 
(21,21)(2,2-) 
(J,J)-(2,2) 

'.21,21)-(2,2) 

(3,J-)(2,2-) 
(J,21-)\2,2-) 
(~ 2 ,,, ") 
\_.11 -}\_),(-, 

i'?1 ? \,'J 2\ 
'.'--,--)\ ' ; 

(21,2-)(21,2) 

(21,2)-(21,2) 

,:2,2-)2(2,2-) 

(2,2)2-(2,2) 

(2,2-)-2(2,2) 

~ 
(2,2-) ,2, (2,2) 
(2,2),-2,(2,2) 

(2,2-),2,(2,2-) 

(2,2-) ,-2, (2,2) 
(2,2) ,2,-(2,2) 

(2,2,2-)(2,2) 

(2,2,2)(2,2-) 
(2,2,2)-(2,2) 
( 2, 2, 2-) ( 2, 2-) 

(2,2,2--}(2,2) 



(J,2++)(2,2-) 

(21,2++)(2,2-) 
I ~ " \ I 
\ .,1 , .<::++ J -\ 2, 2) 
(21,2++)-.'? ?) 

, \ - I -• I 

( 2 , 2++ ) :'. J , 2 _ ) 

(2,2++)(21,2-) 

(2,2++)- 1 1 ?\ ' " .... , ·- / 

(J,21+)(2,2-) 
(1 ?1 ... ,_r2 ?\ ,.,,,,,---, \ ,-/ 
(21,21+)(2,2-) 

(21,21+)-(2,2) 
( 1 2+ 1 r ~ ?- ) 
\.,,, I I \...,., t -

(J,2+)-(J,2) 
( 1 2.:...' ( 2. 2 i' 
,_,, 1 i\ .1., -i 

(J,2+)-(21,2) 

(21,2+)(3,2-) 

(21,2+)-(J,2) 

(21,2+)(21,2-) 

(21,2+)-(21,2) 

( 2, 2+) ( @ , 2-) 

( 2 , 2+ ) - (_ @) , 2 ~ 

i 2 ? ? ... '1 , C) 2 \ \ ,-,-· .·\c., -, I . I 

/ " 2 ,.... ' , \ c., , .::+ ; - , 2 , 2 ) 
, ' I 

/" ?·':'? \ \ c:,, --:- ; \ - , 2 , 2- J 

i?2•'.-?2 \ \~f 7)\-, ,2--1 

(2,2,2)-(2,2+) \ , 

>-< ( G),2)(2,2-) 
(Q),2-)(2,2) 

( Q),2-)(2,2-) 

(5,2-)(2,2-::) 
;'--:i? )f \ ..)- , 2-, \ 2, 2-) 

(2J,2-)(2,2-) 
(212,2-)(2,2-) 
. ,,\ 
t0 

-~ G? ,2)(21,2-) 
\@ ,2-)(21,2) 

(@ ,2)-(21,2) 

(@) ,2-)lJ,2-) 

(J,J)(J,2-) 
(J,3-)(J,2) 

(J,J)(21,2-) 

\J,J-)(21,2) 
(J,J)-(J,2) 
(J,J)-(21,2) 
, J ?· \ . 3 ) \ ,-.i)\. ,2-

i.J,21-)(J,2) 
' --:: 2 1 \ ,' 2· ? \ 
\./1 -)\ ..:..,--) 

(J,21)-(J,2) 
lJ,21)-l21,2) 

( 21 , 21) ( J , 2-) 

(21,21-)(.3,2) 
(21,21)(21,2-) 

(21,21-)(21,2) 

{21,21)-(J,2) 

(21,21)-(21,2) 

(J,J-)(J,2-) 

(J,J-)(21,2-) 

(J,21-)\J,2-) 

:> < 
lJ,2,2)(2,2-) 
t_ 21, 2, 2) ( 2, 2-) 

\. 

a llc 

(2,J,2)(2,2-) 

\2,21,2)1? 2-;'-
/ \ - , J 

l2,J,2-': \'? ?'-' - , - ) 

(2,21,2-)(2,2) 
.' ? '":l \ \-,...✓ ,2);..\2,2) 

(2,21,2)-i'? ?'-\ ~ I ~ I 

(2,J,2--)(2,2) 

(2,21,21-\· 2 2î I I I 

(2,J,2-)t_2,2-) 
( 2, 21, 2- '1 \ 2, ?- ) 

I - I 

(2,2,2)lJ,2-) 

(2,2,2)(21,2-) 

(2,2,2-HJ,2) 

, 2 ,2,2-jl21,2) 

(2,2,2)-(J,2) 

\ 2, 2, 2) - ( 21 , 2) 

(2,2,2--)(3,2) 

(2,2,2--1,21 2) 
I \ t / 

t2,2,2-)(J,2-:) 
i_2,2,2-),2l,2-) 



A~BCRESCEI-iTS C.EI;ERA.LISES 

>---1--< 
(3,2) ,2, (2,2-) 
(3,2-) ,2, (2,2) 
f"':1 ?i " 4) 2) 1....,' ---' ' -,:: • '"'' 
(J,2),2,-(2,2) 

-{J,2) ,2, (2,2) 

(J,2-),-2,(2,2) 

(3,2),-2,(2,2-) 

(3,2-) ,2, (2,2-) 
(21,2),2,(2,2-) 

(21,2-),2,(2,2) 

( 21 '2) 1 -2' ( 2' 2) 

(21,2-) ,2, (2,2-) 

(21,2),2,-(2,2) 

-( 21 , 2) , 2 , ( 2, 2) 

(21,2-),-2,(2,2) 

(21,2),-2,(2,2-) 
1 2 ? ) -:i 1 2 2-) \ ,- ,..,·,,' 
(2,2) ,-J, (2,2) 

(2,2),3,-(2,2) 

(2,2),-3,(2,2-) 
( 2,2-) ,J, (2,2-) 

(2,2),21,(2,2-) 

(2,2),-21,(2,2) 

(2,2),21,-(2,2) 

(2,2-) ,21, (2,2-) 

( 2' 2) 1 -21, ( 2, 2-) 

>--< 
(J,2)2(2,2-) 

(21,2)2(2,2-) 

(3,2-)2(2,2) 

(21,2-)2(2,2) 

(3,2)-2(2,2) 

(21,2)-2(2,2) 

(J,2)2-(2,2) 

(21,2)-(2,2) 
13 ?'2'~ ,.,, -. ,-J ,_:::.,'--) 

-(21,2)2('::,?) 

(3,'.2-)-2(2,2) 
(21,2-)-2(2,2) 

(.,..,) ?i-? 1 ? 2-) ' - , - \ - ' 
{21,2)-2(2,2-) 

(2,'.2)3(2,2-) 
(2,2)-J(2,2) 

(2,2)3-(2,2) 

(2,2-)3(2,2-) 

(2,2)-J(2,2-) 
(2,2)21(2,2-) 

-( 2, 2) 21 ( 2, 2) 

>---L< 
(2,2)1,2,(2,2-) 

(2,2)1,2,-(2,2) 

Non-al:ernants ~ 11c 



' ARBCRESC.ëii'l'S ,::;.3:-..::.RALISES Non-al tern.'2.nts a 12c 

>----< (2,2++++)(2,2-) 

(2,2++++)-(2,2) 

(J,2+++)(2,2-) 

(21,2+++)(2,2-) 

(J,2+++)-(2,2) 

(21,2+++)-(2,2) 

( 2 , 2+++) ( J , 2 - ) 

(2,2+++)-(J,2) 

( 2, 2++.:..) ( 21., 2-) 

(2,2+++)-(21,2) 

( @ , 2++) ( 2, 2-) 
( ©-, 2++ ) - ( 2 , 2) 

( ? 2+-:. )\ ,' 0 ' 2 - '\ 
\-, '1 '=' I 

( 2, 2++) -( G , 2) 

( J , J++ ) ( 2 , 2 - ) 

( J , 21 ++ ) ( 2 , 2 - ) 

(21,21++)(2,2-) 

(J,J++)-(2,2) 

(J,21++)-(2,2) 

(21,21++)-(2,2) 

(2,2++)(3,J-) 

(2,2++)(J,21-) 

(2,2++)(21,21-) 

(2,2++)-(3,J) 

(2,2++)-(J,21) 

(2,2++)-(21,21) 

( J , 2++ ) ( 3 , 2-) 

( J , 2++ ) ( 21 , 2-) 

(J,2++)-(J,2) 

(J,2++)-(21,2) 

(21,2++)(J,2-) 

(21,2++)-(J,2) 

(21,2++)(21,2-) 

( 21 , 2++ 1 - ( 21 , 2) 

>------< ( 2, 2+-;- ) 2 ( 2, 2-) 

(2,2++)2-(2,2) 

>--1-< 
( 2, 2++) , 2, ( 2, 2-) 

(2,2++),2,-(2,2) 

~ 2, 2++), -2, ( 2, 2) 

(2,2++),-2,(2,2-) 

- ( 2 , 2++ ) , 2 , ( 2 , 2 ) 

( 2, 2+) , 2, -( 2, 2+) 
.' ,-, ? ' \ - ? .·· ·) ?.:.. ) 
'· ~ ' -: ) ' - ' \. - , - ' .I 

(© ,2+),_J,2-) 

( @ , 2+) - \ J , 2) 

( G) , 2+} l 21, 2-) 

( G) , 2+) -( 21, 2) 

( J , 2+ ) ( @ , 2 - ) 

( J , 2+ ) - ( G , 2 ) 

(21,2+)(@ ,2-) 

( 21, 2+) -( @ , 2) 

(J,J+hJ,2-) 

(J,J+)-(J,2) 

(J,3+)(21,2-) 
(J,J+)-(21,2) 

.' ') 2 \ ?.:.. . - ' ? ? ) , J ? \ , ~ J \ 
\ t., ' / , ,_ ' .,. ' \ - ' - \ ' -+ / \. ) ' - / 
(2,2-),2++,(2,2-) (21,2+)(3,J-) 

( 2 , 2 ) , -2++ , ( 2 , 2 ) (3 , 2+ ) - t J , J ) 

(2,2),-2++,(2,2-) (21,2+)-(J,J) 

(2,2+),2+,(2,2-) (J,21+)(3,2-) 
-'2 2·\ 2 ... _r2 ?) \ 'T)1 •t \ ,-, 

~ < 
(2,2,2++)(2,2-) 

(2,2,2++)-(2,2) 

(2,2,2-)(2,2++) 

(2,2,2--)(2,2++) 

(2,2,2)-(2,2++) 

(J,21+)-(J,2) 

(J,21+)(21,2-) 

(J,21+)-(21,2) 

(J,2+)(3,21-) 

(J,2+)-(J,21) 

(21,2+)(J,21-) 

\21,2+)-(J,21) 

\21,21+)(J,2-) 
( 21, 21+) ( 21, 2-) 

(21,21+)-(3,2) 

(21,21+)-(21,2) 

(.3,2+)(21,21-) 

( 21, 2+) ( 21, 21-) 

(J,2+)-,21,21) 

(21,2+)-(21;21) 

( J , 2, 2+ ) ( 2, 2-). 

(21,2,2+)(2,2-) 

(J,2,2+)-(2,2) 

(21,2,2+)-(2,2) 

\ 2, J, 2+) ( 2, 2-) 

(2,21,2+)-(2,2) 

i.2,J,2+)-(2,2) 

t2,21,2+)(2,2-) 

( 2, 2+) ( J, 2, 2-) 

( 2, 2+) ( 21, 2, 2-) 

l2,2+)(J,2,2--) 

(2,2+)(21,2,2--) 

(2,2+)\2,21,2--) 

(J,2,2)-(2,2'+) 

(21,2,2)-(2,2+) 

(2,J,2)-(2,2+) 

(2,21,2)-(2,2+) 

(2,2,2+)(J,2-) 

(2,2,2+)(21,2-) 

i_2,2,2+)-:_J,2) 

!_2,2,2+)-(21,2) 

(J,2+)(2,2,2-) 

t,21,2+)\2,2,2-) 

( J, 2+ )( 2, 2, 2--) 

(21,2+)(2,2,2--) 

(2,2,2)-(J,2+) 

(2,2,2)-(21,2+) 



( 3 , 2+) , 2, ( 2, 2-) 

( 21 , 2+) , 2 , ( 2, 2-) 

( 3 , 2+) ' -2 ' ( 2 1 2) 

(21,2+) ,-2, (2,2) 

( 3, 2+) , -2, ( 2, 2-) 

(21,2+),-2,(2,2-) 

( 3 1 2+ ) ' 2 1 - ( 2 , 2 ) 

( 21 , 2+) , 2, -( 2, 2) 

-( 3' 2+) '2' ( 2 1 2) 

-( 21, 2+) , 2, ( 2, 2) 

( 3, 2) , 2+, ( 2, 2-) 

( 21 , 2) , 2+ , ( 2 , 2-) 

f"'.l ?-' ? '? ?) 
\ _,, t ~ I ' -+ ' \ - ' ~ 
( 21 , 2-) , 2+ ·, ( 2, 2) 

( 3 , 2 ) , 2+ , - ( 2 , 2 ) 

( 21 , 2) , 2+, - ( 2, 2) 

/"I ?) 2 '? ~) ,J, ... ,,- +,,-,~ 
( 21 , 2) , -2+ , ( 2 , 2) 

- ( 3 , 2) , 2+ , ( 2 , 2 ) 

- ( 21 , 2 ) , 2+ , ( 2 , 2 ) 

(J,2-),-2+,(2,2) 

( 21, 2-) , -2+, ( 2, 2) 

(-:. 2-' 2+ \1 2 2-) 
\,'f ) ' , ' ' 

( 21 ' 2 - ) ' 2+ 1 ( 2 ' 2- ) 

(3,2),-2+,(2,2-) 

( 21 , 2) , -2+ , ( 2 ·, 2-) 

( 3 ' 2-) ' 2' ( 2 1 2+) 

( 21 , 2-) , 2, ( 2, 2+) 

( J, 2 \-2, ( 2, 2+) 

( 211 2) '-2' ( 2' 2+) 

( J , 2-) , -2, ( 2, 2..:..) 

( 21 , 2-) ' -2' ( 2 1 2+) 
1 ., 2 ) 2 - ( ? 2..:.. \ 
\ ... /f Il f -1 'r 

,, 21 2' 2 - f ? ?+) \ f J, f \-f- / 

( 2, 2+) 1 21 ' ( 2' 2-) 
/ ·;, ?..:.. ', - .,, , ? ? \ ,-,-·11 _.,,\.-,-) 
. ? ' ( ' \ - , 2+; ' -21 1 2 ' 2) 

(? ? \ 3 (? 2 ) 
\ - 1 --+ ) , - ' '- ' -

(2,2+),-21,(2,2-) 

( 2, 2+) ' 3 1 - ( 2' 2) 

( 2, 2+) , 21 , - ( 2, 2) 

- < 2 ' 2+) ' J , ( 2 1 2 ) 

- ( 2, 2+) ' 21 ' ( 2 1 2) 

(2,2-) ,}+, (2,2-) 

(2,2-),21+,(2,2-) 

( 2 , 2 ~~ , - J+ , ( 2, 2) 

(2,2-),-21+,(2,2) 

:J,2+)2(2,2-) 
(2:,2+)2(2,2-) 

(21,2+)2-(2,2) 

(J,2-)2(2,2+) 

(21,2-)2(2,2+) 

-(J,2)2(2,2+) 

(2,2+)3-(2,2) 

:2,2-)21(2,2+) 

>· 

f--ior.-al ternan~s ' a 12c 

( 2 , 2+) 1 , 2, - ( 2, 2) 

( 2 , 2) l , 2+, ( 2, 2-) 

(2,2)l,2+,-;_2,2) 

:, a.+2, 2-; \ 2, 2-) 

(JJ,2-)i,_2,2-) 

(Jl2,2-),2,2-) 

;_21.3,2-)(2,2-) 

~222,2-)\2,2-) 

(2112,2-)(2:2-) 

,3-):_2,2) 

(31,22-)(2,2) 

i,Jl,211-)(2,2) 

(11,31)(2,2-) 

(31,22)(2,2-) 
'J• "'1''??' \ J.,~l-J\•-,--J 

(Jl,31)-12,.2) 

(31,211)-(2,2) 

(.22,22-)(2,2) 

,22,2:.1-~ ~2,2) 

(21:1..,211-) :2,2) 

(22,22)(2,2-) 

l?? ?11)1? ?-\ \--,-- \'·'''-; 

(211,211)(2,2-: 

(22,22)-~2,2) 

., ?'·3·?. ( 4, - J l l, -- ) 

(. 3 1 , 2 - ) !. 31 , 2 ) 

:_J:..,2-)\22,2: 

(Jl,2-;{2:.1,2) 



(31,2)(211,2-:: 

(Jl,2)-(31,2\ 

(31,2)-(211,2) 

(??? \',..,1• '"') \--,--/\C.L.1.,.c: 

(22,2)-(22,2) 

(22,2)-(211,2) 

f?2 ?)(?il ?-' 
\....... ' - , -- 1 - I 

'?1~ ? )(?1· .~) \-J.J.,-- --1,..'. 

(2 •1 ?) (?11 ~) .L..i..,- - ~...l....l.1.;::.. 

( I".:' )_\(j_ ?-) '\;;;;/,- I, ,_ 

(22,2-)(22,2-) 

( ')?? )(-•·\ ~) :... .. .._,r....,- ~l...:..,::::.-, 

(@ ,2-HJ,;) 

( ® ,2)(J,J-) 
( 0 ?)-(~ -;\ . \::::,) ,- ~ ...... ,.,,J' 

(@ ,2)(.3,21-; 

, 2-) ( 3 , 21 ) 

,2)-(J,21) 

,2-)(21,21~, 

(@ ,2)-(21,21) 

,,G ,2-)(J,J-) 

/~ ~-)/1 "':2' 
... _,,' f _,: / \ .,,/ ' ..,1 / 

(3,3)-(J,J) 
(J,J-)(J,J-) 

~J,3)-(J,21) 

~J,J-)(21,21) 

(3,3)(21,21-) 
( 3,]) -( 21 , 21) 

, 3, 21-) ( 21, 21) 
:~ ~1'.'?• ?1 '· \_,1,~ )\-1,-""--) 

;·~ ?l'\-f?"! ?4' 
\..lt~ I ,-J.1---) 

i ? î 21- ', i 2~ ? ï 1 
"-'"'"', 1, .... ,--1 
(21,21)-(21,21) 

,2,2--)(2,2) 
,2,2)(2,2-) 

,2,2-; 1~2,2-) 

,2,2)-(2,2) 

•:2, G ,2-)(2,2-) 

~2,® ,2)(2,2-) 

:, 2 , @ , 2 ) - cz , 2 ) 

:.2,2,2-)(@,2) 

(2,2,2--)(@ ,2) 

(2,2,2)\@) ,2-) 

(2,2,2-)'~® ,2-) 
,·,,? ?\ .. ·/';;'\ ?\ ,,_...,, ... ,-)-\ \;;;/ ,-,, 
(.3,3,2-)(2,2) 
(3,2,J-)('2,2) 

;~ 3, 2, 2-) ( 21, 2) 

~21,3,2-)(2,2) 
:: J, 2, 21 - ) ( 2, 2) 

i~ 2:i., 2, 2-) ( .3, 2) 

(21,21,2-)l2,2) 

( 21 , 2, 21-) \ 2, 2) 

(2,2,2-)(J,3) 
(2,2,2-)(3,21) 

(2,2,2-)(21,21) 

(.3,J,2--)(2,2) 
(J,2,J--)(2,2) 

(J,2,2--)(J,2) 

(J,2,2--)~21,2) 

( 2, 3, 2--) \ 21 , 2) 

( .3, 21, 2--) ( 2, 2) 
(21,J,2--)(2,2) 

(3,2,21--)(2,2) 

(21,2,2--)(J,2) 

(21,21,2)(2,2-) 

( 21, 2, 21) ( 2, 2-) 

i..2,2,2)U,J-) 

\2,2,2)(3,21-) 

(2,2,2)(21,21-) 

(3,J,2-)(2,2-) 
(3,2,J-)(2,2-) 

(3,2,2-)lJ,2-) 
'2~2\'~2) ( ,j, -;\,), -

(J,2,2-)(21,2-) 

(2,J,2-)(21,2-) 

( J, 21, 2-) ( 2, 2-) 
'~1 ~ ? ) /'"' ? \ \<::J.,),-- \,C,1'-'-J 

(J,2,21-)\2,2-) 

(21,2,2-)(3,2-) 

~2,21,2--)(21,2) (2,21,2-)(3,2-) 

(21,2,2--)(21,2) (21,2,2-)(21,2-) 

, 2, 21 , 2--) (J , 2) 

( 21, 21, 2--) ~ 2, 2) 

(21,2,21--)l2,2) 
'222 ,,,,...,, ,, ' ' --;\..,,,)) 

(2,2,2--)(J,21) 
(2,2,2--)(21,21) 

(3,.:,2)(2,2-) 
(J,2,J)(2,2-) 

,J,2,2)(J,2-) 

(2,J,2)(3,2-) 

( J, 2, 2) ( 21, 2-) 

( 2, 3, 2) \ 21, 2-) 

( .3 1 21, 2) \ 2' 2-) 

(21,J,2)(2,2-) 
( J, 2, 21) ( 2, 2-) 

( 21 , 2, 2) , ; , 2-) 

( 2, 21, 2) ( J, 2-) 

( 21, 2, 2) \ 21, 2-) 

(2,21,2-)(21,2-) 

(21,21,2-)(2,2-) 

(21,2,21-)(2,2-) 

,2,2,2-)C3,J-) 
( 2, 2, 2-) C3, 21-) 

(2,2,2-)\21,21-) 

(J,J,2)-(2,2) 

(J,2,J)-(2,2) 

(3,2,2)-(J,2) 

(2,J,2)-,J,2) 

(J,2,2)-(21,2) 

(3,21,2)-(2,2) 

1.21,J,2)-,2,2) 
(J,2,21)-(2,2) 

(21,2,2)-'.J,2) 

~2,21,2)-(3,2) 

(21, 2, 2) - t. 21, 2 ;; 



(21,21,2)-(2,2) 

(21,2,21)-(2,2) 

(2,2,2)-(3,3) 

12?2\ IJ)'' \ ,-, 1-\ ,-l.J 

(2,2,2)-(21,21.) 

,2),2,(2,2-) 

,2),2,(2,2) 

,2-),-2,(2,2; 

,2) ,-2, (2,2-) 

,2),2,-(2,2) 

,2-),2,(2,2-) 

(J,J-) ,2, (2,2) 

(J,21-),2,(2,2) 

(21,21-),2,(2,2) 

(J,2-),2,(J,2) 

(21,2-),2,(J,2) 

( 21, 2-), 2, ( 21, 2) 

(J,2-) ,2, (2,3) 

( 21, 2-) , 2, ( 2, J) 

( 21, 2-), 2, ( 2, 21) 

,_ 2 ' J (·2 ?' \.), -;, ' ,,._,} 

''"'1 2)" 1 ? ,-,\ \G 1 - ,..,11\-,G: 

(21,2-) ,21, (2,2) 

( J I J) ' -2' ( 2' 2) 

(J,21),-2,(2,2) 

( 21 , 2) , - 3 , ( 2, 2) 

: ; , 21 ) , 2, ( 2, 2-) 

-~- ?" \ " '? 2 \ :,._..::::..i..,---.JJ.),~,\.'-1 -; 

,~3,2-),2,,:21,2) 

(J,2),21,(2,2-) 

.•~• ?' 2" 1 2? \ \.G.1.,-), ,.1..,\ ,--; 

,-~ ,....~ ' ? r 2 2' -,;;,c..i.J,-1\ ' ) 

-(21,21),2,(2,2) 

(3,2) ,2,-(J,2) 
:0- ?' 2 /~ ~, \1.-:....,-;, ,-\),~) 

;,. 21 , 2) , 2, - ( 21 , 2) 

(3,2) ,2,-(21,2) 

(3,2) ,2,-(2,3) 

(21,2),2,-)2,21) 
'~ ?' 2 _,·') ?1' 
\),-), ' \~,-·) 

-'.:J,2) ,J, (2,2) 
,~, ?' - 1 2 2' -,.e:'..J..1-),),1. ') 

-::3,2) ,21, (2,2) 

-.:21,2) ,21, (2,2) 
·- - \ ·'\ 'r, 2' <J,)-j,-.G,\C.,, ) 

'J 2· \ ~ 1 2 2' \ , ..l..-;,-.G,\ , i 

(21,21-) ,-2, (2,2) 

(J,2) ,-2, ,J,2) 

(J,2-) ,-2, (21,2) 

(21,2-) ;-2, (21,2) 

r21 ?-) -1 i? 2' \ ,- ' ..tt\-, J 

(J,2-) ,-21, (2,2) 

(J,J) ,-2, (2,2-) 

(J,21) ,-2, (2,2-) 

(21,21),-2,(2,2-) 

( J • 2) , -2, ( 21, 2-) 

(J,2) ,-2, (2,21-) 

(J,21),2,-(2,2) 

(21,21) ,2,-(2,2) 

( J , 2 ) , }, - ( 2 , 2 ) 

( J, 2) , 21 , - ( 2, 2) 

(21,2),J,-(2,2) 

(21,2),21,-(2,2) 

(~ J ' 2 '2 2 ' i.Jt -;, ,\, -) 

(J,21-),2,2(2,2-) 

(21,21-),2,(2,2-) 

(J,2-),2,(J,2-) 

,' '.) 1 ? - \ ') : ? ? 1 - ) 
.--,- ,,-,,-,~ i 

( J, 2-), :3,, 2, 2-) 

( 21 1 2-) , 3 , ( 2, 2- :: 

( (!j.! 
(@ 

(@ 

-( ® 

,2)-2(2,2-) 
,2)-2(2,2) 

,2)2,2,2-) 

,2)2-(2,2) 

(J,2-)2(J,2) 
\J,2-)2(2,J) 

( J , 2) -2 (J , 2) 
\3,2)-2(2,2) 

(J,2)2-(J,2) 

(J,2)-2(3,2-) 

(J,2)-2(2,3-) 

\J,2-)2(21,2) 

(J,2-)2,2,21) 

(J,2)-2(21,2) 
(J,2)-2(2,21) 
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(21,2,2)-(.3,2+) 

(2,21,2+)~3,2-) 

(2,.3,2+)(21,2-) 
( 2, 21, 2+) , 21, 2-) 

( 2, J , 2+ ) - :_ 3 , 2) 

\ 2, 21 , 2+ )- 1. .3, 2) 

Î 2 21 ,-, . , .' ?1 r ' \ , ,'-1-)-\-.J..,~) 

(2,21,2-);_J,2+~ 

(2,J, 2-)·,21,2+, 



(2,21,2-)(21,2+) 

(2,J,2--)(3,2+) 
\ I J ? •. (2,21,2--Jl, ,-+) 

(2,3,2--)(21,2+) 

(2,21,2--)(21,2+) 

(2,J,2)-(3,2+) 

(2,21,2)-(3,2+) 

(2,J,2)-(21,2+) 

(2,21,2).-(21,2+) 

( 2, 2, 2+) ( 3, 3-) 
(2,2,2+)(3,21-) 

(2,2,2+)-(3,J) 

( 2, 2 , z ... ) - ( 3 , 21 ) 

( 2, 2, 2-) (J , J+) 

1 ? 2 2--) r 3 ~ ... '. ,-, , i. 1./'/ 

(2,2,2--)(J,21+) 

(2,2,2)-(3,J+) 

(2,2,2)-(3,21+) 

( 2 , 2 , 2+ ) ( 21 , 21-) 

(2,2,2+)-(21,21) 

(2,2,2-)(21,21+) 

(2,2,2--)(21,21~) 

(2,2,2)-(21,21+) 

·'. @) , 2-) , 2+, -( 2, 2) 

-{ @) , 2) , 2+, \ 2, 2-) 
-t"n. ";? '? ?-) '·· \;;:J ',1,; , --+ ·' \ - , - ' 
' Q , 2-) , 2, ( 2, 2+) 

~(17)._! ---.\ ? '??' 
\ \;;V , .::. / ' - ' \ - , -+ J 

~® ,2),-2,(2,2+) 

,© ,2-),~2,(2,2+) 

( @ , 2) , 2, - ( 2, 2+) 
'? ;,_.._\ Q:, i? ?-'­\-,-- )~ - ,\-,-) 

~ 2 , 2+ ) , G , -< 2 , 2 ) 

( 2 ' 2+ ) ' - G I l 2 ' 2 ) 
:: 2 , 2+ ) , - @) , ( 2 , 2 - ) 

-(? ? ... \ l'!i) .. 2 ? \ 
-1~,;1\,;;;/11. I'-/ 

;2,2-), Q1-,(2,2) 

(2,2), Q+,-(2,2) 

; 2, 2-), G +, ~ 2, 2-) 

( 3 , 3+ ) , 2 , ( 2 , 2 - ) 

(J,21+),2,(2,2-) 

(J,3+),2,-(2.2) 

~ 3 , 21+) , 2, - ( 2, 2) 

( J , .3+ ) , - 2 , ( 2 , 2 ) 

(.3,21+) ,-2, (2,2) 
,: 3 , 3+ ) , - 2 , ( 2 , 2 - ) 

(3,21+),-2,(2,2-) 

;::21,21.+; ,2, (2,2-) 

( 211 2:..,.. :: 1 -2' ~ 2' 2) 

(2,2),2,-(21,21+) 

~ 3, 21 ) , 2+, \ 2, 2-) 

:: ; , 2:.) 1 2+' - ( 2, 2) 

\ 
a 

( 3, 21-) , 2+, ( 2, 2) 

( 2, 2) , 2+ , - ( 3 , 3 ) 
( 2 , 2) , 2+ , - ( 3 , 21 ) 

(J,21-),2+,(2,2-) 

( 3 , 21 ) , -2+ , ( 2, 2) 

( 3 1 3-) , 2+, -(. 2' 2) 

( 2, 2-) , 2+, - ( 3 , 3) 

(2,2-),2+,-(J,21) 

(21,21),2+,-(2,2) 

( 2 l , 21-) , 2+ , ( 2, 2) 

( 2, 2 ! , 2+, - ( 21 , 21) 

;_21,21-) ,2+, (2,2-) 

(21,21),-2+,(2,2) 
f?1 21_\ :..?.i.. (?-?) \--, .,_ ) , .... , .... -,--, 

(J,21+),2,(2,2-) 

~ ; , ;+ ,\ , 2 , - ( 2 , 2 ) 

'? ?1.i..\ ? _i? ?' 
\Jl~-•it~I \~t~/ 

fJ?•' 2--22' \ , ,..1-r" / • -. ' \ , i 

(J,21+),-2,(2,2) 

( 3, 3+) , -2, ( 2, 2-) 

J,21+),-2,(2,2-) 

.? ')\ 2 ,,... ')• \ ~-,-'--,:, ,-i.J,..,J..+; 

: 21 , 2 l - ) , 2 , ( 2 , 2-:-) 

(21,21),2,-l2,2+) 

(21,21),-2,(2,2-1-: 

( 21 , 21-) , -2 , ( 2, 2+ ) 

(2,2+),2,-(21,21) 

( J , 2+) , 2 , i 21 , 2-) 



( 3 , 2+) i 2, ( 2, J - ) 
r J 2 · ~ ? ,'? ?1 '-
-... '""t"/)-f\'-f•:....--' 

( J, 2+) 1 -2, ( 21 ' 2) 

( J, 2+), -2, ( 2, 21) 

(3,2+),2,-(J,2) 

(J,2+),2,-(21,2) 

( 3 , 2+ ) , 2 , - ( 2, J ) 

( J, 2) , -2+, ( .3, 2) 

( 3, 2) , -2+, ( 21 , 2) 

( J , 2) , -2+, ( 2, J) 

( 3, 2) , -2+, ( 2, 21) 

( 3 , 2 ) , -2+ , \ 21 , 2-) 

( 3, 2) , -2+, ( 2, 3-) 
\.3,2) ,-2+, (2,21-) 

( 21 "· ) 2' .. 2 ? \ ' , """,... ' .!. f \ , - - } 

(J,2+),J,-;,2,2) 

( 3 , 2+ ) , 22-, - ( 2, 2) 

(21,2+),21,-(2,2) 

( J t 2+) J -21 , ( 2 J 2 ) 

( 21 J 2+) l -J J ( 2 J 2) 
( J ,. 2 J.. J , 2 , - ( 2 , 21 ) ( 3 , 2-) , 2·+· , i: 21 , 2-) ( 2 i , 2+ ) , -21 , ( 2, 2) 

( J, 2+) , - J, ( 2, 2-) 

( J , 2..:. ) , -2, ( 21 , 2- ) (J , 2-) , 2+ , ( 2, 21 - ) ( J , 2+ ) , - 21 , ( 2, 2-) 

(J, 2) , 2, -( 3, 2..:.) 

( 21 , 2) , 2, -( J, 2+) 

1
'. 3 1 2 ) ' 2 , - •. 2 ' J + ) 
(?~ ?'. ? _(? ":l...,\ :,-•,-1,-, \-f..,'•i 

( 21, 2+), 2, ( 21, 2-) 

( 21 , 2+ \ , 2, ( 2, 21-) 

(21,2+),-2,(21,2) 

( 21 ; 2+) ' -2 1 ( 2, 21 ) 

~ 21 ' 2+) 1 2, - ( 2. 21 ) 

(J,2-: ,-2T, (21,2) 

(;,2-) ,-2+, (2,21) 

( 3 , 2-) , 2+, ( 21 , 2) 

( J' 2- ~ ' 2+' ( 2 1 21) 

lr'\A r 1 \ ')t '? ?1) 
\~J..1G/1.:.....T1-\-1'-'""" 

(21,2+),-21,(2,2-) 
.·?•">'~ 'J") 
\ - ' ~-) ' .,/ 1 - ( J .::+ 

( 2 1 2) 1 21 , - ( 3 ' 2+) 

( 2, 2) 1 J ,-( 21, 2+) 

(2,2) ,21,-(21,2+) 

( 3 , 2- ) , 3+ , ( 2 , 2 ) 

(21,2-) ,J+, (2,2) 

(3,2-:-) ,21+, (2,2) 
, , ,-, \ ? I? ,-,, \ .' ?1 r, \ 2• i 2 ,.., ) 
; ? ' / i -· ..1. l / 1 j 1 '- 'G-1·' .!.+, ', J G \/:...;.!-,-1, .:-,,,-,----1 \ 
(21,2),-2+,(21,2-)(3,2),-J+,(2,2) 

(21,2),-2+,(2,21-)(21,2),-3+,(2,2) 

(21,2+),-2,(2,21-)(21,2-) ,2+,(2,21-)(21,2),-21+,(2,2) 
\ . \, \ . 2' ( 21 '2) , 2' -( 21 '2+) ( 3' 2-) 1 2, (. 21, 2+; 1. J, 2 / '3+, \ 2, - / 

(21,2),2,-(2,21+) 
/?1 ?..J.' ? _{-; ?) 
\ ......... ' ...... ' / ' - , \ ../' - , 

( 3 , 2) , 2+, ( 2 l , 2- ) 

/'). ?\ '.) ..... -/? 31 \..,,lt-l,-·, -.-, I 
,'J 2\ ? -i21 ?..1. .. , 
\.J },:.-, \ ,-.,. 

( 3 , 2) , 2+, - ;~ 2, 21 ) 

, ) .'? 2 \ (.21,2 ,21+,1,-, -/ 

(3,2) ,21 ... , ~2,2-) 

(21,2) ,J+, (2,2-) 

( ) J 2) , )+ I - ( 2 J 2 j 

( 21 , 2 ) , J+ , - ( 2 , 2 ) 

(3,2) ,21+,-~2,2) 

( 21, 2) • 21+ 1 -( 2, 2) 

( J , 2:.. ) t 3+ 1 \ 2' 2-) 

· 21 2' J+· i? 2- 1 
\ ,. - ) J f \ - , / 

(J,2-),21+,(2,2-) 

( 21, 2-) , 21+, ( 2, 2:-) 



AR.3GP..ES;.;E .. ·IS :..;.EN.t:2ALIS23 :,ion-alternants ~ lJc 

( J , 2 - ) , J+ , - ( 2 , 2) 

(21,2-),J+,-(2,2) 

(J,2-),21+,-(2,2) 

(21,2-),21+,-(2,2) 

( 2 ' 2 - ) 1 J+ 1 - ( 3 , 2 ) 

( 2' 2-) 'J+ 1 - ( 21 ' 2) 

(2,2-),21+,-(J,2) 
I \ '2' ? \ ,2,2-),21+,-\ J.,-,i 

'J ? 1 ,.., /2 2·) \ ,--;,),\ '.,., 
' \ J /2 2' , 21, 2-;, , \ , +; 

( J, 2-) , 21 , ( 2, 2+) 

' 2 ' J (- ?' (2, +), ,- ),-) 

( 2 ' 2+ ) 1 J , - ( 21 1 2) 

(2,2+),21,-(J,2) 

(2,2+),21,-(21,2) 
'" \ - 12 ? ) \ ) ' 2 ; ' - j , \ ' -+ 
( 21 , 2) 1 - J' ( 2, 2+) 

( J, 2) 1 -21, ( 2, 2+) 

(21,2),-21,(2,2+) 

( 3 , 2) 1 J , - ( 2 , 2+) 

(21,2),3,-(2,2+) 

( J, 2) 1 21 ' - ( 2, 2+) 
t21 2) ?l 1 2 ?-L', \ -, , .... ,-\ , ... ,, 

> . < 
(@ ,2+)2(2,2-) 

(@ ,2+)2-(2,2) 

(@ ,2-)2(2,2+) 

- ( @) , 2 ) 2 ( 2 , 2+ ) 

(3,2+)2(J,2-) 
. '2 1 2 ""' ' ( J , 2+ ) ' ~ ' ) - ) 

(J,2+)2-(3,2) 

(3,2+)2-(2,3) 
. - 2 ' _,.., ,, 2· ? \ (), +).é\ l.,--i 

. r 21 2' (J,2+)2-\ ... , ) 
,~ ?.,L'\?{2,21-) 
\.,,/,c-. /-\ 

· '2 2' -. ( 3 , 2+ J 2- \ , l. - J 

(21,2+)2(3,2-) 

(21,2+)2(2,J-) 

( 21, 2+) 2( 21, 2-) 

(21,2+)2(2,21-) 

(21,2+)2-(J,2) 

(21,2+)2-(2,J) 

(21,2+)2-(21.,2) 

(21,2+)2-(2,21) 
,,.., ':I ) '? 2 ) 
\ j ' ...J+ ' 2 ( - ' -
(3,21+)2(2,2-) 

(J,3+)2-(2,2) 

(3,,21+)2-(2,2) 

(J,J-)2(2,2+) 

(J,21-)2(2,2+) 

\21,21+)2(2,2-) 
i 2" ?1 -, '2 ' , .!.,--+;2-t, ,2) 

(') ➔ ?" '2'2 2' \ ,:::....:.,-.J.-J \, , .,.) 

(2,2+)2-(21,21) 

(J,2+)J(2,2-) 

(21,2+)3(2,2-) 

(J,2+)J-(2,2) 

(21,2+)J-(2,2) 

(21,2-)J(2,2+) 

( 2 , 2+ ) J - ( J , 2) 

(2,2+)3-(21,2) 

(3,2-)21.(2,2+) 

(2,2+)12-(J,2) 

(21,2-)21(2,2+) 

(2,2+)12-\21,2) 

(J,2+)12(2,2-) 

(21,2+)12(2,2-) 

(J,2+)12-(2,2) 

\21,2+)12-\2,2) 
/ ') •') . \ '' ' 2 ,., ) 
\ '-- ' :::.,-,- } .,, \ ' ,::. -
(2,2+)4-(2,2) 

( 2, 2+) lJ ( 2, 2-) 

l2,2-r)1J-(2,2) 

(2,2+)22(2,2-) 

1,2,2+)22-1.2,2) 

l2,2+)112l2,2-) 

(2,2+)112-(2,2) 

> . 1 < 
(J,2+)1,2,(2,2-) 

\21,2+)1,2,\2,2-) 

(J,2+)1,2,-(2,2) 

(21,2+)1,2,-(2,2) 

(J,2)1,2+,(2,2-) 

(21,2)1,2+,l2,2-) 

(J,2)1,2+,-(2,2) 

(21,2)1,2+,-(2,2) 

(2,2+)2,2,(2,2-) 

(2,2+)2,2,-(2,2) 

(2,2+)2,-2,(2,2) 

(2,2+)2,-2,(2,2-) 

(2,2+)2,-2,-l2,2) 

(2,2)2,2+,(2,2-) 

t2,2)2,2+,-(2,2) 

,2,2-)2,2+,~2,2) 

, 2 , 2 ) - 2 , 2+ , ', 2 , 2 ) 

t2,2)-2,-2+,\2,2) 

(2,2)-2,2+,\2,2-) 



- ( 2, 2 ) 2 ' 2+ , ( 2 ' 2) 

-(2,2)2,2+, (2,2-) 

{2,2)2,-2,(2,2+) 

(2,2)2,2,-(2,2+) 

(2,2-)2,2,(2,2+) 

,,.. 2' 2 ? 1 2 ? ' \. G , J - , - , .\ , -+ ) 

(2,2)-2,-2,(2,2+) 
.' 2 2 ,2 ,-, I ,-, .~ ' 

- \ 1 J I G 1 \. .C, G+) 

-(2,2)2,-2,(2,2+) 

(2,2-)2,2,-(2,2+) 

-(2,2)2,2,(2,2+) 

'2 '"' )" J '? 2 ' \. , .:::.+ .L ' , \ - , - ) 

r "' ? ' • 2' ( 2 2 '-\ t:, ' _+ ) J. , ..i.. , ' - / 

( 2 , 2+ ) l , J , - ( 2 , 2 ) 

(2,2+)1,21,-(2,2) 

~ 2 , 2 ) l , J+ , ( 2 , 2 - ) 

(2,2)1,21+,(2,2-) 

(2~2)1,J+,-(2,2) 

(2,2)1,21+,-(2,2) 

(2,2)1,3,-(2,2+) 

(2,2)1,21,-(2,2~) 

( 2, 2+) 1 , 2, ( 3, 2-) 

(2,2+)1,2,(21,2-) 
1 

' 2 1 J 2\ \2,2+;1, ,-<, , ; 

(2,2+)1,2,-(21,2) 
1 2 2'1 ?· .·,-, ?- 1 \ , ! ,_-r-,\.J,- / 

·22·12 ("'?\ ( ' ; , +,-,), ... ,, 
(2,2)1,2+,-(21,2) 

( 2, 2) 1 , 2, - ( 3 , 2+ ) 

(2,2)1,2,-(21,2+) 

> .. I < 
(2,2+)11,2,(2,2-) 

(2,2+)11,2,-(2,2) 

(2,2)11,2+,(2,2-)· 
'? ?'1" ? '2 ?' ;\ - , -., j .!.. f -+ , - \. ' - ; 

~·< (2,2,2+)2(2,2-) 
'?? 2 '2 ,~ 2' 
'·'-•-· +) -,.::::, ) 

:;2,2,2-)2(2,2+) 

(2,2,2--)2(2,2+) 

~2,2,2+)~2,2,2--) 
' ? ? ? · ', ,. 2 2 2 ., ' ,._ , - , _-r- ; - , , , I 

. :i--<) 
(2,2,2,2+Jl2,2-

(2,2,2,2+)-(2,2) 

(2,2,2,2-)(2,2+) 
1 22?2 ''??) \. , , - ' -- ) \ - , -+ 
(2,2,2,2---)(2,2+) 

(2,2,2,2)-(2,2+) 

(??? \ -2 1 2 2-' \ - ' - ' -+ j , , \ , J 

(2,2,2·),-2+, ,(2,2) 

·? 2 ,z ... ,:;::,z\ \,.....,2, --,,, 11\-,) 

(2,2,2),2+,-(2,2) 

\ 2, 2, 2-) , -2+, -. 2, 2) 

(2,2,2-),2+,l2,2-) 

( 2 , 2, 2) , -2+ , \ 2, 2-) 

- ( 2 , 2 , 2 ) , 2+ , 1. 2 , 2 ) 

t 2, 2, 2- - ) , 2+ , ~ 2, 2-) 

(2,2,2-),2+,-(2,2) 

(2,2,2),2,-{2,2+) 
· :;::, "' 2 ' '? ' ..... 2 . ,-,~, -J,-dG, +) 

(2,2,2),-2,\2,2+) 

(2,2,2--),2,\2,2+) 

(2,2,2-),-2,(2,2+) 

\ 2 , 2+ ) , 2 , - ( 2 , 2 , 2 ) 

(2,2,2-),2,-\2,2+) 

\ 2, 2+) , 2, 2 ( 2, 2-) 

(2,2+),-2,2,(2,2) 

-(2,2+),2,2(2,2) 

( 2, 2+) , -2, -2, ( 2, 2) 

(2,2+),-2,2,(2,2-) 

(2,2+J,2,2,-,2,2) 

-(2,2+),-2,2,(2,2) 

(2,2+),-2,-2,(2,2-) 

(2,2-),2,2,l2,2)+ 

-(2,2),2,2,(2,2)+ 

-(2,2),2,2,(2,2-)+ 
' 0 2' 22 '22' -~ ... , ), , ,-\ , J 

> l < 
( 2, 2+ ) , 2 , \ 2, 2) ;·2 

l 2, 2+) , 2, ( 2, 2-) , 2 

(2,2~),2,~2,2-),-2 

(2,2+),2,-(2,2),2 

-(2,2+),2,(2,2),2 

(2,2+) ,-2, ~2,2) ,-2 

(2,2+),-2,(2,2-),-2 

~2,2+),2,-\2,2),-2 



(2,2-),2,(2,2),2+ 

(2,2),2,-(2,2),2+ 
(2,2-)? (? 2-1 ?.~ 

• , - , - ' , , ·- ! 

(2,2-),2,-(2,2),2+ 
-(2,2),2,-(2,2),2+ 

>-Li-< 
( ( 2, 2+) , 2) (( 2, 2) 1 ;2) 

((2,2+),2)((2,2-),2) 
''2?) -2''(2 2' ?\ \ \ J _+ 1 / \ \ f / f '- j 

( ( 2, 2+) , 2) ( ( 2, 2-) , -2) 

( ( 2, 2+) , 2) ( -( 2, 2) 1 2) 

''2 2' 2\''2 ~' ' ,,, , +J,- /{_\ ,,::-/,2) 

((2,2+)-2)((2,2),-2) 
' '2 2 ' ?'' '? 2' 2' ,,-•, , +;,-}\~-, ), ; 

((2,2+},-2){-(2,2),2) 

((2,2+),-2)(-(2,2),2) 

((2,2+),-2)((2,2-),-2) 
((2,2+),2)-((2,2),2) 
((2,2),2+)((2,2),-2) 
( (2,2) ,2+) ( (2,2~) ,2) 

( ( 2 1 2- ) ' 2~ ( ( 2 , 2 ) ' 2 ) 

((2,2),2+)((2,2-),-2) 
((2,2),2+)(-(2,2),2) 

(-(2,2),2+)((2,2),2) 

((2,2-),2+)((2,2-),2) 
((2,2-),2+)((2,2),-2) 
'{ ' )' '2 ?) 2' l. \ 2 , 2 - } , 2+ 1 \ - \ , ,._ , . ) 

((2,2-),2+)((2,2-),-2) 
(-(2 2' ? ... )(-'2 ?-\ ?' \, •.' 1,-,.: \\ ,- .; ,-1= 

((2,2),2+)-((2,2),2) 

''2 ?' 2+''{2 ?-' 2\ ,~. ,-),- .:\\ ,- /, ! 

I' ' ? )''2 ?' 2' 1 .• (2,2-),-- ..... ~\ ,-), i 

,.. ? 2---' r ? 2 ' 1 ? 2 ' \-, ;/,\-t ),\-, -; 

1 2 2 ' . 2 2' . :. , +),(', j,-(2,2) 

( 2, 2+) 1 ( 2, 2-) 1 ( 2, 2-) 
-(2,2+),(2,2),(2,2) 
i? 2 ) 12 ? ' .. \-, +. ,l ,--J,-l2,2) 
(2,2),(2,2),(2,2-) + 

(2,2),(2,2),-(2,2) + 
:? ?' r2?) . ' '.-,-1,, ,-- ,\.2,2-1.:.. 

(2,2-),(2,2-),(2,~-) + 

(2,2),(2,2-),-1.2,2) + 
(? ?' '? ?' . \ \-,-},-\-,-1,-\2,2; + 

(J112,2-)(2,2-) 

\322,2-)(2,2-) 

\ 
a 1Jc 



r (v ,;-; (3,2-; 

(D,J-;(21,2-) 
(i.J.,@-)(J,2) 

(JJ.,:31-)(21,2) 

(31,22-)(J,2) 

(31,22-)(21,2) 
:·-:i1 ?1,_)(':\ ?) 
,...., ,---- i\ ✓ ,-

(;1,211-)(21,2) 

(22,22-)(3,2) 

r22,22-)(21,2) 

(22,211-)(3,2) 

(22,211-)(21,2) 

(211,2:!.1-)(J,2) 

( 211 , 211-' ( 21, 2) 

:4,@ )(J,2-) 

:4,@ ){21,2-) 

(Jl,31)(),2-) 

:,31,31)·:21,2-) 
(<, ??if,?-) 
\ -· ... J - ;._, , .... _,· ' '-' i 

~22,22)(21,2-) 

(2:i.1,211),21,2-) 

,+,~'i-t'' ?) ~ \;;:;/: _ _,,.,-
_., :, r.:'\ \ ; ?1 ? •;, \. -r, \:;;;;.,/ ; - i._ _..:... 1 '--

::31,22)-(21,2) 

( J 1 , 211 :i - ( 3 , 2) 

:22,22)-\3,2) 

(22,22)-(21,2) 

', 2 2, 211 :: - :, 21 , 2) 

,'4• 4-)i'.'1 2-\ \, ,,--,.; 

~4,22-)(J,2-) 
J1-,22-)(21,2-) 

(4,211-)\J,2-) 

:'4,?lî-'·,\i?S 2-\ 
;,. - - , -.- I I 

::, 22, 22-) ( J, 2-) 

(22,22-)l21,2-) 

:>----+--< 
(Q),2)2(2,2-) 

(G),2-)2(2,2) 
17:\ ;,\ 2_." ?'­\ ~ ,-;- \~,-j 

\ Q),2-)2(2,2-) 

l (D,2-)-2(2,2) 

( G),2)-2,2,2-) 

-( (2),2)2\2,2) 

t G) ,2)2-(2,2) 

(@),J)2~2,2-) 

'li.\ ?1 '?,;:, 2-\ \'<!/,--/~\-, ) 

l@ ,3-)2,2,2) 
' fj;\ ~· ' ) 2 ? \ \\::!,l,~.l.-J '-( ,-} 

, @) ,;)-2(2,2) 

l@), 21 )-2\ 2, 2) 



( li.'\ 21 î-2 1 ? ?- '. \._-\.:::!), -;" ,-,- i 

-(@ ,3)2(2,2) 
- ( Ir.'\ ,. \ / ( 2 ? \ \ 0 ,-1.1-\ ,-; 

( €),3)2-(2,2) 
@) ,21)2-(2,2) 

( @),2)2(J,2-) 

( __ tr:'\ ? ) zl 21 ? ' \;;;;!./ ' - \ - '1-,- .' 

@ ,2)2(2,3-) 

tr."'I 2'2 1\'? ?~-'-. 
\:;;;,/, ,' -J -- / 

.' ~ 2 ) 2 ' ~ .--, ., 
\. ~• - - \,),c:) 
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(2,2,2-) ,-2,(21,2) 

(2,2,2--),2,(J,2) 

(2,2,2--),2,(21,2) 

(J,2) ,2,-(2,2,2) 
... 2" ? ., 2 . 2 2 ,..., ' \ ~,-), ,-, ' ,~) 

(2,2,2--),-2,(3,2) 

(2,2,2--),-2,(21,2) 

(2,2,2--),2,(J,2-) 

(2,2,2--),2,(21,2-) 

➔• l < 
(2,2,2)1,2,(2,2-) 

(2,2,2)1,2,-(2,2) 

~I·. < 
(2,2,2-),2,1(2,2) 

(2,2,2--),2,1(2,2) 

(2,2)1,2,-(2,2,2) 

~ 
(3,2),2,2,(2,2-) 
( 21, 2) , 2, 2 ( 2, 2-) 

(J,2) ,2,-2, (2,2) 
(?: ?' 2 -? 1 2 ?\ -."--l'-1t I -,\ I'-) 

/ 21 ? . ? ; ) \ .... ,'---),:...,2,t2,2 
.,- ..._, ? ? ·2 \ -·,J,.::.;,~,-d ,2J 

.. ')A '"'\ 2 2 '2 ? ' \"-'l.1GJ1, ,-( ,-) 

1 .... a -)C 

(21,2) ,2,-2, (2,2-) 
!~ 2) " 2 '2 2' \..1, - .~,- .~ ' ) 

(21,2-),2,-2,(2,2) 

lJ,2-),2,2,(2,2-) 

(21,2-),2,2,(2,2-) 

(J,2),-2,-2,1,,2,2) 
(• ?A ? \ 2 ? '2 \ ,-.L,,..1,- ,--,\ ,2; 

(J,2-),-2,2,(2,2-) 

(21,2-),-2,2,l2,2-) 

-(J,2),2,-2,(2,2) 

-(21,2),2,-2,(2,2) 

( 2, 2-) , 3, 2, , 2, 2) 

'? 2' " .' \ \-, ),J,2,(2,2-; 

(2,2),21,2,,2,2-) 

(2,2-),J-,2,(2,2-) 
:2 ?' ) 2 .'r ?' \ ,-}, , -,._<:'.,-) 

2 ?\rl? :.-2\ l ,-J,~ , ... -,,~, ; 

(2,2) ,.3,2,-(2,2) 

(2,2),21,2,-\2,2) 

-(2,2) ,J,2, (2,2) 

- (. 2, 2) ,2i, 2 , ( 2, 2) 

( ? 2) ~ - (? ·?' -, ,-,J,-C.,\-,-} 

(2,2),-21,-2,(2,2) 

(2,2-) ,3-,2, (2,2) 

(2,2-),21-,2,(2,2) 

(2,2),J,2-,(2,2-) 
,, 2 2. ?1 . ? '· , ;,- ,2-,\-,2-) 
l2,2-),J,2,(2,2-) 
,~ 2' 21? - ? \ \,.:'.1 -)f l"-'l\~,--i 
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(3,2-),(2,2),(2,2) 

(21,2),(2,2-),(2,2) 
(3,2),-(2,2),(2,2) 
(3,2) ,-(2,2), (2,2) 
-(J,2),(2,2),(2,2) 
-(21,2),(2,2),(2,2) 
r3 ? ' r2 ,.., ' '2 ,._-. \ ,--J,\ ,c:.-J,'.. ,.::., 

(21,2-),(2,2-~,(2,2) 

(21,2-),(2,2), (2,2-) 

(21,2),(2,2-),(2,2-) 

(3 2 \ (? 2' 1 2 ?\ 
- , ) ' ..... , - ; , '• ' ·- J 

-(21,2), (2,2-),(2,2) 

-{3,2),(2,2),(2,2-) 

-(21,2), (2,2),(2,2-) 
(3,2-)(2,2-)(2,2-) 
(J,2-),-(2,2),(2,2) 
(3,2-),(2,2),-(2,2) 

((3,2),2-)((2,2),2) 
( ( 21 1 2 ) 1 2- ; ;'. ( 2 ' 2 :: ' 2) 

((J,2),2)((2,2-),~2) 
((21,2),2)((2,2-),-2) 
((~ 2' _?\{(? ?-) ·2, 
\\.,,,;J il -/\,-t- J / 

((21,2),-2)((2,2-),2) 
,,~ ,, ?)f '2 2' ?' \\J,-1,- ,-:-\ J J,-) 

((21,2),2)(-(2,2),2) 
((J,2),-2)((2,2),-2) 
((21,2),-2)((2,2),-2) 
((J,2-),2)((2,2-),2) 

(-(21,2),2)(~2,2-),2) 
( ( J , 2-) , 2) ( - ( 2, 2) , 2) 

(-(3,2),2)((2,2),-2) 

((21,2),2)-((2,2).2) 

((2,3),2)l(2,2-),2) 

((2,J),2-)((2,2),2) 
((2,21),2-)((2,2),2) 
If?~ ' 2'' '2 ~, 2' \.\-,.>-,., i\'\ ,L1, / 

.-';'? ?"!_\ ?\-'/? ?\ ?\ 
\ \ .... , , -- ; ' - ; \ \ - , - ,/ , - ! 

((2,J),2)((2,2-),-2) 
((2,21),2)((2,2-),-2) 
((2,3),2)(-~2,2),2) 

' a lJc 

2.}-),2)((2,2-),2) 
,. ;' ? ·?1 - ', ? ) ;' / ? ? \ ? \ \\-,w-. ;·t- \l_::-., 1 .....,-jJ-) 

((2,3-),2)((2,2),-2) 

(-(2,J),2)(,2,2-),2) 
(-~2,21),2)((2,2-),2) 
((2,3-),2)(-(2,2),2) 

(-(2,21) ,2)( ~2.2; ,-2) 

l( 2, 2) , .3 )( ( 2 1 2) '2-: 

( ( 2, 2) , 21) ( (. 2, 2) , 2-) 

( ( 2, 2), .3 ){ \ 2, 2-) , 2) 

\ (_ '2, 2) , 21) ( ( 2, 2-) , 2) 
((? ?\ ~-,11 ~ ?) ,, 
",--,-·/JJ /\.,:....,:.-,,:.-, 

( ( 2 J 2), 21-) ( ( 2 1 2) '2) 

((2,2-),3)({2,2~,2) 
( { ? ? - .. ? 1 \ .. · ' / ? j 2 \ \\ ...... ,-- }t··--.:\\--,,_,,,; 

( ( 2, 2) , 3} '~ ( 2, 2-) , -2) 

( ( 2, 2) , 21) ~ ( 2, 2-) , -2) 

( (2,2) ,J)-l2, 2) ,2) 
'(? ?'1 21' .. '~ ?' ?' \,-,-;, )\-;.t:..,-J,-) 



(-(2,2),3)((2,2-),2) 
(-(2,2),21)(~2,2-),2) 
( '2 2' ~,, ? ?' ~, 

~ ' -J,J,\-\-,-J,:::.; 

(2,2)1,2,2,(2,2-) 
(2,2)1,2,2,-~2,2~ 

> • 
(2,2)1,2,(2,2-),2 
(2,2)1,2,-(2,2),2 

~ 
(2,2)1,(2,2),(2,2-) 
l,...,, ? ',. '? ,..., \ _, 2 ,.... ' \G, ... ).i.1~-,<::),-\_ ,:::.J 

(2,2)1,(2,2-),(2,2-) 
-(2 2,1 '2 ?\ '? ?' 

' /-1\ ,-.:,\-,-) 

(2,2)1,(2,2-),-(2,2) 

>.II< 
( ( 2, 2) 1, 2) ( ( 2, 2) , -2) 

( (2,2)1,2)( ,2,2-) ,2) 

((2,2)1,2)-(2,2),2) 

> I.I< 
( (2,2) ,2)1( (2,2-) ,2) 

((2,2),2)1(-(2,2),2) 
( ( 2, 2-) , 2) 1 ( ( 2, 2-) , 2) 

' a 

(.2.,t-)..Z, 2,' -1.{2., 2-) 

,~, 2,)-t 2. -1.. (2., t-) 
) I 

-Ct,2.)Z 2 -1. (e,~) 
J ' . 
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RATIONN.II.LIS.t1TION D'UN ENLACEr:'.1'1-JT 

-1- Introduction, 

J'ai déjà préconisé que l'on pouvait t:rouver des instructions 

standards réduites en utilisant la compression des branches ra­

tionnelles d'un arborescent. (p/q de la Branche). 

Les opérations de plombage se traduisant directement en 

opérations sur les f'ra.ations continues. (C.f) 

Si a et b sont des tangles de f'ractiGns p/q et r/s 

alors : 

---> 

2°) a x b = ao + 

Remargue 

p/q + r/s = ps + qr/qs 

b ➔ {p/q)-l + r/s = qs + pr/ps 

Les p/q qui interviennent sont algébriques pour 3tre 

compatibles avec les règles de chirurgie. 

J-Eguivalence cycle-arbre 

Nous savons qu'un cycle de 4 poids traduit une arborescence. 



Eg.) 
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Cette équivalence fondamentale va donc nous permettre d.e servir 

notre cause, en associant cycle et arbre de façon canoni~ue, 

mais cette fois en acceptant des coefficients p/qo 

3 _ Fraction d'un arbre 

Le procédé de réduction par chirurgie des branches reut être con­

tinué, jusqu'à ce que l'instruction soit réduite au maximwn. 

Ainsi, nous pouvons associer à 1 'arbre >-< une fraction, 

rationnelle, bien évidemment cette fraction est moins sélective 

que l'arbre standard (m8me réduit), car elle est définie modulo 

la position des branches par rapport à un centre de rompression, 

locale. 

Remarque 

De.ns le cas d'un arbre généralisé, chaque sommet d'étoile 

peut donner lieu à un calcul de fraction. 

Problème 

Qp.elles sont les relations entre les fractions ainsi obtenues ? 
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Maintenant dans le cadre des tabulations 
1
nous pouvons ne conser­

ver qu'une seule fraction Bi nous calculons celle-c:i. par rapport 

au centre de la notation, de Gonway. 

4- Remarque 

Par contre, il semble que le cas des arbres a.rant une "présen­

tation linéaire" soit intéressant en projetant les branches sur 

la plus longue branche (support de la notation). 

Maintenant moyenn~.nt ces considérations nous pouvons associer 

un certain nombre de fractions à une projection de type polyédrique, 

il suffit de ramener tout cycle 2P-11--à un cycle de quatre poids 

puis d'utiliser l'équivalence fondamentale. 

Dans le cas des2 p~ nous pouvons réduire le nombre de poids nodulo 

deux pour conserver une c8te standard. Dans ce cas le nombre de 

fractions sera en rapport direct avec les propriétés de symétries 

du polyédre. Ainsi, nous pouvons tenter de différencier les 2P"' 

à l'aide d'une collection de fractions. 
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deux ~t deux, donc i 1 :~1.1ffi t de 3 

i'-fractions pour cnrn-ct,~riscr un 6 _ type. 

Les sommets sont nasociés par quatre 

donc- ici drux fr.'1.ctions. 

Remarque 

Le nombre de fr~,.cl;ions sera ccroissant (assez rapidement) 

Y-
10 e: 2 X 5 12~ = 2 X 3 etc ••• 

Problème 

Dans lo cas, Ott cotte collection Ger:.rl t un invnri:int m'-ri0ux 

quelle est sn fl('-lectivit6 ? 

Reerirder en ce nenf:l la cluplicntion d.e n:nKo AM3 74. 

(Rolfson) 

5- Déterrninnnj; __ m:,bore scent 
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Le nombre de fractions est-il fonction du nombre de chemins de 

longueur égale? 

(-Philosophie 

Nous avons vu q_ue ces fractions sont directement liées aux 

instructions de chirureie standard, donc en conséquence cet 

"invariant" ne sera guère plus sélectif q_ue notre classe de 

modèle Is. Par contre, il semble directement lié au problème de 

définir une classe d'instructions standards réduites. 

Rema.rgue 

Il est évident, que cette tentative de rationnalisation d'un 

enlacement s'inscrit en continuité de la œractêrisation des 

rationnels par les p/q et qu'en conséquenoo il existera proba­

blemC:,nt des équivalences du mSme eenre sur les fractions obteni1es. 

Problème ' 

Etudier les relations entre fractions et projections différentes 

d'un même enlacer:1Emt. 

Problème •' 

Déterminer un ensemble de fractions cr>,lcul,:,,bles à ]ïartir d.e la 

notation pour tenter de différencier les 2p,r entre eux. 



( 3. GE!ERALISATIOU ET ?WBLE!ES 

--1.-IllTRODUCTION 

Le procédé défini d?.r..s le chapit!"e l~permet dans le cas 

général de décomposer un élément non ?remier en facteurs 

"primaires" et de lui associer une notation •. 
' Cette décomposi tien-peut a.voir plusieurs :;:,résenta.tions 

différentes, la ?osition globale des facte~s n'étant définie 

qu'à isotopie près. 

La conception générale ?r-:J!)osée a pour conséquence 

immédia-te qu'aucun Noeud jusqu'à 11 c::-oi.sements n'a è.e coïnpar;.:oll'. 

non-trivial. 

ious n'a.vans pra~i~uement trouvé jusqu'à ce stade dans 

les tabulations actaelles que des .Arbo!"escents et d.es ,ol-yédriq_ues_,, 

(~-hyperboliques)~/~~~ ûJ>,/'c,re'-1 • 

..l...-CONSTRUCTION 

,/:> 
Revenons à la str--~ctu...-e génér1le,~ott5pcu~ 0 la considérer 

construite sur des "co□posants" de la forme 
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EXE~IPLZ 

~~-==--------?::) 

a 

Dans Conway on a t = 0 ce qui 

laisse apparaître que tous les 

Noeuds et En~acements en dessous 

de 11 croisements ne re~résentent 

que les facteurs simples d'une 

structu..re beaucoup plus générale. 

Le Noeud ci-dessus a 75 croisements, et ?Ourtant par 

t t .._ t ' b d . " ' 1 .,_ .,_ ' . di . è. // sas rue ure esw ~es a or aoLe en ,an~ qu in V1.. u. 

Ceci nous amène à. consiC:.·:!"3r la structure citée dans la 

préface et à tenter de donner ..in algorithme qui permette d'y arri­
J 

ver à partir de n'importe q~el diagr~11II1e, elle apparaît comme 

obtenue par réunion d'éléments du tne ci-avant. 

E,g) ( cas général ) 



j- .ALGORITHME DE RECH3RCE3 

:to) Compagnon 

2°) Arborescence 

\\ ,,,...,.. 
( a.nal7se struc~.u-ée ) 

3°) Tangle Hyperbolique 

PRECAUTION 

Les parties hyperboli~ues n'ont de sens que si l'on 

applique le procédé et qu'elles sont irréductibles poU?' l'arbo­

rescence• les tangles a:borescent:s figurant da..'ls leurs "ballons" 

bénéficient évidemment d~ programme de réduction et des équivalences 

arborescentes. 

En conséquence, il ne faut pas a..~iver trop rapidement 

à une structu:-e de type atomique (Pol7èd:-e), ceci pouvant avoir 

comme effet de faire perdre un certai~ nombre d'informations utiles. 

CONSTRUCTION 

Sur le plan de la construction, on peut prendre comme 

,squelette de base tlll g-bretzel sur lequel on opère un certain nombre 

de "chirurgies" su:- è.es courbes caracté:-istiques intérieu..-es pour 

"braids" et cocpagnons ; ertérieu...-es pour tangles arborescents et 

hyperboliques.('t'otR ~ol..f'SF.1,-) 

Les tangles b.y'perboliques représentent -me notion plus 

fine que celle de polyèdre (qui en apparaît com.~e un cas parti­

culier). 
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·REMARQUE 

Premier e:cemple de 

tangle hyperbolique 

à 4 ballons irréduc­

tibles (qui n'est 

pas un poljèdr~) ~ue 

l'on rencon~re clans 

l'analyse structu:ée. 

La classification de tels éléments pourra.it avoir pour 

conséquences, des classifications nouvelles, telles peut-être 

celles des va.ri étés de M.AZUR .. 



Schéma caractéristique 

4- Introduction 

Dans un contexte général , il sera vraisemblablement 

impossible de pouvoir écrire une classification élément par élément, 

pourtant le bénéfice d'un modèle serait important pour la connais­

sance des diagrammes possibles d'un élément, et pour l'étude de ses 

propriétés. 

Nous pouvons remarquer immédiatement que la recherche 

d'un modèle (squelette) correspond à la recherche d'une décompo­

sition de l'élément en parties toriques ( bandes ayant au besoin 

un bord multiple ) • 

En conséquenoe,le premier pas consiste a rechercher 

pour un élc§ment donné, une décomposition sur un g-bretzel à partir 

de son schéma caraotéristique. 

Exemple 

Dans oet exemple, nous savons modè­

li ser les éléments rapportés sur la 

structure sous-jacente en g-bretzel. 

Seul nous intéresse le fait qu'aucun brin 

ne puisse ftre libéré par une isotopie 

locale ; oelles-oi ne peuvent se pro­

duire que dans les ta.ngles hyperboliques. 

En conséquence , il est nécessaire qu'une classification 

des tangles hyperboliques soit faite , modulo les équivalences qui 

ne modifient pas les points d'intersection ( of exemple ) ; o•est à 

dire que le tangle peut changer de forme , mais ses attaches doivent 

rester fixes • 

' ' 

a 
Il - - -
, 

, , 

' 

, 

Il' 

' 
C. 

I 

/ , 
C. 

~ 8 C. 

ft \ c' 



Remarque 

Ceoi entraine , un regain d'interêt pour la théorie des 

"braids " , car dans la présentation générale , notre tangle hyper­

bolique se présente comme un bra.id ;c'est à. dire un certain nombre de 

chemins enlacés ou non reliant deux n-tuplets de points [i'-] ,[Y*]. 
Dans le cas qui nous intéresse les phénomènes prosori ts 

sont de deux sortes: 
Il 6 c:.. 

X 
1t' tY c' 

fi Bc.'D 

~ 
,r-<.\ 
Il' &' c' P' 

Si nous admettons une présentation oirou,laire, alors oes 

deux phénomènes génants relèvent de la mime catégorie de transformatiom 

Il reste à eff'eotuer une olassifioation des tangles hyperboli-
... 

ques , o•est à dire 1ll.. munir l 1ensemble des tangles hyperboliques à 

2n brins H2n d'une relation d'équivalence a 

" Deux tangles eyperboliques à. 2n brins sont équivalents 

asi une suite d'isotopies permet de passer de l'un à 

l'autre " • 

Dans un premier temps , il faut construire tous les schémas 

de base , en les classant par rapport au nombre de brins et à leur 

nombre de bulles J ( j'ai assimilé ~ et ;,-..r/.) • * "'-' 
~ s,A,.,,111t1. 1-1,,,,. s1u~; 11· r.z 

-J(,C. /Af)A/1êS/NOS (1/oTFS) 



.t-TANGLES HYPERBOLIQUES 
4b 

X 
1 5 

71 

6b 

2 



- 2-52-

3 

62 

10b 

4 



12b 

14b 

6 7 



Notation 

Une fois effectué cette recherche des éléments de base 

servant à la construction de la olassifioation des tangles hyperbo­

liques, il faut leur associer une notation de type polyèdrique. 

E:mmple 

e 

H~ a..b.c.d.e 

d f. 
H i i. (l .b . C. • d • C • f. ~ . ~· 

Remarque 

Les termetures de H:I et ~I engendrent (' et a• 
en effet, un polyêdre est soit la fermeture d •un tangle qperbolique., 

soit la fermeture de " la somme " de plusieurs d'entre eux • 

Condition d'in,duotibilité 
I) A.uoan tangle ne doit lt:re nul ou oo ( A ) 

2) à partir de de'U.% brins ,on ne doit pas obtenir 

" une arche " ( B ) 

11::r.emple 

A) 

B ) 

o.) \ 1 / 
~ 

\ 

~ 
~ ----, -

t) ~ )Il ) //\~ ;119S6-D ~ ~Il 



Problème 

Trouver une condition algébrique d'irréductibilité 

(nombre de brins). 

Remarque 

Le tangle h;rperbolique fermé 

par son disque (sphère) d'at­

tache contient un disque~• 

~-- Réduction,. du nombre de bulles • 

(sana changer le nombre de brins) •. 

Exemple Général Jl1 B C. 

~ B C 

ÂJ✓)I \ 1 3J '> ;q.,/J.\ 1 
Il, 6' C. I Il' I>' c' 

types locaux : 

a.) \ } 
~ 

l,) /4~ ➔ 1< --}={-4-~ 

\ "' 1 1 

La réduction entrainée est du type "regroupement d'arborescence" 

(voir théo~me technique, notes précédentes) .. 

Problème 

Définir un critère algébrique de réductibilité d~u.n 

tangle hyperbolique (en nombres de bulles), ou définir un critère de 

minimalité du nombre de bulles. 

[Ilot({. t-.oRTorl/. '~L.o~EJ> IH\IHO> 1111-ucH lfltE A/()T ,,..,,.,.E ~Vt:1Ts'"J 



Et finalement, il restera un œrtain nombre d'équivalences 

inévitables pour chaque tangle h;rperbolique. 

Exemple Général 

(ni le nombre de oroisemente, ni le nombre de bulles sont changée). 

Probl~me 

Existence d'un modèle permettant d'algorithmer ces 

équivalences •. 

Remarque 

Cette oonoeption permet de cerner les isotopies locales sur 

le plan géomitrique ( chirurgie locale}, reste à trouver à partir de 

oelle-oi des invariants algébriques et algorithmables. 
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H1 

Ainsi dans 1 'i!:unédiatt donnons ,;lflt6t un moyen fncilP d~ t~•<)ll'l<':r' 

les moclèles des polyèdres asse3 proche des t;:iJmlati0ns ,,ct;neJ.l.P.::::. 

nous allons con ,idérer un grn,:,he de valence 4, mn,:rlir,,1 ::mr 

]_p plan de 1n :nr,S,r,entatlon ;-;ous forme d'un cycle u:n:\n1w 

{ type 6 ~, 8-'J/. ••• , </ • ••. ) 

C ----------
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Pronriété 

d.ent a:fo1et une présentation chirurci caJ,-· d:n :·ype ci-de ssou:,. 

. ~-
( le type m~me e ::;t 9 ) 

3_ Polyèdres é\Y:2-llt 2 cycles 

-* L'e:x:enple général est 10 que l'on peut consid{rer cor:e1e nne 

oomposi tion de deux 6-lL • 

- ...._ 

-- .... ,.. .... - - ' 

,, ,. 

' ....... ,, ...._ 
'- ,. -- -,. - -
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' 
( 

\ 
' 

2 p-annaaux 2 q-anneaux 

<,-Modèle de recolle ent cle 2 cycles 

S" _ Polyèc1.re s ayant K-cycle s 

D,,1rn le contexte céné:r::ü un polyèdre a:_')r <>rei tra com''le "ne ,~om!)O­

si t:i.on d.e modèles loc;:,u:,:: du type ci-de:3:rn.::: (c'er,,t h r1ire 1u1 

reooJ10,1ent cle d1r-ines standards). 
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Ex.g.) 

Remarque 

Eg. ) 

Reste un problème, pour un enlaœrnent d.onné déte:::-miner parmi toutes 

les présentations :;>ossibles, celles qui seront les meilleureg, bien 

q_ue dans la. réalité aucune forme ne doit être négligée sous peine 

de perdre des éc~uivalenoes de présentation. 

Polyèdre-Oompacn,on 
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Ge polyèdre e rcit ,iu type 11 13 

~ -
-1. 1.. 

C"\...,> 

/ 
( J 

Hien s1lr druts ce cas, il est préférable de voir cette enLtce1r1ent 

sous la forme Cf. 
IJ 

faisant intervenir le compae;non. 
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Ll!iS INVARIANTS ST ·,}TDARD:3 

,A-Introduction 

J'ai utilisé pour classifier les enlacements des tabnlobons des 

invariants chirurgicaux qu'il convient de ·voir œinme étsnt h)s 

projections des chaînes possibles d'instruction:3 équiv::tlentes 

(liées par les ~' Tb.
2

, Tb.
3 

sur les 2P-a,.) 

.t-Réseau des instructions 

Eg.) 

L'ensemble des instructions de chirurgie peut se voir romme un 

réseau (quitte à utiliser un certain nombre de fois l'identité) 

et nos invariants sont donc les termes les plus bas de ces réseaux. 

i . 
,01.,. ,d '/.. 

loi,.. }L 
> / f,-

I 

I ')( 

,, 
• ,~ ,ir 

1 / , 
1 

i~ ,i 

Les flèches entre deux termes ôt:1nt des composition:s de transfor:1ntions 

H6mentaires '-3tandarcls (T
2

) • 
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Rema.roue 

Dans le cas arborescent, il y a lieu de considérer le r(~se2,u 

a,djoint des arbres, 1 'él ,~ment arbore scen.t se r)r,Ssenterri par lE' 

fait que 1 'une au noins des projections s,Jra nne instruction 

quatre !)Oids. 

Problème 

Peut-on extraire de ce réseau, les instructions <;ui sont des 

p-fold cyclic coverings ? 

Et, un enlacement est-tl d-6terminé p?.r la classe des instructions 

associées à ses p-fold-ooverings? 

Cette classe est-elle limitée ? 
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MONSTlv:s CHIRURGICAUX 

!-Introduction 

Dans toutes mes notes, j'ai défini un certain nombre de v,~ritables 

monstres, car les réseaux d'instructions standards de chirurgie 

sont de vrais monstres pour le profane; le cheminement dans 

leurs "intérieurs" pour retrouver une éventuelle duplication peut 

gtre .ardu. 

J'ai parlé de la fédéralisation de la grande sa,ge;a à.es enlacements 

et de la division q_ue j 1yi ai faite en Etats responsables, mais mal­

heureusement pas autonomes. 

J'ai étudié tour à tour ; le monde arborescent en utilisant les 

arbres standards, le monde polyfdrique à l'aide des cycles stan­

dards •. L'ensemble des équivalences dans œs deux mondes est 

basé sur la transformation élémentaire standard de chirureie T2• 

Les instructions peuvent se voir sous la forme de réseaux. 

6~T'fre. 

t,d. 

t~,-e.-------

cf. r-eR~t!> . "Mt. ~l,. 



- 265 -

Remarque 

D~s les § 1 et § 2, j'ai attaché 1.me gr:md.e im:::,ortance h 

l"'. priorité arborescentè, œ rui m'a permir: a.e donner ds:;; 

modèles standards efficaces au niveau d.es cv,ssifications 

actuelles. 

Maintenant, dans le §CfB) , j'ai résumé l 'iclée générale de la. 

multiplication naturelle des instructions de chirurgie st1:1ndard, 

ce qui permet d'étudier les isotopies des compagnons et de 

classifier ainsi un certain nombre d'enlacements de type général • 

.t.-Définition 

Un enlacement est de type général si ce dernier ne possède pas 

de compagnon trivial ou si sa forme est du type de l'enlacement 

en intro.~.uction à ces notes. c~ f ,ti,) 

Donc, reste à étudier le nonde général à l'aide de nouveaux 

monstres que j'ai appelés (chirurgie-co-axiale) ou (chirureïe 

multiple) et dans les cas lez plus simples donner un algorithme 

de recherche aussi efficace que :possible des modèles sta . .nd[',rd.s. 

lVfM f l.X~) 
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3.;rnterseotion Général-Polyédrique 

Eg.) 

La multiplicité des instructions de chirurgie, permet de 

voir d.:ms le monde général, une catégorie assez particulière 

d'instructions standards en généralisant la notion de somme-

connexe. 

o.. 00 I> .0 c:. • M - M • 
~; -C..O"-.. tlt C. 

~ l!llfO b 00 c.. • 1 1 • • T,; ... to,. .. ~,ct . ... e.lc .. 
Ot.< focaR. ~f-

T. 
Oes opérations sont très naturelles, et elles permettent de voir 

un bon nombre d'éléments géné~aux sftrement irréductibles 

(dans le cas général) 

Problème 

Etudier la. canonicité de œs instructions. 

~ -Il . 
La duplication PERKO 79• 8 -20:-20 -v 6 2.-2.-20.20 

(voir o1 , ADD c
3

) donne l'idée d'une grande famille de compositions, 

remarquable dans men exemple généra,l en introduction , notées lo­

ca.lernent par ~ • Cette opération permet d • aboutir à un modèle 

standard sous forme d'une composition de ch~nes. (voir Po269). 
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Note: 

Il est évident que ces nouvelles instructions bénéficient 

de toutes les équivalences connues ù.es arbres et des cycler, , 

dans chacun des maillons qui la constituent. 

Au niveau élémentaire de composition, nous pouvons déjà nous 

int~resser à une catégorie que l'on rencontre dans les tabulations 

actuelles • 

C'est à dire , connexion de deux éléments par un tangle IC 

Remarque 

Nous pouvons donc définir une ~-, connexion d'ordre K 

par le type local 1 

' 

\-~'k'~s 

l 
\ 

\ 

Il est évident que dans un contexte général ~ et )1 ne seront 

pas interchangeables, et qu'il sera nécessaire de définir une 

orientation de l~~e des maillons qui sont localement composés. 



Problème : 

Peut-on pour K fixé , oonsiilérer cette '>. f con.'1exion comme 

une forme opératoire? 

Remarq_ue : 

Dans le cas géhéral , cette connexion peut ~tre étendue à la eon­

ne:x:ion de deux turk's head, ( enlacement de chaînes standards). 

Ceci revient d'ailleurs immédiatement à admettre que les monstres 

chirurgicaux (arbres et cycles ) ne sont que des éléments simples 

d'un monstre plus général "'l:)t plus complexe fait de compositions 

de cycles standards • ( P• 267 ) 

Ceci va d • ailleurs dans le sens de la conjecture de CASSON , 

comme quoi tout est composition d'un ensemble inévitable 

de structures • 

Problème: 

Cet ensemble peut-il être fini ? 

Problème: 

Montrer qu'une somme\-connexe n'est pas composition de deux telles 

opérations ? 

PrQblème: 

Somme ~-connexe é s:> Présence d •une bande plombée ( 0 ou oo) 



J 
\J 

1 .. 
-

' 

' 
\ 

1 

' ' 
0 

Q 

1 

• 

' 
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Revenons , aux tabulations ac:tluelles , alors ne subsiste que 

du 1-2 ou 2-2 connexion ( ordre 2 ) 

Eg. ) 

~o 
l-2, 

( Le cas 1-2 pouvant 3tre considéré comme un cas de dégénérescence) 

Remarque : 

Dans cette composition, il devient évident que la distinction 

entre - K et + K est importante • 

Non existence d'éléments tels que L Il K = E-L)N,. K 

( hint: conférence de L. SIEBENMANN 17 / 4 / 80) 

Problème : 

Etudier les opérations suivantes en fonctions des structures 

rencontrées : 

b) 

~ -'< 
L 
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Problème : 

Etudier la oaractéristicité de la. composition ~- f' d'ordre K 

au sens de JOHANSONN ? 

Eg.) Un bc>n exemple de 2-2 oo:rme:x:ion d'ordre 2 dans la première 

partie est la duplication de OONWAY: 
,JI- -If.. 

8 -20 : - 20 6 2~ -2 te- 20 • 20 

Remarque : 

Il est d • ailleurs remarquable que bien des erreurilf dans 

les tabulations actuelles proviennent d~léments oomposés. 

Regardons donc a cet effet,quels polyèdres sont suoceptibles 

de cacher ces éléments oomposés. 

IT 

Mais localement nous avons: 
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Eg. ) suite 

l f 

\ \ ' ' 
Mais ce dernier motif est aussi de la forme ( 

soit M • 
Donc en regardant le reste du graphe dans un seul gros bel lon , 

nous pouvons observer un cycle de type 6->'- ou 8 :;te. , et 

l'ensemble peut aussi gtre vu sous la forme d'un faisceau de n-cyclœ 

rattachés sur une bande centrale : 

Ainsi, nous trouvons immédiatement des polyèdres du type 

6-1- 10 "4#91 11,\( pouvant donner lieu à o.es 
) ) C 

compositions cachées• 



4- Introduction : 
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MODELISATION LOCALE 

( Polyèdres ) 

Rechercher à titre d'exemple une modêlisation standard m3me 

la plus élémentaire possible de l'enlacement de l'introduction; 

reste un exercise très ardu à partir du graphe caractéristique 

de l 1eilacement • 

Remarque : 

Il est néanmoins remarquable que nous sachions modèliser presque 

tous les phénomènes locaux, seul résiste actuellement à nmtre 

investigation les tangles généralisés (hyperboliques) dans 

le cas où ils sont irréductibles et standards • 

Nous allons dans les pages qui suivent tenter d'aborder une 

résolution de ce dernier ennui. 

1er 
cas 

-Tangle de type 4 b 

___ ,_, ___ 
, L : 

--------~ .,·---
Dans ce cas, nous pouvons modèliser localement assez rapidement 

cet éDlément, en effet, il suffit de remarquer que ce tangle 

est en ,fait un graphe de type polyèdrique ( contenant éventuel­

lement une liaison double ) dès que le graphe restant e~t 

assimilé à une grosse bulle de polyèdre. 
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.,2 ... Conséauence 

Tout tanp:1e 4b peut-être Jc::,2,leccnt modflis,C de eei;+,2 façon, 

Ici un type 6 i' aymt un tangle a1•bor,2scent (of. c
3 

P29, 4) 

Nous aurions :._')u 2.n::rn1 remarc1uer que si nous a.joutions un t·mzle 

• nul, nous .;1urions une modrHisa.tion de ty1)e 8 

D::>nc deux rè c;le ri : 
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Rèr:le l 

On complète jus(J_u 1 1\ nbtention d'un polyÈi<h:>(' c:onnu (o1rn_r,1e). 

2è Cau Tanglfl de type 6b 

Eg.) 

Prenon:3 18. partie gauche du e-rarlhe de l'F.e;.) cle (c
3 

p 15). 

Dans ltn tel œ..s, nous pouvons remrœquer d.' après le ché;IÜtre 

pr6côdent (flonstres chirurg.i.caux) que 1 'éltment A pr,ut-être 

:i.mrnôd:i a-te ,:ion+. vu comne un Turk' s He ,1,d :'l 3 brins ( type 3n), {fonc 

col"ime un maillon cl.'.:ns une ch3.tne nt-=i,nrlard de Q7 Cl(~s. 

L 'anne"'U X pouvruit être r:iodélisé nour~ la f'or•ne * noue 

nurons loogler-1ent : 
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Question 

Mous pouvons peut-être troaver, une autre :,odé1-i st:.tion a.~,11,, 

cert::üns Cë,s. 

(cf. Eg.), p31/32 de c3) 

Ceci donne les deux grandes fa.-nilles de modèles :possibles pour 

un élément J.ocal du type précédent• 

~ - Cas e;6néral 

Eg •. ) 

Au dessus de 8b, les considérations précédentes ne sont plus 

applicables pour un élément irréductible et standard, car un 

Tur4k's Head de type 4n (n assez grand) ne peut être modélisé 

sous la forme d'un seul cycle. 

Remaroue 

D,ms l 'frmné(Jiat, tous les problèmes du cr,r:i général sont ra enés 

au problème de base, "savoir modéliser un Turik t s Head '1.uelcon0.ue 

de type o(n ( 0\'.~4) 



~ 
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Nous pourrions ajouter un certain nombre cle compl,':ments 

(comme dans c
1

) pour fa.ire a:;iparaître une structure d'.:>bjet 

à band.es ( c6te de mailles pour instruction). Mais le problème 

le plus intéressant est en fait de trouver les instructions 

standards les rlus simples. 

~- Modélisation d'un polyèdre : 

Nous allons essayer de voir ce ~ui se passe sur l'exemple donné 

en exercice 

Conseil 

La prei:1ière opération consistera à mettre le polyèdre sous ln, 

fo1~me "Turk' s Head". 

Note -
Avant de poursuivre regardons le cas général d'une composition 
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d'une composition de cycle.ri (c
3

). 

Nous rencontrons d.eux types de modélisations 

a) des chaines de cycles (of. p.26,) 

b) des cycles concentriques (cf. 9 ~ ) 

Dans chaoue cas, il nous suffit en fait de donner un 

algorithme qui permette d'arriver m1 modèle. 

Problème 

Etant donné un polyèdre quelconque, trouver un système de 

courbes T caractéristiques (ou une) qui permette de visualiser 

une bonne "décomposition" standard en c-Jcles (6
3

). 

Eg.) S- Composition de cycle_,§ 

Les bulles sont celles du polyèdre, éventuellement complété 

avec des tangles (o ou 00 ) • 

Reeardons les correspondances dans l'exemple ci-après entre 

polyèdre-i nstruotion-oourbe s. 

De façon évidente le diagramme où sera dessiné le système de 

courbes T aura une présentation naturelle "d'objet à bandes". 



I 
I 

' 

-

, 
f 

/ . -·----~, 
_/ : 

' \ 

\ 

' 
\ 



I 

,,.~-----
~-...,,, · 

- _ ... -·-·-· 

' 
\ 

- . 

- .... ' .. -

\) 
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Eg-..) Suite 

L'instruction qui en résulte est du type• 

Nous pouvons donc émettre la proposition suivante: 

,-Proposi tliion-* 

Trouver une modélisation d'un polyèdre revient à rechercher un 

système de "courbes caractôristiques" T standard, éventuellement 

complété par un système de complément Cet un certain nombre 

d'éléments dégénérés D. 

où T "\.. ~. ,e,J-c. -

'v 

Remaroue 

Il y a autant de modôlisotions standards rue de tels systèmes. 

*ceci généralise la construction donnée dans ln. deuxième partie. 
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Maintenant, un polyèdre donné n' n pas néce ssairernent une 

bonne présent,:o,tion en ce sens. C'est le cas de 1 'exem:ile 

à 16 bulles de lçi, page 15. 

7- Algori thlne 

~ 

1°) Rechercher d1 3·a' b T · d.if. 7 · l '' ~ un on , puis mo 1er _e po yeare par 

addition de tangles (o ou oo) suivant nécessité. 

-/ t 

I" t 

I 

( 
I , 

I 

p 
\ 

\ 
\ 

' \ 

' 

t!. 

' ' 
,, 

, 
' 

, 

' ..... ,, 
'- , 

'- -~--- ?1.. 

Il faut modifier notre polyèdre 

t 
\ 

, 

' 
' 

\ 

I • 

/ I 
I 

(+ tru1gle trivial en x) 

et modification de T 



-... 
Ce qui donne - " : / 

/ '--

/ 

f ,I 
\ 

\ 

! \ 
I 

t \ 
I 

\ 

( 

' 
. 

\ 
I 

0 
\ ' I 

' \ j ~ ' / 

' 
\ f© / / 

'\. ' / 

' 
/ 

' ~----' / 

' 
20) T

1 
est mcl.intenant stnndard. Il :faut rechercher un deuxième T 

(etc) ( si possible). 

Remaroue 

Ici l'introduction en A,B,C de compléments :facilite l 'nppnrition 

d'une instruction, mais en rn et p il y a encore un r:-nn(Jue r'.vident, 

nous avons localement: 

q_ue 1 'on sonhai te alor~-:; forrier n::i.r 

un cycle cou::: lD. forme suiv::,nte : 



Soit la présentation en bandes ,mi vante : 

-
OÙ :X- symbolise ba,nde verticale -
et ,---

~ ~ 
b:1nde hori?;ontale 

~ 

.::.::: \.__.. 
~ "--"""" 

Remarque 

Nous :wons mis Rinsi à jour un procédé de :nodélis::i.tion des polyèdre,; 

un polyèdre donné peut d'ailleurs admettre r•lusieurs P1odélisations 

( cf. 9./- ) 



Par contre : il a:,:;a.rn.it dMs bien des c, s QUe la modélisP,tion 

ne peut pas être obtenue sans un a.pport extérieur ( cor;,plérnent) 

(c'est le cas des 2p.,_ füms les tabulntions) 

Remaroue 

Eg.) 

Si ce phénomène n'est pas gênant dans les tabulations parce que 

ce complément n'intervient pas dans les modifications standards 

(cf. c
1

, c
2

) de nos instructions de chirure;ie; par contre dans 

le contexte général, il devient important de noter le phénomène. 

En effet, si nous regardons l'exemple suivant: 

Pour B nous n'avons pas de problème, mais pour .\, il y a, une 

insuffisance, car un 'lurk' sHead du type 211 ( 2p) n~cessi te 1 'apport 

d'un complément (~1, §2). 
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Dans le cas présent, le complément ne peut pas être introduit 

sans modifier réellenent l 'enlacer:1ent donné. Par omtre, nous 

pouvons associer à. notre enlaceE1ent (L) un enla.ceuent (L') ''.uj_ 

lui sera modélisable. 

Il 

c..1 

Remarque 

Le complément C introduit ne modifie pas les propriétés de ] © J 

et de -~ 

f- Définition 

1) Nous dirons que L' est associé à L 

z.)et que L' est rnodélisable 

Re ma.roue 

Deux enlacements associés n_uront mtme ensemble à.e trtlllsfornations 

élémentaires sta.'1.Œ·rds pour la structure obtenue, il s'agit donc 

d'une reletion d'é<1uivê.lence ,~ur les enlo,cernents par ra:'.');:ort v.ux 

isotopies loc:"1es st2nd2.!'ds. 



, .. Conjecture 

Pour tout enlaœment L donn0;, il existe un enlace=:1ent (nu ;-,1oins) 

associé (modélisable). 

Problème 

Pour comprendre toutes les isotopies que peut subir un enlacement 

clans une structure donnée, suffit-il d'étudier les cnl.:-1-cements 

modélisables. 

Problème 

Modéliser 1 'enlacernent de l 1introduction ? 

Remnrgue 

Dans le cas de notre exemple; nous avons: 

ou encore 

fi 

(avec 1.1n certain nombre de 

tén13"lC G O ou o0 ) 



RECHERCHE PRATicyJE DES MODELES STANDARDS 

1- Introduotion 

Actuellement, le travail teohnique en termes de tabulations 

peut 3tre considéré comme terminé, seul un travail sur machine pourrait 

8tre nécessaire vu l'énorme oroissance de la population des noeuds et des 

enlacements. 

Je tiens àw niveldi de la recherche des modèles standards 

par un alg"Orithme géométrique simple; à remercier SEAL (Cambridge) 

pour la mise au point d •une construction combinatoire d.u rev@tememli 

double branché ( ) • cette construction permet d'atteindre tris faoi­

-lement tous les modèles standards que j'ai utilisés pour classifier 

lesnoeuds et les enlacements ; ~t au delà , d 'obteniir un invariant 

intéressant pour les polyèdres. 

Au niveau des tabulations , je tiens à remercier aussi , 

W; THISTLETHWAITE ( ) qui a entrepris une classification informatique 

des noeuds à partir des travaux de TAIT et de lXHfŒR , pour la confir­

-rnation de la complétité de mes tabulations actaelles des noeuds à 11 

croisements • 

En conséquence , je vais donner dans les quelques pages qui 

suivent les derniers résultats qui permettent de comprendre plus 

aisément la manipulation de mes tabulations et aussi de s'en servir 

comme outil pratique dans la recherche des propriétés des noeuds et 

des enlacements , et m~me de nouvelles classifications vers les 

variétés. 

2- Construction d'un modèle standard 

er 1 pas 

Obtenir à partir du graphe d'un noeud ( enlacement ) une 

surface bi-colorée , en respecta.nt au plus la notion d'arborescence ( C:L) 



- 287 C -

Exemple général \ // 

Nous prendrons toujours comme convention de colorer 1 'extérieur 

ce qui permettra de retrouver ultérieurement aertains modèles plus 

complexes ( voir en fin de paragraphe ) 

Dans les parties hachurées, introduire une composante de 

l'enlacement de chirurgie nulle ( du modèle) 

Ces bandes seront par convention horizontales dans le modèle 

de plombage associé au noeud ou à l'enlacement. 

Exemple (suite) 

3ème pas 

Relier entre elles les composantes nulles , à travers les 

bulles du polyèdre ( ou du graphe bullé resta.nt ) et pondérer celles-ci 

en fonction des poids rencontrés en respectant les conventions de 

chirurgie. 

Exemple (suite) 



Remarque 

N'ous obtenon~, alors un modèle directement lié au rev3tement 

double branché, mais ce dernier comporte dans bien des cas un nombre 

important de bandes nulles. Celles-ci peuvent ~tre éliminées sous cer­

-taines conditions , en effet , il suffit de remarquer que dans cette 

construction~nous obtenons dans chaque face non-colorée du modèle 

une composante triviale comme pour 6,1'-ou 9*( voir,· mes notes ( c
1 

) ] 

4
ème pas 

Les poids qui se trouvent sur des vertex allant à. l'extérieur 

du graphe polyèdrique seront collapsés sur les bandes précédentes. 

Exemple (suite) 

V 

Remarque I 
Les bandes plombées au départ O sont horizontales et 

souwnt sero11t de valence ~ 3 , et localement nous avons vers l'ex-

-térieur une transformation du,~ype 
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5
ème pas 

Le modèle obtenu est du type suivant: 

x 

Remarque 

Par rapport aux modèles standards utilisés, l'instruction 

obtenuecomporte momentanément tI1>P de bandes nulles, mais lorsqu'une 

•" v .o branche du type -----•-•-- possède deux composantes triviales 
adjacentes, elle peut 3tre dissoute, nous dirons que nous avons 

un pont inutile. 

pas 

( Blowing up or down of a. bridge ) 

En effet , une composante triviale peur @tre reliée au noeud. 

(enlacement) par une bande plombée O, +l ;-1 ( voir o1 ), donc 

c'est une eonfigua,ation du type 

Exemple (suite) 

: 

( 

' ' 
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Soit: 

Exemple ( suite) 

X 

)( 

aonvention 

X représente une bande horizontale plombée 

3- Générali sa.tion 

Drms un contexte plus eénéral, nous pouvons remarquer 

que cette construction peut J~tre appliquée de façon réduite afin 

de respecter certaines familles inte~ssantes dans les tabulations 

mais dans ce cas nous sortons du contexte de la chirurgie stand~rd. 
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a ) C'..ompa.gnon 

Exemple général 

L_ 

Cet enlacement ( noeud ) n'est pas directement modèlis11,le, mais 

nouspouvons lui en associer un L' qui le sera. 

NB. Le compagnon est alors un fant6me pour une construction r0 streinte 

du modèle, nous symboliserons cela par: 

L'extérieur sera choisi de façon à respecter l'âme du tore, et nous 

avons ainsi le moè.èle restreint suivant : 

( cet élément possède aussi de façon évidente un modèle po1yèdrig_ue 

comme précéc3.em!11ent ) 
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b) Composition 
C'est le m~me i-rocc::;stw, :i.l :3uff:i.t clc conznrver le. t.rr-.ce è..1:::.) 

Tores "ca.ract.éristir:uor-s" cl-.ns lf: choix d.e l'o:~térü~nr 1Je 12, conotruction. 

(on rendra l'enlacement modélisable si besoin Hst) et le :nodèle 

est du type. : 

lV - Conséquences 

Tous les moclèles stand.2,rd.s sont obtenus très fo.cileraent 

et ceci directer-,ent A partir d.u graphe du Noeud ou de l 'enlacernent, 

ceci permet au lecteur une ,·eilleure ut,ilisation des t2hul,<>tions. 

l,faintenant, pour obtenir tous J.es moè.èles str>nda.rds 

possibles à, partir d'un graphe tlo,nf, il su:ffit d 1 adjoinclre 2, ce 

revêtement double cor::binatoire une corwt:euction cr:monil}Ue. 

(voir ADD. Polyèdres) que sera un inv~>,riF.mt de rn~ésent,i.tion. 

V - ProbJ.èmes 

En termes d'équiV"l.lf'•n.ces de lfoeucls ou cl'Enl2.cemcnts reste 

r~ résoudre un problème technique. 
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Problème 

Si deux modèles sont équivalents, il existe entre 0ux, 

un chemin de chirurgie non nécessairement évident. (Cf'. P1ilRICO, A.:::s 74 

( a1 ) et 3 Th. d • appli oaticns sur les cycle·s). 

Produire une optimalisation en termes de chirureie c1u 

nivee.u des accroissements possibles pour les modèles (à considérer). 

(voir : 2 théo~mes techniques pour l'arbores œnce, et compléPients sur 

la gestion des cycles). 



- 21'1-

' 4°e. PARTIE 



LE STATUT DE LA S.N.C.E. 
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ET SES REGLEMENTS INTERNES 
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1- :tntroduetion au statut ,,, 
Bien é'Wldement, étant donné qu'il s'agit de déposér le 

statut d'une compagnie d'inté~t publie, oe dernier se doit donc 

d'avoir une certaine unicité et toute compagnie concurrente sera 

très serieusement poursui vie • 

D'une part , nous fixerons le statut d'existence de notre 

société , "la Soo14ité de.s llbeuds Comme des Enlacements " (s.N.O.E. ) 

car il est bien éûdent que nous ne ferons pas de discrimination 

entre les "monorails" (Noeuds) et les "plurirails " ( Enlacements ) J 

toute société se devant d'avoir l'esprit large de façon à éviter 

les eonfli ts internes •· 

D'autre part, nous fixerons les réglementa internes qui 

permettront aux usagers d'utiliser notre compagnie sans enoourrir 

des risques de poursuites et d'exolusion • 

J.- Statut 

Le statut de notre compagnie comporte dix commandements .,portart 

aur la oonsti tution du réseau et des trains admis à y circuler • 

Cdt I t (Publio) 

L'analyse et la démographie des voyageurs ( tangle s }, 

sont fixées par les réglementa internes annéxés au statut • 

Cdt 2 1 ( A.dmi ssion ) 

Les voyageurs admis à utiliser le réseau , ne peuvent 

d.,tacher leur ceinture de sécurité , cette d.erniè~ étant pour des 

raisons de s,ouri ·U solidaire du réseau •. 



Cdt 3 s (titres de transport ) 
au '""' '~ s. 

Les billets de groupe seront délivrés , dès que ,J, trois 

passagers ~voyageront de concert sous 1 1 appelation~, mais 

dés lors J ce groupe sera indissociable • 

Odt 4 1 (Voyageurs) 

Les différentes catégories de voyageurs admises par 

notre société sont dono les suivantes 1 

( 

I 

/ 

( L'état de ces voyageurs étant fixé par les réglementa internes) 

Remarque 1 

Les quatre commandements préoédeilts portants constitution 

aux trains admis à circuler , nous devons maintenant porter consti­

tution au réseau. 

Cdt 51 (Oiroulation) 

Un train est autorisé à oirauler tant que ees rails 

ne divergent pas ( évidentJ) • 

j 
® 

___ ,/ 



Cdt 6 1 ( Prude noe ) 

La prudenoe des conducteurs de trains est sollioit.S. 

à l'égard de oertains esprits facétieux qü en montant le réseau 

ont créé de faux tunnels et pa~ conséquent des réseaux non-conformes. 

Vue aérienne du réaeau1 

· oaa Jl 

cas 2 

( va.riante) 

____ f,<:t=::::::::::::::.::.::..:::---
--



Cdt 7 1 { économie ) 

Pour des soucis d'économie d'énergie, la société se 

réserve le droit de mettre plusieurs trains è.e type ~ en circu­

lation sur la mime ligne • 

/( 

( un train peut en cacher un autre) 

HBa La vitesse étant relative , l'ordre des trains n'est pas 

garantie. 

adt 8 1 ( Convois ) 

Dewc trains$ne peuvent oirouler sur la m8me ligne 

la société se réserve le droit iie les réunir ( par soucis d'économie ) 

/ 

( I 

Cdt 9 1 (Navette) 

La société se réserve le droit de mettre 

.( supplémentaires ) au service des usagers • 

~ 
~ 

;Jr,____ 

des trains@ 



Cdt IO: (Sécurité) 

Un certain nombre de tunnels qant paru suspects , la 

société a pourvu. à leur renfort par un certain nombre d' anneaux 

de sécurité • 

( 

.)~ 

~~-==== 

lf.B. Il est a notér que pour des raisons de symplification d'exploi­

tation certains trains~ auront le droit d'utiliser un anneau • 

3-Conséquence : 

La société met à la disposition de ses usagers des 

réseaux du type annexé au statut , ses réseaux sont uniques sous 

réserve du respect des réglementa internes qui suivent• 



',• BEGLJ!JŒBTS INTERNES 

TRAINS .:WS: 1 

Art I 1 

Deux trains ~e peuvent olrculer sur une 

mime voie • 

Art 2 1 

Art 3 1 

'l'RAINS ~: 

Art I 1 

Art 2 1 

Art 3 1 

Art 4 1 

La constitution du contenu -passager des trains~ . )!Y, 
est suppost§e réduite conformément à l'article 

sur la population arborescente [~) • 

En oonséquenoe, aucun passager nul ou infini 

n •est admis d~s un train )'.!:(• 

Les trains~ sont obtenus par regroupement de 

trains ~ oiroulant dans un mime tunnel • 

Dans un tel regroupement , auoun train~n•a le 

droit de libérer de rails [3 J 

Deux trains ~ne peuvent oirouler séparement 

sur des rails identiques dans un mime dédale de 

tunnels • 

Les anneaux de renfort sont imprenables par les 

train* 

TRAINS 00 
Les trains@sont régis par analogie

1
aveo oe qui préoéde • 



Nombre de composantes 

d'un enlacement arborescent 

4- ,lntroduotion 
La tabulation que j • ai donnée du monde arbore soent 

dans mes premières notes a un caractère assez lourd , aussi dans 

le paragraphe qui suit , je présente un algorithme technique (auto­

matisable ) permettant de calculer le nombre de composantes d'un 

enlaoement arborescent) soit1 directement par un prooêd4 technique, 

~oit'par un prooédê algébrique taisant appel aux fractions continues 

que 1 •on peut associer aux branches de l •enlacement arborescent • 

De plus , nous verrons que celui-ci va dans le sens de certaines 

J\ypothèses intérfssantes au niveau des variétés • 

J.- Pro je otiona 1 

ICn effet , pour déterminer la nature d •un enlacement, il 

est seulement nécessaire de oonna!tre les traces des bandes plombées 

sur les précédentes. 

Exemple 1 

En conséquence , nous avons deux oas possibles , ou le 

tangle projeté eat "Pair" ou ilest"impair" • Noua ne perdon,s)pas 

en g'11éralité , en supposant qu'il vaut O) I (ou oo)seulement • 

. ( réduction modulo 2 avant projection ) 

Nous obtenons ainsi deux ca.s t 
b ~+-L b o. .ta.+!. ~/t> é Z. a) • • • -=-> • • 

b) l, ~ {~ I> Q+co b 
• • • • • _:i,i. _. 

(bow.8 Su\rt) 



'}-Procédé de réduotion : (rationnel ) 

Exemple . • 

Remarques 

I) Un poids impair se pro jette suivant un I sur la 

bande précédente • 

2) Unpoids pair se pro jette suivant un cl:> sur la bande 

précédente, par conséquent cela élimine le poids de 

celle-ci. (boucle simple) 

a.) 
g -~ ,d. -~ .t, .2 -~ e -1. 2, la) • • • • • • • • • • 
3 -s. .-.1. ,t+.o L -d. " .,f +oo 

• • • • • • • • 
' --:t ~ ~ -1. 2, 

• • • • • • J !, A, -t+..io 

• • • • 
't-aio q, 
• • c',fUA, neu.d e,, 'i~ ~ e-, &u,u,,,I-
l P/1:: A.~/..,,.) ''ï1 = '30/-1-,) 

La position cles poids sur les bandes n'intervieü ras, et 

nous retrouvons ici l.a détermination du nombre de oomposantes d'une 

b~anohe rationnelle e1n fonction le la parité de p du p/q associé ., 

Cas stellaire : 

Nous appliquons maintenant l& résultat précédent au cas 

stellaire, soit en effectuant le prooéd4 technique , soit en utilisant 

la parité des p des p/q associés aux branches rationnelles de l'étoile. 

Exemples t, 

GraPhe: 

.t, +..f+-J.. ~ 
• _..:i., • 

~',1-""' tA,&q~ 
11l L to,-,rr:11d4 (;-
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Dgle 1 

SUi vant la pari té de p de la branche et le nombre depoids, 

oelle-oi se projette sur le sommet de l'ét•ile de fagon suivante 1 

~ impair (noeud ) { a) nbre_ de poids pair ~ 0 

. b) nbre de poids impair ~ I 

p pair ( enlacement ) se projette suivant oo 

( provient directement du procédé ) 

Remarques 

~mple 1 

o) 

't- 'l'héor~me 1 

Ceci est a rapprocher du théorème de ,nes précédentes notes • 

g. 
y(Li/a) 

~t,~, .. ) 
-:,., ~ .. , 

>= 

+oc:> la •-1-.0 ~ ~ i:o"1 ro S~LLJ .~ 
T) Si la projection oontient au moins un co, le nombre de 

oomposantes est égal au nombre d 1 oo obtenu • 

2 ) Si la projection ne oontient pas d 1oo, le nombre de 

est un ou deux suivant la parité du poids du sommet 

+projection • ( b + S. 6?.t) 



S- Cas général 1 

Dans le cas général, . nous pouvons appliquer le procédé , 

mais en ajoutant un totalisateur , dont la fonction sera de tota­

liser le nombre de oomposantes au fur et à. mesure • 

Exemples 

oO 
ff-t..) 

QO - 00 

~ C)O -•~-....,•- oO ~ • • 

oo CO f\-,) 
d:>j:C" 
• 

A chaque projection d'étoile sur son sommet, le compteur 

est augmenté du nombre d'c0 moins un • 

Exemples 

' 
'Remarque : 

En utilisant les p/ q des branches ( sans sommet ) , le 

procédé est complètement automatisable à partir de la notation. 

Ç - Conséquences : 

i)Nous pouvons immédiatement remarquer que dans notre 

procédé la position du poids sur la bande n'intervient pas • 

ii) Travaillant par projection sur les sommets d'étoiles, 

il est t6ut aussi remarquable que l'ordre des branches n'intervient 

pas dans notre algorithme, le procédé peut donc ttre considéré au 

niveau des variétés elles-mimes. 

'l'h'°rème s 
La permutation de branches de tout ordre ( ramif'ioa.tion) 

ou le déplacement d'un poids sur sa bande, ne modifie pas le 

nombre deocamposantes ( l 1enlacement est en général différent ) • 



Remarque: 

Notre procédé respecte les régles d'orientation et de 

réorientation , ainsi d'ailleurs que dans le cas non-alternant 

les équivalences du type suivant : 

-<-!~ ~ ~4 

(toute forme possible de l'arbre mène au résultat) 

1--Oas 12n>erbolique: 

Il est bien évident, d'une part, que tout oe qui précède 

s'applique directement aux tangles arborescents des bulles d'un 

poly-èdre, et d'autre part que le procédé lui-même, s'applique au 

poly-èdre en replaçant les tangles simples (ou projections) par 

o, 1, ou l'infini. 

On pourra a.lors remarquer très certainement que certains 

changements sont possibles ea.>.ls altérer le nombre de composantes de 

l'enlacement. 
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ADDITION 2 

NOMBRE DE COMPOSANTES D'UN POLYEDFJr.~Ul~ 

Princiue 

Nous allons pour calculer le nombre de composantes d'un polyé­

drique, d:ms un premier te□ps appli~er 1 'algorithme du cas 

arborescent a.ux branches clu moè.èle de l 'enléi,cernent polyédriq_ue, et 

ceci jusqu'à obtention dans le modèle de cycle (s) ayant 4 poids 

alors il sera aisé de finir en.utilisant l'é~uivalence fondamen­

tale. 

Eg •. ) 40: 2: 20 

I'\, --:1. 

2.. 
-1... 



ADDI'l'ION
3 

P O L Y E D R E S 

4 _ INTRODUCTION 

Les pol7èdres jouent un r8le important dans la classi­

ficatiain des Enlacements. Un Noeud (Enlacement) Hyperbolique de 

type pol:,édrique n'aura pas en général de compagnon, et ne sera 

pa.s de t:,pe plombage, il est donc nécessaire d'avoir U."l procédé 

de construction d.e ces Pol:,èdres. 

~- CONSTRUCTION PA.~ T • .UiGL:3:S :I'!PER30LIG,UES 

Nous construirons les polyèdres à par~ir de st:-uctures 

ouvertes (dâjà vues) et nous les fermerons sans engendrer de nou­

velles intersections. 

Exemple Général (<; ' - r 1, :< ) 

DEFINITION 

Deux telles structures seront compatibles, si elles ont 

le m3me nombre de brins de lières. 

Exemple Général 



REMARQUE 

Il 7 a en général plusieurs façons de composer dewc 

structures données. 

Enmple I 

a) 

.... 

b) 

-

' ..... 

1 

C'est à dire qu'il existe plusieurs fermetures. 

-·---. •, 
1 

' - - , 

. -

--
--... - - . 

- - - - - - -,,,. -' 1 \ . - - . - . 
' \ 

- -... ,, 

e 
- - . 

\ J , 
.. - - -- -., ., 

- -

Ioi, c'est le même polyèdre, du fait de la symétrie d'une des· 

structures. 

E:xemple II 

a) 

' ' 

/ 

' , 
I 

- - - . . . 

2H -1..2.T 
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Bemargue 

Pour les éléments de base servant à la construction de polyèdres 

à 12 ballons voir la table des tangles eyperboliques p .&S~ 

J-Pré-invariant 

La décomposition en simplexes géométriques du polyèdre est un 

pré-i:nvari ant. 

Abrévation 

H. hexagone - P •. pentagone - o •.. carré - Te triangle (of•- Exemple) 

§- Classification 

Au delà de ce pré-invariant, seul pour l'instant, l'ensemble des 

modèles types standards associables à un polyèdre donné classifie 
~ 

les polyèdres. 

Nous remarquerons alors que pour deux modèles de m3me type la 

décomposition du modèle est un pré-invaliant cyclique défini à 

retournement près du cycle sur lui-même •. 



d 

-1-

s 

--c. 

En effet ces deux polyèdres sont identiques, car pour polyèdre 

t\. OU = 1 •A., .(Ao) un ballon peut représenter _ - _ ~ 

Donc la décomposition des poids sur les bandes horizontales 

et verticales est la m~me. Dans le cas de notre exemple,nous avons 

7 poids horizontaux, 5 verticaux. 

,() H 3i /4e V5 

p) H 4e/3e V5 

i = intérieur 
e = extérieur 

Pour~) la position des poids horizontaux ijst 

Pour p) la position des poids horizontaux est 

Donc, si l'on retourne ( B) sur lui même,et au sens près, on 

retrouve (A) par conséquent les 2 projections o() et p) corres­

pondent au m3me polyèdre. 
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Dans les pages qui suivent je donne les modèles standards 

associés aux polyèdres à 12 ballons, nous remarquerons d'ailleurs 

qu'une base de polTèdre peut ltre recherchée directement à partir 

de modèles possibles pour un nombre de croisements donné. 

Remarque 

Pour passer de 120 à 130, il suffit de rajouter un poids dans 

les modèles à 120 quand c'est possible, car il faut 2 poids 

pour modifier un cycle standard. 
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Exemple Général 

0 

)( 0 

Rem;,rque 

Dans cha.q_ue face, cet objet possède une composrmte triviale 

(comme dans les pré-modèles de mes notes de recherche (Cl) ) 

Suivant le chemin suivi pour dissoudre les ponts de l'objet 

canonique, nous pouvons obtenir tous les modèles standards possibles 

associés au polyèdre corresr,ondant au noeud (1 'enlé!cement). 

Exemple GénÉral 

Si nous regardons 9 * , nous obtenons trois types de 

modèles correspondants directement aux trois catégories de faces que 

possède le polyèdre 9 ~ à partir de 1 'objet canonique. 

Soit : 

J( 

x 
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l - Introduction 
( .J{.) 

La construction combinatoire d.e . SEAL permet d'obtenir 

un objet canoniq_ue (de prt)senta.tion) pour un polyèa.re donné, et ceci en 

utilisant l'adjonction de ponts, pour arriver à un objet respectant 

toutes les symétries possibles du polyèdre. (cet objet sera un objet 

spatial). 

Exemple Général 

)( 

0 

0 

11 .. Règle 

Tous les somtnets sont des bandes nulles, on ajoute donc 

suffisamment de ponts pour faire disparaître toutes les bandes 

horizontales ~ , dans l'objet résultant seuls les arrêtes sont 

pond.érée s. 
~ 

Ainsi, si l'on regarde l'objet obtenu pour le 6 type 

on remarquera immédiatement c~ue si l'on dissout un sommet donné, on 

retrouve les quatres modèles standards possibles de mes tabulations (0
2

). 

111 - Modèles standards 

Cet objet est un invariant géornttric:ue pour les polyèdres, si 

l • on ne tient pas compte d.u contenu des bulles du polyèdre. 

('f-) Tous mes remerciements à SE.AL pour nos longs dialogues fructueux 

durant le sér.1inaire d'été de Cambridge. 
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Conséquence 

Ainsi, le lecteur dispose d'un outil pratiç_ue Pt technique 

pour. construire une classification d.es polyèdres ,)(. , puis des Noeuds 

et des Enlacements. 

Cet objet canonic,.ue peut être· aussi très intéressant pour 

l 'ôtude de certaines propriétés des Noeuds (ou des Enlacements) modulo 

la règle : 

X I 

Demander à SE:1L (Cambridge) ses notes sur la liste des polyèdres a 

12 et 13 bulles) ; les revêtements double combinatoires. 



1 - Généralité 
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UTILISA'l1ION Dt.:S OBJ'li:TS CArrüNI'JJES 

ASSOCIATlLES !\.UX POLYEDRES 

Parmi les f:g_uivrtlences de Noeuds (:Enlacements) le cas le 

plus gênant que l'on puisse rencontrer est celui du 6 ";y:pe, car un 

6 * possède 4 graphes possibles màis surtout morphologiq_uement sembla­

bles et nous n'avons pas nécessairement une table sous les yeux. 

Il faut donc savoir les retrouver trè~ vite. 

Pour cela, il suffit de savoir que la notation de type 

CONWAY correspond directement à un graphe cyclique. 

Exemple Général 
J 

1er pas: 6 a.b.o.d.e.f 

If) a., 

-.t 
0 

-_f 
0 _,.. 

..,, .,. 
-Ye. .:::.:. 

"" 0 

C. e.. 
{!) 0 

" 

\ 
-d 

/J c4.~·I~ 
0 

0 

'V 0 

C 0 

0 
0 
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2 - Proc<§dé : 2e pas 

Au 1er graphe associé directement 2\. la notation de 

Conw8ù7', nous avons fait correspondre un objet canoniQue obtenu par 

l'addition de ponts et ceci en annulant chirurgicalement certaines 

bandes. 

(1 'opération est l'équivalence 

de b en bo et réciproquement). 

Remarque l 

correspond au passage 

L'objet obtenu ne dépend pas de la présentation du graphe 

initial choisi pour l'enlacement considÂré et ceci à du~lité chirurgica­

le près (voir Exemple Général). 

3e pas 

Une fois obtenu cet objet spatial (ici tétraédrique) 

nous pouvons retrouver facilement les trois autres graphes et ceci 

tout simplement en effacant un des trois autres sommets nuls de 

l'objet. 

Exemple Général 

e) 0 

0 '\. 0 

0 

c) 

"\.. 
\.. 

0 
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D) 
0 

C 

0 

Rennrque 2 

Nous pouvons m€me remarquer que cet objet tétraédrique rend 

compte de l'alternance ou de la non-alternance du noeud ou de l 'enla­

cement considéré au départ. 

~ - Equi v2- .. lence 

Exemple Général 

() 

0 

\ -
0 

l 
4 0 

'l.. 
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Remarque 3 

Nous pouvons remarquer que l'un des :Poids n'intervient p=1-s 

et localement Test en fait 

0 

T 
~ ~ 

0 -i 
/t•>· 
~ ,2.. 'L 3 -1 i 

. . . . , 

localement c'est notre transformation double blowing. Le plus dur sera de 

la reconnaître localement directement sur, le tétraèdre (solièdre en 

général). 

Dans le cas présent: nous avons rotation des poids sur 

les deux faces et aux extrémités une fraction du type 

1/a ~ l/a-1 

Remarque 4 

Ceci permet de voir entre autre que le nombre de graphes 

équivalents à un graphe donné est fini.(Je parle ici de graphes réduits 

en nombre de croisements). 

Exemple Général 

Plus généralement: 

Si l'on veut avancer dans la comparaison des graphes 

cycliques, il faut traduire tous les cas possibles de double blowing en 

termes de chirurgie solièdrique. 
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Exemple Général (suite) 

a 

b -! 
t,..,.) ..,, 

C 
~ 

-d \ -{?. 

t é) 

4 .. -:l --x t ,tf 

~--f ~ 

~ ô 
e .... t 0 

C. ~ 
0 C '0 

4-, 

Remarque 5 
Je laisse dono au lecteur en exercice à traduire les 3 

théo~mes d'application sur les cycles (voir notes) et les 5 types de 

réductibilité-irréductibilité en termes "solièdriques", ainsi que 

perkolation et absorption. 

(voir en ADD, compléments sur la gestion des cycles). 

Tout en faisant remarq_uer que comparer 2 tétraèdres 

revient à comparer 16 possibilités d'équivalences de graphes cyclic:,_ues. 

Note 

Pour tout détrdl sur les technic::_ues et algorithmes, voir 

les notes de recherche. 



ADDITION
4 

ARBORESCENCE ET CONJECTURE DE POINCARE 

Â _ INTRODUCTION 

Bien des méthodes d'investigations au sujet de la 

recherche d'un contre-exemple à cette conjecture reviennent en fait 

à partir d'un Noeud (ou d'un Enlacement) de type premier non­

Trivial par des transformations à obtenir s1 (propriété P). 

Il est bien évident que toutes ces transformations peu­

vent s'interpréter en termes de structures telles que je les ai dé­

finies précédemment. 

Le problème en fait peut-être ramené au suivant. 

J..-PROBLEME 

Trouver sur un élément premier non-trivial une transfor­

mation qui permette d'obtenir s1 , en termes d'instructions de 

chirurgie. 

Ensuite, il faut regarder le revêtement de l'élément 

de départ pour un noeud et pour un enlacement regarder s'il a la 

propriété P (ROLFSEN). 

Dans le chapitre 1, sur l'arborescence, j'ai donné les 

classes d'équivalences des descriptions chirurgicales, associées 

à un arborescent. On peut constater directement que dans une forme 

standard le poids des branches est un invariant, ainsi que l'ordre 

de celles-ci (sauf pour une chaine). 

'3 _PROPRIETE 

Si l'on échange deux branches, deux ra~eaux dans une for­

me standard associée à un élément premier, on obtient un autre 

élément premier non-trivial (ou le même). 
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CONSEQUENCE 

Ainsi si l'on veut rechercher un contre-exemple à la 

conjecture de Poincare, il faut rechercher d'autres transformation, 

Par exemple l'oubli d'un tangle (en fait, son remplacement par 0 

ou 1 1 00). (Voir MONTESINOS- Princeton studies 84). 

Ainsi, regardons ce problème en termes de structures 

dans l'algorithme que j'ai donné dans le premier chapitre. 

'i--DISPARITION DE BR.ANCHES 

Dans un arborescent, la disparition d'une branche peut 

s'expliquer en termes de l'algorithme que j'ai donné pour l'arbo­

rescence, ce qui se traduit par : 

Transformation 1 

Présence d'une boucle simple sur une branche donc 
a. 0 ( a. ! 1 :t-i ) 

localement • • provient de • • • • 

Transformation 2 

Somme connexe - Présence de 

Transformation 3 

-
(Rappel) Un zéro dans une branche donne 

~ : ~ -s.+8 

5 - CONSEQUENCE 

ou 
00 

• 

Un diagramme QUi représente s
1 

doit par l'algorithme que 

j'ai donne se ramener à • b (be t 1). 

Ce phénomène ne peut se produire que si toutes les 

branches disparaissent, ce qui se passe dans les cas suivants: 
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DISPARITION 1 

/ ~a. ;-i ;i '; :ta. ~1±~ 'f ~(l. 0 

• • • - • • "'V • .,.,, 

DISPARITION 2 

,.,__, 

PROPRIETE 

Les formes arborescentes de s1 sont donc des arbres 

a;yant pour branches les deux types précédents ou des sommes 

connexes (arbres contenant un tangle oo) 

Exemple Général 

REMARQUE 

1-

• 
.2.. 1- -1_ 

• • • 

1~ 

Rechercher un contre-exemple à partir de notre classi­

fication revient donc à regarder les éléments arborescents pouvant 

donner un tel diagramme par oubli d'un tangle (ou partie d'un). 

(_PROPRIETE 

Une branche 

se ramène à 

±t. 
• 

'X. 

• 



CONSEQUENCE 

Les arborescents standards qui donnent s1 par oubli d'un 

tangle (ou partie d'un) sont ceux qui ont des branches du type 

a) b) 

> ta.. =+--i :t b > rd. ~a. ±,1._ -:;b 
• • • • • • • 

en remplaçant b par ~ 1 (voir exemple général). 

Les sommes connexes donnant s1 spus forme arborescente 

sont du type suivant: 

PROBLEME 

Pas de contre-exemple arborescent ? (WALDHAUSEN-MONTESINOS) 

~ - ïJ- HYPERBOLIQUE 

Dans le monde hyperbolique polyédrique, ce qui vient d'be 

vu, reste valable pour les tangles arborescents des "bulles" des 

polyédriques. Donc pour arriver à partir d'un polyédrique à S 
1

, il 

faut faire r • 0 ou r • OO·dans une bulle, mais alors on remar­

quera immédiatement que pour des raisons de structures, le nouvel 

élément est soit un type polyédrique "inférieur", soit un arbores­

cent ( ~ 5 bulles) auquel cas, on retrouve le phénomène précédent. 



PROBLEME 

L'impossibilité d'un contre-exemple arborescent entraîne­

t-elle l'impossibilité d'un contre cAemple hyperbolique? 

EXCERCICE 

Montrer que les exemples traités jusqu'à oe jour se 

justifient en termes de structures, en accord avec ce qui précède. 

Exemple Général 

Les exemples de CONWAY et de KINOSHIT.A-TERASAKA 

(M6NTESIN0S, "SU.rgery on links", A.S. Princeton 84, P• 251-252) 

sont en fait des noeuds arborescents. 

Maintenant, si l'on en vient au type général, arriver 

à s1 revient à "annuler" des composantes arborescentes, ou 1:y-per­

boliques, et si les deux sous-mondes ne peuvent donner de contre­

exemple, il est très probable que : 

f-: CONJECTURE 

Impossibilité à trouver un contre-exemple à partir d'un 

élément non-trivial de structure fine. 

00:tv!MENTAIRE 

En effet, prouver cette conjecture ou trouver un 

contre-exemple, revient à regarder en termes de structures les 

compositions que l'on obtient à partir de tangles arborescents 

représentant s1 et dont la fermeture sera un Pe!ye dt.if~"-• 

(tel que: A(t) c 1) 

Les formes arborescentes de s1 sont toutes obtenues à 

partir de mon algorithme et des remarques faites dans ces notes. 

Ainsi, la recherche peut se voir sous la forme d'une 

construction. 



·1- OONSTRUCTION 

Exemple Gén~ral 

, 

A 
-1 

\\ - ----
/ -~(;;U .,, 

B 

,,.. r 

en B, nous pouvons avoir 

un tangle arborescent de 

type 

JO --·-[ 
- ---

avec 

(a.,-~-')) J ( b ;-(l.,-,J)/ .. 

(s 1 sous forme de somme 

connexe)• 

Dans le cas général, il suffit de prendre deux repré­

sentations arborescentes de s1 et de le.a "coller" de faç?n à ce 

que l'élément obtenu soit premier-non-trivial et hyperbolique. 

Maintenant, pour rechercher parmi ces possibilités un 

contre-exemple, il faut envisager le calcul de 7T ( Ï(' ) ce qui 

revient à se poser la conjecture de MONTESINOS. 

,A,,, .-OONJ~CTURE 

Si N: est premier non-trivial (Noeud) alors ?( (N ) -=/=-1 

(dans notre cas, cela revient au problème suivant, en utilisant les 

diagrammes structurés. 



PROBLEffi.E 

'V 

Calculer le 1r (N) à partir de la construction préconi-

sée de nos "exemples" en considérant les tangles Be trouvant dans 

les deux sphères A et B déterminées par le plan P. En fait 

PROBLEME 

Que peut-on dire du 7f (N) lorsque les deux sphères A 

et B contiennent des éléments trivie.u~. (Deux arborescences s
1

) 

EXCERCICE 

Montrer que tous les exemples connus, dans le but de 

trouver un contre-exemple se comprennent en termes de cette 

construction. 

AA-EXEMPLES DE CONSTRUCTION A* B 

Exemple l 

cf ... - . . -. 
'------~------__./ 

A 
Exemple 2 ( 5~) 

C 

C 
a et b quelconques, d et e (impairs) 

avec.: B , présen­
tation arbores­
cente de s1• 

NOEUDS 

B "impa;rs" arborescent s1 



Exemple 3 

a, b quelconques, d et e pairs 

Exemple 4 lOtE':1: 

!i}xemple 5 ---

Exemple 6 

.... -___ , ' 

/ '\..~"'- \ 
/ 

. •✓ s~,;'...__ --

-;~ --------

ENLACEMENTS 

Possibilité 

d'ajouter un 

tangle en x 

(11;) 

REMARQUE A« A est aussi un exemple possible. 
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ADDITION : ,/J(t) = l 

l - Recherche des Noeuds tels que t,.(t) = 1 

La thèse de BLEIL.:EROr), contient un développement important 

pour trouver des noeuds ayant m~me h(_t) mais au delà, elle permet de 

construire des noeuds dont le pol1118me d.'Alexander est 1. 

Remarque 

La construction géométrique utilisée avec 

est insuffisante. 

Contre Exemple 

réduit est le (21,2)(21,2) qui n'a pas e') (t) = 1 
Mais l'adjonction d'une condition supplémentaire permet 

d'obtenir b (t) = 1, à partir des formules de Conway (voir, BLEILER, 

article à parattre). 

11 - Construction 

1) condition géométrique: 

si l'on sectionne en x et y alors 

œ::=) et (t!O sont 

triviaux. 

ô (A) = 1 b (B) = l 
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2) Le graphe orienté doit ~tre tel qu'en x, les flèches doivent ~tre en 

sens contraire. 

3) Si on fixe B tel que b(B) = 1, alors pour A nous devons avoir en 

plus le fait que c=:@J doit être null-corbordant à un Ô-link 

(voir thèse de BL~"ILER). 

Exemple : si c~ devient 
c:::> 
c:::> en enlevant un seul tangle. 

Exemple : Exercice 

Choisir i I o( 1 f 
en prenant B = tout 

pour avoir un noeud, une orientation convenable, 

et A= ra tangle convenable. 

-,(- BLEILER'TRESE "Tangles, String primality, and concordance" 

University of O~ZEGON - Juin 1981. 
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CLASSIFICATION ARBORESCENTE 

NOTIONS SUR UN ARBRE TRI-DIMENSIONUEL 

-1- Introduction 

La motivation des notes qui suivent, provient d'une part 

du fait que beaucoup de gens n'ont guère apprécié les règles d'orien­

tation et de réorientation de l'arbre standard bi-dimensionnel Jet 

d'autre part, j'ai déjà signalé dans mes notes, le problème des pro­

jections qui dans œrtains œ.s engendrent de fausses intersections 

(~) . 
.t.-EDmple 'lénéral 

-1-1-- - -

c'est le cas du 6.._ voir mes notes (3). 

En conséquence, dans oe qui suit je donne les éléments de 

base nécessaires à la construction d'un arbre directement associé au 

plombage (arbre Tri-dimensionnel). Cet arbre respecte donc la str11cture 

d'un élément donné 1et permet la seule notation existante d'un plombage, 

indépend~,unent de la position des poids sur les bandes, ce qui n'est 

guère faisable en utilisant la construction plane de Oonwq (4). 
Ce "nouvel arbre" sera peut 8tre" plus c01111node pour la génération al-

, 
gorithmique des tabulations et la gestion de celles-ci J de m3me un 

tel arbre peut permettre la reconnaissance automatique d'un élément, 

le nombre de présentations étant finies (5) (surtout moins nombreuses 

que dans le oas d'un arbre-plan) • {voir§ problèmes). 



Remarque 

Les Poids seront vus 

de l'extérieur pour éviter 

toute subjectivité. 

De mime que j)our notre arbre-pléqi, notre 3-arbre va dépen~ 

dre de la façon dont sera dessiné le plombage, pour éviter ce phénomène 

nous prendrons un certain nombre de conventions qui constituent 

un code d'identification auquel tout lecteur doit se soumettre pour 

retrouver son arbre dans notre table. Disons que ce code constitue la 

grammaire de notre"langage-arbre". 

~- Conventions 

cv1 (linéarisation) 

Je choisis comme "généalogie principale" le chemin, le plus 

long parcourable sur l'arbre (si possible) 

Exemple Gén2ral 

mauvais 



(Centre) 

Je choisis comme centre le sommet extr3me ayant la plU:'3 

grande valence sur la linéarisation (si possible) 

Exemple Gén;.ral 

cv
3 

(Si cv1 et cv
2 

impossibles) (stellairisation) 

Si 1 'arbre contient deux linéarisations "égales", je 

choisis comme centre un (le) sommet commun. 

Exemple Oénéral 

Remarque 

Ces 3 conventions vont donc donner une position dans 

l'espace à notre structure plombée et constituer la base de notre 

3-arbre ; il faut donc maintenant à. partir du centre savoir décrire notre 

arbre dans l • e spaoe. 

cv
4 

(déplacement) - Comme l 'arbre est un modèle tri-dimensionne 1, il faut 

pouvoir connaitre la. direction dans laquelle l'arbre se ramifie. Je 

choisis d'axer la linéarisation suivant l'axe x•x. 

A,B,c,n,E,F donnent les 

six possibilités de direction 

dans l'espace pour une nouvelle 

branche. 



cv
5 

(Notation} 

Dans Conwé\Y, les plombages n'ont pas été notés sous 

forme linéaire, il faut par conséquent, introduire des conventions 

de notation. 

1°) La linéarisation sera notée de façon rationnelle. (1),(2). 

a -1 c 

••• 
a. l,c (-1) 

a. 

• % • 
b C 

b,UlJ{C. ~) 

2°) Les poids au sommet devront 8tre vuscomrne des branches, seul 

procédé qui permet leur positionnement (3). -<-~ ---
--1 

e:.œmple (suite) 

J) 
p.,_ _______ _ 

8 ~&': 
(~, ~6 )v-3E _..~ "(-llE,~·-j\/F) 

wf•'~ 

Nous savons maintenant reproduire un arbre dans l '·espace 

mais reste encore un doute, celui de la position du poids sur la 

bande, aussi je choisis de noter la position du poids par rapport à 

la direction. 

CV6 (Position d'un poids) 

La position d'un poids est notée, par une des six lettres 

A,B,c,»,E,F par rapport à la direction où il se trouve sur la bande. 

(vis à vis du centre de la bande). 

Exemple Général 

ce, >J TU! ,.t.o & ' 

)(01 
+· 

"1-lcf'~ &. 



Remarque 

Ainsi, nous avons une notation totale de l'arbre dans 

l'espace, ce qui n'était pas possible avec la conotruction plane 

de Conway. (4). 

~ _ Présentations équivalentes 

Notre arbre représente le plombage; c'est donc, à isotopie 

près, une structure rigide ; le rn3me arbre aura don0; un certain' nombre 

de présentations différentes dans l'espace. 

Toute modification de la présentation est en faite· cons­

tituée par un certain nombre de rotations, mais l'arbre étant rigide, 

oes rotations vont simplement se traduire par un changement de repère 

dans l'espace R3• 

Ceci se traduit dono directement par une rotation élé­

mentaire dans uni plan de coordonnées, donc par une permutation circu­

laire (ou composition de) sur nos six lettres servant d'indice. Soit 

encore, de façon élémentaire sur les groupes { A,B,O,Dj , { A,F,D,Ef 

{B,F,D,EJ sur la notation. 

Exemple Général 

'& ~----
/ I 

. , 

!., , 

R 

Rotation B+E , ( C et A sont intou­

ohés) la transformation se traduit 

par : B 
ll­
E 

E 
t, 
D 

1 
B 

Le.sens de la branche est donc 

changée suivant cette permutation, 

et la direction d'un poids aussi • 

Par exemple un poids zBF devient zEB 

Nous pouvons donc connaitre facilement toutes les présen­

tations "spatiales" d'un arbre donné, celles-ci vu nos conventions 

sont en nombre fini (peu élevé d'ailleurs). 

Remarque 

Nous disposons, donc à ce stade d'un arbre parfaitement 

déterminé, il reste à regarder si notre notation est intéressante au 

niveau des équivalences (isotopies) sur les plQmbages, (modifications 

des instructions de chirurgie). (7) (3). 



S'- Modifications élémentaires t?J. [~1 
Le nombre de modifications élémentaires est faible J 

en fait il suffit de trois transformations pour construire toute 

modifioation que peut subir une instruction donnée dans l'espace • 

Mais auparavant ,il ne faut pas restreindre le problème· en prenant 

des poids "entiers sur les bandes , le poids peut titre réparti en 

plusieurs groupements ( le cas des sommets étant réglé ) • 

--.. 

~~ ~/'~ ~ 
( Nous pouirons introduire oette notation fractioanaire, car nous ne 

consi~irons que des poids entiers ) C.tJ 

°t ( compression ) 

"' 0 V- 7' - • • • '> ~· r )I.,, ... ~, 

( Dans cette modification notre notation ne 

d • indexation ) 

subit aucun changement 

MD
2 

( Regriupement d'un poids ) 
'IL+I 

Cette modification consiste à faire tourner autour de la bande x/Y' 
....::, 

une partie du plombage , nous avons donc une rotation de ,r dans un 

des plans de coordonnées autour de "l'axe des poids" de la bande. 

L'ensemble de l'indexation de la partie utilisée pour la transfor­

mation subit une rotation équi va.lente , car nous pouvons 

~éextérioriser toute cette partie. 

Remarque 

Immédiatement, nous pouvons 
.2, 1t 

mation du type ~ • ~ 
laissera invariant toute l 'inLxation de 

remarquer qu'une transf'or-
1t +t.. 

,-z., 
l'arbre • 



MD
3 

(Réduction) 

,-- En effet , nous devons ne pas négliger le f'ai t qu'un 

arbre (plombage ) puisse présenter un certain nombre de croisements 

en trop. 
,c., 

WC. 

Ti 
....,, 

Dans cette transformation , la bande "Y'" subit une rotation d •un 

quart de tour , par le fait qu'une nouve~le bande est intercalée ["31 
En oonséquenoe , 1 'ensemble de l 'inde:xation de la partie restante 

du plombage ( arbre ) subit une rotation de }2., dans le plan perpandi­

cilaire à la branche , ( donc une transformation sur un ensemble 

de quatre lettres ) • 

Remarque 

L •ensemble de oe qui précéde permet de comprendre en 

termes de notations, toute tran&tormation que peut subir JU1 plombage 

dans 1 1 espace • Et si, nous ajoutons le "procédé mange-ballon " qui 

permet de re oonnai tre un arborescent directement à. partir de son 

di881"amme J tout lecteur doit pouvoir retrouver un enlacement ( ou 

noeud ) arborescent , quelque soit le nombre aie croisements ( minimal 

ou non ) , dans une tabulation en utilisant ces notes • 

Ce qui précéde suffit à comprendre , modulo les règles R:r 
et R

2 
( p.32/33 de mes notes r!>J ) fla classification de 00.NWAY­

et celle que j'ai publiée dans mes notes , en répondant au besoin 

de notation, de classification, d'identification d'un élément. 

Mais , pour continuer au delà. du travail actuellement mis en place 

il. faut introduire une dernière convention de façon à rendre 

réversible les notations des arbres • 



ov
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(Plaoement) 

Le nombre de branches à un sommet peut devenir importa.nt 

il faut donc choisir une convention de représentation compatible 

aveo oe qui précéde • 

ET plus généralement 
"~-3 

C"ti.J 
• 11/z.. 

____Jj/ 11 fa,,. 

~ 11/z, 

-,. * • ..,_ n ,., ,.,-. 

~ 0,li) 
Les n/2 ou [n/2 J branches étant notées (placées) dans l'ordre de 

rotation positif du plan de coordonnées dans lequel elles se trouve~ • 

Oonolusiona 

Le lecteur trouve donc aotuellementdeux conceptions 

"arbre-plan "ou "arbre-espace" , toutes deux sont satisfaisantes 

AU!" le plan de la topologie ; mais elles ne sont abordablemanuelleme~ 

uniquement sur un petit nombre d • éléments , seule une éventuelle auto­

matisation peut permettre d'aller un peu plus loin , .ou mime de vérifia-

1~ tabulation que j • ai donnée dans mes notes. CS] 

6 _Problème sa 

En oonséquenoe, je présente quelques problèmes • 

PBxa Etablir un programme donnant toutes les notations 

d'un m8me arbre • C1.J [2..J C31 

PB2a Etablir un programme permettant de ramener un arbre 

donné à un arbre standard • ('i) [t.1 

PB3 J Construire les arbres standards ["i1. r,') 
PB

4
a Construire une tabulation automatique des arborescents 

) 01 
PB

5
1 Tenter une représentation infographique des arbres , 

ou des plombages ,oud'un graphe caractéristique .~) 

PB6a Créer unlangage "noeud-enlacement"en vue d •un 

dialogue topologue-maohine • C-'1 Ce, 1 C7J 
PB

7
1 Calcul automatique d'un certain nombre d'invariants 

C-i') r-r'l C"(J C61 CtJ 
NB: Tous oes problèmes peuvent Btre vus de façon analogue en problèmes 

sur les hyperlx>lique s ( 6-1-, 8,1,e , •••• ) 



Problème de V.AN BUSKIRK 

d.-Introduotion 

Ce problème fait partie du recueil publié en 1977 par 

KIRBY. 

"Problems in Low dimension ttanifold theory". 

Problème (1-5 p6) 

"K is amphicheiral iff K is invariant under reflection 

through the origin"• 

Rous rap:nelons : 

Définition l 

"L 1obverse d'un Noeud est l 1image de celui-ci à travers un 

miroir." 

Définition 2 

"Un Noeud est amphioheiral s'il est égal à son obverse." 

La conditio~ de VAN BUSKIRK est vrai pour tous les Noeuds 

figurant dans la tabulation de Conway. ( ~llc). Mais ce J)IPOblêmQ peut 

se voir très simplement en terme de struotures, soit en fait en terme 
da chirurgie. Cette condition apparaît, alors comme une conséquence 

"morphologique" sur l'arbre des arborescents et m3me, elle ~eut ltre dé­

celée sur le "squelette" des Pelyidri qc,es simples • . 
Exemple Général 

L'arbre de (9(K) est égal à. celui de K dans l'espace et oeoi à. une 

· rotation de ïr / 2 près ( *) 

Remarque 

Nous ne pouvons pas ne pas remarquer que l'opération (K) 

revient dans ce cas à la séquence suivante. 

A. 

_b 

-CL 4. 

:~~i~-----~\-~ 
Problème : est-ce toujours le cas si le Noeud est "fortement amphicheiral"o 

1 



./.-Arborescents arnphicheiral 

En utilisant la structure d'arbre du monde arborescent, 

il est trés facile de reoheroher les éléments amphicheiral, 

nous avonss 

(3, 2)(3, 2) (21,2)( 21, 2) 

(3, 2-)(3, 2-)"" f21, 2-)(21, 2-) "- 6*~.2.2 
et aussis 

car nous avons les deux propriétés suivantess 

Propriété 2 s 

• .a .. b .. c..d .. 

-{C.-+t) 

Remarque 

Pour ltre arnphioheiral l'arbre doit présenter un axe de 

symétrie vertical , mais · le changement de signe fait que certains 

arbres sont immédiatement rejetés • 

Exemple 

Les arbres sui va.nt s ne peuvent générer de noeuds qui 

soient ampllicheiral. 

• t 

! ?--------< 
~ P•'°' la rotation provient du fait que la distance est impaire entre 

les éléments homolog\les • 

-3 

.3 



Exercice a 

Montrer que pour des raisons de stru.oture , il n'existe 

pas de noeud stellaire amphioheiral. 

Propriété 

( Le nombre de branches doit 8tre pair , l'élément est 

toujours un enlacement, voir notes[~] ) 

Pour qu'un arbre puisse générer un n~eud amphicheiral 

il faut qu • il ait une forme du type suivant : 

!temarque 

, .. 
.,. - ..... - . 
• 

' . J. , . . • 

-, 
V 

En effet, par raison de symétrie de la structure, la né­

cessité d'effectuer une rotation de ïr/2 pour retrouver l'arbre ini­

tiale entraine immédiatement que l'arbre doit présenter une symétrie 

par rapport à l'axe x•x .. En conséquence, ceci entraine l 'existenœ 

d'un centre de symétrie llJ pour l'arbre~ dans l'espace. Les poids 

seront symétriques au signe près (à cause de &>-(K)), et ceci fixe 

définitivement la condition de Van-Buskirk pour les arborescents. 

Note -
Je n • ai pas trouvé de nouveau noeud amphicheiral par rap,­

port à oeux qui sont mentionnés dans les tabulations actuelles 

( Conwq ~ llo). 

Théor~rne 

De plus, nous retrouvons un théo~me de Siebenmann. (f) 

Un noeud rationnel est amphicheiral ssi 

an•••81, • ~ ••• an avec ai • an-i+l (n pair) 

Soit 22, 2112, 44, 3113, 2222, 4114, 311113J 2332, 212212, 21111112 



Conséquence 

Pour qu'un noeud arborescent soit amphioheiral son nombre 

de croisements doit €tre pair (vrai en général). 

3- Pc,\'(clcl.Nq'1e~ simples 

Dans le cas des polyédriques vrais (rf'-, 8±, 10~, ••• ) 

J'ai dans mes notes, associé à œs éléments un "squelette" généralisa­

tion de la notion d'arbre. 

Exemple Général 

6'6-2.2.2.2 (premier candidat qui ne soit pas un 6~). 

Nous avons : 
e 

➔ 

' ' ~ 

1 

1 ·- -, -

1 

t 

_J_ .2., 

1 

1 
-.t. 

1 



Remarque 

Nous trouvons "1 'égalité" de deux squelettes de K et 

0 (K)(b,c) et ceci avec changement de signe global de deux parties 

présentant une "symétrie au signe près" par rapport à un axe, ou 

l'égalité (a) et (b) des deux squelettes de lC et de 0 (K) après une 
...::,, 

rotation de ,r dans le plan de celui-ci. 

Les conditions sont analogues à celles des arborescents, 

ce qui donne 

s•, a• 2:.2, a .. 20.20, 10 .. 

Note -
Une conséquence immédiate est que le Polyèdre de base doit 

avoir un nombre pair de "ballons". 

et d'autre part: 

Remarque 

Pour ohaoun des élémants trouvés, il existe effectivement 

un diagramme présentant un centre de symétrie, où les éléments sont 

duaux au signe près.Cp ~?>2../lnJ 

Exemple Général 

~ 2.2.2.2 

Exercice 

D'après ce qui précède 

tf'- 2-2-2.2 et ,,-. -2.2.2.-2 

s• -2 1 .-2 et s• -20.-20 

sont amphicheiral, les retrouver dans les tables. 

Conséquenee 

Les 20 noeuds amphicheiral actuellement trouvés dans la 

tabulation de. Conw~ sont les seuls ( .S llc). Nous pouvons remarquer 

les travaux méritoires de Mary G.HASEMAN (R.Soc. Ed.in. VOL. LII)(1884). 



4-Problème 
Définir une notion d'amphioheiralité par analogie pour 

les enlacements (m~me conditions sur le squelette ou arbre). -il-

Exemple Général 

..i 

-2., 

à quelle propriété algébrique oorrespond-t-elle? 

Exercice 

Explorer en termes de structure la tabulation de Mary 

o. HASEM.AN en regardant les possi.bil1tés alternantes (et non-alternan­

tes) (120). 

Remarque 

Dans la tabulation de Conwq tous les noeùds amphioheiral 

sont involutifs (inversibles) , en est-il toujours de même? Où 

trouver les oond.i tions sur les stru.oture s pour qu'il en soit ainsi 

en liaison aveo la condition de VAN-BUSKIRJC. 

41 }!!: "t ,,d· e., J-_,_ f w.-~ um,,l-ct lu r' 17>,, <ff,,,,:/4,,_h,,;, e-k. 

A,'j-lU-~ ~r>?J';e. ~ ~ ;.,1/~~ /Vr.é!utY # l;';,tft.11.A&P,,J. 

0~ ~ ~~ 4/1/~~-~ ç~ ,~ ~..., /~ ~i,;:;ara~ 



ROY- so-.;. [OIN. 

/'\ARY '(j, HASEMAH: Al"\PHICHEIRAL KNOTS OP ÎWELVE CROSSINGS. 



s--Oonséquenoe 
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A 

Si l'on regarde les noeuds 59 et 60, on peut remarquer que leurs 

modèles sont : 

-2. 

La condition de v. BUSKIRK n'est pas vérifiée. Mais nos modèles 

possèdent encore eUJC un centre de symétrie à signe près. - . 

La condition de V. BUSICIRK est donc une condition arborescente 

d'amphicheiralité pour les Noeuds. 
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PROPRIETES DiS NOEUDS ET ENLACEMENTS 

Remarque 

Les modèles standards permettent de retrouver directement 

les propriétés : amphioheiral, inversible, réversible. (géométriquement 

ou algébriquement) 

en effet : 

Exercice 1 

Montrer que l'orientation d'un Noeud (Enlacement) se 

ramène à ~ ou V (phénomène modulo deux sur les poids du graphe). 

Exercice 2 

Traduire les trois opérations, prendre l'obverse, le 

reverse ou l'inverse sur les modèles standards. 

Exercice 3 

Montrer comment se comporte l'orientation dans un dépla­

cement ou un anti-déplaoement. 

Remarque 

Pendant un déplacement ou un anti-déplacement le signe des 

poids n'est pas changé. 

Exercice 4 

En déduire un processus simple (modèle+ orientation) pour 

visualiser directement les propriétés des Noeuds (et des Enlacements) 

sur les modèles standards. 
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ADDIT'ION 7 

TWIST DE TAIT 

Propriété 

Le nombre de Twists de Tait n'est pas un invariant de chirurgie. 

Règle 

Eg.) 

A chaque croisements une orientation est induite de la forme 

suivante par l'orientation du Noeud. 

4,21,21-

\ 4 + 6- f- 0 
-

Remarque 

Si l'on regarde la. duplication de PERKO AMS 74, nous pouvons voir 

que les nombres de twists des deux projections ne sont pas les 

mimes (8 et 10), alors que nous savons passer par chirurgie de 

l'une à 1 'autre. 



PROB'LEMES 

RESULTANTS 
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PROBLEME 
1 

80 

Nous disposons actuellement de deux en.sembles. 

[ 

Projections ~ 
A• modulo flyp 

(isotopie locale) 

Remarque 

[

Mes Modèles} 
B = Modulo 

chirurgie 

Dans A toute isotopie semble décomposable en transformations 

élémentaires 

Dans B tous les modèles sont soumis à la Transformation élémen­

taire de chirurgie. 

Problème 1 

Nature de la flèche A ..::!:.. Bi si A et B sont munis de la 

composition ( )1 ~ connexion) 

Problème 2 

A _l_. lf' 
X J ) f(x) 

Déterminer f f(x) j ? 

Problème 3 

I = {_ f(x) J /ohi-ru.rgie est un invariant sérieux 

(peut-on en donner une classe réduite d'inst-ru.ctions standards 

canoniques ? ) 
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PROBLEME DE MODELISATION DES POLYEDRES 

(Nombre de modèles) 

L'ennui dans la recherche des modèles possibles pour un polyèdre 

donné provient du fait qu •un polyèdre devrait 3tre vu comme une 

structure spatiale traoée sur une sphère et non pas comme un 

graphe plan. 

Le nombre de modèles dépend des symétries du polyèdre. 

0 
o/ 

--- ... -r.-:--""\ 

~ 
l 

1 

Procédé 

Trouer la sphère de façon à découper la sphère en forme de 

g-bretzel et de fa.9on à oe que dans ch,·a.que anneau du bretzel on 

ne trouve au plus un réseau de 4 brins du ty-pe ( l>2.1t1d) 

(un des brins peut-ftre libre). -: 
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Remarque 

Le nombre de modèles identiques semble directement lié au groupe 

des symétries du polyèdre. 

Problème 

Donner oe lien. ( (.rfM e>~tt Ci( kO k l' F rl1V-7 i y~')~ . r '3 l) l) 

Problème 

Evaluer (si possible) le nombre de modèles-types distincts pour 

un polyèdre donné? 

( ~ J)l>b. f 3~ t) 



CHIRURGIE CO-AXIALE 

Introduction 

L'intérêt d'un modèle mathématique basé sur la chirurgie 

a été avant tout de permettre de visualiser les isotopies locales, 

et d'assurer ainsi une structure sous-jacente stable. 

Dans le contexte général, nous avons vu dans (c1 et c
2

) 

que nous retrouvions nos éléments comme composantes locales. 

En conséquence, lorsque un noeud ou un enlacement est 

doublé, triplé, (etc), nous avons directement un bon modèle de type 

chirurgical, si nous ad.mettollB que le bord n'est plus uni~~e, mm.a de 

typo cable co-axial. 

Exemple Général 

Nous pouvons modéliser 

ou tout simplement en 

en indexant le fait que 

Définition 

---~~, . - 1., 

Z, d) 

~ -l ?.. -41-
en 0 s ex =o 

c;, -l 2. -;,t (St.) • • Q 

le modèle est standard et double. 

Dans le cas général, nous pouvons donc parler d'une 

chirurgie co-axiale d'ordre ~ lorsaue le modèle C:.e base est multi-

plié par ~ • ( ~.c-chirurgie) -

Présent ati oni 

Nous pouvons multiplier par ~ , la présentation normale 

standard. 



Conséquence 

Ceci nous permet de modéliser les compagnons rencontrés 

dans le contexte général, et ainsi d'étudier les isotopies locales 

qu'ils peuvent subir. 

Plus généralement le recollement de tels modèles locaux, 

nous amène à avoir une conceptiom plus élargie de la chirurgie. 

Problème 

Un enlacement donné admet-il plusieurs chirurgies co-axi.ales 

d'ordre différent. 

Exercice 

L'exemple précédent admet-il une 1-c-chirurgi.e standard 

(c'est à dire chirurgie traditionnelle). 



CHIRURGIE ELAHGIE 

l - Introduction 

Dans le conte:x:te général, il s'agit de bén-9ficier au mieux 

de tout ce qui précède, pour cela il faut commencer par rechercher le 

diagramme œ.ractéristique de l'enlacement, puis le modéliser en fonc­

tion de nos connaissancas locales. Regardons sur l'exemple suivant nos 

possibilités d'investigations. 

2 - Modélisation 

Exemple Général 

© s 

~ 

L 

Remarque 

Nous sommes en présence de quatre diagrammes possibles. 

Nous rejetterons (1) par défaut d'arborescence, (3) par non-regroupe­

ment des tangles hyperboliques. 



Exemple Général (suite) 

)fais il reste (2) et (4) qui vérifient les critères de 

dia.gr~-nme caractéristique. Ces deux dia.grammes peuvent vraisembla­

blement mener à une modélisation. 

Regardons (4), il est du type a• aveo une bulle (K
1 

:f:tK
2

) 

doublée 

-d 

e 

Mainten~t supposons K1 arborescent et K
2 

polyédrique, 

noua aurions alors un modèle du type 

)( -Y 

C 

Notre élément apparait donc comme une sorn..'!'!8 connexe doublfe 

de 2 noeuds K
1 

et K
2 

porta..'lt un tangle hy-perboliq_ue (la place de celui­

ci est ici arbitraire, (voir c2 )). 

Rema.rque 

Le c5té chirurgical, nous a..-nène donc à préférer la for,,:-e ( t.) 

à la forne (2), nous avons ici co~position de deux chirurgies, une 

1-c et une 2-0. 

Problème 

Le r::Sr-:e enlacer~ent peut-il à partir de (2) donn~r u..'1.e com­

position entre une 1-c chiri·rgie et une 4-o chiru.rgie. 



3 - Composition 

En effet, l'exemple précédent, nous amène à considérer 

une vision plus large de la chirurgie, par recollement de chir1..1reie 

d'ordre différent. 

La question fondamentale étant en fait de savoir modéliaer 

de façon standard un tangle hyperbolique. 

Remarque 

Bien que si une modélisation existe alors càlle-ci est 

contenue dans la modélisation d'un polyèdre dans lequel se trouv,3 notre 

tangle hyperbolique •. (c1 ). 

· Exemple Général 

Il n'existe pas de tangle 

isolé à 4 ballons, le premier élément 

modélisable tout seul egt ~. 

Dono nous pouvons espérer 

une modélisation du ty-pe 

0 

T~ç~ 
Dans œ cas se pose le problème du recollement de deux types 

de modèles locaux. 

Le recollement se faisant à travers une bll&~,nous avons 

localement le phéno~ène s-..rl.vant 

La boule contient un arc. 

Par contre dans le cas suivant, il n'y a pas d'ambiguïté. 



Exemple Général 

4 .. Enlacement partiellement multiple 

Exemple Général 

Reste un phénomène encoro non envisagé, le doublement, 

(triplement, • • •• ) d'une composante dans un enlacement 

L -t. ,_ 

• • • 
(clt. ~ re) 

Problème 

Un tel enlacement a-t-il une À -c-chirurgie. 

Exemple Général (suite) 

Mais cet enlacement peut aussi ~tre vu sous la forr.ie 

En remarquant le double lien AB 

notre enlacement est du type 6~ 

dono possède une instruction 

standard traditionnelle (1-c) 



Remarque 

Si la composante était triplée, ce serait un type 10~.3!:. 

Rem2.rque 

Maintenant tout enlace~ent peut être vu sous une forme 

polyédrique, mais tout polyèd:r·e possède-t-il une forme d'instruction 

standard trn.ditionnello."a~cr,.c(a ~& 11 



VARIETES II ARBORESCEITES" . 

Introduction 

La classification des bords des variétés (enlacements) est 

un premier pas dans la direction d'une classification des variétés 

elles-mGmee. 

En effet, il ne reste plus pour obtenir une classification 

des variétés, qu'à trouver un certain nombre de "moxas" (transforma­

tions) qui laissent invariants ces dernièra,. 

Remarque 

De l'addition précédente, nous pouvons remarquer qu'il exis­

te un certain nombre de possibilités d'échanges dans les branches (ra­

mifications) d'un arbre, laissant inchangé le nombre de composantes 

de l'enlacement. En conséquence, il est très probable, qwi to, .. ~e les 

transformations possibles sur un arbre représentant une m3me variété 

soient incluses dans ces possibilités. Ceci d'ailleurs rejoint les 

"moves de Montesinos" dans le cas des stellaires et des véu°iétés de 

Seifert qui leur sont associées. 

Définition 

Noue associerons à un arbre donné, la variété qu'il borde 

et celle-ci sera notée par rapport aux p/q des branches et aux poids 

des sommets de manière stellaire. 

Exemple Général 

-t. { t j («-,-t), (~,'-) il /4.) f• 4 j 

( H,d j t t t/-<3} ~,3H J 
. IJA . ' t e• 1 

,Vl9f4-/-~ /Of~ Îe..iie-z~ tu.. 

Une fois notée notre variété de façon stellaire, nous 

pouvons la considérer comme une variété "généralisée de Seifert" 

et conjecturer le théo~me suivant. 

{Hypothèse émise eri 1976/77 dans certaines notij~ personnelles). 



Tbéo~me ( 1 ·r· t· )* (tx) c assi ioa ion -----
L'échange en un so ·.met de deux branches, ou de deux 

ramifications, laisse invariante la variété quà borde l'enlacement. 

Exemple Général 

Problème 

Démontrer ce théo~me. (vraisemblablement à partir des 

travawc ré œnts de Montésinos, ::Bonahon, Siebenman, Johannson, ou 



Généralisation du mod~le 

Introduction 

Actuellement, nous savons associer un modèle ( arbre 

ou squelette ) aux éléments isolés , arborescents et polyèdriques. 

Mais nous pouvons comme je l'ai déjà préconisé dans mes précédentes 

notes, modèliser les éléments multiples ( noeuds doubles de Rolfsen, 

compagnons, •••• ) 

Exemple 

Nous avons ici, le double du rationnel 3232, le modèle 
3 -.% g -2, 

pe~t donc se voir • ==e:- • =e 
Une telle présentation a un sens, en effet toute liaison 

clbuble ~ant été bannie initialement, l'instruction est donc doublée 

de façon naturelle, et tous les éléments doubles ( ou compagnons) 

relévent directement des équivalences déjà connues des arbres et 

des squelettes. 

Remarque 

Cette modèlisation est d'ailleurs compatible avec 

le soh'1na caractéristique général introduit dans mes préoêdentea 

notes. 

Exemple 



Nous pouvons donc voir oet élément sous le modèle suivant: 

3 --- -2,. - ~ 

~-= ---------­~ 
Ce tangle arborescent A S3"ant ici une place arbitraire 

g -~ 3 - ~ 3 -,l. ~ --2. 

a ~ =- MA_ ~ 
Dans cette modèliaation, il semble ne pas pouvoir avoir 

interférence entre deux parties n • ~ant pas le mime nombre de "brins" 

( liberté isotopique d'une instruot~on gréffée sur un oable). 

Noua obtenons ainsi une modèlisation d'éléments plus généraux. 

Exemple 

~: Trouver un noeud qant oe mod~le 

Ainsi les éléments greffés ne jouent aucun r8le dans les 

équivalenoes des parties multiples , noua pouvons en quelque sorte 

les oublier m6me■tanément. 

Exemple 

,q 

Nous avons ioi la. somme "bi-oonne:œ " de deux éléments 

doubles portant chacun un tangle arbore soent. 

Problème a Dans quel oas A et B peuvent-ils exister séparement? 

Remarque 

( condition algébrique sur le modèle, oar de façon évidente 

A et B ne peuvent oo--exister sur la mBme composante 

double de l'élément de base ) 

Dans le oas général, nous avons donc des modélisations 

partielles pour l'étude de certaines propriétés [i] [.4-l] 
1 
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" UN PE'rIT EXERCICE DE CHIRURGIE" 

(DISNEY t KNOT) 

Exercice 

Montrer que le noeud suivRilt est trivial. 

(en utilisant les arbres standards). 

'-----------------------------

" Un jeu d' enfant 11 ! 
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1 - Generali té 

UTILISATION DES OBJ.s•rs Cfu\!OMIQUES 

ASSOCIABLES AUX POLYEDRES 

Parmi les équivalences d.e noeuds (enlacements) le cas le plus 

g~nant q_ue l'on puisse rencontrer est celui de 6 -Il type, car un 6 -1' possè­

de 4 graphes possibles, mais surtout qui sont morphologiquement semblables. 

De plus nous n'avons pas nécessairement une table sous les yeux, il faut 

donc savoir les retrouver très vite. 

Pour cela, il suffit de sr1.wir que la notation de Gonwcy corres­

pond directement à un graphe cyclique. 

Exemple Général 1er pas 

0 

0 

.), 

-+ 7 "' 0 
-b 

0 

-cf 
,::, 

C l tk,J~:~ 

~ 
C:") 

C. 
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2 - Procédé 2e pas 

Au 1er graphe associé directement à la notEttion de Conway nous 

avons fait corre :=:pondre un objet canonie;_ue obtenu par l'addition de ponts 

et oeci en annulant chirurgi a:'tlement certaines b2ndes. 

(l'opération est l'équivalence r 4': ~ -
1/r correspond au passage 

de ben bo et réciproQuement). 

Remarque 1 

L'objet obtenu ne dépend pas de la présentation du graphe initial 

choisi pour l'enlacement considéré et ceci à dualité chirureicale près. 

(Voir E.g. p 1) 

3e pas 

Une fois obtenu cet objet spatial (ici tétraédrique) nous pouvons 

retrouver facilement les trois autres graphes et ceci tout simplement en 

effaçant un des trois autres sommets nuls de l'objet. 

Exemple GénE~ral 

o.. C 

-b 

_6 ,-f 

~ 

vJ 
➔ 

u.)~ 

w 
~ 

0 

-¼. 

0 

" 

r, 

0 

0 

(½!) 
'V 0 

0 

0 

6') 
0 1\.., 

0 

&l) 
0 "' 
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Rem2.rque 2 

Nous pouvons même remarquer CJ.Ue cet objet tétraédrique rend compte 

de l 'al ternanoe ou de la non-alternance du noeud ou de l 'enL:,cernent 

cons~éré a.u départ • 

.3 .., Equivalence 

Exemple Général 

~ 

.t 
~ 

<, 3 
'\ 

-1. ~,') 

t!TE 
-4. 

Remarque 3 

;/kY4 LO 
,. 
3 

...,, 0 0 
i. 

l ,2, 
r,4 0 

t-r? 
LO 

ile) 
01A 

00 
I'\.( 

Nous pouvons remarquer que l'un des poids n'intervient pas et 

lo œ,lement T est en fait : 

D 
1 0 I 

T 
">-

-1. ', 

" n.o,e.} (.,_ s.,~.....,t-

~ ~ i -~ 4 -:::t --:1. -:1. ~ ~ 
• ,f • • • • <! ➔ • • • • • 1 

(4'>1t /l.,ec,,\.~) (:-~) (_+t) 
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localement c'est notre transformation "double-blowing". Le r,lus dur sera 

de la reconnaître locale:'.1ent directement sur le tétraèdre (solièdre en 

général). 

Dans le cas présent: nous avons
1

rotation des poids sur les 

deux faces et aux extrémités une fraction• du type ! 

1/a ~ l/a-1 et 1/b --+ 1/b+l 

Remarque 4 

Ceci permet de voir entre autre que le nombre de graphes équiva­

lents à un graphe donné est fini. (Je parle ici de graphes réduits en 

nombre de croisements). 

Exemple Général ( plus généralement) 

Si l'on veut avancer dans la comparaison des graphes cyoliques, 

il faut traduire tous les cas possibles de "double-blowing" en termes de 

"chirurgie soliédrique"• 

Exemple Général (suite). 

b --/. 
(lt'Jlt) l-0 

< ~ 0 0 

C. 

0 

1~~ l-r 
-½ 

4-' .. J t,-4-1 

w 
~ ~ 

C u, 

d~1 C 

-A;tt -'le.. -~-\ -Ah 
lo~~- ~· <1t> ~ ' ~ ' • -et -1.. C ~ 



Remarque 5 
Je laisse donc· au lecteur en exercices à traduire les 3 

théo~mes d'application sur les cycles (voir notes) .et les 5 types de 

réductibilité-irréductibilité en termes "solièdriques", ainsi q_ue 

perkolation et absorption. 

(voir en ADD, compléments sur la gestion de cycles). 

Tout en faisant remarquer q_ue compa,rer 2 tétraèdres revient à 

comparer 16 possibilités d'équivalences de graphes cycliques. 

Note : Pour tout d6tail sur les techniques et algorighmes, voir mes notes 

de recherche. 



1- Oénéralitéa 

A -1-
r, ï3 

OOMPLE>IENTS POUR LA GESTION DES 

CYCLES 

( Diagrammes équivalents ) 

Ces quelques pages sont destinées à oeux qui chercheront 

à utiliser les tabulations actuelles basées sur les instructions de chi­

-rurgie standard. 

Nous savons déjà que la transformation de base sur un cycle 

est un double blow:i.ng up or down , avec· comme oondi tion que la somme 

des modifications introduites t"soit nulle, de façon àrespecter le 

braid standard à trois ou quatre brins ( cf. notes ) 
'Il b -C. _1. -td 

' ' 

. - - ·- ·---·--- ... _ ___,, ' 1 

Nous savons aussi que cette opération élémentaire sur les 

cycles donne immédiatement trois théorèmes d'application sur les 

cycles (cf.notes) 

Théorème 1 

Si un cycle comporte un nombre de poids égaux à:_ 1 

supérieur ou,t égal à deux , alors il existe une forme plus réduite 

en nombre de poids 

* E,g) 6 --➔ Arborescent 

Théorème 2 
~ 

Un cycle 2P qui comporte deux non-alternances au moins 

possède une autre forme 2(P+l)* 

E,g) 

... a. -X -'- -d If -'1 _1. -X 4. - CH. -cl.. 
., • • • • ..... 

1 1 
(-4) l +1-> 



Théorème 3 

Un cycle comportant un nombre égal de non-alternances et 
-t- a 'i b · -;to ;1 -t.b 

de séquences - (pour cycles • • • ) 
~~ 

possède une autre forme équivalente 

Remarque l 

Ceci paraît relativement simple , mais en fait si l'on 

choisit un diagramme "oorrect " réduit , il n'y a guère plus d'une 

chance sur dix ou sur vingt de le trouver dans la table , donc le 

problème de savoir identifier un élément à partir d'un ensemble de 

modèles équivalents associés, est relativement important. 

En conséquence , comme la classification se comprend en 

termes de chirurgie, il devient important de savoir évaluer les 

possibilités de transformations d'un graphe donné en un autre graphe 

équivalent, ou encore étant donnés deux graphes équivalents peut-on 

optimaliser le nombre de transformations nécessaires dans le chemin de 

chirurgie qui les relie, et l'accroissement momentané du nombre de 

croisements qui peut éventuellement se produire. 

Remarque 2 

Le nombre de transformations simultanément réalisables 

sur un graphe donné est !f n/ 2 si le cycle à n poids ( n pair ) 

dans un premier jet , et l 'accroissementde poids est ~ n • 

E,g) 
1 

1 1 _-1. "l 

3 C> J I'"\.., 'l 3 
l 3 

iJ/~ E: :l -1 1 

-+ 'h.. 
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Remarque 3 

Le cas le plus étrange étant celui qui permet d'obtenir des 

graphes différents réduits et équivalents, le maximum de possibilités 

étant atteint lorsque les nouveaux poids (_éventuellement créés) 

permettent la modification de branches arborescentes du cycle (cf. les 

Perkolations ) , nous dirons généralement par "absorption de la 

modification par une branche " • 

Remarque 4 
Le nombre de possibilités d'obtention~ de nouveau..~ 

diagrammes est lié au nombre de poids dont re signe n'est pa,s 

alternant ( ou nombre de ,: l / 2 ) 

fype 6~ trois poids non-alternant~, nous avons la possibilité 

d'effectuer 9 transformations pour obtenir des graphes équivalents. 

Exemple 

4. -d. 1 

-2, 
~ -i - i, 

a-1. A/. li 
-1. L l., JI, g .2.2.-2. 

3 t., ; l, 

-z,=40-i 
-.2, -1. 

6~-3.2..2>:~ 

Note : Il reste à chaque fois une non-alternance , donc encore 
d'autree équivalences 



Remarque 5 

An - 4 -
B 

Dans un cycle lorsqu'il y a un seul désaccord, il ne peut 

en général disparaître, car la double transformation nécessaire en· 

fera en général apparattre un autre ailleurs, ( exception faite 

lorsque le désaccord est un plus ou moins un) 

(cf.exemple p.6, et voir le§ irréductibilité) 

2- Composition de transformations 

Remarque 6 

Dans bien des cas, les chemins de chiru.rgie peuvent Stre 

réduits car il n"est pas nécessaire de propager l'isotopie du noeud 
11de proche en proche comme un soli ton " 

f Î +-:1. ........___ _____ ___ 

Conséquence 

Il en résulte que le nombre de possibilités d'obtenir des 

diagramI:1es équivalents avec un minimum de non-al ternanoes données 

est fini, et ce nombre est directement lié au nombre de non-alternances 

, de plus ou moins un, et d'absorptions possibles par les branches. 

Dans la pratique, la table des noeuds et des enlacements 

non-alternants est construite à partir de celle des Alternants par 

introduètion de non-alternances. • lb fait, dans la pratique si le nombre 

de croisements a été choisi correctement au départ, on peut remarquer 

quev les chemins de chiru.rgie sont contenus dans le listing puisqu'il 

suffit seulement alors de considérer les transformations de cycles 

2P:Y-en 2(P..,1)"' et 2P~ en 2(P.i)°' à l'aide des trois théorèmes 

techniques cités précédemment, tout chemin étant une composition de tel­

-les opérations. 



-3 

-~ 

An - 5 -
~ 

3- Exemple de réductibilité d'un chemin 

2,., ~ 

o\ l U--VI,-
-2., 

V~ f .. 4 
-1. L 

iA 
'3 ~r+') 

\!/ G .4. ~,) 8 "3 
-:1 -2.. 

(.-•) .J, 8 (-•) 
4 J," 4 ,le 

f.kf~ 
..,.,, 

-1. ----d:· -1. 4 .. . 
'> 

-1. 

-2., z 

i'c "'1. 

4. -1. - 4. 
-3 

\t-c. D-

~ -t. '2,..-

/y' 
-2, 

' 0 _1,. 

3 2, 

0 

- -1.. -
-2., 

1. 2,, -z. 



Remarq_ue 7 

Il reste donc à optimaliser 1 'a.ccroissement possible du 

nombre de croisements pour trouver t:1n moins un chemin de chiri1re-ie 

entre deux modèles équi va.lents sta.nda.rds .. 

Nous remarquerons entre a.utrP 

Perkolations est lié directement ayhomtire 

( voir le § correspondant , ~ /?/,r] ) 

Exemple 

A) -2, 

fi ~ 

1, -~ >-
(--\)~ 4 

ie, 
-2, 

-l ... '2.. 

l:-') ,1. ... ~ ~l) 

1. -i. -z.. 

(}_Ue le nombre d. 'ennuis de type: 

d'absorpt.ions 

{a~~~ÙI,) 

-1. 

~ 

-1.. 

t!) -1. 

3 _?., Il \, ? 

'l... -
d. 

>2 -1- f+ ',7 

"'t') ~.B. -~ . 2., -1 .... -:1 

-z.. ils 1D 
-1.. 

2. C. _1,. 

► -~ 4 

-1... -1- -1 -t. 



Remarque 8 

Un chemin a.e chirurgie entre deux modèles str-i,ndards peut 

donc· contenir un certain nombre de modèles dont le nombre de 

croisements (apriori) n'est plus minimal. 

Nous distinguerons deux cas : 1) les transformations qui 

n'intéressent que le cycle 

2) celles qui peuvent ~ntraîner 

de fl absorptions. 

er 1 cas ) 

Les transfo-rmations sur le cycle lui-m3me sont en fait des 

torsions ± 1 du ruban que constitue le braid à quatre brins , donc 

le nombre de aombinaisons possibles est fini , car il est inutile de pro­

pager la déformation comme une V8.glle, et bien des chemins construits 

à ; priori sont réductibles ( voir exemple page 5 ) 
Nous remarquerons donc que le chemin comporte le maximum 

d'augmentation lorsque les torsions peuvent s'emboiter avec 

création de nouveaux poids. Si les transformations sont effectuées sur 

le cycle de départ , il y en a au plus n/ 2 int@ressantes et si l'on 

fait intervenir de nouveaux segments créés , on en a au plus i-n dans 

le cas le plus défavorable ( tousles poids ramenés à des plus ou moins un 

ou zéro); mais localement un tel diagramme est reconnaissable aux 

séquences de plus ou moins un ou à des séquences du type 
- x • t ... 2, .. t ... '2 _ -1 y t t t t., t. J. 

- ...- /-t,,(__ • • • • • ·- .,__... 

de même longueur, et nous remarquerons que faire disp~raître localement 

d 'l. '2. t -t -t. . t ' ~f' t o· . d eux morceaux --.- e ....,_ revien a eJ. ec uer une com inaison e 

transform;-:i,tions inverses de celles effectuées ,u dép.=i.rt , et par 

conséquent le résultat ne donne rien de nouveaq , sinon qu'une boucle 

i.nutilt dans le chemin de ,chir11rgie f voir exempJe page 5 ) , le chemjn 

sera dit simplifiable • 



Remarque 

Nous dirons donc que dans ce cas , 1 'optimalisation q_1.ü sernl)le 

nécessaire est ~ n / 2 tr,ms:formations avec au plus n croisements 

en plus. Dê.ns ce premier c~s, si toutes ies possibilités dirPctes 

ont été ,crites , il n'y a aucun moyen de,; redescendre sur un nouveau 

graphe ( cf. page 5 ) 

Exemple 

Il y, a deux possibilités d'introduire un -1 et quatre un +l , 

donc 8 eraphes équivalents directement# au moins. 

4- Equivalence de chemins 

Les transformations étant des torsions du braid, nous pouvons 

voir immédiatement un certain nombre d'équivalences sur la composition 

des transformations d'un oyole. 

Règle 1 

Règle 2 

Règle 3 

1 ____ J_'1 
"T ,f. TL 

( ~ l,"' ~ I h 'fV.M,1-s. ~ J.. cl,..,e, ~ 



5 - Absorption par une branche 

( deuxième cas ) 

Lorsqu'il y a absorption possible d'un poids +l ou -1 

par une branche , il est alors possible d'avoir de nouveaux dL,r;rammes 

équivalents avec redesoente du nombre de croisements ( en relation avec 

le nombre possible d'absorptions), l'exemple type d'une composition de 

ce genre est la Perkolation ( of. PERK0 ams 7 4 ) 

Remarque 10 

La Perkolation est une trandformation de chirurgie standard 

reg2.rdons l 1exemple de PERKO: 

er 
l pas 

a : b : - 20 'V -afJ : -W : -20 

Nous avons donc comme je l'ai déjà écrit dans [c 1l 
-30 : 2 : -20 ( A ) 3 • -20 • -20 t'\., . . 
- 210 : 2 : -20 ( B ) 21 : -20 • -20 ""-"" . 

et 2
ème 

pas 

,q) l 

2., 



N'ous avons donc ici deux absorptions par les branches , mais rien d'anor­

mal sur le cycle , une Perkolation est donc un cas particulier de 

transformation de chirurgie standard avec absorption d'un +l ou-1 

par une branche arborescente, localement il faut donc pour avoir une 

Perkolation une double configuration locale du type : 

-C -el 

Remarque 11 

Dans le ea.s de Perko , la symétrie du diagramme ne permet 

pas d'avoir des éléments différents: 

0
'2- -t ~o 

... ,i l z. , 
-2-

-l 

--1. -1.. 

B
l. // -z. 

-t -i. 
-1,. ~ 

X : r : Z est cyolique , et en O et D on obtiendrait 11 o 

Par contre dans le cas suivant, les graphes sont distincts 
~ 1) 

3 _4 '2.. 2. 

IJ 
--4.tj) ~ 

une non-alternance en X ou Y impliquerait une réductibilité. 

-2.. 

il est donc important de savoir "jauger" l'irréductibilité d'un cycle. 
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6-- Irréductibilité et réductibilité 

Dans un premier temps , regardons les c;re..phes 3Ya."l.t une 

seule non-alternance ( un mauvais signe ) 

Règle 1 

est non réduit 

soit: 

Si un graphe cyclique possède un +l ou un -1 qui est non-alternant 

oe graphe est réductible 

Critère 

Un critère d't.rréductibilité pourra!t ~tre pour les 

graphes n'eyanj: qu'une seuDle non-alternance sur le cycle 

- pas de - l ou de + 1 non-alternant 

-pas d'absorption par une branche 

( par contre , il peut être éventuellement arborescent comme par 
-:JI-

exemple 6 30 .20 • - 2. 2 1\/ ( 22, 2- ) ( 3 , 2) 

1 

serait réduit 

EXC : Montrer que -3 : 21 : 20 

-3 : 210 : 20 

non réduit 

N n° 495 

-v n° 479 



Remarque 12 

Dans le cas d'une·seuike non-alternance, nous savons que 

nous obtenons beaucoup de graphes équivalents 
~ (:-1) .b 
~~) ➔1. 

fJ,... - ~ 1) deux possibil:i.tes pour - 1 

2) quatre possibilités pour+ l 
{➔ V ~A) 

-d ~v C - soit 8 graphes équi valehts au moins 

et de plus dans le cas d'un 6 fil ne faut pas oublier qu'il existe 

quatre graphes possibles , donc le critère s'applique à, l'ensemble des 

quatre graphes et non pas à l'un d'eux pris séparément. 

Mais 

Remarque 13 .,. 
Les quatre graphes associés à un 6; type ne sont pas 

ohiru.rgiaalement indépendants si l'on accepte de sortir du contexte 

de 1:a chirurgie stanfü1;rd , ( voir le § objet canonique associé à ulh 

pol·:rèdre donné ) 

7: - Cycles ayant deu:x: non-al ternanaes 

Règle· 0 

Si les deu:x: non-t:>.1 ternances sont de signes contrt1.ires 

le cycle est réductible • 

:m, g ) 

Note: 

Ma,intena.nt les deux non-oJ.ternances seront de signes :tclentir. 1u.et{ 



Règle 1 

/\r - 13 -
'3 

Si les poids sont )I' 2, le nombre de non-alternances ne 

peut pas ~tre diminué 

E,g) /t 

(). 

(-1-,) 
1) 

Règle 2 

B 
b ~!) C 

- 3 (➔•) 3 
e 

f, A ,B, , C enlève une non-alternance 

D, E, -· en orée une nouvelle 

Par contre si un des poids non-alternants est un +1 ou un -1 

le diagramme est réduvtible comme dans le cas d'une seule non-alternance 

.1,. 

Règle 3 _ T c. d 
Le type local .:;:_j.... · ·• • revient à avoir deux 

non-alternances de m3me signes ( dont réductible) 

I
b .. -t. 

vaut -~:•) ! ... ~ 
• 

Par contre : a : - 20 : -20 

1. 

0 

Règle 

1 

--

moins un croisement 

-2., 

lt:t--t)-1.0 : t : - !O 

Un +l Ou un -1 compris entre deux non-alternances donne 

une réduction. 

E,e) -~ --t. -~ -~--•) -:1. 0 -~ _t_o-,) -(Lo .. ,) .. ... .. • • • ·- ..-----_ ,,.. - r ' ,-. 
) ~ \ 

( 
, > 

.__ 
·► • - ./ 

"' .-- \ ... ....__,.....-. • • 
-c. cl -~-t !) --1 d-1. -(C+"J -~ d--t 

(-tr.) 



Règle 5 
Type local 

Donnons quelques exemples : 

Exl -3: -21: 20 - -1 

Ex 2 -3 : - 21 : 20 

-3 

Ex 3 aJ) : -20 : -20 

_o,... 

"1. 1 
_ 1. i. +-t, ,~ 3 - -:! 

Ex 4 
~ -

6 b.o.2.A.-2 est Arborescent -

donne une réduction 

"'l. 

z. 

~ 
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Problème 

Un petit problème pour les nmateurs d.'invuriants. 

Nous savons maintenant par PERKO AMS 7 4 , (}_Ue le nombre de tw:i. sts de 

LITTLE n'est pas un invarLmt grâce à une duplication, mais nous 

savons aussi que ce nombre de twists de LITTLE n'est pas un invariant de 

chirurgie standard ( voir e:x.em:ple page ~ ) • 

Par contre , nous pouvons remarquer que toutes transformation {chemin) 

qui existe entre deux éléments équivalents est décomposable en trans­

-formations élémentaires de type double blowi.ng sur-· les cycles et 

blowing sur les branches arborescentes et de plus que le nombf:,e de oel­

-les -ci est fini, en conséquence; il est possible d'évaluer les 

transformations, qui modifient le nombre de twists et de combien • 

PB. Etablir la table des modifications du nombre de twists 

( qualitativement et quantitativement '== 
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