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INTRODUCTION

Ce volume contient les Actes du Colloque "Théorie analytique et é&lémen-
taire des nombres" qui a rassemblé 60 participants dans le site merveil-

leux du C.I.R.M. 3 Marseille, du 30 mai au 3 juin 1983.

Nous donnons ici la rédaction de 15 des conférences de ce colloque,
ainsi que les résumés des autres conférences ayant donné ou devant don-

ner lieu 3 des publications par ailleurs.

Qu'il nous soit permis ici de remercier encore une fois l'ensemble des
participants de ce colloque, ainsi que les organismes ayant contribué &
son financement :

-La S.M.F.

-Les Universités d'Aix-Marseille 1 et 2.
Une mention particuliére doit é&tre féite pour le C.I.R.M., qui outre une
part du financement, nous a offert son cadre et son accueil si sympati-

que.
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ON THE VALUES OF ENTIRE FUNCTIONS AT THE POSITIVE INTEGERS

R.C. BAKER

Let f(x) be an entire function that is real on the real axis and not a polyno-

mial. It is likely that a growth condition
a
¢h) log|f(2)| < (loglz|)

for large =z , with o < 2 , is sufficient to ensure the uniform distribution

modulo one of the sequence
(2) f(n) (n=1,2,...)

Rauzy .[ 4 ] was able to show that o < 5/4 certainly suffices for this uniform dis-
tribution. G. Rhin [ 5] wrote a very long paper inspired by Rauzy's work showing

that the sequence

(3) f(p) (p prime)

is uniformly distributed modulo one for o < 7/6.

Recently I was able to show [ 1] that the condition o < 4/3 will suffice for’
both the Rauzy and Rhin theorems. The proof is modelled on that of Rhin, but I
found a number of simplifications. In particular, in looking at {f(j)} (j < N)

I was able to confine the discussion to approximations to f of the form

n (k)

(4) g(x) = x —E___igl xk

k=0 k!
in the interval 1 < x < N ., Rauzy {4] wused '"local' approximations

(k)
n £ (x.) N
(5) g.(x) = ¥ —do (x-x)) (x.<x<x..) ,
] k=0 k! i i j+1

while Rhin used both (1) and (2) according to the value of N . Another gain over
[5] was the elimination of the use of the sieve in the mode of Vinogradov (Theo-

rem 2a of [ 6] , Chapter IX). Instead, the estimation of sums

q
s = 3 MOENCION
X=
(x,q)=1
with X a real Dirichlet character, plays a role. Here

G(x) = A xh + ...+ A]x

h
with integer A, satisfying (Ah,...,A],q) =1 . I showed that
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(6) | SG,G,q) | < exp(ieh) g1/ R ’

. . . - 2h
but this could probably be improved to a similar contant times q] 1/(20) by follo-

wing the details of Chen [ 2] more closely. For the application to the present
problem, (6) 1is equally good. Roughly speaking, the study of the exponential sum
(7) Z e(f(p))

p<N

is reduced to that of certain sums
T= Z Aln) eq(G(n))

G (x) is an approximation to a Taylor polynmomial g(x) as in (4). It is

where
not difficult to see that

q
z A(m)e (G(n)) = O(logN logq) + x e (GU)W({v,q,2) -V (u,q,2))
u<n<vy q &23H q
»q)=

in the usual notation of primes in arithmetic progressions. If we insert an ' ex-

plicit formula' for ¥ (as in (2.5) of Prachar [ 3] , Chapter IX) we obtain

B, _ 8
(8) T = YZY 5(x,G,9) - 5(X1,6,9) (v -w) + R
TONRE YO 6,
Here B1 is the (perhaps nonexistent) real zero near ! of the 'exceptional'

character X, (mod q) . The terms R derive from the other zeros of the L

func tions and are manageable, at least if q 1is not too large. In this case the
insertion of (6) into (8) will give a suitable estimate for T. In the case
where approximation G(x)/q to g(x) (suitably chosen via Dirichlet's theorem
on Diophantine approximation) has

10 log N

log log N ) ’

q > exp (

a different approach is required, based on the use of Vaughan's identity in (7),
and then Vinogradov's mean value theorem (which actually sets the limit of the

method) .

In the present note we show that no growth condition such as (1) can yield any

useful information on the discrepancy of the sequencies (2),(3).

THEOREM. Let F(x) (x=1,2,...) be any positive function = | tending to infinity

with x . There is an entire function

f b3
(2) = &

(q],qz,... positive integers) for which:




(1) we have

8

(10) log | fﬂiei ) | < F(R) logR

for R 21 ;
(ii) the discrepancy D(N) of f(1),...,f(N) (modulo one) satisfies
1

(11) D(N) = NF(N)

for infinitely many N .

Proof. Let q1=2 . Once Ayseeesd have been defined (where m 2 2) we set q,

m=1
equal to any positive integer for which we have:

(12) qm > qm_1 s
(13) log 9 > o,
(14) F(x) > m for all x= %n/Z 3

]/m]

and furthermore, writing Nm =[(qm/8)
(15) F(Nm) > 2q1...qm_l .

For any sequence of integers defined in this way, the function £ defined by (9)
is clearly entire, from (13). We shall prove in addition that (10) holds, and
that

1

(16) D(N ) > ng<Nm)' ( m=2,3,...) .

Let's begin with (10). In view of (12), it will certainly suffice to show that

- k
a7 kél _ R < RF(R)
SPEREL N
whenever
<
(18) (qm_1/2) R < (qm/2)

m=2,3,...). To prove (17) , we first observe that

k k+1
(19) R > 2R
Qyeer9 Qpee9peg
for k¥ 2 m-1 ; this is a consequence of (18) and (12) . Thus
k m m-1
20) z  — < e (1 + (1/2) + (1/8) +...) < ————u
k=m Qqee-y SR ( ) PR S
On the other hand, if m > 2 , we have
k K+l
R < 2R
qqeeeqy 9y Gy

for k S m-2 . This yields



m=-1 k m-1
——ee (1 +2+ ...+ 2 ) .

k=1 Y% Ay Iy ‘

In fact, this is seen to hold for m 2> 2 . Combining this with (20) , (13) ,

we obtain

k m—1 _m—1
21 koél ___B___._ < __Z___B___ < le
= qp--G qpeeed
for R in the interval (19)
What is more,
(22) m~1 < F(R) for R = qm_]/2 .

This is a conséquence of (14) if m =23 and the hypothesis F(x) 21 if m= 2.

Now (17) follows from (21) and (22) .

Now for the 'arithmetic condition' (16) : We have only to show that

oo Nmk 1
(23) Z — < ———
k=m CPRRRL 4ql...qm_l
For then
| m—1 k < <
ES RN - Yy
and {f(n)} evidently cannot lie in [ ! s 3 1 for these
4q,...q__ bg,...q__
1 m—1 1 m-1
values of =n . This yields
Nm ~1
D(N) 2 —mm———— > N _F(N)
m 2ql"’qm—1 m S m

because of (15) .

It remains to prove (23) . The argument used to prove (20) works with R =~Nm,

because N < q /2 . Thus
m m

Nk 2N
kz S < m < __*__l__.__
Mg eeeqy Qpee-qy éql...qm_1

from the definition of Nm . This yields (23) , and the proof of the theorem is

complete.

It is clear from the proof that the inequality analogous to (11) holds for the
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| , -1
subsequence f(p) ( p <N ) ; namely, the discrepancy is = 7m(N)F@N) .

I would like to thank Professor W.K. Hayman, with whom I had interesting conver-

sations concerning this problem.
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A REMARK ON THE DISTRIBUTION OF
ap MODULO ONE.

Antal BALOG

1. The best result concerning the distribution of ap modulo one is due to G. Har-
man who proved :

THEOREM 1 (Harman (1983))-
Suppose that o is irrational and let 1 xll denote the smallest distance of

x from an integer. Then, for any real B, there are infinitely many primes p such
that

(1.1) Hap - 81 < p3/10

This 3/10 improves the following earlier exponents :
(1.2) I.M. Vinogradov (1954) : 1/5 - ¢ ,
(1.3) R.C. Vaughan (1977) : 1/4 - ¢,
(1.4)  D.R. Heath-Brown (1982) : 4/15 .

The papers mentioned above use the following approach : After reducing the problem
to the investigation of a sum over primes they relate the sum to bilinear forms and
estimate these forms. The different results come from the different methods of rela-
ting the sum to bilinear forms but they use exactly the same bounds for bilinear
forms.

The main purpose of this remark is to change the method of estimating bilinear forms .
This new approach can give Theorem 1 only in the homogenous case (i.e. if B =10),
and only in a very sophisticated manner : While the main part of Harman's work is an
ingenious method of treating sums over primes, and we leave this unchanged, our esti-
mates for bilinear forms are far more complicated than Harman's ones.

Our approach, however, makes a connection between the distribution problem and clas-
sical problems of analytic number theory. One can prove :

THEOREM 2 .

Suppose that o is irrational and € >0 1is any real number. If either the Ge-

neralized Riemann Hypothesis (later GRH) or the Large Value Conjecture (later LVC)

is true then there are infinitely many primes p such that

(1.5) -1/3+¢

Tapll < p

Moreover our approach is more sensitive to the order of approximation of « by ra-



tionals. One can prove

THEOREM 3
Suppose that o 1is irrational and € > 0 is any real number. If
(1.6) Nag Il < g ¥3/31 -¢
for infinitely many integers q then
(1.7) lopll < p /28

for infinitely many primes p .

One expects that the stronger condition (1.6) we assume, the better result (1.7)
can be derived, but this is not the case. The exponent 9/28 is close to the best
possible one of our method, even if we require far stronger conditions than that
of (1.6).

2. The Starting point of the original approach is the following. For a given three-
tuplet «,B,8 (a is irrational, B 1is any real number and 0 < 6 < 1/2) we define

the function

(2.1) f(x) = f, 5 s(x) = h(ox -8)

where h(y) 1is the characteristic function of the interval (-§,8) extended perio-
dically to the real line with period 1 .
Then the sum

(2.2) r  f(p)
p <X

is the number of those primes p up to X that satisfy
(2.3) lap -8l < & .

The fact, that by choosing § = X'3/10, (2.2) is positive for infinitely many X ,
proves Theorem 1 . In Harman's work this fact follows from the estimates for bili-
near forms . Supposing that o 1is irrational and

(2.4) u=%+-% , (a,q) =1, 1lel<1,
q
(2.5) X =q/2 | s>x1/3+% 5o
(2.6) Iam|<<m€/5 , lbnl<<n€/5 ,
we have
1-¢
(2.7) Lz abf(m) =255 £ ab +0(8X €
mn < X mn mm<x MmN
M<m< 2M T<m<2M
N<n<?2N <n<2N



provided

(2.8) s71x% <<m<< 62x17%8 o §572x%F << << sx!7OF

b

and we also have

(299 £ & af(mn) =25 T T a +0(sX )
mpn<x ™M mn < X
M <m <2M M <m <2M
N<n <2N N <n <2N
provided
(2.10) M o<< gxl=oe

The proof is easy, see Vaughan (1977). A1l the proofs (1.1)-(1.4) give positive
Tower bound for (2.2) by using the above estimates for bilinear forms. To illus-
trate how they achieve this we state here, as the simplest method, the Vaughan's
identity (see Vaughan (1977)).

For an arbitrary function F(n) and for the parameters 1<u<X ,1<v<X

we have
T A()F(n) = T A(n)F(n) +Z I u(m)logn F(mn) -
n <X ns<vy mn < X
ms<u
(2.11)

- I afF (mn) + Z I wu(m) an(mn)

mn < X mn < X

m < uv u <m

v<n

where the coefficients a and bn satisfy
(2.12) ta 1 <Togm , Ibnl < log n

(The coefficients a, and bn depend not onlyon m and n but on u and v as
well; actually '
(2.13) a = I ud)A(t) , b= T A(t)).
=d =dt
< v<t
<

+ Q=3
< <+

The reader can easily verify (1.3) from (2.11) choosing

(2.14) s> x"1/4+3e Ly oyl

and using (2.9) for the second and third terms, and (2.7) for the fourth term in
the left hand side of (2.12).

3. The essence of the new argument is surprisingly simple. Suppose that o 1is irra-
tional and

(2.4) a=2 45 L (@) =1, 101<1.
q

O

If we find primes p <X , g< X < q2 satisfying one of the congruences



(3.1) ap=2(q) , 1<a<L<qg , (£,9) =1
then, for these primes
L, X
(3.2) apll < a-+ a?

A well-known conjecture asserts that
1+
(3.3) m(q

for all (a,q) =1, >0 ,q>q0@). Choosing f=L=1, X=gq in (3.1) ,
fron (3.2) we get

¢ »9,a) > 0

-l+e - 1€
(3.4) lapll < 2q <2p T+e

I+e A5 is well-known from the Dirichlet Approximation Theorem,

for a prime p<q
there are infinitely many rationals %— satisfying (2.4) for any irrational o .
Using (3.4) for these g-s we get

(3.5) lapl < p l*e

for infinitely many primes p (supposing the truth of (3.3))
The proof of (3.3) is hopeless at present, as even the powerful GRH implies only
2+
(3.6) (g~

(3.6) 1is too weak to have any consequence for our problem, but using the GRH more
efficiently we can get Theorem 2 .

Next we prove Theorem 2 in the case of the GRH . We are interested in the average
distribution of primes in arithmetic progressions, i.e. in the sum

»q,a)> 0.

(3.7) S = 1 w(X,q,%)
2 <L
(2,9) =1
where aa =1 (q) . (We can express S another way : Let g(n) be the characteris-
tic function of the residue classes 2a modulo q , £ <L, (2,9) =1 . Then

(3.8) S= I g(p)

This has the same shape as (2.2) , therefore the methods of Vinogradov, Vaughan and
others can be applied. However, the completion of the proof is traditionally based
on a Fourier-expansion method, and we repleace this step by a character-sum method).
From the orthogonality of the characters

1

(3.9) S = £z x(®) T x(ap)
ofa) <L p <X

Here and below I means that the sum is taken over all characters modulo q . The
X

main term comes from the principal character X and it is about
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(3.10) X
q log X
The GRH implies (see Montgomery (1971))
(3.11) w(p)1 << X2 10q x

DX
p < X
for x # X X > g while the Mean Value Theorem (see next section) implies

1/2

(3.12) T I x()I1 << gL log L

x L<L

for L <q . Thus the contribution of the non-principal characters is less than
172 , 1/2 2

(3.13) L X log™ X
Choosing
(3.14) L = ql/2 1og4q , X = q3/2 ]og4q

we get (on the GRH)

LX 1

(3.15) S = 3 Tog X (1+0 (109 X ))
and from (3.2)
4 6
2 log q log™ X
(3.16) lapll < q1/2 < 173

Using this argument for infinitely many q we get Theorem 2 in the case of the GRH.

4. For technical reasons we will use weighted sums lile

4.1 S, = % w % Tog 2
(4-1) 17 321 % p<yx P
(£,9) =1 ap = 2(q)
where X
(4.2) w = e (BT h < 095
and
(4.3) S T L B PV
2 < pgx p
(2,9) =1 ap= 2(q)

In this section we will prove the following estimates for bilinear forms.

LEMMA 1
Supposing € >0 , MN<X and
(4.4) /2t e L<gex<g® , <<



=11~

5
(2.6) la | << I b << nt/
we have
> X
I W I ¥ ab log =— =
2=1 . mn < X mn mn
(t,q)=1 M<m<2M
N <n <2N
(4.5) amn = £(q)
1-¢
| o X, o (kX
) 251 W, Z~ng<X gmbn]og mn ( 5 )
(,9) =1 M<m<2M
N<n<2N
(mn,q) =1
provided ) )
5¢ L™ ,1-5¢ q o L (1-5¢
4.6 %8 << M << =5 X or X°€ << M << =X

and supposing in addition that bn =1 for all n we also have (4.5) provided
(4.7)

M << Lxl-oe
q

LEMMA 2 .

Supposing >0 , MN <X

and
(4.8) q3/8+3€

ccl<q,q™Eccy < g, qMEcc 1247116

s G << L .
(2.6) la_| << me/® Ib I << ne/®
we have
-1/2 X
I % I ¥ ab log = =
0 <L o< X mn 9 un
(2,9)=1 M<m< M
N< n<2N
amn= 2(q)
(4.9)
172 ,1-¢
1 -1/2 X L™ =X
= T 2 I I a log — + 0
©lq <L mp<x M0 S i ( 9 )
(2.9)=1 M<m<2M
N<n<2N
(mn,q) =1
provided
4/3 4/3 4 _
(4.10) (%) X%F << M << (%) x!-5e
LEMMA 3 .

Supposing >0 , MN



(4.11) 1<L<g<X<qg ,q << X,
(4.12) la I << me/®
we have
z M2z a_log — X — =
2 <L mnl'..nj<X m mhy J
2,q) =1 M<m< M
amn, .nj=5L(q)
(4.13) 1/2 ,1-¢
= 1 221/2 Z...3Z a1ogmnxn +0(L X
P <L m%“,%<x m 1 J q
(2,9)=1 M<m<M
N1. <n].< 2N_i
...Nn.,q) =1
(mn;...n;.q)
provided
L 1-5¢
(4.14) M << a-X if g=1 ,
X1-5€
(4.15) M << if §=2
LEMMA 4.
Supposing € >0 , MN<X and
(4.16) /83 cg<x<q?, e t3Ecc 1x
(2.6) la_I<<m®® , Ib 1<< ne/5
m n
we have - under the LVC-
~1/2 X
z L X z a blog — =
L <L o<y Mo Cd
(2,9) =1 M<m< 2M
N< n< 2N
amn=4(q)
(4.17) 1-
- r 22 3 5 abiog L 0——-—-—"1/2)(1€
= ) am n' o9 m_n"" ( )
o(a) o< mn < X q
(2,9) =1 M<m<2M
N<n< 2N
(mn,q) =1
provided
(4.18) (%€ << M << % 1-5¢

The proofs need some more Temmas.
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LEMMA 5 , (Reflexion Argument, Jutila (1977)).

If x#x,»1<L<q,hs=log’q and

3 6
*x _ gh” _qglog gq
(4.19) L = = 3
then w h h2
4.20) 1 3 e L) yi<< 1+724(q) 11 3 %—}‘ZL);TMT.
%=1 2 <My E
('Q'sq)=1
LEMMA 6 , (Mean Value Theorem, Montgomery (1971)).
For an arbitrary collection of complex numbers a, we have
2 2
(4.21) Tl z %Xm)l < (M+q) = I%I
x m<M ms<M
LEMMA 7 , (Fourth Power Moment, Montgomery (1971)) .
x (2 4 6
(4.22) :1 3 —In—}ﬁl << q(1t1+1) Tog®qL(1t1 +1) .
2<L 8

LEMMA 8 , (Large Value Theorem, Jutila (1977)) .

For an arbitrary collection of complex numbers a, and for a positive V we
have

140 yn3
: MG MG
4,23 # {x:1x a >Vl << + 9
(4.23) x:lz mX(m) 1 >V} 2 "
where G = % Iaml2 and nn >0 .
ms<M

LEMMA 9 , (Burgess (1963)) -

_Iix;éxogﬂ_q_n>0,L>l then

(4.24) |z X&) << g3/164n
<L ¢

We are going to prove Lemma 1 . Using the orthogonality of the characters it is
enough to show that under the given conditions

(4.25) |5 x(a) L(X)C(x) | << Lx'°®
X# X
where
(4.26) L) = T w x®)

2=1
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X
(4.27) C(x) = mﬁ <ZX ambn x(mn) log o
M< m < 2M
Taking N <n<2N
(4.28) A(s,x) = by S » B(s.x) = z S
M<m<2M m N<n<2N n
We can express C(x) as a Perron integral
(4.29) C(x) = s [ A(Ssx) B(s:x) L
. X =T 2 X s X 2
(1/2) S
and, by taking absolute value
1/2 % 1, . 1, . dt
(4.30)  1c(1 << xM? g | A(g+ita0 B+ Tt))

0

Writing (4.30) and (4.20) into the left hand side of (4.25) we arrive at

o x@ LR << XME Tz iad vitBg ity | S ¢
X # X, o X* X, t+1
(4.31 o 1
V2 240q) [ T I GHIT0AG Hita)BE +it,y) | S50
00 X#X, t+1
where
(4.32) L*(s,x) = = li%l
< L* g
and ¥ = 31999 s defined in Lemma 5 .
From the Cauchy-Schwarz inequality
5 1/2 , 172
(4.33) L IABI< (T IAIY) (I IBI9) .
X # Xq X X
1/2 1/4
(4.34) zoomsl< ¢y s Yy,
X # X, X X # X
1/2 1/2
(4.35) L ILABI< (3 IL*Al9) / (z 1B12) / ,
X # X, X X
1/2 1/2
(4.36) o< zad) T (2l eid :
X # X, X X
1/4 1/4 1/2
(4.37) oo <z ooty (5 /
X # X, X#X, X# X, X

Suppose that bn =1 for all n . Byusing (4.34), (4.37) ,Lemma 6 and Lemma 7
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we get
(4.38) 1% x(a)L(x) Cly) 1<< xL/2¥eql/2 qumt/2 o 12yt 2+e /2 qant/e < x ¢
x#xo
provided
(4.39) 23 o, M<< %xl 5e
In the general case, we use (4.33) , (4.34) or (4.35) and Lemma 6
_ 1 2
1T x(a) L) e 1 << XM qan) /2 (g2 &
X # X
(4.40)
v L2124 (e MY (V) , (@) (e )2 <<
2 2. 12
<< qL1/2 X1/2+e +q1/2X1+€+L1/2X1/2+€m1'n( %%('+qLM , qM+thz( )

and this has the required size provided
2+3¢ 143¢

q << X , g << L ,
(4.41) 2 2
q ybe L™ (I-5¢ q- 5e Lyl-e
T X <<.M<<—2-q X —2-L X <<M<<qX .

The proof of Leima 1 1is complete.
Next we turn to the proof of Lemma 2 and Lemma 4 . We retain the former notations
C(x) » A(s,x) and B(s,x) but in the sequel we take

(4.42) Lx) = = ﬁ%

Using (4.30) it is enough to show that under the given conditions

(4.43) DL A(hHit,x) B(FHit,x)l << LH/Zxl/27E
X # X,

uniformly in t . We have the trivial bounds

(4.44) IA(s.x) | << ME/2HE/5 (s vyl << N/2+E/5
and from Lemma 9

(4.45) GOl << /18 1 s
It follows easily from (4.44) that the characters x # Xo for which

(4.46) LX) 1<
can be neglected. By the Mean Value Theorem (Lemma 6) the contribution of those cha-
racters x # Xo for which one of the two bounds in (4.44) 1is less than qs/2 is

at most

(4.47) q1/2+e(q+M)1/ 1/2+€(q+N)1/2
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which has the required size provided

(4.48) ?Pe <ccx, AXF <am<s< ‘a-_xl‘5€

The set of the remaining characters can be classified into at most ]og3X subsets
S(U,V,W) of characters satisfying simultanously the conditions

(4.49) V< IA(~12—+1't,x)l < o, w<|3(%+1t,x)|< M, U<IL(x)I< 2U
where

(4.50) gl <u<< @Ot B2y u<<q
and we will show

(4.51) UV IS(U,V, W) [ << L1/2x1/2-¢

We can derive some bounds for S(U,V,W) from Lemma 6, Lemma 7 and Lemma 8 . For
simplicity we omit some q8 factors from the left hand side of the formulas .

M+q
[S(ULV,W) << —

v
N+

O

| S(ULV,W) <<

-

(4.52) | S(ULV,W) | <<

.
U
M

IS(ULV,W) [ << — +
v
N
IS(U,V, W) << —
W

We apply an argument of Heath-Brown (see Iwaniec (1982) where he uses it in a simi-
lar context) . We take

_ s M+q Ng M , gM N _ gN q
(4.53) F —m'ln( s s + ’ + 9""“)
V2 Ty BB A
and we show
(4.54) b << L1/2yl/2-2¢
We consider four cases.
Case 1 F < 2M/V%, 2N/W2 . From (4.50)
(4.55) UviF < 2 v min( 4, Ny < 2uqu) V2 << g3/ 1Emy/& o V2 yl/2n2e
Ve |

Case 2 F >2M/V2 , 2N/We . From (4.52)

. M gN g, .
(4.56) UVWF < 2 UVWmin (4,3 ,92 ,90, 9) <
vE W2 Ve



1/2 X1/2-28

(4.56) <2uw [-9)  (TMN ( << L

Case 3 F > 2MNV° , F < 2N/Wo . From (4.52)
. N q
UVWF < 2 Uy min (-, N9
W22 oye |t

1/8 1/2 1/8 .
(N7 (N7 (g7 (g4, 1/2 \1/2,41/8
D e/ A e/ A . A v A

< 2q1/2 X1/2M—3/8 << L1/2X1/2 -2

Case 4 F <2V , F > 2N/W2 . By interchanging the roles of M and N , V and
W from (4.57) we get

(4.58) UVWF < 2q1/2 M1/2N1/8 < 2_ql/Z x1/8y3/8 - L1/2 X1/2-2€

The proof of Lemma 2 is finished. For the proof of Lemma 4 we note that the LVC
(see Heath-Brown (1979)) implies that for an arbitrary collection of complex numbers

3, » 2 real number n>0 and V > qn we have

M 2
(4.59) Ayl a_x(m|>V}< max la_|
m<M M ;2. m<M "
This shows that under the LVC we have to consider only the Case 1 , and Lemma 4 fol-
lTows from the above argument.
Finally we prove Lemma 3 . As it is familiar by now
EIL(X) A(g+ TE,0) By(g+its0) .. By( +itn0l <<
£ X
0
(4.60) -
<< (1t +1)l/2re 124172 -2
gives the required result. This follows easily from the Mean Value Theorem and from
the Fourth Power Moment via Cauchy-Schwarz inequality

1.1/4 g 1/4 2 172
IILAB I < (ZILIT) T (ZBIT)  (ETIAIS)

4 4 1/4

(4.61) 5172 11/
I ILAB(B,I < (ZILAIS) T (Z1ByIT) (3 1B,I")

We omit the details.
5. In this section we discuss the consequences of the estimates in the previous

section.
With the notations (3.7) and (4.1) we have

1 -q
(5.1) S > yogx S+ 0™
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Choosing
(5.2) X = gL

in our arguments, we can see from (3.2) that L/q has the same role that § had
originally. As the critical conditions (2.8) and (2.10) are exactly the same as
(4.6) and (4.7) we can derive all the results (1.1)-(1.4) from Lemma 1 by using
the appropriate methods of relating a sum over primes to bilinear forms. In particu-
lar, combining Lemma 1 with Harman's method we can cover Theorem 1 (in the homoge-
nous case) but there is no room here to give details.

Next we prove Theorem 2 on the LVC. We choose

(5.3) L = ql/2+6e _ /2 ee

,» X
and we use Vaughan's identity (2.11) with

121005 if an=a(q) L2<L am (2.9) =1

(5.4) F(n) =
0 otherwise .
Choosing
(5.5) u=v=x73,

Lemma 3 with j=1 covers the second and third terms while Lemma 4 covers the fourth
term and we get

(5.6) 1 -1/2 X (172 1-€/2
X
= X 2 z A(n) log =+ 0
o(a) <y niy MR 0T
(2,9)=1  (n,q)=1
From the trivial inequality
1
(5.7) S > Tog X Sy
we can easily derive
L1/2 x
(5.8) S>> T Tog ¥

supposing (5.3) and the LVC . This implies Theorem 2 .

Lenma 2 and Lemma 3 (j=1) combined with Vaughan's identity give only the result
(1.3) but it is interesting to note that the 1imit 1/4 comes not from the use of
the Vaughan's identity but from the use of the Large Value Theorem. Any improvement
on the Large Value Theorem leads to better exponents than 1/4 without appTying dee-
per methods than Vaughan's identity. The Timit is 1/3 .

Finally we prove Theorem 3 . This requires the use of Heath-Brown's argument, because
Vaughan's identity is not sufficient. We will be brief, the details can be found in
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Heath~Brown (1987?) . Let

Xl/10 <z < Xl/5 , 2 = exp(

0

log X

5) » K =[(logTogX)®]
)

(5.9)
(Toglog X

b real numbers where X is sufficiently large, and define the coefficients

An,Bn,An(j),A;(j) as follows . For Re s >1
1 1 > u(n)Bn
(5.10) M(s) = 1 (1-—5),1%(s)= I (1-=)= I — ,
p <z p p<z, p n=1 n
et An = 1
(5.11) ro— = log z(s) I(s) = I z T °
n=1 n a=l p>2z ap
o0 An(j) j
(5.12) A= (g(s)nu(s) )Y,
n=1 n
o A¥(3) u(n) B K, 1,k k J
(5.13) p M. (;(s) z oz ( 7 Ls) -1)
n=1 n n< z n k=o ’ z< p<z p
In other words,
1/a if n=p% ,p>z ,
(5.14) A, =
0 otherwise ,

Bn is the characteristic function of the numbers having no prime factors > Z, s and
An(j) is the representations of n as a product of j factors composed by primes
>z, - The definitiqn of A:(j) is rather complicated but it is clear that A:(j)
approximates An(j) in a certain sense.

We can formulate this connection the following way, see Heath-Brown (1987) §2.

For any function F(n) we have

DORNG)F(n) | <<
n<X

(5.15) << b uo(d) B, i X dzj(m)F(dm) +
m

d;(m) F(p°m)

where dj(m) denotes the number of representations of m as a product of j factors.
Using the well-known bound of Linnik (1963)

Y 1-¢

C.
(5.16) dj(m) << g log bY if (a,g)=1,q<VY

we get in the case of F(n) 1is defined by (5.4) that the right hand side of (5.15)
is
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172 2
(5.17) << L : X o (TogTog X)
provided
(5.18) 2q < xie

When F(n) = Tog %‘ » 0 according as (n,g) = 1 or not than the right hand side of

(5.15) s
2
(5.19) << x e (loglogX)

The connection between An and An(j) follows from the identity

° eyt j
(5.20) Tog g(s)(s) = 'Zl 5 (c(s) (s) -1) ,
j=
thus by comparing the coefficients:
© - J-]_
(5.21) A =z j—l—%——An(j)

j=1
The Targe j-s cause a little trouble so we use a sieve argument similar to the sim-
plest Brun's sieve

j-1
-1yJ .
EC Sy

j=1

(5.22) A

ALY

and > (<) holds for even (odd) J-s .
We are interested in

(4.3) s, = I _F(p)

(c.f. (5.4)). We can connect this sum to

(5.23) S}

2 £ A F(n)

n <X n

(c.f. (4.14)) and using (5.21) or (5.22) we can transfer this to the investigation
of

(5.24) S(3) = A (3) F(n)

L
n <X
We will show that under some conditions on L ,X,z,Jj we have

$*(3) = L AM§) F(n) =
( n <X
5.25)
172 J1-¢
_ 1 -1/2 s X o /LS X T8
= I % I A log = -
o(@) o<y n< X n(3) Tog 5 +0{=—3 /

(2,9)=1  (n,q)=1
(5.15) ,(5.17) ,(5.19 and (5.25) 1lead to
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1/2
. 1 -1/2 . X LY °X |
5.26 S = - X & T A (j) log =+ 0(=—— ¢
( ) (J) WS&<L . n(d) 90 (
(2,9)=1
and we get from (5.21) and (5.22) that for even J
1/2 2, 2
(5.27) 5, >> L;a—»R(J) + 0 (E-a-J5 e~(10g 1ogX)™
where .
X o (-1)d :
(5.28) R(J)= * AlogZt+ x . r A (j)log .
n<Xx " < J J n<x " n

loglog X)Z)

First we investigate the expression R(4) , (for j=5 we are not able to prove
(5.25) ) . Note that R(J) is independent of L and q . We will show that

X
(5.29) R(4) >> 1oy
if
(5.30) z = xM/7 - 10¢

with a sufficiently small e . (5.30) implies that the terms j = 8 vanish. The
contribution of the n-s having seven prime factors can be neglected because all

these primes must satisfy

The n-s having six prime factors contribute to the term j=6 with
(5.32) oz Tog
py-+-Pg < X Pi---Pg
p; >z
and to the term j =5 with at most
(5.33) 5. ¢ 5 Tog — > .
py---Pg < X P1---Pg
Pi >z

The contribution of the n-s having five prime factors is similar to

(5.32) with 5

in place of 6 . There are no other contributions. By the prime number theorem

R(4)> & Togi-1 oz log —>
p<x P Spp.<x " PrPe
p. >z
;
- 2 log =2 — - 107c. K >
(5.34) py---Pg <X Py---Pg 09
P1->Z

8 X
~10% mox
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where the integrals are taken over the four and five dimensional domains

1 6
D4 - (.7 -10e < ti s bttty < 7+ 10¢) ,
(5.35) 1 6
D5 = ( 7 -10e < to, tyte o+t < 5 ¥ 10¢)

respectively. Numerical integration shows that (5.29) is true whenever ¢ 1is small

enough.
We will be ready if we prove (5.25) with (5.30) , j<4 and

- q56/31 +11e L= qX-9/28

(5.36) X
because in this case
L X -9/28
(5.37) Hupll<ﬁ-a + q7 73T+ 15¢ << X

for a great many primes p up to X .
Note that (5.36) implies (4.8) , (4.11) and (5.18).
The structure of A:(j) (c.f. (5.13)) shows that S*(j) can be rewritten as a

sum of at most

(K+1)3 << (logTlog X)®

multilinear forms of type

(1) (r)

(5.38) r. . .Z a ...a_ F(my...mn,...n;)
‘ m m 1 rl J
ml...mrnl...nj <X 1 r
m<z i=l,...,r
i
with
(5.39) r<j(K+1) << (loglog X)Z .

Further splitting up and rearranging arguments lead to the representation of S*(j)

as a sum of at most

. s 3
(5.40) (K +1)323(K+1) 154 %)2% << (109 TogX)
multilinear forms of type
1 r
(5.41) . . .z aé 2..a; %(ml...mrnl...nj)
RAy---mnyg .nj <X 1 r
Mi <m; < 2M1.
Ni <ns< 2N1
where r < 20 and
(5.42) M, <z i=1l,...,r ,
(5.43) Ml"'MrN1°"Nj <X , N1 = ... = Nj s
(5.44) jalt ) << /10 51,
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we can assume

1-4¢
(5.45) Ml"’Mer"'Nj > X

otherwise both (5.41) and its expected value are trivially less than the required
error term.
We can use Lemma 2 if there is a subproduct M of Ml"‘Mer“‘Nj satisfying

(5.46) X375 com<< XM ¥5E
and we can use Lemma 3 if either

(5.47) Nl > X4/7 +5¢
or j =2 and ‘

(5.48) NN, > KT e
z was chosen to equal the quotient of the two sides of (5.46) . This ensures that
if N 1is any number less than X3/7 - 5e and NMl"‘Mr is greater than 'X3/7 - 58
then there is a subproduct M of NMl""Mr between X377 “9€ ang x¥7+5e
Suppose that there is no subproduct M of Ml"'Mer"'Nj satisfying (5.46) ,
N, < X7 ¥5 and for j> 2, NN, < XH7H%E then N < X7 7% ang for
3> 2 NN, <775 and therefore My...M N < X775 and for j>2
My.. M NN, < %37 7%C on the other hand for § =3 Ny <Nj and for j=4,

6/7 - 10¢

N3N4 < NlN2 . These inequalities imply Ml“'MkNl"’Nj < X which contra-

dicts (5.45)
The proof of Theorem 3 is completed.
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PERMUTATIONS DES ENTIERS

ET REPARTITION DES SUITES

Jean COQUET

Summary: The permutations h of W which transform every W-distributed (resp.

u—well distributed) sequence u with values in a compact metric space X into

a sequence uoh which is u-distributed (resp. u-well distributed) too, are stu-—
died.

I. INTRODUCTION

I.1. Définitions.

. Une partie A de I a pour densité d (resp. pour densité uniforme d ) si

L

d = lim g Card (o N [0, NI[)
N0 :
(resp. si d = lim ‘% Card (A N [t , N+T[) uniformément par rapport 3 T € IN).
N>

. X @&tant un espace métrique compact muni d'une mesure de probabilité 1} , une
partie Y de X , p-mesurable et de frontidre u-négligeable, est appelée une

partie de U—continuité.

. Une suite u:N =+ X est dite u~répartie [4] (resp. uniformément p-répartie)

. . e e -1 P
si pour toute partie Y de X , de p-continuité, u (Y) a une densité (resp.

une densité uniforme) &gale 3 u(Y) .

I.2.Rappels.

De nombreuses &études ont &té faites de transformations qui, & toute suite p-répar-
tie, associent une suite U-répartie. On peut citer notamment le travail de G.
RAUZY [5] (voir aussi [7]) sur la stabilité de 1'équirdpartition d'une suite dans
un groupe compact par addition d'une autre suite et le lien remarquable avec 1'
hﬁ@aﬂmmesmﬁsdmm.

Dans le livre de G. RAUZY [6], on trouve des résultats et des références sur la
répartition des suites extraites.

H. RINDLER [8] a &tudier la génération des classes d'équivalence de suites u-ré-
parties 3 partir de l'une d'elles au moyen des permutations h de W qui véri-

fient la condition de stabilité:

Card {n € N ; n< N, h(n) 2N} = o®) .
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On trouve des préoccupations semblables dans un travail de J. COUOT [3]. Enfin,
l'auteur a montré dans [ 2] que si s(n) est la somme des chiffres de n dans
une base et si u est uniformément u~-répartie, uos 1l'est aussi. Par contre, s

ne conserve pas la Y-répartition ordinaire.

Dans cet article, on étudie les permutations de W qui conservent la répartition

ou la répartition uniforme et on donne quelques exemples.

I.3. Conservation de la répartition.

Définition. 1) Une permutatibn h de IN conserve la répartition (resp. la ré-

partition uniforme) dans 1'espace métrique probabilisé (X,u) si, pour toute suite

u:lN > X , u-répartie (resp. uniformément y-répartie), uoh est U-répartie (reép.

uniformément u~répartie).

Si h cdnserve la répartition (resp. la ré&partition uniforme) dans tout espace

métrique compact probabilisé&, h est appelée une permutation é.r.s.(resp. c.r.u.8.)
2) Une partie A de W est connexe si A + [0,1[ est un intervalle. Une

composante connexe d'une partie B de IN est une partie connexe maximale de B.

Par commodité, la longueur £(A) d'une partie connexe bornée A de W désigne

la longueur de A + [0,1[.

Notations. 1) On note [a,bl 1'ensemble {a,...,b-1}.
2) Pour tout entier N , on pose H(N) = h([0,N[) et on note H(N) le plus

petit intervalle contenant H(N) .

On caractérise les permutations c.r.u.s. et on donne une condition suffisante
pour qu'une permutation ne soit pas c.r.s. . Au paragraphe V , on étudie des per-

mutations liges 3 la représentation binaire des entiers.

THEOREME 1. h désigne une permutation de W . Il y a équivalence entre les ciﬁq
assertions suivantes :

(Z) h est e.r.u.s.

(i big) pour toute partie A de W ayant une densité uniforme, h”I(A) a une den—
sité uniforme égale d celle de A ;

(72) 1l existe un espace métrique compact X ‘muni d'une probabilité W non
concentrée en un point dans lequel h conserve la répartition uniforme ;
(it bis)il existe un réel d , 0<d <1, tel que pour toute partie A de W
de densité uniforme d , h_?(A) ‘ait une demsité uniforme égale & d ;

(127) le nombre maximal par rapport & t €N de composantes connexes de

h(lt,N+t[) est un o(N) Llorsque N tend vers 1'infini.

THEOREME 2. h désigne une permutation de’ W .S'il existe B > 0 tel que pour

tout o > 0, 71 existe une infinité d'entiers N pour lesquels il existe une
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partie P(N) de H(N)NH(N) et une injection ¢N : P(N) > H(N) varifiant :

Card P(N) > BN et pour tout n € P(N), |n - @N(n)[ <an ,

h . n'est pas une permutation c.r.s..

La condition précédente est peut—étre nécessaire et suffisante pour que h ne
soit pas c.r.s.. En tout cas, il est nécessaire pour que h mne soit pas c.r.s.
qu'il existe B > 0 et une infinité d'entiers N pour lesquels

Card (H(N)NH(N) > BN .

II. PREUVE DU THEOREME |

Le schéma de démonstration est (iii) => (i bis) => (i) => (ii) => (ii bis)

=s (iii). L'implication (i) =»> (ii) est &évidente.

II.1. Preuve de (i bis) => (i)

u ¢+ IN + X désigne une suite p-répartie., Etant donnée une partie Y de X de
p-continuité, p(Y) est la densité@ uniforme de u~I(Y) donc de
hﬂl(u—](Y)) = {n € W ; u(h(n)) € Y}. Ainsi, uoh est uniformément p-répartie.

I1.2, Preuve de (ii) => (ii bis)

D'aprés 1'hypothése sur p, il existe ([é], p 201) une partie Y de X, de
p~continuité, telle que 0 < y(Y) < I. On peut évidemment supposer Y compacte. On

note d = y(Y).

Soit A une partie de IN de densité uniforme d. On va construire une suite
. - ) . - -1 .
u : IN » X uniformément p-répartie et telle que A = u (Y), ce qui permettra de
o . s - P ~1 .
conclure car, uoh &tant aussi uniformément p-répartie, h (A) aura aussi pour den-

sité uniforme d.

D'aprés un résultat de BAAYEN et HEDRLIN'[I], il existe une suite

u, N +Y uniformément u]-répartie ol u, est la restriction a8 Y de %; De méme
&

il existe une suite u, * N -+ XN Y uniformément u2~répartie oll Uy est la restric-

> u
. - .Y T
tion a4 X Y de T-d
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Comme la frontiére de X N Y est p-négligeable, on peut quitte & remplacer
les termes uz(n) appartenant 3 la fronti&re par des éléments arbitraires de X \ Y,

supposer que u, est & valeurs dans X \ Y = X \ Y.

On note (a la suite croissante des éléments de A et (bj)je la

k)kG]N IN

suite croissante des €léments de IN \ A et on pose :

/ u](k) sin

|

) u2(j) si n ;

ak

u(n) =

1
o'

Soit alors Z une partie de X de y—continuité. On pose Z] =7ZnYy,

Zz =Zn (X~ Y), OL] = U(Zl)s U2 = 0‘(22)‘

u_l(z) n [t,N+t[ = {ak € [t,N+t] ; k € u?l(zl)} U {bj e [t,N+t[ 5 j € u2I (22)}

On pose r = Inf {k ; a, € [t, N+t[ }si An [t,N+t£ # @ et

s = Inf {k ; a. > N + t}.

Comme la densité uniforme de A est d, pour tout ¢ > 0, il existe K] €N

tel que N 3 K, => |s - r - dN| ICard (A n [t, N+t{) - dN[ $ eN.

1

En particulier s - r 3 g—N si e g %.
D'autre part, Card {ak € [t, N+t[ ; k € u;](Z])} = Card [r, s[ n u;l(Z]).
-1 . %
Comme U, (Zl) a pour densité uniforme 3= u](Zl), pour N 32 K2,
' - -1 o .
|Card ([},s[_ﬂul (Z])) - —é-(s—r)l g e(s=r) & eN. Pour N 2 Max (Kl’ K2)

<

ICard,{ak € [t, N+t[ s k € u;l(z])} - a]N| < 2 ¢N.

A 1'aide d'une inégalité analogue pour {bj € [t, N+t[ 5 j € u;](zz)}, on

conclut que u(Z) = a + o, est la densité uniforme de u_L(Z).
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II.3. Preuve de (iii) => (i bis)

A désigne une partie de IN de densité uniforme d. On a :

Card (b 1(&) n [t, n+t]) = Card (A n h([t, Wt]).

* .
Etant donné ¢ > O, 1l existe K € IN tel que, pour tout intervalle I de

longueur > K,
[Card (A n I) - da(I)] 5 ea(D).

On en dé&duit en distinguant les composantes connexes de h([ﬁ, n+t[} de

longueur > K et les autres :
[Card (A n h ([t, N+t])) - dN| ¢ &N + o(N)

Ainsi h—I(A) a une densité uniforme égale 3 d.

I1.4. Preuve de i bis) => (iii)

On suppose que h ne vérifie pas (iii).

Lemme 1. I£ exdiste un entlen L el que Le nombre maximal par rapport & t de compo-

santes connexes de Longueur L de h([t,N+t[) ne s0dt pas un o(N).

: P . N .
mal de composantes de longueur > K de h([t, N+t[) est inférieur 3 E-< eN. Si
le lemme &tait faux, le nombre maximal de composantes de longueur ¢ X serait

majoré par eN pour N assez grand donc h vérifierait (iii).
' -

*
Du lemme 1, on déduit qu'il existe L € IN , & €]0, ![ et une suite d'in-

tervalles I = [t , N + ¢t [‘vérifiant :
T r’ r T

{ R(Ir);:: =

h(Ir) a au moins SNr composantes connexes de longueur L.
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Lemme 2. I£ existe o € 10,10 et une suite d'intervalles I tels que

Q(Jm + o, Sup J < Inf J

) >
LN k k+1
moAns az(Jk) composantes connexes de Longuewr L.

Sup h(Jk) < Inf h(Jk+l) et h(Jk) alt au

preuve :on choisit o = %—et on construit Jk = [kk’ bk[ par récurrence en commen-—
¢ant par JI = II’ On suppose Jl""’ Jk construits. Il existe un intervalle

Ir tel que :
§ _ o
E-Nr > m = Max (1 + bk H

= s o+ . 1
On pose alors 241 Sup (tr’ mk) et bk+1 Nr tr Par construction,

inf {m ; ¥n = m, h(n) > Sup h(Jk)})

8
Sup J < Inf J ., Sup h(J) < Inf h (3 ), 28I ) 3N (1 -3

> +o, Enfin, le nombre de composantes connexes de longueur L de
koo
) est au moins SN - m 3 oN_ 3 al(Jk§])-

donc g(Jk)

h(J
k+1 -

On se donne maintenant un réel d € ]0,1[. Il s'agit de construire A € IN

de densité uniforme d et telle que h—l(A) n'ait pas pour densité& uniforme d. Par

- .y a 1
complémentarité, on peut supposer d > =

[\

E} désigne la réunion des composantes connexes de longueur L de tous les

ensembles h(Jk), chacune étant complétée par l'entier suivant immédiatement.

E2 désigne la réunion des composantes connexes de longueur différente

de L de tous les ensembles h(Jk).

Enfin, E; = N \ (E, U E,).

3 2

Dans la suite, on suppose E2 et E3 infinis, les autres cas se traitant de

la méme facon.

On désigne par B une partie arbitraire de W de densité uniforme d et B'

.&%_‘WJ— (a 0 card 21)

une partie de IN de densité uniforme 5

9, désigne la bijection croissante de B' sur 1l'ensemble E_, réunion des

1’

composantes de longueur L de tous les h(Jk).
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On pose alors A = (E

D'une part, Card (h_l(A) n Jk) = Card A N h(Jk)

* '
[N ED U6 (B U0, (B) U b (B).

*
= Card (A n h(Jk) A El) + Card (A n h(Jk) n E2).

Card (A n h(Jk) n E2) kj;oo d Card E, n h(Jk) et

2
* - g£L+1)—1 *

Card (A n h(Jk?ﬂ El) Ko T Card (h(Jk) n El)
Card (A n h(Jk))

donc 11(1m sup Q(Jk) < d(1-a) +a

(L+1)d-1
L

< d.

D'autre part, A a pour densité uniforme d. En effet :

Card (A n [t, N+t]) = Card(¢,(B) n [t, n+t]) + card (65(B) le, n+tD).

+ Card (((, N\ E)) u ¢ (3" n [, met]

Etant donné € > O, il existe M € IN tel que, pour tout intervalle T,

2(I) > M => [Card (B n I) - d2(I)| < ea(I).

Ainsi, pour tout intervalle I, ICard (BnilI) - dSL(I)I g e2(I) + M;

ce qui donne, pour r = 2 ou 3,

lCard (¢r(B) n [t, N+tD - d Card (Er n [t, N+tD,

= |card (B n ¢;1 de, ¥+tD) - d card ¢;1(l}, N+t )|

1

M+ e Card ¢ ([t, M) =M+ e card (B_n [r, meD.

De méme, il existe M'€ IN tel que

card (¢, (B') n (e, meD - gj%)—(t-l—Card (B, n e, n+eD ]

¢ M' + € Card (ET n [t, N+tD de sorte que :

_ (L+1)d-1

Card (¢1(B') N [t, N+tD L+1

Card (E] n l:t, N+tDl

< M' + e Card (E* n I_t, N+t[—) + |card (E’; n [t, N"'tD - f{:—l—

£ M + 2+ e Card (ET n [t, N+t[).

Card (E n £, N+t D] |

Comme ICard ((El\ E]) n [t, N+tD - Card (E1 n [t, N+tD| < 2,

L+1



-32~

on obtient finalement :
Card(A N [t , N+t[) - dN | < 2M + M' + 4eN

pour N assez grand de sorte que A a bien pour densité uniforme d .

IT1I. PREUVE DU THEOREME 2.

Par des arguments semblables & ceux du II, on se raméne 3 construire

une partie A de N de densité %atelle que h-}(A) n'ait pas pour densité-%.

III.1. Lemme 3. 12 existe B > 0 of une suife croissante d’entiens (Nk) tels que

x . . - -
powr tout KkEN, L existe une partie Q, de H(Nkﬂ) ~ (H (Nkﬂ) U H(Nk))
.. . - o e 1
el une 1njection Il)k : Qk > H(NkH) ~ H(Nk) vérnigiant : Card Qk > 5 BNk+1 et,
pouwr fout entiern t 2 Sup E(Nk), ICard(Qk n [o,t[) - Card(wk(Q&) n [o.tD] ¢ Z%

Preuve : on suppose que N,,... N ont été déterminés, N, arbitraire. On pose

Mk = Sup H(Nk) = Sup ﬁ(Nk). D'aprés 1'hypothése du théoréme 2, il existe un entier

N vérifiant les conditions :

k+1
B
- Mo s 7 Ny

) et une injection

. il existe une partie P(Nk+l) de H(Nk+1) "H(Nk+1
[
9y * P(Nk+}) > H(Nk+i) telles que :
Card P(Nk+1) > BN, et pour tout n € P(Nk+1)’ |n @k(n)] £ o

. . _ . . . [
On choisit alors Qk = P(Nk+l) ~ EQ,Z Mk[ et ¢, désigne la restriction de ¢y 2 Qk’
1 - B
D'une part, Card Qk > Card P(Nk+}) ZMk 25 Nk+}'

D'autre part, Qk n ﬁ(Nk) = @ et wk(Qk) 0 ﬁ(Nk) = @, la derniére condition résultant

du fait que si n € Qk’ ¢£(n) > (1 - §é7~) n > Mk.

Enfin, on a la majoration suivante :

|Caxd (q, n [0,t[) - Card(¥,(Q) n [0,t[]

sCard{ner;n<t,¢f<(n)at}+Card{nGQk;n2t,¢1‘((n)<t}

£ s+ — <=, T X
Sy . %+ Le lemme 3 est démontré



I11.2. Fin de 1a preuve du théoréme 2

Avec les notations du lemme 3, on posecg= U Q et f= vy Q)
Vo R K Yk
: k=1 k=1
D'aprés le lemme 3,
|card("Gn [O,N[) - Card(fn [0,N[| = o(N) lorsque N tend vers 1'infini.
D'autre part,
cara(fn BV, )Y - cara(Fn HEY, )
B

> Card w;&(qk) - Card ﬁ(Nk) 2Card Q =M 27X .,

de sorte que :

-1 , - :
cara(ro, N, [ o b Py - Card ([0, N, [ 0 b ‘{Z));ggkﬂ.
0@ etf étant dis‘joints, Card(°€n [O,N[) + Card(.:'_)oﬂ fo,N[) < N.

Ainsi Card %n [ON[ £ 5 + o(N) et

+ o(N).

o}z o=

Card ffn [O,N[ g

L]

Doné il existe une partie B de W de densité —%vérifiant

IR of et 30y

Si h_I(B)‘ n'a pas pour densité

g

B'

%, on pose A

Si h-l(B) a pour densit@ :,lé-, on pose A = (B \°€,) U f , de sorte que A a pour den-—

[

8 té—lz-comme B et que :

card(h 1 (A) a [O,N, . .[) - Card(h '(B) a [O,N

B
Ve 1 1l 2 Ny

IV. REMARQUES

1v.1. les peamutations c.n.5. ne fowment pas un, groupe, Les permutations

C .U b, non plus.

Par exemple, on pose h(0) = 0, h(1) = 1 et pour K » 1,
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si n pair, n € [QK, 2K+I[

. . . K RK+1
27+ 2 + ~———— si1 n impair, n € [2 , 2

oot

-1 . .
h est ¢.r.s. et c.r.u.s. alors que h ~ n'est ni c.r.s. ni c.r.u.s.

IV.2. 12 n'existe aucune permutation h de IN transformant toute suite Equiripar-

tie u dans IR/Z en une suite uoh undiformément Cquirlparitie.

D'aprés ce qu'on a vu au II, h serait telle que pour toute A de W de den-

sité d, h—l(A) ait pour densité uniforme d.

Soit A une partie de densité d, on suppose que h_I{A) a pour densité uni-
forme d. Comme h(n) 23, on peut construire par récurrence une suite d'intervalles
disjoints Fk = [ﬁk, Nk + k[ tels que i:ﬂ h(Fk) ait pour densité& 0. Il suffit de

choisir Fk+1 tel que :

Nk+l > ka et Inf h(Fk+1) > k Sup h(Fk).

Alors B = A LJ h(Fk) a pour densité d alors que h_l(B) n Fk est vide.
k=1
IV.3. Les permutations h transformant La n-n@pantition uniforme en u-1epartition
sont celles pourn Lesquelles Le nombre de composantes connexes de h(Lo,N[)

esl un ofN).

Il existe de telles permutations h qui ne sont pas c.r.u.s.. On peut choi-

sir par exemple h(n) = n si n < 16 et pour K 3 2,

rn siné€ [AK + 2K+1, 4K+1E

| -
h(n) = | &5+ 2065 sine 5, 454 25

Ua® s 20525 4 1 sin e Rk, JKORHIT



-35-

I1 en existe &galement qui ne sont pas c.r.s.. On peut choisir par

h(n) = n si n< 2 et pour K > 2

n + (K+1)! - 2K! sin € [K! 2K!]

( .
h(n) = 4

ln-K! sin € [2K!, (K+1)!]
En combinant ces idées, on peut construire une permutation h qui n'est ni

c.r.s. ni c.r.u.s. mais qui transforme toute suite uniformément p-répartie en une

suite y-répartie.

IV.4 Les permmutations envisag@es parn RINDLER dans [81 sont c.x.5. mais pas

goncement c.r.u. b,

IV.5. Soit u : N = X complétement p-répartie ([6], [8]), la suite
ut o nvt (u(n), u(n+l),..., u(n+k),...) & termes dans an est répartie selon la

. . : . . *
mesure-produit p_ induite par u. Si h est une permutation c.r.s., u oh est

y-répartie &galement donc uoh est complétement p-répartie.

Ainsi toute permutation c.n.s. conderve La complite ndpantition des suites,

V. PERMUTATIONS BINAIRES

oo

V.1. On envisage les permutations he définies de la maniére suivante : si 8

est une permutation de W et si n = E er(n)Zr, er(n) € {0,1}, est le développe~
T=0
ment binaire de n, on pose :

hom) = & e (m2°)
r=0
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THEOREME 3. 1) Toute permutation hy est corau.b.

Z) hy est c.1.s. 54 et seulement A4 o -Ad est bornle (Ld désigne

bien sin L'identité de ).

Remarque :  fes pewmutations b, qui sont c.r.8. goument un groupe.

V.2. Preuve du 1)

_ .. . -K . .
Etant donné £ > 0, on choisit un entier K tel que 2 £ € puis un entier

L tel que [b, K[ - G(EO,L[) et enfin un entier N tel que 2; < eN-

On pose a = inf {i€IN ; t ¢ i2L} et b = Max {i€IN ; iZL < N+t}.

-~

ho ([t MtD) = b ([t, a2"Du b (b2", meD O (L) n ([i2", Grn2"D)

agi<b
. . 5L . L
Par construction, chaque composante de he([ﬁZ , (i+1)2 [} a une longueur
au moins égale 3 2K. Donc le nombre total de composantes connexes de he(fk,N+t[)

- +
est majoré par N.2 Ky 2L ! < 3¢N. On conclut par le théoréme 1.

V.3. Preuve du 2) ; condition nécessaire

On choisit K assez grand pour que O € §([0,K[) et on &crit
0(fo,K[) = [al, a, + 21[ U [al, a, + 22[ U «oe U [aq,aq + zq[ avec a, = 0,
Qj >0 et a. > a., + R,

j+l N J
S8i 6 - id n'est pas majorée, aq + gq - K n'est pas majorée.
Si 8 ~ id n'est pas minorée,K - 2, n'est pas majorée.

Donc si & — id n'est pas bornée, aq + zq - z] n{est pas majorée.

Les composantes connexes de h ([O,ZK[) sont de la forme

. q aj q aj Q]—
= C(kq,..., k2) = ]jiz kj2 , jzz kj 2 + 2 [-oﬁ pour tout j €& {2,..,q},
K, < 2%, Leur longueur commune est 2 J |

J

. . PR . . 1
Dans 1'énoncé du théoréme 2, on choisit B = 5 Etant donné © >0 arbitraire,
>

on choisit m entier assez grand pour que a(@™ - 1) 1.
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On choisit ensuite K de maniére que aq + lq > 21 + m (il existe une infi-

nité de telles valeurs de K). Conformément aux notations du théoréme 2, on choisit

la partie P([O,2K[) de ﬁ([O,ZKE)‘\ H([O,ZK[) de la maniére suivante :

) /
- g q a,~ .
P(10,2°D) = U ( 5 -1 E, -2 I kg2 o

kz,-ukq.—} 2 q <k (2 q J 2 - //

2. L
oii kj <23 pour j < q et on pose ¢(n) = n + 2

|| -1

1

¢ est une injection dont 1'image est la réunion des
g -1 [
composantes C(kq,.., kz) avee 2 4 < kq <2 9 pa somme des longueurs de ces

K-1. e en . : .
composantes est 2 car la moitié des valeurs possibles de kq sont permises. On

1

a bien B = 5 D'autre part
,Q,I ,Q,]+m g]
o(n) —n =2 < a2 -2 %
a 2 -1 ) a 2

s a2%29% -2hg a2 Tk -2 1) ¢ an.

La condition du théoréme 2 est remplie, he n'est pas c.t.s.

V.4. Preuve du 2) ; condition suffisante

On suppbse g—id bornée. I1 existe B > O tel que

t-B ¢ 6(t) g t+B pour tout t € I

A désigne un ensemble de densité d. On &crit tout entier N sous la forme

oot 2 avec 8 > 8, > ...> 8, .
o 1 , k

On pose Qr = Max {j € W ; [b, j[fﬁ e([b, sr[) de sorte que Zr > 8 - B,

_ ] so-!- s +B+1 )
D'une part ho ([0,N]) = b ([0,2° [) e [o,2° [

. s
D'autre part, les composantes connexes de he([O,Z or) ont pour longueur
L ; 8 8 8 ] s %

o A - -
2 7 et celles de he([g %4+ 2T I, 2% . .+27 4o r[} ont pour longueur 2 ©.
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. . . - . .
Etant donnéd € > 0 , on choisit un entier ® tel que 2 = < €,puis un entier

M
M tel que, pour tout m = 2

|card(a n [0,m[) - dm | < e2 %m .

On pose enfin p = Max{r; Sy = sr’< w} . Alors,

s s I+s 1 _
Card(a N ho([2 %+...+2 Puln <2 Plen2@<en.
-8 s
Et toute composante connexe C de he([O s 2 O+...+2 p{) a une longueur minorée
2 s ~B s —B-w
par 2 P> >2° . 81 on choisit N assez grand pour que sO~B—w 2 M,

lcard(A N C) - dCardC | < e2®(Infc + Supc) <e2W2%* B+ 2 <Pl gc),

On obtient finalement

B+1

|Card(a N he([O,N[)) -dN| < (4 + 2)eN .

hgl(A) a pour densité d , donc h8 est Cc.r.S..

VI. LIEN AVEC L'INDEPENDANCE STATISTIQUE

Deux suites u,: W = X, et u,: N + X_ 3 valeurs dans des espaces métri-

it 1 2° 2

ques compacts sont dites statistiquement indépendantes [6] (on note ul_}_u2 ) si

E X1 -0 et f2: X2 -+ & continues,

1 | 1 1
0=1im (= 2_ £ (u, @) () - & . £ (u @) & J £ @))).
N N = 2V72 NoTy b N 2

pour toutes f

On dit qu'une permutation h de W conserve 1'indépendance statistique

et u 4 valeurs dans des

(h est c.i.s.) si quelles que soient les suites u 5

1

espaces métriques compacts :

u -Lu had uloh.LUOhn

1 2 2

Est-il vrai que les permutations c.r.s:. et c.i.s. coincident ?
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APPLICATION DES MEILLEURES APPROXIMATIONS AU
CALCUL D'UNITES

par

E. DUBOIS (Caen)

Les meilleures approximations (M.A.) ontsurtout été &tudiées pour leurs
propriétés d'approximations diophantiennes. Depuis quelques années, avec
le développement de 1'informatique, des méthodes de calcul de certaines M.A.
ont té mises au point. A cette fin on a le plus souvent modifié la définition
usuelle de M.A. Ceci conduit 38 diverses notions. Nous considérerons ici le
cas de M.A. de zéro par une forme linéaire & trois variables, relativement
3 deux autres formes lindaires. Nous en déduirons, en utilisant quelques
résultats de Voronoi [4 et 8], une méthode de calcul d'un systéme fondamental

d'unités d'un corps cubique totalement réel.

I.Rappel des cas connus

I.1 - 81 6 est un nombre réel on dit que (p,q) est une M.A.-de 6 si
la'e-p'| < [qe-p| = |q'| > q>0

On sait que les M.A. de 0 sont les réduites (sauf peut tre la
premigre) du développementyen fraction continue de 6. Si on remplace la
condition |q'| > q par F(p',q') > F(p,q) ou F est une fonction
distance "raisonnable" on sait [5b] qué cette propriété reste vraie

au moins & partir d'un certain rang.
L'application au calcul d'unité est bien connue. On a :

Théoréme I.l1 - Le développement de 8 en fraction continue conduit

3 1'unité fondamentale de 1'anneau 2[6].

Pour tout corps quadratique réel il suffit alors de considérer 6
tel que 1,0 soit une base d'entiers pour obtenir 1'unité fondamentale

du corps.

1.2 - Dans le cas de 2 nombres réels v,w tels que 1,v,w soit une base

d'entiers d'un corps cubique 3 conjugués complexes on définit la notion

de M.A. suivante :
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Définition .~ P = (po,pl,pz) dans 23 est une FC~M.A. de zéro

par la forme linéaire L(P) = P, + PV * PyW, relativement & la forme
. . 2
quadratique FC(P) = N(L(P)) / L(P) = |L'(P)| (en notant L'(P) un

conjugué de L(P)) si et seulement si

V€2, 0<L@ <L®) <1 F Q) > F D).

On sait calculer la suite des F -M.A. et on'a :

; - - - » * - ¥
Théoréme [5] .- Soit .(Pn)nko la suite des FC M.A. d'une base

d'entiers d'un corps cubique & conjugués complexes. La premiére unité

rencontrée dans la suite (L(?n))n>0 est 1'unité fondamentale du corps.

II.Cas d'un corps cubique totalement réel

¥

II.1 - Soient 1,v,w une base d'entiers d'un tel corps ; v', v" (resp. w',w")

les conjugués de v (resp. w). Pour P = (po’pl’pZ) dans 23 notons

L(P) = P, * PV f Pyv
et L,(P), L,(P) les conjugués de L(P).

Définition - ,~ Nous dirons que le point P est extremal si et seulement

si la région

Qe o< @] < LB, (L, @] <|L®], [L,@] <@

est vide.

Il est &vident que toute unité L{(P) correspond i un point P extremal.
On doit donc rechercher un systéme fondamental d'unités (le groupe est ici

de rang 2) parmi ces points extremaux.

Nous allons donner un méthode de calcul de certaines suites de points
extremaux et en utilisant des r@sultats de Voronoli nous en déduirons une

méthode pour déterminer un systéme fondamental d'unités.

Indépendamment J. BUCHMANN [3] a aussi mis un point des méthodes de

calculs donnant des résultats similaires.
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I1I.2 - Suite de MAi

Définition .— Nous dirons que (Tn) est une suite de MAi de zéro pour

la forme linéaire L, relativement 3 Lj’ L, ({i,3,k} = {0,1,2}) si

et seulement si

To est un point extrémal, Li(To) >0

et si pour tout n =0

Li(T

) = Min (L@ 5 Qe 2, |1 @] <lL ), I @l<ly

I1 est clair que To €étant donné, la suite (Tn)n>O est bien définie

et que pout tout n, Tn est un point extremal. Sans restreindre la généralité

nous supposerons que (i,j,k) = (0,1,2) et que To = (1,0,0). On a :

Théoréme .- Si (Tn) >o Z&st une suite de MAo alors pour tout n =0

il ex;ste un point auxiliaire R.n tel que (Tn’ Rh’ Tn+l) soit une base

de 7.

Preuve : Toute MAO est un point extremal et donc deux MA0 consécu-

tives Tn’ T sont lindairement indépendantes. (On trouve facilement

n+1?
des exemples ol trois MAo consécutives Tn-l’ Tn, Tn+l sont linéairement

dépendantes) .

* Pour tout point entier Q', notons d(Q') = det (Tn’ Q', Tn+])'
Soit Q un point tel que
d(Q) = Min {d(Q') ; Q' entier, d(Q') > 0}
Nous voulons montrer que d(Q) = 1. Sinon soit d un diviseur premier de

d(Q) et considérons les points

P= (2oTn * le * 22Tn+1)

al—

P est entier si et seulement si (20,21,22) satisfont un systéme linéaire
de congruences modulo d. Or le déterminant d(Q) de ce syst@me est divisible
par d. Il admet donc une solution entiére non triviale (20,2],22)

vérifiant |1.] <3
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i = < ] = . .
Si £, =0 ona ILO(P)I L (T ,;) et pour j =1,2 |LJ(P)| < lLJ(Tn)l
car LO(T) < Lo(Tn+l) et le(Tn+1){ < {Lj(Tn)l. Ceci est contradictoire

avec la définition de T .
n+l

Si 21 #0 ona 0<]d(P)| <d(Q) ce qui contradictoire avec le

choix de Q et termine la preuve,

I1.3 - Méthode de calcul d'une suite de MAO

Nous notons (Q,R,T) 1la base. (Tn—l’Rn-l’Tn)' Au départ on prend

T_, = (0,0,1), R_;=(0,1,00, T = (1,0,0)

II1.3.1 ~ La premiére €tape consiste 3@ trouver un point entier §

dans la région
lL (] < le(T)l 2 =1,2

En cherchant S sous la forme iQ + jR + kT ceci revient 3 déterminer une

solution entiére (i,j,k) du systéme

Iia2 + jby + k] <1 (2 =1,2)

ol a, = LZ(Q)'/ LZ(T), bzvf LZ(R) / LE(T).

| Notons A = (31’32)’ B = (b],bé), D= (~1,1) et X.Y le produit
scalaire dans R". On remplace (A,B) par (A}’Bl) = (MA+B, A), ) @&tant
1'entier le plus proche de -(B.D) / (A.D). On a alors ]AI.D‘ <‘% |A.D].
Et on continue le procédé jusqu'a !An.D} < l.'Si .An = (x,y) = jA + jB
on a |x-y| < 1. On choisit alors pour k un entier tel que [x+k| <1

et |y+k| < 1. (i,j,k). est alors une solution du systéme.

11.3.2 -~ La deuxi®me &tape consiste @ décrire 1l'ensemble des points

entiers P, que 1'on exprime sous la forme iQ + jR + kT, vérifiant :
< <
0 <L (B) <L (5)]
L, @] <[, m] & =1,2)

Chaque point P considéré en cours de calcul est rangé dans S.
La borne LO(S) s'améliore donc & chaque fois. Le dernier point S sera

la MAO suivante (Tn+1).
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Ce systéme s'écrit en utilisant les notations de II.3.1 pour a, et bl :
lia + jb_+ k| <e¢
o o o
Iia2 + jbz + k] <1 2 =1,2

g o
ol (ao’.bo’co) = fo—(.i.-)— (LO(Q) s LO(R) , ,LO(S) ! ).

-

Plusieurs méthodes sont possibles. La plus simple 34 programmer consiste
3 calculer les composantes des sommets du parallélépipéde. On obtient des

bornes pour 1i,j,k. Précisément on a :

g[S ornd nnl
]ao(bl b2)+al(b2 bo)+a2(bo b!1

et des expressions similaires pour lés majofants jM’ kMT de (3) et (k).

Chaque amélioration de 'S, donc de c» a une influence simple sur iM; jM’

ky. Pour chaque triplet (i,j,k) vérifiant il < i lj] < Jyp k] < ky

on doit tester si le systéme est satisfait. On conserve dans S le meilleur

point.

11.3.3 - La troisidme étape consiste 4 compléter T = T» $=T 4

en une base.

En écrivant :

T 0 0 1 Q
.‘0('—'.-0 R
s/ \i j x T

il suffit de déterminer i', j' tels que (i'j - ij') = 1. Le point

R' =i'Q + j'R convient.

11.3.4 - Précision des calculs

Le passage d'un rang n au suivant nécessite le calcul de
L (R"), Lz(S) 2 =0,1,2,

Il est dangereux de les calculer en fonction de 1'étape précédente
(i.e Lz(S) = iLz(Q) + jLR(R) + kLz(T)) car les erreurs d'arrondi risquent
de se cumuler. Il est préférable,dé les calculer directement en fonction

des données (i.e LO(S) =8, +s v+ s, si s§ = (sé{sl,sz) ..5).
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Lorsque n > ®, Max [Sil »> o Ll(S) >0 et L2(S) -+ 0, Pour calculer

', w" avec une

LI(S) et L,(S) il est donc nécessaire d'avoir v', w', v
grande précision. Ce sont ces conditions qui assurent la validité des

calculs.

Si on avait besoin de pousser un calcul on peut tourner cette diffi-
culté en déterminant, par un calcul en entier et en multiprécision, 1'équation

vérifiée par LQ(S) (i = 0,1 ou 2 donne la méme équation).

ITI.Systéme fondamental

III.1 - L'idée de chercher un systéme fondamental d'unités parmi les suites
MA, MA, ou MA, vient de 1'espoir que la suite MAo

partant de | contienne
la plus petite unité €, ‘positive vérifiant ]e;l <1 et ]egl <1, ce

qui est faux, et du résultat suivant.

Théoréme .- Soit K un corps cubique totalement réel. Soient €,2€12€9

les unités vérifiant :

€, >0, Ia;l <1, Iegl <1 . et € minimal
|e1|< 1, e; >0, IEYI <1 et e; minimal
'|62I< 1, |eé| <1 eg >0 et sg minimal

Alors tout couple (ei,sj) est un systéme fondamental d'unités.

-

Ce résultat est df 3 Berwick [1]. Il est tombé dans l'oubli et a &té
redémontré, en autre, par Smadja [7, chap. 6]. Ma démonstration est basée

sur le lemme suivant :

, - 2 . . .
Lemme ! .- Soit un réseau du plan R". Considérons trois droites
Ax, Ay, Az concourantes en O et formant 2 3 2 des angles de 60 degrés.
Pour toute permuation de x,y,z notons Axy la région limitée par Ax

et Ay et si A € Axy notons h(A) 1la distance & Az,

Alors si A€ Axy avec h(A) minimal, B € Ayz avec h(B) minimal

alors (A,B) est une base du réseau

Az ‘ )
Ay 0 Ayh(B)
Axy -




-~ 65—

L'hypothése signifie que les régions hachurées ne contiennent aucun point
du réséau. Pour montrer que {A,B) est une base du réseau il suffit de
montrer que le parallélogramme construit sur OA et OB ne contient aucun
point du réseaﬁ. Ce que 1'on obtient en translatant de O0A, OB ou de

OA + OB les régions hachurées ou leurs symétriques par rapport 'd O.
Le lien avec le théordme est la bijection
e — (log ]e], log ]s", log ie"’)
entre le groupe des unités et un réseau contenu dans un plan (car |ec'e"| = 1),
Dans le méme ordre d'idée on peut montrer avec les notations précédentes :

Lemme .- Si A et C € Axy avec h(A) minimal et C non multiple de A

avec h(C) minimal alors (A,C) est une base du réseau.

Théoréme ,- Soit K un corps cubique totalement r8el ; e,n des unités

multiplicativement indépendantes vérifiant

15'1 < 1, fE"t <1, € >0, £ minimal
*“‘i <1, fn"s" 1, n>e, n minimal

alors (e,n) est un systéme fondamental d'unités de K.

Pour pouvoir utiliser ce résultat il faudrait trouver une méthode de
calcul de la suite des points extrémaux vérifiant }Lz(P)} < 1 pour ¢ =1,2
rangés.par LO(P) croissapt, Ce qu,nous ne savons pas encore faire de
manidre sigplg. La suitevdes MAO peut ou§1ier des poin;s extrémgux.‘De meme
le théoréme de Berwick ne peut s'appliquer car la sui;e}des_ MAO de 1
ne conduit pas nécessairement a 5 Nous avons des egemples ol elle passe
3 caté. I1 est peut €tre ycssiblg que la suitg MAO de | ne contienne

aucune unité, Nous n'avons pas rencontré d'exemple.

I11.2 —~ Périodicité des suites de MA

Soient P et une unité ¢, notons exP le point entier tel que
L(exP) = ¢L(P).

Lemme .- Si Tn et Tn*l sont deux MAQ consécutives alors pour toute

——

unité ¢, S*Tn et s*Tn*i ‘gont deux Hﬁe consécutives,
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I1 est clair que si Tn est un point extremal, e*Tn 1'est aussi.

D'autre part, s'il existe un point Q tel que

0 <L) <eL(T ), L@ <|u )], [1,@) < LT

alors le point e_l*Q contredirait la définition de T

n+l

Théoréme .- Soit (Tn)n>0 une suite de MA0 (To quelconque). Notons

o = L(Tn). I1 existe k,no et une unité € vérifiant |e'| <1, e <1

tels que
T = exT - n=n
+k n o
On dira que la suite est périodique.et que ,Tn+l?°"’Tn+k est

une période (n quelconque = no) modulo le facteur de multiplicité .

Preuve : D'aprés le théoréme de Minkowski, il existe une constante C
ne dépendant que du corps (si D est le discriminant du corps on peut

prendre C = VD) telle que la région

e | L @] < r)H] o =1,2, [L@®] <ec/ (L(T) Ly (T N}

contienne au moins un point entier non nul., La norme des L(Pn) est donc
bornée par C. Or modulo les unités il n'y a qu'un nombre fini de classes
d'entiers algébriques ayant la méme norme. Il éxiste donc no,k et une
umité € tels que

Tno+k = e*Tno

Le lemme montre par récurrence que cette relation reste vraie pour tout n = n.

Les &léments de la suite sont donc & partir d'un certain rang

i i
*T .o
€ *n 4y 0 B *Tn

i=0,1,2...
o ,

+k
o
Ceci nous conduit 3 considérer la double suite "purement périodique"

-i -i i i
.s € *Tn FEERERINS *Tno+k""T ...Tn 4k *Tn 4120 sE *Tn R

n +1
(o} o o} o o

Définition .- Une telle double suite est appelée O-chaine (ou chaine

de direction O0).
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Toute suite extraite de cette double suite (donc tronquée 3 gauche) est

une suite de MAO.
On définit de méme des l-chaines et des 2-chaines 3 partir d'une période

d'une suite de MAI ou de MAZ'

II1.3 -~ Propriétés des chaines

- Lemme 1 : Deux chaines de méme direcrion sont ou bien confondues ou

bien n'ont aucun point en commun (c'est évident).
=~ Lemme 2 : Deux chaines de direction différente ont un point commun

~ Lemme 3 : Si on multiplie (%) les &léments d'une chaine par une
méme unité, on obtient une chaine de méme direction ayant le méme facteur

périodique,

-~ Lemme 4 : Si pour deux chaines <Tn) et (Pn) de méme direction,
il existe m et n et une unité n tel que Tm = n*Pn alors elles se

déduisent 1'une de 1'autre par mﬁltiplication (*) par n.
Les lemmes 3 et 4 sont évidents & partir du lemme de III1.2.

Les chaines se comportent comme des droites paralléles de trois

directions différentes. Comme Voronoi, on va en déduire un systéme fondamental

d'unités.

III.4 - Méthode de détermination d'un systéme fondamental d'unités

~ On détermine une base d'entiers 1,v,w du corps considéré.

- On part de To = (1,0,0). On calcule les termes Tn de la suite des
» 'l& 'l - < < N
MAo jusqu'3d ce qu'il existe n_, n, (1 Sa < nl) tels que. L(Tnl) / L(Tnc)
soit une unité& disons €. On prend n, minimal.

- Puis & partir de Tn on calcule les termes Pm de la suite de MAI‘

o
» [P vz . < <
(ou MAz) jusqu'a ce qu'il existe m B <m <n tel que L(Pm) / L(Tmo)
soit une unité disons n.
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Théoréme .- €,n ainsi construit est un systéme fondamental d'unités

du corps.

On considére la O-chaine el*Tn ,...,el*Tn -1 et les O-chaines
. o 1
obtenues par multiplication par une unité & quelconque. On obtient des

O-chaines paralléles /// suite MA] ou MA2

Ces chaines sont ordonnées par l'intersection avec une l-chaine quelconque,
certaines sont au "dessus" de la O-chaine (T ), d'autres sont au dessous.

Si 6 est une unité, les O-chaines obtenues par multiplication par § et

par § ' sont de part et d'autre de (Tn)' I1 suffit alors de considérer
les O-chaines qui sont au-"dessus". Considérons la O-chaine (Rh) la plus
proche de (Tn). I1 existe n tel que (Rn) et (Tn) se déduisent par

multiplication par n. Alors toutes les chaines considérées sont de la

forme (nl*Tn) i=1,2,... et toutesles unités sont de la forme 6 = nted

’ ’ . -1 . .

j€2Z, i20 (ou §d =n el correspondant aux O-chaines qui sont au-dessous
J . . PP .

de (Tn)). n ou ne© pour un certain iy est caractérisé par le fait

que m est le premier indice pour lequel Pm est congru modulo une unité,

Jo 212 _ ’ ' -
n ou ne 3 un élément de Tno,...,Tnl_l. (L(Pm) / L(Tmo) =n).

Quelques exemples

Nous donnons 1'équation définissant le corps sous la forme X3-eX-d =0,
le discriminant D. Nous notons 6 1la plus grande racine positive de
1'équation et o = (dn) (resp. B = (Bn), y = (Yn)) les suites MA_ (resp. MA,,
MAZ) de 1. Noqs avons calculé ces trois suites et nous en dédqisons des
systémes fondamentaux d'unités que nous exprimons en fonction de 6,

Nous donnons également les équations vérifiéés par cés unités et les relations

permettant de relier les différentes bases entre-elles.
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IV.1 - Le corps défini par X3“7X—7 = O, de discriminant 49 est zbélien
. o, coe 2
(cela n'a aucune influence sur la méthode utilisée) et admet 1,6,8
pour base d'entiers.
Les trois suites «,B,y sont périodiques de longueur 1.
o, = -4+26+82, B = ~10+38+282, Y, = -4+e+62. Ils sont conjugués et

1 1 , 1
vérifient 1'équation X3—2X2~X+1 = 0 et la relation aIBIYI =1,

Les couples (ai,slj, (Bl,yl), (yl,a]) sont des systémes fondamentaux

d'unités.

IV.2 - Le corps défini par X344X+2 = 0, de discriminant 148 est non abélien

. 2 o .
et admet pour base d'entiers 1,8,8". Les trois suites «a,B,y sont

périodiques de longueur 1

o, = 1—26~-62 . B1 = -7+e+292 Yy = ~1+6

vérifient les €quations respectives

3

3 3 0 X +3X2*X-I =0

X +5X2—X~l =0 X +5X2~5X+1

i

Les couples (a],sl), (SI’YI)’ (QI’Y}) sont des systémes fondamentaux

d'unités.

IV.3 - Le corps défini par 'X3~7X+4 = 0, de discriminant 940 admet 1,6,82,

pour base d'entiers. Les suites «o,B,y sont périodiques de longueur respec-

tive 21 = 2, 12 =2, 23 = 3 et contiennent les unités

oy = ~5+70+30° By = ~33+36+562 Yy = ~3+606-26

vérifiant les équations respectives

Xo-27%245%41 = 0 Xo+29X°-11X+1 = 0 X o#37X°-5%-1 = 0

et la relation a282Y3 =1,
Les couples (GZ,BZ); (82,Y3), (Y3,a2) sont des bases.

IV.4 -~ Le corps défini par _X3-20X+34 = 0, de discriminant 788 admet

——————

1,6,82 pour base d'entiers. Les suites o et B sont périodiques de longueur

21 = 3, 22 = 2 et contiennent les unités

ay = -133+316+110> B, = 87-140-66"
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vérifiant les &quations respectives

X3—4]X2+] 1IX+1 = 0 X3-21X2—5X+1 =0

Mais la suite vy périodique de longueur 2 a une prépériode. Elle ne contient

pas d'unité, On a les situations suivantes :
s meps 3 .2
Y,/a; est une unité vérifiant X -9X"+7X~1 =0
s o a e 3 2
YZ/B] est une unité vérifiant X +21X =-33%+1 =0
Y3/Y] = Yl/al
On en déduit que les couples
(ag,8,), (agyy /o)), (Bysva/v ), (v4/v(,05)
sont des syst&mes fondamentaux d'unités. On a les relations
a8, (v, /0 = 1, an(870) (v,/v) = 1
37210 ? 372 2°'1 ?

cet exemple montre qu'une suite de MAi ne contient pas toujours une unité,

Pour obtenir un syst@me fondamental d'unités il suffit de calculer
2 suites. Nous avons donc fait trop de calculs. Nous n'avons pas d'argument

pour, étant donné un corps, choisir les deux directions les mieux appropriées.

Nous n'avons pas dressé de table, il en existe dans la littérature.
Notre but &tait de montrer que le calcul de certaines M.A permet de calculer

un systéme fondamental d'unités d'un corps cubique totalement réel.

La méthode exposée ici est plus rapide que celle de [7] et semble
équivalente 3 celle de [3]. La précision des calculs est trés facile 3
cerner. La méthode peut donc s'appliquer 3 des cas ponctuels difficiles

(unités avec de grandes composantes dans la base d'entiers).
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SOME PROBLEMS ON NUMBER THEORY

P. ERDOS

In this 1ittle note I discuss mainly problems on prime numbers some of which occu-
pied me for a long time, but I mention also some new questions. The quality of the
problems considered will be very uneven, some are more exercises, some certainly
serious problems, unfortunately I am not always sure into which category the pro-
blems belong. . ‘

First I discuss some problem which arose during our meeting. An old and very dif-
ficult conjecture of mine states that (d(n) denotes the number of divisors of

n) d(n) = d(n+1) has infinitely many solutions. It is probably presumptions

to call this “"my conjecture" it probably was asked long ago. I only call it my
conjecture since it is mentioned in one of my papers. Brun's method easily gives
that for infinitely many n , ¢; <d{(n)/d(n+1) < ¢, and in fact the set of 1i-
mit points of d(n)/d(n+1) contains intervals [1] [2] . No doubt the sequen-
ce d(n)/d(n+1) is everywheré dense in (0,«) , but the only Timit points know
are 0 and e« . My original conjecture on d(n) = d(n+1) may very well be
unattackable and it was a great surprise to me when Claudia Spiro (unpublished)
proved that d(n) = d(n +5040) has infinitely many solutions. It is based on

the fact that there are 8 primes P; » i=1,...,8 so that the Teast common multi-
ple of the differences p, - P; 1<i<8 1is 5040 . This lead Narkiewicz and

me to consider the following problem : Denote by D(pl,...,pn) the least common
multiple of the (2) numbers P; =Py - Put

f(n) = min D(pl,...,pn)
Pys---sPy
and F(n) 1is the smallest value of D(pl,...,pn) assumed for infinitely many
PisPps---sP, - We of course can not even prove that F(2) is finite since this
would imply that P +1 Pk < C has infinitely many solutions for some C , but
we will assume the prime k-tuple conjecture of Hardy and Littlewood which of cour-

se implies F(n) <e . Put
(o4
g(n) = 1 q°

q< m o -1

a
where % is the largest integer for which ¢(q q) = (q-1)q g <n
A simple argument shows that F(n) = g(n) since if q is ngt one of the p's
(¢4
then gq q lD(pl,...,pn) . If q s one of the p's then ¢ g lD(pl,...,pn) if

a.-1
(9-1-q T < 1L e conjectured that f(n)/g(n) >~ « and that f(n) = g(n)
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is possible only for every small values of n . Very likely f(n) = F(n) for
n>ny . We could not even show that f(8) = 5040 .

It could be 2520 if all the 8 p's are incongruent mod 16 . We only could exclude
this by long computations which we did not carry out. It follows from the prime
number theorem that Tlog g(n)= (n+o(1l)) . We think that perhaps

(1) lim 19£_§Lﬁl Koo . 11m‘193_gﬁﬂl <
It might be of some interest to obtain an asymptotic formula for Tlog D(E,S,..‘,pn)
probably

(2) log D(2,3,...,p,) /nlogn =c ,forsome 0<c<l1.

In a recent 1étter Claudia Spiro deduced from the prime k-tuple conjecture that
log log n
1+c
R T
(3)  F(n)  (g(n) °9 "
The conjecture f(n) /g(n}) >« remains open. In view of her result (3) it would
perhaps be of interest to study

max {(max p,) D(pys--esp. )t = A .
Pis---sPy 1<i<np'! 1 n n

Is it true that Anl/n > ? or at Teast A > (1:+e)n i.e.

A related function is

min )
Po-eesPy i
B, > (n!)1+C or B, > n'  for eveny} ¢ if n> no(c) would perhaps be of
some interest.
These problems can be considered for other sequences than the primes
15895...,3, are n square-free numbers what can be said about min D(al,...,an)?
At the moment I can say nothing non-trivial about this problem.

H =S

1piD(p1,.,.,pﬂ) = Bn .

Some questions which Nicolas and I considered lead to the following question : let
P1sPps. 5Py be an arbitrary set of n primes. Is it true that

(4) < Cn 2

b -
1<i< j<k pj—pi
(4) is still open. It follows from the prime k-tuple conjecture that (4) if
true is best possible i.e. there are infinitely many n-tuples of primes

Pi seeesPy for which
‘1 k
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I thought for a while that instead of (4) the following stronger result may hold :
Let a; < 32 L < a, be a sequence of integers for which every interval of
Tength t contain for every t fewer than ¢y t/log t a's . Is it then true
that

(5) a-l- 8.

z < Cn ?
<i<jsn i

Unfortunately, Ruzsa gave a simpie counterexample to (5) . lLet the a's be the
s
integers of the form I €5 2 » where £ =0 or 1 but ey = 0 if 1 is a
=1

power of 2 and s is chosen so that s - %gg > n%gg > +0(1) .

It is easy to see that the a's satisfy‘our condition but

(5) z L

1<i<j<n 37

> ¢nlogliogn

(6) contradicts (5) and is easily seen to be best possible. Probably a counter-
example to (4) can also be found (i.e. the a 's ‘can be chosen to be primes).
Put dk = Pesy ~ Py 3 dk seems to behave very irregularly. Put
D(x) = max (P, = P) -
by <X k+1 k
Cramer [3] conjectured that Tim ~w-§4—2 =1 . A slight strengthening of Cra-

mer conjecture states
. D(x
A7) 11m~w~jwl—§ = 1.
(Tog x)
It is quite possible though that Cramer's conjecture holds but (7) i1 false. (7)
in particular would imply that

(2q) , 4

and there certainly is no real evidence that this holds. In fact I suspect that it

fails. There is no doubt that every even d is of the form Pre1 = P but the

smallest k for which Prer ™ P = d probably tendsAto infinity exponentially in

d but I can not prove that it tends to infinity faster than polynomially, perhaps

this is not hope?éss and T overlook a simple argument.

Denote by U(x) the number of even integers of the form pj ~P; > 3S p < p

U{x) > cx follows immediately by Bruns method, but perhaps, U(x):> - (¥0g x)

for some o and all x> xe(a) and perhaps for inf%nitsiy many X : U(x) >f%-a«€

for some absoiute constant C . Both of these conjectures are of course unattacka-
ble in the foreseeable future (the second one can pérhaps be disproved).

* Denote by V(x) the number of 3ntegers of the form a5 -3y where 1<a, <Iaj < X

are squarefree numbers. V(x) > x- -x* 4s easy to prove for some o<1, also
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V(x) > x-C holds for infinitely many x and it seems to be easy to prove that

for every t the density of the integers, for which V(x) =x-1t , exists and the
density of integers for which V(x) <x-t tends to 0 as t -« . The reason for
the vagueness of my statement is that I did not think the proof over in all details.

Rankin [4] proved in 1938 that
(8) D(x) > c Togx loglog x Tog Toglog Tog x (loglog Togx)'2 = L(x) .

Since then the only improvement of (8) was that the original value of ¢ has been
replaced by a larger one by Schinhage and Rankin. This fact Tead me to offer a reward
of 104 dollars for a proof that (8) holds for every ¢ and infinitely many x

(in fact it no doubt holds for all x ) . I am so sure that this conjecture is true
that I offer 25 000 dollars for a disproof. I really feel like offering 106 dol-
lars, but contrary to rumours [5] , I never offer a prize if I could not pay it.

Let H(x)/D(x) » « . Is it true that (m(y) 1is the number of primes not exceeding

y)

(9) T(x+H(x)) =m(x) = (l+o(1)) H{x)/log x ?

(9) if true, is no doubt unattackable at present. Let Hl(x)/L(x) + o , I noti=-
ced that I could not disprove that

(10) T(x+Hy (x)) =m(x) = (1+o(1)) H (x)/Tog x .
H.Meier wroteme thathe proved that if (10) holds then Hl(x)> (Tog x)1+€.I hope Meier will
soon publish the proof of his interesting result. Inthe mean time Maier in fact proved that

H (x)musttendtoxnf1n1tyfasterthananyfTXEdpowerof?ogx His proof will be published
soon.Denote by A(x) the number of distinct integers of the form Pre1"PR< X Is it true that

(11) A(x)/D(x) ~ 0 ?

I have no intuition about (11) and it is quite possible that the Timit in (11)
does not exist. I expect that

(12) max min (pk 1 pk s pk pk 1) /max (pk+1 -pk) -0

pK<x pk

(12) s certainly true, but is probably very deep. All these questions can be
formulated for the sequence 4 < 9, < ... of square-free numbers, unfortunately
these questions seem to me nearly as difficult as the questions about primes, with
a few exception. It is a simple exercise in the use of the siefe of Eratcsthenes
that for every d there are infinitely many indices k for which Qe ~ 9 = d .
k probably increases exponentially in d ,we can at least show that it does not
increases faster. Let P < Py < ... be an infinite sequence of primes ,
ay <a, < ... 1is the sequence of integers not divisible by any of the p's .
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We can ask the same question about .17 but can answer them only if the p's

tend to infinity very fast.

Perhaps we have more chance for success if we consider the integers relatively prime
to n . Let 1= CH <...< a¢(n) = n-1  be the integers relatively prime to n ‘and

put (J(n) after Jacobstahl) [6] :

i
Jacobstahl conjectured J(n) < c(log n)2 and this was proved by Iwaniec [7] , but

l+¢

perhaps J(n) < (Tog n) , this would require very much better sieve methods than

the ones at our disposal at present.

Let e be the product of the first k primes ,Jacobstahl cqnjectured that for
m<no J(m) < J(nk) . Perhaps -J(m) < J(nk) for all m< sl with possibly a
finite number of exceptions. Clearly J(nk+1) > J(nk) and probably

(13) Jn,q) - d(n) > bt I(n,)A(n) 1.

The second conjecture of (13) seems certain to be true. The following conjecture
seems important to me . Let Ny <x< Nt then.

(14) J(n)/B(x) > 0

(14) seems important to me, all our information on large values of Pr+1™ Pk
comes from our information on J(nk) . I feel confident that (14) is true but see
no way of an attack. I offer a record of 1000 dollars for any relevant information
on (14) and 3000 dollars for a proof or disproof.
I expect that

(15) max min(a;,, -a; ,a; ~a;_q)/Jd(n ) = 0

1< < ¢(nk) i+l i i Ti-1 k

Perhaps (15) will not be very difficult in any case it should be much easier than
(12) . (15) certainly is false for almost all integers, but may remain true for the

sequence of integers satisfying ¢(né)/né~-+ 0 i.e. |1r (1- %)-* 0.
ping
It is true that if H(n)/Jd(n) - »  then

(16) 8, (xx#(n)) = (Leo(1)) 2NL p(n)

where ¢n(u,v) is the number of integers u<m<v (m,n) =1. (16) 1is rela-
ted to (9) but is probably much easier. (16) certainly holds for almost all n
but I can not prove it for the Ny 's , but in any case I am sure it is much easier
that (9).

An old (more than 40 years) and striking conjecture of mine asserts that there is
an absolute constant C so that for every n
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-1 2 n

. ¢(n
(17) L Crermadt = Cogmy

It M~—

Hooley [81 has many nice results on the conjecture (17), but (17) is still open
even if we assume that ¢(n) <cn .

Now let me state some more conjectures on the integers relatively prime to n

Many of these conjectures become trivial for the integers n which have few prime

factors. Therefore we will usually restrict ourselves to state the problems for the

integers ne - Let r=r(k) be the smallest index for which

(18) a = J(n

i.e. r 1is smallest index for which a,,1 -3, assumes its maximum. I am sure that
r increases exponentially in k but can not even prove that increases faster than
polynomially. I would Tike to get an estimation for the number of solution of (18),

also it is not clear to me that

(9) g1 "2 = S

is solvable for every even s < J(nk) . Perhaps the proof of this will be easy. A
formula for the number of solutions and an estimation for the smallest solution
would perhaps be of some interest. I just thought of these questions and have to
ask for the indulgence of the reader if some of these problems are trivial or false.
I conjectured some time ago that if (a,b) =1 , a<b<x then

(20) min (J(a) ,.d(b)) <c log x .

(20) 1is certainly a "serious" conjecture and if true, might give some insight into
the mysterious behaviour of Pra1 =Pk
A related old conjecture of mine states that if we consider the congruences

(21) n=agmodp), p<x,

then for every choise of the ap there always is an integer n < x which satisfies
at most one of the congruences (21).

Unfortunately I can make no contribution to the solution of these problems. During
our meeting Hildebrandt and I proved that for every >0 il x> xo(e) one can
find congruences

(22) n=a
exp(l-g) Tog x Tog Tog log x / log Tog x < p < X

so that every integer n <x satisfies at least one of the congruences (22) , and
that this becomes false if in (22) 1-e is replaced by l+e . One could try to
make the result more precise by asking for the largest Py for which there are con-
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Vgruences (22) for Py < p< x so that every integer n <x satisfies at least
one of them. The exact determination of P is of course hopeless but no doubt
(22) could be made more precise.

Denote by al(r) < az(r) < ... the set of integers which have at most r prime
factors. It is a simple exercice to prove that for r =2 [9]

(23) T?ﬁ'(ai+fr) - a{(r)) /1bg(ai(r)) >0

I could never prove that the limit in (23) is e« , also I could get no satisfac-
tory result for r > 2 . The 1limit could very well be 0 for r > 2

Now I would like to restate some old problems of Selfridge and myself [101 which
seem interesting to us but which have been completely neglected partly because our
paper has been made to some extent obsolete by the results of Hensley and Richards
[11] . Let

(24) n<a; <a,<...<a

l<i<j<t.

£ < ntk (ai,aj) =1 ,

The sequence (24) 1is called complete if for every n< s < ntk, (s,ai) >1 for
some 1 <i<t . Put max t = F(n;k) and min t = f(n;k) where the maximum and

minimum is to be taken for all complete sequences (24) . Consider the four functiors

max F(n;k) , min F(n3k) , max f{n;k) , min f(n3k)
n n n n
Our results on max F(n3;k) have been made obsolete by Hensley and Richards, but

perhaps it is remarkable that we could only prove
1

—— 8 . - ) -

25 k 2 <min F(nik) < ¢ k(log log k)% (Tog k)2 (log log log k)
The upper bound in (25) is clearly related to Rankin's result (8) and will be hard
to improve but the Tower bound should surely be improved to kl-8 or at least to
k1/2+€ perhaps even min F(n;k)/kl/2 + o would be of some interest.

Both max F(n;k) and min F(n;k) are clearly monotonic but max f(n3;k) 1is not
n n n

monotonic since max f(n;6) =3 and max f(n;5) =4 , this is the only such case
n n

we found, but we only computed max f(n;k) for k<45 . Put
n

(26) min (F(n3;k) - f(n3k)) = g(k) .
n
We conjectured that g(k) + as k > » | Perhaps (26) can be proved algorithmical-
ly and will not be difficult. Clearly all the integers all whose prime factors are
> k must occur in every complete sequence. Perhaps

(27) 1im max E;.%"—k& > 1
k - oo g

n
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but as far as I know (27) 1is still open, we only can prove tbat‘the' Tim sup s
finite ard the Tim inf>1 .
It is trivial that min f(n;k) = 2 . Denote by Ny the smallest integer for which

fnsk) = 2 . Trivially n < © T ps =~k . We have a non-trivial proof that

pi&k 1
for some k there is strict inequality. | _
Denote further by né the smallest integer for which there are two integers a and
by m<a<bx ntk so that (n+j,ab) >1 for 1<j<k . The difference
between ni and My is that in the definition of ﬁé we do not require (a,b) =1.

We show that for all sufficiently large k< né < »12- i k;} and probably
: . p <k

nés(}f( J‘ip)
p <k

For which k is it true that if (a,b) =1, 1<b-a =k , then there always is a
¢ » a<c<b such that (a,b,c) =17 Perhaps for k> k{) there is no such k .

If such a k exists then for this k , ny = S:k‘p -k
p

Is there a k so that for some set of k consecutive integers n+l,...,n+k

(mi3)) = Atnst)

k

[n+i
j=1
J#i

is complete for every 1 , 1<1i<k?7 Istherea k so that every A(n;i) has

more than r distinct prime factors ? For r=0 every sufficiently large k has

this pmperty. This is a well known result of Brauer, Pillai and Szekeres [12]

For r >0 we do not know the answer which may very well by yes for r =1 and

no for r>1. This problem is related to (23).

In another paper Selfridge and I [131 prove the following surprising theorem :

For every € >0 and k there is a set of -k2 primes P Z e >, and an in-

terval I ={x ,x+(3-s~:}p1} so that the number of distinct integers m in 1

which are multiples of any the p 's is 2k . This theorem is surprising since

one would expect that the number of these integers is > ckg . Since our proof is

not easily accessible I give it here in full detail. First we prove that our result

is best possible. In fact we show that any iﬂtervgi 1Y of length > Zp}, contains

at Teast 2k distinct multiples of tge p 's . This is essentially best possible.

2.
“}'he interval R{? P: =P o+1 , k‘n P *p 5 =1 has length 2p ,- 2 and
(i=17F & " Ty G

contains only one multiple of the p 's . Let I' be the interval {a,b} ,
b-a> 2;}1 . Ii is the interval {a ,a+ %«(i:w— a)} and Ié the interval
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{a + %—(b- a), b} both of these intervals contains at least
2 .
k

3 “a]l s 2

| b-a
j=1 L %Py |
multiples of the p 's (counted by multiplicity) . If no m in I is a multiple
of more than k of the p-'s then clearly there are at Teast 2k distinct multi-
ples of the p 's in I . Thus assume say that there is an m in Ii which is a
multiple of r>k , p 's , where r 1is the largest such integer.

Let pi',...,pi » r >k be the prime factors of m . This in I; there are at
1 r
2
least EF' distinct multiples of the p 's . For every Pi let Sj be the smal-
S J
lest integer for which m+2 J.pi is in Ié » Such an sj clearly exists, and

S. .
the numbers m+2 J.pi are clearly distinct for j=1,2,...,r . Thus I' con-
J
o - ke L
tains at least r+ E?- > 2k distinct multiples of the p 's which completes the
proof.
Now we prove the more difficult statement that there is an I of length (3 -e)p1

“which contains no more than 2k distinct multiples of the p 's . First we prove a

Lemma.- For every k and arbitrary large N there are k2 primes

N<ag<a < <qp <N+ (log Ny k+3

satisfying for every 1<i<k-l1 , 1 <j<k-1
9% 7% 7 Y+t T Gtk

In others words there are k sets of k primes whose internal structure is the same.
Probably very much more is true : there is an f(k) and infinitely many primes p

so that all the numbers p+t f(k) , 0<t< kz, are primes - in fact consecutive
primes. Needless to say it is quite hopeless at present to prove this conjecture and

fortunately we do not need it.

The proof of the Lemma is by a simple counting argument. It followgq from the prime
number theorem (or a more elementary theorem) that for every large x there is an
interval of length L > (4k log x)k+2 between %— and x which contains more

L . .
than 7 Tog X primes. Denote these primes by
L
y<r1<r2<...<rw<y+L ,w>'77arg
Consider the [ !L%l-] intervals [r(u-l)k+1 s Puke1] » UKL <w . We only retain

those intervals which are shorter than 4k log x . Clearly there are at least
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L(4k Tog x)"1 such intervals. The rumber of patterns for the k primes

Plu-1ykel * T (u-l)ke2 > *0 s Tuk in these intervals is clearly less than

{4k log x)k+1 . Thus for sufficiently large x there are more than k k-tuples of
primes giving the same pattern, which completes the proof of our Lemma.
Now using the Chinese remainder theorem we are ready to complete the proof of our

theorem. Put

k-1 k-1 R
. = . .,.=H : s T, JSK"
%y jgo Gik+j * By ico 9ik+j
Clearly
k-1 k-1 K2 -1
‘T o, = I B. = 1 g
i=0 1 j=0 9 g=0 %
K2 -1
Now we determine x mod IIO q, as follows :
g =

X‘{“qj = 0 (mod BJ) ’ X+q0 = qjk (mod O‘J) » 0<j<k-l

A simple argument shows that the interval {x~q0+1 ,x+2q0—1 }  of length
3q0-2 > (3-¢) g 5 contains only 2k multiples of the q ‘s namely the unique
k“-1

mu]tip1es'of Ggslyseseslyy 3 BgsByoeeroByay -

Let now again p, > p,> ... >p , and I an interval of 1ength = 3p; . Unfor-
1 2 k2 1

tunately here so to speak "all hell breaks loose" and we completely loose cdntroT
over the distinct multiples of the p 's . It is quite possible that in this case
I contains more than c k2 distinct multiples of the p 's . I can only prove the
following much weaker theorem. ‘

Let pp> .- >0p 2 s and I an interval of length > 3p1 . Then I contains at

12, k A
least 6 k distinct multiples of the p 's .

Clearly the interval I contains at least 3 k2 multiples or the p 's , counted
by multiplicity. Let r be the largest integer so that there is an m in I which
is the multiple of rp's say m= 0 (mod Y ) . '

1 r

Each Py s j=1,...,r has at Teast two other multiples in 1 (namely mp,

3 . J
or m+p, m+2pg. or m-p, m-ZpQ‘) . These 2r+l multiples of the p 's are

J J J J
clearly all distinct. Thus I contains at least

2
min (%{S—_ ,2r+1> > 61/2y

distinct multiples of the p 's , which completes our proof of our theorem.
I am sure that this result is not best possible. Perhaps the following related pro-
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blem is also interesting : Determine the smallest f(u) so that if Py > .. > pq
are primes, every interval of length f(u)p1 contains an integer divisible by
s . Clearly many related questions can be asked.

precisely one of the p

Denote by In the interval (g-,%) and by f(x,n) the number of integers m ,

x <m < x+n which have at least one prime factor in In . An old conjecture of

mine states
(28) f(x,n) > cn/log n .

It seems ridiculous that I have not been able to make any progress with (28) and
I am not sure if I am just being silly and overlook an obvious point or whether
(28) 1is really difficult or at least requires a clever idea. It is easy to see
that the number of integers having at least two prime factors in {x,x+n} is at
most

(n(Z)=7(3)) = (1) 7755

nof
N

and that equality is possible here, also f(x,n) < 2(1T(—'21) -'n(él) ) for suitable

values of x and equality is again possible, but I would only prove
1/2

f(x,n) > ¢ (109 n )

constant C so that if n -+ « then for almost all x

. It is not difficult to show that there is an absolute

f(x.n) = (C+ (1)) 155

and with a 1ittle more trouble one could obtain results on the distribution function
of the error f(x,n)-C Tﬁg_ﬁ' . None of this seems to help with (28) .

To finish the paper let me just state a few older problem. Denote by PysPos---
the sequence of primes. Prachar and I [14] conjectured that the number of indices

k for which for every i< k<]
(29) pi/i < pk/k < pj/j

is finite.
(29) seems very plausible and it probably holds for many other sequences e.g. for
a (mod b) or for the set of integers not divisible by a set of pri-

]

the primes p
mes I l/pi = « where the complementary set q; also satisfies I 1/qi = ®

In fact (29) should hold if ak/k > o but not too fast and ay is not too regular.
These rather vague statements of course do not really help and it must be left open
whether any non-trivial statement related to (29) can be made and proved.
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More than 25 years ago I made the following (foolish) conjecture.
k
K <n, @1 1/a <1 . Is it then true that the number of
i=1
integers not exceeding n which are not divisible by any of the a 's is >«c¢n .
This was disproved by Schinzel and Szekeres [15] and more recently Ruzsa and Te-

nenbaum proved that the number of these integers is > ¢ Tﬁg—ﬁ' , but can be less

<a, < ...<a

Let 2

4

_than czn/?eg n .

Let pp < Pp < ... < n be a sequence of primes for which I l/pi <1 . Then it
is easy to see that there are cn integers no one of which is a multiple of any of
the p 's <n . It will perhaps not be difficult to determine the smallest possi-
ble value of ¢ .

One of the most interesting unconventional problems of primes is due to Ostman :
Prove that one can not find two sequences 2y < a, < ... ,b1 < b2 ... of at least
two elements so that all but a finite number of primes are of the form ai+bj

and only a finite number of composite numbers are of the form ai-l-bj . in other
words the symmetric difference of the primes and the integers of the form ai'*bj
must be infinite. This striking conjecture is still open. Hornfeck [16]1 proved

it in the case that one of the sequence ay < 2, <... or b1~< b2 < ... s
finite. »

It follows from the prime k-tupie conjecture that there are two infinite sequences
a; < 2, < ... ’bl < b2 < ... so that all the sums ai-bbj are primes. It seems
certain that at least one of these sequences must tend to infinity at least exponen-
tially. By the way it seems certain that if there are only a finite number of com-
posite numbers among the ai-rbj then there are only (1?é%3( ) primes p <x

of the form a+ b. which would be much stronger than Ostmans conjecture. Since

the analog of the prime k-tup?e congecture clear]y holds for the squarefree numbers
it is easy to see that there are infinite sequences  a; < a, < b1 < b2

so that all the integers a;t b are squarefree. Perhaps it is true that if a11 but
a finite number of the ayt b are squarefree and both sequences a; and bj are

infinite then the number of squarefree 1ntegers of the form agt b is o(x) , or

even slightly stronger A(x) B(x) = o(x) where A(x) = & R B(x) = I 1.
‘ a; < X bi< X
" Pomerance once asked : Is there a subsequence of the pr}mes Pj < P; < ... whose
1 T2 ‘
second difference P - Zpi +p. is bounded from above (or bounded in abso-

i
r r+l r+2
lute value). Probably such a sequence does not exist, not even if the primes are re-

placed by the squarefree numbers, but I do not see how to attack these questions.
About 30 years ago, Ricci and I [17] proved that the set of limit points of
(pk+1 -pk) /1og k is of positive Lebesgue measure. Unfortunately o« 1is the only
Timit point of this set known to us. Can one prove that this set has a finite limit
point =217
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Perhaps the following somewhat vague conjecture is not hopeless : Let H(X)/]og K

smoothly but H(x) < L(x) (see (8)) . Is it then true that the set of limit points
of (pk+1 -pk) /H(k) have positive measure ? Is there for every C an index 'k
for which

Clog X <pp =Py <Ppep Py > P <X 7
Finally I state a somewhat unconvenfionaT probiem which was considered by Pomerance
and myself. Straus and I once conjectured that if k > kO then there always is an
i for which

2
(30) Pi < Piai Pr-i

Pomerance [18] disproved this, in fact he disproved this for much more general se-

quences. We tried unsuccessfully to prove that in fact for almost k (30) in fact

holds. It would suffice to show that for almost all k there is an i for which
(31) 2> P+ Pei > Prai <Py Py

but we could not prove (31). 1Is it true that the numbér of distinct integers of

the form Ppei tPp-i o i=1,2,... 1is > cn/log n2 ? It.easi]y follows from the

sharper form of the prime number theorem that the number of solutions of

A= Prei tPpoi in 1 1is bounded if n > e , but we can show this only for the

A 's in the neighborhood of 2pn

Pomerance and I further considered the following problems : Is it true that for

n> Ny there always is an 1 for which 2pn = Prei tPpoj ? The answer is almost

certainly affirmative. Is it true that there is a ¢ so that infinitely many i

and every i <n
- -C ?
Pasi ¥ Pp-4 2Py L
Put
M(n) = max p s Py i -
i
Is it true that there is an & > 0 so that for infinitely many n

o

(32) Mn > Pri Ppaq T s

and if the answer is affirmative try to determine the largest o for which (32)‘

holds for infinitely many n

Finally I would Tike to remark that (17) leads to interesting and deep problems for .

other sequences e.g. let 9 <Gy < ... be the sequence of consecutive squarefree

numbers. Is it true that for every «a
(33) I (944 -9,

< C X ?
q, <x
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I proved (33) for every o < 2 and Hooley [16] proved it for every o < 3 (Hooley
Just informed me that he can prove it for every o < 3+¢ for some small positive
e . If (33) holds for every o then for every ¢ >0 and n> no(g) s 954179,

q,”
much stronger conjecture

. Thus (33) if true is probably very deep. I could not disprove the following

(34) q i ) exp C(q,,1-9,) < o x.
n

(34) if true is completely beyond our reach, but perhaps (34) can be disproved.

Recently Heath-Brown (by using and further developing the method of Claudia Spiro) proved
that the number of solutions of d(n) = d{(n+l) , n < x , is greater than c x{logx)~]
The problem on d(n) = d(n+l) is in fact a joint problem of mine with L. Missky
(see P. Erdds and L. Missky, On the distribution of values of the divisor fonction
d(n), Proc. London Math. Sco. 3(1952),257-271).
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SUR LE THEOREME DE BRUN - TITCHMARSCH

par E. FOUVRY

I.- RESULTATS.

Un des prob]émes classiques de la théorie analytique des nombres est 1'évalua-
tion, pour a et q entiers premiers entre eux, de la fonction m(x;qg,a) , car-
dinal de 1'ensemble des nombres premiers inférieurs & x , congrus @ a modulo q.
Ici, on ne s'intéresse qu'a une majoration en moyenne de cette fonction, plus pré-

cisément, on étudie le probléme suivant :

Probléme : Sotent >0, A> 0, %~< 6<l-e,Q-= xe, a un entier fixé.

Quelle fonction C(6) peut—-on prendre pour que l'indgalité
m(x30,a) € —2—— (C(8) +¢)
v(q) Tog x
sott vraie pour X = Xo(a,A,e) , pour presque tout q de l'intervalle [Q,2Q]

premier avec a , le nombre d'exceptions ne dépassant pas Q(log x)-A ?

La formule conjecturée par Montgomery

. l~+€
ﬁuuha)=£%ﬁ-+0€(<%)? ) <0La)=1, q<xl'€>
entraine que Te bon ordre de grandeur serait C(8) =1 .
En 1981, J.M. DESHOUILLERS et H. IWANIEC, partant de leurs estimations en moyenne
de sommes de Kloosterman ([11) sont parvenus & la fonction C(8) = 4/(3(1-8)),
d'ol ils ont déduit que, pour une infinité de nombres premiers p , le plus grand
facteur premier de p+a vaut au moins p‘s'€ avec & = 0,65635 ... ([2]) .
On améliore leur résultat de la fagon suivante :

THEQOREME ([ 5]) : Pour %-< 6 < %% » le probléme proposé admet pour solution la

fonetion C(B) = Cl(e) - Cz(e) , avec

12 53
5100 (<8< 1o1)
18 53 11
7 =568 ‘Tog S °< 7p)

—

,Cl(e) =

2



10(1 - 1 10
et log <_9( ee)> (?‘* 8 < _19>
C,(8) =
2 0 10 11
(T‘§< 0= m)

Le gain est sensible en 6 = %—, puisque C(%—) passe de la valeur 2,6666 ...

i la valeur 2,2946 ... Par contre, la constante & ne voit sa valeur augmenter
-4

que de 15.10 .

II.- QUELQUES IDEES SUR LA DEMONSTRATION.

La démonstration de Deshouillers et Iwaniec débute par 1a formule du crible
de Rosser - Iwaniec, appliquée & la suite

A (@) . {in<x s n=ajf[ql}
conduisant & 1'inégalité

(1) wixiq,a) < —ZHEX 4 gt (p)

©(q)log D 9
avec
+ X
RE () = = d x 1 - X
a® I 2 dq
(d,q) =1 din

Le coefficient A(d) est "bien factorisable", c'est-a-dire que pour toute décompo-
sition D =MN avec M>1 et N>1, on peut écrire A comme produit de con-
volution arithmétique '

(2) AMa) =al)«B(-)

ol aof.) et B(.) sont nuls hors des intervalles [1,M] et [1,N] respective-
ment, et sont "petits en moyenne".

Utilisant un développement en série de Fourier et des majorations de sommes de
Kloosterman, et en choisissant au mieux les nombres M et N , on montre, dans
[21, que R+q (D) est petit en moyenne, pour D = (x Q—1)3/2 - 2e
au résultat.

, Ce qui conduit

La premiére amélioration est fondée sur 1'idendité de Buchstab, on est ramené ainsi
a remplacer 1'inégalité (1) par la suivante :
n(xsq.a) < EEEX - g(q) + R (D)
: ©(q) log D 9
oll on a posé

E(q) = #in XD ;015 < inf{p3pin} < xM2} .

IT est facile de minorer E(q) par E'(q) , avec 10
- £

£'(q) = #{ned ;n - PPy s X° < p <x19 77y,

2
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Le théoréme 3 de [3] permet alors de remplacer, pour presque tout q de

[Q,2Q) , la quantité E'(g) par
10
, TE €
5%5) lin<xsins=ppo,, " < Py < x0T

On retrouve ainsi la fonction Cz(e) du théoréme.
Pour obtenir la seconde amélioration, on revient & la construction du coefficient

Md) (161) . s 7k
e (1+e") :
Notons D. un nombre de la forme D (k> 0) et(D)une suite
(Dl"“’Dr) vérifiant les inégalités Dl> D2 > D3 .
3 3
(3) Dy <D, DDOI<D ...,
I1 apparait alors que Rq (D) est Ta somme
+
R (D) = = RY ((D))
q (D) q
avec
R((D) = = _c (De) = 1+€7< > 1 - \7__1...W_>
q v< DE D. < p;< D; Vpy -+ P LS X Pp---Ppa
VPy .- pl" =alq]

(lcv(D,e)l< 1).

On dispose ainsi d'un grand nombre de variables Pi > qui seront réarrangées par
un argument combinatoire. Evoquons deux cas extrémes :

Quand (D) posséde beaucoup de Di "petits" , on peut regrouper certains Py
(notés p&... p}<) en une variable m = pi... pk , comprise dans 1'intervalle
X-1+€ 2 , X5/6*€

[ Q Q'4/3]. Le théoréme 1 de [ 4] donne alors la majoration
5 FRT (D) 1 << x(hgfo
Q<gq<2q ¢
(g,2) =1
soit encore | R o

q () 1< ey Togx

pour presque tout q de [Q,2Q] premier avec a .

Par contre, lorsque D ne contient pas de Di "petit" , les inégalités (3) en-
trainent que D1 D < DD'1 , autrement dit, on &crira X sous la forme (2)
avec le produit MN beaucoun plus petit que D ' ce qu1 permet alors de prendre
pour ce dernier une valeur supérieure & (xQ ) 2e /2
En conclusion, le théoréme repose essentiellement sur les articles [3] et F41,
dont la motivation est de franchir la valeur % de 1'exposant de répartition d'un
certain type de suites d'entiers, obtenues par convolution de suites de supports

-

particuliers. Dans ces travaux, on calcule une dispersion grace d& un développement

en série de Fourier et des majorations de sommes de Kloosterman.
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EQUATION DE PELL ET POINTS D'ORDRE FINI

Yves HELIEGOUARCH et Mireille LOZACH (Caen)

L'idée de ce travail remonte Q4 la visite d'A. SCHINZEL & Caen en 1981 et le
résultat principal en est la construction de familles de variétés abéliennes admet-
tant des points prescrits d'ordre fini.

De nombreux membres de 1'équipe d'Algébre et de Théorie des Nombres de Caen y re-
trouveront leurs suggestions et critiques; en particulier E. Dubois, R. Paysant—
Le Roux, P. Satgé et B. Vallée.

I. PARTIE GEOMETRIQUE

1) La courbe % et sa jacobienne

On se donne un entier p>0, un corps k dont la caractéristique ne
divise pas p et un polyndme unitaire de degré pn, avec n >0, D(X) €k[X].
k désignant une cldture algébrique de k (fix8e dans la suite) on suppose

que D(X) n'a que des racines simples dans k.

On considére la courbe ¥ d'équation :
YP = p(x)

et on désigne par K le corps des fonctions de € sur k : K = k(X,Y),
K 1le corps des fonctions de € sur K: K = k(X,Y).

X “
/E(X) sont de degré p, et la seconde

est galoisienne de groupe de Galois G = Z

. K
Les extensions /k(x) et
pZ’

La premiére n'est pas nécessairement galoisienne comme 1'on voit en

prenant k = @.

On désignera par ¢ un générateur de G, il sera déterminé par :

o(X) =X
o(Y) Y
i&me

oli ¢ est une certaine racine primitive p de 1, Il est clair que

G est un groupe d'automorphismes de la courbe €.

Une place p de k(x) se prolonge en général en p places Pl’PZ’PB’""
de K, sauf lorsque D(X) est annulé par p (on &crira D(X) € ). Les
prolongements des places & distance finie de %k(X) seront appelées les

"points & distance finie" de 4.
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. e 1 . .
Pour prolonger la place & 1'infini (i € §4), on considére la trans-

formation birationnelle :

b

!

e
|

<t
!
<
]

qui transforme € en ¢* d'dquation :
Y'p - D*(X')

ot D* désigne le polyndme réciproque de D. Puisque D est unitaire,
D*¥(0) = 1, donc la place & 1l'infini se prolonge en p places de K, que
1'on notera ® (lorsque Y+ 1), d (lorsque Yvr— 2),..., m%_l
-1 . .
(lorsque Y r— Cp ) (Voir [Deurlng]).
Le groupe abélien libre U% engendré par les places de K est appelé

le groupe des diviseurs de % . Les &éléments de ot qui sont invariants

par Gal (E/k) sont appelés les diviseurs rationnels de 6 lorsque k est

de caractéristique zé&ro 1y,

La jacobienne J de € est le groupe quotient du groupe 0%; des
diviseurs de degré z8ro par le sous-groupe des diviseurs des &léments de K.
Un point de J est rationnel lorsqu'il est 1'image d'un diviseur rationnel

par la projection cononique : ﬁeg — J.

2) Equation de Pell généralisée

On consid@re un &€l&ment quelconque ¢ € K :
=0 X +U0, XY +...+ T (X)Yp—l
° 1 st U 4

avec Ui(X) € kX).

On appelle norme de ¢, la fraction rationnelle

N(@) = ©+0(@) *...o op_l(m) € k(X)

(1) pans le cas général, il faut tenir compte des questions de s&parabilité.
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Lorsque ¢ € k(X), il est clair que N(¢p) € k(X). On appellera

"équation de Pell” 1'équation :

te —*
(Ep) N(p) = cte, avec C € &k
ou encore : 1
1/ Pl
P P
UO(X), UI(X)D  een Up_l(X)D
5 2/
U, (x)p 7, U, @D P, U (%) _ gt
P‘l/b p—2/p
Up_l(X)D , U (X) sooo Up_z(X)D
Exemples :
)y p=2, (€) :v*-pu? =ct®
? 2 o 1
_ L3, 13 3,2 _ _ Ate
2) p =3, (Ey) : U +UD+U,D"-30 U UD=C

Définition :
On dira que la solution (UO(X),...,Up_l(X)) de (Ep) est triviale
ssi U_(X) € K" et U, ) == Up_l(X) = 0.

3) Solutions polyndmiales dans Kk[X]

Puisque le groupe de Galois G agit sur le groupe des diviseurs H

de %5, il est clair que J est un Z[Glmodule.

Théoré&me 1.- L'équation (Ep) admet une solution non triviale
(Uo’Ul""’Up-l) € K[XDP ssi 1e point (c—e)ab est annulé sur J par un
élément de 2[G] non nul et du type :

+ +...+ p-2
u e+ ot up_zo

p—-1
avec (uo,ul,...,up_z) € 7 .

Démonstration :

1) Pour toute solution (U , U

¥ lex

©0o=U+0T
o p-1

lY +...+ T
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Dire que la solution (Uo,...,Up_l) est polynomiale, revient 3 dire

que R OR pour i = 0,...,p-1, n'admet pas de pGles a distance finie.

. -1 t .
Puisque - 0(@)...0p () = C e, ces fonctions n'admettent pas non

plus de zéros 3 distance finie.

2) On a donc

Div (@) = v o +...+ Vo= 1%p-1

avec Vv_ t...+ Vv = 0, donc
o p-1

Div (0) = vl(“ﬁ_ab) oot vp-lcnp—l_«B)

- Pl yeo
vl(c e)mb +.. .4 vp_l(c e) A

= [vle-+v2(0+e) Hoob v (op_2 ..+ e)](o-e)«b

[uoe-+u10 oot up_zop—z](c—e)ab

Comme la matrice de passage des v, aux . est unimodulaire, la

premiére partie du théor@me est prouvée.

3) My = My =...=U = 0 é&quivaut a

donc & Div (@) = 0, donc &8 o €

4) Solutions polynomiales dans k[X]

Dans ce paragraphe, on suppose que la caract@ristique de k est nulle.

4.1) 11 est clair que le diviseur

R = *; +...+ oop__1 - (p—])ooo

est rationnel sur k, sa classe est donc un point de J rationnel sur k.
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Théoréme 2.- On suppose que p est premier et que [k(§) : k] = p-1.

Dans ces conditions 1'équation (Ep) admet une solution non triviale

(Uo’Ul""’Up—l) € (k[xDP ssi le point R est d'ordre fini sur J.

Démonstration : On désigne par k' 1le corps k() et par ¢ — Cl

\
un générateur de Gal (k /) - T se prolonge 3 k'(X,Y) en posant 7T(X)=X
et 1(Y) = Y. En reprenant les notations de la démonstration du théoréme 1,

on a

T(Div (D) = Div (T(-D) = \)ocoo+\)looi+\)zoozi+...+ Vp"loo(p—l)i

Puisque le diviseur de @ est rationnel, on a :

Finalement :

Div (@) = v e +...4 1" (p-1)=_]

sur la jacobienne J (c'est une condition nécessaire et suffisante).

D'autre part, on a déja vu que vy = 0 équivaut & ¢ € k*.

4.2) Le théor@me suivant est intermédiaire entre les théorémes 1 et 2.

Définition : On désigne par Q 1'ensemble {“b’“ﬁ""’“b} et par
w.y 1=0,...,5, les orbites de Q@ pour 1l'action de Gal (k(c)/k), en

i
convenant de poser w_ = {“b}° On désignera par Iwil le cardinal de w,.

Alors pour 1 € {0,1,...,s} les diviseurs R; = I o sont ration-

o € w.
nels sur k. m 1
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Théoréme 3.- L'équation (Ep) admet une solution non triviale
. . . +
(U ,Usseee U )€ (k[XDP ssi il existe (n ,...,n ) €z’ ], non tous nuls,
o’ 1 p-1 o} s
tels que :

nl(Rl-|m1|Ro) ... nS(RS-IwS|RO) =0
sur la jacobienne J.

La démonstration se base sur des remarques analogues 3 celles qui ont

été utilisées dans la démonstration du théoré&me 2.

Exemples :

1) Supposons p = 2, alors on voit que % = doit &tre un point

d'ordre fini (Schinzel).

2) Supposons que p = 2q, avec ¢ premier impair et k = Q. Les

. iéme sy o =
racines p de 1'unité dans k sont

q-1 q-1

1’ Cy"', C ,_1, -C,..., -z

* . P .
Gal (k(c)/k) = (z/qz) » c'est un groupe cyclique dont on désignera par i
un générateur. Les orbites w ~sont :

Wy 7 {ab}’ wq - {“h}
wp = {0 oy}
1
Og#l = {eo +1°%5 (g+1)°%. 2 seenl
q i“(q+1)

(oo

1 ne peut pas appartenir & w; car i est impair et g+l est pair).

On a donc :

R =
(o] O
R =
q <o
Ry = oooproophe ot e
1
Rl = Cqe1™ i g+ 1), 2 Fees

i”(q+l)

La condition géométrique est donc :

_ 3
Rl(Rq—RO) +.22(R] - (q-l)Ro) + 23(Rq+1 : (q—l)Ro) =0 avec (2],22,23)622 .
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5) Exemples
Dans tout ce paragraphe k = §.
5.1) Le cas p = 2 a &té traité par Schinzel (voir aussi II,3)
5.2) Dans le cas p = 3, 1'équation de Pell est :

u3 + D + D% - 30U, U,D = cte

(E5) o YU D +1, 1

Eugéne Dubois a trouvé deux familles de polyndSmes D pour lesquelles

(E admet une solution non triviale.

Premiére famille :

D, = P(P2Q6 + 3PQ3 + 3)

1

avec P et Q unitaires, de degrés p et g, tels que p+2q>0. Une solution

non triviale est :
3
(1 +PQ s _Q, O)

Deuxiéme famille :

D, = P(P2Q3 +3)

avec P et Q unitaires, de degrés p et q, tels que ptq > 0. Une solution

non triviale est :

(1, PQ%, -Q

Lemme : Lorsque P et Q sont dans Z[X] et lorsque P = x?, q=x4
(modulo 3), alors le polynéme D n'a pas de racines multiples lorsque P

n'en a pas.

Démonstration : Dans les deux cas on peut écrire D = PR, avec

R = P2Q§-+3PQ3-+3 (resp. P203-+3).

I1 est clair que P et R sont premiers entre eux, il suffit donc de
montrer que R n'a pas de racines multiples. En fait, on voit facilement,

]
en appliquant le crité&re d'Eisenstein @ R et au nombre 3, que R est ir-

réductible.
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Théoréme 4.- On suppose que P et Q sont choisis de telle sorte que
D1 et D2 n'admettent pas de racines multiples, Si on désigne par I
(resp. J2) la jacobienne de la courbe associée 3 D, (resp. D2) le point
@+, = 2no est annulé par p+ 3q (resp. 2p+3q) sur 9 (resp. Jz).

Démonstration :

Les deux cas &tant analogues, nous nous limiterons au premier cas.
Posons

va+3q + P*Q*B(X') _ Y'Q*(xl)

3
@ = 1+PQ (X) - YQ(X) = X'P+3q

oli P* et Q* désignent les polyndmes réciproques de P et Q, et :

'(B = X|p+3q (0

(1)

Alors on voit qu'il existe m > 0 tel que

Div' (@) =me , Div (¢(@) = me,, Div (6’ @) = me

Comme : @ o (®) - 02(6) = }\X,3(p+3q) et :

Div+(X') = coo +oo1 +002

on voit que m = 3(p+3q).
Comme Div (9) ne dépend que des places d 1'infini, on a :

Div () - (p+3q) Div (X')
(p+39) (20 o) - ,)

Div (¥)

+
(1) Div désigne sup (0,Div).
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IT. PARTIE ANALYTIQUE

1
1) Calcul de D /p

Dans tout ce qui suit, on désignera par k((%)) le corps des séries

c'est-d-dire des expressions F(X) du type :

-

formelles en -% H

F(X) = X a X

m=m
o

Lorsque F(X) # 0, on suppose a_ # 0 et on dit que -m  est le
: )

degré de F. Lorsque F = O, on pose degré F = —oo,

Dans ces conditions, il est clair que 1'on a :

deg(Fle) = deg Fl-Fdeg F,

deg(Fl+F2) < deg F1-+deg F,

Lorsque a, = 1, on dit que F est unitaire.
o unitaire

On suppose toujours que la caractéristique de k ne divise pas p.

Proposition.— L'E&quation :

¥ = dx)

admet une solution unitaire de degré n dans k(C%)).

Démonstration : Posons D(X) = Xpn[lin% RQ%)] ol R(%) est un poly-
pn-2, Alors la formule du bindme de Newton permet de
p) un Elément A

nome en 3 de degré
définir (parce que la caracté&ristique de k ne divise pas
iéme . s .

est bien D, a savolr

de k(C%)) dont la puissance »p

Y IOy (WS 1 |
AX) = X Lifo <?»X R (X)]
5

/

2) Groupe des solutions polynomiales de 1'équation de Pell

On cherche des €léments :

- p-l
@®=U_(X) + U (XY +...+ Up_l(X) Y

avec Ui(X) € k[X] satisfaisant 3 :
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&) N(@) = ©.0(@) ... o (@) = n
avec u € k*.

Définition.— On dira que deux solutioms ©, et O, de (EP) sont

8quivalentes ssi il existe X\ € k* tel que @, = A@Z.

On supposera seulement que le polyndme unitaire D(X) est tel que
Yp-—D(X) est irr@ductible dans k[X,Y], ce que 1'on désignera sous le nom

d'hypothése faible.

. P . . iémes ..
Dans la suite up désignera le groupe des racines p de 1'unité

dans k.

Théoréme 4.- On suppose que 1l'hypothése faible est vérifide.

1) Si @, et 0, sont deux solutions de (Ep) alors wlwz_l est

encore une solution de (Ep).

2) La loi de multiplication des solutions de 1'équation de Pell est

compatible avec la relation d'équivalence ci-dessus.

3) Le groupe q? des classes d'équivalence est un groupe abélien
libre de rang < d(k) ol d(k) +1 désigne le nombre d'orbites de up
sous 1'action de Gal(k(z)/k).

Remarque : avec les notation du théoréme 3, ona d(k) =s .

Démonstration : Nous nous limiterons 3 le derniére assertion car les

deux premiéres sont &videntes.

Posons h(Q) = U_(X)+U; (X)A(X) +...+ Up-l(X)Ap_l(x)

et L(g) = (deg h(p),deg heo(9) ,..., deg hoo® ' (()).

L est un homomorphisme Cﬁ,—a»zp dont 1l'image est contenue dans

1'hyperplan d'équation :

K, #¥p oot X =0

Supposons que ¢ € Ker L, alors pour tout i = O,1,...,p~1 omn a :

i i(p-1) p-ly _
deg (U +c” U4 +...+ L Up__] A ) =0
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. s , ij .
En multipliant ces relations par ¢ J et en additionnant, on a :

deg(Uj Al <o

pour j = 0,1,... p-1.

Puisque les Ui sont des polyndmes et puisque n > 0, on en déduit

que :

(U UpseesT 1) = (1,0,... 0)

1”°

=% P . .
avec X € k , donc Ker L est la classe d'équivalence des solutions triviales.

n. :
Si d'autre part on désigne par ¢ l, i € {0,1,...,s}, un systéme de

représentants des orbites de Up sous 1'action de Gal(k(z)/k), 1'image de

L. se trouve dans 1'intersection des hyperplans dont les &quations sont
X =X , i€ {0,1,...,s8}
avec v # n; .

Le nombre d'équations linéairement indépendantes que l'on obtient est
ainsi :
s
Z (lw,1-1) = p - [d(k)+1]
. i
1=0
Donc 1'image de %% (qui lui est isomorphe) est un groupe libre de
rang < p - [p-d(k)] = d(k).

Corollaire |.- On désigne par ® 1le groupe libre engendré par

R, —lelRo,...,RS--leIRo et par EP; le groupe engendré par les diviseurs
des éléments de k[X,Y], alors qg est isomorphe & &N ng

Démonstration : En effet, on a :

degré[hooi(w)] =-v_ ()

o ,
-1

ol v () désigne la valuation de ¢ au point o_ .,
-1
Comme 1'application :
RPN TN S L e NTTITL, PRI, SPRIY
est un isomorphisme de Z-modules, on en déduit que 1l'image de %? par L
dans ZP est isomorphe a 1'image de 59 par l'application ¢+ div(y)
dans ﬁf}g?;.
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Corollaire 2 (théoréme de dualité).- Soit R = 8/8r1£? et T le
o

sous-groupe de torsion de R, alors on a :
rang(R/q) + rang(%}) = d(k)

Démonstration :

En effet & = Zd(k).

En appliquant le théoréme des diviseurs élémentaires, on a :

@ =
610-#0 Zale1 @...0 Zad(k) ed(k)
ol el""’ed(k) est une certaine base de & et ol - allazl...lad(k).
Supposons que a, soit le dernier diviseur é&lémentaire non nul,
alors :

aIZ aéz
donc T = Z/ X..oX Z/
aIZ atZ

et

Par suite :

rang(R/,) + rang(anff’o) = d(k)
et coome &N QPO = %3, le théoréme est démontré.

Remarque : Sous 1l'hypothése forte de la premiére partie (D n'a pas

de racines multiples), E;% est le groupe des diviseurs principaux de K.
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3) Le cas p = 2

Tout ce qui suit est une reformulation de Shockley "Continued frac-

tions and Pell's equation" ch. 12.

3.1) Nous allons refaire d'abord la théorie des fractions continues

dans k((%)).

Dans toute la suite o sera un &€lément de k((%)) \k(X) de degré

. -m . . s
20, Si o = Z a X 7, nous appellerons partie entiére de a, et nous
mm
0

noterons [a], le polyndme :

[a] = T a x"

m
m6<m<0’

Nous appellerons partie fractionnaire de o 1le nombre o-[a] et

nous le noterons {a}. Il est clair que :

degré {a} < O

osant a, = [a, t o, = n construi ine :
En posa a, [al_l] et o, TEET on construit la chalne

(1 o = <a1,a1> = <a1,a2,a2> = .,

et nous poserons :

P %
<al> = -6—, <a1 ,32> ‘= 6—-, etc...
‘1 -2
Pn et Qn étant les habituels polynfmes en aps 8yseee déterminés

par les relations :

(2) P =2, Q=
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qui entrainent :

(3) Q.. P -Q P, = (D}

i+l "1 1 "1+l

Dans la suite nous prendrons o = A, on a donc :

deg (o) = deg (al) =1n > 0.

Proposition l.- On suppose que degré (o) = 0. Alors pour tout i = 2

on a :
1) deg (ai) >0
2) | deg (Qi) = deg (az) +...+ deg (ai)
deg (Pi) = deg (al) +...+ deg (ai)

3) deg <a - Ei) = deg(-——L———>
Q %%

1

) = deg (ai+2)

4) deg (Qa-P;) -deg(Q; 0P,

Démonstration :

1) deg (ai) = - deg (o, ) >0
2) résulte des formules de récurrence (2)

3) D'aprés (1) on a :

-1
Pi(al,...,ai+ai )

o =< ceesd. 0.> =
ay» 281504 Q. (a a +u_l)
STl LA e

D'aprés (2) cela s'écrit :

-1 -1
(a;+o; IRy ¥Ry  Pytoy Py

o = =
=) T
(8540 Qs Q35 Q*oy Q@
D'oil
v, +a; lp P. ol (P. Q. -P,0, )
S S i7i-1_ 71 _"i i-17%1 "1-1
I =
Lo Qo Q71 Qi(Qytay Q)
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et compte-tenu de (3) :

- P (-1yi-!
Q  Q(Q_; *+0o,Q)
d'oii
P
deg (a -—Q—i—) = -deg Q; ~deg (Q_;+.Q;)

Comme deg (Qi—l) < deg Qi et deg (ui) = deg (ai+l) >0, on a:

deg (Qp_y*0;Q;) =deg (0;Q;) =deg (a;,Q;) =deg (a;,,Q; *Qy_p)
=deg (Q;,)
d'oll le résultat.
4) I1 résulte de 3) que
1 1
deg(Q.a-P,)-deg(Q. ,a-P, .) = deg ( ) - deg ( )
1 1 i+1] i+l Qi+1 Qi+2

deg (Qi+2) - deg (Qi+1) = deg (ai+2)
et ceci termine la démonstration.

Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer que le développement
en fraction continue de a, avec deg (ai) >0 pour 12 2, est unique.
Et nous le renvoyons & la thése de Bernard de Mathan pour la démonstration
du fait que les convergentes de o sont les meilleures approximations de a,

la notion de meilleure approximation &tant définie comme suit :

Définition : Soient deux polyndmes A et B (# 0) de k[X]. On dira

que A est une meilleure approximation de o ssi pour tous A' et B' (# 0)

B

de k[X], avec deg B' < deg B, la condition : deg (B'a-A') < deg (Ba-A)
- A' A

entraine BT = 'g.

Nous terminerons les généralités par une derniére proposition :

Proposition 2.- On suppose toujours que deg (o) = O.

Soient deux polynOmes A et B (# 0) de k[X], alors la condition

] ~
deg (Ba-A) < deg (§) entraine que %— est une convergente de «a.
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Démonstration :

1 - P
Supposons que deg (Ba-A) < deg (E)' Développons %» (supposée

irréductible) en fraction continue

et on peut supposer que A =P et B = Qm. Définissons B par

m
P +P
a:(al, ’a'+8_>=.§6ﬁ:ﬂ:‘_l_
m “m Qm—l
alors, on a :
R
B BQm+Qm_] Q Qm(BQm+Qm_1)

d'oli (compte-tenu de 1'hypothése)

deg (Bo—A) = -deg (BQm+Qm_l) < —deg Qm
soit :

deg (BQ_m"'Qm_l) > deg Q-m

ce qui entraine que :
deg B > O

on peut donc développer R en fraction continue

B = <b1,b2 s>

Si 1'on pose vy = <a;,...,aé,bl,b2,...> alors
y = <a{,...,a$+8_l> = a et l'unicité du développement en fyfction continue
montre que ai = a;, pour I1<i<m. Ainsi %- est bien la m "¢ convergente
de «a.

Corollaire.~ Si 1'8quation de Pell :

admet une solution polynomiale (Uo’Ul) telle que deg (Uo_UlA) < 0, alors
U

o
. st une convergente de A.
1



Démonstration :

Puisque deg (Uo—UlA) < 0, on a :

deg U0 = deg (UIA)

1
deg (Uo_UlA) = -deg (UO+U1A) = —deg (UIA) < deg (U;

on peut donc appliquer la proposition 2.

3.2) Irrationnelles quadratiques

. 1
On travaillera dans le corps k((i)) et on notera o+r—> o' le

prolongement de 1'automorphisme o: K — W .

Pour ne pas s'&carter du but, on considérera le développement de o =A.

On a donc :

L PR S - v =
d'olr : deg (ao) deg (ao) n

. A 2
et o et o' sont racines d'un polyndme AoX +BOX+Co avec @

A = 1
(o]
B.= 0
o}
= -D
Q

Pour 1 2 1, nous poserons :

.
2 2
A, = P{ - DQ;
(4) <Bi = 2P.P. | - 2DQ,Q;_,
2 2
€ TP TPy

on a alors

Proposition 3

. 2
1) o, et a! sont racines de A.X  + B,X + X..
i i i i i
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2) Pour tout i=21 on a :

B2 - 4A.C. = 4D
1 1 1

deg (Ai) = n-deg (ai+1)
deg (Bi) = n
deg (Ci) = n-deg (ai)

Démonstration : Nous nous bornerons 3 démontrer les assertions concer-—

nant le degré car le reste est classique.

a) Puisque :

P
i 1
deg (0 -=2) = deg (——) < O
Q4 Q%4
on voit que :
P.
deg (a+==) = n
Q4
On dé&duit de (4) que :
2 Pi P,
A, = QC(== + ) (=X - @)
oy Q
d'ol :
1
deg (A.) = 2 deg Q. + deg A + deg (77—
1 1 Q;Q; 44
et la proposition 1 donne le résultat.
On calcule de méme le degré de Ci'
b) Pour Bi’ on a :
-2
B, = 4A,C. +4D
i i’
et comme deg (AiC.) = 2n - deg (ai)-deg (ai+1) < 2n

1

on en déduit que :

2 deg Bi =deg D = 2n
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Corollaire.~- deg (Ai) = 0 > deg (ai+1) =n

Définition : On dira que le développement de A est pseudo-périodique
ssi 1'un des a, est entier pour 1 > O, et on appellera pseudo-période de

A le plus petit 1 > 0 tel que o soit entier.

Proposition 4.- Pour 12 1, on a :

D b.+ A
1
o. =
1 C.
1
b, = - +B = A
avec by 2710 % T A4
2)
deg (ai) = deg (ai+1) > 0

1 - .
deg (ai) deg (ai) <0

Démonstration :

a) D'aprds la proposition 3 on sait que a, et a{

A.X2+B.X+C., d'ob :
1 1 1

sont racines de

[ -B, £+ 2A b, % A
o = 1 = 1
i 2A, c.
J i i
: bi;; A
Q. =
1 C.
1
N

C
- - ! =—1-
b) Comme [ai] =a;,|»ona deg oy deg a;, » 0, comme G as =

i
on a :
C
| - — -
deg a deg Ai deg a;,

'l deg a;

Th&oréme.- L'&quation de Pell :

2
UZ-U D=2
o

(E 1

9)

a des solutions non triviales ssi A admet un développement pseudo-périodique.
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Démonstration :

1) Supposons que (Uo’Ul) solt une solution non triviale de (EZ)’

alors il existe i > 0 tel que

[an]

_°
Uy

2]

d'aprés le corollaire & la proposition 2.

D'aprés les relations (4) on voit que o, est entier.
2) La réciproque est immédiate.

Corollaire l.- La solution fondamentale de (EZ)

désigne la pseudo-période de A.

est (BW’QV) ol W

Corollaire 2.- Si % dé&signe l'ordre de @, e sur J et m la pseudo

période de A, on a :
T+ n-1< g2 <1+ n(n-1)

Démonstration :

Nous avons :

Si nous posons

© = Pﬂ - QﬂY

on trouve avec la méthode de I, 5
Div (@) = (deg P) (°°o —)
or, d'aprds la proposition 1 :

deg P1T = deg a, +...+ deg a

1

Comme deg a, =n et deg a; <n pour 1l <i<m, ona:

n+m-1 < deg P1T < n+ (m-1)(n~-1)
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et, puisque deg PTr est minimal, deg PTT = £, d'od :

n+n-1 < & < l1+w(n-1)

Corollaire-3 .- Si n =2, & = 7+l
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APPENDICE A "EQUATION DE PELL ET POINTS D'ORDRE FINI

Mireille LOZACH

Dans le cas p=2, on peut démontrer quelques autres propridtés

i
bi+(—1) A
Proposition l.- Pour i20, on a @, = ———— et les couples (bi,ci)
i
peuvent &tre déterminés A partir de (bo,co) = (0,1) gréce aux relations
2
= - = pbT = 1=
bi+1 b.1 a:,11%; et €iCiiy b.1+1 D, wvalables pour tout 120.
0
- . . +{— . Ty
Démonstration : Pour 1i=0, a, = A = Q—S—ll—é- est bien vérifié,
. . P30 +Pi1 bytegd
Pour i»l, on sait que A = ——-——— | et que o, = ———, ol €, = %1,
Q.9.+0. 1 c. i
iti ti-1 i
P.b.+P. ,c. = Q. €.D
i7:i Ti-171 ‘171
On en déduit les relations , dont on déduit la relation
Q.b.+0., ,c. = P, €.D
i7i Ci-l171 i1
_ 2 2 i _ i . 2 2
c, = si(Pi D Qi)( 1)7, et donc €; = (-1)7, car on sait que c; = A= Pi-D Qi'
. . 2
=1 t . = b.-a, . .c, = b, .= édui
Pour i1, 1les relations bl+1 bl a:_ 1% et C1C1+1 b1+1 D se déduisent
alors immédiatement de o, = a. ,+a, ..
i i+l i+l

Proposition 2.- Si le développement de A est pseudo-périodique (au sens défi-

ni plus haut), il est également périodique (au sens habituel du terme), la vraie
période de o é&tant &Egale 3 une ou deux fois la pseudo- période définie plus

haut.

Démonstration : Si A est de pseudo 'période k, k est le plus petit indice

strictement positif tel que c, soit de degré 0.

ler cas (—l)kck=1. On a alors a = A+(—1)kbk = a1+(—1)kbk+u; , soit donc
A= <a1,g2,...,ak,a1+(—l)k6;;
A est bien vraiment périodique, de période k.
28me cas (—l)kck#l. Les (k+1) &galités a., = a, +u?l pour O<isk,
_——_== i i+l Ti+l

donnent par 1'automorphisme o :a! = ai+1+(a
(-a! )—1 = a .
i+l i+l

i+1)_1, pour O0<i<k, soit encore:

—a3, pour O<isk.
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-1 .
LA -, ! = <
or ol A et degp( ai+1) ) = deg a, ,>0, pour o<isk.
-1
On en déduit que le début du développement de (-uL+1) est
! = 4 =
I <ak+l,ak,...,a2,al+A> ol deg(ai+Ai deg(Zai) > 0.
Co-l Cp+l Dt _
or (-o' ,) = = , oli ¢, est de degré O, et
k+1 k+1 c k
—bk+1+(—1) A k
PitPyy g -1
o, = ———— + (=o' ) a donc pour début de développement :
k S k+l
b, +b
_ k Tktl
o = < ———E;——-+ R ak,...,al+A >,

Le début du développement de a, etant également O = < Aoy T» OD doit

a c
. _ _ Tk+l Tk
avoir bk = bk+1 = 5 Alors
A= < (fjll,alz,...,emk,oak > = < al,az,...,ak+l,...,a2,231 >

et A est bien vraiment périodique, de période 2k.

(Cette derniére démonstration peut également s'appliquer au premier cas, mais

. . . k .
on trouve alors deux fols la période : si (-1) ¢ T 1, on a donc les relations

a ., et a = 2a1).

37 g-po k+1

Proposition 3.- S1 A est pseudo périodique , de pseudo période k de vraie

période 2k, k est nécessairement impair.

Démonstration : Dans le deuxi&me cas de la proposition 2, on peut déduire le

bk+(—1)kA |
développement de o, = —————— de celui de A
k C
o r 5 — f 5 —
a a a a
_ k 1 1\ E 1 _ 1 K 1
o =< E;‘*}:Igizfj( 1) ckazy...,z:I;E"—'> =< EZY;E——y( 1) ckaz,---,z:?;g“— >,
K K “k “K
On a également a = < ak+l’ak""’al+A >, - soit
a = < ak+1,ak,...,2al,...,ak >,
a a a.+A
Donc L = k+1, et b = (—l)ka y Oy = -l~——~.
(-l)k 2 k 1 k (—l)k
“k “k
2
Si k @&tait pair, on aurait aussi o = Tt = (a,,) = 2a et donc c2 =
? 2 2k 1° k

- k
L (-1) C
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Puisque (—l)kck # 1, on aurait alors ’(—I)kck = ck = -]1. On en déduirait
que a =-a ., ce qul est impossible : k est bien impair.
=+1 =+1
2 2
Exemples 1) Vx2+l = <x,§§> a, = x+A =1
[ — 2
2) x4+2x = <X2,X,2X2> a, =2 A , a, = x2+A, k=2
1 2x 2
3) Vx2+2 = <x,x,2%> ay; = E%é- s a, = x+A, k=1.

Dans les exemples 1) et 2), la ''période" et la vraie période sont &gales,

k pouvant étre pair ou impair.

Dans 1l'exemple 3), la vraie période est le double de la '"période', et k est

impair.
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et
Mireille LOZACH

Université de Caen
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Summary : Let U= IR/Z with Lebesqgue measure and ¢(x) = 1[0'8[(x) - B,

O<B<1. Let G denote the closed subgroup of IR generated by - 3 and
1-8, either with Lebesgue measure in the case G=1R or with Haar
measure (counting measure) in the other cases.

Define T, : UxG > UxG by Tye(x,t)=(Tx,t+p(x)), where T : U=>U is
an element of a class of ergodic transformations arising from
representations of real numbers to general bases (including the
dyadic and p-adic representations).

In this papef the set of numbers B such that T¢ is ergodic on

the product space UxG with respect to product measure is determined.

Introduction

Let g = (qi)oio=1 be a sequence of integers q; 2 2. Let A(qg)
denote the compact Abelian group of g-adic integers (see [3] for
details). The transformation S: z > z+1 on A(gq) is uniquely ergodic

with respect to normalized Haar measure.

Let U = IR/Z and let m denote Lebesgue measure on U. Define

p(k) = q1-...°qk for k=1,2,... and p(0) =1. If

z = izo Zi p(i) ’ Zi - {011,.-‘. ’qi+1—1} 2

is an element of A(g), then ¢: A(g) +~ U,
9(z) = ) z./p(i+1) mod 1
i=0
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is a measure preserving map from A{(g) onto U. With the exception of

a subset of Haar measure zero, ¢ is injective on A(qg).

The g-adic representation of an element x of U,
x = ) ox./pli+1n) o, ox; o {0,100y ,4-1)

i=0
is unique under the condition that X, # q3 41
Therefore the following transformation T: U+U is well-defined:

-1 for infinitely many i.

[e.0]

T(x) = ¢(z+1) , where 2z = z xip(i).
i=0 ,
T is ergodic with respect to m and ¢°5 = To¢ a.e. on A(g). Further

properties of T and a relation to irregularities of the distribution

of generalized Halton sequences are established in [2].

For the following let
Plx) = Trg g () - 8,
where 0O<B<1. Let G denote the closed subgroup of IR generated by -8
and 1-8. For irrational B G is equal to R, for rationalf G is a
group isomorphic to the group Z of integers. In the first case let
h denote Lebesgue measure on IR, in the second case Haar measure

(counting measure) on G.

The transformation Ty : UxG - UxG ,
To(x,t) = (Tx, t+e(x))
preserves the product measure m xh on the product space UxG.

We shall call a rational number B8=r/s, (r,s)=1, strictly non-g-adic
if every number k/s, 1£k<s-1, has infinitely many nonzero digits in
its g-adic representation.

Theorem : Suppose the sequence (qi)ojc_)=1 is bounded. T, is ergodic
with respect to mxh if and only if either B is irrational or B is

strictly non-g-adic.

In the case where T : U+U is an irrational rotation Tx=x+6 mod 1
with 6 irrational, ergodicity of T¢ in dependence of B is known, due
to I. Oren [4]. Partial results had been obtained before by J.-P.
Conze [1]1, K. Schmidt [5] and M. Stewart [6] (see also W.A. Veech

171).
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The Proof.

In the following X will denote the direct product of the two

measure spaces (U,m) and (G,h) and p =mxh will stand for the product

measure. Let 1yk = ¢+ yeT + ... +’.°Tk_1 , k=1,2,...

Definition : An element c of G with the property f(x,t+c)=£f(x,t)
p-a.e. for any function f in {1B : 1B9T¥ = 1B’ B a measurable subset
of X} will be called a period of Te.

Remark : The set of periods of T is a closed subgroup of G.

The following lemma shows how to obtain periods. It has an equivalent

in Oren's proposition 1 (see [4]).

Lemma : Suppose there exist a sequence (kn)oo of positive

n=1
integers and a sequence (Ak )n=1 of subsets of U such that
n

(i) (Pp(kn) is constant on Akn
(ii) 1im ¢ (A, ) exists
no P TRy
(iii) inf m(Ak ) >0 .
n n

Then for any f in {1B : B a measurable subset of X} with

foT? = f p-a.e. it follows that f({x,t+c) = f(x,t) p—-a.e. where
c = lim ¢ (A

nve P Kp) kL)

Proof : Comparison of the g-adic representations of x and Tx
shows that
| PRy — x| < 1/p(K)
for all x in U and all k. Put akn = wp(kn)(Akn) .

For any f = 1B , B a measurable subset of X,

lim f | f(Tp(kn)x, t+a - f(x,t+c) | dp = 0, GN = Gn[—N,N] (*)

)
k
n->o UxGN n
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for all N> 0. If

(x,t) = | 2P, tea ) - fx,tre) |

Ik
n n

[o]

n=1 in (%)

then L1—convergence of the sequence of functions (gk )
n

implies convergence a.e. for subsequences. By diagonalization one

can find a subsequence (kr'l)zz1 such that

lim gk.(x,t) = 0 u-a.e. on X.
n

n-—>o

The very same arguments as those of Oren in his proposition 1 finish

the proof.

Proof of the theorem : The g—adic representation of B ,

0<B<1, is given by

[o0]

B = ) By/plix1) , By € {0,1,...,q; 471},
i=0
infinitely many Bi # qi+1-1, the latter being a uniqueness condition.
Define
k-1
B(k) = )} By/p(i+1) , k=1,2,... .
i=0

Then 0O 2pB(k) < 1/p(k).

Let 8 have finite g-adic representation (i.e. si#o for finitely
many i only). Then there exists a function g in the space
LZ(U,m) such that ¢ = g - goT m-a.e. (see [2]). If T¢ were ergodic
on UxG then the transformation (x,t) - (Tx, t-8) = (Tx, t+¥¢(x) mod 1)
on UxG/Z were a factor of T and therefore ergodic. This contradicts
the fact that the functional equation h(Tx) = X(¥(x)) h(x), X a
nontrivial character in the dual group of G/Z, has a nontrivial
measurable solution h, as follows from X (¢¥(x)) = X(g(x)) X(-g(Tx)).

Hence T? is not ergodic if 8 has finite representation.

Assume from now on that B has infinite g-adic representation,
that is, Bi # O for infinitely many i. Thus O<(B-B(k)) p(k)<1. It
will be shown that 1 is a period of Ty. .

For any x in U, exactly one of the points zj, 0<jsp(k)-1, belongs
to a given elementary g-adic interval l[a/p(k), (a+1Vp(k)[ ,
Ogasp(k)-1, of length 1/p(k). Hence the function ¢, takes only

p (k)
two values on U, ?p(k)bde{B(k)p(k) - Bp(k), B(k)p(k)+1 - Bp(k)1}.
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If
By = {x€Us g,y 6= (B(K)=B)p(k)} and By = {x<U:g_ (0=1+(8(K)-8)p(K) ],

then {]%p(k)(x) dm = O implies m(Ak) =1 - (B - B(k))p(k) and

m(Bk) = (B - B(k))p(k).
If one can find a sequence (kn): 1 such that

lim (B - B(k ))p(k,)) = ¢
n-—>o
with 0O<c<1, then the foregoing lemma implies that -c, 1-c and,

therefore, 1 are periods of Ty -
Infinitely many digits Bi are nonzero. Let (in):=1 be the
sequence of those indices i such that Bi # 0. Let K be such that

qj;EK for all j. Then (B-—B(in))p(in) > 1/qin+1 2 1/K

for all i_. Let (i')m_ be the subsequence of (1 )m_‘ such that’
n n'n=1 n'n=1

B 1

irer S dirten T
Then

1/k < (B=B(11))p(i!) s 1-1/K°

for all iﬁ. Hence there exists a subsequence (kn);=1
such that 1lim (B-—B(kn))p(kn) lies in 10,1 , as desired.

n-—>oo

0 ' oo
of (J.n)n=1

As 1 is a period of Ty ergodicity of Ty on UxG is equivalent
to ergodicity of the transformation (x,t) - (Tx,t-B) on UxG/Z. The
latter is ergodic if and only if the functional eqguation
h(Tx) = X(-B) h(x), X én arbitrary nontrivial character in the dual
group of G/%Z, has the only measurable solution h(x) = O m-a.e.

X (=B) is a number of the form exp(-2wimB) with m in {1,2,...,s-1}
if B is rational, B=r/s, (r,s)=1, and m a nonzero integer if B is
irrational. Neither in the case of irrational nor in the case of
strictly non-g-adic B will “X(-B) be an eigenvalue of the transfor-
mation T (see [2]), hence the functional equation above will only

have the trivial measurable solution h(x)=0 a.e.

Remark : The condition that (qi)oio=1 is bounded guarantees the
existence of limit points of the sequence ((B-—B(k))p(k))z=1 in the

open interval Jo,1[
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Sur le "petit crible" d'Erdds et Ruzsa

A. HILDEBRAND

Le probléme fondamental d'un crible est le suivant : Etant donné une suite finie

(an)n<x d'entiers et un ensemble & de nombres premiers, on cherche a estimer
=

le nombre des é&léments a, de cette suite qui n'ont pas de facteurs premiers ap-
partenant & ¥.

Nous considérons ici le cas le plus simple, celui de la suite a =n, et nous po-
sons, pour tout x=>1 et tout ensemble ® de nombres premiers < x ,

S(x,fP) := Z. 1 .
n< x

(n,#)=1
ot 1a condition "(n,P)=1" signifie que n n'a pas de diviseurs premiers appar-

tenant & £ . Comme la probabilité qu'un entier positif n<x soit divisible par
1

un premier p (fixé) < x , est approximativement égale & = , on s'attend (en sup-
posant une certaine "indépendance des premiers") & ce que S(x,®) soit proche de
x W (1-%)
pe P
Dans un sens, cet argument heuristique est confirmé par la majoration
(1) S(P) < cx T (1-5)(1+8(p=))
PEP -

valable uniformément pour tout x> 2 et tout ensemble ¥ de nombres premiers
< x . Le crible classique de Selberg (voir[ 4] , chapitres 5 et 6) permet d'ob-
tenir (1) avec c=2¢" , ol vy est la constante d'Euler, mais R.R. Hall [5] a
montré par une méthode différente qu'on peut prendre c=eY , ce qui constitue
la valeur optimale de ¢ .

La minoration de S(x, ) est beaucoup plus délicate. Les méthodes classiques du

crible ménent a une minoration du type
(2) S(x,P) > ¢'x m (1-13) :
pe @
si 1'ensemble § ne contient pas de "grands" nombres premiers (plus précisément,
on obtient (2) avec c'=c'(e) si- @ [l,xl/z' € , 1'exposant 1/2 étant

ici la "limite" du crible). Sans une telle condition sur 1'ensemble ¥ , Tes
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cribles classiques ne donnent pas de minoration pour S(x,§). Ceci est dd au

fait que dans ces cribles on compare S(x,5) avec sa valeur heuristique
1

x T (1-=) et estime la différence entre ces deux quantités. Cette méthode
pe & e .

devient ineffective, lorsque 1'ordre de S(x,¥) est inférieur a 1'ordre de

x 1T (1- 1—) . Or, S(x,#) peut étre beaucoup plus petite que sa valeur heu-

pe ¥ 4
ristique. I1 suffit de prendre pour ¥ des ensembles du type

,P(xOL,x) := {p premier : x%< p<x} (x=1,0<0a<1).

S(x,P(xOL ,X)) est alors &gale au nombre des entiers positifs n<x , n'ayant pas
de facteurs premiers dans 1'intervalle [xa,x] , et i1 est bien connu [2] que
. 1 o _ 1

Tim = S(x,P(x7x)) = o)

X > o
ol p est la fonction de Dickmann définie comme fonction continue sur 1'inter-
valle {0, [ par

p(t

_tpl(

=1 (o<t<1),

)
t) = p(t-1) (t>1) .

On a, pour o~ 0+ (voir [11)

o(2) =exp(-Liog L 1voq)) ,

Qi

de sorte que p(= ) décroit beaucoup plus vite que

mo(1-%)=qa+o(1)

pep(xax)P
Le probléme se pose alors de donner une minoration non triviale pour S(x,®) , qui
est valable sans restrictions sur 1'ensemble ¥ . Une telle minoration a &té donnée
récemment par Erd6s et Ruzsa [3] dans un article intitulé "On the small sieve" :
IT existe une constante c¢''> 0 telle que, pour tout x = 2 et tout ensemble #
de nombres premiers < x , on a

1

S(x, ) = x exp (-exp(c'" = E).)) )
pe P
En posant
G(x,K) := min{ ﬂl{—;—@ : = 15< K} ,
P Pe P
ot x=2 , K>0 et le minimum est étendu sur tous les ensembles ¥ de nombres
premiers < x satisfaisant a = 15 < K, le résultat d'Erdds et Ruzsa prend la
forme pe s K
G(x,K) > e ©

Erdds et Ruzsa ont posé le probléme de donner une formule asymptotique pour G(x,K)
Torsque x + = , et ont conjecturé [3, Probléme 1] , que le minimum dans la défini
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tion de G(x,K) est "asymptotiquement" atteint, Torsque © est de la forme
P(xu,x) avec o= e_K+-O(1) . Autrement dit, la conjecture d'Erdds et Ruzsa affirme
que, pour tout K>0 ,
. .1 e K K
Tim G(x,K) = T1im M S(x, P (x ,x) ) =p(e”) .

X > X - oo

Nous pouvons démontrer cette conjecture sous une forme plus précise :

THEOREME : I1 existe des constantes positives Cq et Cy telles que, uniformément

pour x = 3 et O<K<c1 log logx , on a
K 1
(3) G(x,K) = o(e”) (I+ O ——
(logx) "2
Le principe de la démonstration est le suivant : Ta majoration pour G(x,K) se dé-
duit des estimations connues pour S(x,&’(xa,x)) . La minoration triviale

S(x,P) = [x] -2 [%]
pege P
entraine 1
G(x,K) = 1-K+ U(;—) s
et comme

1 - Tog u l1<u<?2) ,

1]

p(u)
ceci donne 1a minoration souhaitée pour G(x,K) , Torsque 0< K< Tlog 2 . On en dé-
duit la minoration dans le cas K> log 2 par un argument inductif assez compliqué
dont 1'idée sous-jacente est la suivante : I1 faut montrer que la fonction

o(x,su) = G(x,1o0g u) (x =22 ,u=1)

est proche de p(u) . Or, 1la fonction o est définie de facon unique comme fonc-
tion continue pour les deux conditions

1 -Togu (1<u<2),
p(u-1) (u>1) .

p(u)
-u o' (u)

Comme on 1'a vu, p(x,u) vérifie aussi, & un terme d'erreur prés, la premiére des
deux conditions. De plus, on peut établir une inégalité fonctionnelle pour po(x,u),
qui constitue une forme approximative de la deuxiéme condition, avec la dérivée
remplacée par des différences finies et une inégalité au lieu d'une équation. I1 se
montre alors que cette inégalité est déja suffisante pour obtenjr la minoration
souhaitée de opo(x,u) par p(u).

Une démonstration détaillée sera publiée ailleurs.

Discutons briévement quelques possibilités de généraliser ce résultat.
Comme S(x,#) s'écrit sous la forme

S(x,#) = =z f(n) ,
n<x
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ot f. est la fonction multiplicative définie par

1 si pe#*

f(p") = .
0 si pe#®

on est tenté d'essayer d'étendre une estimation de S(x,#f) & une estimation pour
des sommes de fonctions multiplicatives plus générales. Ceci est possible dans le
‘cas de la majoration (1) , comme 1'a montré Hall [4] : On a uniformément pour tout
x = 3 et toute fonction multiplicative f satisfaisantd 0<f<1

x|

n
zofn) < 1 o(1-Lae s HEDygag ]
n<x p<x P m=>1 p log x

)) -

La minoration de S(x,#) donnée par le théoréme peut étre généralisée de fagon si-
milaire : Soit, pour x> 2 et K>0,

X,K) :=min ;1(—2 f(n) : Z l—li-m—)<K s

G
n<s x ps X P

1

ol le minimum est étendu sour toutes les fonctions multiplicatives f vérifiant

0<f<1 et z l—lm-l < K . Enutijlisant la méthode de démonstration es-
p <X

quissée ci-dessus, on peut montrer 1'estimation (3) avec G, (x,K) au Tieu de

1
G(x,K) . Ceci entraine
v = f(m) > pep( z L2EBly) qag L
n <x p<x P (Tog x)~2

uniformément pour tout x >3 et toute fonction multiplicative f vérifiant

0<f<1 et
z 1-1(p) < ¢, loglogx

p< X P 1
IT serait intéressant d'avoir des minorations analogues pour des suites (an)'1< y
autres que a =n. Cependant, notre méthode est étroitement 1iée aux propriétés
arithmétiques de la suite a =n, et i1 semble difficile d'étendre ce résultat &
d'autres suites. Le seul cas o0 1'on pourrait espérer obtenir des résultats analo-
gues est celui d'une progression arithmétique.

Une autre possibilité de généralisation, déja suggérée par Erdds et Ruzsa [3, Pro-
bléme 2] , est de considérer Ta quantité S(x,f,U) &gale au nombre des entiers
positifs n<x , qui vérifient

n #ap mod p (p€E®) ,

ol P est un ensemble de nombres premiers < x et X = (ap)pe p une suite
d'entiers positifs. Nous n'avons obtenu une minoration de S(x,#®,1) que pour cer-
tains ensembles & particuliers. Ces résultats ainsi que des arguments heuristi-

ques semblent indiquer que la conjecture suivante est vraie :
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Conjecture : Soit

U
6,(x,K) := min { Sy Loy
pefP
Alors, on a uniformément pour x =2 et K> 20

6 00K) = o) + 8 553 )

Le terme reste ne peut étre amélioré ici comme P. Erdds nous 1'a fait remarquer.

Signalons enfin que Ruzsa [6] a étudié la quantité S(x,W) égale au nombre des en-

tiers positifs < x qui ne sont divisibles par aucun élément de ¢ , ou ¢ est

un ensemble d'entiers positifs. Si on définit

X, K) :mﬂl-g%gl: z %<K
aew

ol X parcourt tous les ensembles d'entiers positifs, alors le comportement de

E]

G3(

G3(x,K) est complétement différent de celui de G(x,K) : Ruzsa a montré que 1'on
a pour tout K>1
log Gy (x,K) ~ (el_K-l)log X (x »e) .
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SUR UNE QUADRUPLE EQUATION

par J. LAGRANGE

Dans [1] J. Leech montre que le systéme diophantien
oyt =0
x2 + z2 = [}
<%+ (y-z)2 =[]
x2 + (y+z)2 =[]
a une infinité de solutions.
Sa méthode consiste 3 partir du systéme
xt? - 3y'2 = [
x? 3212 = [
3(y'+z’)2 = [

A

dont il est plus facile de montrer qu'il a une infinité de solutions ; puis

]
-
1

3(y“"‘£z‘)2

%
[

a partir d'une solution de ce systéme (2) Leech construit une solution du
systéme (1). Il ajoute qu'il ne voit aucune méthode pour résoudre directement

le systéme (1). Clest une telle méthode qu'on va donner ici,

Plus généralement on va montrer que quels que soient les entiers p et q le
systéme
4y =[]
x2 +'z2 = []
2.2 2 2
p X" + q (y+2) ]

pzx2 + qz(y-z)2 =[]

i

a une infinité de solutions.
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Une solution particuliére est

x = 4pq”(pta) (pt2q) (p*-2¢%) (p2+2pq+2q%)

4 3 22,4, 4 3,22 3 &
(6) y = q(p +6p q+8p q ~4q ) (p +2p qthp q +8pq +4q )
4 3 4., 4 2 34
z = (ptq)(p +2p qt4q ) (p +2p3q-4p q2~89q -4q )

On notera que un changement du signe de g ne change pas le systéme (3) mais

que les formules (4) donnent, & une exception prés, une autre solution.

Liexception a lieu pour p = q = 1 (ou ce qui revient au méme pour p = 2, g = 1)
ctest-a-dire pour le systéme (1) car les formules (4) domnent pour p =1, g = -1
la solution triviale x = O . On montrera que dans ce cas la méthode de Leech er

notre méthode sont équivalentes,

2. Dans ce paragraphe les lettres désignent des nombres rationnels. Nous allons
donner une famille de solutions du systéme (3). Posons 5 = X-1 ; ce systéme
stécrit

2 2
X +y° =[]

x2 + z2 = []

il

()L-1)2x2 + (y+z)2 = (A+B)2

(6) (X-l)zxz + (y-z)2 = (A--B)2

Le coefficient A~1 n'est peut-2tre pas naturel mais il est nécessaire dans la
suite des calculs. On notera que le changement de signe de q donne une valeur
de A différente ce qui donnera deux familles de solutioms, & part l'exception

déja signalée.
Le systéme (5) a la solution générale

2 u v

i

x
(7) y = kz u2 v2-1

z = X(uz-vz)
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Le paramdtre X peut sembler inutile, la valeur X\ = 1 donnant déja la solu~
tion générale. Il a été introduit arbitrairement mais bien entendu coincide

avec le X\ du systéme (6).
On dcrit ensuite ce systéme (6) sous la forme

yz = AB

(x-1)2 x2+y2+22 = A2+82

(8)

et on introduit les polyndmes
P = (Qu2-1) Ov3-1) + 2A(A=1) u v
Q= (utv) Auv-1)

R= (u=v) L\ uv+1)

On vérifie ensuite que les premiers membres du systéme (8) s'écrivent en fonctiomn
de P, Q, R.
On a immédiatement
yz =)QR
un calcul un peu plus délicat donne
a-12 2%+ y2 + 22 = P2 + %% - a(a-2) Q2

On écrit cette expression sous la forme

=12 2 +y2+ 22 =P+ % +2%% - 0-? ¢
Si on prend
P=(\-1) Q
on aura
A=Q B= AR .

Ctest-3~dire une solution du systéme (8).

Ltéquation = (A-1) Q@ stécrit

(9  utl) (u-1) O wH) (v=1) + Q3D uv = 0 .
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C'est une équation du second degré en u et v , les méthodes classiques per-

mettent d'obtenir des solutions.

En résumé on a la construction suivante d'une solution du systédme (3) .

On pose § = X-1 (ou g = 1-1) ; les formules (7) donnent une solution lorsque

u et v sont solutions de l'équation (9). La premidre solution de cette équation

est

on obtient ainsi la solution (4) citéde plus haut,

3. Dans ce paragraphe, 3 l'exception de u et v , les lettres désignent des nombres

entierse.

Montrons maintenant 1'équivalence de cette méthode pour X\ = 2 avec celle de
Leech, '
Soit (u,v) un%é solution de ltéquation (9) ; posons
u= 2 v= &
b ? d

on a alors

(2a + b) (a-b) (2c¢ + d) (c~d) +3 ab c d 0

on peut toujours supposer DL et

i\)‘H
[od

Par le remplacement éventuel de u par =

d impairs ; on voit alors que l'un des nombres a ou ¢ est impair, 1tautre
pair. Comme (2a + b) (a-b) et ab dtune part, (2c + d) (c-d) et cd dtautre

part sont premiers entre eux on a, aprés un échange dventuel des couples (a,b)

et (c,d)
(28 + b) (a-b) = 3ecd e = =+ 1
(2¢ +d) (¢c=d) = -g¢gab
on introduit ensuite les nombres h, k, m, n 2 par :
(1) Les lettres h, k, my, n ont la méme significatior cue <aus 11, sauf peut-8tra

pour le signe de h ,
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h = Za2 - b2 = gb + 3¢ cd
k == 2c2 - d2 = cd - € ab
3(mén) = 2a° + b2

m-n = 2¢2 + 42
Un calcul montre que
4(m2-+ mn + nz) = h° + 3k2

m -+ 4mn + n2 = -¢ hk

La solution du systéme (2) est alors donnée par les identités

4(m2 + mn +-n2)2 - 3(m2 + 2mn)2 = (m2 - 2mm - 2n2)2
2
4(m2 + mn + nz)z - 3(2mn +»n2)2 = (2m2 + 2mn - nz)‘
4(m2 + mn -+ n2)2 - 3(m2 - n2)2 = (m2 + 4mn + n2)2
@? + %% /6 - 3 K2 = % - 3H %/

On peut ensuite vérifier ltobservation de Leech que les deux premiers [ | du

systéme (1) coincident avec les deux premiers[] du systéme (2).
Réciproquement : si m, n, h, k est une solution du systéme (11) on en déduit

2

2(m‘-n)2 (h+ ek)2 + 2k

2

18(m+n)2 (h - 3¢ h)2 + 2h

dtol l'existence de a, b, ¢, d tels que

2c% + d? bt ¢ k=14 ¢ cd K = 2¢2 - 42

3(min) = 2a% + b2 h-3e k= 4 ab h = 2a% - b2

m-n

On en déduit une solution du systéme (10) clest-a-dire une solution de l'équa-

tion (9).
Exemple numérique :

a, b, ¢, d =<1, 5, -2, 3 hyk = =23, -1 myn = =4, 13 ¢ =1

d'onr la solution
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1202 + 1822 = 2182 2662 - 3,882 = 2182

1202 + 2092 = 2412 266% - 3,652 = 2412

1202 + 3912 = 4092 2662 - 3.153° = 232

120% + 272 = 1232 266% - 3,232 = 2632
4, Pour X\ = -2 on peut faire un raisonnement analogue a celui qui a été fait

au début du paragraphe précédent,

Posant u = = v== n

osant u =y 3 on a

(2a = b) (a=b) (2c¢ = d) (c=d) +3 abecbhb = 0

dtou

(2a -« b) (a=b) = 3¢ cd

e= *1
(2¢ = d) (c=d) = =-g ab

On a ensuite aprés avoir rendu entier

A= Q (ad + be) (2ac + bd)

B= 2R = 2(ad - be) (2ac - bd)
on en déduit

A+ 3B =3¢ (ab - ¢ cd)2

A-B =-¢ (ab + 3¢ cd)2

On a ainsi une infinité de solutions pour le systéme
L+y? =0
x2 + z2 = []

9x% + (y+z)°
9x2 + ()’-z)2 = 9 54

..

Exemple numérique
a, b, ¢, d = 7, 5, -2, 3 z = -1

d'ott la solution :
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8402 + 5592 = 10092

840> + 682° = 1082°

9.860° + 12617 = 53"

9.8602 + 123% = 9.20°

Si on prend X\ = -4 , on obtient le méme systéme (3) mais les bicarrés n'apparais

sent plus,
VExemple numérique :
a, b, ¢, d = 7, 17, -2, 15

dtou la solution :

285602 + 394762 = 487242
28560% + 618892 = 681612
9.28560° + 1013652 = 1327252
9.28560% + 22413° = 885632

132725 et 29521 ne sont pas des carrés.,

11 est probable qu'on pourrait obtenir des résultats du m@me type avec d'autres

valeuxrs de \ .
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AUTOMATA AND p-ADIC NUMBERS.

M. MENDES FRANCE and A.J. VAN DER POORTEN

We propose two conjectures relating on the one hand to the representation of an
irrational algebraic p-adic number and on the other hand to the transcendence of
o® in the ring of formal power series over a finite field IFp . These ideas

arose in discussion during the second author's recent stay in Bordeaux.

1.- The field IFp((X))‘and the ring IFp[[X 11 .

Let p be prime and denote by IFp the field of p elements. Then IFp((X))
is the field of formal Laurent series

xn

f=f) = I f

with f_ e IF , me Z
h=m h P

The element f 1is said to be algebraic over the field IFp(X) of rational func-
tions over IFp if for some s € IN there are polynomials 3sds-esdg of
IFp[X ] not all zero so that

S s-1 _
aof + alf +... 4+ a = 0.

In the sequel we will be concerned with the subring IFp[[X 11 of formal power
series; that is, those elements of IFp((X)) with m > 0 . The units of this
ring are the series with fo # 0 and below we deal with units so that

fo = f(0) =1.

As usual, though in this contextva trifle confusingly, Zb denotes the ring of
p-adic integers. For A€ Z_ , we write

p
g n
>\ = 2 }\ p [} 0 < )\ < p .
n=g M n

We may define - n
= (FONA = 1 (F(x)) P

n=0
bt n i
= ()™

n=0

Presuming that f,g are elements of IFp[[X 11 with fy=1,g5=1 we see that
the notation does not delude : for X,u in Zp we have fAfu = FATH ,(fx)” =fA“,
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(fg)k = ngA and so on, whilst fA is indeed again an element of IFp[[X il .
Thus we have a proper exponentiation.

Example 1 The following example amply illustrates the interest of the notion in-
troduced above :

Denote by C the 'Cantor set' of all natural numbers which in their base 3 repre-
sentation require only the digits 0 and 1 . Then in IF3[[X 11 we have

(2]

s ™o o o1+x3) = (1+x)
me C n=0
where in Z, :
3 2 3 1
A=1+3+3"+3"+ ... = - /2
Hence -
(s ™2 a7t 5 ox,
\me C yi h=0

yielding a witty identity in IF3H.X 11 .
Example 2 In the same spirit we see that in IFZ[[X]] we may find f so that

Pt
Indeed, in Zz we have
NS VAR P gy Ly
SO . K
fXy = o (1+xty = o xm
' k=0 meE L

where m 1is the set of natural numbers representable as a sum of distinct powers
of 4

Example 3 An inversion formula. Again let p =2 and for A€ 22 set
sp(A) = {n : Ay # 0 }

Suppose, for convenience, that AO =1 . If g is an element of IF2[[X 11 such

that do = 1 and if
ok
f(X)y= 1 g(x=)
k € sp(})
then
ok
g(X) = Mm%
kK € sp(x 7) v
At first glance this is a startling claim. In fact we have only reformulated the
triviality : y
f = gA implies g =f 2

We conclude this section with the following remark : In characteristic zero we ha-
ve the Gelfond-Schneider theorem : if o € D~ {0,1} and B € 5\\ 0 then aB
is transcendental. Motivated largely by vague analogy we are moved to suggest that
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Conjecture 1 ITf f <s an algebraic element of IFp[[ X1l with fO =1 and A

18 an algebraic irrational element of Zp then fA is a transcendental element
of IFp[[ X 1]

The most striking special case has f(X) = 1+X and p=2 . Given

n
)\—nEO )\nZ
in Zz » thus with the A, € {0,1} , we have the set of natural numbers
u=n}=:oun2n 0<un<)\n
(with Hy = 0 for all sufficiently large n). Viewing A as an infinite sequence
Aghiro - - the language L(A) of admissible words u = HgHp « -+ Mg May be said
to consist of all words "under" A . The conjecture now purports that if A is

an algebraic irrational element of ZZ then
(1+x)* = = X"
n e L(i)
is transcendental over IFZ(X) .

2.- Automata.

Formally, a m-automaton consists of a finite set S of states containing a dis-
tinguished element i , the initial state, and a subset F of acceptance or final
states, related by a map o

{0,1,2,...,m-1} x S > S

(o]

known as the transition function. Aword ue€e U {0,1,...,m—1}n is said to be
n=0
read or accepted by the automaton if u sends the state i to a state in F.

This is to say, set 1 = Xg » W= Hghp -+« Hg (“j €{0,1,...,m-1}) and define

Xepl = c(uk,xk) . Then u 1is accepted by the automaton if Xs41 € F . The lan-
guage L of all words accepted by the automaton is said to be generated by the
automaton. We interpret the words of L as natural numbers presented in base m .
It is a result of Cobham, but see [ 4], that L 1is generated by a finite m-auto-
maton only if the series

fFX)= = X" e errxn
neL

satisfies a Mahler functional equation
S s-1
ag(OFX™ ) +a (OFC™ ) +.. +a (O F(XT) +a (X)F(X) = 0

with the a; in Z{X]. When m=q is a power of a prime p we know [1]that

r X" e Fixn
nelL P
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is algebraic over IFp(X) if and only ¢f L 1is generated by a finite pk-auto-
maton, for some k = 1 . For an informal discussion of these matters see FOLDS !
(21, 2.4-5.

For p =2 and f(X) = 1+X our earlier conjecture can now be stated in the
following way : '

Conjecture 2 Tf X\ is an irrational algebraic 2-adic integer then the language

L(X) <Zs not generated by a finite 2-automaton.

Thus the conjecture may be said to assert that the digits of an irrational alge-
braic 2-adic integer form a relatively 'complicated' sequence. In fact an analo-
gous result is known in the complex case [3] ; a gap in that result has now been
closed and the proof can be reconstructed to show that it applies in all metrics.
However that result implies only that = Aan cannot be an algebraic element of
IFZ[LX]]' if X dis an irrational algebraic element of Zz ;it is silent on the
status of the language L(}) .

So as to have at least the outline of a proof we close with an explanation of
this Tast remark : Since X =2 AnZH is irrational there are infinitely many k
for which both Ak =0 and Mgl = 0 ; if not, this is true of -X and we lose
no generality in assuming it true for A . Consider the derived 2-adic integer

At= g 2"
neL(n)
and its 'truncations'
AL =3 2"
n€L(A)
n < 2k )
noting that these truncations can be viewed as elements of Z , with IA&I < 22
But it is easy to see that _2k+2

if M =M41 =0 5, so A" ds transcendental because it is a Z2-adic Roth number.
Had we commenced with -\ we would have shown A'-l to be transcendental. Unfor-
tunately, even were L(A) generated by a finite automaton it would follow that

A' is transcendental; though in general by a somewhat more complicated argument.

We conclude, a Tittle reluctantiy,with the following remark. The alleged analogy
with the Gelfond-Schneider theorem leading to conjecture 1 is somewhat stretched.
It seems quite as probable that it suffices for X to be irrational and that the

suggestion that A should be algebraic simply constitutes a distraction.
This Tast remark has been vindicated by recent work of the authors. In 'Automata

and the arithmetic of formal power series' (3 paraitre) we prove conjecture 1,
requiring only that XA be ijrrational.
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SUR LA DISTRIBUTION DES NOMBRES ENTIERS
AYANT UNE QUANTITE FIXEE DE FACTEURS PREMIERS

Jean Louls NICOLAS

Désignons par §(n) = az a le nombre de diviseurs de n comptés avec
p ln

leur multiplicité. On d&finit

JRXJQ = {n<x | Q(n) =k}
N(x,k) = Card df(x,k)
éa(x,k) = {n<x |Q(n) 2k}
S(x,k) = Card S(x,k).

Dans tout cet article on écrira ¢ & la place de log log X.

En 1900, E. LANDAU a démontré comme corollaire du théoréme des nombres
premiers que, pour k fix&,

X (log log x)k_1 __X Qk_1
log x (k-1)! log x (k=1)!

N(x,k) ~

(cf. [Lanl], §56). Cette formule avait &té conjecturée.par Gauss (cf. [E11l],
Introduction). En 1917, Hardy et Ramanujan dans leur c&lébre mémoire "The
normal number of prime factors of a number n'" ont donné une majoration de

N(x,k) (cf. [Raml).
Soit F 1la fonction définie pour |z! <2, par

rerend | KARVIRCEV N
b

F(z) =
ol p parcourt l'ensemble des nombres premiers. En 1953, L.G. Sathe (cf. [Sat])

démontrait que, pour ‘k g(2-e)¢, on a :
Rk_1x
N(x,k) vF(k/2) o171 logx
étendant ainsi un résultat de P. Erd8s qui avait considéré le cas k-2 =0(/2) ;

(ef. [Era 1]).
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A 1a suite de l'article de L.G. Sathe, A. Selberg démontrait la formule
(ef. [Sell)

(1) z Q(n) z—1 )Re z—2) N

z = xzF(z)(log x) +0(x(log x ol x22,
n<x

et ol le "0O" est uniforme dans tout disque |zl ¢R avec R <2,

La formule (1) permettait & A. Selberg de retrouver le résultat de
L.G. Sathe, et de préciser le comportement de N(x,k) lorsque (2-e)f <k <BR.
11 signale notamment que :
N(x,k) vC(x log x)/2k

pour (2+e)f <k <B%, o B est un nombre réel arbitraire.

La formule (1) a &té généralisée de plusieurs facons par H. Delange

(ef. [Dell).

En 1978, G. Kolesnik et E.G. Strauss, ont donné (cf.-[Kol]) une estima-
tion asymptotique de N(x,k) sous la forme d'une somme double, mais dont les
termes sont difficilement comparables. P. Erd8s et Sarkdzy ont démontré dans
[Sar]

S(x,k) = 0{(x log x)k4/2k)

uniformément pour tout x et k. Et K. Norton {(cf. [Nor 3]) a démontré :
S(x,k) = 0((x log X)VEYER)

et annoncé que l'ordre de grandeur de S(x,k) était x(log x)2_k pour

2 sk s(1-e)(log x) /log 2 et x assez grand.

Nous dé&montrerons

THEOREME. - Soit B>2. IL existe b, 0<b <1 tel que L'on ait
uniformément pour x 33 et BL <k s(log x) /log 2 :

(2)  Wlzk) = Clx/2)0g(x/2%) +0((a/2) 106" (32/9%) )

avec

p
I}

(1/4) J] (1+1/(p(p-2))) = 0, 378694,
p>2

Dans un exposé au collogue d'Orsay (juin 1982) en 1l'honneur de
H. Delange (cf. [Nicl), une estimation de N(x,k) donnant le méme terme prin-
cipal que (2), mais avec un reste moins bon, avait été présentée. La démonstra-—

tion reposait sur la formule :

(3) (x,k) = Z N (x/25 ™ )
m=0

ol N'(y,m) = Card{n <y, n impair, Q(n) =m}.
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La formule (3) s'obtient en regroupant les n ecAﬁx,k) qui sont divisibles
exactement par la méme puissance de 2.

On évalue ensuite N'(y,m) grice 3 une extension de la formule de

z ZQ(n)

Selberg (cf. [Dell), qui permet d'évaluer . On renarque enfin que

n<x
n=1 mod 2

dans la sommation de la formule (3) les termes les plus importants sont ceux
pour lesquels m est voisin de 2% ; en gquelgue sorte, 1'élé&ment normal de

dvzx,k), lorsque k= (2+e)%, s'éerit n =2%n" avec n' impair et Q(n') v2g.

La démonstration gque nous allons donner de la formule (2) est due a
G. Haldsz. Cette démonstration est plus simple, elle est élémentaire, c'est-a-
dire qu'elle n'utilise pas de variables complexes, et surtout elle donne un
meilleur reste. Je remercie trés vivement G. Haldsz de me permettre de la

reproduire ici.

. . o . .
L'idée de base est d'écrire n=2m, m impair. On a alors

Q(n) =o+2(m) et on en dé&duit

(1) N(x,k) = ¥ 1=, -1,
m impair
m.2k-Q(m)sx
Q(m)gk
avec
k
T, =0 (x/27) et Q@)= ] 1,
m impair
Y(m) sy
k
T, = Qy(x/27) et Q. (y,k) = 5o,
m impair
¥(m) gy
flm) >k
ol on a posé, pour simplifier 1'écriture y(m) = m,2-Q(m>,

La fonction ¢ est compldtement multiplicative, et tend vers +o sur les
nombres impairs. Le théoréme résultera de (4), d'une estimation de Q1(y) et

d'une majoration de Q2(y,k)

La démonstration compldte apparaitra dans un article des Acta
Arithmetica.
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Remarques : Il est possible par des méthodes analytiques d'obtenir pour T1
un développement asymptotique plus long que (10), et de méme d'obtenir un

éguivalent de T,.. Mais malheureusement la méthode ci-dessus, qui convient

o
pour la fonction Q(n) complétement additive, ne s'adapte pas par exemple

i la fonction w(n) = Z 1, Pour cette fonction, les meilleurs résultats

pln
actuellement connus sont [Erd 21, [Nor 3] et [Pom].
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EXPONENTIAL SUMS OVER FINITE FIELDS

Harald NIEDERREITER

let mh’ be the finite field of order q, For iéﬂﬂlﬁxi,...,xrj and
a nontrivial additive character jc of qu define the character sum
01 = a.Z:::aeIF X(f(aiv--na-r))-
1,.'0! r q
Together with C1 we conslder lifted character sums corresponding to the

various finite extensions E‘S of Wa contained in a fixed algebralc

— q
closure Wﬁ of th. First, % 1is lifted via the trace to a nontrivial
additive character xfs) of IF s in detail, if Trs denotes the trace
q
function from [F g onto Wé, then set
q
(1) ®)(a) - y(rr (a)) for aew
X X\irg q.s'

Now define

Cs = z x(s)(f(alrnco’ar))o

al,...,arﬁff‘qs

¥With these l1lifted character sums one sets up the L-function
00 Cs
L(z) = exp(>_ = 2°)
s=1

in the complex variable 2z, For r =1 one has the classical results of
A, Weil on these L-functions (see ['5, Ch, 5])., For general r, Crothendieck
[#] proved by methods of ¢ -adic cohomology that L(z) is always a rational

function. Bombieri [17] conjectured that L(z) has the special form

2) 1(z) = p(a)1
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with a polynomial P, »rovided that { satisfies son2 kind éf nonsingularity
condition, In his famous paper on the Weil conjectures, Deligne [3] proved
among other results that Bombieri's conjecture is true if deg(f) 1is not a
multiple of the characteristic of qu and the leading homogeneous part

fo of f 1is nonsingular in the standard sense (i,e., there is no point

over E; at which fo and all its first-order partial derivatives vanish
simultaneously).

In a lecture given at the Oberwolfach Conference on Analytic Number
Theory in 1982, S. A. Stepanov announced an elementary proof of the result
of Deligne quoted above for the case where deg(f) is less than the
characteristic of [Fy (see [12])s According to the outline given by
Stepanov, hils method depends, first of all, on an explicit expansion of

L(z), where we assume for simplicity that r is odd (otherwise consider

L(z)™ 1)

i
o0 C i c T2 ¢; s
- 25,8y o S8y T (3= 1« 23,33
L(z) exp(g;% = 2) 31; exp(z 2°) 5=1 (1j=o 10 13 =)
J
(3)
11 ié
w Ci ..QCS
=1+ (>

o0
iz Ig‘) 25 = 31+ > 5528 .
s=1 1,921 %.,.+8ig"s 11£...isl 27 %, .8 s=1

Now one has to show 65 = 0 for all sufficiently large s, Stepanov
claimed that he can do this by inserting the explicit form of the sums Cy»
then fully expanding the resulting expression for 65 and combining terms
in a suitable way. In a brief note [13] summarizing the method, this
point is brushed over, Since I could not get any further details from
Stepanov, I tried to reconstruct his argument and I looked first for a
simple test case,

It turns out that Stepanov had already used this method in his paper

Bj] to give an elementary proof of the Davenport-Hasse theorem for Gaussian
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sums over finite fields., A closer inspection of this proof reveals, how-
ever, that it breaks down at a crucial step of the argument, This raises
some doubts about the validity of Stepanov's claim at the Oberwolfach
conference, But, obviously, a final verdict can only be given when
Stepanov publishes his proof in full detail,

In order to elaborate on the error in [11], it is necessary to first
describe the Davenport-Hasse theorem. Let ¢ be a multiplicative and x
an additive character of Fq, not both being trivial, and use the conven-
tion (0) = 0, The corresponding Gaussian sum is defined by

Gy = G(pyx) = %q w(a) x(a).

The character Y 1is lifted by means of the formula

(s)
Y () =pNg(a)) for aeF _,
q

where N_ is the norm function from ¥ _ onto Eﬁ. With }Js) being

q
given by (1), we consider the lifted Gaussian sum

6, = o (s). 'X.,(S)) =a%: qJ(S)(a.) X,(S)(a)'

q
The Davenport-Hasse theorem expresses the following simple relation between

G and Gi °

s

Davenport-Hasse Theorem, Gg = (-1)8'“1 Gf,

In the paper of Davenport and Hasse [2] this relation arose from the
study of IL-functions of an algebraic function field defined by an Artin-
Schreier curve over mh. The paper contains also a proof of the formula
based on the results of Stickelberger [14] concerning the factorization
of Gaussian sums in cyclotomic fields, Schmid [10] has given an elementary
proof of the Davenport-Hasse theorem by induction on s,

Although this is not made explicit, the method in Stepanov [11] for
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proving the Davenport-Hasse theorem amounts to considering an I-~function

corresponding to Gaussian sums and expanding it as in (3):

e G s o s
L(z) = exp(3_ T~ 2%) =1 +5 s 2
s=1 s=1

with 11 3
G1 ...Gs
¥s = 2

— T i
11+212+o..+sis S 110~noiso 2

S

I IS
2iues

Then one tries to show s = 0 for s> 1. In one of the key steps it is
claimed in [11] that for a given solution of i, + 21, + «us #si_=s 1in
nonnegative integers 11,...,18 the number N(tl,...,ts) of tuples

(1) (1) (s) (s)

a gece g, preeygd se0003d L]
1 i 1 i

with the first 1, entries being in Fé, the next i, entries being in

i 2
F Dresey the last is entries being in F s* and with the elementary
q 3 q
symmetric polynomials in the a§3) and their conjugates over Eﬁ having
prescribed values ti,...,tsqu, is independent of tl,...,ts. This

statement is, however, incorrect, For instance, if is = 0 and

s s-1 s-2 __ s
t(X) = X - tix + tzx +teeot (‘1) ts

is irreducible over mq, then N(tl,...,ts) = 0, whereas N(0,...,0) = 1,

as can be seen immediately from the factorization of t(x) in its splitting
field over ma. To provide another counterexample, we note that if

11 =8y 1, = «es = 1 =0, then N(ti,...,ts) = 0 whenever t(x) does

not split completely over [y, whereas N(0yeus,0) = 1 and N(1,0,.0440) = s,
The procf of the Davenport-Hasse theorem in [11] is thereforé fallacious.

Any attempt to repair it would have to be based on a correct formula for
N(ti,...,ts). Such a formula will, however, be very complicated and lead

to a rather involved proof of the Davenport-Hasse theorem,

We present now a short proof of the Davenport-~-Hasse theorem using a
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technique in [5, Ch, 5], let M= {gequ[x]: g monic}, M. ={ geMs deg(g) = r},
I ={geM 1 g irreducible over Fq}, I3 = {gel 1 deg(g) = d}, Define As M-

by A(1) =1 and

AT - cixrn1 Fooot (-l)rcr) = q;(cr)x(cl) for r>1.

Then A is multiplicative in the sense that A(gh) = A(g) A(h) for all

g, h € M, Splitting up Gs according to the degree of a€lF , over IF

q0
q
writing g, for the minimal polynomial of a over qu, and using simple
properties of Trg and Ns (see [5, Ch, 2]), we get for |z|< q'is
00 G 00 (a) s/d
> 25> £5 Z:Z(x.u <a>x, (a))
s=1 s=1 dls deg(a)=d
o0 [ S/d (24 s S/d
=325 Me) =3RS a>_ Al
s=1 dls deg(a)=d s=1 dls  gely
o0 ol (]
=2 2 2 AMee?)® = 2 > log —it——=10g T 1
d=1 geId s=1 d=1 ge.Id 1-/\(8)2 gel 1-,\(g)zdeg(j

In this Euler product A(g)zdeg(g) is multiplicative as a function of g, hence

0 Gy s deg(g) o0 r
Z — 2° = log(Z_A(e)z ) = log(>_ (2_ A(g))2")
=1 g€l =0 geM,

00
= log(1l + G,z) = > 1 (-1)s 1 ¢ zs,
1 s=1 ° 1

and comparison of coefficients yields the Davenport-Hasse theorem,
The same method can be applied to other exponential sums., For instance,

if Y4 and Y, are two multiplicative characters of IFq, not both of them

trivial, and if we fix a nonzero beIF‘q, then we can consider the lifted

Jacobi sums

Zchi ()Lpé (b-a).

ael

Q
With

Me) =4, (05 5(0)) y, (e()) tor gen
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we get then as above:

o0 J s o0 o s-1 s
S 2= 1083 (5 Ae))Z") = Log(t + 3yz) = > L (1) a7 A5,
s=1 =0 geM, g=1 S

and comparison of ccefficients ylelds Js = (-1 )S'1 Jf, a formula first shown
by Mitchell [6].
The Davenport-Hasse theorem can be used to establish a formula of the
type (2) for I-functions corresponding to a general class of multiple exponential
sums, For 14 i£r 1let F; be a finite field, let Xy be a nontrivial
additive character of Fi’ and let kai be an arbitrary multiplicative
character of Fi' let H1 be a subgroup .of the direct product F;X..oXF:
of index m, where F* denotes the multiplicative group of a finite field
F, If Fi,s is the exiension of F; of degree s contained in a fixed

algebraic closure of Fi’ let

N

¥*

P Y. XF —>F
H l,s see r,s 1

be the componentwise norm function and set Hg = ﬁ;l (H, Ye

%*
Xeoo XF
by

For fixed ue F;X e X F: define

(s) (s) (s) (s)
(%) Es=m§ %Xy (ai)"'xr (a.r)l.y1 (ai)...q)r (a_).

(a1 seee ,ar)euHs T

Then set up the corresponding IL-function

. o B o
(5) L(z) = exp<2;1 Sz )

Theorem 1., The L-function in (5) is of the form

L(z) = P(z)(-l)r-l

with a polynomial P of degree m satisfying P(0) = 1,

%
Proof, If u= (ul,...,ur)e F;X "'XFr' we can write

(s) (s) (s) (s)
(6) ES = m(Z:_;__;.{ x1 (ulai)""xr (urar) \Pi (ula'l)'?" q/rs (ura'r).
ai""’ar s
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) (s)
For fixed s we use the Fourier expansion of the restriction of X,

to F‘; s with respect to the characters )‘i of that group:
1 4

(S) *
(7) X'i Z G(Al X, ))\ (c) for all ceF, ,

i,s

vwhere q denotes the order of Fi' the Fourier coefficients are Gaussian

sums, and Xi is-the conjugate character of )\i. Inserting (7) in (6) we

get

L } (S) )
Es ) (Q§'1)-c.(qi-1) (31-...,ar)eHs(P1 (u a )'Oqu (u a )

- (s) - (s) ‘
Z_—____; G Xy DeesGO Xy ))\l(ulal)...)\r(urar)

A ivereihe
- 2 ST i e )
(a5-1)ees (@Sm1) A2 oo e Gyp Ky JereCOL X Ny A, s
L ) .

(31...., YEH (LP]_ )‘1)(31)“-(\{11, )\r)(ar).

Let A, be the amnnihilator of Hg in the dual group of F‘1 SX...XF

Then the inner sum has the value [H.| if (QI( s)

S 90009W§87,\r)€As and 0

otherwise, Therefore,

i S =6 &) o () (s

(8)

oe o)\r(ur)o

Since Ns is surjective, we have

(qf"l )0 oe (qi‘i )
(q1-1 Jevila 1)

fker Esl =

and from H H /ker -ﬁs we get

(af-1)...(a3-1)
(a-1)uv . (1)

(9) |Hg| = {4, |

T e D) O A oA %y Xy eSOy, X DA )
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This implies

(ag-1)eeelaimt)  (ag=1)ees(apt)
lef B ‘Hll

(10) agl =

= lal.

Since it is immediate that ()\gs),...,kis))é.&s whenever (Ai,..o,)sr)eA ,
it follows from (10) that A, consists exactly of all (Ais),...,)\és))

with Ql""')\r)EAi' Using this fact as well as (9) and the definition

of m, the identity (8) attains the form

—(s) (s) (s) —(s) (s) (s) (s) >\(s) )
" oo, Sy Py Xy eS0T X O @) T ).

r r

Now we can apply the Davenport-Hasse theorem, and taking into account that

)\is)(ui) - O (@))% we get

r Ny - 5]
= (-1)" (}\1““’)\ e ((-1) G(/\lt\ul.xl)...G()\rqlr,XT)A1(u1)...)\r(ur)) .

Since fAll = m, we can label the numbers

(11) 107 GO Y, 0%y Do o COLGaX) Ay (3 Dewh (1)

by wi,...,mm, so that

(12) E. = (-1)" 2 wf,

For the L-function in (5) we obtain then

L(z) = exp((-1)" 2: z ) = exp((-1)” = 5 L @2)°)

S’i J = S:l

-1
- exp((-17 2 0st - wpe)) = 2e) ™

with

P(z) = (1 ~wgz)ee(t ~wpz)

Since the characters %y are nontrivial, we have W;+ 0 for 1 <£ j< m,

J

and the proof of Theorem 1 is complete,
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The exponential sums in (4) include various classical exponential
sums as special cases, such as Gaussian sums, Kummer cyclotomic periods,
and products of such sums, They alsc include a class of character sums
studied by the author in a number of papers (see [7], [8], [9]). This
will be explained in the sequel,

Let (yn), n= 0,1,ssey Dbe 2 linear recurring sequence in [F

q
satisfying the linear recurrence relation

(13) yn+k = bk—1 yn+k~1+'..+ boyn, n = 0,1'030'
with constant coefficients bk-l""’bO€5F§' bo # 0. To exclude a trivial
case, we assume (yO”"’yk-i) # (0,,..,0). We can also assume that (13)
is the linear recurrence relation of least order satisfied by (yn), i.,e., that
k k-1
fx) = x° - b _q X e D€ qu[x]
is the minimal polynomial of (y,) (compare with [5, Ch. 8]). Then the
least period T of (yn) is equal to the least positive integer e such
that f(x) divides x® - 1. We consider now the case where f has no
multiple roots, Then
f = fl...fr
with distinet monic irreducible polynomials fy over K= EA. Let vy
be a fixed root of f; in its splitting field F; over K, and let

TrFi/K denote the trace function from Fi onto K,

lemma, Under the conditions above, there exist elements u4€Fy, 1£ 147,

such that

r n
Yy = EE% TrFi/K(uivi) for n= Oylyeee o

Proof, let

o0
(14) 6(x) = 2 3y ="

be the generating function of (yn). On account of the linear recurrence

relation, it is of the form
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c(x) = gL(-lS

with g€F [x], deg(g) < k, and £%(x) = x¥£(1/x) being the reciprocal
polynomial of f (compare with {5, Ch, 8]). By partial fraction decomposition,
ds-1
i

r
G(X) == Z: .___J_.._
i=1 J—o 1"Viq X

where d; = deg(fi), and the elements aijeFi are conjugate over K, i,e.,

h
q
ajj = ajp for 0 £ j£4d; - 1. Expanding into formal power series, we get
d‘i- Pove] j oo r di-i J
nd n
o) = 3 S ey vy Z G > (agqvy) ) x
i=1 j=0 n=0 1i=1 j=

and comparison of coefficients with (14) yields the result of the lemma,

with ui = a-i 0*

Since f£(0) = - by # O, we have vy # 0 for 1<£ i<, and since f
is the minimal polynomial of (yp), we have u, ¢ 0 for 1£ 1£r, Now
let X be a nontrivial additive character of X = iF‘q and consider the

character sum
T-1

(15) > x(¥n)
n=0
extended over the period of (y,). Then writing again d; = deg(fy) and

using the lemma,

T-1 T-1 n n
:{5 X0 = %‘_6 X(Trpl xCy¥e e KTy (0v))

-1 (d) n (@)
=Zx <u1*'1)--~7€ (upvy)

(¢y) (@)
=2 1 2
(al,...,ar)éuﬂix (ay)eeeX © (ap)s
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where u = (ul,...,ur)eF;X.o.X F; and H, 1s the cyclic subgroup of

1
F;X vee XF’: generated by (\r1 seesy vr). Consequenftly, the character sum

(15) is, apart from the factor m, a sum of the form E, in (4), with

1
’Xi = Xdi and trivial ), for 1£i1&r,
The identity (12), together with the form of the w; given by (11),
immediately ylelds the estimate
Iy | £ (a0eea)*/?
for the sums Eg in (&), where a3 denotes the order of Fi' If all
q; are identical, then we can establish an estimate that is in a sense

best possible,

Theorem 2. ILet F, = IFq for 14314 r, Then there exist integers C

and H with 0<C<Lm, 0L H <£r, such that

fEs(éC qSH/z-i—(m-C) qs(H-i)/Z for all s=>1,

Furthermore, for every € >0 there exist infinitely many s wifh

2| = (c - €) 2,

Proof, By (12) we have
m
15| = [Z w? |,
=1 J

where the Wy are given by (11). For 04£h 4 r 1let m, be the number
of ()\1,...,/\1‘)6&1 such that /\i =y holds for exactly h values of i
Then

r
(16) Z M, = Mo

h=0
We note the fact that for a multiplicative character Y and a nontrivial

additive character X of IF‘q we have

for trivial,
IG(‘}%X_) I = \P

q otherwise,
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Therefore,

r
(17) ]Eslé%mhq

Let H be the largest value of h with Mo h # 0, Putting C =

s(r-h)/2

M. _Hr

we get
[E;| £&¢C qSH/2 + (m-C) qs(H“I)/'2 for all s=>1,
where we used (16).
To prove the second part of Theorem 2, let € > 0 be given and let
J be the set of those j, 1< j<m, for which [031 = qH/z. For jE€J
we have |
2mie |
wj=qH/2e J with 6, real,
We note that the set J has C elements, Therefore, by Dirichlet's

theorem on simultaneous diophantine approximations, there exist infinitely

many s for which

2mmise,
‘ZG Jléc-go
jeJ
Consequently,

2mis6 .

ENE b l-lZw! s*‘/zljzae Jl-:zm

;(c - %) qSH/Z - (m - C) qS(H"‘i)/Z -_B_(C - 6) qsﬁ/z
for infinitely many s.

An interesting speclal case for applications is that of the
character sums in (15), with the minimal polynomial f of (yn) being

irreducible over ]F e Inthiscase r=1, F =TF k' and H, 1is the

1
subgroup of F; generated by a root v of £, so that n = (q - 1)/%3
By the earlier discussion,
T-1 1
; X(yn) = n El
for a sum E; of the form (4) with , trivial, The lifted sum Eg, s =2,

»*
corresponds to a subgroup Hy of F1 s of the same index m¢ Now H is
.
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cyclic of order T = (qks

(s)

- 1)/m, so we can choose a generator v(s) of

Ho, Let f

s be the minimal polynomial of v(s) over [F o, It is clear

q
that 4 = deg(f(s)) divides k., Suppose d were a proper divisor of k.

Then it follows that

o o L) k(e-t) | k(s-2)

ks/2 sd
s k 1 q
-

Foest 1)T > >q -1,

On the other hand, v(s) is a nonzero element of the finite field of order
qu, hence

(v(s))QSd‘1 -1,
which implies T_ é&qu - 1, a contradiction., Thus we have deg(f(s)) =k,
From the earlier discussion we see that there exists a linear recurring sequence
(yis)) in [F  with minimal polynomial f(s) and least period T_ such

qQ
that

S ()
g X« s (yns)) = .lln.. Eso
(1)

For s=1 we write y."' =y, f(i) = f, and T, =T, From (17) and the

second part of Theorem 2 we obtain then the following result,

Corollary, For all s =1 we have

ks

Te-1
S s s Ts ks/2 Ty

Furthermore, for every £ > 0 there exist infinitely many s with
T.-1
S
s)( sy Ts ks/2
IZ Y. )l-—-(l- —--ﬁ)q .
n=0 X n qks-l

In case T = qks -1 (i.,e., m= 1), the second part of the

corollary provides no information, But in this case it is easy to

see directly that
Te-1
S~ (s)(y(s)
> ) = -1,
n=0 n

and so (18) is again best possible,
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A CORRECTION TO "REMARKS ON ELLIOTTs THEOREM

ON MEAN-VALUES OF MULTIPLICATIVE FUNCTIONS"

(DURHAM 1979/1981) AND SOME REMARKS

ON ALMOST~EVEN NUMBER-THEORETICAL FUNCTIONS.

Wolfgang Schwarz
Frankfurt am Main

1. Introduction.

a) Denote by

(101) G = Lina; [en,ﬂ.em/zx ]
and
(1.2) f"» = Linm [cr, r=1,2,..0]

the complex vector-spaces of linear combinations of ex-

ponentials
(1.3) e, ™ > 2T ’
respectively Ramanujan sums
(1.4) c. mn > 7 d.u(ﬁ) = = exp(zni.% e n) .
d|{(n,r) ' a mod r
(a,r)=1
Using the uniform norm
(1.5) Wf”u = sup |f(m)]
n €N

respectively for q > 1 the (semi-)norms

1
(1.6) el = lim sup R X lf(n)‘q } a ’
1 X =3 oo x n<x
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Y
we obtain the vector-spaces

(1.7) G* = W-Wu-closure of G, A = W-”u-closure of © ,
(1.8) ¢ = H-Wq—closure of G, &3 = U-Wq-closure of B ,

of almost-periodic respectively almost-even number-theoreti-

cal functions.

Denoting the null-spaces by
(1.9) n9= {fFGg, Hqu:O } , resp. hd :{ffﬂq, Hqu:O },
i

the quotient spaces

A = Gg//hq and BY = ﬁq//Tli

" are normed vector-spaces and ggmpleteg). A2, 82 are Hilbert-

spaces with the inner product < f,g > = M(f.g), where

(1.10) M(£) = 1lim % . £ £(n)
X P> ® n<x

denotes the mean-value of f (if this mean~value exists).

b) Denote by gq the set of arithmetical functions with
the property that the four series

ros,(£) = Tp 1. (£(p)-1) ,
p
$p(£) = 5:: p . lee)-1]?,
[£(p) <3
(1.11) < z
< - 9
SW(E) = L . P L s P
1£(p) i>3
_ sB('f) =7 T pF. (]9
p k>2
1)In fact, ¢ and ® are algebras; ¢ and 8" are complex
algebras.,
2)

See KNOPFMACHER [19]) .
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are convergent. Extending a famous result of H.Delange [63)
P.D.T.A.ELLIOTTI) and independently H, DABOUSSIZ) proved

the following

Theorem A . If gq>1, and if £ : N->( is multiplicative,

then the following two conditions are equivalent.

(1) £l <O, and the mean-value M(f) exists

and M(f) is non-zero.

(ii) £ ¢ gq’ and for any prime | 4 the relation

(1.12) 1+ p . £(p) + p"2 . f(pz) + eee £ O

holds.

There are several simplifications or variants of the
proof or extensions of this important result (see for
example DABOUSSI-DELANGE [5] , H.DABoOUsSI (3], HEPPNER [10],
SCHWARZ~SPILKER [281 , the survey article [25] , and K.H.
INDLEKOFER [12) , C131 , [161,07]).

¢) During the conference at Marseille~Luminy the
author presented a simplified proof (due to the author and
J.SPILKER jointly, see [29] ) for the following result
(which is contained in DABOUSSI (3] ).

if M(f) # 0 , then £ € & (and (1.12) holds).

Theorem B, . If f ¢ al, q > 1 4 is multiplicative and

For the special case g=2 the following stronger result
(ﬁue to ELLIOTT [7]), with a simplified proof by DABOUSSI-
DELANGE (5 ; see also E24]) holds; this result was the

basis for the above-mentioned proof of Theorem B1 .

1)
2)

in {7] for q=2, in L 9d for q>1 ; see also [ 8].

seel2); the characterisation of almost-periodic multi-
plicative number~theoretic functions is given in [3].
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Theorem B, . If f is multiplicative and e, < o, and

if the mean-value M(f) exists and is non-zero, then f € &, .

d) Since our proof of Theorem B1 is to appear in
"Analysis', it will not be reproduced here. Instead, the
author would like to take the opportunity of correcting

a grieve error in the proof of the main result of SCHWARZ-

SPILKER [287] . This result is

Theorem B
then £ ¢ R .

o« Let g>1. If £ < q is multiplicative,

3

The proof used the following partial results,

Proposition A, If f Q_ei is multiplicative, then £ ¢ ﬁi.

Proposition B. If f € g, is multiplicative, then Hfﬂq<&u

Proposition C. If f € 81 is multiplicative and if
anq < e, then f ¢ #%.

Proposition A was deduced using RéﬁYIs method (see
{22]) and a relationship theorem of HEPPNER-SCHWARZ ([11] ,
stated in this paper as Lemma 3.1). Using the relationship
theorem again it is rather easy to show Proposition B .

However, in our paper [28] s We made the erroneous statement

(Prop.4, p«333)

due to the missing assumption of multiplicativity, the
assertion (143) and its proof are wrong, as counter-examples,

given in section 2, show,
It is the aim of this contribution to repair the error

in [28]) by proving Proposition C, and furthermore, to give
some simple results on arithmetical functions belonging
to A% .

’
1)G.HALASZ wondered if Proposition 4 is correct (Warszawa
Banach Center, Sept.82). J.MAUCLAIRE found that Prop.4
is erroneous (oral communication of H.DABOUSSI, letter
of MAUCLAIRE Sept.6, 1983; see also [21] . J.MAUCLAIRE
and A.HILDEBRAND (letter of Sept.12,1983) provided me
with counter-examples.
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2. Counter-Examples

The statement (1.13) is wrong, as the following counter-

examples (for g=2) show.

a) Define

n1/4

N if n is a square,

i

f(n)
0 ' otherwise.

Then Wf”l =0, f ¢ nt , and all Ramanujan coefficients
1
ar(f) = M(f‘Cr)' m(r)

vanish. However

% ‘f(n)]2 = ;_ m ~~% « X ,
n<x m</x
hence M(‘f‘z) = % , therefore Parseval's equation
M(lel®) = 5 e la (0)12
r=1

is violated, and so f fﬁz -

This example is due to J.MAUCLAIRE.,

b) Define

Jlog n if n is a prime ,
g(n) =
o

) otherwise .

Then Hg”l =0, g C al , all the a_(f) are zero, but
M(‘g‘2) =1, and so g/fﬂ.z .

¢) The functions 1+f,1+g are in ﬂi, M(1+f) = 1 = M(1+g),
but 1+f £ 8%, 1+g £ 82 .,

d) A.HILDEBRANDS example is

2k/q ’ if n = Zk is a power of 2 ,

f (n) =
4 0 . otherwise .

Ne | = ad
Then 'lf I Oforany1_<_r<q,qunq>o,butf)é.«a .



-144-

3. Some Tools from Number Theory and Some Lasy Results

on Almost-Periodic Functions.

a) Define two multiplicative function: f,g to be related,

-]

abbreviated £ ~ g , 1if

(3.1) 2o L le(p)-g(p) ) <@ .
P

Denote by § the set of functions

( = {f:N-P 0y f multiplicative ; ZZ& JL H(Pk)\
(3.2) o \
L e[S <],

and by G* its subset

£f(p) f(p ) . .
* _, . »
(3.3) Q-—ifeQ, mf(p,s).m 1 + ==t 53 £ 0 in
p 1%
Re s > 1 for any prime P} .
Then the following result is truei) .

Lemma 3.1. Let f,g be multiplicative, f ~ g . Assume
that f,g¢G, and £€G*. Then the multiplicative function h,

defined by g=fxh, has the property

by (n)
z\-h;}’—-\<w.
n=1

Corollary. Let f,g satisfy the assumptions of Lemma 3.1.

Then the following assertions are true.

(1) If M(f) exists, then M(g) exists, and

M(g) = M(f)-];r(l + EéEl + ...‘) .

(2) If f(ﬁl (resp. fEG1), then g&ﬁi (resp. gEGl) .

(3) If all the Ramanugan-coefflclents C (f) (resp. all the

Fourler-coefflclents f(n)) exist, then all the a_ (g)

(resp. all the g(n)) exist.

1)HEPPNER SCHWARZ fli] for weaker results, see DELANGE [6]

LUCHT [20] , SCHWARZ f 23].
)R = M(£.5 ).
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Lemma 3.2. If £ > O is multiplicative and if

r—
(3.4) .S: S , f(pk)-log pk <eqry for any vy > 1 ,

k
p Xy
then N
(3.5) 5 f(n) < cq-x.exp{: 5 f(p)-i .o v f(gk)f’
ngx B p<x p<x k32 po
where 02 only depends on Cq -

Ltals lemma is wellknown, the idea of the proof seems to
be due to E.WIRSING ([30], Hilfssatz 2). Much stronger re-
sults are contained in WOLKE [ 31].

(b) The following statements are easily proved by simple

approximation arguments, wellknown in the theory of almost-

periodic functions.

(1) BESSELS inequality: If f is in G' and £l < ®
prosiund 2 b ]

then
(3.r . > L E® < N2 .

a€2 /i

(1') If £ is in p! and HeN, < o« , then
—_ - ——— 2 —_—

: la_(£) |Ze0(r) < 11802 .

(2) 1£ £€GY then |£l€c?; if £€p? then |rlen? |
v
(3) If fGGq, géGfq s Where %-+ %T = 1 , then f-gFGi .

(%) If t,,t,€P are real-valued, then max(t, ,t,) and

. coa
min (ti’tz) are in @ .
(3) If feﬂi, then for any constant ¢ > O the functions

£*= max(c, |f]) and f, = min(c, |£]) gxgmig_ﬂil.

For §tatement (5) see the corollary to Lemma 3.4.

)

Lemma Qiﬁ.l If g is a bounded function in G1, and if £

is in G, then g-f is in G% .

N e e - -

1)DABOUSSI (3]s II1I.8. The same result is true for the

spaces ad
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Lemma 3.4. If v : C¢C iﬁmyigggh}tz~continuousl), and if

. . 1 . . .
N-C is in 8', then the composed function Yo f is in A'.

Corollary. If g{ig}@l is real-valued and ¢ €R, then

max(g,c) and min(g,C)_QEEHEE:@; .

Proof of Lemma 3.4. Given ¢ > O , choose t€f for which

le-tll, < €/2K. Then Yo t is in B, and

1. 2 Yve)-(vt) () | gg . -t} < e,
x ngx n<x

if x is sufficiently large.

The Corollary is deduced from the fact, that the functions

x P max(x,c) and x P min(x,c) are Lipschitz-continuous.

Lemma 3.5. If £ is in B' and if £l is finite, where

q >1 , then féﬁr for any r satisfying 1 < r < q .

Proof. Assume without loss of generality that f is real-

valued. The truncated function

£y = max {-K, min(f,K)}

is in 8! (see Corollary to Lemma 3.4). Since f, is bounded,

£

K

K
is in @2 for any £ > 1 (see Lemma 3.3). Given r, 1<r<q ,
1 1

define s,s' by s'= % > 1y — ~ = 1 , Then, applying

s st

HOLDERs inequality, we obtain

1 r 1 r
Mx):==. £ |e)-f,(n)|F <=. ¢ le(n) |
x n<x K = x n<x
|£(n) |>K
1 1
1 s! 1 s
<{=- ¢ lf(n)‘q} . {— P 1} .
~;{x n<x x n<x
(£(n) {>K

1)

This means the existence of a constant K with the property

‘W(z)—Y(z'), < Ke lz=z'' “or all z, z' in € .
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Cbhviously
gk . By 1< ¥ lrm?
nsx,[f(n)‘>K n<x 4
and so ) ;l
o - /st i1 qis
le-£ 1% = Lim A < 3P0 L s <o,
B ) = 1 ¢ x4 a4

if K is sufficiently large. Therefore regt

¢) The next result is proved in DABOUSSI [ 3]j, using the

WeierstraB approximation theorem.

1) ifg>0, a>1, and 8 > 1 , then gaEGB

is equivalent with g@GaB .

Lemma 3-60

1
Corollary!’ If q > 1, g€c? and g > O, then g*d€a® .

Lemma 3.7. If g€B? is nonmegative, g = min(g,K), then
Tim |lg-gll, = 0 .
K - oo Kla

Moreover, for any ¢ > O ,

lim sup % . T lem% < e,
X =y ¢ nx

g(n)>K

if K is sufficiently large.

Proof., Given ¢ > O , choose t&R, satisfying “g-t“q <€ o
Assume K > sup‘t(n)‘. Then

n
1 q 1 q. 1 q
2. T lgm-g )%= 2. T jg@)-kl% =. £ lgn)-tn)l9
x n<x K X n<x - X n<x
g(n)>K g(n)>K

For x-vo this last sum is less than

Hg-tHg <et.

1)The same result is true for the spaces g2,
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The second assertion follows from

¥ \g(n)]q < 21, =z lg(n) - 2x|? .
n<x - n<x

g(n)>K g(n)>HK

e) According to the elementary theory of Hilbert spaces
(see for example HEWITT-STROMBERG [11a] ) DParseval's

equation
(3.7) rea® dmplies ¢ 1R 1% =02,
atR/Z
respectively
2 o 2 12
(3.7") £e8” dimplies T la_(£)]% « o(x) = €17
r=1

is true, since (by definition of &2,02) the orthonormal

systems

c
{ £ ’ r=1,2,...} respe. {ea,aQRAZ} are ''complete" in 62

No(r)

respe. 62 .

L, Correction of a Proof in [28] .

A first correction of the proof of the main-result of

f28] , stated as Theorem B3
This paper being not yet published, we sketch the proce-

in section 2, was given in [25] .

dure:
Having proved Proposition A and Proposition B in [287] ’

we define a function fK by

£ (n) = 1 £(p™) .
K k k
pln, 1€ 1K
Then f, is near f with respect to H.Hq, if K is large.
Furthermore fK is in Bi, according to Proposition A. By

Lemma 3.2, ”fKHr
3.5 and the proof for rep? is complete.

< e for any r > q, and so fK€8q by Lemma
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5. A second Proof of Theorem B

3 -
Proposition 5.1. Suppose, f is multiplicative, the mean-

value M(£)#£0 g}istsi), and fEE ; then the function h, defined

S (
— : £(n)
h(n) = TET;JT',

. 1
is in B .

'Propasition.5.ﬂﬂ_ If fE@;_igwmgijiRL;ggjive with mean-
value M(f) # O, 32322)

h = £/)f]

is ig.ﬁi .

_Corollary 5.1. If f is multiplicative, if f€81, if
M(f) # 0, and if |£!€g?, then reg? .

Corollary 5.1% 3) 1r £eBl is multiplicative with mean-

value M(f) # 0 , and if |flen?, then ree? .

Proof of Proposition 5.1. Obviously |h| < 1 . According
to DELANGEs theorem f6] in the version of SCHWARZ-SPILKER
( {271, Theorem 5.1., p.348, or Prop.A) the convergence of

1

Si(h) = bX p— . {1"h(P) }
. .. 1 . -1
is sufficient for hef” . Since z P and
le(p) <3
P are convergent (because f€€1), we only have

=
FCINPY
to prove that

sf (h) = =(8) p"1 . j1-n(p)?

1)The existence of M(f) follows, if Proposition A is used.

2)1f f(n) = O , then define h(n) = 0 .

3)For the proof, Theorem B1 is used.



-150-

is convergent, where (§) stands for the condition

(§) F<lem] <2
Using

_T&I:—)Tl—: 1+ 6 ‘i;f(P)‘—i‘ > ]
as long as ‘lf(p)\ - 1‘ 5'% ’

we obtain
Sf(h) = E(§) p-lo(lf(p)‘-l)-2(§) p—i.(f(p)-i)
+ oG p e i-1] « 2O s@-1] 15— 1] ).

The convergencei) of Si(If{), Si(f)’ Sé(]f‘) and Sé(f) gives

the convergence of Sf(h) .

Proof of Proposition 5.1% The assumptions imply fﬁei
by Theorem 81, and Proposition 5.1. is applicable.

Proof of Corollary 5.1. By Proposition 5.1. the function

h is in @1, and the assertion follows from Lemma 3.3.

The condition M(f) # O is necessary, as shown by the

following

Example, f(n) = % . u(n) is multiplicative with
M(f) = Hf”1 = 0 and so fEBl . However, h(n) = u(n) is not
in & .

Remark. Let fGﬁl $ if there exists a constant & > O

such that2’

1)f661 implies the convergence of Sf(f), of Si(‘f!) and of

Sé(ifi), by simple manipulations with infinite series

(see [28] for example).
2)

The upper density of a set A of natural numbers is de-
fined as

dens(A) = lim sup

X—é"'o

LR L

- #{n < x,n¢Al .
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(5.1) dens {n; |f(m)] <8} =0,
R |
then h = f/‘f] is in B .

Proof. Define §,: C—=2C by

Then Se is Lipschitz~continuous, Sg° fE!l?a-1 , and

T lhn) - sge@Nl = % In(n) - s (£ = o(x)
n<x n<x
l£(n) 1<
by (5.1).

Theorem 5.2, If f€61 is multiplicative with non-zero

mean-value M(f), and if Hqu < ®© for some q > 1 , then
repd .

Remark., The assumption fégi may be replaced by f€81 ’
according to Proposition A in section 1 and Theorem B1
(note that 01 D ﬁi) o

Then g is multiplicative and nonnegative, with norm
Hgnz = Hqu < ®© ; furthermore 36@1 : If q > 2, then
1
1<%q<q, and so |£]%%¢p! by Lemma 3.5 ; if 1 <q< 2 ,

1
then by Lemma 3.6 and its Corollary |flesl, |£|2es82, ana
2

L 2
l£12%r? < gt ,

because 1 < q < 2 .
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Moreover the mean-value M(g) is non-zero: this is simple,

if q > 2 ; a proof for any g > 1 is given in [29] -

By the Theorem of ELLIOTT-DABOUSSI-DLELANGE (quoted as

Theorem B,) we obtain the convergence of the series

.1
(5.21) Sl(g) = 7 5 " (é(p)-l) .
(5.22) S5,(g) = T é - (g(p)-1)2
and
(5.23) SB(g) = = p”k o gz(p).
p,k>2

Using x2-1 = (x-1)2 + 2(x-1), (5.21) and (5.22), it

follows that the series

(5.31) » % . (e(p)19-1)
and

(5.32") < e 19

T 1
f(p)|>1 P
lete) 152
are convergent. The series SB(g) is equal to

(5.33) % pE L. lepH1% <o .

P’KZ2
R 2 2 2y .
Using (y™-1)° = @(1y—1\ ) in 0 <y < ¢ , and (5.22), we
finally get

(5.32") . (lf(p)lq-1)2 < ® o,

T, 2
el g P
Therefore, by Proposition A)the function ]f‘q is in 81 s and

SO
l£]ea? .

Remark. For a proof of Theorem 5.2, by the reduction
arguments given in this section, it is sufficient to prove

the special case
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Theorem 5.2*. If g€€1 is multiplicative and nonnegative,

8]
with mean-value M(g) # 0, and if llgll, <~ , then g€g” .

6. Calculation of Ramanujan Coefficients.

In this sacition we zketcsh a proef of

o - ef . g N s I - o . . . '
Theorem 6.1, T f l“,Ej ts completely multiplicative,and

M(f) # 0 , then the Ramanujan coefficients are given by

1
(6.1) ar(f) = M(f) - —cm - (f*é&,)(r) s

where % denotes the convolution product.

If in addition [fll, < ® , then

o

6.2) T la (0] o) = [[  —BA |
r=1 p pelepl

Proof. By a wellknown formula for the Ramanujan sums,

1

1 r
a_(f) = « lim =< T f(n) « T a . u(x)
v ol(r) x—>% ¥ nex al(n,r) d
1 r f£(d)
- 50T @ - B e

i

(where % denotes convolution), and so ar(f)/M(f) is multi-
plicative. If ||f]], < « , then BESSELs inequality (Lemma 3.7)
implies the absolute convergence of A = T ‘ar‘z- o(r) .

By multiplicativity, with the abbreviation a; = ar/M(f) y We
obtain

A= M(e)!? .T_r(; + iaglz - p(p) + !a*zlz cp(p?)+ ...) .
P P

(6.1) gives
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k-1 .
(6.3) ar (e) = LRI { ey},
P o(p )
and so

A = ‘M(f)‘2.n(1 + J_ﬁ%{%ﬁ .ii - .Lf_%.)_li}_l) .
P .

Using the product representation

-1
M(f{ = T;T-Bf%tgy ’

we get (after a short calculation)

a=TT e
p p-le(p) ]

Remark. The conditions f€81, HfH2 <% . and M(f) £ 0
imply, that the geometric series occuring in the proof are

convergent and that the denominators do not vanish,
This result enables us, to give another proof of
Theorem 5.2* in the special case of completely multiplica-

tive functions.

Theorem 6.2. If g€e, is completely multiplicative and

nonnegative with mean-value M(g) # O , and if “gﬂz < w,
then gEBz .

Proof. We are going to show the convergence of the four

series

2
(6.4.1) s (&®) = =T g (p)-1

*

P
(6.4.2')  Sy(g?) = L’ (g% (p)-1)2 ,
3 p
g (P)Sz
2
(6.4.2)  s3(e%) = R
gz(p)>%

1l

PN p-k . ‘g(pk)lz .

(6.4.3) 83(32)
p,k>2
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5 9}
Having done this, g“é@l by proposition A, and so g€B°

(by Lemma 3.6, Corollary).

The assumption gfe1 implies the convergence of Sl(g),
Silg), shle), S;(g) - llgll, < e, BESSELs inequality and (6.3)
imply

R 110 KPR P B
Pyk>1

2 3
| % (p) 1_>_—5

Therefore SB(gz) and Sg(gz) are convergent. The identitics

(g2—1)2 = (g-1)2(g+1)2

and

g2-1 = (g-1)2 + 2(g-1)

in connection with the convergence of Si(g), Sé(g) and Sg(gz)
imply the convergence of (6.4.2') and (6.4.1), andTheorem

6.2 is proved.
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Théorémes taubériens
avec restes

Gérald Tenenbaum

En Théorie des Nombres, les théorémes taubériens servent surtout & relier le
comportement analytique d'une série de Dirichlet,

z a n
n=1 "

au comportement asymptotique de la fonction sommatoire de ses coefficients

Alz) = ¥ a
ngex

Ces théorémes sont usuellement valables sous des hypothéses trés générales et,
partant, d'emploi facile. I1s présentent en revanche un défaut de précision endémique,
dont 1a nature intrinsgque est attestée par de nombreux contre-exemples.

11 est pourtant fréquent que 1'existence d'un terme reste explicite se révéie

indispensable & 1'utilisation d'une estimation taubérienne. Considérons par exemple
une somme double

Alors qu'un simpie équivalent, pour chaque m fixé, de la somme intérieure est insuf-
fisant dans la plupart des cas, une formule uniforme avec terme reste explicite
permet le report dans 1a somme externe et 1'évaluation de 1'expression initiale.

Dans ce contexte, la qualité de la dépendance en x/n du terme reste s'avére relati-
vement secondaire et c¢'est 1'uniformit® en m qui joue un rdle crucial.

Nous nous proposons de présenter ici des formes avec restes des deux théorémes
taubériens les plus utilisés en Arithmétique : le Théoréme de Hardy-Littlewood-Kara-
mata, et celui de Wiener-Ikehara.

1. Le Théoréme de Hardy-Littlewood-Karamata.
Citons d'abord la forme classique du résultat.

Théoréme 1. Soit A(u) wune fonetion non déeroissante telle que 1'intégrale de
Laplace-Stieltjes



(1) flo) = r e %% da(u)
0
converge pour o > 0 . S'i1 existe deux réels e, w, w > 0, tels que

(2) flo) = (c +0(1)) a™®, (6 ~0+) ,

alors on a

(3) Alz)

( e +o(1))x‘*’, (- +oo)
T{wtl) '

Le schéma de 1a démonstration de Karamata [13] est le suivant. La relation (1)
implique

fm e70% U gapyy = CtO(L) o ( ¢t 0(1)) o ¥ fn NN T
0 [(n+1)o]?  M(w+l) 0

d'ol

rp(e‘°“) e %% da(u) = (i“f—"ill) o ¥ rP(e_u) el g, s
0 T'(w) 0

pour chaque polyndme fixé P . On utilise ensuite le Thé&oréme d'Approximation de
Weierstrass pour montrer que 1'on peut remplacer dans 1la formule précédente le
polynéme P par la fonction x définie sur [0,1] par

—~ _ 1, (0$u$1)’
e x(e“):{
0, (u>1).

Cela fournit exactement 1'estimation souhaitée.

=

On peut s'attendre 3 ce qu'une forme effective du Théoréme d'Approximation
permette de rendre effectif le résultat. Ce projet a été réalisé par G. Freud au
début des années 50 [5] .

Théoréme 2 (Freud). Dans les hypothéses du Théoréme 1 , et si l'on suppose en outre
que le terme reste de (2) est 0(06) pour un 6 > 0 fixé, alors le terme reste de
(3) est 0(1/logzx ).

La conclusion est optimale, comme le montre le contre-exemple suivant de
Karamata : pour le choix
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2

Alu) = jz (1 + cos((Tog£)2)) dt ,

une étude de 1'intégrale (1) par la formule de Cauchy (cf [12], p.p. 168-169) permet
d'établir que

f(o) =§+ 0(1) , (o =0+,

alors qu'une intégration par parties implique

A(x)=Cx+Q( x ) (x =+ ) .
- ogx

11 est expliqué dans {51, [7], comment le Théoréme 2 découle simplement du
résultat d'approximation unilatérale en norme L1 suivant.

Théoréme 3 {Freud [5]; Freud et Ganelius [6]). Soit % wune fonetion & variation
bornée sur [0,11 . Il existe des constantes A = A(h) et B = B(h) telles qu'd
chaque entier n > 1  corrrespondent des polyndmes de degré n , P* et P » dont
les coefficients ne dépassent pas 8" en valeur absolue, et qui satisfont a

P (x) sh(x) <P (x), (0gxgl),

1
] (P (x) - P () dx < &/n
0

Si 1'on affaiblit 1&gérement 1a conclusion en remplagant la derniére majoration
par A(hse) ne—l (ol & > 0 est arbitrairement petit), le résultat peut étre prouvé
trés simplement. Nous donnons les détails, & titre de curiosité, dans 1'Appendice 1.
Le point essentiel est 1'utilisation des puissances du noyau de Fejer. Il serait
intéressant de savoir si 1'emploi d'un autre noyau permet d'obtenir la conclusion
optimale du Théoréme 3.

En termes de séries de Dirichlet, le Théoréme de Hardy-Littlewood-Karamata lie
le comportement de ; a, no pour o>1 &celuide = a, 7L . on peut

n=1 _ ngw
concevoir ce théoréme comme un passage d la limite, ducas o >1 aucas o=1.

Un tel "théoréme taubérien limite" ne suppose rien sur les valeurs en des points non
réels de la série de Dirichlet et ne permet pas de prouver le Théoréme des Nombres

Premiers. Ainsi le Théoréme 2, par exemple, appliqué a

A(u) = X " (1 +um))/m

nge

fournit seulement 1'estimation
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I u(n)/n « logx /loglogx, (x - + =} .
ngx

2. Le Théoréme de Wiener-Ikehara.

I1 s'agit maintenant de donner une information asymptotique sur la fonction

sommatoire P a, en n'utilisant que des hypothéses sur les valeurs de la série
ngx

de Dirichlet en des points ¢ = o + 21 d'abscisse. o > 1 ., Intuitivement, on passe
ducas o>1 aucas s =03 il y a discontinuité entre 1'hypothése et 1a conclu~
sion - ce qui suggére 1'appellation de “"théoréme taubérien transcendant". Un résultat

=

de ce type est de "profondeur" équivalente & celle du Théoréme des Nombres Premiers.

Enongons maintenant une forme classique [4] , essentiellement due & Ingham [11],
du Théoréme de Wiener-Ikehara, dont elle constitue en fait une généralisation.

Théoréme 4 (Wiener-lkehara-Ingham). Soit A(u) wune fonetion non déeroissante telle
que l'intégrale

(4) fls) = r e %% da(w)
0

converge pour ¢ >a > 0 . S'il existe des constantes c, w, w > -1 , telles que la
fonetion

(5) gts) = L% _ e (550),
s+ 8

Y

satisfasse pour chaque T > 0 fixé &

T
(6) n(o,T) := " I lg(20+it) = glo+it)| dt = o(1l) , (0 -» 0+) ,
-7
alors on a
(7) Alz) = ( € 4 0(1)) e 2", (x » +) .

T(wtl)

De nombreuses démonstrations de ce théoréme ou de ses variantes ou généralisations
sont disponibles dans la littérature - cf. par exemple [2], (31, [4], [11]. A notre
connaissance, la seule qui conduise & un terme reste est celle de Ganelius dans son
Tivre [9] . Son argument repose sur une version locale de 1'in&galité de Bohr [1]

nel, < iel, /7

valable pour toute fonction F intégrable, bornée ainsi que sa dérivée sur R , et



dont la transformée de Fourier f?r) est nulle pour |tl < T . Nous citons ici une
forme 1égérement affaiblie du théoréme de Ganelius, qui est cependant suffisante
pour les applications que nous envisageons. La démonstration procéde d‘'idées trés
voisines de celle du Théoréme de Berry et Esseen en Probabilités.

Théoreme 5 (Ganelius). Soit g une fonction intégrable et bornée sur R . Il existe

une constante absolue C telle que, sous les conditions

(8) sup (gly) —glx)) K , (x €ER) ,
<y < a+tl/T

ft) Jwe“““ gw) =0 , (ltl<D,

on aitt

sup lglx)l £ CK .
x €R

g,
Un emploi du Théoréme 5 calqué sur celui qu'en fait Ganelius conduirait a un
théoréme taubérien effectif aux hypothéses assez inhabituelles et ne généralisant
pas entiérement le Théoréme 4. Nous procédons d'une maniére un peu différente, en
remarquant que le Thaoréme 5 implique directement un résultat qui contient & la fois

le théoréme de Berry et Esseen (cf. Appendice 2) et une forme avec reste du Théoréme
4,

Théoréme 6. Soit g une fonetion intégrable et bornée sur R . Sous L'hypothése (8J,
on a
T

lgll, < X + f 1g(t) 1 dr
~r

Démonstration. I1 suffit d'appliquer le Théoréme 53 g - fFf ol f est la convolée
de g avec la fonction intégrable af(u) = (2/nu2e:) sin(eu/2) sin(u(T+e/2)) dont la
transformée de Fourier est la fonction trapezoidale

1 » (Tl g 1),
art) = g (T+e-itl)/e , (T< Tl g T+¢),
0 , (Tl >T+¢g) .
Comme F =78 esta support compact, on a
T+e
e, <2 ufy <2 [ @ e

2n 2n “-T-g
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La conclusion en découle en faisant tendre ¢ vers 0 .

Théoréme 7 (Wiener-Ikehara-Ingham "effectif"). Avec les hypothéses et les notations
du Théoréme 4, posons

- i 1 1 1w+l
p(x) = inf ( + n(T, x) + (TEJ )

7T>0 T

Alors on a

Alz) = ( g + 0(p(x))) e 2,
Ilw+l)

Démonstration. Supposons sans restreindre la généralité que A(0) = 0 et prolongeons

A(u) par 0O pour u < 0 . Dans un premier temps, nous appliquons le Théoréme 6 a la
fonction

~(a+c)u (1 - &%

go(u) ;= A(u) e s (o>0),

dont la transformée de Fourier est donnée par
A - | s W . =W
QO(T) =glo+it) - g(2o+<it) + e((o+it) =~ (20+21) ) .
On a d'abord

T
J |§;(T)l dt « ¢ ° (7 + n(T,0)) , (0 <o <1) .
-T

De plus, 1a croissance et 1a positivité de A impliquent pour =z, y >0
g (e+y) =g (x) 3 Alz) & (FVT (1 - &) (e7(@MY _y)
;-M+WI@ﬂmy.
Appliquant le Théoréme 6 avec X = (q+o) g N,/T » i1 vient

g ll, « o™°(r + n(z,0)) +llg Nl 77 .

En choisissant T grand mais fixé, on en déduit que
~

Ilgclh» «< O

Posons
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g e (1-e %4 , (us>0)
INE Y
F(u) =
0 s {usxg0)

=

La seconde étape de la démonstration consiste a appliquer une nouvelle fois le
Théoréme 6, mais & la fonction

_ o
Gc(u) := go(u) o~ Flou) ,
dont 1a transformée de Fourier vaut
A . .
GO(T) = glo+1t) - gl26+171) .

Si wyp0,onarf'(w=001).81 -l<w<0,o0na F'(u = O(min(l,uw)) et
F(u) = O(min(l,uml)) . On en déduit dans tous les cas, pour 20, 0y 1/Tg1,

Flom+ay) - Flox) < O((a/T) + (a/m¥t)

G lx+y) = G (x) »~(a+a) ligl, y - o Y(F(ox +oy) — Flox))
>- 0007ty or¥l) |

Par le Théoréme 6, i1 vient finalement
IGc(x)I < o'w(T-1+n.(T,c) + (o/T)mﬂ)

d'ol la conclusion, en choisissant o = l/x .
En utilisant seulement les majorations &lémentaires
z(s) <« log(2+ itl)

(c 1)

2'(s) <« (log(2+ 111))2

et Ta minoration classique de de Ta Vallée Poussin

3

(03 1gor i)Y o+ 20l 21, (031,

le Théoréme 6 fournit 1'estimation



<8
T oun) < (Toglogz )
ngx Viogzx

Appendice 1.

Nous é&tablissons ici la forme affaiblie du Théoréme 3 dans laquelle la derniére
majoration A4/n est remplacée par Ane"1 , avec A = A(hze) .

Le réel positif ¢ é&tant fixé, définissons g comme le plus petit entier tel
que (2g-1)e > 1 et posons r»r = [n/2q) . Nous désignons par K, le noyau de Fejer
d'ordre » :

. 2
K (t) = (s1n((r+1)t/2))

r
=r+1+2 ¥ (r+1-4) cos jt .
sin(t/2) j

J=1

Nous introduisons les quantités :

_ el e-1 ([ q )-1 1-2q
a =7 L B Bn- (J"KP(t) dt < 7 , et
-e(2g-1) _ -1
=Bj K (t)? dt «<_n"® sn .
n 7 >a, r € N

Aprés avoir remarqué que, par différence, nous pouvons nous restreindre au cas
o s PP . + -
ol 7~ est non décroissante sur [0,1] , nous définissons deux fonctions g et g .
paires et périodiques de période 2m , par

h(0) , (0gucx< n/2¥an)
g*(u) =4 h(-VZcos(u ¢ a)) , (v/2¥a <us3In/b¥a)
ael) (3n/4-?an<usn) .

Nous supposons = suffisamment grand pour que les in&galités précédentes soient
cohérentes. Les fonctions g+ et g~ sont non décroissantes sur [0,m] . Nous
notons V¥V leur variation commune sur cet intervalle et nous posons, pour

x = - Ccosu ,

t, T q
@) =B, j_ng (0) K (t-w? dt .

Ces fonctions sont des combinaisons 1inéaires a coefficients Oq(l) des polyndmes
de Tchebychef Tj(‘”) = cos{ju) , 0 <5 gn . Eneffet, ona



K (t)? = b3 a. cos(jt) , avec a, =0 T dron
g 0gd < 2r 7oA
Qe = x bt 7.(x)
Osis2qr J
t n - 4
avec bj = aj B, I g (t) cos(jt) dt . De plus, on a pour mn/2 g u < 3n/d ,
-

xQ
n

n
Q (x) B, J g (t+u) Kr(t)q dt < B, g-(u+-an) J

q -
Kr(t) dt + Y, 9 (n)
- -an

1

n(VZzx) + Yn(g—(n) - g_(u+0(n)) < h(V2x) + Y,V
et similairement
6 (z) 2 R(VZ2) =¥V

Comme les coefficients des Tj ne dépassent pas 3" en valeur absolue, on voit que
les polynomes

P(z) = @¥(x/V2) = Y,V

satisfont aux deux premiéres conditions du Théoréme 3. Enfin, on a

1 1
[“ @ - p ) @< j (Pt () - P (z)) —9E
0

0 Vi -,.'1:2/2
- 3In/4 (w + _ q
[ 14 - .
\’?Yn + B, J“/z J-n (g (t+u) - g (t+u)) Kr(t) de du
- _ e-1
= O(Yn + an) = Oq(n ).

Cela achéve la démonstration.

Appendice 2.

Nous montrons ici comment le Théoréme 6 implique 1'inégalité classique de Berry
et Esseen.

Soient F et G deux fonctions de répartitions de fonctions caractéristiques
respectives f et g . On suppose que G est dérivable et que G’ est bornée sur
R . Nous allons montrer que 1'on a pour tout 7 >0
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T
He = Gl < WGl /T + J I(Ff(t)=-g(t))/T] dt
-T

A cette fin, posons H = F - G et introduisons pour chaque & < 0 une fonction

2
H (x) = - r e dg(p-u) = e & J e dutu) .
0

—C0

On vérifie aisément que He est intégrable et que sa transformée de Fourier vaut

1,1\8(,[) - !("'T) —Q(—T)

€+ 1T
De plus, on a par intégration par parties
H (z) = H(z) - ¢ & = r e H(u) du .
& —c0

Comme H(u) - 0 quand uz - - o , cela implique que He(x) -+ A(x) quand & >0 .
En outre, posant o := [|G']|_, on a pour y > 0

Hlz+y) - H(x) > - oy

et

14
4 {e P I e mw du}
dx

-0

£
= - 52 e & J ™ H(w) du + ed(z) < 4¢ .

-0

On peut donc appliquer le Théoréme 6 & - H ,avec K= (a+4e)/T . I1 vient

T
H(x) <« (a+4¢c)/T +J I (f(t) - g(t))/t] dT ,
~T

d'oll le résultat annoncé, en faisant tendre ¢ vers 0 .
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RESUMES DES AUTRES CONFERENCES

ALIOUCHE J.-P. (E.N.S. Fontenay)
PROPRIETES ARTTHMETTQUES D'UN AUTOMATE CELLULATRE:

Etude des propriétés spatio-temporelles de l'automate cellulaire introduit par
Greenberg et Hastings comme modéle de réaction-diffusion en milieu excitable; un
tel automate engendre des suites ultimement périodiques d'états du plan: nous prou-
vons qu'il n'y a (sauf dans un cas) qu'une période possible.

DELANGE H. (Paris-Sud)
UNE REMARQUE SUR IA FONCTION DE DICKMAN:

De Brugjn a établi une "formule exacte" pour la fonction de Dickman:
_ eY oo z s ds
p(u)= o fﬂ.m {exp(-uz + fo (°-1)=) Ydz (u>0)
Il considére a priori cette expression et montre qu'elle est égale d p(u). On pour-—
rait obtenir cette formule par inversion de la transformée de Laplace de p(u).Nous
montrons qu'un raisonnement trés simple permet de déterminer cette transformée de
Laplace & partir de la définition de p(u) comme limite pour x tendant vers +w de

-u ~ . .« . o
X Nx(u), ou Nx(u) est le nombre des entiers < x° dont tous les diviseurs premiers

sont < x .

DUMONT J.-M. (Aix-Marseille II)
DISCREPANCE DES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES DANS IA SUITE DE MORSE:

Sott u(n) = +1 (resp. ~1) st la somme des chiffres du développement binaire de n est
paire (resp. impaire). Soit n entier impair, N entier quelconque, i € {0,1,...,r-1}et

s, (M) = By Hn)
n=i(r) K k(r)-1 2j
Soit k(r) le plus petit entier tel que ¥ divise 2 -1 , Pr(z) le polyndme T (1-27 )
.o j =0
et B(r)=supi]| Pr(Z)] / 2 racine ¥ de 1}. Soit enfin:

a(r)=(log B(r))/k(r)log2.

Alors pour tout i , s.(N) est en O(Na(r)) et pour (au moins) un indice pour une infini-
té de N, . 0 (x)
lsi(N)] >C. N , C; ndépendant de N .

En particulier si r est premier et k(r)=r—-1, B(r)=r , ce qui généralise le cas r=3,
déja étudié par d'autres Auteurs.

FAURE H., (Aix-Marseille I)
IFMME DE BOHL POUR LES SUITES DE VAN DER CORPUT:

Le lemme de Bohl relie les restes relatifs 4 deux intervalles J , J' de méme longueur
pour les suites (ma):

Pour tout N = 1, ©l existe N' 2 1 tel que E(J,N,(na))=E(J',IN'",N+N"], (n0))
Nous montrons un théoréme analogue pour les suites de Van der Corput généralisées. Le
résultat présente les mémes avantages que pour les suites (na) : 11 permet de déter-—
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miner le comportement asymptotique du reste pour un intervalle quelconque en fonction
de sa seule longueur; il en résulte évidemment la caractérisation des intervalles a
restes bornés déjd connue.

FURSTENBERG H. (Hebrew University)
DYNAMICAI, SYSTEMS AND NUMBER THEORY:

I.- Review of uses of Dynamical Systems: Minimal and uniquely ergodic dynamical sys=—
tems. Applications to equidistribution of P(n), P(X) a polynomial with irrational coef-
ficient. Notion of disjoimtness of dynamical systems. Applications to distribution of

(2™3", mod 1) and semigroups of endomorphisms of torus. Properties of subsets of Z
of positive density and recurrence of ergotic systems.

II.- Some open questions and conjectures regarding the sequences ("0 mod 1) ,

(q"a mod 1) for (p,q)=1
Related questions on Hausdorff dimension and ergodic theory.

HEVERTSE J. (Leiden)
ON THE NUMBER OF SOLUTIONS OF THE THUE-MAHLER EQUATION:
We shall deal with the so—called Thue-Mahler equation

h h h
(M [FED| = pyl py2...p .t

in X, Y, hl’ h2,...,ht €EZ, with X,Y) =1 , vhere F <8 an <rreducible binary

form of degree n 2 3 with coefficients in Z . By using Siegel's hypergeometric poly-
nomials and Mahler's p-adic approximation technique, it 1s possible to show that (1)
has at most

72n3(t+2)

solutions. This bound has the property that 1t does not depend on the coefficients
of F or on PyseresP

IANGEVIN M, (E.N.S. de Saint—Cloud)
DISTANCE D'UN ENTIER ALGEBRIQUE AU DISQUE UNITE ET PROBLEME DE LEHMER:

On se propose de montrer comment des méthodes élémentaires comme: petit théoréme de
Ferma t, magjorations de discriminants et de résultants, inégalité de Hadamard et ortho-
gonalisation de Scehmidt permettent d'obtenir des résultats trés actuels sur le pro-—
bléme de Lehlmer (comme les améliorations des travaux de Dobrowolski (1979) apportées
récemment par Cantor et Straus (1982) puis Louboutin (1983)). En raffinant ces cal-
culs, on obtiendra des renseignements sur la distance au disque~unité des entiers
algébriques de module > 1 et de mesure < 2. Relativement d ce probléme, on compare—
ra aussi les techniques d'approche en caractéristique 0 et en caractéristique p et,
d'autre part, on donnera des améliorations des résultats connus dans le cas abélien
atnst qu'une démonstration d'une extréme simplicité d'un résultat de Favard sur la
borne inférieure de sup(|z—z' l ;P(2)=P(z')) quand P décrit 1l'ensemble des polyndmes
unitaires 4 coefficients entiers.

MAUDUIT C. (Aix-Marseille 2)
SUITES RECONNAISSABLES PAR AUTCMATES FINIS ET EQUIREPARTTITION MODULO UN:

On détermine 4 quelles conditions la suite (u_&) est dquivépartie pour tout & irra—
tionnel et ou (un) est une suite strictement croissante d'entiers , reconnaissable
par un automate fini. On conclue dans le cadre le plus général par une condition

qul s8'exprime entre autres sur le graphe associé d l'automate en disant qu'il suf-
it qu'au moins un des sommets qui recomnalt la suite u goit précédé dans le graphe

par un sommet possédant au moins deux chemins fermés distincts.
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NARKIEWICZ W. (WrocXaw)
PROPRIETES BIZARRES DE Gk (n):

Rapport sur les propriétés d'équirépartition de valeurs des fonctions 0, (n) dans les
progressions arithmétiques, fondé sur les résultats a Dobrowolski, Rayrer et du
Rappor teur.

QUEFFELEC M. (Paris-Nord)
ETUDE SPECTRALE DES SUBSTITUTIONS:

On étudie le systéme dynamique associé d une suite définie par substitution et on
détermine, quand la substitution est de longueur constante, le type spectral maximal
de ce systeme.

ROBIN G. (Limoges)

TRREGULARITE DANS IA DISTRTIBUTION DES NOMBRES PREMIERS DANS IES PROGRESSIONS
ARTTHMETIQUES:

St
m(x3k,8) = z 1 ; O(x3k,L) = z logp ,
p < x P S x
p =14 (h) p =2 (h)

on étudie: (1) 1'expression A(x;k,2) = 1i(pk)O(x;k,L))- @k)n(x;k,) géndralisant
ainst une étude de 1i(O(x))-n(x). (i7) une géndralisation des conjectures de D.
SHANKS et R.P. BRENT sous la forme de

T (@UOTG;K,L) - m(n))n oghn
n<x

VOLKMANN B. (Stuttgart)
A PROPOS DU THEOREME DE CASSELS-SCHMIDT:

Il est bien connu que, étant donnés deux entiers r,s = 2, i1l existe des nombres nor-—
maux en base r et 4 la fois non-normaux en base s si et seulement et rD # s® (n ,
m=1,2,...). Ce théoréme a été démontré indépendamment par J.W.S. Cassels (1959,
version partielle) et par W. Sehmidt (1960, version générale). Une nouvelle démons—
tration a été donnée récemment par C.E.M. Pearce et M.S. Keane (1982).

Le conférencier a généralisé le théoréme de Cassel-Schimdt en exigeant qu'en plus d'
etre non-normaux en base s, les nombres possédent des fréqueneces asymptotiques don-
nées pour les chiffres 0,1,..,s~1. Une deuxiéme généralisation concerne le cas ol
les fréquences asymptotiques n'existent pas nécessairvement.

La méthode est basée sur 1'approche de Pearce et Keane.
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