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INTRODUCTION 

Ce volume contient les Actes du Colloque ''Théorie analytique et élémen­

taire des nombres" qui a rassemblé 60 participants dans le site merveil­

leux du C.I.R.M. à Marseille, du 30 mai au 3 juin 1983. 

Nous donnons ici la rédaction de 15 des conférences de ce colloque, 

ainsi que les résumés des autres conférences ayant donné ou devant don­

ner lieu à des publications par ailleurs. 

Qu'il nous soit permis ici de remercier encore une fois l'ensemble des 

participants de ce colloque, ainsi que les organismes ayant contribué à 

son financement 

-La S.M.F. 

-Les Universités d'Aix-Marseille 1 et 2. 

Une mention particulière doit être faite pour le C.I.R.M. qui outre une 

part du financement, nous a offert son cadre et son accueil si sympati­

que. 
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ON THE VALUES OF ENTIRE FUNCTIONS AT THE POSITIVE IN'IEGERS 

R.C. BAKER 

Let f(x) be an entire function that is real on the real axis and nota polyno­

mial. It is likely that a growth condition 

for large z, with a< 2 , 1s sufficient to ensure the uniform distribution 

modulo one of the sequence 

(2) f(n) (n=I ,2, ... ) 

Rauzy [ 4] was able to show tha t a < 5/ 4 cer tainly suffices for this uniform dis­

tribution. G. Rhin [ 5] wrote a very long paper inspired by Rauzy' s work showing 

tha t the sequence 

(3) f (p) (p prime) 

is uniformly distributed modulo one for a< 7/6. 

Recently I was able to show [ l] tha t the condition a < 4/3 will suffice for 

bo th the Rauzy and Rhin theorems. The proof is modelled on tha t of Rhin, but I 

found a number of simplifications. In particular, in looking at {f(j)} (j ~ N) 

I was able to confine the discussion to approximations to f of the form 

(4) g(x) = 
n f(k)(O) k 
l; ---------- X 

k=O k! 

in the interval ~X~ N . Rauzy [ 4] used 'local' approxima tions 

n /k) (X.) 
( X - X.)j (5) g. (x) = l; J ( X.~ X< X. 

1
) 

J k=O k! J J J+ 

while Rhin used bath (1) and (2) according to the value of N. Another gain over 

[ 5] was the elimination of the use of the sieve in the mode of Vinogradov (Theo­

rem 2a of [ 6 J , Chapter IX). Ins tead, the estimation of sums 

S(x,G,q) = 
q 
l; 

x=I 
(x,q)=l 

x(x) e (G(x)) 
q 

With X a real Dirichlet character, plays arole. Here 

wi th in teger A. 
1 

sa tisfying (Ah' ... ,A1 ,q) = l . I showed tha t 
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(6) 1 S (X , G, q) 1 < exp(l 6h) ql- l / (4h) 

. . . ·1 . l-1/(2h) f 11 but tlns could probably be improved to a s1m1 ar contant times q by o o-

wing the de tails of Chen [ 2] more closely. For the application to the present 

problem, (6) is equally good. Roughly speaking, the study of the exponential sum 

(7) ~ e(f(p)) 
p¾N 

is reduced to tha t of certain sums 

J\(n)e (G(n)) 
q 

where G(x) is an approximation to a Taylor polynomial g(x) as in (4). It is 
q 

no t difficul t to see tha t 
q 

~ J\(n)e (G(n)) 
li< n¾V q 

O(logN logq) + L e ( G ( i )) ( \/J ( v, q, ,Q,) - l/J ( u, q, ,Q,) ) 
i= 1 q 

(i,q)=l 

in the usual notation of primes in arithmetic progressions. If we insert an' ex­

plici t formula ' for l/J (as in (2.5) of Prachar [3], Chapter IX) we obtain 

(8) T 
V - li 

S(X ,G,q) 
0 

( Vf\ - uf31) 
+ R = 

<P (q) 

Here f\ is the (perhaps nonexis tent) real zero near of the 'exceptional' 

char ac ter X
1 

(mod q) . The terras R de rive from the o ther zeros of the L 

func tians and are manageable, a t leas t if q is not tao large. In this case the 

inser tian of (6) into (8) will give a sui table estima te for T. In the case 

where approximation G(x)/q to g(x) (suitably chosen via Dirichlet's theorem 

on Diophantine approximation) has 

q > 10 log N 
exp (log log N ) 

a different approach is required, based on the use of Vaughan's identity in (7), 

and then Vinogradov's mean value theorem (which actually sets the limit of the 

method). 

In the present note we show that no growth condition such as (1) can. yield any 

useful information on the discrepancy of the sequencies (2),(3). 

THEOREM. Let F(x) (x=l,2, .•• ) be any positive function ~ 1 tending to infinity 

with x. There is an entire function 

f (z) = 
00 

L 
k=I 

k 
z 

(q
1

,q
2

, ... positive integers) for which: 
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(i) we have 

(10) log I f(R eie) 1 ,;;;; F(R) logR 

for R ;;,, 1 ; 

(ii) the discrepancy D(N) of f(l), ... ,f(N) (modulo one) satisfies 

( 1 1 ) D (N) ;;,, N F (N) - I 

for infinitely many N. 

Proof. Let q 1=2 . Once q 1, ... ,qm-l have been defined (where m;;,, 2) we set ~ 

equal .to any positive integer for which we have: 

(12) qm > qm-1 

( 13) log~ > m2 , 

(14) F(x) > m for all X;;,, q /2 ; m 

and furthermore, writing Nm = ((~/8) 1/m] 

(15) F(N) 
m 

> 

For any sequence of integers defined in this way, the function f defined by (9) 

is clearly entire, from (13). We shall prove in addition that (10) holds, and 

that 

( m=2, 3, ..• ) • (16) D(N) ;;,, N F(N )-I 
m m m 

Let's begin with ( 10). In view of (12), it will certainly suffice to show that 

00 Rk RF(R) (17) !: ¾ 
k=I ql' .. qk 

whenever 

(m = 2,3, ... ). To prove (17) , we first observe that 

( 1 9) 
Rk 

> 
2 Rk+l 

ql' '.qk q 1 ''. qk+I 

for k ;;,, m-1 this is a consequence of (18) and (12) . Thus 

00 Rk Rm m-1 
(20) !: < (1 (1/2) + (1/4) + .•• ) < R + k=m ql ... qk ql ... qm q 1 ''. qm-1 

On the other hand, if m > 2, we have 

for k:;;;; m-2 . This yields 
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m-1 Rk m-1 
+ 2m-2) 2:: ¾ R ( l + 2 + ... . 

k=I ql ... qk ql ... qm-1 

In fac t, this 1S seen to hold for m ;;,, 2 . Combining this wi th (20) , (l 3) , 

we obtain 

00 Rk 2m-lRm-J m-1 
(21) 2:: < < R 

k=I ql ... qk ql ... qm-1 

for R in the interval (19) 

What is more, 

(22) m - ¾ F(R) for R ;;,, qm_/2 . 

This is a consequence of (14) if m ;;,, 3 and the hypothesis F (x) ;;,, 1 if m = 2 . 

Now (17) follows from (21) and (22) . 

Now for the 'arithmetic condition' (16) We have only to show tha t 

(23) 

For then 

00 

2:: 
k=m 

1 f(n) 

N k 
m 

m-1 
~ 

k=I 

< 

k 
n 

and {f(n)} evidently cannot lie in 

values of n . This yields 

N 
D(N) ;;,, m > m 2ql .. •~-1 

because of (J 5) . 

< 

N F(N )-I 
m m 

It remains to prove (23) . The argument used to prove 

because N < q /2 . Thus m m 

N k 2N m 
00 m m }:; < ¾ 

k=m ql •.. qk ql ... qm 4ql ..• qm-1 

( 1 

for these 

(20) works with R =· N ' m 

from the definition of N 
m 

This yields (23) , and the proof of the theorem is 

complete. 

It is clear from the proof that the inequality analogous to (Il) holds for the 
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subsequence f(p) ( p,;;;;; N) ; namely, the discrepancy is 

I would like to thank Professor W.K. Hayman, with whom I had interesting conver­

sations concerning this problem. 
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A REMARK ON THE DISTRIBUTION OF 
ap MODULO ONE. 

Antal RZ\.LOG 

1. The best result concerning the distribution of ap modulo one is due to G. Har­
man who proved : 

THEOREM 1 (Har~an (1983))~ 
Suppose that a is irrational and let Il x Il denote the smallest distance of 

x from an integer. Then, for any real S, there are infinitely many primes p such 
that 

(1. 1) Il ap - 8 11 < p - 3/ lO 

This 3/10 improves the following earlier exponents 

( 1. 2) 

( 1. 3) 

( 1.4) 

I.M. Vinogradov (1954) 

R.C. Vaughan (1977) 

D.R. Heath-Brown (1982) 

1/5 - E , 

1/4 - E , 

4/15. 

The papers mentioned above use the following approach: After reducing the problem 
to the investigation of a sum over primes they relate the sum to bilinear forms and 
estimate these forms. The different results corne from the different methods of rela­
ting the sum to bilinear forms but they use exactly the same bounds for bilinear 
forms. 
The main purpose of this remark is to change the method of estimating bilinear forms. 
This new approach can give Theorem 1 only in the homogenous case (i.e. if 8 = 0), 
and only in a very sophisticated manner: While the main part of Harman's work is an 
ingenious method of treating sums over primes, and we leave this unchanged, our esti­
mates for bilinear forms are far more complicated than Harman's ones. 
Our approach, however, maKes a connection between the distribution problem and clas­
sical problems of analytic number theory. One can prove : 

THEOREM 2 . 

Suppose that a is irrational and E > 0 is any real number. If either the Ge­
neralized Riemann Hypothesis (later, GRH) or the Large Value Conjecture (later LVC) 
is true then there are infinitely many primes p such that 

( 1. 5) llapll < p- l/ 3+ E 

Moreover our approach is more sensitive to the order of approximation of a by ra-
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tionals. One can prove 

THEOREM 3 

Suppose that a is irrational and E > 0 is any real number. If 

( 1. 6) llaq Il <q -43/31 - E 

for infinitely many integers q then 

(1. 7) 11 ap 11 
< p-9/28 

for infinitely many primes p . 

One expects that the stronger condition (1.6) we assume, the better result (1.7) 
can be derived, but this is not the case. The exponent 9/28 is close to the best 
possible one of our method, even if we require far stronger conditions than that 
of ( 1. 6) . 

2. The starting point of the original approach is the following. For a given three-
tuplet a,B,o 
the function 

(2.1) 

(a is irrational, B is any real number and O < cS < 1/2) we define 

f ( x ) = f B ~ ( x ) = h ( ax - B ) a, ,u 

where h(y) is the characteristic function of the interval (-o,o) extended perio­
dically to the real line with period 1 . 
Then the sum 

(2.2) E f(p) 
p :;;;;; X 

is the number of those primes p up to X that satisfy 

(2.3) 11 ap - B 11 < o . 

The fact, that by choosing cS = x-3110, (2.2) is positive for infinitely many X , 
proves Theorem 1 . In Harman's work this fact follows from the estimates for bili-
near forms Supposing that a is irrational and 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

we have 

(2. 7) 

a e 
a= - + ~ , (a,q) = 1 , 101 < 1 , 

q q 

x = q3/2 , o > x-1/3 + 5E: , E > o ' 

E E 
mn:;;;;; X 

M < m:;;;;; 2M 
N < n:;;;;; 2N 

1 b 1 << nE:/S n , 

ambnf(mn) = 26 E E ambn + O(o x1 - E:) 
mn:;;;;; X 

.. < m :;;;;; 2M 
< n:;;;;; 2N 
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provided 

(2.8) 

and we al so have 

(2.9) 

provided 

(2.10) 

E E am f (mn) 
mn < X 

M <m < 2M 
N < n < 2N 

= 2o E E a + O( o x1 -E:) 
mn < X m 

M <m < 2M 
N < n < 2N 

M << o xl-SE: 

The proof is easy, see Vaughan (1977). All the proofs (1.1)- (1.4) give positive 

lower bound for (2.2) by using the above estimates for bilinear forms. To illus­

trate how they achieve this we state here, as the simplest method, the Vaughan1 s 

identity (see Vaughan (1977)). 

For an arbitrary function F(n) and for the parameters 1 < u < X , 1 < v < X 

we have 

(2.11) 

E A (n) F(n) = E A(n)F(n) + E E µ(m) log n F(mn) 
n < X n < v mn < X 

m < u 

- E E am F (mn) + E E µ(m) b/(mn) 
mn < X mn < X 
m < uv u < m 

v < n 

where the coefficients am and bn satisfy 

(2.12) lbl<logn n 

(The coefficients am and bn depend not only on m and n but on u and v as 

we 11 ; ac tua 11 y 

(2.13) E µ(d)A(t) 
m = dt 
d < u 
t < V 

b = n E A(t) ) . 
n = dt 
V < t 

The reader can easily verify (1.3) from (2.11) choosing 

( 2 .14) 8 ;;_:;. X - l / 4 + 3 E: , u = v = X l / 3 

and using (2.9) for the second and third terms, and (2.7) for the fourth term in 

the left hand side of (2.12) . 

3. The essence of the new argument is surprisingly simple. Suppose that a is irra­

tiona l and 

(2.4) a= 
a e - + 2 ( a ,q) = 1 , 1 01 < 1 . 
q q 

If we fi nd primes p <X , q <X< q2 satisfying one of the congruences 
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(3 .1) ap=,Q,(q), 1:,;;9,:,;;L<q 

then, for these primes 

(3. 2) 11 ap 11 < !:_ + 4-
q q 

A well-known conjecture asserts that 

l+E (3.3) n(q ,q,a) > 0 

(,Q,,q) = 1 

for all (a,q) = 1, E> 0, q> q
0

(E) 

from (3.2} we get 

Choosing 9-=L=l, X=ql+E in (3.1) , 

(3 .4) 
1-E 

Il a p Il < 2 q -l +E :,;; 2p - 1 +E 

for a prime p:,;; ql+ E • As is well-known from the Dirichlet Approximation Theorem, 

there are infinitely many rationals ½ satisfying (2.4) for any irrational a . 

Using (3 .4) for these q-s we get 

(3. 5) -l+E 11 apll < p 

for infinitely many primes p (supposing the truth of (3.3)) 

The proof of (3.3) is hopeless at present, as even the powerful GRH implies only 

2+E (3.6) n(q ,q ,a)> 0 • 

(3 .6) is too weak to have any consequence for our problem, but using the GRH more 

efficiently we can get Theorem 2. 

Nex t we prove Theorem 2 in the case of the GRH . We are i nterested in the average 

distribution of primes in arithmetic progressions, i.e. in the sum 

(3. 7) s = ï ïr (X, q, ia) 
Jl.,;; L 

(Jl,q) =1 

where aa= 1 (q) • (We can express S another way : Let g(n) be the characteris­

tic function of the residue classes ta modulo q , t:,;; L , (Jl,q) = 1 . Then 

(3 .8) s = ï g(p) 
p ¾ X 

This has the same shape as (2.2) , therefore the methods <;>f Vinogradov, Vaughan and 

others can be applied. However, the canpletion of the proof is traditionally based 

on a Fourier-expansion method, and we repleace 

From the orthogonality of the characters 

1 -( (3. 9) S = ~ î ï X .Q.) 
(S)\ q 1 X .Q,.,;; L 

this step by a character-sum method). 

ï x(ap) 
p :,;; X 

Here and below ï means that the sum is taken over all characters modulo q . The 
X 

main term cornes from the principal character x
0 

, and it is about 
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(3.10) LX 

q log X 

The GRH implies (see Montgomery (1971)) 

( 3 • 11 ) 1 I X { p ) 1 < < X l / 2 1 og X 
p ,;;; X 

for xi x
0

, X;;;. q while the Mean Value Theorem (see next section) implies 

(3.12) I I I x(t) 1 << qL112 log L 
X Q,,;;; L 

for L < q . Thus the contribution of the non-principal characters is less than 

(3.13) L112 X 112 log2 X • 

Choosing 

(3.14) 

we get (on the GRH) 

(3.15) 

and from (3.2) 

(3.16) 

S- LX (l+O(llX)) - q log X og 

11 a p 11 < 2 1 og 
4 

q < 1 og 
6 

X 
ql/2 xl/3 

Using this argument for infinitely many q we get Theorem 2 in the case of the GRH. 

4. For technical reasons we will use weighted sums lile 

(4.1) 

where 

(4.2) 

and 

(4.3) 

00 

E 
Q, = 1 

(Si, ,q) = 1 

I 
p ,;;; X 

ap = i(q) 

log~ 
p 

E 9, - 1/2 E log ~ . 
Si, ,;;; L 

{9-,q) = 1 
p ,;;; X p 

ap=; i(q) 

In this section we will prove the following estimates for bilinear forms. 

LEMMA 1 

Supposing E > 0 , MN,;;; X and 

(4.4) ql/2 + 5E < < L < q < X < q2 2 + 5E < < LX 
' q ' 



(2.6) 

we have 

(4.5) 

provided 

(4.6) 
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lb 1 << ne:/S 
n 

(X) 

E WJI, 
JI,= 1 

(t,q)=l 

X 

i~n ,r./ X ambn log mn = 

M <m ~2M 
N <n ~2N 

amn = t (q) 

= l ; w E E 
lP{qJ t=l JI, mn ~ X 

(t ,q) = 1 M < m ~ 2M 
N < n ~ 2N 
(mn ,q) = 1 

2 
g_ x5e: << M < < L xl-5e: 
L 7 

2 
or q XSe: << M << ..!:_ xl-Se: 

Ï! q-

and supposing in addition that bn =1 for all n we also have (4.5) provided 

(4.7) M << ..!:_ xl-Se: • 
q 

LEMMA 2 • 

Supposing E: > 0 , MN~ X and 

(4.8) q3/8+31:: << L < q, q1+3e:<< X< q2, q1+31::<< ll/2x7/16 , 

(2.6) 

we have 

( 4. 9) 

provided 

(4.10) 

LEMMA 3 • 

E 
R, ~ L 

(t,q)=l 

R,-1/2 E E 

mn ~ X 
M < m ~ 2M 
N < n ~ 2N 

amn= t(q) 

E E 
mn ~ X 

M <m ~ 2M 
N < n ~ 2N 

(mn,q) = 1 

X ll/2xl-E: 
am b n l og m n + O ( q ) 

( )
4/3 4/3 t x5E: << M << ( ~) xl -Se: • 

Supposing e: > 0 , MN1 •.. Nj ~ X and 



( 4 .11) 

(4.12) 

we have 

(4.13) 

provided 

(4.14) 

(4.15) 

LEMMA 4. 

Supposi ng 

(4.16) 

(2.6) 
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1 < L < q < X < q2 , q2+3s < < LX , 

la 1 << ms/ 5 
m 

-1/2 i X I: . . . I: a 1 og 
. ,;;::: X m m n1 ••• nJ. mn1 ... nj __,, 

M << 

M << 

!:_ X 
q 

M<m<2M 
N. < n. < 2N · 

1 1 1 

amn1 ... nj = R-(q) 

I: .,. . I: 
mn1 .•. nj < X 

M<m<z.1 
N. < n. < 2N. 

1 1 1 
(mn1 ... nj,q) =1 

1-5s 
if j = 1 

xl-5s 
if j = 2 q 

' 

s > 0 , MN < X and 

q3/8+3s<< L < q <X< q2, q2+3s<< LX 

la 1 << ms/ 5 lb 1 << ns/ 5 
m ' n 

= 

we have - under the LVC -

( 4 .17) 

= 

provided 

(4.18) 

I: i-1/2 
R-< L 

I: I: a b log .!.. m n mn = 

(R-,q) = 1 
mn < X 

M< m < 2M 
N< n < 2N 

amn=t(q) 

1 
lP( q) 

-1/2 i 
1/2 1- s 

t: t: ablogl+o(L X ) 
mn:,;;; X m n mn q 

M <m < 2M 
N < n ~ 2N 
(mn,q) = 1 

.9_ X5s << M << !:_ xl-5s 
L q 

The proofs need some more lanmas. 



-13-

LEMMA 5 , (Reflexion Argument, Jutila (1977)). 

2 
If X ,J x

0 
, 1 ~ L ~ q , h = log q and 

(4.19) L*= qh3_qlog6q 
-L- - L 

then 

(4.20) 

LEMMA 6 , (Mean Value Theorem, Montgomery (1971)). 

For an arbitrary collection of complex numbers am we have 

( 4. 21) 

LEMMA 7 , (Fourth Power Moment, Montgomery (1971)) . 

4 
I I)~~)it 1 << q(ltl +l) log

6
qL(ltl +l) 

5l~L5l 
(4.22) 

LEMMA 8 , (Large Value Theorem, Jutila (1977)) . 

For an arbitrary collection of complex numbers am and for a positive V we 

have 

MG gl+n MG3 
# { X : 1 E a x(m) l >V} < < -:2' + r--

m~ M m V V0 
( 4. 23) 

where G = I 1am1
2 

and n > 0 . 
m~M 

LEMMA 9 , ( Burgess ( 1963)) . 

!f. x # x
0 

and n > 0 , L ~ 1 then 

(4.24) 

We are going to prove Lemma 1 . Using the orthogonality of the characters it is 

enough to show that under the given conditions 

(4.25) 1 I x(a) L(x) C(x) I << L Xl-E 
X 1' X0 

where 
00 

(4.26) L (X) = E WJI, X (Jl ) 
,Q,=1 



(4.27) 

Taking 

(4.28) 
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C(x) = I I a b x(mn) log Xn ---x mn m mn"" 
M< m ,ç 2M 
N < n..;;; 2N 

A(s,x) = , B(s,x) = I 
N < n ..;;;2N 

We can express C(x) as a Perron integral 

(4.29) 
s 

C( ) 1 J A( s,x) B( s,x) !_ ds X =@ 
5
2 

(1/2) 

and, by taking absolute value 

(4.30) IC(x)I << x112 J I A( t+ i t,x) B( l+ i t,x) 1 dt 
'- '- t 2 + 1 

0 

Writing (4.30) and (4.20) into the left hand side of (4.25) we arrive at 

1 I x(a) L(x)C(x)I << x112 j I IA(½+it,x)B(}+it,x) 1 ~ + 
X F x0 0 X I x0 t + 1 

(4.31) 
00 

h2 

+ L112 x112d(q) f f I IL*(}+iT,x)A(}+it,x)B(½+it,x)I ~ 

where 

(4.32) 

and 

o o X-# x
0 

t +l 

L*( s,x) = I ~ 
Q,..;;; L * Q, 

is defined in Lemma 5 

Frorn the Cauchy-Schwarz inequality 
1/2 1/2 

1 AB 1 ..;;; ( I I A 1 2) ( I I B 12) , ( 4 .33) 
X X 

( 4 .34) IABI..;;; ql/ 4 ( I IAl2/
12 

( I IB14/
14 

, 
X X F X0 

2 1 /2 2 1 /2 
I IL* AB 1 ..;;; (I IL* Al ) ( I I BI ) 

X F X0 X X 
( 4 .35) 

1/2 * 1/2 
(4.36) I 1 L* AB 1 ..;;; (I IAl2) (II L 812 ) , 

X F x0 X X 

(4.37) 
4 1/4 4 1/4 2 1/2 I 1 L * AB 1 ..;;; ( I IL* 1 ) ( I 1 B 1 ) ( I 1 Al ) . 

X F x0 xi~ X F Xo X 

Suppose that bn = 1 for all n . By using (4.34), (4.37), Lemma 6 and Lemma 7 
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we get 

(4.38) 1 E x(a)L(x) C(x) I<< xl/2+sql/2(q+M)l/2+Ll/2xl/2+sq1/2(q+Ml/2<< LXl-s 
X f X0 

provided 

(4.39) M<< !:.xl-5s . 
' q 

In the general case, we use (4.33) , (4.34) or (4.35) and Lemma 6 

1 E x(a) L(x) C(x) 1 << x112+s(q-w1)1/ 2 (q+N)1/2 + 

(4.40) 
X f X0 

+ L112 x112+smin((q+L*M)(q+N) , (q+M)(q+L*N))112 << 

2 2 1/2 
<< qL 1/2 xl/2+s + ql/2xl+E + Ll/2xl/2+E min( J+ \M , qM + c:_; ) 

and this has the required size provided 

q2+3E << LX , ql+3E << L , 

(4.41) 2 2 
.9. X 5E << M << ~ xl - 5e: or ~ X 5E << M << !:. xl - E • 
L • L ' L q q L 

The proof of Lemma 1 is complete. 

Next we turn to the proof of Lemma 2 and Lemma 4 • We retain the former notations 

C(x) , A(s,x) and B(s,x) but in the sequel we take 

(4.42) 

Using (4.30) it is enough to show that under the given conditions 

( 4 • 43 ) E I L ( X ) A ( ½ + i t , X ) B ( ½ + i t , X ) 1 < < L l / 2 X l / 2 - E 
X f: X0 

uniformly in t . We have the trivial bounds 

(4.44) IA(s,x)I << M112 +E/S, IB(s,x)I << N112 +e:/ 5 

and from Lemma 9 

(4.45) IL(x)I << q3/16+n n > o . 

It follows easily from (4.44) that the characters x f: x
0 

for which 

(4.46) 1 L(x) 1 < q-l 

can be neglected. By the Mean Value Theorem {Lemma 6) the contribution of those cha­

racters x f: x
0 

for which one of the two bounds in (4.44) is less than qE/ 2 is 

at most 

(4.47) 
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which has the required size provided 

(4.48) q2+3E << LX t x5E << M << t xl-5E . 

The set of the remaining characters can be classified into at most 
S(U,V,W) of characters satisfying simultanously the conditions 

3 1 og X subsets 

(4.49) V < 1 A ( ½ + i t , X ) I ,;;;; 2V , W < 1 B( ½ + i t, X ) 1 ,;;;; 2W , U < 1 L ( X ) 1 ,;;;; 2 U 

where 

(4.50) 

and we wi 11 show 

( 4. 51) 

We can der ive some bounds for S(U, V ,W) from Lemma 6 , Lemma 7 and Lemma 8 . For 
simplicity we anit some qE factors from the left hand side of the formulas . 

(4.52) 

I S(U ,V ,W) I << ~ , 
V 

1 S(U,V,W) I<< ~ , . w 

1S(U,V,W)1<<1 , 
u 

IS(U,V,W) I<< ~+ % , 
1S(U,V ,W) 1 << 4-+ ~ . 

w w 
We apply an argument of Heath-Brown (see Iwaniec (1982) where he uses it in a simi­
lar context) We take 

. M+q N+q M qM N qN q ( 4 . 53 ) F = m ,n ( -:-:z , ---:--:2 , ~ + 3 , ~ + :-:-0 , 4 ) 
V W V V W WU 

and we show 
(4.54) 

We consider four cases. 

Case 1 F,;;;; 2M/V2 , 2N/W2 . From (4.50) 

(4.55) UVWF ¾ 2 uvw min( 4, .;) ¾ 2U(MN)112<< q3/ 16+nx1l~<L 1/ 2x112-2E. 
V W 

Case 2 
2 2 F > 2M/V , 2N/W . From (4.52) 

(4.56) UVWF ,;;;; 2 UVW mi n ( 1 , ➔ , ~ , ~ , "jf ) ,;;;; 
V W V W U 
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2 5/16 2 1/16 1/4 
(4.56) ,,;; 2 UVW ( q \ (q MN\ ( q\ ,;'.'. qXl/16 << Ll/2 xl/2-2E . 

\v2w2J \v6woJ \-v4J -

Case 3 
2 2 F > 2M/V , F,,;; 2N/W . From (4.52) 

( q N qM q \ 
UVWF ,,;; 2 UVW min \ -.--:zV , -:--:-z , -:-:-0 , ~ ) ,,;; w V, u 

\
1/8 1/2 1/8 · 1 

,;'.'.2uvwfq (N\ (qM\ (q'\/4&21/2Nl/2Ml/8& 
--. \v2J \-:l) \v6J \u4J - q ' -

,,;; 2ql/2 xl/2 M-3/8 << L 1/2 xl/2 - 2E: . 

Case 4 F ,,;; 2MJV2 , F > 2N/W2 . By i nterchangi ng the ro les of M and N , V and 

W from (4.57) we get 

( 4. 58) UVWF ,,;; 2 ql/2 Ml/2 Nl/8 ,,;; 2 ql/2 xl/8M3/8 < < L 1/2 xl/2-2E 

The proof of Lemma 2 is firnished. For the proof of Lemma 4 we note that the LVC 
(see Heath-Brown (1979)) implies that for an arbitrary collection of complex numbers 

am, a real number n > 0 and V> qn we have 

(4.59) #{ x: 1 E am x(m) 1 > V}<< 4 max la 1
2 

m,,;;M V m,,;;M m 

This shows that under the LVC we have to consider only the Case 1 , and Lemma 4 fol­
lows from the above argument. 
Finally we prove Lemma 3 . As it is familiar by now 

E I L(x) A(½+ it,x) B1(½+it,x) ... Bj( ½+it,x)I << 
X f X0 (4.60) 

gives the required result. This follows easily from the Mean Value Theorem and from 
the Fourth Power Moment via Cauchy-Schwarz inequality 

1/4 1/4 1/2 
E I LAB l I ,,;; ( E I LI 4) ( E I B l 1 4) ( E I AI 2 ) , 

(4.61) 
E ILAB1B21,,;; ( E ILA12/

12 
(E IB114V4 

(E 1B214/
14 

We omit the details. 

5. In this section we discuss the consequences of the estimates in the previous 
section. 

With the notations (3.7) and (4.1) we have 

( 5 .1) 1 -q s > 1 og X s1 + O( e ) . 
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(5.2) 
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X = ql 

in our arguments, we can see from (3.2) that L/q has the same role that o had 

originally. As the critical conditions (2.8) and (2.10) are exactly the same as 

(4.6) and (4.7) we can derive all the results (1.1) - (1.4) from Lemma 1 by using 

the appropriate methods of relating a sum over primes to bilinear forms. In particu­

lar, combining Lemma 1 with Harman's method we can cover Theorem 1 (in the homoge­

nous case) but there is no room here to give details. 

Next we prove Theorem 2 on the LVC. We choose 

(5.3) L=ql/2+6E, X=q3/2+6E 

and we use Vaughan's identity (2.11) with 

t -l 12 log } if an = t ( q) , t ~ L and ( t ,q) = 1 , 

(5.4) F(n) = 

Choosing 

(5.5) 

0 otherwise. 

1/3 u=v=X , 

Lemma 3 with j = 1 

tenn and we get 

covers the second and third terms while Lemma 4 covers the fourth 

E 
,Q, ~ L 

(t,q)=l 

t -l / 2 E A ( n) l og ~- = 
n ~ X n 

an=i(q) 

(5.6) 
= 1 E ,Q, -1/2 E 

Zpfü t~L 
(t, q) =1 

X Ll/2xl-E/2 
A (n) log n + 0 { q ) 

From the trivial inequality 

( 5. 7) 

we can easily derive 

(5.8) 

n ~ X 
(n,q)=l 

1 5 > log x 52 

Ll/2 X 
S >> q log X 

supposi ng ( 5 .3) and the LVC . This impl ies Theorem 2 . 

Lemma 2 and Lemma 3 (j = 1) combined with Vaughan's identity give only the result 

(1.3) but it is interesting to note that the limit 1/4 cornes not from the use of 

the Vaughan's identity but from the use of the Large Value Theorem. Any improvement 

on the Large Value Theorem leads to better exponents than 1/4 without applying dee­

per methods than Vaughan's identity. The limit is 1/3. 

Finally we prove Theorem 3 . This requires the use of Heath-Brown's argument, because 

Vaughan's identity is not sufficient. We will be brief, the details can be found in 
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Heath-Brown (198?) . Let 

(5.9) 1/10 1 / 5 log X 2 X ¾ z ¾ X , z = ex p ( 
2 

) , K = [ ( l og l og X ) ] 
o (log log X) 

b real numbers where X is sufficiently large, and define the coefficients 

An. Bn, An(j), A~(j) as follows . For Re s > 1 

1 1 
00 µ ( n) B n 

(5.10) II ( s) = II (1 - -) , rr
0 

( s) = II (1- -) = E s P ¾ z Ps n=l s p ¾2 p n 
0 

00 A 00 1 (5.11) E n = l og r; ( s ) II ( s ) E E - = 
n=l ns a= 1 p> z a pas 

00 An(j) 
(r;(s)rr(s) -l)j (5.12) E = • s n=l n 

00 A~(j) µ ( n) Bn K 
(-i)!k :sl -1 ~ (s) 

( (5.13) E --- E E 
\ z < 

E 
ns s n=l n¾ z n k=o p ¾2 

0 

In other words, 

1 .f a /a , n = p , p > z , 
(5.14) 

0 otherwi se , 

j 

Bn is the characteristic function of the numbers having no prime factors> z
0

, and 

An(j) is the representations of n as a product of j factors composed by primes 

> z
0 

• The definiti~n of A~(j) is rather complicated but it is clear that A~(j) 

approximates An(j) in a certain sense. 

We can formulate this connection the following way, see Heath-Brown (198?) § 2. 

For any function F(n) we have 

(5.15) 

+ 

E An ( j) F ( n) - E A* ( j) F ( n) 1 < < 
n¾X n¾X n 

E 
2 < p ¾2 

0 

2 
E X d 2j(m) F(p m) 

m ¾~ 
p 

where dj(m) denotes the number of representations of m as a product of j factors. 

Using the well-known bound of Linnik (1963) 
Y Cj 1-E 

(5.16) E d.(m) << - log Y if (a,q) =1 , q < Y , 
m ¾ Y J q 

m=a(q) 

we get in the case of F(n) is defined by (5.4) that the right hand side of (5.15) 

is 
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Ll/Z X e- (log log X)2 

q 
(5.17) 

provided 

(5.18) 

When F(n) 
(5.15) is 

X 
= log - , O 

n 
according as (n,q) = 1 or not than the right hand side of 

(5.19) << 

The connection between An and An(j) follows from the identity 

00 

(5.20) log ç(s)rr(s) = E 
j = 1 

j-1 . 
(-l) (ç(s) II(s)-l)J 

J 

thus by comparing the coefficients: 
00 j-1 

( 5 . 21 ) An = j ~ 
1 

( - l j An ( j ) 

The large j-s cause a little trouble so we use a sieve argument similar to the sim­
plest Brun's sieve 

(5.22) 
j-1 

(-1~ A(.) 
J n J 

and > (,;;;;) holds for even (odd) J-s 
We are interested in 

(4.3) 

(c.f. (5.4)). 

(5.23) 

We can connect this sum to 

s2• = E A F(n) 
n ,;;;; X n 

(c.f. (4.14)) and using (5.21) or (5.22) we can transfer this to the investigation 
of 

(5.24) S(j) = E A (j) F(n) . 
n ,;;;; X n 

We will show that under some conditions on L ,X ,z ,j we have 

s* ( j ) = L A* ( j) F ( n) = 
n ,;;;; X n 

(5.25) 
X ( 1/2 1-e:\ 

E A* ( j) 1 og - + O I L X )' 
n~X n n ' q 

1 E ,Q,-1/2 
=<P[ëjî ,11,..;;;L 

(,11,,q)=l (n,q)=l 

(5.15) , (5.17) , (5.19 and (5.25) lead to 
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and we get from 

(5.27) 

where 

(5.28) 

-21-

1 1/2 X L112x (l l X)2 
= . E i- E A ( j) log - + O ( -- e - og og ) 

lPfêïY .Q,:s;;; L n:s;;; X n n q 
(t,q)=l 

(5.21) and (5.22) 
1/2 

s2 >> ~ R(J) 

that for even J 

+ O ( L
112 ~ e-(log logX)

2 
) 

q 

R(J) = E A log!+ E 
n :;;;; X n n J < j 

First we investigate the expression R(4) , (for j =5 we are notable to prove 
(5.25) ) . Note that R(J) is independent of L and q . We will show that 

X (5.29) R(4) >> îogX 

if 

(5.30) 2 = xl/7 - lüs 

with a sufficiently small s . (5.30) implies that the terms j ~ 8 vanish. The 
contribution of the n-s having seven prime factors can be neglected because all 
these primes must satisfy 

( 5 .31) xl/7-lüs < P:;;;; xl/7 +60s . 

The n-s having six prime factors contribute to the term j =6 with 

(5.32) _! E log X 
6 p p ~ X P1·•·P5 

1 · · · 6"" 
P; > z 

and to the term j = 5 with at most 

(5.33) 1 
5 . 5 E log X 

P P ~ X P1···P5 
1 · · · 6 "" 

P. > z 
1 

The contribution of the n-s having five prime factors is similar to (5.32) with 5 
in place of 6 . There are no other contributions. By the prime number theorem 

(5.34) 
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where the integrals are taken over the four and five dimensional domains 

D4 = ({-lOE,;;;; t;, t 1+ ... +t 4 ,.;; ~+lOE:), 
(5.35) 

respectively. Numerical integration shows that (5.29) is true whenever E is small 
enough. 
We will be ready if we prove (5.25) with (5.30) , j,;;;; 4 and 

(5.36) X = q56/31 + lk • L = qX-9/28 

because in this case 

( 5. 37) Il Il < L + X << X-9/28 
ap q 74/31 + 15E 

q 

for a great many primes p up to X . 
Note that (5.36) implies (4.8) , (4.11) and (5.18). 
The structure of A~(j) (c.f. (5.13)) shows that s*(j) can be rewritten as a 
sum of at most 

(K +l)j << (log log X)8 

multilinear forms of type 

(5.38) 

with 

(5.39) r ,;;;; j ( K + 1) < < (log log X) 2 . 

Further splitting up and rearranging arguments lead to the representation of s*(j) 
as a sum of at most 

(5.40) 

multilinear forms of type 

(5.41) 

where r ,;;;; 20 

(5.42) 

(5.43) 

(5.44) 

I: . . . I: 
r.11 ... mrnl ... nj,;;;; X 

M.< m.,;;; 2M. 
1 1 1 

N. < n.,;;;; 2N. 
1 1 1 

and 

M • .;;;; z 
1 

(1) (r) 
am ... a F ( m1 ... m n 1 ... n . ) 

1 mr r J 

i =l, ... ,r , 

~1i ... MrNl ... Nj .;;;; X , N1 ;;. ... ;;. Nj , 

1 a~ i ) 1 < < mE/ 10 i = 1, ... , r . 
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we can assume 

(5.45) 

otherwise both (5.41) and its expected value are trivially less than the required 
error term. 
We can use Lemma 2 if there i s a subproduct M of M1 ... MrNl ... Nj sati sfyi ng 

(5.46) x3!7 - 5€ << M < < x4/7 + 5€ , 

and we can use Lemma 3 if either 

(5.47) Nl ;:;,, x4!7 + 5€ 

or j > 2 and 
(5.48) N1N2 > x4/ 7 +5€ 

z was chosen to equal the quotient of the two sides of (5.46)·. This ensures that 
if N i s any number l ess than x317 - 5€ and NM1 ... Mr i s greater than x317 - 5€ 

then there i s a subproduct M of NM
1 

••• Mr be.tween x317 - 5€ and x417 + 5€ . 
Suppose that there is no subproduct M of M1 ... MrN1 ... Nj satisfying (5.46) , 

N1 < x417 + 5€ and for j ;;:;,a 2 , N
1 
N
2 

< x417 + 5€ Then N
1 

< x317 - 5€ and for 

j ;;:;,a 2 , N1 N2 < x317 - 5c and therefore M1 ... MrNl < x317 - 58 and for j ;;:;,a 2 

~' 3/7 - 5s M1 ... MrN1.1 2 < X . On the other hand for j = 3 , N3 < N1 and for j = 4 , 

N3N4 < N1N2 . These inequalities imply M1 ... MrN1 ... Nj < x617 -lOs which contra­

dicts (5.45) . 
The proof of Theorem 3 is completed. 
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PERMUT.A.TIONS DES ENTIERS 

El' REPARI'ITICN DES SUI'IES 

Jean CCQUET 

Summary: The permutations h of JN which transform every µ-distributed (resp. 
µ-well distributed) sequence u with values in a compact metric space X into 
a sequence uoh which is µ-distributed (resp. µ-well distributed) too, are stu­
died. 

I. INTRODUCTION 

I.J. Définitions . 

. Une partie A de JN a pour densité d (resp. pour densité uniforme d) si 

d = lim 
1 

(A n [ 0 ' N [ ) N Gard 
N-+oo 

(resp. si d = lim 1 (A n [T N+T[) uniformément par rapport à TE1N). N Gard 
N-+oo 

. X étant un espace métrique compact muni d'une mesure de probabilité µ , une 

partie Y de X, µ-mesurable et de frontière µ-négligeable, est appelée une 

partie de µ-continuité . 

. Une suite u:1N ➔ X est dite µ-répartie [4] (resp. uniformément µ-répartie) 

si pour toute partie Y de X, de µ-continuité, u- 1(Y) a une densité (resp. 

une densité uniforme) égale à µ(Y) 

I. 2. Rappels. 

De nombreuses études ont été faites de transformations qui, à toute suite µ-répar­

tie, associent une suite µ-répartie. On peut citer notamment le travail de G. 

RAUZY [5] (voir aussi [7]) sur la stabilité de l'équirépartition d'une suite dans 

un groupe compact par addition d'une autre suite et le lien remarquable avec l' 

indépendance statistique. 

Dans le livre de G. RAUZY [6], on trouve des résultats et des références sur la 

répartition des suites extraites. 

H. RINDLER [$] a étudier la génération des clauses d'équivalence de suites µ-ré­

parties à partir de l'une d'elles au moyen des permutations h de JN qui véri­

fient la condition de stabilité: 

Gard {n E 1N ; n < N , h(n) ;;,,,, N } = o(N) . 
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On trouve des préoccupations semblables dans un travail de J. COUOT [3]. Enfin, 

l'auteur a montré dans [ 2] que si s(n) est la sonnne des chiffres de n dans 

une base et si u est uniformément µ-répartie, uos l'est aussi. Par contre, s 

ne conserve pas la µ-répartition ordinaire. 

Dans cet article, on étudie les permutations de 1N qui conservent la répartition 

ou la répartition uniforme et on donne quelques exemples. 

I.3. Conservation de la répartition. 

Définition. 1) Une permutation h de JN conserve la répartition (resp. la ré­

partition uniforme) dans l'espace métrique probabilisé (X,µ) si, pour toute suite 

u:1N +X, µ-répartie (resp. uniformément µ-répartie), uoh est µ-répartie (resp. 

uniformément µ-répartie). 

Si h conserve la répartition (resp. la répartition uniforme) dans tout espace 

métrique compact probabilisé, h est appelée une permutation c.r.s.(resp. c.r.u.s.). 

2) Une partie A de 1N est connexe si A+ [O,I[ est un intervalle. Une 

composante connexe d'une partie B de 1N est une partie connexe maximale de B. 

Par commodité, la longueur t(A) d'une partie connexe bornée A de 1N désigne 

la longueur de A+ [O,l[. 

No ta tians. l) On no te [a, b [ 1' ensemble {a, ..• , b- 1} • 

2) Pour tout entier N, on pose H(N) = h([O,N[) et on note H(N) le plus 

petit intervalle contenant H(N) • 

On caractérise les permutations c.r.u.s. et on donne une condition suffisante 

pour qu'une permutation ne soit pas c.r.s .. Au paragraphe V, on étudie des per­

muta tians liées à la représenta tian binaire des entiers. 

THEOREME 1. h désigne une pePrrtUmtion de 1N . Tl y a équivalene;e entre les mnq 

assertions suivantes: 

(i) h est c.r.u.s. ; 

(i bis) pour toute partie A de 1N ayant une densité uniforme, h -l (A) a une den­

sité uniforme égale à celle de A; 

(ii) il existe un espace métrique compact X ·muni d'une probabilfté µ non 

concentrée en un point dans lequel h conserve la répartition uniforme; 

(ii bis) il existe un réel d , 0 < d < I , tel que pour toute partie A de 1N 

de densité uniforme d, h- 1(A) ait une densité uniforme égale à d; 

(iii) le nombre maximal par rappor>t à t EJN de composantes connexes de 

h([t,N+t[) est un o(N) lorsque N tend vers l'infini. 

THEOREME 2 • h désigne une permuta. tion de 1N • S 'il existe S > O tel que pour 

tout a> 0, il existe une infinité d'entiers N pour lesquels il existe une 
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partie P(N) de H(N)'-H(N) et une injection <pN : P(N) ➔ H(N) vôriflant : 

Gard P(N) ~ BN et pour tout n E P(N)., ln - <pN(n) ! .ç an 

h n'est pas une .permutation c.P. s .. 

La condition précédente est peut-être nécessaire et suffisante pour que h ne 

soit pas c.r.s .. En tout cas, il est nécessaire pour que h ne soit pas c.r.s. 

qu'il existe B > 0 et une infinité d'entiers N pour lesquels 

Card(H(N)'-H(N) ~ BN. 

II. PREUVE DU THEOREME 1 

Le schéma de démonstration est (iii) =>(ibis)=> (i) => (ii) => (ii bis) 

=> (iii). L'i~plication (i) => (ii) est évidente. 

II.l._Preuve_de_(i_bis)_=>_(i) 

u: IN+ X désigne une suite µ-répartie. Etant donnée une partie Y de X de 

-1 µ-continuité, µ(Y) est la densité uniforme de u (Y) donc de 

h- 1(u- 1(Y)) = {ne 1N ; u(h(n)) 6 Y}. Ainsi, uoh est uniformément µ-répartie • 

• 
II.2._Preuve_de_(ii)_=>_(ii_bis) 

D'après l'hypothèse sur µ, il existe ( [4], p 201) une partie Y de X, de 

µ-continuité, telle que O < µ(Y)< 1. On peut évidenunent supposer Y compacte. On 

note d = µ(Y). 

Soit A une partie de JN de densité uniforme d. On va construire une suite 

-1 
u: IN ➔ X ,uniformément µ-répartie et telle que A= u (Y), ce qui permettra de 

conclure car, uoh étant aussi uniformément µ-répartie, h- 1(A) aura aussi pour den­

sité uniforme d. 

D'après un résultat de BAAYEN et HEDRLIN [t], il existe une suite 

u 1 : IN -+ Y uniformément 111-répartie où µ 1 est la restriction à Y de f· De même 

il existe une suite u2 
G 

tion à X' Y de l~d. 

"'' IN ➔ X"- Y uniformément µ2-répartie où µ2 est la restric-
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Comme la frontière de X"- Y est µ-négligeable, on peut quitte à remplacer 

les termes u
2

(n) appartenant à la frontière par des éléments arbitraires de X, Y, 

supposer que u
2 

est à valeurs dans X~ Y= X, Y. 

On note (ak)kSJN la suite croissante des éléments de A et (bj)jeJN la 

suite croissante des éléments de JN ~ A et on pose : 

S1 n ~ 

u(n) 

s1 n = b. 
J 

Soit alors Z une partie de X de µ-continuité. On pose z1 =Zn Y, 

On poser= Inf {k 

s = Inf {k; ~?; N + t}. 

ak e [t, N+t [} si A n [t,N+t[ # (/J et 

Comme la densité uniforme de A est d, pour tout E > 0, il existe K
1 

6 ]N 

tel que N >,KI=> ls - r - dNj = jcard (An [t, N+t[) - dNj ~ EN. 

En particuliers - r >, ~ N si 
2 

Comme u~
1

(z
1
) a pour densité 

a. l 
uniforme d = µ 

1 
(Z

1
), pour N _?; K

2
, 

jcard 
- -1 Cl.] 

((!,s[nu 1 (Z
1

)) - d (s-r) 1 ::: €(s-r) ~ EN. Pour N ?; Hax (K.1, K2) 

jcard_{ak e [t, N+t[ 

A l'aide d'une inégalité analogue pour {b. e [t' N+t[ j 
-1 

6 u2 (Z2)}, 
J 

conclut que µ(Z) + a.2 est la densité uniforme 
-] 

= a 1 de u (Z). 

• 

on 
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11.3._Preuve_de_(iii)_=>_(i_bis) 

A désigne une partie de JN de densité uniforme d. On a 

Card (h - l (A) n [ t, n+t [) = Card (A n h ( [ t, N+t [)) . 

* Etant donné E > O, il existe K 6 1N tel que, pour tout intervalle Ide 

longueur> K, 

jcard (An I) - dt(I) 1 E st(I). 

On en déduit en distinguant les composantes connexes de h( [t, n+t D de 

longueur> K et les autres: 

Icard (An h ([t, N+t[)) - dNI ~ sN + o(N) 

Ainsi h- 1(A) a une densité uniforme égale à d. 

II.4~ Preuve_de 6.i_bis) _ => _ (iii) 

On suppose que h ne vérifie pas (iii). 

Lennne I • Il ex.,û,.te u.n en,tie11.. L .tel que .te nomb!te maximal pait nappo!t.t à t de c.ompo-, 

,.san.teo c.onnex.eo de .tongu.eWl.. L de h([t,N+t[) n.e -001:t pa,.s u.n o(N). 

-1 EE~~y~: par l'absurde. Soit E > O, on choisit K tel que K < E. Le nombre maxi-

mal de composantes de longueur> K de h([t, N+t[) est inférieur à~< sN. Si 

le lennne était faux, le nombre maximal de composantes de longueur~ K serait 

majoré par sN pour N assez grand donc h vérifierait (iii). 

• 
* Du lemme I, on déduit qu'il existe L e JN , ô e] 0, 1 [ et une suite d' in-

tervalles I = [t , N + t [vérifiant 
r r r r 

J
!(I)->oo 1 r r~ 

h(I) a au moins ôN composantes connexes de longueur L. 
r r 
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Lemme 2. U e:x)-1:,te a e Jo, 1 [ et une J.iuJ.,te d' 1nteJt..va,.lf_eJ.i Jk tw que 

t(Jk) k: 00
, Sup Jk < Inf Jk+l' Sup h(Jk) < Inf h(Jk+l) et h(Jk) a1:t au 

moln.J.i at(Jk) QOmpoJ.ianteJ.i QOnnexeJ.i de longuell.l[ L. 

EE~!!Y~ :on choisit a =½et on construit Jk = [ak, bk[ par récurrence en COilllilen­

çant par J 1 = I 1. On suppose J 1, •.• , Jk construits. Il existe un intervalle 

I tel que: 
r 

ô 
2 Nr ~ ~ = Max ( 1 + bk ; inf {m ; Vn :;;: m, h(n) > Sup h(Jk)}) 

On pose alors ak+l = Sup (tr, ~) et bk+l = Nr + tr. Par construction, 

Sup Jk < Inf Jk+l' 

donc t(Jk)--> +oo. 
k~ 

ô 
Sup h(Jk) < Inf h (Jk+l), t(Jk+l) ~ Nr (1 - 2) 
Enfin, le nombre de composantes connexes de longueur L de 

h(Jk+l) est au moins ôNr - ~ ~ aNr ~ • 
On se donne maintenant un réel d 6 J 0, I [. Il s'agit de construire A C JN 

-1 
de densité uniforme d et telle que h (A) n'ait pas pour densité uniforme d. Par 

1 complémentarité, on peut supposer d ~ 2 . 

E1 désigne la réunion des composantes connexes de longueur L de tous les 

ensembles h(Jk), chacune étant complétée par l'entier suivant immédiatement. 

E2 désigne la réunion des composantes connexes de longueur différente 

de L de tous les ensembles h(Jk). 

Dans la suite, on suppose E2 et E3 infinis, les autres cas se traitant de 

la même façon. 

On désigne par B une partie arbitraire de JN de densité uniforme d et B' 

une partie de JN de densité uniforme (L+~)d-l (~ 0 card ~ ½) 

~l désigne la bijection croissante de B' sur l'ensemble E
1
,réunion des 

composantes de longueur L de tous les h(Jk). 
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D'une part, Card (h- 1
(A) n Jk) = Card An h(Jk) 

* = Card (An h(Jk) n E
1
) + Card (An h(Jk) n E2). 

Card (A n h(Jk) n E2) k:::00 d Card E2 n h(Jk) et 

h(Jk) n E~) k~ d(L+~)-I Card (h(Jk) n * Card (A n E I) 

Card (A n h(Jk)) (L+I)d-1 
lim sup < d ( 1-a) +a < d. 

!l (Jk) ._ L k 

D'autre part, A a pour densité uniforme d. En effet : 

Card (An Lt, N+tÜ = Card(~
2

(B) n [t, n+t[) + Card (~
3

(B) n [t, N+tD. 

+ Card (((E 1 '- E~) u ~l (B')) n [t, N+t[) 

Etant donné E > 0, il existe M 6 1N tel que, pour tout intervalle I, 

!l(I) > M => Icard (B n I) - d!l(I) 1 ~ s!l(I). 

Ainsi, pour tout intervalle I, Icard (B n I) - d!l(I) 1 ~ E!l(I) + M, 

ce qui donne, pour r = 2 ou 3, 

1 Card ( ~ (B) n [t, N+t 1) - d Card (E n [t, N+t IJ 1 
r r 

• Icard (B n ~:
1 

(~, N+t[)) - d Card ~:
1

([t, N+t[)I 

M + s Card ~:l ([t, N+tl) = M + s Card (Er n [t, N+tl3. 

De même, il existe M'6 1N tel que 

Icard (~
1 

(B') n [t, N+tD - (L+2d-l Card (E
1 

n [t, N+tül 

~ M' + s Card (E; n [t, N+t [) de sorte que : 

Icard (~
1

(B') n [t, N+t[) - (L+t!~-l Card (E
1 

n [t, N+t[Jf 

::: M' + s Card (E* n [t, N+tL) + Icard (E; n [t, N+t[) - L:l Card (E
1 

n [t, N+t[) 1 

~M' + 2 + s Card (E; n [t, N+t[). 

L+l Card (E
1 

n [t, N+t[) 1 ~ 2, 
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on obtient finalement: 

lcard(A n [t, N+t[) - dN 1 ~ 2M + M' + 4EN 

pour N assez grand de sorte que A a bien pour densité uniforme d. 

III. PREUVE DU THEOREME 2. 

Par des arguments semblables à ceux du II, on se ramène à construire 

une partie A de N de densité I telle que h- 1(A) n'ait pas pour densité I· 
III. l. Lennne 3. U e.wte. B > 0 e.t une. .ouite. CJUJiMan:te d' e.nt.lVl/2 (Nk) tW que 

poUJL tout ke:JN; li e.wte une pcvr.,;Ue Qk de ft(Nk+ 1) "' CH (Nk+ 1) u H(Nk)) 

e.t une. in. j ectio n lj!k : Qk ➔ H (Nk+ l ) ' H (Nk) V étr..,loia.n:t : Gard Qk ~ ½ BNk+ l e.t, 

poUJL tout e.n:tieJ[. t ~ Sup ij(Nk), !card(Qk n [O,t[) - Card(l/!k(Qk) ri [O~tC) ! ~ 2~ 

~E~~y~: on suppose que N1, ••• Nk ont été déterminés, N1 arbitraire. On pose 

~ = Sup H(Nk) = Sup H(Nk). D'après l'hypothèse du théorème 2, il existe un entier 

Nk+l vérifiant les conditions: 

. il existe une partie P(Nk+l) de H(Nk+l) ,.. H(Nk+l) et une injection 

~~: P(Nk+l) ➔ H(Nk+l) telles que: 

On choisit alors Qk = P(Nk+l) ..... [0,2 ~[ et lj!k désigne la restriction de~~ à Qk. 

D'autre part, Qk n H(Nk) =~et lj!k(Qk) n H(Nk) =~.la dernière condition résultant 

du fait que sine Qk, ~k(n) ~ (1 - k!l ) n ~ ~· 

Enfin, on a la majoration suivante 

~ Card {ne Qk; n < t, ~k(n) ~ t} + Card {ne Qk; n ~ t, ~k(n) < t} 

t t 2t 
~ k+2 + k < k. Le lemme 3 est démontré. 
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III.2. Fin de la preuve du théorème 2 

Avec les notations du lennne 3, on pose?;= : Qk et :f = : 1/lk (Qk) 
k=l k=l 

D'après le lemme 3, 

!card(~n [O,N[) ~ Card(jn [O,N[j = o(N) lorsque N tend vers l'infini. 

D'autre part, 

Card(;/n H(Nk+l)) - Card(°Cn H(Nk+l)) 

~ s 
>, Card $k(Qk) - Card H(Nk) >, Card Qk - ~ ~ 4 Nk+I' 

de sorte que: 

-1 .J) · -1 C)O 13 
Card([O, Nk+l[ n h (,J ))- Card([O,Nk+l[ n h (b))~7;Nk+t• 

~ et:f' étant disjoints, Card(b n [O,N[) + Card(j n [O,N[) ~ N. 

Ainsi Card °b n 

Card În 
[O,N[ 

[O,N[ 

N 
~ 2 + o(N) et 

N 
:5 Ï + o(N). 

Doné il existe une partie B de JN de densité ! vérifiant : 

et 

Si h- 1
(B) n'a pas pour densité½, on pose A= B. 

Si h-l (B) a pour densité ½, on pose A = (B '~) u f , de sorte que A a pour den-

• ~ 1 B site 2 comme et que: 

IV. REMARQUES 

IV. 1. LM peJtmuta.ti.on& ~.JL.~. n.e. 6onme.nt: pa..ô un.. g1t.oupe., 1-M pt2Jrmutailon1;, 

c.Jt..u.h. non plM. 

Par exemple, on pose h(O) = 0, h(l) = 1 et pour K >, 1, 



h(n) 

K 
2
K n-2 

+-2-

2
K 2K-1 

'+ + 
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. . n 6 [2K, 2K+ l ,-s 1 n pair, _ 

K 
n-1-2 

2 
sin impair, r

-K K+I I n e 2 , 2 

1 h -I ' . . h est c.r.s. et c.r.u.s. a ors que n est ni c.r.s. ni c.r.u.s. 

IV.2. U n'e:x)/2.te auc.une pe.Jimu.ta.tfon h de IN .tfl.ano{iafl.man.t .toute. ;.,u,,U:e équÂ!LépM­

:tle u danJ.i IB./'ll, en une 1.iu.ile, uoh uvu,6aJimémen.t équÂ!Lépa.flÜe.. 

D'après ce qu'on a vu au II, h serait telle que pour toute A de JN de den­

-1 
sité d, h (A) ait pour densité uniforme d. 

Soit A une partie de densité d, on suppose que h- 1
(A) a pour densité uni-

forme d. Connue h(n) -> 00 n-J,-00 • on peut construire par récurrence une suite d'intervalles 

disjoints Fk 
ro 

= [Nk, Nk + k [ tels que U h(Fk) ait pour densité O. Il suffit de 
k=l 

choisir Fk+l tel que: 

CO 

Alors B = A U h(Fk) a pour densité d alors que h -l (B) n Fk est vide. 
k=l 

IV. 'L Le~ peJimu.ta:tlano h .tfl.ano,6a,iman.t la µ-JiépM:tlûon uvu,6oJime. en µ-Jtépa.fl:tl:tlon 

1.ion:t c.el.te.-6 poUA le.-6quel.te-0 le nambJie de c.ompo;.,an.te.;., c.onne.xu de h([O,N[) 

e..ôt un o(N). 

Il existe de telles permutations h qui ne sont pas c.r.u.s •• On peut choi­

sir par exemple h(n) = n sin< 16 et pour K ~ 2, 

n si ne [4K + 2K+l, 4K+l [ 

h(n) 4K + K si [4K, 4K + 2KL = 2(n-4) n E 

4K + K K 
2(n-4 -2) + si n e [4K+2K. 4K+2K+l [ 
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Il en existe également qui ne sont pas c.r.s .. On peut choisir par 

h(n) = n sin< 2 et pour K ~ 2 

( n + (K+1)! - 2K! 81. ne IK! 2K!r 
J h(n) 1 

l ,n - K! Sl. n e [ 2K!' (K+ 1) ! 1 

En combinant ces idées, on peut construire une permutation h qui n'est ni 

c.r.s. ni c.r.ù.s. mais qui transforme toute suite uniformément µ-répartie en une 

suite µ-répartie. 

rv.4 Le/2 peJ1.mu:tatioJll.6 e.nv,t,6agê.e..6 pait RINVLER dan.6 [8] .ôont c..Jt • .6. mw pM 

6otLc.éme.nt c..Jt.u • .6. 

IV.5. Soit u: IN ➔ X complètement µ-répartie ([6], [8}), la suite 

* IN u : n '\./., (u(n), u(n+ 1), ... , u(n+k), •.• ) à termes dans X est répartie selon la 

* mesure-produitµ induite parµ, Si h est une permutation c.r.s., u oh est 
00 

µ-répartie également donc uoh est complètement µ-répartie. 

AfJll.6,,[ toute. pe.tLmutatlon c..1t • .ô. c.on-6e.Jtve. la c.omY.Jlète. 1téfa!LtJ;tJ.nn rlr?A t-111.:te.;... 

V. PERMUTATIONS BINAIRES 

V.1. On envisage les permutations h0 définies de la manière suivante: si e 
ro 

est une permutation de 1N et si n = I: 
r=o 

ment binaire den, on pose: 

ro 

r 
e (n)2, e (n) E {0,1}, est le développe-

r r 
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THEOREME 3. 1) Tou;te pvimu;ta,ûon h
8 

(¼;t c..11,.u.f.i. 

2) h (¼;t e,.11,.,6. f.ii e,;t f.ieul.emen;t f.ii e -id (¼;t bo11,née (id dé.f.iigne 
8 

bien f.i ÛJL l' identi;té de· IN) • 

Remarque 

V.2._Preuve_du_l) 

-K Etant donnés> 0, on choisit un entier K tel que 2 ~ s puis un entier 

L tel que [o, K[ C 8([o,L[) et enfin un entier N tel que 2L ~ sN· 

On pose a= inf {i€IN ; t ~ i2L} et b = Max {i€JN ; i2L ~ N+t}. 
-

he<[t, N+tD = h 8 <[t, a2LDV h 8CQ,2\ N+t[) U ( l) h8 ([i2\ (i+1)2LD) 
a~i<b 

Par constru<ition, chaque composante de h
8 

( [i2L, ( i + 1) 2L Q a une longueur 

au moins égale à 2K. Donc le nombre total de composantes connexes de h8 (j~,N+t[? 

est majoré par N-2-K + 2L+l ~ 3sN. On conclut par le théorème 1. 

V.3._Preuve_du_2)_;_condition_nécessaire 

On choisit K assez grand pour que O E e([O,K[) et on écrit 

0([0,K[) = [al, al + Q, I [ u [a 1, a2 + Q,2 [ u u [a , a + Q, [ avec = 0, ... al q q q 
Q,. > 0 et a. 1 > a. + Q,. 
J J+ J J 

Si e id n'est pas majorée, a 
q 

+ 9, - K n'est pas majorée. q 

Si 8 - id n'est pas minorée, K - 9, 1 n'est pas majorée. 

Donc si 0 - id n'est pas bornée, a + 9, - n n'est pas · ~ q q NI maJoree. 

C = 

K Les composantes connexes de h
8

([0,2 [) sont de la forme 

a. 9,1 [ 
kj 2 J + 2 oa pour tout je {2, .. ,q}, 

.Q, • 
commune est 2 J 

] 

q a. q 
C(k , ... , k2) = I k.2 J, I 

q ·-2 J . 2 J- J= .Q,· 
k. < 2 J • Leur longueur 

J 
1 Dans 1 'énoncé du théorème 2, on choisit 8 = 2. Etant donné ry > O arbitraire, 

on choisit m entier assez grand pour que a(2m - J) > J. 
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On choisit ensuite K de manière que aq + Qq > i 1 + m (il existe une infi­

nité de telles valeurs de K). Conformément aux notations du théorème 2, on choisit 

K - K K la partie P([0,2 [) de H([0,2 [), H([0,2 [) de la manière suivante : 

u I 

V P ([O, 2K[) ( [q 
a. 9,1 q a.,-

= E k. 2 J - 2 E k.2 J 
1, fl -1 fl 

j=2 J j=2 J -
1 

k2, .• kq-1 2 q ~k <2 q I 
I 

q 
9, • 

où k. < 2 J pour j < q 
J 

et on poae (j)(n) 

(j) est une injection dont l'image est la réunion -des 
Q, -1 Q, 

composantes C(kq•··• k2) avec 2 q ~ kq < 2 q_ La sonnne des longueurs de ces 

est 2K-l 1 . ·~ d 1 'hl d k . 0 composantes car a moitie es va eurs possi es e sont permises. n 
q 

a bien B =½·D'autre part 

Q,1 ttm 
(j)(n) - n = 2 < a(2 

a ,Q, -1 9, 
a(2 q 2 q - 2 1) ~ 

a Q, 

a.(2 q k - 2 1) 
q 

La condition du théorème 2 est remplie, h
8 

n'est pas c.r.s. 

V.4._Preuve_du_2)_;_condition_suffisante 

On suppose e-id bornée. Il existe B > 0 tel que 

t-B ~ e(t) ~ t+B pour tout te m 

A désigne un ensemble de densité d. On écrit tout entier N sous la forme 
s s s 

N = 2 ° + 2 
1 

+ ••• + 2 k avec s
0 

> s
1 

> ••• > sk. 

On pose 9,r = Max {j e JN ; [o, j [ n e( [o, sr[) de sorte que ,Q,r :;: sr - B. 

s +l s +B+l 
D'une part he(l_o,N[) c: he([o,2 o [) c: [o,2 o [ 

. s 

Q, 

2 ° et 

' . [ or Dautre part, les composantes connexes de h
8

( 0,2 ) ont pour longueur 
~ s s s s ,Q, 

( [ · o r-1 o r-1 r r r celles de h 8 _2 + ••• + 2 , 2 + ••• + 2 + 2 ) ont pour longueur 2 • 
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Etant donné E > 0 , on choisit un entier w tel que 2-w ,;;;; E, puis un entier 

M tel que, pour tout m;;.. 2M , 

lcard(A n [O,m[) - dm 1 ,;;;; 
-w 

E2 m • 

On pose enfin p = Max{r· s - s ,;;;; w} . Alors, 
' o r 
s s 1 +s 

1 Card(A n h
0

([2 °+,,.+2 P,N[)),;;;; 2 p+ -w ,;;;; N.2 ,;;;; EN • 

Et toute composante connexe C de 
s sp 

, 2 °+ ••• +2 [)aune longueur minorée 
,Q, s -B s -B-w 

par 2 p ;;.. 2 p ;;.. 2 ° Si on choisit N assez grand pour que s
0

-B-w;;.. M, 

jcard(A n C) - dCardC j ,;;;; E2-w(InfC + SupC),;;;; E2-w2s 0 + B + 2 ,;;;; s4B+l ,Q,(C). 

On obtient finalement 

1 
B+l 

Jcard(A n h 0([0,N[)) - dN ,;;;; (4 + 2)EN 

h; 1
(A) a pour densité d, donc h

0 
est c.r.s •• 

VI. LIEN AVEC L'INDEPENDANCE STATISTIQUE 

Deux sui tes et ]N + X 
2 

à valeurs dans des espaces mé tri-

ques compacts sont dites statistiquement indépendantes [6] (on note u
1
.Lu

2 
) si 

pour toutes fi: xi+ Œ et f2: x2 + Œ continues, 

0 = lim ( .!. 
N 

N~ 
">' f ( ( ) ) f ( ( ) ) (-N

1 r f 
1 

(u 
1 

(n) ) ) ½ 1 u 1 n 2 u 2 n - t.-
n -,. N n<N 

On dit qu'une permuta tian h de JN conserve l'indépendance s ta tis tique 

(h est c.i.s.) si quelles que soient les suites et à valeurs dans des 

espaces métriques compacts 

ul .L u2 => Uloh .L U2oh • 

Est-il vrai que les permutations c.r.s. et c.1..s. coïncident? 
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APPLICATION DES MEILLEURES APPROXIMATIONS AU 

CALCUL D'UNITÉS 

par 

E. DUBOIS (Caen) 

Les meilleures approximations (M.A.) ontsurtout été étudiées pour leurs 

propriétés d'approximations diophantiennes. Depuis quelques années, avec 

le développement de l'informatique, des méthodes de calcul de certaines M.A. 

ont été mises au point. A cette fin on a le plus souvent modifié la définition 

usuelle de M.A. Ceci conduit à diverses notions. Nous considérerons ici le 

cas de M.A. de zéro par une forme linéaire à trois variables, relativement 

à dèux autres formes linéaires. Nous en déduirons, en utilisant quelques 

résultats de Voronoi [4 et 8], une méthode de calcul d'un système fondamental 

d'unités d'un corps cubique totalement réel. 

I.Rappel des cas connus 

I.l - Si e est un nombre réel on dit que (p,q) est une M.A. -de e si 

On sait que les M.A. de e sont les réduites (sauf peut être la 

première) du développement en fraction continue de e. Si on remplace la 

condition lq'I > q par F(p' ,q') > F(p,q) où F est une fonction 

distance "raisonnable" on sait [Sb] que cette propriété reste vraie 

au moins à partir d'un certain rang. 

L'application au calcul d'unité est bien connue. On a 

Théorème I.1 - Le développement de e en fraction continue conduit 

à l'unité fondamentàle de l'anneàu ~[e]. 

Pour tout corps quadratique réel il suffit alors de considérer e 
tel que 1,0 soit une base d'entiers pour obtenir l'unité fondamentale 

du corps. 

I.2 - Dans le cas de 2 nombres réels v,w · tels que l,v,w soit une base 

d'entiers d'un corps cubique à conjugués complexes on définit la notion 

de M.A. suivante: 
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Définition P = (p
0

,p 1,p 2) dans i
3 est une Fc-M.A. de zéro 

par la forme linéaire L(P) = p
0 

+ p1v + p2w, relativement à la forme 

quadratique F (P) = N(L(P)) / L(P) = IL'(P)!
2 

(en notant L'(P) un 
C 

conjugué de L(P)) si et seulement si 

On sait calculer la suite des Fc-M.A. et on a: 

Théorème [5] .- Soit (Pn)~ la suite des Fc-M.A. d'une base 

d'entiers d'un corps cubique à conjugués complexes. La première unité 

rencontrée dans la suite (L(Pn))n>O est l'unité fondamentale du corps. 

II.Cas d'un corps cubique totalement réel 

II.1 - Soient 1,v,w. une base d'entiers d'un tel corps ; v', v" (resp. w' ,w") 

les conjugués de v (resp. w). Pour P = (p
0

,p 1,p 2) dans ~3 notons 

et L1(P), L2(P) les conjugués de L(P). 

Définition.- Nous dirons que le point P est extremal si et seulement 

si la région 

est vide. 

Il est évident que toute unité L(P) correspond à un point P extremal. 

On doit donc rechercher un système fondamental d'unités (le groupe est ici 

de rang 2) parmi ces points extremaux. 

Nous allons donner un méthode de .calcul de certaines suites de points 

extremaux et en utilisant des résultats de Voronoi nous en déduirons une 

méthode pour. déterminer un système fondamental d'unités. 

Indépendannnent J. BUCHMANN [3] a aussi mis un point des méthodes de 

calculs donnant des résultats similaires. 
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II .2 - Suite de MA. 
1 

Définition .- Nous dirons que (T) est n une suite de MA. de zéro pour 
1----"---

la forme linéaire L. relativement à L.' Lk 1 J 
({i,j ,k} = {O, 1,2}) si 

et seulement si 

T est un point extrémal, L.(T) > 0 
0 ------------- 1 0 

et si pour tout n ~ 0 

L. (T I) = Min { 1 L. (Q) j 
1 n+ 1 

Il est clair que T étant donné, la suite (Tn)~o est bien définie 
0 

et que pout tout n, T est un point extremal. Sans restreindre la généralité 
n 

nous supposerons que (i, j, k) = (O,1,2) et que T = (1 ,O,O). On a . . 
0 

Théorème .- Si (Tn)~ 

il existe un point auxiliaire 

de 'l1
3

• 

est une suite de MA alors pour tout n ~ 0 
0 

Rn tel que (Tn, Rn, Tn+l) soit une base 

Preuve : Toute MA est un point extremal et donc deux MA consécu-
o 0 

tives T T sont linéairement indépendantes. (On trouve facilement n' n+ 1' 
des exemples où trois 

dépendantes). 

MA 
0 

consécutives T T T n-1' n' n+l sont linéairement 

Pour tout point entier 

Soit Q un point tel que 

Q', notons d(Q') = de t (T , Q' , T l) • n n+ 

d(Q) = Min {d(Q') ; Q' entier, d(Q') > o} 

Nous voulons montrer que d(Q) = 1. Sinon soit d un diviseur premier de 

d(Q) et considérons les points 

P est entier si et seulement si (R,
0

, t 1,t 2) satisfont un système linéaire 

de congruences modulo d. Or le déterminant d(Q) de ce systènie est divisible 

par d. Il admet donc 'l.llle solution entière non triviale 

vérifiant ltil ~ i· 
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Si .e.
1 

= 0 on a IL (P)I < L (T 
1
) et pour j = 1,2 IL.(P)I < 11,(T )! o o n+ J J n 

car L (T) < L (T +l) et IL,(T 
1
)1 < IL.(T )1. Ceci est contradictoire 

o o n J n+ J n 
avec la définition de T l. n+ 

Si .e.
1 

# 0 on a 0 < ld(P)l < d(Q) ce qui contradictoire avec le 

choix de Q et termine la preuve. 

II.3 - Méthode de calcul d•une suite de MA 
0 

Nous notons (Q,R,T) la base. (T 
1

,R 
1

,T ). Au départ on prend 
n- n- n 

T_
1 

= (0,0, 1), T = ( 1,0,0) 
0 

II.3.1 - La première étape consiste à trouver un point entier S 

dans la région 

R. = 1,2 

En cherchant S sous la forme iQ + jR + kT ceci revient à déterminer une 

solution entière (i,j,k) du système 

(.e. = 1;2) 

Notons A= (a 1,a 2), B = (h 1,b2), D = (-1,1) et X.Y le produit 

scalaire dans IR2• On remplace (A,B) par (A1,B1) = (ÀA+B, A), À étant 

l'entier le plus proche de -(B.D) / (A.D). On a alors IA1.nl < ! IA,D!, 
Et on continue le procédé jusqu•à IA .ni< 1. Si A = (x,y) = iA + jB n n 
on a lx-y!< 1. On choisit alors pour k un entier tel que lx+kl < 1 

et ly+kj < 1. (i,j,k). est alors une solution du système. 

II,3.2 - La deuxième étape consiste à décrire 1•ensemble des points 

entiers P, que l'on exprime sous la forme iQ + jR + kT, vérifiant: 

o < L (P) < IL {s)I 
0 0 

Chaque point P considéré en cours de calcul est rangé dans S. 

La borne L (S) s'améliore donc à chaque fois. Le dernier point S sera 
0 

la MA
0 

suivante (Tn+l). 



-44-

Ce système s'écrit en utilisant les notations de II.3.1 pour a
1 

et b
1 

lia + jb + kl < c 
0 0 0 

! = 1,2 

1 
(ao,bo,co) = L (T) (Lo(Q), Lo(R), ILo(S)!). 

0 

où 

Plusieurs méthodes sont possibles. La plus simple à progrannner consiste 

à calculer les composantes des sonnnets du parallélépipède. On obtient des 

bornes pour i,j,k. Précisèment on a: 

. [ c
0
lb1-h2 1 + lb2-b

0
I + jb

0
-h 11 ] 

1 il ~ 1 - - -
M -lao(bl-b2)+al(b2-bo)+a2(bo-btÎ 

et des expressions similaires pour les majorants jM' kM de (j) et (k). 

Chaque améliora.tion de· ·s, donc de c
0

, a une influence simple sur iM, JM' 

~- Pour chaque triplet (i,j,k) vérifiant Ji!<: iM' ljl ~ jM' lkl <: ~ 
on doit tester· si le système est satisfait. On conserve dans S le meilleur 

point. 

11.3.3 - La ·troisième étape consiste à compléter T = T, S = T . n n+l 
en une base. 

En écrivant 

il suffit de déterminer i•, j' tels que (i'j - ij') = 1. Le point 

R' = i 'Q + j'R convient. 

II.3.4 - Précision des calculs 

Le passage d'un rang n au suivant nécessite le calcul de 

.e, = o, l,2. 

Il est dangereux de les èalculer en fonction de l'étape précédente 

(i.e L
1

(S) = iL
1
{Q) + jL 1(R~ + k1

1
(T)) car les erreurs d'arrondi risquent 

de se cumuler. 11 est préférable de les calculer directement en fonction 

des données (i.e L
0

(S) = s
0 

·+·s 1v + s2w si s = (s
0

,_s1,s 2) ••• ). 
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Lor~que n ➔ oo , Max I s . 1 ➔ oo, 
l. 

et L2(S) ➔ O. Pour calculer 

L
1

(s) et L2 (S) il est donc nécessaire d'avoir v', w', v", w" avec une 

grande précision. Ce sont ces conditions qui assurent la validité des 

calculs. 

Si on avait besoin de pousser un calcul on peut tourner cette diffi­

culté en déterminant, par un calcul en entier et en multiprécision, l'équation 

vérifiée par Lt(S) (t = 0,1 ou 2 donne la même équation). 

III.Système fondamental 

III.! - L'idée de chercher un système fondamental d'unités parmi les suites 

MA
0

, MAI ou MA2 vient de l'espoir que la suite MA 
0 

la plus petite unité e: , 
0 

positive vérifiant le:'I < 
0 

qui est faux, et du résultat suivant. 

partant de contienne 

et le:~I < 1, ce 

Théorème .- Soit K un corps cubique totalement réel. Soient e:
0

,e:1,e:2 
les unités vérifiant 

E > 0, 
0 

1 e: 1 I< 1 , 

1 e:2 I< 1 , 

Alors tout couple (e:.,e:.) 
l. J 

le:'I < t, 1 e:" 1 < et e: minimal 
0 0 0 

e:i > o, 1 E 
11

1 1 <1 et e: 1 

1 minimal 

1 e:i 1 < 1 e:" > 0 2 et E Il 
2 minimal 

est un système fondamental d'unités. 

Ce résultat est dû à Berwick [1]. Il est tombé dans l'oubli et a été 

redémontré, en autre, par Smadja (7, chap. 6]. Ma démonstration est basée 

sur le lemme suivant : 

Letmne 1 .- Soit un réseau du plan R2 • Considérons trois droites 

6.x, 6.y, 6.z concourantes en 0 et formant 2 à 2 des angles de 60 degrés. 

Pour toute permuation de x,y,z notons 6.xy la région limitée par 6.x 

et 6.y et si A E 6.xy notons h(A) la distance à 6.z. 

Alors si A E 6.xy avec h(A) 

alors (A,B) est une base du réseau 

minimal, BE 6.yz avec h(B) minimal 
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L'hypothèse signifie que les régions hachurées ne contiennent aucun point 

du réseau. Pour montrer que (A,B) est une base du réseau il suffit de 

montrer que le parallélogrannne construit sur OA et OB ne contient aucun 

point du réseau. Ce que l'on obtient en translatant de OA, OB ou de 

OA + OB les régions hachurées ou leurs symétriques par rapport ·à O. 

Le lien avec le théorème est la bijection 

E - (log I E 1, log I E, 1 , log 1 €:" 1) 

entre le groupe des unités et un réseau contenu dans un plan (car IEE't"I = l). 

Dans le même ordre d•idée on peut montrer avec les notations précédentes 

Lemme.- Si A et C € Axy avec h(A) minimal et C non multiple de A 

avec h(C) minimal alors (A,C) est une base du réseau. 

Théorème .- Soit K un corps cubique totalement réel 

multiplicativement indépendantes vérifiant 

E > o, E minimal 

n > e, n minimal 

alors (t,n) est un système fondamental d 1 unitês de K.-

E,n des unités 

Pour pouvoir utiliser ce résultat il faudrait trouver une méthode de 

calcul de la suite des points extrémaux vérifiant IL.e, (P)_ 1 < l_ pour ! = 1,2 

rangés par L (P) 
0 

croissant. Ce que nous ne savons pas encore faire de 

manière simple. La suite des MA peut oublier des points extrémaux. De même 
0 

le théorème de Berwick ne peut s'appliquer car la suite des MA 
0 

de 

ne conduit pas nécessairement à c • 
0 

Nous avons des exemples où elle passe 

à côté. Il est peut être possible que la suite MA 
0 

aucune t111ité. Nous n'avons pas rencontré d'exemple. 

III.2 - Périodicité des suites de MA 

de ne contienne 

Soient P et une unité e, notons c*P le point entier tel que 

L(e::*P) = EL(P). 

unité 

Lemme.- Si T
0 

et T
0

.,_1 sont deux MA
0 

consécutives alors pour toute 

E, c*T et &*T I Sôrtt deux MA consécutives. 
n - n+ ----- o 
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Il est clair que si T est un point extremal, E*T l'est aussi. 
n n 

D'autre part, s'il existe un point Q tel que 

alors le point E-l*Q contredirait la définition de T 1. n+ 

Théorème .- Soit (Tn)n;;;.o 
Cl = L(T ). Il existe k,n et n n 0 

une suite de 

une unité E 

MA (T 
0 0 

vérifiant 

quelconque). Notons 

IE'I < 1, IE"I < 1 

tels que 

n;;;i,n 
0 

On dira que la suite est périodique.et que T +t•···,T +k est .n n 
une période (n quelconque ;;;i, n) modulo le facteur de multiplicité E. 

0 

Preuve : D'après le théorème de Minkowski, il existe une constante C 

ne dépendant que du corps (si D est le discriminant du corps on peut 

prendre C = ln) telle que la région 

contienne au moins un point entier non nul. La norme des L(P) est donc n 
bornée par C. Or modulo les unités il n'y a qu'un nombre fini de classes 

d'entiers algébriques ayant la même norme. Il existe donc n ,k et une 
0 

unité E tels que 

T n +k 
0 

Le lennne montre par récurrence que cette relation reste vraie pour tout 

Les éléments de la suite sont donc à partir d'un certain rang 

i i 
E *În +l •·~·• E *Tn +k i=0,1,2 •.. 

0 0 

n ;;;i, n • 
0 

Ceci nous conduit à considérer la double suite "purement périodique" 

Définition - Une telle double suite est appelée 0-chaine (ou chaine 

de direction 0). 
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Toute suite extraite de cette double suite (donc tronquée à gauche) est 

une suite de MA. 
0 

On définit de même des !-chaines et des 2-chaines à partir d'une période 

d'une suite de MA1 ou de MA2 ~ 

III.3 - Propriétés des chaines 

- Lemme 1 : Deux chaines de même direction sont ou bien confondues ou 

bien n'ont aucun point en commun (c'est évident). 

- Lennne 2 Deux chaines de direction différente ont un point commun 

- Lenme 3 : Si on multiplie(*) les éléments d'une chaine par une 

même unité, on obtient une chaine de même direction ayant le même facteur 

périodique. 

- Lennne 4 Si pour deux chaines (T) et (P) de ... direction, meme 
n n 

il existe met n et une unité n tel que T = n*P alors elles se 
m n 

déduisent l'une de l'autre par multiplication (li<) par n. 

Les lemmes 3 et 4 sont évidents à partir du lemme de III.2. 

Les chaines se comportent comme des droites parallèles de trois 

directions différentes. Comme Voronoi, on va en déduir~ un système fondamental 

d'unités. 

III.4 - Méthode de détermination d'un système fondamental d'unités 

- On détermine une base d'entiers 1,v,w du corps considéré. 

- On part de T = (1,0,0). On calcule les termes T de la suite des 
0 n 

MA jusqu'à ce qu'il existe no, nl (J.r:;;;n .r:;;;n) tels que L(T ) / L(T ) 
0 0 1 nl n 

soit une unité disons E:. On prend nl minimal. 

- Puis à partir de T on calcule les termes 
n 

0 

(ou MA2) jusqu'à ce qu'il existe 

soit une unité disons n. 

m ' 0 
n .r:;;; m < n 1 0 0 

Pm de la suite de MA1 

tel que L(P) / L(T ) 
m m 

0 

0 
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E,n ainsi construit est un système fondamental d'unités 

On considère la 0-chaine i 1 
€ *T , .•• ,e *T 

1 
et les 0-chaines 

no ni-

obtenues par multiplication par une 

0-chaines parallèles 

unité o quelconque. On obtient des 

suite MA
1 

ou MA
2 

n*Tm 
0 

(~) 

T =E*T 
(T) 

n 
m n

1 
n 

0 0 

Ces chaines sont ordonnées par l'intersection avec une ]-chaine quelconque, 

certaines sont au 11dessus 11 de la 0-chaine (T ), d'autres sont au dessous. 
n 

Si o est une unité, les 0-chaines obtenues par multiplication par o et 

par o-l sont de part et d'autre de (T ). Il suffit alors de considérer n . 
les 0-chaines qui sont·au-"dessus". Considérons la 0-chaine (R) la plus 

n 
proche de (T ). Il existe n tel que 

n 
(R) et (T) 

n n 
se déduisent par 

multiplication 

forme (1/ *T ) n 
j € t?, i ;;;i, 0 

par 

i = 

(ou 

n. Alors toutes les chaines considérées sont de la 

1 , 2, ••• 
-i J. o = Tl € 

et toutesles unités sont de la forme 

correspondant aux a-chaines qui sont au-dessous 

de (T ) ) • 
n 

j 
n ou nE O pour un certain j

0
, est caractérisé par le fait 

que m est le premier 
jo 

n ou nE 

indice pour lequel P est congru modulo une unité, 
m 

à un élément de T , •.• ,T l. (L(P) / L(T ) = n). n
0 

n
1
- m m

0 

IV - Quelques exemples 

Nous donnons l'équation définissant le corps sous la forme 3 
X -eX-d = O, 

le discrimiriant D. Nous notons e la plus grande racine positive de 

l'équation et a= (an) (resp. S = (Sn), y= (yn)) les suites MA.
0 

(resp. MAI' 

MA2) de 1. Nous avons calculé ces trois suites et nous en déduisons des 

systèmes fondamentaux.d'unités que nous exprimons en fonction de e. 
Nous donnons également les équations vérifiées par ces unités et les relations 

permettant de relier les différentes bases entre-elles. 
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3 IV.I - Le corps défini par X -7X-7 = O, de discriminant 49 est abélien 
2 

(cela n'a aucune influence sur la méthode utilisée) et admet 1,0,0 

pour base d'entiers. 

Les trois suites a,8,y sont périodiques de longueur l. 
2 

81 -10+30+20 2 , 
2 Ils sont conjugués al = -4+20+0 , = yl = -4+0+e • et 

3 2 
vérifient l'équation X -2X -X+l = 0 et la relation al8ly1 = 1 • 

Les couples (a 1,8 1), (8 1,y 1), (y 1,a 1) sont des systèmes fondamentaux 

d'unités. 

IV.2 - Le corps défini par 

et admet pour base d'entiers 

périodiques de longueur 

x3
-4X+2 = O, de discriminant 148 est non abélien 

2 
1,0,0 • Les trois suites a,8,y sont 

2 
a = 1-20-0 

1 

vérifient les équations respectives 

3 2 X +SX -X-1 = 0 

V = -]+0 
1 1 

3 2 X +3X -X-1 = 0 

Les couples (a 1,B 1), (8 1,y 1), (a 1,y 1) sont des systèmes fondamentaux 

d'unités. 

IV.3 - Le corps défini par 3 X -7X+4 = O, de discriminant 940 admet 2 1,e,e 
pour base d'entiers. Les suites a,8,y sont périodiques de longueur respec-

tive t 1 = 2, 12 = 2, 13 = 3 et contiennent les unités 

2 
~2 = -5+7e+3e 

. 2 e2 = -33+3e+se 

vérifiant les équations respectives 

2 y3 = -3+60-20 

Les couples (a 2 ,s 2), (82,y 3), (y3,a 2) sont des bases. 

IV.4 - Le corps défini par x3-2oX+34 = o, de discriminant 788 admet 
--2 
t,e,e pour base d'entiers. Les suites 

t 1 = 3, t 2 = 2 et contiennent les unités 

2 a 3 = -133+310+110 

a et 8 sont périodiques de longueur 
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vérifiant les équations respectives 

3 2 X -41X +I IX+l = 0 3 2 X -21X -SX+I = 0 

Mais la suite y périodique de longueur 2 a une prépériode. Elle ne contient 

pas d'unité, On a les situations suivantes 

est une unité vérifiant 
3 2 X -9X +7X-l = 0 

est une unité vérifiant 
3 2 

X +21X -33X+l = 0 

On en déduit que les couples 

sont des systèmes fondamentaux d'unités. On a les relations 

cet exemple montre qu'une suite de MA. ne contient pas toujours une unité, 
1 

Pour obtenir un système fondamental d'unités il suffit de calculer 
\ 

2 suites. Nous avons donc fait trop de calculs. Nous n'avons pas d'argument 

pour,étant donné un corps, choisir les deux directions les mieux appropriées. 

Nous n'avons pas dressé de table, il en existe dans la littérature. 

Notre but était de montrer que le calcul de certaines M.A permet de calcuier 

un système fondamental d'unités d'un corps cubique totalement réel. 

La méthode exposée ici est plus rapide que celle de [7] et semble 

équivalente à celle de [3]. La précision des calculs est très facile à 

cerner. La méthode peut donc s'appliquer à des cas ponctuels difficiles 

(unités avec de grandes composantes dans la base d'entiers). 
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SOME PROBLEMS ON NUMBER THEORY 

P. ERDOS 

In this little note I discuss mainly problems on prime numbers some of which occu­
pied me for a long time, but I mention also some new questions. The quality of the 
problems considered will be very uneven, some are more exercises, some certainly 
serious problems, unfortunately I am not always sure into which category the pro­
blems belong. 
First I discuss some problem which arose during our meeting. An old and very dif­
ficult conjecture of mine states that (d(n) denotes the number of divisors of 
n) d(n) = d(n +1) has infinitely many solutions. It is probably presumptions 
to call this 11my conjecture" it probably was asked long ago. I only call it my 
conjecture since it is mentioned in one of _my papers. Brun1 s method easily gives 
that for infinitely many n , c1 < d(n)/d(n +1) < c2 and in fact the set of li­
mit points of d(n)/d(n + 1) contains intervals [ 1] [ 2] . No doubt the sequen­
ce d(n)/d(n +1) is everywhere dense in (O,oo) , but the only limit points know 
are O and 00 • My original conjecture on d(n) = d(n +1) may very well be 
unattackable and it was a great surprise tome when Claudia Spiro (unpublished) 
proved that d(n) = d(n +5040) has infinitely many solutions. It is based on 
the fact that there are 8 primes p. , i =1, ... ,8 so that the least common multi-

1 
ple of the differences p. -p. 1 ¾ i ¾ 8 _is 5040. This lead Narkiewicz and 

J 1 
me to consider the following problem: Denote by D(p1, ... ,pn) the least common 
multiple of the (~) numbers p. -p. . Put 

'- J 1 

f(n) = min D(p1, ... ,pn) 
P1,···,Pn 

and F(n) is the smallest value of D(p1, ... ,pn) assumed for infinitely many 
P1,p2, ... ,pn . We of course can not even prove that F(2) is finite since this 
would imply that pk + 1 - pk < C has infinitely many solutions for so(lle C , but 
we wi 11 as s urne the prime k-tup 1 e conjecture of Hardy and Littlewood wh i ch of cour­
se implies F(n) < = . Put 

g(n) = II 
q<m a a -1 

where aq is the largest integer for which ~(q q) = (q -l)q q < n 
A simple argument shows that F(n) ~ g(n) since if 

ex: 
then q q I D(pl' ... ,pn) . If q is one of the p1 s 

a -1 

q is not one of the p1 s 
Cl, 

then q q l D(pl' ... ,pn) if 

(q-1-q q < n-1 . We conjectured that f(n)/g(n) + oo and that f(n) = g(n) 
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is possible only for every small values of n . Very like1y f(n) = F(n) for 
n > n0 . We could not even show that f(8) = 5040 . 
It could be 2520 if a11 the 8 p1 s are incongruent mod 16 • We on1y couid exclude 
this by long computations which we did not carry out. It follows from the prime 
number theorem that log g(n) = {n +CY(l)) . We think that perhaps 

(1) lim log f(n) < = , . lim log F(n) < = . 
n n 

It might be of some interest to obtain an asymptotic formula for log 0(2,3, ••• ,pn) 
probably 

(2) log 0(2,3,. •. ,pn) /n log n = c , for some O < c < 1 . 

In a recent letter Claudia Spiro deduced from the prime k-tuple conjecture that 

1 +c log log n 
(g(n)) log n (3) F(n) 

The conjecture f(n) /g(n) + 00 remains open. In view of her result (3) it would 
perhaps be of interest to study 

Is it true that An l/n + 00 ? or at least An> (1 +e::)" i.e. 

A related function is 

Bn > (n! )l+c 

some i nterest. 

n 
min . II p.D(Pp···,Pn) = 80 • 

P1' ... ,Pn , = 1 1 

or Bn > n!c for every c if n > n0(c) would perhaps be of 

These problems can be considered for other sequences than the primes 
a1,a2, ... ,an are n square-free numbers what can be said about min D(a1, ••• ,an)? 
At the moment I can say nothing non-trivial about this problem. 

Sorne questions which Nicolas and I considered lead to the fo11owing question: let 
P1,P2, ..• ,pn be an arbitrary set of n primes. Is it true that 

(4) 1 < Cn ? 

(4) is still open. It follows from the prime k-tuple conjecture that (4) · if 
true is best possible i.e. there are infinite1y many n-tuples of primes 
p. , .•. ,p. for which 

l 1 1 k 

1 
p. -p. 

1 . 1 . 1 
J J 

> Cn • 
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I thought for a while that instead of (4) the following stronger result may hold 
let a1 < a2 < ... <an be~ sequence of integers for which every interval of 
length t contain for every t fewer than c1 t/ log t a's . Is it then true 
that 

( 5) 1 
a. - a. < Cn ? 

J 1 

Unfortunately, Ruzsa gave a simple counterexample to (5) • Let the a's be the 
s . 

i ntegers of. the form Z e. 21 
, where e1 = 0 or 1 but e

1
- = O if i i s a 

= 1 1 

Power of 2 and s is chosen so that s - log s - log n +d(I) log 2 - log 2 
It is easy to see that the a 1 s satisfy our condition but 

( 6) a.~a. > c n log log n 
J 1 

(6) contradicts {5} and is easi1y seen to be best possible. Probably a counter­
example to (4) can also be found (i.e. the a 's can be chosen to be primes). 
Put dk = Pk+l - pk; dk seems to behave very irregularly. Put 

D(x) = max (Pk+l - pk) • 
pk<x 

dk 
Cramer [ 3] conjectured that 1im 2 = 1 • A slight strengthening of Cra-

{log k) 
mer conjecture states 

( 7) 1 im O{ x) 
2 

= 1 . 
(log x) 

It is quite possible though that Cramer's conjecture holds but (7) il false. (7) 
in particular wou1d imply that 

~t~)) + 1 

and there certainly is no real evidence that this holds. In fact I suspect that it 
fails. There is no doubt that every even d is of the form Pk+l - pk but the 
sma11est k for which Pk+l - pk = d probably tends ta infinity exponentia11y in 
d but I can not prove that it tends to infinity faster than polynomia11y, perhaps 
this is not hopeless and I overlook a simple argument. 
Denote by U(x) the number of even integers of the form p. - P; ~ 3 ~ P; < p. ~ x. 

J ½ J a U(x) > ex follows immediately by Bruns method, but perhaps, U(x) > '2" - (log x) , 
for some a and an x > x0(ci) and perhaps for infinitely many x: U(x) >~ -.c 
for some absolute constant C. Both of these conjectures are of course unattacka­
ble in the foreseeable future (the second one can perhaps be disproved). 
Denote by V( x) the number of integers of the. form aj - a1 where 1 < a1 < aj ~ x 
are squarefree numbers. V(x) > x -l 1 is easy to prove for some a< 1 , also 



-56-

V(x) > x - C holds for infinitely many x and it seems to be easy to prove that 

for every t the density of the integers~ for which V(x) = x- t , exists and the 

density of integers for which V(x) < x -t tends to O as t ➔ 00 
• The reason for 

the vagueness of my statement is that I did not think the proof over in all details. 

Rankin [4] proved in 1938 that 

(8) 
-2 D(x) > C log X log log X log log log log X ( log log log x) = L(x) . 

Since then the only improvement of (8) was that the original value of c has been 

replaced by a 1arger one by Schonhage and Rankin. This fact lead me to offer a reward 

of 104 dollars for a proof that (8) holds for every c and infinitely many x 

(in fact it no doubt holds for all x ) . I am so sure that this conjecture is true 

that I offer 25 000 dollars for a disproof. I really feel like offering 106 dol­

lars, but contrary to rumours [5], I never offer a prize if I could not pay it. 

Let H(x)/D(x) ➔ 00 • Is it true that (TT(Y) is the number of primes not exceeding 

y ) 

(9) 1r(x+H(x)) -TT{x) = (l+o(l)) H(x)/log x? 

(9) if true, is no doubt unattackable at present. Let H1 (x)/L(x) + 00 • I noti­

ced that I could not disprove that 

(10) ïr(x+H1 (x)) -TT(x) = (l+o(l)) H1 (x)/log x • 

H.Meier wrote me that he proved that if (10) holds then H1 (x) > (log x) l+s. I hope Meier wi 11 
soon publish the proof of his interesting resul t. In the mean time Maier in fact proved that 

H1 ( x) must tend to infini ty fas ter than any fi xed power of 1 og x . His proof wi 11 be pub li shed 

soon. Denote by A(x) the number of distinct integers of the form pk+r·Pk < x. Is i t true that 

(11) A(x)/D(x) + 0? 

I have no intuition about (11) and it i s qui te possible that the l imit in (11) 

does not exist. I expect that 

max min (Pk+l -pk, pk- pk_1) /max 
pk< X pk < X 

(12) 

(12) is certainly true, but is probably very deep. All these questions can be 

formulated for the sequence q1 < q2 < ... of square-free numbers, unfortunately 

these questions seem tome nearly as difficult as the questions about primes, with 

a few exception. It is a simple exercise in the use of the siefe of Eratosthenes 

that for every d there are infinitely many indices k for which qk+l - qk = d . 

k probably increases exponentially in d, we can at least show that it does not 

increases faster. Let p1 < p2 < ... be an infinite sequence of primes , 

a
1 

< a2 < . . . i s the sequence of i ntegers not divisible by any of the p.' s . 
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We can ask the same question about ai+l -ai but can answer them only if the p's 

tend to infinity very fast. 

Perhaps we have more chance for successif we consider the integers relatively prime 
to n . Let 1 = a1 < ••• < ac/l(n) = n-1 be the integers relatively prime to n and 

put (J(n) after Jacobstahl) [ 6] : 

J (n) = max 
a.< n 

l 
2 Jacobstahl conjectured J(n) < c(log n) and this was proved by Iwaniec [ 7] , but 

l+s perhaps J(n) < (log n) , this would require very much better sieve methods than 

the ones atour disposal at present. 
Let nk be the product of the first k primes ,Jacobstahl conjectured that for 
m ,;;;;; nk, J (m) < J(nk) . Perhaps J(m) < J(nk) for all m < nk+l , with possibly a 
finite number of exceptions. Clearly J(nk+l) > J(nk) and probably 

(13) J(nk+l) - J(nk)-+ 00 but J(nk+l)/J(nk)-+ 1 . 

The second conjecture of (13) seems certain to be true. The following conjecture 

seems important to me . Let nk < x < nk+l , then, 

(14) 

(14) seems important tome, all our information on large values of Pk+l- pk 
cornes from our information on J(nk) . I feel confident that (14) is true but see 
no way of an attack. I offer a record of 1000 dollars for any relevant information 
on ( 14) and 3000 do 11 ars for a proof or di sproof. 
I expect that 

(15) max min (ai+l - ai , ai - a;_ 1)/J(nk) -+ 0 . 
1 ,;;;;; i < cp ( nk) 

Perhaps (15) will not be very difficult in any case it should be much easier than 
(12) . (15) certainly is false for almost all integers, but may remain true for the 
sequence of integers satisfying cp(nk)/nk -+ 0 i.e. 7T (.1- -P1)-+ 0 . 

Pink 
It is true that if H(n)/J(n)-+ 00 then 

(16) <Pn(x,x+H(n)) = (l+O'(l)) <P~n) H(n) 

where <Pn(u,v) is the number of integers 
ted to (9) but is probably much easier. 

u<m<v (m,n)=l. (16) isrela­
(16) certainly holds for almost all n 

but I can not prove it for the nk 1 s , but in any case I am sure it is much easier 
that (9) . 
An old (more than 40 years) and striking conjecture of mine asserts that there is 
an absolute constant C so that for every n 
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( 17) 

Hooley [ 8] has many nice results on the conjecture (17), but (17) is still open 

even if we assume that ~(n) < en . 

Now let me state some more conjectures on the integers relatively prime to n 

Many of these conjectures become trivial for the integers n which have few prime 

factors. Therefore we will usually restrict ourselves to state the problems -for the 

integers nk . Let r = r(k) be the smallest index for which 

(18) 

i.e. r is smallest index for which at+l -ai assumes its maximum. I am sure that 

r increases exponentially in k but can not even prove that increases faster than 

polynomially. I would like to get an estimation for the number of solution of (18), 

also it is not clear ta me that 

(9) 

is solvable for every even s < J(nk) . Perhaps the proof of this will be easy. A 

formula for the number of solutions and an estimation for the sma l lest solution 

would perhaps be of some interest. I just thought of these questions and have to 

ask for the indulgence of the reader if some of these problems are trivial or false. 

I conjectured some time aga that if (a ,b) = 1 , a < b < x then 

(20) min (J(a), J(b)) < c log x . 

(20) is certainly a "serious" conjecture and if true, 'might give some insight into 

the mysterious behaviour of Pk+l - Pk • 

A related old conjecture of mine states that if we consider the congruences 

( 21) 

then for every chaise of the ap there always is an integer n < x which satisfies 

at most one of the congruences ( 21) . 

Unfortunately I can make no contribution to the solution of these problems. During 

our meeting Hildebrandt and I proved that for every e: > 0 il · x > x0(e:) one can 

fi nd congruences 

(22) n = ap , 

exp ( 1 -e:) l og x · log l og 1 cg x / l og 1 og x < p < x 

so that every integer n < x satisfies at least one of the congruences (22) , and 

that this becomes false if in (22) 1-e: is replaced by l+e: . One could try ta 

make the result more precise by asking for the largest p1 for which there are con-
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gruences (22) for p1 < p < x so that every integer n < x satisfies at least 
one of then. The exact determination of p1 is of course hopeless but no doubt 
(22) could be made more precise. 

Denote by a1 (r) < a2 {r) < . . . the set of integers which have at most r prime 
factors. It is a simple exercice to prove that for r = 2 [ 9] 

( 23 ) l im ( a . 
1
( r) - a . ( r ) ) / log ( a . ( r ) ) > 0 . 

l+ 1 1 

I could never prove that the ]imit in (23) is co ·, also I could get no satisfac­
tory result for r > 2 . The limit could very well be O for r > 2 . 
Now I would like to restate some old problens of Selfridge and myself [lQ J which 
seen interesting tous but which have been completely neglected partly because our 
paper has been made to some extent obsolete by the results of Hensley and Richards 
[ 11 ] . Let 

(24) n < a1 < a2 < ... < at < n+k , 

l<i<j<t. 

(a. ,a . ) = 1 · , 
1 J 

The sequence (24) is called complete if for every n < s < n+k, (s,ai) > 1 for 
sane 1 < i < t . Put max t = F{n;k) and min t = f(n;k) where the maximum and 

minimum is to be taken for all complete sequences (24) . Consider the four functiors 

max F ( n ; k) , mi n F ( n; k) , max f { n ; k) , mi n f ( n ; k) . 
n n n n 

Our results on max F(n;k) have been made obsolete by Hensley and Richards, but 
perhaps it is renarkable that we could only prove 

1 

25 k I - E < min F(n;k) < c k(log log k)2 (log k)- 2 (log log log k)-l . 

The upper bound in (25) is clearly related to Rankin's result (8) and will be hard 
to improve but the lower bound should surely be improved to kl-E or at least to 
k112+E perhaps even min F(n;k)/k 112 

+ 00 would be of some interest. 
Bath max F{n;k) and min F(n;k) are clearly monotonie but max f(n;k) is not 

n n n 
monotonie since max f(n;6) = 3 and max f(n;5) = 4 , this is the only such case 

n n 

we found, but we only computed max f(n;k) for k < 45 • Put . 
n 

(26) min (F(n;k) - f{n;k)) = g(k) . 
n 

We conjectured that g(k) + 00 as k + 00 • Perhaps (26) can be proved algorithmical­
ly and will not be difficult. Clearly all the integers all whose prime factors are 
> k must occur in every complete sequence. Perhaps 

(27) lim max~> 1 
k+oo n g 
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but as far as I know (27) is sti11 open, we only can prove that the 1im sup is 
finite and the lim inf;;;,,, 1 • 
It is trivial that min f(n;K) = 2 . Denote by nk the sma1lest integer for which 

· îi p. - k • We have a non-trivial proof that 
p.~k 1 

1 

for sane k there is strict inequality. 
Denote further by nk the sma11est integer for which there are two integers a and 

b , nk <a< b < nk+k so that (n+j ,ab)> 1 for 1 ~ j ~ k • The difference 

between · nf and nk is that in the definition of nk we do not require (a,b} = 1. 

We show that for al1 sufficient1y large k < nk <}. TT p and probably 
P < k 

n 1 
= 01( n p) 

k p < k 

For which k is it true ·tnat if {a,b) = 1 ,. 1 < b-a = k, then there always is a 
c , a < c < b such that (a,b,c) = 1 ? Perhaps for k > k there is no such k . 
If such a k exists then for this k , nk = n p _ k O 

p< k 
Is there a k so that for some set of k consecutive intege"s +1 k , n , .•• ,n+ 

(n+i 
\ 

k 
, TT (n+j)) = A(n;i} 

j =1 . 
j #i 

is complete for every i , 1 < i < k? Is there a k so that every A(n;i) has 
more than r distinct prime factors ? For r =0 every sufficiently large k has 
this property. This is a we11 known result of Brauer, Pillai and Szekeres [12] • 
For r > o we do not know the answer which may very well by yes for r = 1 and 
no for r > 1 . This problem is related to (23). 
In another paper Selfridge and I [ 13 J prove the fo11owing surprîsing theorem: 
For every s > O and k there is a set of k2 primes p1 > ..• > p 2 and an in­
terva1 I = { x , x + (3-s}p1} so that .the number of distinct integer/ m in I 
which are multiples of any the p 1s is 2k • This theorem is surprising sinœ 
one wou1d expect that the number of these integers is > ck2 ~ Since our proof is 
not easily accessible I give it here in fu11 detail. First we prove that our result 
is best possible. In fact we show that any intervai I' of 1ength > 2p1 contains 

::.1::::rv:: di(tp:u~:i:1:: ~f f P: :: 2 ._ T;I' i:.:,::::11:P :s: ~s:::le. 
(1::1· k 1=1 k ) k 

contains only one multiple of the p 1s . Let 11 be the interval · {a,b} , 
b - a > 2p1 • 11 is the interval {a , a+ ½ {b- a)} and r2 the interva1 
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both of these intervals contains at least 
k2 
I r .!?~ 1 ;;;a k2 

i = 1 L 2Pi j 

multiples of the p 1 s (counted by multiplicity) . If no m in I is a multiple 
of more than k of the p 1 s then clearly there are at least 2k distinct multi­
ples of the p 's in I . Thus assume say that there is an m in 11 which is a 
multiple of r > k , p 's , where r is the largest such integer. 
Let p. , ... ,p. r > k be the prime factors of m . This in 11

1 there are at 
11 1 2 r 

least kr distinct multiples of the p 1 s . For every Pi. let sj be the smal-
s. J 

lest integer for which 
s. 

the numbers m +2 J .p. 

m +2 J .p. is in 12
1 

, such an s. clearly exists, and 
1 . J 
J 

1 . 
are clearly distinct for j =1,2, ... ,r . Thus ! 1 con-

2J 
tains at least r + ~ > 2k r 
proof. 

distinct multiples of the p 1 s which completes the 

Now we prove the more difficult statement that there is an I of length (3 -E)p 1 
which contains no more than 2k distinct multiples of the p 's . First we prove a 

Lemma.- For every k and arbitrary large N there are k2 primes 

N < qo < ql < ... < q 2 < N + (log N) k+3 
k -1 

satisfying for every 1..;; i..;; k-1 , 1..;; j..;; k-1 

In others words there are k sets of k primes whose interna 1 structure i s the: same. 
Probably very much more is true : there is an f(k) and infinitely many primes p 
so that all the numbers p + t f(k) , 0..;; t < k2 , are primes - in fact consecutive 
primes. Needless to say it is quite hopeless at present to prove this conjecture and 
fortunately we do not need it. 
The proof of the Lemma is by a simple counting argument. It followq from the prime 
number theorem (or a more elementary theorem) that for every large x there is an 
interval of length L > (4k log x)k+Z between f and x which contains more 

than 2 l~g x primes. Denote these primes by 
L 

Y< rl < r2 < · · · < r w < Y+ L ' w > 2 log x 

Consider the [Y] intervals [ r(u-l)k+l, ruk+l] , uk+l < w • We only retain 

those intervals which are shorter than 4k log x . Clearly there are at least 
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L(4k log x)-l such intervals. The number of patterns for the k primes 

r(u-l)k+l 'r(u-l)k+2' ... 'ruk in these intervals is clearly less than 

(4k log x)k+l • Thus for sufficiently large x there are more than k k-tuples of 
primes giving the same pattern, which completes the proof of our Lemma. 
Now using the Chinese remainder theorem we are ready to complete the proof of our 

theorem. Put 
k-1 k-1 

a.. = II qik+j , s. :::; rr qiktj , 
1 j=O J i=O 

Clearly 
k-1 k -1 k2 -1 

II ai = II /3 . = IT qt 
i=O j=O J 9.=0 

k2 - 1 
Now we determine x mod II qt as fo11ows : 

t=O 

1 ,.;; i , j ,.;; k-1 

. 

x+qj = o (mod sj) , x+q0 = qjk (mod a.j) , 0..;;; j..;;; k-1 . 

. 

A simple argument shows that the interval {x-q0+1 , x+2q0-1} of length 
3q

0 
- 2 > (3-s) q 2 contains only 2k multiples of the q 's namely the unique 

k -1 
multiples of a.0,a1, ... ,a.k-1; So,Sl', .. ,Sk-1 · 

Let now aga in p1 > p2 > ... > p 2 , and I an interval of length > 3p1 • Unfor-
k 

tunate1y here so to speak 11all hell breaks loose11 and we completely loose control 
over the distinct multiples of the p 1s • It is quite possible that in this case 
I contains more than c k2 distinct multiples of the p 1 s. I can on1y prove the 
fo11owing much weaker theorem. 
Let p1 > ... > p 2 , and I an interva1 of length > 3p1 k 
least 6112 k distinct multiples of the p 1 s . 

. Then I contains at 

Clearly the interval I contains at least 3 k2 multiples or the p 's, counted 
by multiplicity. Let r be the largest integer so that there is an m in I which 
is the multiple of r p 1 s say m = O (mod Pi , •.. , Pi ) . 

1 r 
Each Pt. , j = 1, .•• , r has at least two other multiples in I (namely m ± p!. 

J J 
or m+P9,. , m+2p,Q,. or m-pt. , m-2p1 .) . These 2r+l multiples of the p 1s are 

J J J J 

clearly all distinct. Thus I contains at least 
. 2 

min ( 3~ , 2r+1) > 6112 k 

distinct multiples of the p 's, which canpletes our proof of our theoran. 
I am sure that this result is not best possible. Perhaps the following re1ated pro-
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blem is also interesting : 

are primes, every interval 

precisely one of the p 1 s 

Determine the smallest f(u) so that if p1 > ... > Pu 

of length f(u)p 1 contains an integer divisible by 

. Clearly many related questions can be asked. 

Denote by In the interval (r,i) and by f(x,n) the number of integers m, 

x < m < x+n which have at least one prime factor in In . An old conjecture of 

mine states 

(28) f(x,n) > en/log n . 

It seems ridiculous that I have not been able to make any progress with (28) and 

I am not sure if I am just being silly and overlook an obvious point or whether 

(28) is really difficult or at least requires a clever idea. It is easy to see 

that the number of integers having at least two prime factors in {x,x+n} is at 

most 

1 n n n 
2 ( TT ( 2) - TT ( 3 ) ) = ( 1 +oi( 1 ) ) 12 log n 

and that equality is possible here, also f{x,n) ~ 2{TT(i)-TT(r)) for suitable 

values of x and equality is again possible, but I would only prove 

( 
n '//2 

f(x,n) > c log n) . It is not difficult to show that there is an absolute 

constant C so that if n ➔ 00 then for almost all x 

n 
f(x,n) = {C+ (1)) log n 

and with a little more trouble one could obtain results on the distribution function 

oftheerror f(x,n)-c 10~n. Noneofthisseemstohelpwith (28). 

To finish the paper let me just state a few older problem. Denote by P1 ,P2, ... 

the sequence of primes. Prachar and I [14] conjectured that the number of indices 

k for which for every i < k < j 

( 29) P . / i < P k/ k < p . / j 
1 J 

is finite. 

(29) seems very plausible and it probably holds for many other sequences e.g. for 

the primes p = a (mod b) or for the set of integers not divisible by a set of pri-

mes E 1/pi = 00 where the complementary set qi also satisfies E 1/qi = 00 
• 

In fact (29) should hold if ak/k ➔ 00 but not tao fast and ak is not tao regular. 

The se rather vague statements of course do not rea lly hel p and it must be 1 eft open 

whether any non-trivial statement related to (29) can be made and proved. 
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More than 25 years ago I made the following (foolish) conjecture. 
k 

Let a1 < a2 < ... < ak.;;; n , . n 1/a .;;; 1 . Is it then true that the number of 
1 = 1 

integers not exceeding n which are not divisible by any of the a 's is > en . 
This was disproved by Schinzel and Szekeres [15} and more recently Ruzsa and Te­
nenbaum proved that the number of these i ntegers i s > c1 10~ n , but can be 1 ess 

. than c2n/log n . 
Let Pi < p2 < ... < n be a sequence of primes for which E 1/pi .;;; 1 . Then it 
is easy to see that there are en integers no one of which is a multiple of any of 
the p 's .;;; n . It will perhaps not be difficult to determine the smallest possi­
ble value of c • 
One of the most interesting unconventional problems of primes is due ta Ostman: 
Prove that one can not find two sequences a1 < a2 < ... , b1 < b2 ... of at least 
two elements so that all but a finite number of primes are of the form a

1
. + b. . J 

and only a finite number of composite numbers are of the form ai+ bj , in other 
words the symmetric difference of the primes and the integers of the form ai+ bj 
must be infinite. This striking conjecture is still open. Hornfeck [16] proved 
it in the case that one of the sequence a1 < a2 < . . . or b1 < b2 < . . . is 
finite. 
It follows from the prime k-tuple conjecture that there are two infinite sequences 
a1 < a2 < ... , b1 < b2 < . . . so that al l the sums ai + bj are primes. It seems 
certain that at least one of these.sequences must tend to infinity at least exponen­
tially. By the way it seems certain that .:if there are only a finite number of corn-. 
posite numbers among the a;+ bj then there are only { lo~ x ) primes p < x 

of the form a.+ b. which would be much stronger than Ostmans conjecture. Since 
1 J 

the analog of the prime k-tuple conjecture clearly holds for the squarefree numbers 
it is easy to see that there are infinite sequences a1 < a2 < ... , b1 < b2 < ... 
so that all the integers a;+ bj are squarefree. Perhaps it is true that if all but 
a fini te number of the a;+ bj are squarefree and bath sequences a; and bj are 
infinite then the number of squarefree integers of the form a;+ bj is O'(x) , or 

even slightly stronger A(x) B(x) = CY(x) where A{x) = E 1 , B(x) = E 1 . 
a.< x b.< x 

1 1 

· Pomerance once asked : Is there a subsequence of the primes P; < p. < . . . whose 
1 12 

second difference p. - 2p. + pi 
1r 1 r+l r+2 

is bounded from above (or bounded in abso-

lute value). Probably such a sequence does not exist, not even if the primes are re-
placed by the squarefree numbers, but I do not see how to attack these questions. 
About 30 years aga, Ricci and I [ 17] proved that the set of limit points of 

(Pk+l -pk) /log k is of positive Lebesgue measure. Unfortunately 00 is the only 
limit point of this set known tous. Can one prove that this set has a finite limit 
point ;;, 1 ? 
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Perhaps the following somewhat vague conjecture is not hopeless : Let H(x)/log x ➔ 00 

smoothly but H(x) < L(x) (see {8)) . Is it then true that the set of limit points 

of (Pk+l -pk) / H(k) have positive measure? Is there for every C an index k 
for which 

C 1 og x < Pk - Pk-1 < Pk+ 1 - Pk ' Pk < x ? 

Finally I state a somewhat unconventional problem which was considered by Pomerance 
and myself. Straus and I once conjectured that if k > k

0 
then there always is an 

i for which 

(30) 

Pomerance [ 18] disproved this, in fact he disproved this for much more general se­
quences. We tried unsuccessfully to prove that in fact for almost k (30) in fact 
holds. It would suffice to show that for almost all k there i$ an i for which 

(31) 

but we could not prove (31). Is it true that the number of distinct integers of 

the form Pn+i +pn-i , i =1,2, ... is > en/log n2? It easily fo11ows from the 
sharper form of the prime number theorem that the number of solutions of 

A= Pn+i +pn-i in i is bounded if n ➔ 00 , but we can show this only for the 
A 1 s in the neighborhood of 2pn 
Pomerance and I further considered the following problems : Is it true that for 

n > n0 there always is an i for which 2pn = Pn+i +pn-i ? The answer is almost 
certainly affirmative. Is it true that there is a c so that infinitely many i 

and every i < n 
p . + p . - 2p > - C ? n+1 n-1 n 

Put 

Is it true that there is an a> 0 so that for infinitely many n 

(32) M > P + na ' • p . n n+1 n-1 

and if the answer ts affirmative try to determine the largest a for which (32) 
holds for infinitely many n . 
Finally I would like to remark that (17) leads to interesting and deep problems for 
other sequences e.g. let q1 < q2 < ... be the sequence of consecutive squarefree 
numbers. Is it true that for every a 

(33) 



-66-

I proved (33) for every o.¾ 2 and Hooley [16] proved it for every ex¾ 3 (Hooley 
jus t i nformed me tha t he can prove i t for every a ¾ 3+i:: for :;orne sma 11 positive 
i:: . If (33) holds for every a then for every i:: > 0 and n > n

0
(r) , qn+l-qn < 

qns . Thus (33) if true is probably very deep. I could not disprove the following 
much stronger conjecture 

(34) ~ exp C (qn+l - qn) < ac x • 
qn < X 

(34) if true is completely beyond our reach, but perhaps (34) can be disproved. 

Recently Heath Brown (by using and further developing the method of Claudia Spiro) proved 
that the number of solutions of d(n) = d(n+l) , n < x , is greater than c x{logxr: 
The problem on d(n) = d(n+l) is in fact a joint problem of mine with L. Missky 
(see P. Erdos and L. Missky, On the distribution of values of the divisorfonction 
d(n), Proc. London Math. Seo. 3(1952),257-271). 

* 
* * 
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SUR LE THEOREME DE BRUN - T ITCHvlARSCH 

par E. FOUV RY 

I.- RESULTATS. 

Un des problèmes classiques de la théorie analytique des nombres est l'évalua­

tion, pour a et q entiers premiers entre eux, de la fonction n(x;q,a) , car­

dinal de 1 'ensemble des nombres premiers inférieurs à . x , congrus à a modulo q. 

Ici, on ne s'intéresse q~'à une majoration en moyenne de cette fonction, plus pré­

cisément, on étudie le problème suivant: 

1 e Pr>oblème : Soient E > 0 , A > 0 , 2 ,;;;; 0 ,;;;; 1 - E , Q = x , a un entier> fixé. 

Quelle fonction C(e) peut-on prendre pour que l'inégalité 

n(x ;q,a) ,;;; __ x __ (C(e) + s) 
(.j) ( q) 1 Og X 

soit vraie pour x;;;. Xo(a,A,E) , pour presque tout q de l'intervalle [ Q,2Q] 
premier avec a, le nombre d'exceptions ne dépassant pas Q{log x)-A? 

La formule conjecturée par Montgomery 
1 

n ( x ; q , a ) = <.pl{~) + 0 E ( ( ~) I + E ) ( ( q , a ) = 1 , q ,;;;; x 1 - E ) 

entraîne que 1 e bon ordre de grandeur serait C(e) = 1 . 

En 1981, J.M. DESHOUILLERS et H. IWANIEC, partant da leurs estimations en moyenne 

de sommes de Kloosterman ([ l l) sont parvenus à la fonction C(e) = 4/(3(1-8)), 

d'où ils ont déduit que, pour une infinité de nombres premiers p, le plus grand 
o-E: facteur premier de p + a vaut au moins p avec 8 = 0 ,6563 5 . . . {[ 2]) . 

On améliore leur résultat de la façon suivante : 

IJ.'HEOREME ([ 5 J} : Pour ½,;;;; 8 ,;;;; ~~ , le pPohlème pPoposé admet pour solution Za 

fonction C(e) = c1 ( e) - c2 ( e) , avec 

12 1 e,;;;; 53 
25 - 4o e ( 2 < Ï04) 

c1 ( 8) = 
48 53 l!.) 

47 - 56 e (104 ,;;;; e,;;;; 
20 
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et l {10(1 - e)\ 
09 \9 e } 

0 

{ 1 10 \ 
\2<e<I9J 

/lO.ç:: 0 .ç::11\ 
\ fg"" - 20} 

Le gain est sensible en e = ½, puisque C( ½) passe de la valeur 2,6666 ... 

à la valeur 2,2946 ... Par contre, la constante o ne voit sa valeur augmenter 

que de 15 . 1 o-4 

II.- QUELQUES IDEES SUR LA DEMONSTRATION. 

La démonstration de Deshouillers et Iwaniec débute par la formule du crible 

de Rosser - Iwaniec, appliquée à la suite 

A:: (q) = {n<x; n=a[q]} 

conduisant à 1 1 inégalité 

(1) ,r(x ;q,a) < (2 + s)x + R+ (0) 
(J) ( q ) 1 og D q 

avec 

}; À(~} ~ 1 - X 
nEA(q) dq d < D 

(d,q) =l dln 

Le coefficient 

sition D = M N 

À(d) est 11bien factorisable", c'est-à-dire que pour toute décompo­

avec M > 1 et N > 1 ·, on peut écrire À comme produit de con-

vo1ution arithmétique 

où a(.) et S(.) sont nuls hors des intervalles [ l,M] et [ l,N] respective­

ment, et sont "petits en moyenne11
• 

Utilisant un développement en série de Fourier et des majorations de sommes de 

Kloosterman, et en choisissant au mieux 

[ 2 J., que R\ {D} est petit en moyenne, 

au résultat. 

les nombres M et N, on montre, dans 
-1 31'.2 - 2s pour D = (x Q ) , ce qui conduit 

La première amélioration est fondée sur 1 'idendité de Buchstab, on est ramené ainsi 

à remplacer 1 'inégalité (1) par la suivante : 

,r(x;q,a) < (2 +s)x - E(q) + R+q (0) 
(J) ( q) 1 og D 

où on a posé 

E(q) = #{n E,,t(q); D l/3 < inf {p;pln} < x112} . 

Il est facile de minorer E(q) par E1 {q) , avec 10 
E: rg-s 

E'(q)=#{nciq);n=p 1p
2

,Qx <p
2

<x }. 
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Le théorème 3 de [ 3] permet alors de remplacer, pour presque tout q de 

[ Q,2Q] , la quantité E' ( q) par 
10 

1 s 19-s 
w ( q) rr { n ~ x ; n = P1 P2 , Qx ~ P2 ~ x } 

On retrouve ainsi la fonction c2(e) du théorème. 

Pour obtenir la seconde amélioration, on revient à la construction du coefficient 

À{d) ([6}}. 2 7k 
Notons D. un nombre de la forme DE: (l + E: ) (k ;;;, 0) et ( D) une suite 

l 
{01, ... ,Dr) vérifiant les inégalités D1;;;, D2 ;;;, o3 ... 

3 3 {3) D1 ~ D , o1o2o3 ~ D •.. , 

Il apparaît alors que R+q (D) est la somme 

R+ (D) = ~ R+q ({D)) 
q (D) 

avec 

( l c) D, s) 1 ~ 1 ) . 

On dispose ainsi d 1un grand nombre de variables P; , qui seront réarrangées par 

un argument combinatoire. Evoquons deux cas extrêmes : 
Quand {D) possède beaucoup de D; 11petits 11 

, on peut regrouper certains P; 

{notés p 1

1 ... p 1k) en une variable m = p1 ... p'k , comprise dans 1 'intervalle 

[x-l+sq 2 , x5/6-s Q-4/3]. Le théorème 1 de [ 41 donne alors la majoration 

~ 1 R+ ( (D)) l < < x ( 1 og x )-A 
Q < q ~ 2Q q 

(q,a)=l 

soit encore + E: X 
1 R q ( ( D ) ) 1 < (() ( q ) l og X 

pour presque tout q de [Q,2Q] premier avec a . 

Par contre, lorsque D ne contient pas de D; 11petit 11 
, les inégalités (3) en-

traînent que D1 ••• Dr~ D Dr-l , autrement dit, on écrira \ sous la forme (2) 

avec le produit MN beaucoup plus petit que D , ce qui permet alors de prendre 

d 
. 

1 
_ . ~ ( Q-1)--2s +3/2 pour ce ern1er une va eur super1eure a x 

En conclusion, le théorème repose essentiellement sur les articles (31 et [4], 

dont la motivation est de franchir la valeur } de 1 'exposant de répartition d'un 

certain type de suites d 1entiers. obtenues par convolution de suites de supports 

particuliers. Dans ces travaux, on calcule une dispersion grâce à un développement 

en série de Fourier et des majorations de sommes de Kloosterman. 
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EQUATION DE PELL ET POINTS D'ORDRE FINI 

Yves HEIJ..EGOUARCH et Mireille I.OZACH (caen) 

L'idée de ce travail remonte à la visite d'A. SCHINZEL à Caen en 1981 et le 
résultat principal en est la constr'uction de familles de variétés abéliennes admet­
tant des points prescrits d'ordre fini. 
De nombreux membres de l'équipe d'Algèbre et de Théorie des Nombres de Caen y re­
trouveront leurs suggestions et critiques; en particulier E. Dubois, R. Paysant­
Le Roux, P. Satgé et B. Vallée. 

I, PARTIE GÉOMÉTRIQUE 

1) La courbe~ et sa jacobienne 

On se donne un entier p > 0, un corps k dont la caractéristique ne 

divise pas p et un polynôme unitaire de degré pn, avec n > O, D(X) E k[X]. 

k désignant une clôture algébrique de k (fixée dans la suite) on suppose 

que D(X) n'a que des racines simples dans k. 

On considère la courbe -6; d'équation 

yP = D(X) 

et on désigne par K le corps des fonctions de sur k K = k(X,Y), 

K le corps des fonctions de --(;; sur k: K = k(X,Y). 

Les extensions K;k(x) et K;k(X) sont de degré P, et la seconde 

est galoisienne de groupe de Galois G ~ z;pz· 

La première n'est pas nécessairement galoisienne comme l'on voit en 

prenant k = f}.. 

On désignera par a un générateur de G, il sera déterminé par 

où 

{

a(X) = X 

a(Y) = ÇY 

est une certaine racine primitive 
ième 

p de 

G est un groupe d'automorphismes de la courbe -e. 
1. Il est clair que 

Une place p de k(x) se prolonge en général en p places P
1

,P 2 ,P
3

, 

de K, sauf lorsque D(X) est annulé par f::J (on écrira D(X) E p). Les 

prolongements des places à distance finie de k(X) seront appelées les 

"points à distance finie" de -{!;. • 
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Pour prolonger la place à l'infini <i E f)), on considère la trans­

formation birationnelle 

qui transforme -(; en 

X - X' 

y i-.- Y' 

X 

y 

'é * d'équation 

Y' p = D* (X') 

où D* désigne le polynôme réciproque de D. Puisque D est unitaire, 

D*(O) = 1, donc la place à l'infini se prolonge en p places de K, que 

l'on notera 00
0 

(lorsque Y~ 1), 00
1 

(lorsque Y t-+ çp-l) (Voir [Deuring]). 

(lorsque y r--+ ç) , .•. , 00 1 
p-

Le groupe abélien libre to/t engendré par les places de K est appelé 

le groupe des diviseurs de -(;; • Les éléments de c5t, qui sont invariants 

par Gal (lë/k) sont appelés les diviseurs rationnels de -e lorsque k est 

de caractéristique zéro (l) 

La jacobienne J de -(i; est le groupe quotient du groupe t41
0 

des 

diviseurs de degré zéro par le sous-groupe des diviseurs des éléments de K. 

Un point de J est rationnel lorsqu'il est l'image d'un diviseur rationnel 

par la projection cononique : * -J. 0 

2) Equation de Pell généralisée 

On considère un élément quelconque ~ E K: 

~ = U (X) + U l (X) Y + ••• + U l (X) yp- l 
0 p-

avec U. (X) E k(X). 
1. 

On appelle norme de ~, la fraction rationnelle 

p-1 
• cr (~) E k(X) 

(1) Dans le cas général, il faut tenir compte des questions de séparabilité. 
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Lorsque ~ E k(X), il est clair que N(~) E k(X). On appellera 

"équation de Pell" l'équation 

(E ) 
p 

te cte -* N(~) = c , avec E k 

ou encore 
1 / p-11 

U (X), u
1

(X)D p ' ... U l (X)D p 
0 p-

lj 2/ 
u

1 
(X)D p, u

2
(X)D p ' ... U (X) 

0 

p-1/ 
U l (X) D p , U (X) 

p- 0 
, ... 

p-21 
U 

2
(X)D p 

p-

Exemples 

1) p = 2, (E
2

) u2 - DU2 = cte 
0 1 

2) p = 3, (E
3

) 

Définition : 

u~+ufD+u;D
2

-3u
0

u 1u2D = cte 

On dira que la solution 

ssi U (X) E Ï<' et 
0 

3) Solutions polynômiales dans k[X] 

de (E ) 
p 

= cte 

est triviale 

Puisque le groupe de Galois G agit sur le groupe des diviseurs ~ 
de ~, il est clair que J est un Z[G}module. 

Théorème 1.- L'équation (E) admet une solution non triviale 
p 

(U ,u
1

, ••• ,U 
1

) E (k[X])P ssi le point (0-e)oo est annulé sur J par un 
0 p- 0 

élément de Z[G] non nul et du type : 

avec ( ) E '7p- l • 
µ ,µ1,···,µ 2 "' 

0 p-

Démonstration 

1) Pour toute solution 

p-2 
µ 20 p-

(U , ul, ... , U I) de 
0 p-

(E) 
p 

on pose 
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que 

Dire que la solution 
1. o (tP), pour 

(U , ••• , U l) 
0 p-

i= O, ... ,p-1, n'admet pas de pôles à distance finie. 

est polynomiale, revient à dire 

Puisque p-1 ( = o(t!)) ••• o !.J)) ces fonctions n'admettent pas non 

pl~s de zéros à distance finie. 

2) On a donc 

Div (tp) = \) 00 + ••• + \) 100 1 
0 0 p- p-

avec v + ... + v 
1 0 p-

0, donc : 

Div (ta)= \! (oo -= ) 
p-1 p-1 o 

\! l (op- l _e)oo 
p- 0 

+ .•• + 
p-2 

v 1 (o + ..• + e)] (o-e)oo 
p- 0 

p-2 = [µ
0

e + µ 1o + ••• + µ o · ] (o-e)oo 
p-2 o 

Comme la matrice de passage des \). 
1. 

première partie du théorème est prouvée. 

3) µ 
0 

µl = ... =µp-Z = 0 équivaut à 

\) = 0 
p-1 

donc à Div (!.J)) = O, donc à tP E k"' 

4) Solutions polynomiales dans k[X] 

est unimodulaire, la 

Dans ce paragraphe, on suppose que la caractéristique de k est nulle. 

4.1) Il est clair que le diviseur : 

est rationnel sur k, sa classe est donc un point de J rationnel sur k. 
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Théorème 2.- On suppose que p est premier et que [k(ç) k] = p-1. 

Dans ces conditions l'équation (E ) 
p 

(U ,ul, ... ,u 1) E (k[x])P ssi le point R 

admet une solution non triviale 

est d'ordre fini sur J . 
0 p-

et par Démonstration: On désigne par k' le corps k(ç) 
k' un générateur de Gal ( /k). T se prolonge à k'(X,Y) en posant ,(X)=X 

et ,(Y)= Y. En reprenant les notations de la démonstration du théorème 1, 

on a: 

T (Div tp) = Div (c<.p) = v oo + v 1oo. + v2
00

2 . + ••• +V loo( l). 
0 0 l l p- p- l 

Puisque le diviseur de (p est rationnel, on a 

et comme i engendre (2 /p 2)* on a en fait 

Finalement 

d'où 

Div (tp) 

V p-1 

sur la jacobienne J (c'est une condition nécessaire et suffisante). 

D'autre part, on a déjà vu que v 1 = 0 équivaut à tp E k*. 

4.2) Le théorème suivant est intermédiaire entre les théorèmes 1 et 2. 

Définition: On désigne par ~ l'ensemble {oo
0

,oo1, .•. ,oop} et par 

wi, i = O, ... ,s, les orbites de ~ pour l'action de Gal (k(ç)/k), en 

convenant de poser w = {oo }. On désignera par lw. 1 le cardinal de w .. 
0 0 l l 

Alors pour 

nels sur k. 

i E {O,l, ••• ,s} les diviseurs R. = 
l 

CIO E w. 
m l 

sont ration-
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Théorème 3.- L'équation (E) 
p 

admet une solution non triviale 

(U ,ul ' .•• ,u 1) E (k[x])P SS1 il existe 
0 p-

s+l 
(n , •.. ,n) EZ , non tous nuls, 

0 S 

tels que: 

n (R - j w j R ) = 0 
S S S 0 

sur la jacobienne J. 

La démonstration se base sur des remarques analogues à celles qui ont 

été utilisées dans la démonstration du théorème 2. 

Exemples : 

1) Supposons p = 2, alors on voit que 00 - 00 
1 0 

doit être un point 

d'ordre fini (Schinzel). 

2) Supposons que p = 2q, avec q premier impair et k =~.Les 

racines ième 
p de l'unité dans k sont 

1, 1;;, ••• , 
q-1 q-1 

1;; '-1, -1;;, ••• , -1;; 

Gal (k(s)fk) ~ (7/q 2)*, c'est un groupe cyclique dont on désignera par i 

un générateur. Les orbites w sont : 
m 

W = {oo } , 
0 0 

W = {oo } 
q q 

wl = {ool,ooi,oo.2, ... } 
1 

w q+l { 00 1 'w. ( 1 ) ,00 2 ' .•. } 
q+ 1 q+ i (q+l) 

(ooq+l ne peut pas appartenir à w1 car i est impair et q+l est pair). 

On a donc : 

R = 00 

0 0 

R = 00 
q 00 

RI = oo +oo.+oo 
2

+ .•• 
1 1 • 

1 

R q+l 
= 00 +oo. +00 

q+l i(q+l) i2(q+l) 
+ ..• 

La condition géométrique est donc 
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5) Exemples 

Dans tout ce paragraphe k = ~-

5.1) Le cas p = 2 a été traité par Schinzel (voir aussi 11,3) 

5.2) Dans le cas p = 3, l'équation de Pell est 

Eugène Dubois a trouvé deux familles de polynômes D pour lesquelles 

(E3) admet une solution non triviale. 

Première famille: 

avec P et Q unitaires, de degrés pet q, tels que p+2q>O. Une solution 

non triviale est : 

(I + PQ
3

, -Q, 0) 

Deuxième famille: 

avec P et Q unitaires, de degrés pet q, tels que p+q > O. Une solution 

non triviale est : 

2 
(1, PQ ' -Q) 

Lemme: Lorsque Pet Q sont dans ~[X] et lorsque P = xP, Q = Xq 

(modulo 3), alors le polynôme D n'a pas de racines multiples lorsque P 

n'en a pas. 

Démonstration: Dans les deux cas on peut écrire D PR, avec 
2 6 3 2 3 R = P Q +3PQ +3 (resp. P Q +3). 

Il est clair que Pet R sont premiers entre eux, il suffit donc de 

montrer que R n'a pas de racines multiples. En fait, on voit facilement, 

en appliquant le critère d'Eisenstein à R et au nombre 3, que R est ir­

réductible. 
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Théorème 4.- On suppose que Pet Q sont choisis de telle sorte que 

Dl et D2 
n'admettent pas de racines multiples. Si on désigne par JI 

(resp. J2) la jacobienne de la courbe associée à Dl (resp. Dz) le point 

oo + 00
2 

- Zoo 
1 0 

est annulé par p + 3q (resp. 2p + 3q) sur JI (resp. Jz). 

Démonstration: 

Les deux cas étant analogues, nous nous limiterons au premier cas. 

Posons : 

tp = 1 + PQ
3 

(X) - YQ(X) 
= X'p+ 3q + P*Q*3 (X') - Y'Q*(X') 

x,p+3q 

où P* et Q* désignent les polynômes réciproques de Pet Q, et 

~ p+3q 
tp = X' tp 

Alors on voit qu'il existe m > 0 tel que (I) 

+~ .+ ~ .+ 2~ Div (tp) = moo
0

, Div (a(tp)) = moo
2

, Div (a (c.p)) = moo
1 

~ ~ 2 ~ 3(p+3q) Comme : tp • a ( tp) • a ( l()) = ÀX' et : 

Div+(X') = oo +oo +oo2 
0 1 

on voit que m = 3(p+3q). 

Comme Div (tp) ne dépend que des places à l'infini, on a 

Div (c.p) = Div (<P) - (p+3q) Div (X') 

= (p+3q) (2oo
0 

-00 1 -00 2) 

(1) Div+ désigne sup CO.Div). 
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II, PARTIE ANALYTIQUE 

1) Calcul de D 
1 /p 

Dans tout ce qui suit, on désignera par 

formelles en 1 ; c'est-à-dire des expressions 
X 

F(X) = ~ 

m~m 
0 

a 
m 

le corps des séries 

du type : 

Lorsque F(X) f 0, on suppose 

degré de F. Lorsque F = O, on pose 

a f O et on dit que 
m 

-m 
0 

est le 
0 

degré F = - oo. 

Dans ces conditions, il est clair que l'on a 

= deg F l + deg F z 

~ deg F l + deg F 2 

Lorsque 8m = 1, on dit que F est unitaire. 
0 

On suppose toujours que la caractéristique de k ne divise pas p. 

Proposition.- L'équation 

yP = D(X) 

admet une solution unitaire de degré n dans 

Démonstration: Posons D(X) = xpn[l +.!. R(.!.)] où R(.!_) est un poly-
X X X 

1 
nôme en X de degré pn-2. Alors la formule du binôme de Newton permet de 

définir (parce que la caractéristique de k ne divise pas 
1 ième de k((X)) dont la puissance p est bien D, à savoir 

2) Groupe des solutions polynomiales de l'équation de Pell 

On cherche des éléments : 

~ = U
0

(X) + u1(X)Y + ••• + U 
1

(X) yp-l 
p-

avec U. (X) E k[X] satisfaisant à 
i 

p) un élément /1 
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(E ) N (q,) = q>. cr (q,) . . . crp- l (q,) = ll 
p 

avec µ E k*. 

Définition.- On dira que deux solutions 

~ · 1 t · ·1 · t À E k* tel que equiva en es ssi 1 exis e 

de (E ) 
p 

sont 

On supposera seulement que le polynôme unitaire D(X) est tel que 

yP-D(X) est irréductible dans k[X,Y], ce que l'on désignera sous le nom 

d'hypothèse faible. 

Dans la suite 

dans k. 

ièmes µp désignera le groupe des racines p de l'unité 

Théorème 4.- On suppose que l'hypothèse faible est vérifiée. 

et lPz sont deux solutions de 

encore une solution de (E ). 
p 

(E ) 
p 

alors est 

2) La loi de multiplication des solutions de l'équation de Pell est 

compatible avec la relation d'équivalence ci-dessus. 

3) Le groupe ~ des classes d'équivalence est un groupe abélien 

libre de rang ,.;; d(k) où d(k) + l désigne le nombre d'orbites de µp 

sous l'action de Gal(k(ç)/k). 

Remarque: avec les notation du théorème 3, on a d(k) = s 

Démonstration Nous nous limiterons à le dernière assertion car les 

deux premières sont évidentes. 

Posons h(q>) = Uo(X)+Ul(X)~(X) + ••• + up-l(X)~p-l(X) 

et L(q,) = (deg h(q,),deg hocr(q,) , •.. , deg hocrp-l(q,)). 

L est un homomorphisme 

l'hyperplan d'équation: 

~ --zP dont l'image est contenue dans 

+ ••• + X 
p-1 = 0 

Supposons que lP E Ker L, alors pour tout 1 = O,l, •.. ,p-1 on a 

1 deg(U +ç 
0 

u ~ + + çi(p-1) u 
l • • • p-1 
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En multipliant ces relations par sij et en additionnant, on a 

deg(U . .ô)) < 0 
J 

pour J = 0,1, ... p-1. 

que 

avec 

Puisque les u. 
1 

sont des polynômes et puisque n > O, on en déduit 

eu ,u1, •.• ,u 1) = (À,O, ••. o) 
0 p-

À E k*, donc Ker L est la classe d'équivalence des solutions triviales. 

n. 
Si d'autre part on désigne par ç 

1
, i E {0,1, ... ,s}, un système de 

représentants des orbites de µp sous l'action de Gal(k(ç)/k), l'image de 

L se trouve dans l'intersection des hyperplans dont les équations sont 

X = X , 
V n. 

i E {0,1, •.. ,s} 

avec v :/: n .. 
1 

1 

Le nombre d'équations linéairement indépendantes que l'on obtient est 

ainsi 
s 
~ 

i=O 
( 1 w. 1-1 ) = p - [ d (k) + 1 ] 

l. 

Donc l'image de ~ (qui lui est isomorphe) est un groupe libre de 

rang < p - [p-d(k)] = d(k). 

Corollaire 1.- On désigne par <R le groupe libre engendré par 

R1 - lw1 IR , ••• ,R - lw IR et par [? le groupe engendré par les diviseurs 
0 S S 0 0 

des éléments de k[X,Y], alors ~ est isomorphe à <Rn 9. 
0 

Démonstration: En effet, on a 

où V (li)) 
00 • 

-1 

désigne la valuation de lP au point 00 •• 
p-1 

Connne l'application: 

(X , ••• ,X., .•• ,X 1) H (-X , •.• ,-X ., •.. ,-X ( l)) 
0 l. p- 0 -1. - p-

est un isomorphisme de ~-modules, on en déduit que l'image de ~ par L 

dans zP est isomorphe à l'image de ~ par l'application lj)1-+ div(lJ)) 

dans <Rn q> • 
0 
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Corollaire 2 (théorème de dualité).- Soit R 

sous-groupe de torsion de R, alors on a : 

Démonstration: 

En effet ~ ~ ~d(k). 

En appliquant le théorème des diviseurs élémentaires, on a 

où est une certaine base de ~ et où • a
1 

1a
2

1 ... 1 ad(k). 

Supposons que at soit le dernier diviseur élémentaire non nul, 

alors 

donc 

et 

Par suite 

et connue ~ n Q 
O 
~ ~, le théorème est démontré. 

Remarque: Sous l'hypothèse forte de la première partie (D n'a pas 

de racines multiples), @ est le groupe des diviseurs principaux de K. 
0-
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3) Le cas p 2 

Tout ce qui suit est une reformulation de Shockley "Continued frac­

tions and Pell's equation" ch. 12. 

dans 

:>o. Si 

3.1) Nous allons refaire d'abord la théorie des fractions continues 
1 

k( Cx)). 

Dans toute la suite a sera un éléNent de k((i)) \k(X) de degré 

a = 
~m 

0 

-m 
a X , nous appellerons partie entière de 

m 
a, et nous 

noterons [a], le polynôme : 

[a]= ~ 

m ,,;:;m,;;;;o 
0 

a 
m 

Nous appellerons partie fractionnaire de a le nombre a - [a] et 

nous le noterons {a}. Il est clair que : 

degré {a} < 0 

En posant et on construit la chaîne 

et nous poserons 

Pn et Qn étant les habituels polynômes en a 1, a2 , .•• déterminés 

par les relations 

P = 1, 0 = 0 o ·o 

(2) pl = al' QI = 

P. = a.P. l +P. 2 , O. 
l l 1- 1- -1 a. Q. 1 + Q. 2 

l l- 1-
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qui entraînent 

(3) Q. 1 P. - Q. P. 1 = (-l)i 1.+ l. l. 1.+ 

Dans la suite nous prendrons a= A, on a donc 

deg (a)= deg (a 1) = n > O. 

on a 

Proposition 1.- On suppose que degré (a)~ O. Alors pour tout i ~ 2 

1) deg (a.)> 0 
l. 

2) { deg (Q.) = deg (a2) + ••• + deg (a.) 
l. l. 

deg (P.) = deg (al) + ... + deg (a.) 
l. l. 

( P.) ( 1 ) 3) deg 
l., 

a - - = deg 
Qi QiQi+l 

4) deg (Q.a-P.)-deg(Q. 1a-P. 1) = deg (a. 2) 
l. l. 1.+ 1.+ . 1.+ 

Démonstration: 

2) résulte des formules de récurrence (2) 

3) D'après (1) on a: 

D'où 

a= <a 1, ••. ,a.,a.> = 
l. l. 

D'après (2) cela s'écrit 

-1 (a.+a. )P. 1+P. 2 l. l. 1.- 1.-a = -1 
(a. +a. )Q. 1 +Q. 2 

l. l. 1.- 1.-

-1 
P. ( a 1 , •.• , a. +a. ) 

l. l. l. 

-1 
Q. ( a 1 , ••• , a. +a. ) 

l. l. l. 

-1 P.+a. P. 1 
l. l. 1.-= -1 Q.+a. Qi-1 l. 1. 

P. 
l. a--= 

-1 
P. +a. P. l 

l. l. 1.- P. 
l. 

-1 . 
<X· (P. IQ. - P.Q. 1) 

l. 1.- l. l. 1.-
Q. 

l. 
-1 

Q. +a. Q. 1 
l. l. 1.-

-- = Q. 
l. 

-1 
Q. ( Q. + a. Q1.. -1 ) 

l. l. l. 
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et compte-tenu de (3) 

P. 
1. a--= 

Q. 1. 
Q.(Q. l+a.Q.) 1. 1.- 1. 1. 

d'où 
P. 

deg (a - Q~) = 
1. 

-deg Q. - deg (Q. 
1 
+a. Q.) 1. 1.- 1. 1. 

et deg (a.)= deg (a. 1) > O, 1. . 1. + on a 

deg (Q. 
1
+a. Q.) = deg (a. Q.) = deg (a. 1Q.) = deg (a. 1 Q. + Q. 1) . 1.- 1. 1. 1. 1. 1.+ 1. 1.+ 1. è-

d'où le résultat. 

4) Il résulte de 3) que 

deg(Q.a-P.)-deg(Q. 
1
a-P. 

1
) = deg (-]-) - deg (-1-) 

1. 1. 1.+ 1.+ Qi+l Qi+2 

= deg (Qi+2) - deg (Qi+ 1) = deg (ai+2) 

et ceci termine la démonstration. 

Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer que le développement 

en fraction continue de a, avec deg (a.) > 0 pour i ;;;i, 2, est unique. 
1. 

Et nous le renvoyons à la thèse de Bernard de Mathan pour la démonstration 

du fait que les convergentes de a sont les meilleures approximations de 

la notion de meilleure approximation étant définie comme suit : 

A et B (1 0) de k[X]. On dira 

a, 

Définition: Soient deux polynômes 
A que est une meilleure approximation de a ssi pour tous A' et B' (1 0) 
B 

de k[X], avec deg B'..;; deg B, la condition : deg (B'a-A')..;; deg (Ba-A) 
A' A 

entraîne B'"" = B" 

Nous terminerons les généralités par une dernière proposition 

Proposition 2.- On suppose toujours que deg (a) ;;;i, O. 

Soient deux polynômes 

deg (Ba-A)< deg <½) 
A et B (# 0) de k[X], alors la condition 

A 
entraîne que B est une convergente de a. 
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Démonstration: 

Supposons que 
1 A 

deg (Ba - A) < de?, (B). Développons B (supposée 

irréductible) en fraction continue 

et on peut supposer que A = p 
m 

et B = Q . Définissons 
m 

alors, on a 

A a-­
B 

SP +P l m m-

SQm+Qm-1 

d'où (compte-tenu de l'hypothèse) 

SP +P l m m-

SQ +Q l m Ill-

deg (Ba - A) = -deg ( SQm +Qm-l) < -deg Qm 

soit 

ce qui entraîne que: 

deg S > 0 

on peut donc développer f3 en fraction continue 

f3 = <b l 'b 2 ••• > 

Si l'on pose y <al, ... ,a~,bl ,b 2 , ••• > alors 

' ' -1 y =<a1,···,am+i3 > = Cl et l'unicité du développement en 

montre a! l ¾ i ¾ m. Ainsi 
A 

bien la que = a. pour est 
l. l. B 

de a. 

Corollaire.- Si l'équation de Pell 

admet une solution polynomiale 
uo 
Ul 

est une convergente de ~-

f3 par 

fraction continue 
ième 

m convergente 
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d'où 

deg U 
0 
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on peut donc appliquer la proposition 2. 

3.2) Irrationnelles quadratiques 

On travaillera dans le corps k((i)) et on notera ai--➔ a' le 

prolongement de l'automorphisme 0: K ~ ~ , 

Pour ne pas s'écarter du but, on considérera le développement de a=/::,.. 

On a donc : 

d'où 

et a et a' 

Pour i 

(4) 

a = a, 
0 

deg (a) = 
0 

sont racines 

r= B = 
0 

C = 
0 

a'= a'= -1::,. 
0 

deg (a,) = n 
0 

d'un polynôme 

0 

-D 

A x2 + B X+ C 
0 0 

;;;;,, 1' nous poserons 

A. = p~ - DQ~ 
1 1 1 

B. = 2P. P. l - 2DQ. Q. l 
1 1 1- 1 1-

c. 2 2 
= p. 1 - DQ. 1 1 1- 1-

on a alors : 

Proposition 3 

1) a. et a! sont racines de A.X
2 

+ B.X +X .. 
1 1 1 1 1 

avec 
0 
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2) Pour tout i ~ on a 

B~ - 4A.C. = 4D 
1. 1. 1. 

deg (A.) = n- deg (ai+l) 1. 

deg (B.) = Il 1. 

deg (C.) = n- deg (a.) 1. 1. 

Démonstration: Nous nous bornerons à démontrer les assertions cancer-

nant le degré car le reste est classique. 

a) Puisque : 

P. 
1. deg (a--) 

Q. 1. 
deg (Q ~ ) < 0 

i i+l 

on voit que 
P. 

1. deg (a+-) = Il Q. 1. 

On déduit de (4) que 

2 P. P. 
A. = Q.(~ + a)(__.!.. - a) 

1. 1. Q. Q. 1. 1. 
d'où 

deg (A.) = 2 deg Q. + deg n + deg 1. 1. 

et la proposition donne le résultat. 

On calcule de même le degré de 

b) Pour B., on a : 1. 

2 
B. = 4A.C. + 4D 

1. 1. 1. 

c .. 
1. 

( 1 

QiQi+l 
) 

et comme deg (A.C) = 2n-deg (a.)-dep: (a. 
1

) < Zn 
1. i 1. 1.+ 

on en déduit que : 

2 deg B. = deg D = Zn 1. 
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Corollaire.- deg (A.)= 0 ~ deg (a. 1) = n . 1. 1. + 

Définition : On dira que le développement de Â est pseudo-périodique 

SSl. l'un des a. est entier pour 1. > o, et on appellera pseudo-période de 1. 
Â le plus petit 1. > 0 tel que a. soit entier. 1. 

Proposition 4.- Pour i ~ 1, on a 

1) 

avec b. 1. 

2) 

{

deg 

deg 

Démonstration 

b. ~ Â 1. a. = 1. c. 
1. 

c. = A. 1. 1. 

(ai) deg (ai+l) > 0 

(a!)= -deg· (a.) < 0 1. . 1. 

a) D'après la proposition 3 on sait que 

A.X2 +B.X+C., d'où 
1. 1. 1. 

-B. ± 2Â b ± Â 1. i a. = = 1. 2A. c. 
1. 1. 

b.+ Â 
a! l. = 1. c. 1. 

a. 1. et a! 1. sont racines de 

b) Comme deg ai= deg ai+l > 0, comme 
C. 1. a.a! -

i i -IC 
on a 

deg 
C. 1. 

a! = deg -A - deg a. 
1 

= - deg a. 1. . 1.+ 1. 1. 

Théorème.- L'équation de Pell 

1. 

a des solutions non triviales ssi Â admet un développement pseudo-périodique. 
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Démonstration 

1) Supposons que (U
0
,u

1
) soit une solution non triviale de (E2), 

alors il existe 1 > 0 tel que 

d'après le corollaire à la proposition 2. 

D'après les relations (4) on voit que a. 
1 

est entier. 

2) La réciproque est immédiate. 

Corollaire 1.- La solution fondamentale de (E
2

) 

désigne la pseudo-période de ~-

est (P ,Q) 
11' ,r 

où '1T 

Corollaire 2 .- Si !l désigne l'ordre de 00 1 -
00 

0 
sur J et 1T la r.seudo 

période de ~, on a: 

1T + n-1 ~ JI, ~ 1 + 1T ( n-I) 

Démonstration 

Nous avons : 

Si nous posons 

(J)=P -QY 
1T 1T 

on trouve avec la méthode de I, 5 : 

Div ((J)) = (deg P ) (oo -00
1
) 

. 1T 0 

or, d'après la proposition 1 : 

Comme deg a 1 = n et deg a. < n pour 
1 

1 < i ~ 1T, on a 

n+ 1T- 1 ~ deg P ~ n+ (TI-l)(n-1) 
1T 



et, puisque deg P 
7f 

est minimal, 
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deg P 
7f 

n+1r-l < ,Q, < l+1r(n-l) 

Corollaire 3 - Si n 2, ,Q, 7r+ 1 
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APPENDICE À "ËQUAlION DE PELL ET POINTS D'ORDRE FINI" 

Mireille LOZACH 

Dans le cas p=2, on peut démontrer quelques autres propriétés 

Proposition 1 .- Pour on a 
b.+(-1) 1

ll 
a, = _1. ___ _ 

1. c. 
1. 

et les couples (b.,c.) 1. 1. 

peuvent être déterminés à partir de 
2 

(b ,c) = (O,l) 
0 0 

grâce aux relations 

bi+l = bi-ai+lci et cici+l = bi+ 1-D, valables pour tout 

Démonstration: Pour i=O, a =li= O+(-l)
0

ll 
0 1 

est bien vérifié. 
b.+s.ll 

Pour on sait que li = 
piai+Pi-1 
Q,Cl. +O. 1 1. 1. ·1.-

1. 1. et que a. = ---1. c. 
1. 

= o. E:. D 
1. 1. 1.- 1. ·1. 1. 

où E:. = ±1. 1. 

On en déduit les relations 
r b.+P. 1c. 

, dont on déduit la relation 
Q.b.+O. 1c. ·1. 1. ·1.- 1. 

2 
Q~)(-l)Î, (-l)i, c. = E:. (P. -D et donc E: • = 1. 1. 1. 1. 1. 

Pour i;;;,,1, les relations b. 
1 

= b.-a. 
1
c. 

1.+ 1. 1.- 1. 
-1 alors immédiatement de a. = a. 

1
+a. 1 . 1. 1.+ 1.+ 

P. s. D 
1. 1. 

car on sait que C, 
1. 

2 2 =A.= P.-D O •• 1. 1. >1. 

se déduisent 

Proposition 2.- Si le développement de li est pseudo-périodique (au sens défi­

ni plus haut), il est également périodique (au sens habituel du terme), la vraie 

période de a étant égale à une ou deux fois la pseudo - période définie plus 

haut. 

Démonstration: Si li est de pseudo ·période k, k est le plus petit indice 

strictement positif tel que ck soit de degré O. 

k 
Ier cas (-1) ck=l. On a alors a = M(-1)¾ k k soit donc 

k li= <a
1

,a 2 , ••• ,ak,a
1

+(-1) bk> 

li est bien vraiment périodique, de période k. 

Les (k+l) -1 
égalités a. = a. 

1
+a. 

1 
pour ~i~k, , 1. 1.+ 1+ 

donnent par l'automorphisme 
-1 

(-ai+l) pour 

= ( t )-1 r-K''~k • ai+l+ ai+l , pour v-"'l.""' , soit encore: 



Or a' = -6 
0 

et 
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-1 
deg( (-a! 1) ) = deg a. 1>0, i+ 1+ 

On en déduit que le début du développement de 

où 

Or 

deg(a.+6) = 
i k 

-b +(-1) 6 k+l 

pour O¾i¾k. 

-1 
(-ak+l) est 

deg(2ai) > o. 

où est de degré 

a donc pour début de développement 

o, et 

Le début du développement de 

ak+l ck 

ak étant également 

Alors : 

on doit 

avoir b = k -bk+l = 2 

et 6 est bien vraiment périodique, de période 2k. 

(Cette dernière démonstration peut également s'appliquer au premier cas, mais 
k 

on trouve alors deux fois la période : si (-1) ck = l, on a donc les relations 

a2 = ak' a3 = ak-l''" ., et ak+l = 2a 1). 

Proposition 3.- Si 6 est pseudo périodique , de pseudo période k de vraie 

période 2k, k est nécessairement impair. 

Démonstration 

développement de 

al 
Donc = k 

(-1) ck 

Dans le deuxième cas de la proposition 2, on peut déduire le 

bk+(-1 )k6 
de celui de /:, 

> = < 

a 
k 

a
1
+6 

k+l 
-2-, et bk = (-1) a 1 • a = k k 

(-1) ck 

Si k était pair, on aurait aussi 
2a

1 ak+l 
( a2k) 2a 1, -2- = = = k et donc 

ck (-1) ck 

>, 



-95~ 

Puisque 
k 

(-1) ck # 1, on aurait alors 
k 

(-1) ck = ck = -1. On en déduirait 

Exemples 

a 
.!s:.+ 1 
2 

1 ) 

2) 

3) 

ce qui est impossible : k est bien impair. 

lx2
+1 

:--, 

= <x,2x> al = x+l'i k=l 

/44 +2x 
2 r---z1 2 2 X +l'i k=2 = <x ,x,2x > al 2x a2 = X +l'i, 

/x 2+2 
·---=--, x+l'i 

k=l. = <x ,'x ,2x> al a2 = x+l'i, 
2 

Dans les exemples 1) et 2), la "période" et la vraie période sont égales, 

k pouvant être pair ou impair. 

Dans l'exemple 3), la vraie période est le double de la "période", et k est 

impair. 

* 
* * 
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Summary : Let U = fil/~ with Lebesgue measure and ~(x) = 1[0,S[ (x) - S, 

O<S<1. Let G denote the closed subgroup of fil generated by - Sand 

1-S, either with Lebesgue measure in the case G=fil or with Haar 

measure (counting measure) in the other cases. 

Define T~: UxG + UxG by T~(x,t)=(Tx,t+~(x)), where T : U+U is 

an element of a class of ergodic transformations arising from 

representations of real numbers to general bases (including the 

dyadic and p-adic representations). 

In this paper the set of numbers S such that Tris ergodiç on 

the product space UxG with respect to product measure is determined. 

Introduction 

00 

Let q = (qi) i= 1 be a sequence of integers qi ~ 2. Let .A (q) 

denote the compact Abelian group of q-adic integers (see [3] for 

details). The transformation S: z + z+1 on .A(q) is uniquely ergodic 

with respect to normalized Haar measure. 

Let U = fil/Z and let m denote Lebesgue measure on u. Define 

P (k) = q 1 • ... •qk for k = 1, 2, ... and p (0) = 1. If 
00 

z = I z. p(i> , 
i=O 1 

is an element of /A (q} , then cp: /A (q) + U, 
00 

cp ( z ) = l z . / p ( i + 1) mod 1 
i=O l 
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is a measure preserving map from A(q) onto U. With the exception of 

a subset of Haar measure zero, ~ is injective on A(q). 

The q-adic representation of an element x of u, 
00 

X = I 
i=O 

x./p(i+1) , l , x. 
l 

is unique under the condition that xi 1 qi+ 1-1 for infinitely many i. 

Therefore the following transformation T: U+U is well-defined: 
00 

T(x) = ~(z+1) , where z = Î x.p(i). 
. 0 l 1= 

T is ergodic with respect tom and ~ 0 S = To~ a.e. on A(q). Further 

properties of T and a relation to irregularities of the distribution 

of generalized Halton sequences are established in [2]. 

For the following let 

<p(x) = 1 [o, B[ (x) - B, 

where O<f3<1. Let G denote the closed subgroup of JR generated by - f3 

and 1-B. For irrational f3 G is equal to JR, for rational f3 G is a 

group isomorphic to the group ~ of integers. In the first case let 

h denote Lebesgue measure on JR, in the second case Haar measure 

(counting measure) on G. 

The transformation T~ 

T (fJ ( X , t ) = ( Tx , t + tp ( X ) ) 

UxG + UxG, 

preserves the product measure m x h on the product space UxG. 

We shall call a rational number S=r/s, (r,s)=1, strictly non-q-adic 

if every number k/s, 1~k~s-1, has infinitely many nonzero digits in 

its q-adic representation. 

00 

Theorem: Suppose the sequence (qi)i= 1 is bounded. T~ is ergodic 

wi th respect to m x h if and only if ei ther f3 is irrational or f3 is 

strictly non-q-adic. 

In the case where T: U+U is an irrational rotation Tx=x+e mod 1 

with 0 irrational, ergodicity of Tf in dependence of f3 is known, due 

to I. Oren ~ ]. Partial results had been obtained before by J.-P. 

Conze [1 ], K. Schmidt [5] and M. Stewart [6] (see also W.A. Veech 

[ 7 J ) • 
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The Proof. 

In the following X will denote the direct product of the two 

measure spaces (U,m) and (G,h) and µ = m x h will stand for the product 

measure. Let tk = + '; 0 T + ... +, 0 Tk- 1 , k = 1,2, .... 

Definition An element c of G with the property f(x,t+c)=f(x,t) 

µ-a. e. for any function f in { 1 B : 1 B0 T,-:-= 1 B, B a measurable subset 

of X} will be called a period of T~. 

Remark The set of periods of T~ is a closed subgroup of G. 

The following lemma shows how to obtain periods. It has an equivalent 

in Oren's proposition 1 (see [4J). 

00 

Lemma : Suppose there exista sequence (kn)n= 1 of positive 
00 

integers and a sequence (Ak )n= 1 of subsets of U such that 

( i) 

(ii) lim 
n➔oo 

n 

is constant on Ak 
n 

~p(k) (Ak) exists 
n n 

(iii) inf m(Ak) > 0 
n n 

Then for any fin {1B: Ba measurable subset of X} with 

f 0 T~ = f ~L-a.e. it follows that f(x,t+c) = f(x,t) µ-a.e. where 

c = lim 
n➔oo 

Proof : Comparison of the q-adic representations of x and Tx 

shows that 
1 Tp(k)x - x < 1/p(k) 

for all x in U and all k. Put ak ~ Yp(k) (Ak) 
n n n 

For any f = 1B, Ba measurable subset of X, 

lim 
n➔oo 

J I f(Tp(kn>x, t+ak) - f(x,t+c) 
UxGN n 

1 dµ = = Gn[-N,N] ( *) 



for all N > 0. If 

1 
p(kn) 

gk (x,t) = f(T x, 
n 
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t+ak) - f(x,t+c) 
n 

1 , 

00 1 then L -convergence of the sequence of functions (gk )n= 1 in 
n 

implies convergence a.e. for subsequences. By diagonalization 
' 00 can find a subsequence (kn)n= 1 such that 

lim gk' (x,t) = 0 µ-a.e. on X. 
n-+00 n 

( *) 

one 

The very same arguments as those of Oren in his proposition 1 finish 

the proof. 

Proof of the theorem 

0<8<1, is given by 

B = 

00 

l B,/p(i+1) , 
i=O 1 

The q-adic representation of B , 

infinitely many Bi f qi+ 1-1, the latter being a uniqueness condition. 

Define 
k-1 

B(k) = I 
i=O 

B./p(i+1) , 
l 

Then O ~~B(k) < 1/p(k). 

k= 1,2, .... 

Let B have finite q-adic representation (i.e. 8,f0 for finitely 
]. 

many i only). Then there exists a function gin the space 

L2 (u,m) such that ~ = g - g 0 T m-a.e. (see [2]). If T~ were ergodic 

on UxG then the transformation (x,t) -+ (Tx, t-8) = (Tx, t+tp(x) mod 1) 

on UxG/Z were a factor of T~ and therefore ergodic. This contradicts 

the fact that the functional equation h(Tx) = ~(~(x)) h(x), 'À" a 

nontrivial character in the dual group of G/~, has a nontrivial 

measurable solution h, as follows from ->:(tp(x)) = ,X(g(x)) ;).;'(-g(Tx)). 

Hence T~ is not ergodic if B has finite representation. 

Assume from now on that B has infinite q-adic representation, 

that is, Bi f O for infinitely many i. Thus O<(B-B(k)) p(k)<1. It 

will be shown that 1 is a period of T~. 

For any x in U, exactly one of the points Tjx, O~j~p(k)-1, belongs 

to a given elementary q-adic interval [a/p(k), (a+1)/p(k) [ , 

O~a~p(k)-1, of length 1/p(k). Hence the function ~p(k) takes only 

two values on U, 'fp(k)(x)E{S(k)p(k) - Sp(k), S(k)p(k)+1 - Sp(k)}. 
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If 

Ak= {xEU: Y'p(k)(x)= (B(k)-S)p(k)} and Bk= {x.cU:<pp(k)(x)=1+(B(k)-B)p(k)}, 

then J 1,.p (k) (x) dm = 0 implies m(Ak) = 1 - ( S - S (k)) p (k) and 
u 

m (Bk) = (B - S ( k) ) p ( k) . 
00 

If one can find a se.quence (k) such that n n=1 

with O<c<1, then the foregoing lemma implies that -c, 1-c and, 

therefore, 1 are periods of T 4' • 
00 

Infinitely many digits Si are nonzero. Let (in)n= 1 be the 

sequence of those indices i such that S. ~ O. Let K be such that 
l 

q.;::; K for all j. Then (S - S(i ) )p(i ) > 
J n n 1/qi +1 ;; 1/K 

n 
00 00 

for all i . Let ( i') 1 be the subsequence of ( i ) ·1 such that n n n= n n= 

Then 

1 /k < ( S - S ( i ' ) ) p ( i ' ) :S: 1-1 /K 2 
n n -

for all i'. Hence there exists a subsequence n 
such that lim (B - S (kn)) p (kn) lies in ] 0, 1 [ 

n+oo 

00 00 

(kn)n=1 of (i~)n=1 
, as desired. 

As 1 is a period of T~, ergodicity of T~ on UxG is equivalent 

to ergodicity of the transformation (x,t) + (Tx,t-S) on UxG/Z. The 

latter is ergodic if and only if the functional equation 

h(Tx) = 'Ji'(-S) h(x), 1< an arbitrary nontrivial character in the dual 

group of G/~, has the only measurable solution h(x) = O m-a.e .. 

~ (-S) is a number of the form exp(-2nimS) with min {1,2, ... ,s-1} 

if Sis rational, S=r/s, (r,s)=1, and ma nonzero integer if Sis 

irrational. Neither in the case of irrational nor in the case of 

strictly non-q-adic S will ~(-S) be an eigenvalue of the transfor­

mation T (see [2 ]) , hence the functional equation above will only 

have the trivial measurable solution h(x)=O a.e .. 

00 

Remark: The condition that (qi)i= 1 is bounded guarantees the 
00 

existence of limi t points of the sequence ( ( S - S (k)) p (k)) k= 1 in the 

open interval ]0,1[ . 
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Sur le "petit crible" d'Erdos et Ruzsa 

A. HILDEBRAND 

Le problème fondamental d'un crible est le suivant : Etant donné une suite finie 

(a ) ,.,., d'entiers et un ensemble P de nombres premiers, on cherche à estimer 
n n "'-X 

le nombre des éléments an de cette suite qui n'ont pas de facteurs premiers ap­

partenant à f'. 
Nous considérons ici le cas le plus simple, celui de la suite an= n , et nous po­

sons, pour tout x;:,, 1 et tout ensemble 1f> de nombres premiers < x , 

S(x,f):= 1 
n< X 

(n,.P) = 1 

où la condition "(n, f>) = l II signifie que n n'a pas de diviseurs premiers appar­

tenant à f' . Comme la probabilité qu'un entier positif n~ x soit divisible par 

un premier p (fixé) < x , est approximativement égale à ½ , on s'attend (en sup­

posant une certaine "indépendance des premiers") à ce que S(x, P) soit proche de 

X TT (1 - .!_) • 
p E ~ p 

Dans un sens, cet argument heuristique est confirmé par la majoration 

1 1 ( 1 ) S ( X , 6)) < C X TT ( 1 - - ) ( 1 + O' ( -
1 

- ) ) , 
P E g> p ogx 

valable uniformément pour tout x;:,, 2 et tout ensemble fJ de nombres premiers 

< x . Le crible classique de Sel berg (voir [ 4] , chapitres 5 et 6) permet d 'ob­

tenir (1) avec c=2eY , où y est la constante d'Euler, mais R.R. Hall [5] a 

montré par une méthode différente qu'on peut prendre c = eY , ce qui constitue 

la valeur optimale de c . 

La minoration de S(x, fl) est beaucoup plus délicate. Les méthodes classiques du 

crible mènent à une minoration du type 

TT (1-.!_p), 
p E; f 

(2) s (x, P) ;:,, C I X 

si l'ensemble o' ne contient pas de "grands" nombres premiers (plus précisément, 

on obtient (2) avec c' = c' (E:) si, ~ c [ 1, x112 - E:1 , l'exposant 1/2 étant 

ici la "limite" du crible). Sans une tel le condition sur l'ensemble fJ , les 
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cribles classiques ne donnent pas de minoration pour S(x,S'). Ceci est dû au 

fait que dans ces cribles on compare S(x,P) avec sa valeur heuristique 

x TT (1 - !_) et estime la différence entre ces deux quantités. Cette méthode 
p E fl p 

devient ineffective, lorsque l 1ordre de S(x, S') est inférieur à l 1ordre de 

x TT ( 1 - !_) . Or, 
PEP p 

S(x, ,f}) peut être beaucoup plus petite que sa valeur heu-

ristique. Il suffit de prendre pour f> des ensembles du type 

.f(x(\x) := {p premier : xa,;;;; p,;;;; x} (x ;;;;, 1 , 0 < a,;;;; 1) 

S(x,f(xa ,x)) est alors égale au nombre des entiers positifs n,;;;; x , n 1ayant pas 

de facteurs premiers dans l 1intervalle [xa,x] , et il est bien connu [2] que 

lim ¼ S(x,f>(xa ,x)) = p( ¼) 
X +oo 

où p est la fonction de Dickmann définie comme fonction continue sur l 1 inter-

v a 11 e [ 0 , 00 [ par 

On a, pour 

de sorte que 

p(t) = 1 

-tp 1(t) = p(t-1) 

a + 0 + , (voir [ 1 ]) 

p ( !_ ) = ex p ( - !_ l og !_ ( 1 + o ( 1 ) ) ) , a a a 

p( !_ ) décroît beaucoup plus vite que 
a 

TT (1-!_) =a+ o(l) 
PE()(xa,x)P 

Le problème se pose alors de donner une minoration non triviale pour S(x,<P) , qui 

est valable sans restrictions sur l 1ensemble r . Une telle minoration a été donnée 

récemment par Erdêis et Ruzsa [ 3] dans un article intitulé 110n the small sieve 11 

Il existe une constante c 1'> 0 telle que, pour tout x > 2 et tout ensemble f> 

de nombres premiers ,;;;; x , on a 

En posa nt 

OÙ X > 2 , 

premiers,;;;; x 

forme 

S ( x , P) > x exp ( - exp ( c II L !_) ) 
PE 9 p 

G ( x , K) : = m i n ) S ( x ' P) : L !_ ,;;;; K } , 
p l X PE f> p 

K > 0 et le minimum est étendu sur tous les ensembles P de nombres 
1 

satisfaisant à L - ,;;;; K , le résultat d 1 Erdos et Ruzsa prend la 
PEP p 

c'1 K 
G(x,K) > e-e 

Erdos et Ruzsa ont posé le problème de donner une formule asymptotique pour G(x,K) 

lorsque x + 00 
, et ont conjecturé [ 3, Problème 1] , que le minimum dans la défini-
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tian de G(x,K) est "asymptotiquement" atteint, lorsque P est de la forme 
.f(x 0'-,x) avec a= e -K + o(l) . Autrement dit, la conjecture d 'Erdos et Ruz sa affirme 

que, pour tout K > 0 , 
1 -K K 

lim G(x,K) = lim x S(x,.P(xe ,x)) = p(e) . 
X ➔ oo x ➔ oo 

Nous pouvons démontrer cette conjecture sous une forme plus précise 

THEOREME : Il existe des constantes positives c1 et c2 telles que, uniformément 

pour x ;;;a 3 et O < K ;;;;; c1 log log x , on a 

(3) G(x,K) = p(eK) (1 + lo/( l c )) . 
( 1 og x) 2 

Le principe de la démonstration est le suivant la majoration pour G(x,K) se dé­
duit des estimations connues pour S(x,fl(xa,x)). La minoration triviale 

s (x, P) ;;;a [ X ] 
X 

- l: [ - 1 
P E f p 

entraîne 
1 - K + ô'( .!_) G(x,K) ;;;a , 

X 
et comme 

P (u) := 1 - log u (1 ;;;;; u ;;;;; 2) , 

ceci donne la minoration souhaitée pour G(x,K) , lorsque O < K ,e,;;: log 2 . On en dé­
duit la minoration dans le cas K > log 2 par un argument inductif assez compliqué 
dont l'idée sous-jacente est la suivante : Il faut montrer que la fonction 

p ( X , U ) : = G ( X , l og U ) ( X ;;;a 2 , U ;;;a 1 ) 

est proche de p(u) . Or, la fonction p est définie de façon unique comme fonc­
tion continue pour les deux conditions 

p(u) = 1 - log u 
-u p'(u) = p(u -1) 

(1 ;;;;; u ;;;;; 2) 

(u > 1) . 

Comme on l'a vu, p(x,u) vérifie aussi, à un terme d'erreur près, la première des 
deux conditions. De plus, on peut établir une inégalité fonctionnelle pour p(x,u), 
qui constitue une forme approximative de la deuxième condition, avec la dérivée 
remplacée par des différences finies et une inégalité au lieu d'une équation. Il se 
montre alors que cette inégalité est déjà suffisante pour obtenir la minoration 
souhaitée de p(x ,u) par p(u). 
Une démonstration détaillée sera publiée ailleurs. 

Discutons briévement quelques possibilités de généraliser ce résultat. 
Comme S(x,.fl) s'écrit sous la forme 

S(x,(P) = i f(n) 
n;;;;;x 
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oü f. est la fonction multiplicative définie par 

f (pm) = l 10 
si p !l P 

si p E 61 

on est tenté d'essayer d'étendre une estimation de S(x, P) à une estimation pour 

des sommes de fonctions multiplicatives plus générales. Ceci est possible dans le 

cas de la majoration (1) , comme 1 1a montré Hall [ 4] : On a uniformément pour tout 

x > 3 et toute fonction multiplicative f satisfaisant à O < f < 1 

l_ k f(n) 
X n < X 

TT 
m 

( 1 - l_) ( 1 + k f ( p ) ) ( l + O'(-l-)) 
P m > 1 pm 1 og x ·P < X 

La minoration de S(x, f) donnée par le théorème peut être généralisée de façon si­

milaire : Soit, pour x > 2 et K > 0 , 

G1 (x,K) := min l l. k f(n) 
X n< X p< X 

1 -f(p) / K l 
p ~ 1 ' 

oü le minimum est étendu sour toutes les fonctions multiplicatives f vérifiant 
O < f < 1 et k 

1 - f(p) < K En utilisant la méthode de démonstration es-
p p<x 

quissée ci-dessus, on peut montrer 1 'estimation (3) avec G
1 

(x,K) au 1 ieu de 
G(x,K) . Ceci entraîne 

1 
X k f(n) > p ( exp ( k 1-f(p) )) (l+ô{ 1 )) 

p ( 1 og X) C2 n <x p <x 

uniformément pour tout x > 3 et toute fonction multiplicative f vérifiant 
0 < f < 1 et 

k 1 - ~ ( P) < c1 1 og 1 og x . 
p< X 

Il serait intéressant d'avoir des minorations analogues pour des suites (an)n< x 

autres que an= n . Cependant, notre méthode est étroitement liée aux propriétés 

arithmétiques de la suite an= n , et il semble difficile d'étendre ce résultat à 

d'autres suites. Le seul cas oü 1 10n pourrait espérer obtenir des résultats analo­

gues est celui d'une progression arithmétique. 

Une autre possibilité de généralisation, déjà suggérée par Erdos et Ruzsa [3, Pro­

blème 2] , est de considérer la quantité S(x,f ,lJc) égale au nombre des entiers 
positifs n < x , qui vérifient 

n =/-a P mod p ( p E 6') , 

oü ·? est un ensemble de nombres premiers< x et Ut = (a } 
0 

une suite 
p pe o· 

d'entiers positifs. Nous n'avons obtenu une minoration de S(x,f,ût) que pour cer-

tains ensembles f particuliers. Ces résultats ainsi que des arguments heuristi­
ques semblent indiquer que la conjecture suivante est vraie : 
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Conjecture Soit 

. { S ( X , :r , t,t} 1 { 
G2(x,K) := mm x : p~f p.,;; Kf 

Alors, on a uniformément pour x ~ 2 et K > 0 

K 1 
G 2 ( x , K) = p ( e ) + fr( log x ) 

Le terme reste ne peut être amélioré ici comme P. Erdos nous l'a fait remarquer. 

Signalons enfin que Ruzsa [ 6] a étudié la quantité S(x,V<.) égale au nombre des en-

tiers positifs.;;; x qui ne sont divisibles par aucun élément de ut, où V( est 

un ensemble d'entiers positifs. Si on définit 

G
3

(x,K) := min l S(x,Lt) : l: l.,;; K { , 
x a E ~a f 

où lt parcourt tous les ensembles d'entiers positifs, alors le comportement de 

G3(x,K) est complétement différent de celui de G(x,K) : Ruzsa· a montré quel 'on 

a pour tout K > 1 

1-K log G3 ( x , K) ~ ( e - 1 ) log x ( x ➔ co ) • 
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SUR lJ1:'l"E QUADRUPLE EQUATIO~-1 

par J. LAGRAi.~GE 

1. Dans [1] 

2 + 2 X y 

J. Leech montre que le système diophantien 

= □ 

=D 
(1) 

(2) 

(3) 

x2 + z2 

2 2 
X + (y-z) = 0 

x2 + (y+z)2 = D 

a une infinité de solutions. 

Sa méthode consiste à partir du système 

X 
,2 3y'2 = □ 

X 
,2 32 12 = □ 
,2 2 

X 3(y 1+z') - □ 
X 

,2 3(y· 1'.rzt) 2 = p 

dont il est plus facile de montrer qu'il a une infinité de solutions; puis 

à partir d'une solution de ce système (2) Leech construit une solution du 

système (1). Il ajoute qu 1 il ne voit aucune méthode pour résoudre directement 

le système (1). C'est une telle méthode qu'on va donner ici. 

Plus généralement on va montrer que quels que soient les entiers pet q le 

système 

2 + 2 X y = □ 
2 + 2 X Z = □ 
2 2 2 2 D p X + q (y+z) = 

2 2 + 2( ) 2 p X q y-z = d 

a une infinité de solutions. 
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Une solution particulière est 

x= 

y= 

z = 

4p/(p+q)(p+2q)(p 2-2q 2)(p 2+2pq+2q 2) 

q(p 4+6r3 q-l-s/q2 -4q 4) <r 4+2l q+4r2/+spl+4q 4) 

(p+q)(p4+2p3q+4q4)(p4+2p3q-4p2q2-8pq3-4q4) 

On notera que un changement du signe de q ne change pas le système (3) mais 

que les fonnules (4) donnent, à une exception près, une autre solution. 

L'exception a lieu pour p = q = 1 (ou ce qui revient au même pour p = 2, q = 1) 

c'est-à-dire pour le système (1) car les formules (4) donnent pour p = 1, q = -1 

la solution triviale x = 0 • On montrera que dans ce cas la· méthode de Leecl--, ec 

notre méthode sont équivalentes. 

2~ Dans ce paragraphe les lettres désignent des nombres rationnels. Nous allons 

(5) 

(6) 

donner une famille de solutions du système (3). Posons 

s'écrit 

2 + 2 X y ·- tJ 
x2+ 2 

□ z = 

0.-1)
2x2 + 

2 (Af-B)2 (y+z) = 
0.-1)

2x2 + 
2 (A-B) 2 (y-z) = 

2 = À-1 ; ce système 
q 

Le coefficient À-1 n 1 est peut-être pas naturel mais il est nécessaire dans la 

suite des calculs. On notera que le changement de signe de q donne une valeur 

de À différente ce qui donnera deux familles de solutions, à part l'exception 

déjà signalée. 

Le système (5) a la solution générale 

X= 2).. UV 

(7) y= À
2 u 2 v 2-1 

z = À(u
2

-v
2) 
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Le paramètre À peut sembler inutile, la valeur À= 1 donnant déjà la solu­

tion générale. Il a été introduit arbitrairement mais bien entendu coincide 

avec le À du système (6). 

On écrit ensuite ce système (6) sous la forme 

yz = AB 

(À-1) 2 x2+y2+z2 = A2+B2 

et on introduit les polynômes 

2 2 P= (Àu -1) O .. v -1) + 2À(À-1) U V 

Q= (u+v) (À u V - 1) 

R= (u-v) (À u V+ 1) 

On vérifie ensuite que les premiers membres du système (8) s'écrivent en fonction 

de P, Q, R. 

On a innnédiatei;nent 

y z = ÀQ R 

un calcul un peu plus délicat donne 

On écrit cette expression sous la fonne 

Si on prend 

p = 0.-1) Q 

on aura 

A=Q B = À.R • 

C'est-à-dire une solution du système (8). 

L'équation P = (À-1) Q s 1écrit 

• 
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C'est une équation du second degré en u et v, les méthodes classiques per­

mettent d'obtenir des solutions. 

En résumé on a la construction suivante d'une solution du systè~e (3) • 

On pose .E = À.-1 
q 

(ou .E = 1-À.) ; les formules (7) donnent une solution lorsque 
q 

u et v sont solutions de l'équation (9). La première solution de cette équation 

est 

u= v= 
1-2}. - À 

2 

lH.
2 

on obtient ainsi la solution (4) .citée plus haut. 

3. Dans ce paragraphe, à l'exception de u et v , les lettres désignent des nombres 

entiers. 

Montrons maintenant l'équivalence de cette méthode pour À. = 2 avec celle de 

Leech. 

Soit (u,v) un·ë solution de l'équation (9) ; posons 

a 
u= 

b 

on a alors 

v= 
C 

d 

(2a + b) (a-b) (2c + d) (c-d) + 3 abc d = 0 

Par le remplacement éventuel de u par 
1 
2u 

on peut toujours supposer b et 

d impairs ; on voit alors que 1 'un des nombres a ou c est impair, l'autre 

pair. Comme (2a + b) (a-b) et ab d'une part, (2c + d) (c-d) et cd d'autre 

part sont premiers entre eux on a, après un échange éventuel cfes couples (a,b) 

et (c,d) 

(2a + b) (a-b) = 3e cd -1- 1 s -· 

(2c + d) (c-d) = - e a b 

on introduit ensuite les nombres h, k, ra, n 
(1) 

par 

(1) Les letcres h, k, m, n ont la même si.gr.ification (''.le ,.;<'l,iS [1], sauf peut-êtr:' 
pour 1e signe de h. 
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2 
h = 2a 

k = 2c 
2 

3 (mtn) 

m-n 

b
2 = ab + 3e cd 

- d2 = cd - e ab 

2 2 = 2a + b 

= 2c 2 + d2 

Un calcul montre que 

4(rn.
2 + mn + n

2
) = 1.-/ + 3k

2 

m
2 + 4mn + n 2 = -e hk 

La solution du système (2) est alors donnée par les identités 

4(m2 + mn + n
2) 2 3(m 2 + 2rnn) 2 2 2 2 

= (m - 2mn - 2n ) 

4(m
2 + mn + n

2
)

2 
3(2rnn + n 2

)
2 2 2 .., 

= (2m + 2mn - n )~ 
2 2 2 3(m2 - n2)2 2 2 2 

4(m + mn + n ) = (m + 4mn + n) 

(h 2 + 3k~):
2 

/4 3h
2 

k
2 = (h

2 
- 3k

2
)

2 
/4 

On peut ensuite vérifier l'observation de Leech que les deux premiers O du 

système (1) coincident avec les deux premiers D du système (2). 

Réciproquement : si m, n, h, k est une solution du système (11) on en déduit 

2(m-n) 2 = (h+ ek) 2 + 2k2 

18(mtn)
2 = (h - 3e h)

2 + 2h
2 

d'où 1 1 existence de a, b, c, 

m-n - 2c
2 + i h+ e 

d tels 

k=4 e 

3 (m+n) = 2a2 + b
2 

h- 3e k = 4 

que 

cd k = 2c 
2 i 

ab 2 
h = 2a _ - b2 

On en déduit une solution du système (10) c'est-à-dire une solution de l'équa­

tidn (9) • 

Ex~~ple numérique 

a, b, c, d = -1, 5, -2, 3 h,k -· -23, -1 m,n = -4, 13 e = 1 

d'où la solution 
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1202 + 182 2 - 2182 2662 3.88 2 
= 2182 

120 2 + 209 2 
= 241

2 266 2 3.65 2 
= 2412 

120
2 + 391 2 

= 4092 266 2 3.153 2 
= 232 

1202 + 27 2 = 1232 266 2 3.23 2 
= 2632 

4. Pour À = -2 on peut faire un raisonnement analogue à celui qui a été fait 

au début du paragraphe précédent. 

Posant 
C v=-
d 

on a 

(2a b) (a-b) (2c - d) (c-d) + 3 abc b = 0 

d 1où 

(2a b) (a-b) - 3e cd 

(2c d) (c-d) = -e ab 
e = ± 1 

On a ensuite après avoir rendu entier 

A= Q = (ad + be) (2ac + bd) 

B = -2R = 2(ad - be) (2ac - bd) 

on en déduit 

2 
A + B = 3 e ( ab - e cd) 

2 
A - B = -e (ab+ Je cd) 

On a ainsi une infinité de solutions pour le système 

2 + 2 X y = D 
2 + 2 X Z = □ 
2 (y+z)2 4 

9x + = r 

9x
2 + 2 

9 
4 

(y-z) = s 

Exemple numérique 

a, b, c, d = 7, s, -2, 3 s = -1 

d'où la solution 



-113-

840 2 + 559 2 
= 1009 2 

840 2 + 682 2 = 1082 2 

9.840
2 + 1241

2 = 534 

9.840 2 + 123 2 
= 9.29

4 

Si on prend À= -4, on obtient le même système (3) mais les bicarrés n'apparais 

sent plus. 

Exemple numérique 

a, b, c, d = 7, 17, -2, 15 

d 1où la solution 

28560 2 + 39476 2 = 48724 2 

28560 2 + 61889 2 = 68161 2 

9.28560 2 + 101365 2 = 132725 2 

9.28560
2 + 22413 2 = 88563 2 

132725 et 29521 ne sont pas des carrés. 

Il est probable qu'on pourrait obtenir des résultats du même type àvec d'autres 

valeu,rs de À • 
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AUTOMATA AND p-ADIC NUMBERS. 

M. MENDES FRANCE and A.J. VAN DER POORTEN 

He propose two conjectures relating on the one hand to the representation of an 
irrational algebraic p-adic number and on the other hand to the transcendence of 
as in the ring of forma l power seri es over a fi nite field IF p . The se i deas 
arose in discussion during the second author's recent stay in Bordeaux. 

1.- The fié l d IF p ( (X)) and the ring IF p [[ X l] . 

Let p be prime and denote by IFP the field of p elements. Then IFP ((X)) 
is the field of formal Laurent series 

f = f( X) = ~ f xh 
h =m h 

with 

The element f is said to be algebraic over the field IFP(X) of rational func­
tions over IFP if for some s € IN there are polynomials a0,a 1, ... ,a

5 
of 

IF P [ X J not a 11 ze·ro so that 
s s-1 a0f + a1f + ... +as= O. 

In the sequel we will be concerned with the subring IFP[[ X]] of formal power 
series; that is, those elements of IFP((X)) with m;;;;,, O. The units of this 
ring are the series with f0 r O and below we deal with units so that 
f O = f(O) = 1 • 

As usual, though in this context a trifle confusingly, \ denotes the ring of 
p-adi c i ntegers. For À E Zp , we write 

00 
n 

À = r: ÀnP , 0 .;;;;; Àn < p . 
n = 0 

We may define 
00 

(f(X))ÀnPn fÀ = (f(X)l = n 
n = 0 

00 n À 
= n (f(Xp )) n 

n = 0 

Presuming that f,g are elements of IFP[[ X]] with f0 =1 , g0 = 1 we see that 
the notation does not delude: for À,µ in ZP we have fÀfµ = fÀ+µ ,(fÀ)µ=fÀµ, 
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(fg)À = fÀgÀ and so on, whilst fÀ is indeed again an element of IFP[[ X]]. 
Thus we have a proper exponentiation. 

Example 1 The following example amply illustrates the interest of the notion in­
troduced above 
Denote by C the 'Cantor set' of all natural numbers which in their base 3 repre­
sentation require only the digits O and 1 Then in IF3[[ X ]] we have 

I: xm = ; (1+ x
311

) = (l+x/ 
mE C n = 0 

where in i 3 

Hence 
00 

I: Xh , 
h = 0 

yielding a witty identity in IF3[[ X ]] . 

Example 2 In the same spirit we see that in IF2[[ X]] we may find f so that 

f 3 = ( 1 + X)-l 

Indeed, in i 2 we have 

so 
f(X) = 

oo 4k 
TT (1 +X ) = 

k =0 

where m is the set of natural numbers representable as a sum of distinct powers 
of 4 

Example 3 An inversion formula. Aga in let p = 2 and for À E i
2 

set 

sp( À) = {n Àn # 0 } 

Suppose, for convenience, that ÀO = 1 . If g is an element of IF2[[ X ]l such 
that g0 = 1 and if 

f(X) = TT 
k E sp(À) 

then 
k 

TT l f ( X
2 

) 
k E sp(À- ) 

g(X) = 

At first glance this is a startling claim. In fact we have only reformulated the 
triviality : 

f À • 1 . g -- f lh = g 1 mp 1 es 

We conclude this section with the following remark : In characteristic zero we ha­
ve the Gelfond-Schneider theorem: if a E Î' {0,1} and BE~'~ then a6 

is transcendental. Motivated largely by vague analogy we are moved to suggest that 
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Conjecture 1 If f is an algebraic element of IF p [[ X ] J with f O = 1 and À 
is an algebraic irrational element of Zp then fA is a transcendental element 

of IFP[[ X]] . 

The most striking special case has f(X) = 1 +X and p =2 . Given 
CX) 

À = L À 2n 
n = 0 n 

in z2 , thus with the Àn E {0, 1} , we have the set of natural numbers 
CX) 

µ = E 2n 
n = 0 

µn 

(with µn = 0 for all sufficiently large n). Viewing À as an infinite sequence 
À0À1À2 ... the language L(À) of admissible words µ = 110111 ... µs may be said 
to consi st of a 11 words 11under11 

À The conjecture now purports that if À i s 
an algebraic irrational element of z2 then 

( 1 +x? = :r xn 
n E L{À) 

is transcendental over IF2(X) . 

2.- Automata. 

Formally, a m-automaton consists of a finite set S of states containing a dis­
tinguished element i , the initial state, and a subset F of acceptance or final 
states, related by a map o 

{0,1,2, ... ,m-1} X S + S 
CX) 

known as the transition function. A word µE u {0,1, ... ,m-l}n is said to be 
n= 0 

read or accepted by the automaton if µ sends the state i to astate in F. 
This is to say, set i = x0 , µ = 110111 ... µ

5 
(µj E{O,l, ... ,m-1}) and define 

xk+l = cr(µk,xk) . Then µ is accepted by the automaton if xs+l E F • The lan­
guage L of all words accepted by the automaton is said to be generated by the 
automaton. We interpret the words of L as natural numbers presented in base m. 
It i s a resul t of Cobham, but see [ 4] , that L i s generated by a fi ni te m-auto­
maton only if the series 

f ( X) = L xn E a: [ [ X ]] 
n E L 

satisfies a Mahler functional equation 
s s-1 

a0(X)f{Xm) +a1{X)f(Xm ) + ... +a
5

_ 1(X)f(Xm) +a
5

(X)f(X) = O 

with the a. in Z [X] . Hhen m = q is a power of a prime p we know [ 1] that 
l 

}: xn E IFP [ [ X ]] 
nE L 



is algebraic over IFP(X) 
maton, for some k > 1 
[ 2 J , 2. 4-5. 
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k if and only if L is generated by a finite p -auto-
For an informal discussion of these matters see FOLDS ! 

For p = 2 and f(X) = 1 +X our earlier conjecture can now be stated in the 
fo 11 owi ng way : 

Conjecture 2 If À is an irratiànal algebraic 2-adic integer then the language 

L(À) is not generated by a finite 2-automaton. 

Thus the conjecture may be said to assert that the digits of an irrational alge­
braic 2-adic integer forma relatively 1 complicated 1 sequence. In fact an analo­
gous result is known in the complex case [3]; a gap in that result has now been 
closed and the proof can be reconstructed to show that it applies in all metrics. 
However that result implies only that L Ànxn cannot be an algebraic element of 
IF2[ [X]]' if À. is an irrational algebraic element of z2 ; it is si lent on the 
status of the language L(À.) . 
So as to have at least the outline of a proof we close with an explanation of 
this last remark : Since À. = ,E Àn2n is irrational there are infinitely many k 

for which bath Àk = 0 and Àk+l = 0 if not, this is true of -À and we lose 
no generality in assuming it true for À . Consider the derived 2-adic integer 

À• = E 2n 
nEL(À) 

and its I truncations' 
À' = 

k 

k 
noting that these truncations can be viewed as elements of 71. , with I Àkl < 22 . 
But it is easy to see that _2k+2 

1 À 1 
- À1 1 . .;;;; 2 

k 2 

if Àk =À.k+l = 0 , so À1 is transcendental because it is a 2-adic Roth number. 
Had we commenced with -À we would have shown À '-1 to be transcendental. Unfor­
tunately, even were L(À) generated by a finite automaton it would follow that 
À1 is transcendental; though in general by a somewhat more complicated argument. 

L~e conclude, a little reluctantly,with the following remark. The alleged analogy 
with the Gelfond-Schneider theorem leading to conjecture 1 is somewhat stretched. 
It seems quite as probable that it suffices for À to be irrational and that the 
suggestion that À should be algebraic simply constitutes a distraction. 
This last remark has been vindicated by recent work of the authors. In 1Automata 
and the arithmetic of formal power series 1 (à paraître) we prove conjecture 1, 
requiring only that À be irrational. 
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SUR LA DISTRIBUTION DES NOMBRE& ENTIERS 
AYANT UNE QUANTITE FIXEE DE FACTEURS PREMIERS 

Jean Louis NICOLAS 

Désignons par n(n) = L a le nombre de diviseurs de n comptés avec 
pal ln 

leur multiplicité. On définit : 

Jf(x,k) = {n ~x I n(n) =k} 

N ( x , k ) = C ard J{( x , k ) 

e'f(x,k) = {n ~x I n(n) ?::k} 

S(x,k) = Card S(x,k). 

Dans tout cet article on écrira t à la place de log log x. 

En 1900, E. LANDAU a démontré comme corollaire du théorème des nombres 

premiers que, pour k fixé, 
k-1 

N(x k) "-' x (log log x) = 
' log x (k-1)! 

X R, k-1 
-,-----,--

log x (k-1) ! 

(cf. [Lan], §56). Cette formule avait été conjecturée.par Gauss (cf. [Ell], 

Introduction). En 191'7, Hardy et Ramanujan dans leur célèbre mémoire "The 

normal number of prime factors of a number n" ont donné une majoration de 

N(x,k) (cf. [Ram]). 

Soit F la fonction définie pour I z 1 < 2, par 

1 TI z -1 F(z) = r(z+ 1) . (1-1/p) (1-z/p) 
p 

où p parcourt l'ensemble des nombres premiers. En 1953, L.G. Sathe (cf. [Sat]) 

démontrait que, pour k ~ ( 2-E) t, on a 
tk-1x 

N(x,k) "-'F(k/t) (k- 1 )! logx 

étendant ainsi un résultat de P. Erdos qui avait considéré le cas k-R, =O( If) 

( cf. [ Erd 1 ] ) • 
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A la suite de l'article de L.G. Sathe, A. Selberg démontrait la formule 

(cf. [Sel]) 

( 1 ) L z~(n) = xzF(z)(log x)z- 1 +O(x(log x)Re z- 2 ) 
n5x 

et où le "O" est uniforme dans tout disque I z 1 ~ R avec R < 2. 

OÙ X~ 2, 

La formule (1) permettait à A. Selberg de retrouver le résultat de 

L.G. Sathe, et de préciser le comportement de N(x,k) lorsque (2-E: )t 5k 5BL 

Il signale notamment que 
k N(x,k) l\,C(x log x)/2 

pour (2+E:)i5k5B.Q,, où B est un nombre réel arbitraire. 

La formule (1) a été généralisée de plusieurs façons par H. Delange 

(cf. [Del]). 

En 1978, G. Kolesnik et E.G. Strauss, ont donné (cf. [Kol]) une estima­

tion asymptotique de N(x,k) sous la forme d'une somme double, mais dont les 

termes sont difficilement comparables. P. Erdos et Sarkozy ont démontré dans 

[Sar] : 

uniformément pour tout x et k. Et K. Norton (cf. [Nor 3]) a démontré 

et annoncé que l'ordre de grandeur de S(x,k) était -k x(log x)2 pour 

.Q, ~ k ~ ( 1-E: )( log x) / log 2 et x assez grand. 

Nous démontrerons : 

THEOREME. -

uniformément pour 

Soit B > 2. Tl existe b, 0 < b < 1 tel que l'on ait 

x >,. 3 et Bi ~ k ~ (log x) / 7,,og 2 : 

avec 

(2) N(x,k) = C(x/2k)log(x/2k) +O((x/2k)logb(3x/2k)J 

C = (1/4) II (l+l/(p(p-2))) = o, 378694. 
p>2 

Dans un exposé au colloque d'Orsay (juin 1982) en l'honneur de 

H. Delange (cf. [Nic]), une estimation de N(x,k) donnant le même terme prin­

cipal que (2), mais avec un reste moins bon, avait été présentée. La démonstra­

tion reposait sur la formule : 

( 3) 
k 

N(x,k) = L N'(x/2k-m,m) 
m=O 

où N' (y,m) = Card{n 5y, n impair, îl(n) =m}. 
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La formule (3) s'obtient en regroupant les n E J«.x,k) qui sont divisibles 

exactement par la même puissance de 2. 

On évalue ensuite N'(y,m) grâce à une extension de la formule de 
, ll(n) Selberg (cf. [Del]), qui permet d'évaluer l z • On re:narque enfin que 

n~x 
n=1 mod 2 

dans la sommation de la formule (3) les termes les plus importants sont ceux 

pour lesquels m est voisin de 2i ; en quelque sorte, l'élément normal de 

df<.x,k), lorsque k ~ (2+E)i, s'écrit n =2an' avec n' impair et Q(n') l\.,2L 

La démonstration que nous allons donner de la formule (2) est due à 

G. Halàsz. Cette démonstration est plus simple, elle est élémentaire, c'est-à­

dire qu'elle n'utilise pas de variables complexes, et surtout elle donne un 

meilleur reste. Je remercie très vivement G. Halàsz de me permettre de la 

reproduire ici. 

L'idée de base est d'écrire n = 2am , 
Il (n) = a.+Q(m) et on en déduit : 

(4) N(x,k) = I 
m impair 

2k-ll(m) 
m ~X 

ll(m)~k 
avec 

k 
Q1 (y) T1 = Q

1 
(x/2 ) et 

et 

m 

= 

= 

impair. On a alors 

T1 -T2 

I 
m impair 
ljJ(m) ~ Y 

I ·1 
m impair 
ljJ(m) ~y 
ll(m) > k 

où on a posé, pour simplifier l'écriture ljJ(m) = m 2-Q (m) • 

La fonction 1jJ est complètement multiplicative, et tend vers +oo sur les 

nombres impairs. Le théorème résultera de (4), d'une estimation de Q
1

(y) et 

d'une majoration de Q
2

(y,k) 

La démonstration complète apparaitra dans un article des Acta 

Arithmetica. 
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Remarques : Il est possible par des méthodes analytiques d'obtenir pour T
1 

un développement asymptotique plus long que (10), et de même d'obtenir un 

équivalent de T
2

• Mais malheureusement la méthode ci-dessus, qui convient 

pour la fonction ~(n) complètement additive, ne s'adapte pas par exemple 

à la fonction w(n) = l 1. Pour cette fonction, les meilleurs résultats 
pin 

actuellement connus sont [Erd 2], [Nor 3] et [Pom]. 

[Del] 

[Ell] 
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EXPONENTIAL SUMS OVER FINITE FIELDS 

Harald NIEDERREITER 

Let CF q be the fini te field of order q. For fe!F q [x 1' ••• , xr] and 

a nontrivial additive character X. of 1Fq define the character sum 

01 = 2 X(f(a1' ••• ,ar)). 
a

1
, •• o ,a e1F r q 

Together with c1 we consider lifted character sums corresponding to the 

various finite extensions IF 
5 

of IF
4 

contained in a fixed algebraic 
- q 

closure fFq of IF • First, X. is lifted via the trace to a nontrivial 
q (s) 

additive character X 

function from Ir 
5 

q 

(1) 

Now define 

C "" s 

of IF 
6

; in detail, if Tr
6 

denotes the trace 
q 

onto fF q, then set 

for ~rf"C' a.es,, s• 
q 

With these lifted character sums one sets up the L-function 

in the compl.ex variable z. For r = 1 one has the classical results of 

A. Weil on these L-functions (see [5, Ch. 5}). For general r, Grothendieck 

[4] proved by methods of e -adic cohomology that L(z) is always a rational 

function. Bombieri [1] conjectureà that L(z) has the special form 

(2) 
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with a polynomial P, ?rovided that f satisfies soi! kind of nonsingularity 

condi tien. In his famous paper on the Weil conjectu.r1is 1 Deligne [3] proved 

among other results that Bombieri's conjecture is tr,e if deg(f) 1s nota 

multiple of the characteristic of 1Fq and the leading homogeneous part 

r0 of f is nonsingular in the standard sense (i.e., there is no point 

over /Fq at which r0 and all its first-order partial derivatives vanish 

simultaneously). 

In a lecture g:tven at the Oberwolfach Con:ference on Analytic Number 

'l'heory in 1982, s. A. Stepanov announced an elementary proof of the result 

of Deligne quoted above for the case where deg(f) is less than the 

characteristk of IF'q (see [12] ). According to the outline given by 

Stepanov, his method depends, first of all, on an explicit expansion of 

L(z), where we assume for simplicity that r is odd (otherwise consider 

L(zr 1), 

L(z) 

(3) 

CO 
) zs = , i + 2: r; zs • 

&=1 s 

Now one has to show 6 = 0 for all sufficiently large s. Stepanov 
s 

claimed that he can do this by inserting the explicit form of the sums c1 , 

then fully expanding the resultin~ expression for 5
5 

and combining terms 

in a suitable way. In a brief note [13] sumrnarizing the method, this 

point 1s brushed over. Since I could not get any further details from 

Stepanov, I tried to reconstruct his argument and I looked first for a 

simple test case. 

It turns out that Stepanov had already used this method in his paper 

[11] to give an elementary proof of the Davenport-Hasse theorem for Gaussian 
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sums over finite fields. A closer inspection of this proof reveals, how-

ever, that it breaks down at a crucial step of the argument. This raises 

some doubts about the validity of Stepanov's claim at the Oberwolfach 

conference. But, obviously, a final verdict can only be given when 

Stepanov publishes his proof in full detail. 

In order to elaborate on the errer in [11], it is necessary to first 

describe the Davenport-Hasse theorem. Let ~ be a multiplicative and X. 

an additive character of IF
4

, not both being trivial, and use the conven­

tion lfl(O) = o. The corresponding Gaussian sum is defined by 

G1 = G(\f/,X.) = L 4'(a) x_(a). 
MIFq 

The chara.cter '-fJ is lifted by means of the formula 

for aalF , 
s q 

where N
5 

is the norm function from IF onto IF. With X(s) being 
qs q 

given by (1), we consider the lifted Gaussian sum 

G = s ( (s) (s)) ~ (s)( ) (s)( ) 
G \fJ , X, = ..::::..,_ 4' a X, a • 

aëlF s 
q 

The Davenport-Hasse theorem expresses the following simple relation between 

Da rt Ha Th Gs = (-1)s-1 Gs1• venpo - sse eorem. 

In the paper of Davenport and Hasse [2] this relation arose from the 

study of L-functions of an algebraic function field defined by an Artin­

Schreier curve over JF
4

• The paper contains also a proof of the formula 

based on the results of Stickelberger [14J concerning the factorization 

of Gaussian suros in cyclotomie fields. Schmid [10] has given an elementary 

proof of the Davenport-Hasse theorem by induction on s. 

Although this is not made explicit, the method in Stepanov [11] for 



proving the Davenport-Hasse theorem amounts to considering an L-function 

corresponding to Gaussian sums and expanding it as in (3)s 

oo G CO 5 
L(z) = exp(L ss zs) = 1 +Lfs z 

s=l s=l 

with 

Then one tries to show g-
5 

= 0 for s > 1. In one of the key steps i t is 

claimed in (11] that for a given solution of 11 + 2i 2 + ••• +si
6 

= s in 

nonnegative integers 1
1

, ••• ,i
5 

the number N(t 1, ••• ,ts) of tuples 

with the first 

(1) (1) (s) (s) 
(a1 , ••• ,a. , ••• ,a

1 
, ••• ,a 1 ), 

1 1 s 

entries being in IF, the next q i
2 

entries being in 

IF 2 , ••• , the last 1
6 

entries being in F 
5

, and with the elementary 

s~etric polynomials in the aij) and their conjugates over JFq having 

statement is, however, incorrect. For instance, if 

This 

i =0 and s 

is irreducible over IF
4

, then N(t 1,.,.,t
6

) = O, whereas N(o, ••• ,o) • 1, 

as can be seen immediately from the factorization of t(x) in its splitting 

field over IF
4

• To provide another counterexample, we note that if 

1
1 

• s, 1
2 

= ••• = 1
6 

= O, then N(t 1, ••• ,t
5

) = 0 whenever t(x) does 

not split completely over tF4, whereas N(o, ••• ,o) = 1 and N(1,0, ••• ,o) = s. 

The proof of the Davenport-Hasse theorem in [11] is therefore fallacious, 

Any attempt to repair it would have to be based on a correct formula for 

N(t 1, ••• ,t
6

), Such a formula will, however, be very complicated and lead. 

to a rather involved proof of the Davenport-Hasse theorem. 

We present now a short proof of the Davenport-Hasse theorem using a 
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technique in [5, Ch. 5]. Let M = { gE!Fq[x] s g monic }, 1\. = { gEMs deg(g) = r}, 

I = { gfM i g irreduci ble over IF qr• Id = { gel s deg(g) = d }. De fine À s M ➔ <If, 

by À(1) = 1 and 

r r-1 r ) 
À (x - c 1 x + ••• + (-1) cr = 4'(cr) x,(c 1) for r ~ 1. 

Then À is multiplicative in the sense that À(gh) =À(g)À(h) for all 

g, h E. M. Splitting up G
5 

according to the degree of aEIF s over IF
4

, 
q 

writing ga for the minimal polynomial of a over Wq, and using simple 

properties of Tr 5 and N
5 

(see [5, Ch. 2] ), we get for I z \ < q- 1 , 

"° G oo s ___ (d) (d) s/d 
L 

5
5 z

5 
= L ~ L > :: ( lfJ (a) X. (a)) 

s=1 S=1 dis deg(a)=d 

CO s --- s/d oô s s/d 
=Lz 5 L2 À(ga) =:L~LdLr-.(g) 

S=1 d\s deg(a)=d S=1 dis gEid 

In this Euler product À(g)zdeg(g) is multiplicative as a function of g, hence 

co G 
~ s s .c_ -z = 

s S=1 

oc 1 s 1 s s 
= log(1 + c1z) = L 

5 
(-1) - G

1 
z , 

S=l 

and comparison of coefficients yields the Davenport-Hasse theorem. 

The same method can be applied to other exponential sums. For instance, 

if 4'1 and tp2 are two multiplicative characters of JF4 , not both of them 

trivial, and if we fixa nonzero béW
4

, then we can consider the lifted 

Jacobi su.ms 

With 

deg(g) 
À(g) = 4'1 ((-1) g(O)) tp2 (g(b)) for gEM 
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we get then as abovez 

~ J ~ ~ ~1 
L. _§. z5 

= log(L_ (_L. À(g))zr) = log(1 + J1z) = ~ 1 (-1) J; 
s=1 s r=O gE.~ s::1 s 

and comparison of coefficients yields J
5 

= (-1)s-l J;, a formula first shown 

by Mitchell [6]. 
The Davenport-Hasse theorem can be used to establish a formula of the 

type (2) for L-functions corresponding to a general class of multiple exponential 

sumso For 1 f: i L r let F1 be a fini te field, let Xi be a nontrivial 

additive chara.cter of F1, and let 4'i be an arbitrary multiplicative 

character of F1• 

of index m, where 

* * Let H
1 

be a subgroup of the direct product F
1
X •• oXF r 

* F denotes the multiplicative group of a finite field 

F. If F1,
6 

is the extension of F1 of degree s contained in a fixed 

algebraic closure of F1, let 

- * * * * N
8 

a F
1 

X ••• XF ~ F
1

XeooXF ,s r,s r 
be the componentwise norm function and set H

5 
= i; 1 (H1). 

* * For fixed u E: F 1 X ••• X Fr define 

(s) (s) (s) (s) 
(4) E = m > % (a1 ). • •Xr (ar) 4'1 (ai).• •~r (ar). 

s (a1•••••ar)EuHs 1 

Then set up the corresponding L-function 

(5) 

Theorem 1. 

, (l()E s 
L(z) = exp(,L ....ê. z ). 

s=1 s 

The L-function in (5) is of the form 

( )r-1 
L(z) = P(z) -! 

with a polynomial P of degree m satisfying P(O) = 1. 

Proof. 
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(s) 
For fixed s we use the Fourier expansion of the restriction of Xi 

to F* with respect to the characters ,Ài of that groupr i,s 

(7) * for all c € Fi , ,s 

where q
1 

denotes the order of F1, the Fourier coefficients are Gaussian 
-

surns, and Ài is·the conjugate character of À
1

• Inserting (7) in (6) we 

get 

> - (s) _ (s) 
0 X À G(,\, X 1 ) ••• G(Àr Xr ) >.

1 
(u

1
a

1 
) ••• À (u a ) 

1••••• r , r r r 

* * Let A
5 

be the annihilator of Hg in the dual group of F1 X ... XF • 
( ) 

,s r,s 

1 
s (s ) 1 Then the inner surn has the value l H5 if ((.//.

1 
J.i

1
, ••• ,~ " ) E. A and 0 

r r 5 

otherwise. Therefore, 

Since N
5 

is surjective, we have 

and from 

(9) 



- 1 3 1 -

This irnplies 

(10) 

Since it is immediate that (À
1
(s),.,.,À(s))EA whenever (A

1
, •• 6,À )éA, 

r s r 1 
it follows from (10) that A

5 
consists exactly of all (À}sJ,.,.,À~ 5 J) 

with (À
1

, ••• ,À )EA. Using this fa.et as well as (9) and the definition 
r 1 

of m, the identity (8) attains the form 

_(s) (s) (s) -(s) (s) (s) (s) (s) 
E5 = (>, )é G(À 4'

1 
, X. ) ••• G(À lf , X, ) À (u ) •• • À (u ). 

1, ••• ,Àr Ai 1 1 r r r 1 1 r r 

Now we can apply the Davenport-Hasse theorem, and taking into account that 
(s) , s 

À
1 

(ui) = (Ai(u 1 )), we get 

E5 = (-1)r f.x ((-1)r G(A o/. ,X ) ••• G(À ~ ,~)A (u ) ... A (u ))
6

• 
, ••• , À )EA 1 1 1 r r 1 1 r r 

1 r 1 

Since /A11 = m, we can label the numbers 

by w
1

, ••• '"'m' so that 

(12) 
m s 

E = (-1 l ~ W • s . 1 . J= J 

For the L-function in (5) we obtain then 

r"" sm s rm Dô s 
L(z) = exp((-1) ~ ~ LW.)= exp((-1) ~ ~ 1 (w.z) ) 

s•1 j=1 J j=1 S=1 5 J 

r m (-i)r-1 
= exp((-1) -l ~ log(1 - w.z)) = P(z) 

J=1 J 

with 

Since the characters Xi are nontrivial, we have Wj + 0 for 1 :'= j ~ m, 

and the proof of Theorem 1 is complete. 
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The exponential sums in (4) include various classical exponential 

sums as special cases, such as Gaussian sums, Kummer cyclotomie periods, 

and products of such sums. They also include a class of character sums 

studied by the author in a number of papers (see [?], [8], [9]). This 

will be explained in the sequel. 

Let (yn), n = 0,1, ••• , be a linear recurring sequence in IF4 
satisfying the linear recurrence relation 

(13) n = 0,1, ••• , 

with constant coefficients ~-1'•••,bo€1F'
4

, b 0 f,. o. To exclude a trivial 

case, we assume (y
0

, ••• ,yk_
1

) F (o, ••• ,o). We can also assume that (13) 

is the linear recurrence relation of least order satisfied by (yn), i.e., that 

( ) k k-1 
f x = x - ~-1 x - ••• - boE Œ\[xJ 

is the minimal polynomial of (yn) (compare with (5, Ch. 8]). Then the 

least period 't' of (yn) is equal to the least positive integer e such 

that f(x) divides Xe - 1 • We consider now the case where f .has no 

multiple roots. Then 

with distinct rnonic irreducible polynomials fi over K • fF. q Let v1 
be a fixed root of fi in its splitting field F1 over K, and let 

TrF /K denote the trace function from F1 onto K. 
i 

Lemma. Under the conditions above, there exist elements u1eF 1, 1 ~ 1 f: r, 

such that 

Proof. Let 
00 

(14) G(x)=L 
n=O 

be the generating function of (yn)• On a.ccount of the linear recurrence 

relation, it is of the form 
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G(x) = ii(;) 
with g~/Fq[x], deg(g)< k, and f*(x) = xkr(1/x) being the reciprocal 

polynomial of f (compare with [5, Ch. 8]). Ey partial fraction decomposition, 

d1-1 
r ~ ai. 

G(x) = ~ 4- J J , 
i=1 J=O 1-viq X 

where di= deg(f 1), and the elements aij~Fi are conjugate over K, i.e., 

qj 
aij "" a10 for O ~ j L di - 1. Expanding into formal power series, we get 

and comparison of coefficients with (14) yields the result of the lemma, 

Since f(O) = - b0 f, o, we have v1 + O for 1 Li~ r, and since f 

is the minimal polynomial of (yn), we have u1 + 0 for 1 ,.c_ i ~ r. Now 

let X. be a nontrivial additive character of K = JF
4 

and consider the 

character sum 
't'-1 

(15) L x<Yn) 
n=O 

extended over the period of (yn)• Then writing again di= deg(fi) and 

using the lemma., 

't"-1 't'-1 n 
LX,(Yn) = Zx,(TrF /K(u1v1)) •• oX(TrF /K (urv~)) 
n=O n=O 1 r 

T'-1 (d1) n (dr) 
=LX (u1v1) ••• X, (urv~) 

n=O 
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where u = (u1' ••• ,ur)EF;X.uXF; and H
1 

is the cyclic subgroup of 

F~X ••• XF; generated by (v
1

, ••• ,vr). Consequently, the character sum 

(15) is, apart from the factor m, a sum of the form E1 in (4), with 
(di) 

~ = X and trivial 4'i for 1 L i 6:. r. 

The identity (12), together with the form of the wj given by (11), 

immediately yields the estimate 

\Es I Lm (q1 • • .qr)s/2 

for the sums Es in (4), where q1 denotes the order of F1• If all 

qi are identical, then we can establish an estimate that is in a sense 

best possible. 

Theorem 2. Let F 1 = IF q for 1 ~ i L. r. Then there exist integers C 

and H w1 th O < C !f, m., 0 b; H L r, such that 

Furthermore, for every l> 0 there exist infinitely many s with 

Proof. By (12) we have 

where the Wj are given by (11). For O 6:h L r let mh be the number 

of (A
1

, ••• ,Ar)eA
1 

such that Ài = 4'i holds for exactly h values of 1 

Then 
r 

(16) ~ mh = m. 
h=O 

We note the fact that for a multiplicative character \fJ and a nontrivial 

additive character X of IFq we have 

1 G('f',X) 1 ={ 1 

1/2 
q 

for \fJ trivial, 

otherwise. 
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Therefore, 

(17) 1 1 
L ~ s(r-h)/2 

Es - L- mh q • 
h=O 

Let H be the largest value of h with mr-h f 0, Putting C = mr-H' 

we get 

IE
5
I L..C qsH/ 2 + (m-C) qs(H-l)/ 2 for all s ~1, 

where we used (16), 

J 

To prove the second part of Theorem 2, let 

be the set of those j, 1 ~ j Lm, for which 

~ > 0 be given and let 

1 w. l = q H/2. For j € J 
J 

we have 
2TTi0 

Wj = qH/2 e j with ej real, 

We note that the set J has C elements, Therefore, by Dirichlet's 

theorem on simultaneous diophantine approxi~etions, the~e exist infinitely 

many s for which 

Consequently, 

for infinitely many s, 

An interesting special case for applications is that of the 

character sums in (15), with the minimal polynomial f of (y) being n 

irreducible over fFq• In this case r = 

subgroup of fÏ generated by a root v 

By the earlier discussion, 

1, F1 = IF k' and H1 is the 
q 

of f, so that m = (qk - 1 )/'t", 

-T-1 1 
~ X(yn) = - El 
n=O m 

for a sum E1 of the form (4) with lf't trivial. The lifted sum E
5

, s ~ 2, 

corresponds to a subgroup H
5 

* of F1,s of the sarne index rnQ 
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cyclic of order 't' = s (qks - 1 )/m, so we can choose a generator v(s) of 

Hs• Let f(s) be the minimal polynomial of v(s) over IF s• It is clear 

deg(f(s)) 
q 

that d = divides k. Suppose d were a proper diviser of k. 

Then it follows that 

(gk 5 -1 )'t' ( k(s-1) k(s-2) 
1 

),,,. ks/2 sd '[; = k = q + q + ••• + «- > q > q - 1. 
s q -1 

On the other hand, v(s) is a nonzero element of the finite field of order 

qsd., hence 

( ) sd i 
(v s )4 - = 1, 

,,, sd 
which implies 1:' = q - 1, a contradiction. 

s 
Thus we have deg(f(s)) = k. 

From the earlier discussion we see that there exists a linear recurring sequence 

(y(s)) in IF 
5 

with minimal polynomial f(s) and least period "t' such 
n q s 

tha.t 
,: -1 
-f:_ X.(s)(y~s)) = 1 Es• 
n=O m 

For s = 1 we wri te y (1 ) .. y f (1 ) = f and ,... ,,., n n• ' ~1 = «-• From (17) and the 

second part of Theorem 2 we obtain then the following result. 

Corollary. For all s ~ 1 we have 

T -1 
j i:, ?<.(s)(y(s))!L.( 1 _ 'rs ) 4ks/2 + 't'5 • (18) 

n=O n . 4ks_ 1 4ks_ 1 

Furthermore, for every é > 0 there exist infinitely many s with 

T -1 
1 ±. x(s) (y~s)) 1 ~ ü 

n=O 

ks 
In case 't'

5 
= q - 1 (i.e., m = 1), the second part of the 

corollary provides no information. But in this case it is easy to 

see directly that 
't' -1 ±. x(s)(yCs)) = - 1, 
n=O n 

and so (18) is again best possible. 
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A CORRECTION TO "REHARKS ON ELLIOTTs THEOREM 

ON MEAN-VALUES OF MULTIPLICATIVE FUNCTIONS" 

(DURI-W•I 1979/1981) AND SOME REMARKS 

ON ALMOST-EVEN NUMBER-THEORETICAL FUNCTIONS. 

Wolfgang Schwarz 

Frankfurt am Main 

1. Introduction. 

a) Denote by 

(1.1) 

and 

(1.2) 

the complex vector-spaces of linear combinations of ex­

ponentials 

(1.J) 2rr:i. e :n~e n, 
a. 

respectively Ramanujan sums 

(1.4) c : n f-) Z:: d•µ.(!'..) = 
r d 1 (n,r) · d 

~ exp(2rri,; • n) • 
a mod r 

Using the uniform norm 

1\fl\ 
u = sup 

n E IN 

(a,r)=1 

l:r<n> l 

respectively :for q > 1 the (semi-)norms 

(1.6) 11 fil q 
= S lim sup L x ➔ oo 

1 
X 

, 
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obtain the vector-spaces 
1) 

we 

(1.7) Gu = 11-1\ -closure of G, 9u = iJ. Il -closure OÎ r> 

u u 
, 

(1.8) Gq = 11.1\ -closure of G, Rq = \ ! • '1 -closure of R 
' q q 

of almost-periodic,respectively almost-even number-theoreti­

cal functions. 

Denoting the null-spaces by 

the quotient spaces 

Aq = G.4 / hq and Bq = !Rq /1\~ 
2) 2 2 are normed vector-spaces and complete • A, B are Hilbert-

spaces with the inner product < f,g > = M(f•g), where 

(1.10) M(f') = lim 
X ➔ oo 

1 
X 

f(n) 

denotes the mean-value off' (if this mean-value exists). 

b) Denote bye the set of arithmetical functions with 
q 

the property that the four series 

- 1 L'. p • (f(p)-1) , 
p 

s2(f) S -1 lf<p>-11 2 = p • , 
1:r(p) 1<.l 

(1.11) -2. 

'""""' 
-1 " S"(f') = ~~--' p • 1f(p)i , 2 

lf'(p) i>i 

1) u u In fact, rand~ are algebras; G and~. are complex 
algebras. 

2 ) See KNOPFMACHER [ 19] • 
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are convergent. Extending a famous result of H.Delange [6]) 
P.D.T.A.ELLIOTT 1 ) and independently H,. DABOUSSI2 ) proved 

the following 

Theorem A. If q>1, and if f : N""?( is multiplicative, 

then the following two conditions are equivalent. 

{ i) 1
1 fil q < 0\:), and the mea._n:-:-v_a:L~-~ .M. l f) ex~~-!~­

and M{f) is __ non-zero. 

( ii) f E l\, and :for any _prime p ~J:ie relati_~!!: 

{1.12) -1 -2 2 1 + p • f(p) + p • f(p ) + ••• I 0 

holds.. 

There are several simplifications or variants of the 

proof or extensions of this important result (see for 

example DABOUSSI-DELANGE [5J, H.DABOUSSI [3J, HEPPNER t10J, 
SCHWARZ-SPILKER [28], the survey article (25) , and K.H. 

INDLEKOFER [12), [13), [16],u7J). 

c) During the conference at Marseille-Lwniny the 

author presented a simplified proof (due to the author and 

J.SPILKER jointly, see [29]) for the following result 

(which is contained in DABOUSSI (3] ). 

Theorem B1 • If f E a4 , q > 1 ~ is multiplicative and 

if M(f) # 0 , th_en f E e,
4 

(~d_ (1.12) holds). 

For the special case q=2 the following stronger result 

(due to ELLIOTT [ 7], with a simplified proof' by DABOUSSI­

DELANGE [5 l ; see also [24]) holds; this result was the 

basis :for the above-mentioned proof of' Theorem B1 • 

t) in[7] for q=2, in[9Jfor q>1; see also [8]. 
2 ) see{2}; the characterisation of almost-periodic multi­

plicative nwnber-theoretic functions is given in CJJ. 
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Theorem B
2 

• If f is multiplicative t:t.:t'l~ 11 f\1 2 < a, , _a_nd 

if the mean-value M(f) exists and is non-zero, then f E e0 • 

d) Since our proof of Theorem B1 is to appear in 
11Analysis", it will not be reproduced here. Instead, the 

author would like to take the opportunity of correcting 

'-' 

a grieve error in the proof of the main result of SCHWARZ­

SPILKER [28] • This result is 

Theorem a
3

• Let q>1. If f ~ r,
4 

is multiplicative, 

then f E 34 • 

The proof used the following partial results. 

Prop9sition A. 

Proposition B, 

If f ~ e1 is multiplicative, then f €. a1 • 

If :r E eq is multiplicative, then 11:rll <~--- q 

Proposition c. If :f E e1 is multiplicative and if 

li f'\I < eo , then f' E. 64 • q , 
Proposition A was deduced using RENYis method (see 

(22]) and a relationship theorem of HEPPNER-SCHWARZ ([11], 

stated in this paper as Lernma J.1). Using the relationship 

theorem again it is rather easy to show Proposition B. 

However, in our paper (28), we made the erroneous statement 

(Prop.4, p.333) 

(1.13) If' f'EB1 , q>1, and 11 f'\1 < '° , then f'EB4 ; q 

due to the missing assumption of multiplicativity, the 

assertion (1.13) and its proo:f are wrong, as cc~l\ter-examples, 

given in section 2, show • ..,, 

It is the aim of this contribution to repair the error 

in [28] by proving Proposition c, and :furthermore, to give 

some simple results on arithmetical :functions belonging 

to a4 • 

i)G.HALASZ wondered if Proposition 4 is correct {Warszawa 
Banach Center, Sept.82). J.MAUCLAIRE :found that Prop.4 
is erroneous (oral communication of H.DABOUSSI, letter 
of MAUCLAIRE Sept.6, 1983; see also f21J • J.MAUCLAIRE 
and A.HILDEBRAND (letter of Sept.12 1 1983) provided me 
with counter-examples. 
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2. Counter-Examples 

The statement (1.13) is wrong, as the following counter­

examples (for q=2) show. 

a) Define 

={n1/4, 

0 t 

f(n) 

if n is a square, 

otherwise. 

Then '1 f 11 
1 

1 = 0, f E ~ , and all Ramanujan coefficients 

a (f) = M(:f•c )• _!__() 
r r q)r 

vanish. However 

r.lf<n)l
2

= 
n<x 

1 
m ~-2 • X t 

hence M(lfl 2
) = ! , therefore Parseval's equation 

('/~ 

M(1fl 2 ) = r, q)(r)•la (f)1
2 

r=1 r 

is violated, and so f / ~2 
• 

This example is due to J.MAUCLAIRE. 

b) Define 

={ Jlog 

g(n) 
0 

Then llgll o, g 1 
= E B 

2 1 
M(lgl ) = 1 , and so 

n 
' 
' 

, all 

g / A.2 

if n is a prime , 

otherwise. 

the a (f) are zero 9 but r 
• 

c) The functions 1..a-,f, 1+g in 
1 M(1+f) 1 M(1+g), are 18 ' = = 

but 1+f ,i A2
, 1+g / wi

2 
• 

d) A.HILDEBRANDs example is 

= { :k/q ' 
if n = 2k is a power o:f 2 

' :f (n) 
q otherwise 

' • 

Then q :f li = q r 
0 :for any 1 < r < q ' 

11:r Il > 0 ' 
but f,. ijq • q q 
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J. Some Tools from Number Theory and Sorne Easy Hesnlts 

on Almost-Periodic Functions. 

a) Define two multiplicative functiox ; î,g to be related, 

abbreviated f ~ g, if 

( 3. 1) r, p- 1 • lf(p)-g(p) l < 00 • 

_p 

Denote by q the set of functions 

Q = [f :N-,'> r ,f multiplicative 'L L f k_ \+cr")\ <Co} 
\0 ~ -z.t 

{J.2) 
and ~,f~p)l2 <c,J}, 

p 

and by 4* its subset 

(J.J) (', s ( 1 .f.itl f(p2) 
~*= LfEG; mf p,s):= + s + 2s + ••• /. 0 in 

p p 

Re s > 1 for any I>~~e p J . 
1) Then the following result is true • 

Lemrna J.1. Let f,g be multiplicative, f ~ g. Assume 

that f,g<:;Q., and fEG*. Then the multiplicative function hJ 

defined by g=f*h, has the property 
00 

z:: 
n=1 

\ h(n) 1 < t,(1 • 
n 

Corollary. Let f,g satisfy the assumptions of Lemma J.1. 

Then the following assertions are true. 

( 1) If M(f) exists, then M(g) exists, and 

M(g) = M(f)-TT (1 + !!.W.. + ... ) • 
p p 

(2) If 1 (resp. f(û 1 ), then 1 (resp. gEû1) f ( f,. gE~ • --
(J) If all the Ramanujan-coefficients a (f) (resp. all the 

) x r 
Fourier-coefficients 2 

:f(o)) exist, then all the a (g) - ---------- - --- - ---- --- . -- r 
A 

(resp. all the g(n)) exist. 

i)HEPPNER-SCHWARZ [11); for weaker results, see DELANGE (6], 
LUCHT [20] , SCHWARZ [ 23]. 

2)" -t·(a) = M(f.e ). 
(l 
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Lemma J.2. _If f > 0 _::i.s multiplicative and :Ï::f 

(J.4) ) )~ 
•·-··-- t----1 

for any y> 1 , 
k 

p <Y 

then 

(J.5) f(p)-1 + 
p 

where c 2 only depends on c 1 • 

. L.ds lemma is we11known, the idea of the proof seems to 

be due to E.WIRSING ([Jo], Hilfssatz 2). Much stronger re­

sults are contained in WOLKE [J1]. 

(b) The following statements are easily proved by simple 

approximation arguments, we1lknown in the theory of a1most­

periodic functions. 

then 

( J •' 

(1) BESSELs inequa1ity: If fis in û1 and 11fl1
2 

< c,o, 

(1') If fis in , then 

(J) 

I: lar(f) 12
-~(r) < 11fll: • 

r 

q' 1 1 1 I:f fEû 4 , g~G: where - + - = 1 , then f•gr-G • '---q q' 

(4) If t 1 ,t 2 E~ are rea1-va1~ed, then max(t 1 ,t 2 ) and 

~in (t
1

,t 2 ) are in~. 

( :;; ) .. X'! f'Eq'l, then f'or any constant c > 0 the f'uncj;ions 

f*= max(c, 1:rl) and f*= min(c, lfl) a~~----~-!1-A
1 

• 

For statement (5) see the corollary to Lerruna J.4. 

1) 1 
Lemma 3. 3. _J;..f g is a bounded fun~-~-~~-~ __ i.n û , and if' f 

is in G4 , th~~ g•f is in G4 • 

i)DABOUSSI (3], III.8. The same result is true for the 

spaces n4 • 
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f 

Corollary. If g in a1 is real-valued and e ER, th.en 

max(g,c) an~. min(g,c) _are_ in 6
1 

• 

Pr~~~ ... <>..t Lemma J.4. Given s > 0 , choose tfij for which 

1\ f-t\l 1 < € / 
2

K. Then 'l.' o t is in 6, and 

1 
X n 

E l(tf)-(lt)(n) 1 <K. 
<x - X -

if xis sufficiently large. 

I'. lf(n)-t(n) l 
n<x 

The Corollary is deduced from the fact, that the functions 

x ~ max(x,c) and x ~ min(x,c) are Lipschitz-continuous. 

Lemma J.5. If f ~s i~ 6
1 

2 nd if \\f'\\
4 

is fi11:;_t~., ~~~!:~ 
r q > 1 , then fE6 for any r satisfying 1 _::; r < q. 

Proof. Assume without loss of generality that fis real­

valued. The truncated function 

fK = maxl-K, min(f,K) \ 

is in ~1 (see Corollary to Lemma J.4). Since fK is bounded, 

fK is in B
1 

for any 1 > 1 (see Lemma J.J). Given r, 1<r<q, 

define s,s' by s'= % > 1, ! + !, = 1 • Then, applying 

HOLDERs inequality, we obtain 

1 r'. lf(n)-:fK(n) lr 1 'E lf(n) Ir Mx):= - • < - • . X 
n<x -x n<x 

lf<n> \>K 

<{!. E !f(n) 14}!' • { ! I: 1f • - X n<x n<.x 
tf(n) \>K 

i) This means the existence of a constant K with the property 

l'l'(z)-1:l'(z')I < K• \z-z'; <-or all z, z' in 4:. 



-147-

Obviously 

Kq • I'. 1 < 
n_9c, l f(n) 1 >K -

I:lr(n)lq 
n<x > 

and so 

< 

if K is sufficiently large. There:fore :f~2r. 

c) The next result is proved in DABOUSSI [JJ, using the 

WeierstraB approximation theorem. 

Lemma J.6. 1
) If g > o, a. > 1, and ~ > 1 , ~ gaE.al3 

is equivalent with gEû~~. 

1) 
Corollary. 

Moreover, :for any € > 0, 

lim sup 
X ➔ tiô 

1 
X • 

g(n)>K 

if K is su:fficiently large. 

Proo:f. Given € > 0 , choose tE63, satisf'ying 1\g-tll < r, • q 
Assume K > suplt(n)f. Then 

1 - . 
X 

n 

n<:x 
g(n)>K 

For x➔ oo this last sum is less than 

l\g-t1\~ 
q < € • 

g(n)>K 

i)The same result is true :for the spaces e4 • 
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The second assertion follows from 

I: lg(n) lq < 2q• Z \g(n) - -lK lq • 
n<x n<x 

g(n)>K g{n) >-}K 

e) According to the elementary theory of Hilbert spaces 

(see for example HEWITT-STROMBERG [11a] ) Parseval' s 

equation 

:fEG.2 implies 

respectively 
00 

I: 1ar{f) \
2 

• ~(r) = 11:rn~ 
r=1 

fE3- 2 implies 

is true, since {by definition of 8 2 ,G.2 ) the orthonormal 

systems 

resp. f ea.,a.ER/zl are "complete" in B
2 

resp. 

4. Correction of a Proof_in [28]. 

A first correction of the proof of the main-result of 

[28], stated as Theorem a
3 

in section 2, was given in [25]. 
This paper being not yet published, we sketch the proce­

dure: 

Having proved Proposition A and Proposition B in [28] ,. 
we define a function fK by 

Then fK is near f with respect to \l,\\q, if K is large. 

Furthermore fK is in 6
1

, according to Proposition A. By 

Lemma 3.2, \lfKllr < ., for any r > q, and so fKE.B-4 by Lemma 

3.5 and the proof for fE6 4 is complete. 
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5. A second Proof of Theorem B
3

• 

Proposition 5.1. Suppose, f is multiplicative_, the mean­

value M(f)f0 exists 1 ), and ffe. 1 ; then the _ _function h, defined 
by2) 

h(n) f(n) 
= 1 f(n) 1 ' 

is in B-
1 

• 

~~r,~_!lary 5.1. If fis multiplicative, if fEe 1 , if 

M(:f) ,t o, ar1~ :if. lf \Es4 , then fES 4 • 

Corollary 5.1~ J) If fEB 1 is multiplicative with mean­

value M(:f) 1 0 , and if \:r1EB4 , then :fEe 4 • 

Proo:f of Proposition 5.1. Obviously }hl .:5. 1. According 

to DELANGEs theorem [6] in the version of SCHWARZ-SPILKER 

( (27], Theorem 5.1., p.J48, or Prop.A) the convergence of 

= 

is su:f:ficient for hEa 1 • Since ~ p- 1 and 
1 f (p > 1 <½ 

,_.. p-1 ( ) '-' are convergent because :f€~ 1 , we only have 
\:f(p) t>f 
to prove that 

§ ,_..(§) p-1 ( ' s (h) = t... • 11-h(p) l 
1 

i)The existence of M(f) follows, if Proposition Ais used. 

2 )If f(n) = 0 , then define h(n) = 0. 

J)For the proo:f, Theorem B
1 

is used. 
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is convergent, where (§) stands for the condition 

(§) 

Using 

as 1ong as l lf(p)\ -1\ < ! , 
we obtain 

SÎ(h) = Y-:(§) p- 1 .(\f(p)\-1)-r.(§) p- 1 .(f(p)-1) 

+ c1(r(§) P- 1.jtf(p) 1-112 + r.<§)p- 1 ·lfcp)-1!•1ffepH-1( ). 

The convergence 1 ) of s
1

(lfl), s
1

(f), s 2(1fl) and s 2(f) gives 

§ 
the convergence of s 1 (h) • 

Proof of Proposition 5.1~ The assumptions imply fc~ 1 
by Theorem 61 , and Proposition 5.1. is applicable. 

Proof of Corollary 5.1. By Proposition 5.1. the function 
1 h is in~, and the assertion follows from Lemma J.J. 

The condition M(f)-/. 0 is necessary, as shown by the 

following 

Example. 

M(f) = !1:Cl11 = 
. a1 
in a~ • 

f(n) = .!. , u(n) is multiplicative with n 

O and so fEB 1 • However, h(n) = u(n) is not 

Remark. Let fE8 1 ; if there exists a constant 5 > 0 
2) 

such that 

i)fEt 1 implies the convergence of Si(f), of s
1

(lf\) and of 

s;( !fi), by simple manipulations with infinite series 

(see [28],for example). 
2 )The upper density of a set A of natural numbers is de-

fined as 
1 dens(A) = lim sup x • i!n < x,nEA\. 

X ➔ oo 
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lf<n) 1 < 6) = o , 

Proof. Define s,: (C ➔ t by 

s Üf) 
' ÜD) 

e 
S (r, e . = ô 

L ico r e . 6 ' 

if r > 6 , 

if O < r < ô • 

Th . L . h . t t . s ~ -. f 1:1, 
1 , and en s 0 is ipsc 1 z-con inuous, vy ç~ 

r. 1h(n) - s 0(f(n))f = 
n<Jc 

by (5 .1). 

Theorem 5.2. If fEe 1 is mu1tiplicative with non-zero 

mean-value M(f), and if llfl\ < ex> for some q > 1 , then q 
f E84 • 

Remark. The asswnption f'Ee
1 

may be replaced by ffB 1 
, 

according to Proposition A in section 1 and Theorem B1 
(note that G1 

::> B
1

) • 

Proof of Theorem __ 5.2. By Proposition 5.1 and Lemma J.J 
it is sufficient to prove \f1Ee 4 • Put 

'lb.en gis mu1tiplicative and nonnegative, with norm 

\\g\\ 2 = \\fl\
4 

< 00 ; furth~rmore gE.8
1 

: If q > 2, then 

1 < ½ • q < q , and so \ f 124 EB-
1 

by Lemma 3. 5 ; if 1 < q < 2 , 

then by Lemma J.6 and its Corollary lf\EB 1 , 1f]½EB 2 , and 

because 1 < q < 2. 

2 
1 -

\flZ 4 E~4 c 61 , 
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Moreover the mean-va1ue M(g) is non-zero: this is simple, 

if q > 2; a oroof for any q > 1 is given in [29] 

By the Theorem of ELLIOTT-DABOUSSI-DELANGE (quoted as 

Theorem B
0

) we obtain the convergence of the series ,., 

(5.21) S1(g) z 1 (g (p) -1) = - . 
p 

(5. 22) 
1 ') 

S2(g) " (g(p)-1)~ = L, 
p 

and 

(5. 23) S3(g) z -k 2 
= p . g (p) • 

p,k>2 

Using x 2 -1 = (x-1) 2 
+ 2(x-1), (5.21) and (5.22), it 

follows that the series 

(5.31) 

and 

(5.32") 

are convergent. The series s
3

(g) is equal to 

(5.33) 
p,k>2 

-k 
p • 

Using (y 2 -1) 2 = ~(ly-11 2 ) in O <y< c , and (5.22), we 

finally get 

(5.32') 

Therefore, by Proposition AJthe function 1flq is in e1 , and 

so 

~emark~ For a proof of Theorem 5.2, by the reduction 

arguments given in this section, it is sufficient to prove 

the specia1 case 
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Theorem 5.2*. If gEe 1 is multiplicative and non.:~~~tive, 
0 

w·ith mean-value H(g) /. o, and if l1gl\,, < ~ , then gEA"-' • 
---·-··· ·- ·- .... -··---- ~ 

6. Calculation of Ramanujan Coefficients. 

Theorern (i.J. '..f fin f.1 i.s cornplPtelv multipJicat::ive,ai,d 

M(f) / 0 , then the Ramanujan coefficients are given by 

( 6. 1) a ( f) = M( f) • 
r 

where * denotes the convolution product. 

If in aclcli!!~!l \lf\1 2 < 00 , then 

(6.2) 
00 

Z:: 1a (f) 1
2 

• cp(r) = TT 
r=1 r p 

• 

Proof. By a wellknown formula for the Ramanujan sums, 

a (f) = --
1

- • lim 
r ~(r) x ➔ "° 

1 - . 
X 

~ f(n) • Z:: d. u{~) 
n<X d 1 {n,r) 

= M(f) • 1 
~(r) • (f*u)(r) 

(where * denotes convolution), and so ar (f) /M( f) is mul ti­

plicative. If llf!\ 2 < oo , then BESSELs inequality (Lemma J.7) 

implies the absolu te convergence of A = }: 1 ar 12 • q,(r) • 

By multiplicativity, with the abbreviation a;= ar/M(f) , we 

obtain 

A= 1M(f)t
2 -TT(1 

p 

(6.1) gives 
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(6.J) 

and so 
A= tM(:r)t2· TT(1 + \f(p)-112 .S1 - l:r(p)\2}-1). 

p-1 l P 
p -

Using the product representation 

TT p-1 
M( f) = -:f( ) , . p p p 

we get (after a short calculation) 

A = TT (p-1) 
• 

p 

Remark. The conditions :rEe
1

, llfll 2 < eo , and M(:f) t 0 

impl.y, that the geometric series occuring in the proof are 

convergent and that the denominators do not vanish. 

This resul.t enabl.es us, to give another proo:f of 

Theorem 5.2* in the special. case o:f completely multiplica­

tive :functions. 

Theorem 6. 2. If' gEe, 1 i~ Cc::>_l?Pl.etel~_~_!_t~pJicative and 

nonnegative with mean-value M(g) t O , and if' l\gll 2 < ., , 
2 

then gEB • 

Proo:f. We are going to show the convergence o:f the :four 

series 

(6.4.1) 
2 

S1(g2) = tg (p)-1 
p ' 

(6.4.2') s 2(g2) I: 2 2 
= (g (p)-1) 

' 
g2(p)<½ p 

(6.4.2") s 11 (g2) = I: 
g2(p) 

2 p ' 
g2(p)> t 

2 z: -k tg(pk) t 2 S3(g) = p • • 
p,k>2 
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Having done th.is 1 

') 1 ') 
g""'E:~1- by proposition A, and so gfH""' 

(by Lemma 3.6, Corollary). 

The assumption gre,
1 

ir.tplies the convergence of s 1 (g), 

S' (g), sg(g), s
3

(g) .. j\g!\,, < m, BESSELs inequality and (6.J) 
2 .:_, , .. 

imply 

l, 
P,k>1 

P -k • Jg{pk,2 < Il 112 9 •. g 2 

1 g
2

<v) l>½ 

• 

Therefore SJ(g
2 ) and S

2
11(g 2 ) t Th ·ct t·t· are convergen • e 1 en 1 :i.G.5 

and 

in connection with the convergence of s 1 (g), s2(g) and s2(g 2 ) 

imply the convergence of (6.4.2 1 ) and (6.4.1), and.Theorem 

6.2 is proved. 



[3] 

[5] 

[6] 

[7] 

[8] 

[9] 

[11a] 

- 15 6 -

Bibliography 

E. CohQn I A c lass of ari thmetical func tions, Proc. 
Nat.Acad.Sci. USA il_ (1955), 939-94:11. 

H.Daboussi, Sur les fonctions multiplicatives ayant 
une valeur moyenne non nulle. Preprint Univ.de 
Paris-Sud 1978, 1-21; Bull.Soc.Math.France 109 
(1981), 183-205. --

H.Daboussi, Caractérisation des fonctions multipli­
catives p.p.B à spectre non vide. Preprint 
Univ.de Paris-Sud 1978; Ann.Inst.Fourier Grenoble 
JO (1980), 141-166. 

H.Daboussi and H.Delange, Quelques propriétés des 
fonctions multiplicatives de module au. plus 
égal à 1 • C.R.Acad.Sci Paris 278 (1974), 
A 657-660. -

H.Daboussi and H.Delange, On a theorem of P.D.T.A. 
Elliott on multiplicative functions. J.London 
Math.Soc._!.!!. (1976), 345-356. 

H.Delang~_, Sur les fonctio~s arithmétiques multipli­
catives. Ann.Sci.de l'Ecole Norm.Sup. 78 (1961), 
273-304. -

P.D.T.A.Elliott, A mean-value theorem for multiplica­
tive functions. Froc.London Math.Soc.{)) 31 
(1975), 418-438. -

_P.D.T.A_.Elliott, Probabilistic Number Theory, Vol.I, 
Vol.II. Springer Grundlehren, New York -
Heidelberg - Berlin 1979, 1980. 

P.D.T.A.Elliott, Mean Value Theorems for multiplica­
tive functions bounded in mean a-power, Cl > 1 • 
J.Austral.Math.Soc.Ser.A 29 (1980), 177-205. 

E.Heppner, Über Mittelwerte multiplikativer zahlen­
theoretischer Funktionen, Ann.Univ.Sci. Budapest 
25 (1982), 85-96. 

E.Heppner und W.Schwarz, Benachbarte multiplikative 
Funktionen, Studies in Pure Mathematics. Dem An­
denken Paul Turans gewidmet, 1983, J2J-JJ6. 

E.Hewitt and K.Stromberg, Real and Abstract Analysis, 
Springer-Grundlehren, Berlin - Heidelberg -
New York 1969. 

K.H.Indlekofer, A mean value theorem for multiplica­
tive functions, Math.Z. 172 (1989), 255-271. 



[16] 

[18] 

[20] 

K.II.Indlekofer, Properties of uniformly summable multi­
plicative functions, Preprint 1980. 

K.H.Indlekofer, Sorne results on the behaviour of addi­
tive and multiplicative functions, Preprint, 
Nov.1980. 

K.H.Indlekofer, Remark on a theorem of G.Halâsz, 
Archiv Math. ]i (1981), 145-151. 

K.H.Indlekofer, Sorne remarks on almost-even and almost­
periodic functions, Archiv Math. 37 (1981), 
353-358. -

K.H.Indlekofer, Limiting distributions and mean-values 
of arithmetical functions, J.Reine Angew.Math. 
328 (1981), 116-127. 

J.Knopfmacher, Abstract Analytic Number Theory, 
Amsterdam-Oxford 1975. 

J.Knopfmacher, Fourier Analysis of Arithmetical 
Functions. Annali di Matematica pura ed applicata 
(IV), Vol.109 (1976), 177-201. 

L.Lucht, Über benachbarte multiplikative Funktionen, 
Archiv Math.JO (1978), 40-48. 

J.Mauclaire, Fonctions arithmétiques et analyse 
harmonique, Analytic Number Theory, Proc.Symp. 
Tokyo 1980, Maison Franco Japonaise, Tokyo, 1981, 
p. 8)-94. 

A.Rényi, A new proof of a theorem of Delange, Publ. 
Math.Debrecen 12 (1965), 323-329. 

W.Schwarz, Eine weitere Bemerkung über multiplikative 
Funktionen, Coll.Math.28 (1973), 82-89. 

W.Schwarz, Fourier-Ramanujan-Entwicklungen zahlen­
theoretischer Funktionen mit Anwendungen, Fest­
schrift der Wissenschaftlichen Gesellschaft, 
Franz Steiner Verlag, Wiesbaden 1981, 399-415. 

W.Schwarz, Remarks on the Theorem of Elliott and 
Daboussi, and Applications. Preprint; to appear 
in the Banach Center Volume, Warszawa (1982). 

W.Schwarz und J.Spilker, Eine Anwendung des Approxi­
mationssatzes von Weierstrafi-Stone auf Ramanujan­
Summen, Nieuw Archief voor Wiskunde (3) 19 
(1971), 198-209. -

W.Schwarz and J.Spilker, Mean-Values and Ramanujan 
Expansions of Almost Even Functions, Coll.Math. 
Soc. Jànos Bolyai, Debrecen 1974 (1976), 
315-357. 



[30} 

-158-

W.Schwarz and J.Spilker, Remarks on Elliott's Theorem 
on Mean-Values of Multiplicative Functions, Re­
cent Progress in Analytic Number Theory, Durham 
1979, Vol.I Academic Press London 1981, 325-339. 

\l. Schwarz und J. Spilker, Eine Bemerkung zur Charakteri­
sierung der fast-periodischen multiplikativen 
Funktionen mit von Null verschiedenem Mittelwert, 
Preprint 1982/83, to appear in Analysis. 

E.Wirsing, Das asymptotische Verhalten von Summen über 
multiplikative Funktionen, Math.Ann. 143 (1961), 
75-102. 

D.Wolke, Multiplikative Funktionen auf schnell wachsen­
den Folgen. J.Reine Angew.Math. 251 (1971), 
54-67. 

Author 1 s address 

Dr.Wolfgang Schwarz 
Department of Mathematics 
University of Frankfurt 
Robert-Mayer-Strafie 10 

D 6000 Frankfurt am Main 



15 9 

Théorèmes taubériens 
avec restes 

Gérald Tenenbaum 

En Théorie des Nombres, les théorèmes taubériens servent surtout à relier le 
comportement analytique d'une série de Dirichlet, 

00 

:r 
n=l 

-s a n n , 

au comportement asymptotique de la fonction sommatoire de ses coefficients 

Ces théorèmes sont usuellement valables sous des hypothèses très générales et, 
partant, d'emploi facile. Ils présentent en revanche un défaut de précision endémique, 
dont la nature intrinsèque est attestée par de nombreux contre-exemples. 

Il est pourtant fréquent que l'existence d'un terme reste explicite se révèle 
indispensable à l'utilisation d'une estimation taubérienne. Considérons par exemple 
une somme double 

a 
mn = :r 

Alors qu'un simple équivalent, pour chaque m fixé, de la somme intérieure est insuf­
fisant dans la plupart des cas, une formule uniforme avec terme reste explicite 
permet le report dans la somme externe et l'évaluation de 1 'expression initiale. 
Dans ce contexte, la qualité de la dépendance en x/n du terme reste s'avère relati­
vement secondaire et c'est l'uniformité en m qui joue un rôle crucial. 

Nous nous proposons de présenter ici des formes avec restes des deux théorèmes 
taubériens les plus utilisés en Arithmétique: le Théorème de Hardy-Littlewood-Kara­
mata, et celui de Wiener-Ikehara. 

1. Le Théorème de Hardy-Littlewood-Karamata. 

Citons d'abord la forme classique du résultat. 

Théorème 1. Soit A(u) une fonction non décroissante telle que l'intégrale de 

Laplace-Stieltjes 



(1) 
Î -au 

f(aJ = Jo e dA(u) 

converge pour a> 0 . S'il existe deux réels c, w, w > 0, tels que 

(2) f(a) = (c + o(l)) o-w, (a ➔ 0+) , 

alors on a 

(3) A(x} = ( c + o(l))xw , (x ➔ +oo) 

r (w+ lJ 

Le schéma de la démonstration de Karamata [13] est le suivant. La relation (1) 
implique 

fa e-nau e-au dA(u) = c+o{l) - ( c + o(l)) o-w [ e-nu e-u uw-1 du, 
[ (n+lJa]w r(w+lJ 0 

(n = 0, 1, 2, ... J , 

d 1oü 

pour chaque polynôme fixé P. On utilise ensuite le Théorème d1Approximation de 
Weierstrass pour montrer que l 1 on peut remplacer dans la formule précédente le 
polynôme P par la fonction x définie sur [0,1] par 

(0 ~ u , 1) , 

(u > 1) 

Cela fournit exactement l'estimation souhaitée. 

On peut s'attendre à ce qu'une forme effective du Théorème d1Approximation 
permette de rendre effectif le résultat. Ce projet a été réalisé par G. Freud au 
début des années 50 [5] . 

Théorème 2 (Freud). Dans les hypothèses du Théorème 1, et si l'on suppose en outre 

que le terme reste de (2) est O(a6) pour un 6 > 0 fixé, alors le terme reste de 

(3) est 0(1/logx). 

La conclusion est optimale, comme le montre le contre-exemple suivant de 
Karamata : pour le choix 



161 

J
u 2 

Mu)= 
0 

(1 + cos({logt) )) dt, 

une étude de l'intégrale (1) par la formule de Cauchy (cf [12], p.p. 168-169) permet 
d'établir que 

f(cr) = ~ + 0(1) , (cr ➔ O+) , 

alors qu'une intégration par parties implique 

A(x) = Cx + n (-x-), (x ➔ +ex,) • 
logx 

Il est expliqué dans [5], [7], comment le Théorème 2 découle simplement du 
résultat d'approximation unilatérale en norme L1 suivant. 

Théorème 3 (Freud [5]; Freud et Ganelius [6]). Soit h une fonation à variation 

bomée sur [0,1] . Il existe des aonstantes A= A(h) et B = B(h) telles qu'à 

ahaque entier n > 1 aorrrespondent des polynômes de degré n, P+ et P-, dont 

les aoeffiaients ne dépassent pas Bn en valeur absolue, et qui satisfont à 

- + P (x) ~ h(x) ~ P (x), (0 ~ x ~ 1) , 

Si 1 'on affaiblit légèr.ement la conclusion en remplaçant la dernière majoration 
par A(h;e) ne-l (où & > 0 est arbitrairement petit), le résultat peut être prouvé 
très simplement. Nous donnons les détails, à titre de curiosité, dans 1 'Appendice 1. 
Le point essentiel est l'utilisation des puissances du noyau de Fejer. Il serait 
intéressant de savoir si l'emploi d'un autre noyau permet d'obtenir la conclusion 
optimale du Théorème 3. 

En termes de séries de Dirichlet, le Théorème de Hardy-Littlewood-Karamata lie 
ex, 

le comportement de L a n-cr pour cr> 1 à celui de 
n=l n 

L a n-l • On peut 
n n~x 

concevoir ce théorème comme un passage à la limite, du ·cas cr> 1 au cas cr= 1 . 
Un tel "théorème taubérien limite" ne suppose rien sur les valeurs en des points non 
réels de la série de Dirichlet et ne permet pas de prouver le Théorème des Nombres 
Premiers. Ainsi le Théorème 2, par exemple, appliqué à 

A(u) = L u n ~ e 

fournit seulement 1 'estimation 

(1 + µ(n))/n , 
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I: µ ( n) /n < 1 og x /log log x , ( x ➔ + oo} • 

n~x 

2. Le Théorème de Wiener-lkehara. 

Il s'agit maintenant de donner une information asymptotique sur la fonction 
sommatoire I: a en n'utilisant que des hypothèses sur les valeurs de la série n n~x 

de Dirichlet en des points s =a+ iT d'abscisse o > 1 . Intuitivement, on passe 
du cas o > 1 au cas s = 0 ; il y a discontinuité entre 1 'hypothèse et la conclu­
sion - ce qui suggère l'appellation de "théorème taubérien transcendant". Un résultat 
de ce type est de 11profondeur11 équivalente à celle du Théorème des Nombres Premiers. 

Enonçons maintenant une forme classique [4] , essentiellement·due à lngham (11], 
du Théorème de Wiener-lkehara, dont elle constitue en fait une généralisation. 

Théorème 4 (Wiener-Ikehara-lngham). Soit A(u) une fonation non déaPoissante telle 

que l 'intégPale 

(4) f(s) = [ e-su dA(u) 
0 

aonverge poUP cr > a > 0 . S'il, existe des aonstantes a, w, w > -1 , telles que la 

fonation 

(5) g(s) = f(s+a) 
s+a 

;_ 1 , (o > 0) , 
s 

satisfasse poUP ahaque T > 0 fixé à 

(6) n(o,TJ := ow JT lg(2o+iT) - g(o+iTJ I dT = o(l) , (cr ➔ O+J , 
-T 

aloPs on a 

(7) 

De nombreuses démonstrations de ce théorème ou de ses variantes ou généralisations 
sont disponibles dans la littérature - cf. par exemple [2], [3], [4], [11]. A notre 
connaissance, la seule qui conduise à un terme reste est celle de Ganelius dans son 
livre [9] . Son argument repose sur une version locale de l'inégalité de Bohr [1] 

llfll < llf'II /T 
CIO 00 

valable pour toute fonction f intégrable, bornée ainsi que sa dérivée sur 1R , et 
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dont la transformée de Fourier fr.; est nulle pour ITI ~ T. Nous citons ici une 
fonne légèrement affaiblie du théorème de Ganelius, qui est cependant suffisante 
pour les applications que nous envisageons. La démonstration procède d'idées très 
voisines de celle du Théorème de Berry et Esseen en Probabilités. 

Théorème 5 (Ganelius). Soit g une fonction intégPahle et bomée sur IR. Il existe 

une constante absolue C telle que, sous les conditions 

{8) sup (g(y) - g(x)) ~ K , (x EIR) , 
x <y~ x+l/T 

,\ ~ -iTU 
g(T) = J __ e g(u) du= 0 , 

-a> 

on ait 

llg 11
00 

= sup lg(x) 1 ~ CK • 
X €IR 

Un emploi du Théorème 5 calqué sur celui qu'en fait Ganelius conduirait à un 
théorème taubérien effectif aux hypothèses assez inhabituelles et ne généralisant 
pas entièrement le Théorème 4. Nous procédons d'une manière un peu différente, en 
remarquant que le Théorème 5 implique directement un résultat qui contient à la fois 
le théorème de Berry et Esseen (cf. Appendice 2) et une forme avec reste du Théorème 
4. 

Théorème 6. Soit g une fonction intégPahle et bornée sur IR. Sous l'hypothèse (8), 

on a 

llgll « K + IT lg'(T) 1 dT 
co -T 

Démonstration. Il suffit d'appliquer le Théorème 5 à g - f où f est la convolée 
de g avec la fonction intégrable a(u) = (2/nu 2eJ sin(eu/2) sin(u(T+e/2)) dont la 
transformée de Fourier est la fonction trapezoidale 

1 , ( IT 1 ~ T) , 

(T+&-ITl)/e, (T< 11:l~T+e), 

0 , ( 1 T 1 > T + &) • 

A. /\A Comme f = go. est à support compact, on a 

I
T+e 

llfll
00 

~ _!_ 11.fll 1 ~ _!_ l~(-r) 1 d-r 
2n 2n -T-& 
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La conclusion en découle en faisant tendre E vers O . 

Théorème 7 (Wiener-lkehara-Ingham "effectif"). Avec les hypothèses et Zes notations 

du Théorème 4, posons 

Alors on a 

A(x) = ( c + O(p(x))) ea:c xw • 
r (ùjt 1J 

Démonstration. Supposons sans restreindre la généralité que A{O) = 0 et prolongeons 
A(u} par O pour u < O . Dans un premier temps, nous appliquons le Théorème 6 à la 
fonction 

dont la transfonnée de Fourier est donnée par 

On a d'abord 

r l~h:) I dT < cr-w (T + n(T,cr)) , (0 < a < l) . 
-T 

De plus, la croissance et la positivité de A impliquent pour x, y> O 

Appliquant le Théorème 6 avec K = {a +cr) llgcrll..,/T • il vient 

En choisissant T grand mais fixé, on en déduit que 

-w llg 11 « cr • 
()' CO 

Posons 



F(u) = 

C 

Nw+V 

0 
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., (u ~ 0) • 

La seconde étape de la démonstration consiste à appliquer une nouvelle fois le 
Théorème 6, mais à la fonction 

dont la transformée de Fourier vaut 

cJ ('r:) = g(cr+i'T:) - g(2cr+i,) • cr 

Si w ~ 0 , on a F'(u) = 0(1) • Si -1 < w < 0 , on a F'(u) = O(min(l.,uw)) et 
F(u) = O(min(l.,uw+1JJ • On en déduit dans tous les cas, pour x ~ 0., 0 ~y~ 1/T ~ 1, 

F(crx+ ay) - F(ax) ~ O((cr/TJ + (cr/T)w+l) • 

D'où 

G/x+y) - Gc/x) ~-(a+cr) llgl1
00 

y - cr-w(F{crx+ay) - F(crx)) 

~- O(cr-w T-l + crT-w-lJ • 

Par le Théorème 6, il vient finalement 

d'où la conclusion, en choisissant cr= 1/x. 

En utilisant seulement les majorations élémentaires 

-ç,(s) « log(2+ l,IJ 

Ç,'(s) « (log(2+ 1,1)) 2 

et la minor.ation classique de de la Vallée Poussin 

le Théorème 6 fournit l'estimation 

(cr ;,i:. 1) 
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' 8 (loglogx J 

v'log x 

Appendice 1. 

Nous établissons ici la forme affaiblie du Théorème 3 dans laquelle la dernière 
majoration Ain est remplacée par Ant-l , avec A= A(h;t) . 

Le réel positif t étant fixé, définissons q comne le plus petit entier tel 
que (2q - l)t ~ 1 et posons r = [n/2q] • Nous désignons par Kr le noyau de Fejer 
d'ordre r : 

K (t) = (sin((r+lJt/2))2 = r+1+2 ~ (r+l-j) cos jt. 
r sin(t/2) j=l 

Nous introduisons les quantités 

Après avoir remarqué que, par différence, nous pouvons n,ous restreindre au cas 
où h est non décroissante sur [0,1] , nous définissons deux fonctions g+ et g­

paires et périodiques de période 2n , par 

{

h(0J , 

g±(u} = h(-1/'l. cos(u ± an)) , 

h(lJ , 

(0 ~ u < n/2 + ex J n 

(rr/2+ a < u ~ 3rr/4+ a) n n 

(3n/4 + a < u ~ n) • n 

Nous supposons n suffisamment grand pour que les inégalités précédentes soient 
cohérentes. Les fonctions g+ et g- sont non décroissantes sur [O,n] . Nous 
notons v leur variation commune sur cet intervalle et nous posons, pour 
X = - COS U , 

± jn ± Q (x) = 13 g (t) K (t - u)q dt • 
n r -n 

Ces fonctions sont des combinaisons linéaires à coefficients Oq{l) des polynômes 
de Tchebychef Tj(x) = cos(ju) , 0 ~ j ~ n. En effet, on a 



K (t)q = r 
r O~j ~ 2qr 

167 

q+l a. cos(jt) ~ avec a.= 0 (r J 
J J q 

Q±(x) ± = r b. T.(x) 
O~j ~ 2qr J J 

d'où 

avec ± JTI ± b. = a. ~ g (t) 
J J n -TI 

cos(jt) dt • De plus, on a pour TI/2 ~ u ~ 3TI/4 , 

et similairement 

Q+ (x) ~ h(v'l.x) - y V • 
n 

Comme les coefficients des Tj ne dépassent pas 3n en valeur absolue, on voit que 
les polynômes 

± ± V2 P (x) = Q (x/ 2) ± yn V 

satisfont aux deux premières conditions du Théorème 3. Enfin, on a 

dx 

J
3TI/4 JTI + 

= .~ Yn V+ ~n (g (t+u) - g-{t+u)) K (t)q dt du 
v2 TI/2 -TI r 

= O(y +a)= 0 (n&-l; . 
n n q 

Cela achève la démonstration. 

Appendice 2. 

Nous montrons ici comment le Théorème 6 implique l'inégalité classique de Berry 
et Esseen. 

Soient F et G deux fonctions de répartitions de fonctions caractéristiques 
respectives f et g • On suppose que G est dérivable et que G' est bornée sur 
R. Nous allons montrer quel 'on a pour tout T > 0 
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T 
IIF - Gll

00 
« IIG'II /T + f l(f{'r)-g(T))/TI dT • 

00 -T 

A cette fin, posons H = F - G et introduisons pour chaque e < 0 une fonction 

On vérifie aisément que He est intégrable et que sa transformée de Fourier vaut 

/\ f(-T) - g(-T) 
H (1:) = "--'----"--- . 

e . • 
e + 1..'T 

De plus, on a par intégration par parties 

He(x) = H(x) - e e-ex r eeu H(u) du. 
-<X> 

Comme H(u) ➔ 0 quand u ➔ - 00, cela implique que He(x) ➔ H(x) quand e ➔ 0 . 
En outre, posant a := IIG' 11

00 
, on a pour y > 0 

H(x+y) -H(x) ~-ay 

et 

I
X 

= - e2 e-ex eeu H(u) du+ eH(x) ~ 4e • 
-00 

On peut donc appliquer le Théorème 6 à - He • avec K = (a+ 4e)/T • Il vient 

H(x) « (a+4e)/T + J1 l(f(T) - g(T))/TI dT , 
-T 

d'où le résultat annoncé, en faisant tendre e vers O • 
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RESUMES DES AUTRES CONFERENCES 

AL.LOUCHE J .-P. (E.N .S. Fontenay) 

PROPRIEI'ES ARITHMETIQUES D'UN AlJ'IœATE CELUJLAIRE: 

Etude des propriétés spatio-terrrporelles de l'automate cellulaire introduit par 
Greenberg et Hastings comme modèle de réaction-diffusion en milieu excitable; un 
tel automate engendre des suites ultimement périodiques d'états du plan: nous prou­
vons qu'il n'y a (sauf dans un cas) qu'une période possible. 

DELANGE H. (Paris-Sud) 

UNE REMARQUE SUR 1A FONCTION DE DICKMAN: 

De Brujn a établi une "formule exacte" pour la fonction de Dickman: 
+i 

p(u)= 
2
ey. l+i. 

00 

{exp(-uz + Jz (e 8 
- 1) ds ) } dz ( u > 0 ) . 

TT,Z, oo o s 
Il considère a priori cette expression et montre qu'elle est égale à p(u). On pour­
rait obtenir cette formule par inversion de la transformée de Laplace de p(u).Nous 
montrons qu'un raisonnement très simple permet de déterminer cette transformée de 
Laplace à partir de la définition de p(u) comme limite pour x tendant vers +oo de 

x-uN (u), où N (u) est le nombre des entiers ~ xu dont tous les diviseurs premiers 
X X 

sont~ x . 

DUMOOT J.-M. (Aix-Marseille II) 

DISCREPANCE DES PRŒRESSIONS ARITHMETIQUES DANS 1A SUITE DE MORSE: 

Soit µ(n) = +I (resp. -1) si la somme des chiffres du développement binaire den est 
paire (resp. impaire). Soit n entier impair, N entier quelconque, i E {0,1, .•. ,r-I}et 

s. (N) 
1. 

Soit k(r) le plus petit 

= n~N µ(n) 
n == i(r) 

entier tel que 
k k(r)-1 2j 

r divise 2 -1 , P (Z) le polynôme n (1-Z ) 
r 

et B (r) =sup{ 1 P (Z) 1 / Z racine ième de 1}. Soit enfin: 
r 

J =o 

a(r)=(log B(r))/k(r)log2. 

Alors pour tout i, s.(N) est en O(Na(r)) et pour (au moins) un indice pour une infini-
té de N, 1 

ls.(N)j ;;;i: C. Na(r) , C. indépendant de 
1. 1. 1. 

En particulier sir est premier et k(r)=r-1, B(r)=r, ce 
déjà étudié par d'autres Auteurs. 

FAURE H. (Aix-Marseille I) 

LEMME DE BOHL POUR LES SUITES DE VAN DER CORPUT: 

N • 

qui généralise le cas r=3, 

Le lemme de Bohl relie les restes relatifs à deux intervalles J, J' de même longueur 
pour les suites (na): 

Pour tout N ;;;i: 1, il existe N' ;;;i: 1 tel que E(J,N,(na))=E(J',]N',N+N'] ,(na)) . 
Nous montrons un théorème analogue pour les suites de Van der Corput généralisées, Le 
résultat présente les mêmes avantages que pour les suites (na) : il permet de déter-
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miner le comportement asymptotique du reste pour un intervalle quelconque en fonction 
de sa seule longueur; il en résulte évidemment la caractérisation des intervalles à 
restes bornés déjà connue. 

FURSTENBERG H. (Hebrew University) 

DYNAMICAL SYSTEMS AND NUMBER THEORY: 

I.- Review of uses of Dynamical Systems: Minimal and uniquely ergodic dynamical sys­
tems. Applications to equidistribution of P(n), P(X) a polynomial with irrational coef­
ficient. Notion of disjointness of dynamical systems. Applications to distribution of 

(2n3ma mod 1 ) and semigroups of endomorphisms of torus. Properties of subsets of Zl 
of positive density and recurrence of ergotic systems. 

II.- Some open questions and conjectures regarding the sequences (pna mod 1) , 
(qna mod 1) for (p,q)=l , 

Related questions on Hausdorff dimension and ergodic theory. 

HEVERI'SE J. (IBiden) 

ON THE NUMBER OF SOLUI'IONS OF THE THUE-MAHLER EQUATION: 

We shall deal with the so-called Thue-Mahler equation 

1 1 
h1 hz ht (1) F(X,Y) = pl Pz ... pt 

in X , Y , h
1

, h
2

, ••• ,ht E Zl , with (X, Y) = l where F is an irreducible binary 

form of degree n >= 3 with coefficients in Zl. By using Siegel 's hypergeometric poly­
nomials and Mahler's p-adic approximation technique, it is possible to show that (1) 
has at most 

7
2n 3 (t+2) 

solutions. This bound has the property that it does not depend on the coefficients 
of For on p 1, ... ,pt. 

IANGEVIN M. (E.N.S. de Saint-Cloud) 

DISTANCE D'UN ENTIER ALGEBRIQUE AU DISQUE UNITE ET PROBLEME DE LEHMER: 

On se propose de montl'er comment des méthodesélémentaires comme: petit théorème de 
Fermat, majorations de discriminants et de résultants, inégalité de Hadamard et ortho­
gonalisation de Schmidt permettent d'obtenir des résultats très actuels sur le pro­
blème de Lehmer (comme les améliorations des travaux de Dobrowolski (1979) apportées 
récemment par Cantor et Stl'aus (1982) puis Louboutin (1983)). En raffinant ces cal­
culs, on obtiendra des renseignements sur la distance au disque-unité des entiers 
algébriques de module > ! et de mesure ~ 2. Relativement à ce problème, on compare­
ra aussi les techniques d'approche en caractéristique O et en caractéristique pet, 
d'autre part, on donnera des améliorations des résultats connus dans le cas abélien 
ainsi qu I une démonstration d'une extrême simplicité d'un résultat de Favard sur la 
borne inférieure de sup(jz-z'I ;P(z)=P(z')) quand P décrit l'ensemble des polynômes 
unitaires à coefficients entiers. 

MAUDUIT C. (Aix-Marseille 2) 

SUITES RECCNNAISSABIES PAR AUTœATES FINIS El' EQUIREPARTITICN MODULO UN: 

On détermine à queUes conditions la suite (u ç) est équirépartie pour tout ~ irra­
tionnel et où (u) est une suite stl'ictement groissante d'entiers, reconnaissable 
par un automate nfini. On conclue dans le cadre le plus général par une condition 
qui s 'expY'ime entre autres suY' le gy,aphe associé à 7, 'automate en disant qu'il suf­
fit qu'au moins un des sommets qui y,econnatt la suite u soit pY'écédé dans le gmphe 
paY' un sommet possédant au moins deux chemins fermés distincts. 



NARKIEWICZ W. (Wroc.Xaw) 

PROPRIETES BIZARRES DE ok (n) : 
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Rapport sur les propriétés d'équirépartition de valeurs des fonctions ok(n) dans les 
progressions arithmétiques., fondé sur les résultats O Dobrowolski., Rayner et du 
Rapporteur. 

QUEFFEIBC M. (Paris-Nord) 

EI'UDE SPECTRALE DES SUBSTITUTICN'S: 

On étudie le système dynamique associé à une suite définie par substitution et on 
détermine., quand la substitution est de longueur constante., le type spectral ma,ximal 
de ce système. 

ROBIN G. (Limoges) 

IRRffiUI.ARI'IB DANS IA DISTRIBUTION DES NCMBRES PREMIERS DANS LES PRŒRESSICNS 
ARITHMEI'IQUES: 

Si 
TT(x;k,2) = ~ 1 

p ¾ X 
p = 2 (h) 

0(x;k,2) ~ log p 
p ¾ X 
p = 2 (h) 

on étudie:(i) l'expression A(x;k,2) = li((l)(k)0(x;k,2))- (l)(k)n(x;k,2) généralisant 
ainsi une étude de li(0(x))-n(x). (ii) une généralisation des conjectures de D. 
SHANKS et R.P. BRENT sous la forme de 

~ ((l)(k)TT(x;k,2) - TT(n))n-alog 8n 
Il¾X 

VOLKMANN B. (Stuttgart) 

A PROPOS DU THEOREME DE CASSEIS-SCHMIJJI': 

Il est bien connu que., étant donnés deux entiers r,s;;;;, 2., il existe des nombres nor­
maux en baser et à la fois non-normaux en base s si et seul~ment si rn ~ sm {n, 
m = 1,2, ... ). Ce théorème a été démontré indépendamment par J.W.S. Cassels (1959, 
version partielle) et par W. Schmidt (1960, version générale). Une nouvelle démons­
tration a été donnée récemment par C.E ,M. Pearae et M. S. Keane (1982). 
Le conférenaier a généralisé le théorème de Cassel-Sahimdt en exigeant qu'en plus d' 
être non-normaux en bases, les nombres possèdent des fréquenees asymptotiques don­
nées pour les ahiffres 0,1, .. ,s-1. Une deuxième généralisation concerne le cas où 
les fréquences asymptotiques n'existent pas nécessairement. 
La méthode est basée sur l'approche de Pearce et Keane. 

* 
* * 
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