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I N T R O D U C T I O N 

Le comportement d'un plasma confiné à 1 'intérieur d'une machine 
Tokamak est connu par le potentiel magnétique en tout point du domaine de la 
machine: un tore de section.n, ouvert borné de R+xR. 

Selon certaines hypothèses physiques, dont en particulier la symétrie 
de révolution du potentiel, la fonction u : n ➔ IR est solution d'un problème 
aux dérivées partielles, non linéaire, qui fait intervenir en un point xe.n 
la surface S du domaine intérieur à la courbe de niveau passant par x, lors­
qu'on peut la définiro Plus précisément S sera définie comme un opérateur 
appliqué à la fonction u : B(u)o Il sera multivoque. 

Au moins pour prendre conscience des problèmes théoriques et numériques 
inhérents à la résolution de ce genre d'équations, nous nous interessons, dans 
la première partie, à un problème modèle à frontière fixe: 

(1) - 6u + s(u) ~ f 

Ce problème a été étudié d'un point de vue théorique par J. MOSSINO [1]. 
Cet ouvrage sera la référence première tout au long de ce travail pour les 
résultats concernant le problème (1) ainsi que de nombreux problèmes voisins. 

Dans la première partie, nous décrivons un algorithme de résolution nu­
mérique qui converge vers une solution de (l)o Nous modifierons quelque peu 
le problème (1) pour essayer de mieux modéliser le problème physique (dans le 
cas où la frontière du plasma est connue}. Nous étudierons quels sont les résul­
tats que nous pouvons alors conserver. 

La deuxième partie est consacrée à l'étude d'un problème à frontière 
libre. En collaboration avec JO MOSSINO, nous montrons que l'on peut se ramener 
d'une manière non standard à l'étude d'un problème à frontière fixe qui reste 
dans le cadre des problèmes étudiés dans la première partie. 

Nous donnons alors quelques résultats numériques de ce problème et nous 
montrons l'efficacité de la méthode. 



Comme dans la prem,ere partie, nous terminons oar une petite étude 
en dimension 1 (avec unicité de la solution)" 

Dans la troisième partie, nous considérons un problème d'évolution 
associé au problème du chapitre 1. 

!, 

Nous montrons l'existence d'une solution d'un problème affaibli, par deux 
méthodes déjà utilisées pour le problème stationnaire. Quelques généralisations 
du terme J3(u) sont également étudiées. 
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C H A P I T R E I PROBLEMES A FRONTIERE FIXE 

1 .- PROBLEME INITIAL - RAPPELS 

1.1 - Définition de l'opérateur f3 

Soit n un ouvert borné de ~N, de frontière régulière, soit u une appli­

cation mesurable de Q dans lR défi nie pour presque tout x E 0 ,' on pose al ors 
pour presque tout x e Q 

S (u) (x) = mes {yE=Q ; u(y) ~ u(x)} 

~ (u) (x) = mes {ye Q ; u(y) < u(x)} 

Les premières propriétés de S et ..ê. résident dans quelques lemmes : 

Lemme 1.1.1.- si u est une fonction mesurable~ alors f (u) et B(u) sont deux 

fonctions mesurables~ elles appartiennent à L (Q). 

Démonstration dans (fl] p. II.23). 

Définition de l'opérateur multivoque B: 

B(u) ;,,{iµ~ L(Q) / .ê_(u)(x) ~ iµ (x) < B(u)(x), pour presque tout x f: Ç).} 

on a en particulier le 

Lemme 1. 1. 2. -

(C~ sera l'ensemble des parties convexes fermées non vides de 'r). La démons­

tration est immédiate. 

Une propriété très importante qui nous servira dans la suite et qui 
justifie entièrement l'emploi de l'opérateur multivoque est la propriété 

(de continuité) suivante 

Propriété 1.1.3 
a 2 ? , Le Graphe de p : G(B) = { (v,f3(v)) E L-(n) XL- (S"l)j 

est fermé dans L2(Q) fort x L2 (Q) faible. 



l.t 

La démonstration qui sera reprise et généralisée au chapitre III, à 12 cq) 
;:où Q = 0.x] 0,1[), nécessite le théorèr,e d1 Egoroff {cf. t)J p. IV.74). 

Lemme 1.1.3. et définition : 

Si VtE!R, mes{ xED/u(x) = t} = O; alors s(u)(x) = s(u)(x) pour 
-···· -·-·-- ·- -------··-···--·--·- ----····----·-·------·---··-------

presque tout XE D, une telle fonction usera dite sans palier. 
-------··----------··----·--. -----····---- ·--- - ____ ., _____ -·- ·······•·- .. - .. --- -

Dans le cas contraire, l'ensemble 

Pt= {xe D/u(x) = t} sera un palier de u si et seulement si 
sa mesure est strictement positive. 

1.2 - Les formulations "forte" et "faible'' du problème 

Nous pouvons alors poser le problème suivant 

~ trouver u e=H1 0(n) telle que 

{ - ti u + B(u) = :! 

2 f étant une fonction donnée e L (O), 

et considérer une formulation plus faible 

f 
trouver u e H1

0(n} telle que 

- 6. u + S(u) ~ f 

f étant toujours une fonction donnée dans L2(n). Les adjectifs 11fort 11 

et "faible" sont justifiés par la proposition suivante de démonstration immé­
diate. 

Proposition 1.2.1 _: · Toute solutfon de P0 est solution de P1 
11Inversémént11 toute 

solution de P1 qui est sans pàlier est solution de P0. 

Remarque: Toute solution de P1 est sans palier, si par exemple, pour presque 
tout xen, f(x)if- [o,lnlJ, puisque sur un palier le Laplacien de la solution est 
presque partout nul. 

Théorème 1~2.2. : 

Le problème P1 admet au moins une solution. 

Plusieurs démonstrations se trouvent dans [1] . L'une d'elles utilise 
le théorème de point fixe de Kabutani-Ky-Fan. 



1.3 - Un problème d'optimisation (voir ~OSSINO-ZOLESIO [2}) 

Nous considêrons la fonctionnelle J : H~0(n) ➔ tR 

J(v) =} !vv/~ +Iç/~- f) v(x) dx +-½-_ JJ (v(x)- v(y))+ dx dy 
L (n) nxn 

avec t = t 
+ 

si t > O 

t = 0 si t ~ 0 
+ 

Proposition lo3.l. : J est une fonctionnelle strictement convexe, continue et 
coercice sur H~0(n). 

Formulons le problëme P2 l trouver ueH'' 0 (n) telle que 

J(u) = Min J(v) 
vE.1-1~ O (D) 

Il est immédiat que P2 a une solution unique. 

1.3.1.- Caractérisation de la solution de 0
2 
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La fonctionnelle J n'est pas Gateaux-différentiable sur tout son domaine 
néanmoins on peut calculer son sous-différentiel. 

La solution unique de P2 est caractérisée par 

Théorème 1.3.1. : Le problème P2 a une solùtion ùniqùe dàns H~0(n)n H2(n). 
Une fonction u de H1

0(.n)f\H 2(n) est la solution de P2 si et seulement s'il 
existe 1/Jfft telle que : 

(1) -~u(x) + ~ [ê.(_u)(x) + S(u)(x)] = f(x) + J i.p (x,y) dy 
P{u,x) 

pp. X€ Q 

où -ft ={1/Je LClO(Stx5"2)/1P(x,y) = -liJ(x,y) et \t/J (xy) k ½ ; pp. (xy)en x n } 

et P{u,x) = {yen/u{y) = u(x)}. 

Démonstration dans [2] , où le calcul du sous-différentiel utilise un résultat 
de CASTAING. 

Remarque : si u estsans palier, J est Gateaux différentiable en u et sa 
différentielle a pour expression: 



0 

(2) J 1 (u) = -1:::,u +S(u) - f 

Si la solution de P
2 

est sans palier, elle est caractérisée par J'(u) = 0 

c'est-à-dire -1:::,u + S(u) = f B.u. sens des distributions. 

De cette remarque, on déduit le corollaire: 

J..4.- Càmpàràison des 3 problèmes 

Corollaire 1.4.1 -

Les solutions sans palier de P0, P1 et P2 sont identiques P0 et 
P1 ont, au plus, une solution sans palier. 

Càrollaire 1.4.2 (voir l 21 ) 

La sàlùtion de P2 est sàlùtion de P1• 

Mous allons systématiquement utiliser ce problème d 'optimisation pour 
calculer numériquement une solution de P0• 

Néanmoins, on peut montrer qu'une solution de P2 avec palier n'est 
pas nécessairement solution de P0• 

Il suffit de considérer f :::::!~~!, par exemple ; la solution de P? est 
alors u = 0 sur tout n, qui n'est pas solution de P0 (cf. [2] ,III). Le ëas 
0 <f =cte <lrtl correspond à une situation analogue. 

L 5. - Deux problèmes pl us proches de la réalité physique 

lo5ol- Une généralisation de S(u) 

Posons le problème P3 ~ 

où g est une fonction continue de 

trouver u e-H" 0 (rt) te 11 e que 

- 1:::, u + g( s(u) :,-0 

[o, !ni] dans [R. 

Nous avons les mêmes résultats d'existence que pour le problème P1 
précédent {cf. [1] ,IV). De même, si la solution de ~3 est sans palier alors 
elle est solution du problème fort obtenu en remplaçant s(u) par s(u). C'est 
précisement le cas si par exemple O ts, (J0,[16]). 
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~ais ici, nous n'avons plus à notre disposition de fonctionnelle 
J pouvant donner des informations sur les solutions de P3. 

Nous n'avons plus alors de résultats d'unicité, et l'on ne peut 
pas appliquer la théorie de l'optimisation pour la recherche d'une solution. 

Néanmoins, nous essayerons d'exhiber numériquement une solution 
approchée de P

3 
de la même manière que pour P

1 
(cf.§ 4) 

1.5.2 - Un problème plus élaboré 

Nous introduisons dans cette partie la fonction 
-
µ (u,t) = mes { ye-Q/u(y)~ t} pour toute fonction u mesurable. Nous remar-

quons que ~(u,u(xJ) = !(u)(x). 

Propriété · · soit ù une fônttiôn mès~ràb l è, à 1 ors là fonction µu : t ➔ ïi( u, t) 

est croissante deffi dans [o,!nl] ; t'est üné fonction à variation bornée/ 

Remarque: si la fonction mesurable u admet un palier: c'est-à-dire si 

l'ensemble [xen/u(x) = t 0J n'est pas de mesure nulle, alors JJu n'est pas 
continue en t 0. Inversement, nous énoncerons la propriété. 

Proposition 1.5.2 - Soit u e L2(ri) et sans palier~ alors la fônttfon l-lu est 
uniformément continùè de 1R dans 0 , n) ; èllè admet unè dérivée presque par­
tout sur lR et :µ 1 E L (R). -----~-u -
On démontre simplement cette propriété grâce aux résultats sur la dérivation 
des applications à variation bornée, (voir [4] Rudin p. 118). 

Nous avons même le résultat: 

t? 
Ït (t

2
) -ÏÏ(t )~ 1·-µ• (t) dt 

u u 1 t u 
1 

L'égalité n'étant réalisée que si 1-11 est absolument continue sur 
u 

[t1, t 2] c [R. 

Nous poserons le problème 

trouver ut: Hô (,1.) telle que 
oo n m 

- l'lu +[ J 1 "ij'(t)l dt} = f 
u (x) u 

f ~ L 2 (n) et (n,m) €" [R x IB.+* 



Il faudrait caractériser la classe de fonctions dans laquelle nous 
pourrons trouver une solution de ce problème. 

Pour n = 1 : si u € L 2 (rii) et est sans palier et 

si µu est absolument continue alors 

J
00 

µ'u(t) dt= IQI - s(u)(x) 
u(x) 

et ainsi le problème P4 rentre dans le cadre du problème P3 en écrivant 

Donc, nous pourrions avoir une solution de~ dans ce cas si l'on sait que la 

solution de P3 est sans palier et absolument continue. 
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Pour n f 1. Nous avons aussi quelques difficultés à définir les conditions sur u 
pour que l'opérateur u ➔ [ J

00 lù 1 (t)l n dt1 m ou même un opérateur multi­
voque associé, ait quelques ~~~irié~és analogues à celles de ~ 

Nous conservons néanmoins ce problème, car malgré le peu de résultats 
théoriques, le problème discrétisé se résoud bien puisqu'alors on montrera 
que les solutions uh etµ auront les bonnes propriétés désirées. 

- uh 

2.- METHODES NUMERIQUES ET PROBLEMES:APPROCHES 

2.0 - Le Dômainè Physique 

Le domaine est l'intérieur d'une machine TOKAMAK: c'est un tore, nous ne 
nous intéressons qu'aux solutions ayant la symétrie axiale du ·tore; après'.réduc­
tion par certaines constantes, l'équation de Po devient 

(3) 

où Sa toujours la même définition que précédemment, tandis que :t= -'v(~ V) 

est 1 'opérateur linéaire du problème physique. Il a les mêmes propriétés 1 

que le Laplacien, si nous imposons que Q, la section du tore, soit telle que 
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\f(x1,x2)€rt*l0 < x~ < x1 < 

c < x2 < d 

l'axe du tore étant porté par O x2 

0 1 

Nous noterons a(u,v) = !$"/J{-1. Vu) v dx1 dx2 =Jl.vuvv dx1 dx~, 
xl n xl 

Vu et VÉ H0(rt). C'est une forme bilinéaire symétrique positive sur Hô(n). La 
formulation variationnelle de Po équivalente à (3) est alors 

(4) -a(u,v) +fn B (u).v dx1 dx2 =Jnf v dx1 dx2 Vvi:Hô (n) 

Les autres problèmes Pi i = 1 ••. 4 s'expriment de la même manière en rempla-
1 çant l I opérateur Laplacien par 11 opérateur -V . (x
1 

V ) 

2.1 - Approximation de l'èspacè Hô(n) 

Nous utiliserons la méthode classique des éléments finis 

2.1.1 - La triangulation 'l'h 

Nous définissons une triangulation de n (ou den h , polygône qui l'approche). 
T. sont des triangles ouverts disjoints, 

1 

-nh = iu Ti ; chaque côté d'un triangle n'appartient qu'à 1 ou 2 trian­

gles Ti' 

h est un paramètre comparable à la longueur d'un côté d'un triangle, 
destiné à tendre vers O. 

Les conditions que nous imposons sur les triangulations i'h sont 

- que le rapport du plus petit côté d'un triangle au plus grand côté du même 
triangle ne tende pas vers O. 



Nous avons triangulé deux domaines ne et n R 

.O.C est le carré [10,20} x [0,101 ~h a 121 sommets, 200 triangles et les 
triangles sont tous semblables, 

IU 

nR est un demi cercle: centre (2,0), rayon= 1, qui figurera (grâce à la symétrie 
supposée des données), la 1/2 sèction de la coque toroïdale de la machine. 

c'h admet 192 triangles et 117 sommets. 

2.1.2 - L'espace Vh de dimension finie 

Ce sera l'espace P1 des fonctions continues sur n h' nulles sur le bord 
et linéaires sur chaque triangle de ~-

Nous avons donc vhc Hêl2)(\-e0(fi)c H"0(D) (cf.[6]). La dimension de 
l 1 espace vectoriel Vh est NSI : nombre de sommets intérieurs à n h. 

Nous définissons également Whc'g0(n) c. L2(n), l'espace vectoriel des 
fonctions continues sur nh, linéaires sur chaque triangleo La dimension de Wh 
est_NS : nombre de sommets de nh. Nous noterons Ph l'opérateur de projection de 
-e0u2)_ sur Wh défini par Ph u(M) = u(M) \f ME" {noeuds de ~1,} et Ph ut Wh ; 
nous noterons égalem:nt Ph la restriction à Hô (Q) n~0(n) qui s'envoie sur Vh. 
Etant donné que ~ 0(n) est dense dans L2(n), on peut prolonger Ph à tout L2(n) 
de manière standard. Les espaces Wh et Vh réalisent des approximations internes 

de L2(n) et Hô(n), en ce sens qu'on peut énoncer le résultat: 

Il existe une suite de paramètre h, tels que les espàcés Wh soient une suite 
croissante de sous~espàces vectoriels de L2(n) dont là réuni8n U Wh soit dense 

2 2 neN n 
dans L (D). -De plus V uE L (D) 

Ph u -+ u dans L 2 (Q) fort. 
n 

Il s'agit là de résultats classiques sur la méthode des éléments finis [61. 

2.2 - Le problème approché 

Nous voulons résoudre numériquement le problème: 

trouver ueHÔ (s-2) / :/ u + B (u) ~ f 



Grâce aux approximations internes de H1

0(n) et L2 (D) par Vh et Wh, 
nous allons chercher des solutions du problème discrétisé: 

où .f h sera une approximation del 'opérateur :J:, 

où Sh sera un opérateur multivoque de Vh dans Wh, 

et où Phf est la projection de f sur Wh. 

Pour quel 'approximation présente un intérêt, il faut que 

1/ le problème discrétisé ait une solution, 

2/ que cette solution soit facile à calculer 

3/ et qu'une suite de solutions des problèmes discrétisés ''converge" vers une 
solution du problème continu. 

Nous allons donc étudier le problème discrétisé pour savoir comment 

choisir ~h et Sh pour répondre à ces 3 problèmes : 

La formulation variationnelle du problème discrétisé PO,h est 

trouver uh E Vh tel que 

+ ln s h ( u h) yh dx = f 

h nh 
ph f . vh dx 'tfvhe h 

soit \ vil . • 
1=l, ••. 1~SI 

une base de 1 V i (Mi) = 1 
'h 

V i (Mj) = 0 Vj 1 i 

et de même \ v. \ la base de Wh 
1 i=l,• .•. NS 

NS 
alors Ph f = .E f(Mi) vi 

1=1 

En exprimant (uh) dans cette base, on peut réécrire (5) en l'appliquant 
à chaque élément de la base de : l'équation (5) devient donc le système 

l l 

I\IS 

l NSI NS - M - .,._ V ·v -dx dx J 
(6) r uh(M.) ah(v., .) + E S (uh)( ... ) f('\ V.y. dxldx2 - E f(M.)Jr, 1 J 1 2 . 1 1 1 J . 1 u 1 ,6 1 J . 1 1 ,; 

1= 1= 1= 

\f j=l, .•. ,MSI. 



Les coefficients ah(vi ,vj) sont les coefficients de la matrice o6h de la 
partie linéaire de (6) ; ils doivent être des approximations de 

a(v
1
.,v-;) = Jr, ..!... 'ïJ v. 'ïJ ·• dx1 dx2 V ~,. xl , J 

N d ( ) I: J. l (- 1
- + -k-( )+ -k-( )""'v. v d d ous pren rons ah v, .• vJ• = T,,.~ T 3 (iA ) ., ,m " ,1, 1 1v J. x1 x2 c vh xl "1 xl . '2 xl . ·3 1 
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où M1• M2 et M3 sont les 3 sommets du triangle T l'intégrale relative à Tau 

second membre n I est Aiu0fi e que si T admet ~1; et Mj pour sommets. 

La forme bilinéaire symétrique ah approche a dans le sens suivant: 

Lemme 2.2.1 : Soit hn une suite de paramètres rééls téls que vh soit une suite 

croissante de sous-espaces vectoriels dé H1

0(n), pour toute suitO tuh} qui 
converge faiblement, dans H"' 

0 
( n) vers u et pour toute suite {v h } n qui 

converge fortement dans H-t0(n) vers v, alors ah(uh, ·h) ➔ a(u,v).n 

Démonstration: 

a(u,v) est l'intégrale du produit de 3 fonctions Vu, Vv et g(x1,x2) 1 =-

Vu converge faiblement vers Vu dans (L2(Q)) 2 
hn 

'ïJ v converge fortement vers V v dans ( L 2 (n)) 2 
hn 

On sait que 

et nous considérons les projections de g sur Wh : la suite Ph g converge unifor-
mément vers g, alors Ph g ➔ g dans L (Q) f8rt. n 

n 

Considérons 

l'intégrale f~lvi Vvj Vvk n'est non nulle que si Mi, Mj et~\ appartiennent 
à un même triangle. 

De plus 1 
; vi Vvj Vvk = 3 ~Vvj Vvk , puisque Vvj 'ïlvk est constant 

sur un triangle. 

On peut écrire symboliquement 
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c'est-à-dire grâce aux définitions de la page précédente: 

d I après les convergences n ➔ .00 on a 

ah (uh , vh ) ➔ a(u,v) • 
n n n 

Nous avons également une autre propriété: 

Propriété 2.2.2 - Les formes bilinéaires ah sont uniformément elliptiques 

(7) 

De",: Il suffit de remarquer 1 -
2.3 - Le calcul de l'opérateur s h 

2.3.0 - Le calcul d'une approximation del 'opérateur S est la principale difficul­
té du problème. 

Si 1 'on utilise une méthode itérative, il faut par exemple calculer -une suite S h(un) ; mais, du fait que Bh ne sa~ait être continu et que sa défi-
nition n'est pas locale, il faudra recalculer Bh(u) à chaque itération. Il 

- n 
importe donc que le calcul coûteux de Bh(u) soit simplifié, utilisé le moins pos-
sible, et néanmoins d'une précision suffisante pour rendre crédible l'algorithme 

utilisé. 

2.3.1 - Calcul exact de B(uh) 

Mais, pour notre problème approché, nous n'avons besoin que de la projection de 

cette fonction sur l'espace Vh. 

Nous pouvons calculer facilement 
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En effet, nous pouvons réécrire (8), puisque les triangles forment une partition 

de nh 

jj(u-,t)= n 

sur le triangle Ti, les valeurs de la fonction uh sont déterminées par les valeurs 
aux trois sommets du triangle 

ul , u2 et u3 E m 

si t < ul < u2 < U3 A(Ti) = 0 

si ul~ u2~ u3~ t A(T1) = mes (T.) 
1 

Dans les autres cas, comme u est linéaire sur ce triangle, on peut calculer A(T;) 
par des calculs simples 

I . 

'<,' 
.J,' I 
:Ji I 

I 
e ..... tc ..• 

on peut ainsi calculer 1 'aire de M1A Bou 
celle du trapèze ABM3M2. 

Nous pouvons ainsi calculer exactement la fonction] (t;,)(x) pour tous les points 
x E n B (uh)(x) = µ (uh ,uh (x)) ; S (uh) n I est pas une fonction appartenant à 

Vh, mais pour avoir sa projection sur Vh, il suffit de connaître sa valeur aux 
sommets et Ph B h (uh) sera la fonction appartenant à Vh dont les valeurs aux 

points Mi sont connues: Ph Sh(uh)(M;) = ÏÏ(uh,uh(Mi)). 

-
Donc, on peut connaître exactement Ph B (uh), mais il nécessite N 

fois le calcul de ~(uh,t). 

2.3.2- Convergente des solutions 11approchées11 

(9 b) 

Le problème discrétisé de P0 est: 

trouver uh € Vh tel que 

.l'h uh + Ph s ( uh) = Ph f 



Nous définissons également un problème faible: 

Sh est alors une partie fermée, convexe et non vide de Wh. 

Problème faible : 

f 
trouver uh € Vh 

~ h uh + 8h ( uh) ;;l' Ph f 

Théorème 2.3.2: Pour tout feL 2(~), il existe une solution au problème Pl,h 

La démonstration est analogue à celle du problème continu, dans les 
espaces de Hilbert Vh et Wh. Il suffit de montrer que le graphe de ~ h est fermé 

dans Vh x Wh : 

Soit une sui te { u~j dans Vh, qui converge (fortement) vers uh: 
nf lN 

alors , l/J ~f Sh(uh)n c Wh est bornée dans Wh indépendamment de u. 

n' Il existe une sous-suite telle que l/J h ➔ 1/J\, dans ~lh alors 

( 10) 

On peut encore extraire une sous-suite telle que 

- n' S(u h) ➔ l/J2 ·alors on sait, grâce à la 

propriété 1.1. 3, que t/J 1 et l/J 2 appartiennent à 8 ( uh). Etant donné que Ph 
conserve la relation d'ordre, on a 

et donc C.Q.F.D. 

15 
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Théorème 2o3,3 - Soit uh une solution du problème Pl,h' alors il existe une sous­

suite notée uh convergeànt fortement dans H~ ~) vers une solution du problème P1. 
n 

c'est-à-dire 

ce qui est équivalent à : VM un noeud de la triangulation 

(14) 

La projection Ph est surjective sur Wh' -et de plus elle conserve l'ordre, donc il 

existe une fonction ~h de L2~) telle que ~h ~ S(uh) et 1/Jh = Ph ~h. 

{15) 1 ?Ji 1 ~ !ni 312 
h L 2(n) 

De (12) nous déduisons 

d'où a Il uh IIH
2
" (ri)~ (lfl? + lnl

312)1 uhl 2 o ,i L-(n) L (n) 

puisque Ph a une norme égale à 1, comme opérateur de L2 dans L~ et donc 

(16) 

On en déduit alors qu'il existe une suite uh qui converge vers une fonction u dans 
n 

H0(n) faible et L2 (n) fort par compacité. 
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De même, grâce à (15) nous pouvons affirmer qu'i1 existe une suite, 

notée encore hn, telle que 1h converge ve_rs1 dans L
2 (r.) faible. L'opérateur de 

n 
projection Ph est auto-adjoint, on peut donc encore écrire: 

comme 

et 

ou 

On a également 

dans L2{Q) fort, on en déduit 

dans L2(n) faible. 

Ph f -+ f dans L 2 { Q) fort. 
n 

~\ 

Du lemme 2.2.1, on peut déduire que si uh -+ u dans Hô (n) faible 

alors 

soit encore 

ah(uh,v) -+ 

~ h uh,v~.,.lHl + 

a(u,v) 

~u,v\-1 ,Hl V,-1 €. HO (n) 

mais aussi, en particulier puisque ~h uh et ;JJu. appartiennent à L2(n) 

~h un,v) 2 - r~,v\2( ). V V él 2 {n) 
si bien que {Jeh un ,v) ~fJr.&ns L 2~) fa~b1e et H-\n) fort ; tous 1es termes 

de {12) convergent fortement dans H-1(r2) ) la limite faible de uh dans H6 (r.) 

véri"fie 

(17) ~ u + <P = f dans (Q ) • 

D'après la propriété {l.1.3) si{ uhn-+ 

~ -+ 
hn 

alors <P e S(u). 

u dans L2(Q) fort 

<P dans L 2(Q) faible et <Ph€ S (uh ) 
n n 

On en déduit què u est solution du problème P1. 



Convergence dans H0 (Q) fort: 

Il nous reste al ors à montrer que uh te.nd vers u pour la topo l agie 
n 

forte de Hô (D) ô 

Si nous appelons encore Ph la projection de Hô(D) sur Wh, alors on 

18 

sait qu'il nous suffit de définir Ph sur un sous-espace dense de Hô(D), par exemple 

.;ij (D). 

Ph u(M) = u(M) ~ M noeud de ifh 

et Phu e Wh: linéaire sur chaque triangle 

alors, on peut montrer que : (lie) Il u - Ph ull = O(h) 
HÔ (D) 

Considérons alors l'expression x.h, où uh est solution de :P Lh 

xh = ah (uh - ph u, uh - Phu) 

= ah (uh,un) - 2 ah(uh,Ph u) + ah(Ph u,Ph u) 

mais 

c-t 

donc 

c'est-à-dire 

mais 

uh 

Phu 

X ➔ 
h 

➔ u dans H0(D) faible 

➔ u dans Hô(O) fort 

d'après le lemme 2.2.1 

uh. ➔ u dans L2(D) fort 

~h ➔ ~dans L2(D) faible donc 

d'après l'uniforme coercivité de ah : 

Il uh - Ph u Il ➔ 0 
H0(D) 

llu -ull ➔ 0 
h Hô (0) 

et grâce à (lie) 

donc uh ➔ u pour la topologie forte dans Hô(D). 



19 

Remarque Cette démonstration peut aussi s'étendre au problème P3 de la façon 

suivante 

soit uh une solution du problème P3,n : oZfh uh + Ph g (Bh (un))= Ph f 

alors une suite de solutions {uh }h ➔ O converge fortement vers u dans H0{rt) 
n n 

où u est solution de P3 
;( u + g ( S (u)) = fa 

Le seul changement à apporter à la démonstration précédente est que 

si ~h € Ph g (Sh (uh)), puisque g est continue, alors il existe une sous-suite 

de (~h ) qui converge faiblement vers ~ e: g( S (u)). Ce résultat de J. MOSSINO 
n 

est dans [1] 

2.3.4. - Amélioration, ~h simplifié 

Le calcul de ii (un,t) nécessite lui-même un balayage sur l'ensemble 

des triangles de ~- Sur chaque triangle, il faut classer les 3 valeurs de la 

fonction u'1 aux sommets par rapport à t, puis calculer l'aire d'un sous-triangle. 

Un tel calcul serait coOteux, ou pourrait d'ailleurs avoir 

uh (Mi)= uh(Mj) ou très peu différent et faire ainsi des calculs redondants. 

Nous pouvons encore simplifier le calcul de S(uh): nous partageons 

le segment uh (&th)_= [uhmin' uh maJ en NP parties grâce à la subdivision 

t 0 = uh min< t 1 o•o• <tNP = uh max. Nous calculons les yi = ïi(uh,ti) i=O, ... ,NP 

Nous construisons alors la fonction YNP{t), linéaire dans chaque intervalle ti, 

ti+l et YNP(ti) =Yi i = 0 90 0.NPo 

YNP(t) est donc une approximation par éléments finis sur un segment réel de la 

fonction ÏJ (uh,t). 
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Nous définirons alors une approximation de s(uh) par: 

Bn,NP ~)€ Vh et Bh,NP(uh)(M;) = yNP(uh(M;)) v~-1;.é {noeuds de ~n} 

c.l111in 
Figuré 1 : Graphe de yNP(t). 

Le ca1cul de Sh,NP(uh) ne nécessite plus que le calcul de yNP(t;) 

i = O,o •• ,NP, p1us quelques calculs d'interpolation linéaire, alors que le calcul 
-de Bh = Ph B du paragraphe précédent nécessite NS calculs de ~(uh,uh(M1). Donc 

le rapport du temps de calcul des deux méthodes est environ ~~. 

Donc il existe une sous-suite de couples (h,NP) qui tend vers 

(+O,+oo) tel que B(h' ,NP') (uh) ➔ ~e- S(u) , ainsi qu' une sous-sui te de 

solution de 

qui converge vers une solution u de P1 dans Hà (n) fort 

l cl;u + B(u) ) f 

! u G Hô (0) • 

Nous utiliserons dans nos essais numériques NS = 120 et NP-.::: 20, donc 

nous,,divisons le temps de calcul de Sh par 6, ce qui eyt appréciable puisque ce 

calcul va intervenir dans une méthode itérative (voir§ 2.4). 



21 

Remarque 2.3.5 

La pente de la courbe y(t), y'(t) sera considérée comme une approximation 

que µ'(uh,t) et nous fournira l'approximation du terme non linéaire du problème P4 
(cfo I, L5.2). 

De la façon dont on calcule Y(t), on a O< t < y' (t)< /l. < +00 

partout où y' (t) est défini (c'est-à-dire sur {R - { t 0 ,t 1 .... tNP} ). Donc 

Y1NP G. Ln( [ umin'umaJ ) si n est positif et même uniformément par rapport à la 

fonction u E Hô (ri). Nous avons alors [ !
00 

l1-11 t) lnf dt]m<=:' L
00

(D) , 
u(x) 

Nous pourrons donc trouver une solution, pour NP fixé, mais lorsque ce paramètre 

varie, nous ne pouvons pas garder d'estimations uniformes, et donc aucun rensei­

gnements sur le problème continu. 

2.3.6. - Les tests de ce calcul 

Nous avons considéré le polynôme le plus simple appartenant à H0 (n) 

P(x,y) = - (x-lO)(x-20) y (y-10), dont la projection dans Vh sera Ph. 

Nous avons calculé par desméthodes de quadrature très précises la fonction 

B(P), puis par notre méthode Bh(Ph). 

La comparaison de ces deux fonctions aux noeuds de la triangulation fait 

apparaître une erreur de l'ordre de 1 %, ce qui est satisfaisant. 

Sur nh , nous avons pris la fonction u(x,y) = (x-.2)2 
+ y2 - 1 

pour laquelle on a B(u)(x,y) = TI (x-~)2 + y2) et Bh(uh) en est une meilleure 

IB(u)(M) -Bh (uh)(M)I 
approximation B (u) (M) <O,OJ 

Pour ces deux exemples simples de fonctionsrégulières, l'erreur ne décroît 

pl us beaucoup en fonction de NP lorsque NP ~ 10, et le temps de cal cul de B h est 

quand même assez faible. 

Dans l'algorithme que nous utiliserons, nous prendrons définitivement 



NP= 20, des intervalles (t;,ti+l) égaux sauf les trois premiers au voisinage 

du minimum que nous prendrons plus petits puisqu'en ce point la fonction u est 

souvent plate et/ %uiarie rapidement. 

Une vérification simple que l'on peut effectuer est de calculer 

- 1n12 r f~ Bh(uh) dx. En effet, la valeur exacte est ln B(u)dx = 2 {cfo J..1}), si 
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la fonction est sans palier. Lors des essais numériques, j'ai systématiquement 
1ri12 

calculé l'intégrale de Bh(uh) que j'ai comparée à la valeur connue -2- , afin 

d'éliminer des résultats qui auraient pu être aberrantso 

2.4 - L'algorithme 

Nous devons résoudre 

LIE V 

(9) 

et B(u) = f dans n 
sur r = a n 

avec 1 'opérateur différentiel ;f = - V(_!. V o) 
xl 

En fait, nous résolvons le problème approché dans Vh, qui a la même formulation que 

(9) avec des indices h partout que désormais nous n'indiquerons plus. 

2.4.1 - Desttiption : On définit la suite de fonctions un de V: 

soit u0 fonction donnée dans V ( ~IRNS) 

un connue dans V 

-
- on calcule Bh(un) comme en (2o3) 

\ 

oiun+½ = f - r\(un) 

un+f = 0 

- on résoud sur n 

sur an 

C'est un problème de Dirichlet, de est un opérateur elliptique coercif, qui admet 

un inverse lui aussi coercif. 

un+l est alorsconnue etc •.. 
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2o4o2 - Les fonctions avec palier 

Ce sont des fonctions de Vh qui prennent aux trois sommets d'au moins 

1 triangle des valeurs égales ; ces valeurs sont des nombres calculables par la 

machine (au moins 8 décimales significatives). Je considèrerai donc que les 

éléments de la suite n'ont pas de palier. Ce qui d'ailleurs n'implique pas q~une 

valeur d'adhérence éventuelle de la suite est sans palier. 

2.4.3 - Etude de l'algorithme 

Nous étudierons l'algorithme du problème continu, pour ensuite le discré-

tiser 

si un est connu, nous calculons : 

avec 

un+~ est bien défini car ;t est un isomorphisme de H'10(S1) dans H-\St). Le 

système se réduit donc à 

soit encore grâce à (2) dans la partie (1.3.1).: 

( 18) un+l = un - Pn et; -1 ( J, (un)) 

si nous supposons que un est sans palier. L'égalite (18) entraîne que 

l'algorithme est un algorithme de type gradient: 

\/) -1 . En effet, -<, est un opérateur coerc1f 

( ~-1{ V) , V) _ 1 ~ a1 1 V 1 2 _ 1 V V e H-l (St) 
(H0,H ) H (St) 

Donc, si par exemple J'(un) était lipschitzienne: l'algorithme (18) serait une 

méthode de descente pour O < Pn< ~O où c0 est la constante de Lipschitz de J1 
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Par la méthode de descente, u convergerait vers l'unique valeur u où J'(u) = 0, 
n 

si 1 es P étaient bornés i nf éri eurement. 
n 

Si nous revenons à notre cas particulier: J'(u) défini en (lo3) n'est 

pas Lipschitzienne à cause de S(u) qui n'est pas même continue en u , si u 

admet un palier. Donc, dans le cas général, on ne peut pas choisir des pn> 0 

tels que la méthode converge vers le minimum de la fonctionnelle J. Néanmoins, si 

la suite d'itères un, qui sont sans palier, converge vers u sans palier, on peut 

imaginer que IB(u ) - S(u) 1 o -+ 0 lorsque n-+ 00 

n ~ 

Alors, si nous vérifions que J(un) est une suite réelle décroissante pour 

un choix Pn > a > 0, l'algorithme décrira une méthode de descente qui converge­

ra vers le minimum (unique) de la fonctionnelle J : J (un)-+ t en décroissant 

alors r;t-l J'(un),J'(un))-+ 0 

# l J' (un)l -1 -+ 0 
H (s-2) 

et la limite vérifie ètu + B(u) = f 

Si la limite u n'est pas a priori sans palier, on sait néanmoins que 

toute la suite un (suite minimisante) tend vers une fonction u e H6(n) , et que 

J'(u) = oeu + S(u) - f -+ 0 dans H-l (n) fort,l'·uisque s(u) est borné n n n · n 
indépendamment den dans L2(n), il existe une sous-suite telle que s(un,)+1µ 

dans L2(n) faible. 

D'après la propriété 1.1.3: ~ e B(u) donc la limite u (de toute la 

suite un) vérifie l'équation du problème 
.. 

{ 

u e H0 (n) 

~ u + B (u) 7 f. 

Mais dans ce cas : u admet un palier, J'(u) n'est pas Lipschitzienne dans un 

voisinage de u et l'on aura beaucoup de mal à obtenir numériquement une suite un 

minimisante pour JO 
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Dans la plupart des cas, la limite de Pl,h sera sans palier. Nous affir­

merons alors avoir une approximation d'une solution de P0, P1 et P2• 

2o4o4 - Mise en place de l'algorithme 

Nous employons donc une méthode itérative et nous considérons avoir loca­

lisé la solution quand 

Il un+l - un Il NS < EPS 
Il un Il RNS R 

Nous définissons alors uh = un+l qui est 1 'approximation de u solution de 

Po dans Vh. NOB = n+l. 

Pour cette algorithme, nous partons de u0 = 0, sauf si cela entraine 

des difficultés. 

Pour passer de un a un+l' on doit: 

1) calculer Sh(un) calcul effectué en entier par (2.3) dont nous ne contrôlons 

pas la précision, 

2) résoudre un problème de Dirichleto 

Méthode de surrelaxation avec paramètre w optimum, obtenu de façon 

standard: 

on effectue des itérations 
Il UP+.l - / Il 

si n n < EPSI 
Il u~ Il 

2.4.5 - Stratégie 

P+l 
• • • • • • un 

alors 

Notre but est d'obtenir une convergence de l'algorithme,puis de l 1obtenir 

rapidement" 

Bien que la surrelaxation puisse donner la solution du problème de 

Dirichlet de façon aussi précise que possible, on n'a pas intérêt à calculer cette 

solution avec une précision meilleure que celle désirée pour le problème général Pn. 
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Et même, dans certains cas, les deux ou trois nreriières itérations de la surrela­

xation suffisent pour obtenir la convergence de 1 'algorithme. Donc, nous prendrons 

EPS= 10-3 << EPSI = 1 □- 5 ou= l □-7 , ou encore nous limiterons P < 3 dans la 

surrelaxation, pour un gain de temps souvent appréciable. 

Nous avons vérifié la validité del 'algorithme en prenant encore le polynôme 

Q(x,y) = (x-lO){x-20) y(y-10) ~ H0 ( rtc). et> (Q) s'exprime simplement, Sh(Qh) est 

une excellente approximation de B(Q) et on pose plh (x,y) =~n(Q) + Sh(Qh) . 

On cherche un la solution du problème approché avec f = Pin • Comme Q est sans 

palier, elle est l'unique solution de P2(p1h). Notre algorithme nousfournit une 

solution u1h. Si nous la comparons à Q, nous trouvons que la différence relative, 

lulh - Qhl 
IQ I , croît régulièrement du bord du carré au centre (là ou Bh est le moins 

h lu - Q 1 
précis) et que O < ln Qh h, ~ 0,03 , ce qui est fort raisonnable. 

D'autre part, les symétries de Q se retrouvent exactement dans ulh' ce qui 

prouve que la matrice de -i'h est bien conditionnée et que la relaxation donne de 

bons résultats, 

3.0 - Le programme PL/I 

Nous avons utilisé ce langage pour faciliter la gestion des fichiers, 

l'utilisation de programmes préexistants et l'allocation dynamique qui réalise un 

gain de places mémoires. Par contre, il nécessite un plus grand temps de compila­

tion que le FORTRAN" 

Les essais ont eu lieu au CIRCE sur les IBM 168~370. 

3.1 - Le cas général 

Nous montrons sur le domaine quelques courbes de niveau de la fonction 

u(x) solution du problème ou de la fonctionf3•{u){x). On obtient, dans ces cas-là, 

avec des seconds membres f négatives, une excellente convergence en NOB = 7 itéra­

/ .. ~./) 
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1 t - 9 {- 'v ) 

u solution de\ u =o
0
x1 u 

+ B(u) = - 10 dans rt 

NOB = 7 itérations 

........................................ 

Figure 2 Courbes de niveau de u(x) 

Figure 3 Courbes de niveau de (u)(x) 
7f 

S(u)(3r2) =-y ==-1.56 ••• 

lrthl = 1.56 •.• 
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16 
12 

4 
·4 

lTFr;.~T JCNS * 
CE P. El . AXAT !ON• 2, . 

l6 
i2 

8 
4 

~. l05t:- 04 
~ • 01 0.~:- 04 
li• 409':".- 04 
ta.712E::-04 

t.,CCtE+OO 
2.Z2LE-J2 
2 • ~ 3!~- 04 
5.7ÇEE-06 

EPR El 1P {")f , 
FELAXATJON 
~ .16~:c-- 04 
:'= e440Ë.,;. C4 
9 • tl59:: ,.,·'C 4 
le!41E-C4 

* ERRElJP * * EENERALE ♦ 
leCCŒ+'.lO 
e.~l~E-42 
2 • !: 9 ÇF,- C 5 
t.CH!:-06 

ERREU~ DE * ERREl~ * 
S. EL AX AT ION 

. ; ·• l O eE- 0 .4 
7-.471'::-C4 
le928E-.04 
7ë E55E-04 
:.1 .~27E-.04 

* GENEF.:~LE it· 

F.PJ;EUP DE • 
FELAXATJON 11' 

-~-.,osE~G4 
9ef4,E- .ll4 
4 ~25 c;:=-- 04 
9a059:?-C4 
:7 • ~87€:;- 04 

l • CC(E+ô 0 
2 • '= 1 ry::-11 
2 • C5~E- )3 
t .241E-05 
1e4CJE-OE: 

E~PEtF; * 
GENERALE • 

1 • •CC(E+ôO .. 
5 • 41-1":E-J l 
l .f4f~-O~ 
6efE2E•04 
9e :::t:tE-06 

Ce tableau montre le nombre d'itérations nécessaires pour. 
une convergence dans un cas favorable • . On peut comparer le~ résultats 
pour différentes valeurs de p. La valeur p~ 1.0 est la meilleure. 
Ici, nous avons EPSl = 10-3 et EPS= 10-5. 

10 
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tions environ. Lors de ces essais, nous avons pu mettre en évidence le paramètre 

Popt = 1.0 sur les deux domaines consid~rés ne et nR o 

3.2 - Un cas particulier important. 

CI est le cas où f = O sur n , ce cas a une importance parce qu'il corres­

pond à l'apparition d'une bifurcation ; on résoud donc 

1 u ~ - B(u) sur n 

\ u = 0 sur le bord 

;g vérifie le principe du maximum, donc la solution de ce problème est négative. 

3.2.1 - u = O est solution de P1 

Néanmoins, ·ce n'est pas _la solution de P2• En effet, d'après ( [ 2] , 

corollaire 3), la solution de P2 lorsque f est constante est caractérisée par 

(14) tif u + ½ ( ~ (u) + 8 (u)) = f = 0 

u: 0 ne vérifie pas (14) donc n'est pas la solution de P2• 

Si l'on prend pour notre algorithme u0 = 0, alors on aura u1 = u0 = 0 

et l 1 algorithme se termine. à la première itérationo Si l'on perturbe un peu u0 par 

exemple u0(Mi) = 1 et M0 (Mj) = 0, il y a alors convergence vers une fonction sans 

palier un. Mais la convergence est plus délicate à établir. Si je demande une 
-7 précision EPS= 10 , alors il faut faire décroître f jusqu'à 0,2 et les itérations 

deviennent plus chaotiques. La décroissance de J(un) devient aussi plus difficile 

à réaliser. Mais si 1 'on change de fonction de départ perturbée u0, alors il y a 

toujours convergence vers cette fonction Uno 

Si l'on prend f = cte < 0 , alors il y a unicité d'une solution sans 

palier de P2 (P0 et P1) et l'algorithme converge parfaitemento Si l'on fait tendre 

cette constante vers 0, 0 est le point où il n'y a plus unicité de la solution. 

C'est un point de bifurcation, ce qui justifie sans doute les difficultés numéri­

ques de l'algorithmeo 
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P 1-'1 = C • t C 

* ,-. C ~ E c: E * 11 E" A l l ::JN ~ 4 
* (']TEQlilON: * CE R::LA.>A1IOl'i4 

EQQELA DE 4 
RELA.>AllC"' 4 

1 • C ï f':: + C C 

E f: f:!::L F= • 
GEl'Ei:ALE • 

Cl=JTEFE * 
• --y:~~9 7 f E -o J 

r _r,,_, 
1 

J ~ 
i •:: ~ 2~ - C 1 
4 • f C :?': - C 1 
:: • C ï 7':. - C 1 
, • 1 f :E -Cl 
1,~f4E-C1 
1 • 1 3 4F - C 1 
E • 4:: 2E - C2 
f • J S4E- C2 
~ • c; :? CiE - C2 
:: • E ':3E - C2 
.:: •Cc; CE - C2 
2 • 4 f f':: - C2 
ë. • C22E- C2 
1,f~7::-C2 
1, 3~4E-C2 
1.tC<;E-C2 
c; • 1 C ïC: - C3 
i • 4 ~ f!: - C 3 
fe lfl::-CJ 
!. CflF.-CJ 
,.f37F:-C3 
" • 2 3 er. - C J 
::.Ei7":-CJ 
.:.~~4E-C3 
.; • 2 f 'i':: - C 3 
.:: •Cl EC - CJ 
2. '7'i2E-C3 
ë. • 5 c; ei=: - C.J 
2 • 42 2E - C3 
2 • 2 t EE - CJ 

Tableau 1 

6.C86!:-0l 
1,319E-Ol 
Se 586 E -0?. 
2.5231:-02 
l. l 96E-O?. 
5. 5.37 E -0 3 
2e426F-03 
t.144E-03 
5,246E•04 
2.J64E•04 
l,196E-04 
5e431E-05 
2e497E-05 
l,268E-0'5 
7,735!:-06 
4,588E•06 
2.e1gE-O"> 
1.~ 7 4E•06 
le277E-OIS 
9.252E-0"" 
1,942E•07 
l,723E-07 
t.~49E-07 
1 • 612 E -07 
le615E-07 
1 • 672 E-O7 
l ,754E-07 
le849E•07 

·le <;56E •07 
2.C60E•0"" 
5 • 3 90 ".: -o 9 

l,19554E-01 
3el9742E-02 

-7 ,99aoo e-o.:: 
·2,800t:5E-O, 
•J 18 6 4 !:Q E • O 2 
-4 ,56059E-0.2 
-4 .9 1,81E -o 2 
-s .i o e 1 .:: e - o 2 
•S,27059E•02 
•5 • 2 2 4 6 e E - 0 , 
•5 • 348, 1 E -o, 
•5 , J 5 8 5 9 E - 0 2 
•S,36M:2E•02 
•5,39112E·02 
-s.4os1::e-02 
-5 ,4 140, E -o, 
-5 ,41639 E-0 2 
•5,4156.::E-Oé 
-5 , 4 1 2 6 9 E - 0 2 
·5,41050E•02 
•5 , 40 8 1 4 E -0 2 
-5 .4osse e-o, 
-5 • 40 2 7 4 E • 0 2 
•5e::?99:?4E•0, 
-s , 29 5 8 1E -o 2 
•5 • 39 2 l t: E -0 2 
-s .::se.::5 e-o, 
•5,3846~E-02 
-s.::s1ot:e-o, 
•S • :?7 9 .:! .:! E • 0 2 

Ce tableau montre la difficulté de convergence de l'algorithme pour 

f ~ O. Pour éviter des oscillations d'amplitude croissante, il faut faire dimi­

nuer p jusqu'à 0,2; ici, on a limité les relaxations à 2 itérations, ce qui 

justifie un peu les 30 grandes itérations nécessaires pour la convergence. Mais 

l'erreur générale et le critère. J(un) ne décroissent pas régulièrement au voisi­

nage de la solution. 



4.- LA RESOLUTION NUMERIQUE DES AUTRES PROBLEMES vorsrns 

4.1 - Soit le prôblèmè P3 

dt u + g ( S(u))= f dans n 

u = o sur an 

g étant une fonction continue de [o ,n] dans tR. 

Nous avons fait de nombreux essais avec 

p = 1, 1/2, 3, etco •. 

et avec des fonctions f très diverseso 

Dans tous les cas, nous obtenons des convergences vers des fonctions u 

sans palier ayant la même allure que sur les figures précédentes. 
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Tous ces calculs nécessitent à peu près 4 ou 4,5 secondes de temps de 

calcul effectif sur IBM 168-370 (plus une compilation relativement longue) avec un 

programme en FORTRAN. 

Voici, à titre d'exemple, l'allure des courbes de niveau de la solution de 

j ~ u + !ni - S(u) = -1 

~ u = 0 

dans n 

sur an 
(Figure n° 4) 

Comme on le voit, la solution est très régulière. La convergence a eu lieu plus 

vite que dans le cas du problème (P2). 

4.2 - Le problème P4 
trouver u ~ Ho (n) 

pour n = 1, le problème P4 rentre dans le cadre du problème P3,ce qui nous a permis 

de vérifier ces calculs, puisque pour ce problème nous calculonslnl- S(u)(x)=h'(t)dt 
u(x) 

avec les notations introduites en (lo5o2). 

Nous avons utilisé d'abord n x m = 1 pour garder des ordres de grandeur 

satisfaisants. Alors, pour deux exemples, nous avons obtenu des convergences très 
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rapides vers des solutions régulières : n = 2, n = 5. 

Nous avons testé l'algorithme pour n = -1 et m = 1,5. Alors, une solution 

est trouvée en 5 secondes de calcul, c'est le temps le plus court que nous ayons 

pu obtenir avec le programme PL/! pour une précision toujours égale à FPS = 10-5• 

5.- LE PROBLEME PHYSIQUE 

Sous certaines hypothèses, il apparaît que le comportement du plasma dans 

ùne coque qu'il occuperait totalement (pas de vide entre le plasma et la coque), 

dépendrait de la solution du problème 

~ 2u + (ln! - f3(u))m = O 

~ u = 0 

dans Q 

sur af:'l 

Ce problème rentre dans le cadre des problèmes P3 avec g(x) = (lrll - x)m qui véri­

fie 1 es hypothèses requises si m > 0. 

Si les solutions sont sans palier, elles peuvent aussi être considérées 

comme solution de P4 avec n = 1. 

Pour mieux se rendre compte des différences et des ressemblances de ce 

problème avec le problème initial 

(19) ctu+ S(u)=f, 

problème en dimension 1 

Q = [-1, +1] 

À réel 

trouver u 

nous allons étudier sommairement le 

-u 11 
- S(u) ~ >.. 

u(l) = u(-1) = 0 

Le problème (19) en dimension 1 a été étudié pour le même domaine en 

( [1J , Appendice A.1) o 

5.1 - Le problème en dimension 1 

Lemme 1 : Si u,\ est solùtion de P.À , alors -u}. est solution de P_2_À 

Dem en effet ;,(-u)(x) = \n.\ - J, (u)(x) 
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si À~ - u\ (x) - B (u) (x) pour presque tout x ~ [-1, +1] et v = -uÀ 

alors - À~ - v"(x) + lrtl - s(v)(x) dans D 

et v(l) = v(-1) = 0 donc v solution de P_2 -À 

d d - l t -t · 1 1 ' -- _l_nl __ -1 on a one es resu ta s syme r1ques en À par rapport à ,a va ,eur /\ 
2 

• 

Nous étudions ces problèmes pour Àe [-1, +00] 

1er cas À> O : 

Prop. une solution éventuelle de ce problème est strictement concave, positive, 
sans palier, c2(Q) et paire. 

Dem: D'après [1] la solution de PÀ est c1(n) et c?~aux points où S(u) est 
continue. 

Dans ce premier cas, il ne peut y avoir de palier donc u 
On démontre de la même façon qu'en ( [1] § A.2) /%:eest alors paire 

2 C (0.). 

Théorème: La solution de PÀ est unique èt est donnée par la solution de 

XE. l0,ll 
u"(x) = - À - 2(1-x) 
u 1 (0) = 0 

u(l) = 0 

Dem: Il n'y a qu'à appliquer uÀ solution de PÀ et uÀ e c2(n). Finalement 

uÀ (x) = - (À2+2)( lxl2 -1) + (lxl33_ 1) 

Pour le cas À< 0, nous pouvons remarquer : 
Cette solution est concave pour À> 0 

mais elle est encore paire et positive pour À). -1 car u' (x) = - (À+2)x + x2 
et u' est négatif entre les racines X E [0,À +2] 

et l'on a B(w)(x) = 2(1-x) 't/ x € [0,1] 

Donc, pour À E: El,O] uÀ est encore une solution du Problème mais elle n'est pas 
nécessairement unique. 



2ème cas À = 0 -u"€' B(u) dans Q 

u(l) = u(-1) = O 

son minimum est atteint au bord, si une solution a un palier elle y prendrait la 
valeur O. Il est impossible en vertu du principe du maximum que la solution de 

PÀ=O ait un support cc o. 

Théorème : il y a 2 solutions 

u = 0 -
et _uÀ=Ü décrite ci-dessus, sans palier. 

3ème cas -1 <À< O 

Pour À= -1 , nous connaissons déjà plusieurs solutions 

u_1 décrite ci-dessus 
- ~l en vertu du principe de symétrie du lemme 1, 
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et u ë:O qui est solution du problème faible VÀ€. ~1,0] . 

Nous pouvons encore mettre en évidence d'autres solutions sans palier. 
Nous cherchons a priori une solution impaire u(O) = u'(O) = 0 positive pour 
X € [0, 1} . 

Elle sera solution de : 

si X E [0,1] B(u)(x) 

L 

X E" [0,1] 
u" = -1 + 

u(x) > 0 

= 1 + Bul (x) 
[O, 1] 

-,i 

Nous cherchons sur un nouveau domaine o ~ [o,l] la solution de 

- u"(x) = s(u)(x) 
u(x) = 0 sur ôQ 



Il existe une telle solution positive sans palier, symétrique par rapport à 

X = J_ 
2 

ou 

(20) 

' 1 +--
8 

sur 

}4 sur x € [ 0, 1] 

X [(-1,+1)] 

38 

Proposition : La fonction u définie en ~~ est solution du problème avec À= -1, 

son opposéeaussi d'ailleurs. 

Donc P_1 a déjà 5 solutions dont~ sont sans palier, 

Pour -1 <À< 0, il y a au moins 2 solutions : uÀ décrite dans le premier cas, 
et u = O. Il serait plus difficile d'obtenir toutes les solutions. Mais l'étude 
du cas P_1 suggère que les solutions sans palier peuvent être multiples et que 
l'analyse de ces problèmes est moins aisée que pour le problème étudié dans 
([1 J , appendice). 

6. - CONCLUSION 

Del 'étude numérique de ces problèmes, nous concluons que nous pouvons 
exhiber une solution approchée dans tous les cas. Néanmoins, la convergence est 
plus ou moins rapide suivant les données, par exemple avec le problème initial, 
il y a unicité pour f < O et dans ce cas, nous obtenons rapidement une solution 
avec toute la p~écision voulue, les cas de non unicité faisant apparaître, par 
contre, des difficultés numériques. 

Nous avons explicité une méthode de calcul d'une solution de problèmes 
physiques. Pour juger de son efficacité, il faudrait comparer les résultats aux 
expériences réelles. Mais ce problème n'est, en fait, quel 'introduction aux pro­
blèmes à frontière libre et aux problèmes d'évolution d'un plasma confiné qui 
doivent décrire le comportement d'un plasma dans la coque d'une machine Tokamak 
tout au long d'une expérience. 



CH API T RE II PROBLEMES A FRONTIERE LIBRE 

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec 
J. MOSSINO, et feront l'objet de la publication d'un article. 

1.- POSITION DU PROBLEME 

a est toujours un ouvert borné, régulier de RN, de mesure lnl>O. 
Soit u : a + ~ une fonction donnée, nous noterons g_(u) l'ensemble des 
points du domaine n où u prend une valeur négative 

/ u(x) < 0 } 

Nous posons le problème: 

(1) 

trouver u € H' (n) solution de 

6u + Àg (ln.(u)l - s(u)) = o 

- 6 u 

u
1 

= y ( cte inconnue > 0) 
an 

J2JL = I > 0 an 

= 0 

dans n_ {u) 

dans D'\ n_{u) 

Le nombre 11. est un paramètre réel inconnu des physiciens. Le nombre réel I est 
une donnée du problème. 

La fonction g est supposée continue de r o,IDI] dans lR, et vérifier 

(2) 

(3) 

g(O) = 0 

g{x) > O V x > 0 

Dans les exemples numériques, nous utilisons g(x) = xn, pour n> 0, ce 
cas rentre bien dans les hypothèses (2) et (3) et, en outre, est intéressant en 
physique. 
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L'opérateur S est celui qui a été défini et utilisé au chapitre précédent 



l,0 

ce qui nous permet d'écrire 1 'identité : 

' 1 n_( u) 1- S( u) ( x) = mes { y.; n u(x)< u(y) < O} 

1.1 - Le problème à frontière libre 

Nous faisons a priori une partition den en deux sous-ensembles qui 
dépendent d'une fonction uE H4 (St). Une solution de (1) vérifie des équations 
très distinctes dans ces deux sous-ensembles et, de plus, la mesure du sous-ensem­
ble n~u) intervient explicitement dans l'une des équations. C'est donc bien un 
problème à frontière libre. J. MOSSINO a étudié dans [1] , un problème voisin de 
(1), l'opérateur - Liu étant remplacé paru -fi u. 

Mais ici, le problème n'est pas coercif, ce qui introduit quelques diffi­
cultés supplémentaires. 

L'idée générale dans ce chapitre est qu'en fait IR.(u)I n'est pas une 
inconnue et peut être calculéeen fonction de À. Et ainsi l'étude du problème (l) 
peut se ramener à l'étude d'un problème à. frontière fixe étudié au chapitre I. 
Moyennant certaines hypothèses ohysiques, sur la pression du plasma, le problème 
(1) modélise le comportement et la position du plasma à l'intérieur de la coque 
Tokamak. 

Le plasma occupe le domaine S1,(u), tandis que le domaine n,n_(u) est 

vide. 

Il faudrait que le plasma soit éloigné de la coque; d'où la supposition 
a priori que y est strictement positif. 

1.2 - Modifièation du problème (1) : 

Puisque la fonction g vérifie les conditions (2) et (3), sa primitive G, 
qui s'annule en 0, est continue et strictement croissante de [o, lnl]dans IR+ ; 
elle est donc inversible 

G-J. 
J : et strictement croissante. 

Nous posons un problème (4) : 

u 5 H1 
( a) 

(4) 
- fiu + À g ( [ G-l ( i) - S( u) J ) = O 

+ 
u = y (cte inconnue > 0) 

ln_ (u)l = G-l (1.) 
y 

dans n 

sur d .11. 



Nous allons montrer que les problèmes (1) et (4) sont équivalents. Plus 
précisément nous énonçons le théorème: 

Théorème 1. 2. : 

soit u G H2(Q)~ solùtion de (1) alors 

( i) 

( i i) 

u est sans paliet dans n (u) 
I 

G( ]nj) À > 

(iii) u est solution de (4). 
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Réciproquement: Si À~-
1- et si ueH2 (n) est solution de (4) on a (i), (ii) 

- G( ln!) 
et (ii 1

) : u est solution de (1). 

Démonstration : soit u solution de (1), alors À f 0 
sinon on aurait~ u = 0 sur n en contradiction avec I > 0 

soit u solution de (1) ou de (4), alors 
00 

~ u é L (D) 

d'après un résultat de STAMPACCHIA[3], on a alors 

u Ee 0 (n). 

Puisque ue-e:.0 (n), on a pour X é n_(u): 

lnJu) 1 - S(u)(x) = mes· { y6Q/u(x) < u(y) < O} > 0 

ce qui implique ~ u (x) > 0 ~ x e n_ (u) ce qui nie l'existence d'un 
palier dans Q(u) et prouve (i) • 

• soit u solution de (1), alors 

I = J au = J ~u = À f g (1 Q_( u) 1 - B ( u ) ) dx 
an an n 

Q(u) 

= (d'après le lemme 1 ci-après) À G(ln .. (u)I) d1où (iii) 

. soit u solution de (1) ou (2), puisque uetgO ~) on a 

o < ISl(u) 1 < IQI 

soit, en prenant les images pas G : 0 < { ( G( jQj ) ce qui prouve (ii). 



. soit u solution de (2). Alors J ~u =À J g(G-l(f") - B(u))dx 
an l'L n_(u) 

=(par le lemme 1) ÀG(G-l (f) 

= r, ce qui implique (iii'). 

Il nous reste à établir le lemme fondamental suivant: 

Lemme 1 : 
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Soit v(n + R) une fonction continue, et soit E un ensemble mesurable inclus 
dans n) tel que·: 

(5) 

(6) 

\Jx E E 

\j X € E 

~(v)(x) = S(v)(x) (v sans palier dans E) 

V (X) < V (Y) • 

alors, pour toute fonction continue g : to,Jn!1+lR, dont Gest la primitive qui 
s'annule en O on a l'égalité: 

(7) f g [B ( v )( x) 1 dx = / g ( 1 E 1 - S ( v )( x) ) dx = G ( 1 E 1 ) • 
E E 

Remarquons d'abord que le lemme pouvait s'appliquer dans la démonstration du 
théorème précédent: u était continue et Q(u) vérifie bien les hypothèses (5) 

et (6). 

Démonstration du lemme: 

Nous définissons llv(s) = mes · {y e E / v(y) ~ s } 

on a, bien sûr µ v(v(x)) = S (v)(x). 

De plus µ v est continue de [ min v(x), max v(x)] dans [ 0, 1 E I] 
X 6 E Xt:E 

et l1 v est strictement croissante. 

Définition nous appelons réarrangement symétrique de v la fonction 

v1 = µ -l : E* = [O,!n!J + [min v(x) , max v(x) J 
XEE XfE 



On peut alors remarquer que, puisque v* est une fonction croissante dans E* 

(8) 

= f g (T) dT = G(IEI) 
E* 

L'égalité entre les 2 termes extrêmes de (7) sera prouvée si l'on prouve : 

(9) J g ( 8 ( v) ( x) ) dx = J * g ( B ( v*) ( T) ) d T 

E - E 
pour tout g continue. 
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Au lieu de le prouver pour tout g continue, par combinaisons linéaires et passage à la 
limite, il suffit de prouver (9) pour tout g = 1 , fonctions caractéristiques 
de l'élément générique des boreliens de [R. Dans ]-~e~t[cas, (9) se réduit à 

( 10) 

le premier membre ~e (10) s'écrit : . 

si t > !El 
si t < 0 

mes { x f: E/ S(v) (x) < t} = 1 E 1 

= Q 

si O< t~ !El = mes{ XE E / µ(v)(x) < t } 
= mes{ XE E / v(x) < v* (t)} 

= µ(v* (t)) = t 

le deuxième membre de (10) s'écrit, par (8) 

mes { 't E E* T < t } = 0 si t ~ D 

= t 

=I El 
si O<t<IEI 
si I El< t 

on a donc bien l'égalité (10). 

Dans (10) on peut remplacer 
et 

B (v) (x) par I El - S (v) (x) 

S(v*)(-r) par I El - s(v)(-r) 

et démontrer ainsi l'autre égalité de (7). Fin de la démonstration du leIIlllle, 

Nous avons montré l'identité de 1 'ensemble des solutions du problème (1) 

et du problème (4-) lorsque À> J Cn) • Le problème (4) n'est plus un problème à 

frontière libre et le domaine D~(u) est caractérisé par 
-1 I n_( u) ,,; { X E n i s ( u )( X ) < G (~) } • 
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Mais il n'est pas coercif sous cette forme, et il faut encore un peu le transformer 
pour affirmer l'existence d'une solution de (4). 

2.- RESOLUTION DE (4) 

Si u est solution de (4), sa translatée par - y: v = u - y (cte inconnue) sera 
solution de 

( 11) 
{

- tw + À g [(G- 1(b -B(v)+] = O 

v = o sur an 

dans n 

Inversement une solution de (11) fournira une solution de (4) si l'on sait trouver 
un réel y telle que ]0.- (u)I = µ{v) (-y) = G-l (I) 

Théoriquement, on ne saura le faire que si v solution de (11) est sans 
palier. Ce n'est pas toujours le cas. 

En particulier, étant donné que x➔ g (G-l (~) - x)+ vérifie les hypothèses du 
théorème d'existence cité en (I.1.5), celui-ci affirme l'existence d'une solution 
du problème faible associé à (11). Mais ce peut être la fonction v= O qui est 
toujours solution de (11), et qui évidemment ne permet pas de déterminer une solu­
tion de ( 4). 

2.1 - Existence d'ùne·sàlùtion dé (4) 

Nous décrivons un procédé de régularisation du problème (ll) qui permet 
d'établir de façon constructive le 

Théorème 2.1 :· Pàùr tout À>-
1- ~ il èxiste·ùeH?(n) sàlùtiôn du prôblèmè(4). 

G( ln!) 
Cette solution est limite (E + O) dans H1{n) fort et H2(n) faible d'ùne 

sùitè ù~ =\li:+ Yi: : où·vc· ·est sôlùtiàn'dé (11d: 

- àv~ + À g ((G-l (-t) - f3(vE))+ = - E dans r2 

v E = o sur an 

et où Yi: est défini de fàçàn ùnique à pàrtir · de ve; pàr Ye: = .;. (vd* (G-:(~)) 

Démonstràtion : 

Nous aurons besoin d'un lemme. 

Lemme 2.2 - Soit r: L2 n ➔ cL 2(n ~ l'opérateùrmultivô uè défini àr r v 
{l/JeL 2{n);1/J (x) ·~ g( {G- (f) - S(v)(x)) 1-) pp V x~ n}? al~rs 1 e Graphe der: 
G(l) ~{ (v,1/J)EL2(n)2/1/Jef(v)}· est fèrmé dàns'L-·(n)·fôrt x L2 (ri) faible. 



La démonstration est dans (Ill , chap. IV p. 76) et fait intervenir le théorème 
d'Egoroff. 

Nous nous servonsaussi d'un autre lemme qui nécessite une définition 
supolémentaire : soit v et <P, deux fonctions mesurables 

S(v,<P) (x) = mes{yGs-2 / v(y){'. qi (x)} qui est défini là où (j)(x) l'est, 
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c'est-à-dire pp Y x En. ~(v,(j)) et S(v,(j)) sont définis de manière analogue. 

Lemme 2.3 : Soit (vm,<Pm) une suite dans (L2
(n)) 2 telle que vm ➔ v dans L2(n) fort 

? f ➔ ~ dans L-(n) fort 
m 

B(vm,~m) ~ 1/Jm ➔ 1/J dans L 2 
(n) faible 

al ors 1/J E B ( v ,<P). 

Démonstration dans I 1] . 

Démonstration du théorème 2.1 -

D'après le théorème d'existence d'une solution des oroblèmes faibles, le 
problème 

dans .fl; 

sur i).fl 

? 
admet au moins une solution dans H-(s-2). Elle est sans palier car le Laplacien de v 

E: 
est presque partout strictement positif. Donc (11,) admet une solution sans palier; 
Soit une suite En qui tend vers O, alors une suite de solutions {vE:} est 
bornée dans ~O (n) ( d I après ST,ll.MPACCHIP. [3] ) . Puisque vE: est n n€IN continue 
et sans palier,µ est inversible et 1 'on peut choisirn y = - v * (G-1(I) , 

VE: En En 
{y } est borné2 dans~-E: 

n neÎ'J 

Alors, u = v + y vérifie : E: E: E: 
n n n 

- l'luE: +À g ([ G-l (-,l) - B(uE: )] 
n n + 

= y E: . 
n 

sur an 

ln(u)l=Ç 1 (h 
ë 

) = - E dans n 
n 



et puisque us E ~O (Q) 
n 

par l e l emme 1 

B(us](x;>IQ_(us )! = G-l(i:) 
n n 

Nous passons maintenant à la limite (n ➔ 00 ) : 

Puisque · {vE } 

n n N 
est borné dans H2(a)~{y} 

s 
n 

bornée dans IR et 
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"l'E = g ((G-1f{) - B (vE ))+) est borné dans L
2(n), il existe 

n n 
une sous suite de En telle que 

(14) 
? 

faible et Hô(n) V ➔ V dans W(n) fort 
En 

(15) y ➔ y dans R 
En, 

(16) 
? 

faible. -r ➔ 1/J dans L~ (n) 
kn, 

-1 I 
Le lemme 2.2 nous permet d'affirmer: 1/J E g((G .. ("",5) - S(v))+). Nous 

appliquons maintenant le lemme 2.3 à G-1({):!n~ (u J 1 = S(u ,0) = S(v ,Y ). 
En , - En , - sn , sn , 

La conclusion du lemme es\ alors que 

-1 I 
G (1) E S(u,O). 

Le passage à la limite dans (12~) et (136 ) nous donne alors 

-fi u + À'l/J = 0 dans n 

(12) u = y sur an 

(13) f au - I an -



Soit P un palier de.u. alors 

pour presque ~ x € P 

mais alors 

0 = ½ A u{x) = t/J(x) e g( (G-\{) - B (u) (x))~) 

0 = g {G-
1

({) - S(u)(x)).= t/J{x) 

donc t/J {x) = g {G-1({) - S(u)(x))+ pp V X€ n 

D'autre part, par (15), on sait que y~ 0 : 

si y = 0 alors - Au.(. 0 dans n 
u = 0 sur an 

D'après le principe du maximum, on aurait alors u = 0 ou u{x)< 0, pp~xen. 
La condition I > 0 rend impossible la première éventualité. Donc 
!ni= ln_(u)I ~ G-1({) d'après {12), en contradiction avec l 1 hypothèse).>G{!~I), 

ce qui prouve que: 

{17) y > 0 

si u (x) > 0 

alors G-1({) - B(u){x) ~ mes· { y /u{y) < O} - mes g/u{yAu{x)} 

= - mes{ y/ O<u(y) ~ u{x)}~ 0 

donc t!J{x) = 0 

si u{x)< O -1 I -r, {1) - B{u) {x) ~ mes{ y/u{x) < u{y) < o } 

(X) 

D'après (12), Au EL (Q) donc u est encore continue, ce qui implique que 

G-1~{) - B{u){x) > 0 • 

Donc, dans ce cas, t/J (x) = g (G-1~) - B{u){x)) 

Ainsi 
si u(x) ~ 0 

de (12) et (13) on tire : 



d'après le lemme 1, et en intégrant en prenant soin des translations, on trouve 

À [ -1 I -1 I · 1 1 = G. (G (1)) - G (G (;r) - rt_(u) ) 

La condition G(x) = 0 x = 0 entraîne que 

{18) 

finalement, en combinant tous ces calculs (12) se transforme en 

- ~u +À g( [G-1({)- S(u)]+) = 0 dans n 
(4) u =y> o sur an 

ln~{u)l = G-l (1_) 

? 

et u ~ H~(n). Le théorème est ainsi démontré. 

Par voie de conséquence, on a prouvé l'existence de solutions au problème 

(1) pour À> G( l~I ) et aucune solution pour À~G(Î$11) . 

Avant de considérer les applications numériques, nous faisons une étude 
en dimension 1. 

3.- ETUDE DU PROBLEME A FRONTIERE LIBRE EN DIMENSION 1 

3.1- rt=}-1,+1[ R. 

Nous cherchons une sol ut ion € H2 ( rt) de 

- u" + À g( lrt(u) - S(u)) = 0 
- u" = 0 

u ( 1) = u ( -1) = y > 0 inconnue 
u'{l) - u'(-1) = I> 0 

dans rt(u) 
dans n -rt{u) 

De telles conditions aux limites sont acceptables puisque en dimension 1 
H2 ( n) c. c 1 ( n) . 

D'après le§ 2, une solution de (l*) nous est fournie par une solution 
sans palier dans c2(n) de : 
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1 
-1 I -- v" + À g(r, -(-X) - B(v))+ = 0 

v(l) = v(-1) = 0 

dans 

si v est sans palier, alors s(v) est continue surn(cf. [1]) et ainsi v"G:<e2(n). 

Le problème (11*) est alors une équation différentielle; quelques remarques a priori 
sur la solution vont nous permettre de l'intégrer. 

Prop. 3.1 : 

Le problème (11*) admet exactement 2 solutions ~ 2(n) 

et 

dans n 
-1 I G((G (1)-2t)+)dt dans n 

La démonstration sé fait en plusieurs étapes : 

3.1.1 - Une solution '8 2 dé (111 ) est convexe : 

En effet, v11 (x) ~ 0 Vx E n , et ainsi une solution 'e2(~) de (llt) ne 
peut avoir qu'un palier en son minimum. 

3.1.2 - Les solutions 'e2(n) de (111
) gui ne sont pas identiquement nulles sont sans 

palier 

En effet, supposons que v possède un palier Pen son minimum. Alors 
V x ê P v" (x) = 0 = g (G-1(;) -S (v)(x) )+ 

ce qui implique IP 1 = s(v) (x) ~ G-l (½) 

Par contre Vx <t P alors B (v)(x)> 1 1 -1 I P ;::.G (-5.:) et par ( lll) 

v11(x) = 0 Vx 4- p • 

Finalement V vérifie l'équation v11 (x) = 0 V x€ n 

et donc V = 0 sur n 
• 



3.1.3 - Toute solution '82(~) de (11*) est paire : 

La démonstration est identique à celle utilisée dans [1] , pourlpfoblème 
similaire. L'idée est que, en tout point où la fonction prend la même valeur, la 
dérivée seconde prend aussi des valeurs égales, et l'on montre ainsi la symétrie 
de la solution. 

Corollaire 3.1.4 Si v est solution sans palier de (11*), alors S(v)(x) = 2x 
VxEQ. 

Donc, une solution sans palier de ril) est solution de 

(19) 
{

-v"(x) + Àg (G-1~[) - 2x)+ = 0 

v'(O) = 0 v(l) = O 
V E C2 [0,1] 

Réciproquement : soit v1 solution de (19), w(x) = v1 (1 xi) sur Q est convexe, 

S(w)(x) = 2x et w est solution '&2(n) de (11*). 

. 1 -1 I Soit x0 = z G (X) al ors 

par intégration on a : 

~xe[o,xJ 

V E Cl ( [ 0 , 1] ) 

v'(O)=O 
v(l) = 0 

-1 T \f 
- v11 (x) + Àg(G .. (f)-2x) = 0 x e 

v"(x) = O 'vx € ]x 0 ,1[ 

À [ -1 I [ -1 I ;'JI = 2 G (G (x-)) - G G (x--)'-2x1 

I À -1 I v' {x) = 2 - 2 G(G (\ )-2x) 

T 
v' (xo)= 2 

v 1 (x) = ½ 

On en déduit par une nouvelle intégration : 
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.3 t 

Y x E 1 x0 , 1 [ v(x) I 
= 2 (x-1) 

X 

et \f X G: ] 0 , x0 [ v(x) = v(x0) + f 

xo 
v'(t)dt 

= ½ (x0-l) +} (x-x 0 )-; 

I À x -1 I 
= 2 ( x-1) - 2 f G ( G (Î) 

X 

J G(G .. 1({) - 2t)dt 
xo 
- 2t) dt 

XO 

La solution sans palier de (11,.) v2 s'écrit donc 

Vx E: [-1, +11 

v étant défini au§ précédent. 

Proposition 3.2 - La solution sans palier unique de (Il*) fournit l'unique solution 
de (1*). 

Démonstration : Pour x = x0 on a 

donc on peut déterminer t -1 I 
y = - V ( G (À ) ) = V ( x0) 

I -1 I 
y = 4 (2 - G ("5:)) 

finalement, la solution H2(Q) de (11 ) s'écrit: 

G-1 (l) 1 xi 
u(x)=1(1xl - 2 À-~ f 

1 xol 
on peut remarquer que la condition u'(l) - u'(-1) = I est automatiquement vérifiée. 

3.: - Solution posséda~t la sy~étrie dé révolution lorsquen est un cercle 

n = cercle de centre (0,0) et de rayon 1. 

Sans préjuger de la symétrie des solutions, nous pouvons calculer les 
solutions admettant la symétrie de révolution. Nous chercherons donc des solutions 

u(x,y) sous la forme 

alors 

u (x ,y) = v(r) r E [o,1J 

6 U = V 11 + _l V 1 

r (indépendant de e ) . 
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Le problème ô1*) s'écrit avec cette nouvelle variable 

r E [o, 1] 

puisque nous cherchons une fonction C4 (n) 

et B(v)(r) = f 2TI .P d P 
{Pl v c~>tvc ... ,} 

Comme au paragraphe précédent, nous ne nous intéressons qu'aux solutions 
sans palier de (11**), on déduit que: ve~ 2(n) et 

pour r ~o on a 

v11 +.!.v•;::. O r 

r v11 + v' = (r v')' ~ 0 

V re [o, 1] 

ce qui veut dire que rv'(r) )0 pour r ~ O et est croissante et donc v'(r) = 0 

sur [O, p0J et v'(r) > o sur )p 0 ,1[ . Mais v est sans palier et Po= O; 

v(r) est donc une fonction strictement croissante sur JO,lG d'où 

B(v)(r) = TI r2 

Le système (11*) devient 

(20) 

pour r ~ r
0 

= 

- v"{r) - v' (r) + \g 
r 

v(l) = o 
v'(O)=O 

)-1 (I) 
'1T 

la solution est donnée par v'(r) 

K constante à déterminer 

pour r < r0 , on résoud (20) avec un second membre 

1 -1 I ? - K1 (r) = À g(G (-) - TI r-) r À 

soit r -1 I 2 
K ( r) = À J g ( G (-) - TI p ) p dp 

0 }. 

À ~ -1 I -1 I ? ] 
= 2rr LG(G ('f)) - G(G ("f) -TI r·-) 

K =- r 

Vr e [o ,1] 



1 1 I I À -1 I 2 ] K donc v (r) = ~ 
2

TT - 2TT G(G -(1 ) - TT r ) + ~ pour rG (O,r0J 
lim · rv'( r) = 0 entraine K = O et v'(r) = 2~ r pour r > r

0
• 

r ➔ O 

Une nouvelle intégration donne 

I v(r) = 2TT Log r pour r > r 0 

r 
et v(r) = v(r 0 ) + J v'(t) dt 

ro 

pour v(r) = -
1 

2îî 

r 
L + l _!_ - l G{G-1({) - TT p2) dp . og rÜ 2TT f p p /\ 

Vérifions que cette dernière intégrale est convergente pour r = 0, soit 
a= G-1({) 

À ~ 1 -;-
2TT Q p 

Or, 

2 1 ~ I À -1 I 2 
[G{a) - G(a- îîp )] dp =2îî ~ P - P G(G -·fr) - îî p ) dp 

G(a - TT l) - G(a) = - TT l [g(a) + E:' (TT p2 )J 

donc l'intégrale ci-dessus s'écrit: 

donc l 'intégrale est convergente pour p ➔ O et la fonction v ( r) salut ion de ( 11 llEllE) 

est ainsi définie. Alors, on peut déterminer y= - v(r 0) = 2; Log r0 . 

·2 -La solution C (Q) du problème à frontière libre est 

1 
V+ y = u(r) = 21T 

u(r) I 
= 21T 

On peut encore remarquer 

r I À -1 l 2 
J --- G(G (À) -TT p )d dans le plasma 

ro 
p p 

ro 
Log-. r dans le vide r > ro 

2TT 

l'identité:! ~u = J K'(l) de= I. 
ao on 0 

r < r0 
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Dans les deux cas étudiés, le problème (11) n'a que deux solutions u = O et une 
solution sans palier, le problème (1) n'ayant alors qu'une solution, une'transla­
tée de la solution sans palier de (11). 

Pour les dimensions n > 1, nous n'avons pas de résultat d'unicité. 

4.- CALCUL NUMERIQUE D'UNE SOLUTION DU PROBLEME A FRONTIERE LIBRE 

L'idée de ramener le problème à frontière libre à un ~roblème à frontière 
fixe est évidemment aussi très fructueuse, pour le calcul numérique d'une solution 
de (1). 

L'algorithme développé au chapitre I permettait de calculer une solution 
du problème P1 : 

f - tiu + S(u) = f dans n 
l u = o sur an 

Nous avons dit qu'il donnait de bons résultats pour le problème P
3 

{
-Liu+ g(B(u)=f 
u = o sur. an 

dans n 

où g était une fonction continue. 

(21) 

Nous pouvons alors calculer les solutions du problème 

f -Liu+ g1 (S(u»= 0 dans n 
l u = o sur an 

avec g1 (x) = Àg( (G-1_(1) - x}+) ; effectivement g1 est encore une fonction continue 
de x. Et nous nous intéressons aux solutions sans palier de _(21). Alors l'algorithme 
convergera effectivement vers une solution sans palier, cette solution nous permet­
tra de déterminer Y(u) = - u* (G-1(-f)). Alors, il suffit de translater cette 
solution de y pour avoir une solution approchée de (1). 

4.1. - Les données du problème 

Le calcul de la solution du problème 1 dépend évidemment du choix de la 
fonction g. Physiquement, il semble quel 'on doive se contenter des fonctions 
g(n)(x) = xn, avec n > O , ces fonctions vérifient les conditions imposées sur 
g (voir II,1). On peut, de plus, facilement exprimer leurs primitives. 



Dans les calculs antérieurs aux développements théoriques, nous n'avons 
considéré que g(x) = x. 

Le paramètre À n'a pas une importance prépondérante. En effet, on peut 
écrire 

dans Sl. 
(21) 

sur J D. 
puisque À) 0 

~ = 0 

Par contre, le paramètre (1) a une importance fondamentale. En fait, nous 
considérerons À= 1 et nous ferons varier Ide O à G(ln!) = !~12 

, c'est-à-dire 

G-1(1} = /1Ï de o à !ni 
À 

Pour If:} proche de 0, alors nous résoudrons sur une grande partie du 
domaine oi'u = 0 et .:t'u + g(G-1({) - S(u)) = 0 sur une petite partie du domaine. 

Dans ce cas là, la convergence est longue à obtenir, puisque l'allure de la 
solution dépend uniquement de ce qui se passe dans n(u), c'est-à-dire un domaine 
de mesure petite par rapport à celle de .n.; on conçoit donc qu'une petite erreur 
dans ce domaine ait une importante relative assez grande. 

.. . l2J 1 1 l Si, au contraire, nous faisons croitre ✓T vers ,n , a ors nous obtenons 
une solution beaucoup plus facilement. Là valeur au bord y va aussi décroître 
vers O. 

Et à la limite avec ~fnl, nous obtiendrons la même solution que le problème 
traité au chapitre I (frontière fixe). 

En dimension 1, nous pouvons comparer les tracés des courbes de niveau des 
solutions des divers problèmes (voir ci-dessous). 

En dimension 1, nous pouvons prouver cette assertion. En effet, d'après 
(I,5.1), la solution de 

{

-u" + 

u = 0 

Jnl - S(u) = o 

est -u0 d'après les symétries du problème, cette solution s'écrit 



Dans ce chapitre-ci, nous avons obtenu en {3.1) la solution du problème 
à frontière libre: 

- 1 I G{G ··(11.) - 2t)dt 

2 
Si l'on considère g égale à l'identité, c'est-à-dire G(x) =i-, puis si l'on 
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prend À= l et I -+ G{lnl) = 2, alors on peut vérifier que l; solution du problème 
à frontière libre tend vers la solution du problème à frontière fixe. 

4.2. - Résultats Numériques 

Ci-après, nous présentons les tracés des courbes de niveau qui sont assez 
semblables aux tracés des solutions du problème à frontière fixe présentées dans le 
premier chapitre. 

Nous avons fait fixer le paramètre/Ç = CTE, successivement à CTE = 0,1, 
CTE = 0,2, CTE = 0,5, CTE = 1.0 et CTE = 1,4. Nous rappelons que pour le domaine 
considéré !ni= 1,57 ... 

Après chaque graphique, nous présentons un tableau qui peut mesurer la 
vitesse de convergence du procédé: 

Pour chaque itération (calcul de S) nous indiquons le nombre de relaxation 
que l'inversion de ~a néces•sité, ainsi que l'erreur de relaxation et l'erreur des 
grandes itérations. On voit nettement que le calcul est d'autant plus rapide que 
CTE est grand. 
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t HO" PPE • ITEPATIONS t ERREUR DE I ERREUR 1 
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1 a◄ s &76E-8S 1 eeec+ee 
ê JJ 2 229E-84 3 321E•t3 
3 15 ◄ .115E-85 8 322E-t4 
4 15 3 517[-8S 3 &JJE-84 
5 15 2 975E-15 3 885[-1◄ 
6 12 8.279E-IS 3 S22E-t◄ 
7 12 6 7◄7E-IS 3 1 ◄2E-t◄ 
8 12 S BJIE-tS 2 ◄SJE-t◄ 
9 12 S t29E-IS 3.tJlE•t◄ 

1 1 12 S.11 ◄E-tS ◄ 2◄7E-t◄ 
l 1 12 5 ti!8E-ff 2.113[-t◄ 
1 a 12 S. ◄IJE-H 1.ll7E-H 

· 1 3 12 7 625E-M I. SSX-H 
1 ◄ 1s a NSt-es ◄ .111t-H 
l S SS 3 ll&t-ts 4.IS3E-H 
t 6 15 3 713E-tS S.31H-M 
1 7 1S 3 llX-tS 1 113E-H 
t 8 li 1 711E-ts 1.1141-M 
1 9 li! 1 ◄--es 1. 1111-tl 
2 1 SI 4.1111:-tS I INl-tl 
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CH API T RE III UN PR"BLEME D'EVOLUTION NON LINEAIRE 

Existence d'une solution 

1.- UN THEOREME GENERAL D'EXISTENCE 

1.1 - Le cadre général 

n sera un ouvert de{Rn, borné, à frontière régulière; on considèrera 
le problème évoluant du temps t = 0 au temps t = T fini, 
q représentera al ors l 'ouvert n x JO, T [ . 

Nous considérons l'espace de Hilbert 

et nous avons l'inclusion 

L2(Q) étant identifié à son dual. 

Nous désignons par Al 'isomorphisme de V sur V' défini par 
<Au,v> = a{u,v) 'vu,v e:v2 où a est une forme bilinéaire continue coercive de 

VxV ➔ lR. (v',v) 

Soit r: L2(Q) ➔ CL2 (Q) un opérateur multivoque, et u0 une fonction L2(r2). 

Nous pouvons alors nous poser le problème suivant 

(1) 

(2) 

Existe-t-il u eV telle que: 

( au } at {x,t) + A. u (x,t) tS r(u)(x,t) 

l u(x,0) = u0(x) pp V xen . 

pour presque tout (x,t) Q. 

Nous serons amenés à faire des hypothèses sur l'opérateur a priori multi­
voque r: 



Nous considérons des opérateurs f qui vérifient les hypothèses 

{H1) r(L2(Q)) borné dans L2(Q) 

{H2) r est à valeurs convexes fermées non vides de L2{Q) 

G(f) = { {v, r(v))} est fermé dans L2(Q) fort x L2{Q) faible. 

Dans le cadre fonctionnel défini précédemment, nous avons le théorème 
abstrait suivant: 
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1.2 - Théorème 1 Si r vérifie les hypothèses (H1~H 2L!.-l~3), alors il 
existe une solution du nroblème: 

p 

u E V 

au TI + Au e r {u) 

u{.,O) = u0 

1. 3 - Démonstràtion du théorèmè 1 : 

1.3.1 - L'idée générale est d'appliquer, comme dans le cas stationnaire (l 11 •.•..• ), 
un théorème de point fixe Kakutani-Ky-Fan pour les opérateurs multivoques que 
nous rappelons : 

Théorème: (Kakutani-Ky-Fan) (cf. [9] et [101) 

Soit E un espace localement convexe séparé sur R et 1I1étrisable, C un convexe 
compact non vide de[, r une multiplication hemi-continue supérieure de C dans 
KC (ensemble des parties convexes compactes non vides de C). Alors r admet un 
point fixe 

] X É C tel que X E f X. 

Nous ferons auparavant quelques rappels pour préparer l'application de ce 
théorème à. notre cas particulier. Voir dans (1]. p. I.13 la définition de 
l'hémi-continuité supérieure. 

Nous avons ici seulement besoin de savoir que la semi-continuité supérieure 
entraîne l'hémi-continuité supérieure. 



(3) 

1.3.2 - Quelques rappels sur le Problème de Cauchy (cf. LIONS [7]) 

Considérons le problème: trouver ueL
2

(JO,T[; H6(D)) 

{

~~+Au= f dansQ. f donné dans L2(Q) 

u(x,O) = o ~x E. n 

Définition : Nous définissons un nouvel espace de fonctions W 

'W est un espace Hilbertien pour la norme 

lulw = lulv + lu'lv• • 

Le problème (3) admet une solution unique dans W, que nous noterons &-1(f). 

Propriété 1~3.3 : L'application ~-lest linéaire continùe de L2(Q) dans W. 
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Démonstration en multipliant (3) par u et en intégrant, on peut montrer que 

(4) 1 ul v ~ C Il fil 2 . L (Q) 

d'autre part, la dérivée vérifie 

{5) u' = f + Au 

ainsi {6) 

mais L2(q)cv' avec injection continue de norme J. et A. étant un isomorphisme 
de V' sur V, on a 

{6) 

et finalement, gr9ce à (4) 

{7) 
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Remarque 1.3.4 - L'intérêt d'avoir introduit l'espace W réside dans 1 'existence 
d'un théorème de compacité (cf. J.L. LIONS [8]) . ·Nous avons les inclusions 

D'autre part, l'injection de H6(n) dans L
2(n) est compacte, alors : 

? 
Théorème 1.3.4 L'injection de W (espace défini plus haut) dans L~(Q) est 
compacte. 

1.3.5 - Le problème suivànt a é9alemènt une solution unique dans W 

z E. V 

(8) ~ ~ + Az = 0 dans tf 

z(x,O) = u0(x) ~xEn u0 donné dans L2(n). 

La solution de (8) vérifie la formulation variationnelle: 

a { 'vv ê V 
(at

2
(t), v(t)) ? + (Az(t), v(t)) 2 = 0 PP Y t E} 0 T[ 

L .. ( Q) L (n) v , 

soit encore pour v = z =iddt (tz(t)1 2
2 ) + (Az(t),z(t))? = 0 ppVte}O,T[ 

"" L (n) L - (n) 

d'où, en intégrant de O à T: 

d'où 

d'autre part 

finalement 

(9) 

a) zl v2 ~ 21 1 uol 22 
· L (n) 

1 h 1 = 1 Azl v , ~ c I z 1 
cl t · v' '-= 3 V 

(J. + C~) 
1 zlw ~ ffa 

Donc, la norme dans W de la solution de (8) peut être estimée. 



1.3.6 - Démonstration proprement dite du théorème 

Le théorème sera démontré si l 1 on montre. qu I il existe une fonction u EV 

telle que 
u ~ :ff_-l (r ( u ) ) + z 

où z est la solution de (6). 

D'après l'hypothèse (H1): r (L2(n)) est borné dans L2( n), on déduit 

· { fi-l ( r(u)) ; u €. L 2 (~)} est borné dans W. 
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Donc, l'application u ~¾- 1(r(u)) + z, envoie L2(Q) dans une boule B 
de W par (7) et (9). Munissons B de la topologie de L2{Q) ; grâce a l'injection 
compacte de W dans L2(Q), Best un convexe compact de L2(Q). L'application y 
envoie donc ce compact dans l'ensemble des parties convexes compactes, non vides 
de B, grâce à l'hypothèse (H2) . 

.n. -1 v'" o r (.) + z ! B -+ KB. 

Pour appliquer le théorème de Kakutani-Ky-Fan, il suffit de prouver que cette 
application est s.c.s. {semi-continue supérieure). 

Il suffit de montrer: 

Lemmè L3.7 - G' (~"" 1 ~ r) =' { (v~w), veB, wé]k""1 ( r (v))} ès.t fermé 
dà~s L2~Q) ~ L2(Q) fO~t~ 

..a.-1 Démonstration : Soit (vm, wm) une suite dans G(Jb or) qui tend fortement vers 

(v,w) dans L2(0). 
A-1 ...i. ( b On a wm = .JG cp m avec 'I' m E r vm) • La suite cp m est ornée 

dans L2(Q) donc une sous-suite extraite, notée cpm, tend vers cp dans L2 faible 
et cp e r (v) d' aorès {H3). 

Jk-l est linéaire continue de L2(Q) dans 'w. Elle est donc continue de L2(Q) 

fâible dans W faible. 

Donc, une sous suite de wm tend vers rft-l cp dans W ;faible et 
L 2(Q) fort : Donc w€ ,:i-l 0 r (v) : G(~-l or) est fermé dans L2(Q) x L 2(Q) 

fort. 

Les hypothèses du théorème de Kakutani-Ky-can sont vérifiées 

J u e w vérifiant 

,tZ. -1 
U G Jb o f ( U ) + Z • 

Le théorème 1 est démnntrP 
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2. - APPLIC.tHION DU THEOREME 1 .A.U PROBLEME DI EV0LUTION DE U\ PHYSIQUE DF.S PL.A.SMAS 

Nous allons définir un opérateur fi de L2(Q) dans L2(Q), qui 9énéralise 
aux fonctions de deux variables x € n et te [O,T], l'opérateur 13 utilisé dans 
les chapitres I et II. 

2.1 - Définition de l'opérateur s 

Soit encore n un ouvert de!RN, à frontière régulière, de mesure non 

nulle ln! . 

Test un nombre réel, strictement positif 
et t G: [o, T] 

Q est l'ouvert Q x ]O,T[ 

t représente la variable temos 

Soit v une fonction mesurable définie presque partout sur Q, on pose 

~(v)(x,t) = mes· { y€D; v(y,t) < v(x,t) } 

ë(v)(x,t) = mes· { y~Q v(y,t) ~ v(x,t) } 

autrement dit, S(v)(x,t) = S(v(t)(x) défini au chapitre I avec x vlt) v(x,t). - -
· Ici encore le symbole mes (A) représente la mesure de Lebesque dans (RN 

del 'ensemble A. 

?..1.1 - Domaine de définition de _ê(v) : puisque v est mesurable po\ft, v(.,t) 
est définie presque partout sur n, pour un tel t, .ê_(v)(x,t) est 
définie dès que v(x,t) existe, donc .ê_(v) est définie presque partout 
dans Q. B(v) est définie également presque pa;~tout sur 0 pour les 

même raisons. 

Lemme 2~1.?. - Si v est mesurable sur Q, ~(v) et B(v) le sont aussi. 

Démonstration: Soit v mesurable sur q, <l>(y,x,t) = v(x,t)-v(y,t) est mesurable 
sur n x r; soit R1 =<1> -l ( ]O,+a,[) et soit P.2 = <l>-l ([O,+oo[), ce sont des 
parties mesurables den x 0 (images récipro(Jues d'ouverts ou de fermés de JR). 

Soient alors pour z f Q i = 1,2 , 
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les sections des Ri pour un z fixé, ce sont des parties mesurables den. pour 
presque tout z et (~i(z) = mes n R!) sont des fonctions mesurables d'après 

R i=l,2 
le théorème de Fubini (voir Rudin p. 137-138). On a: 

S(v) = ~l et - ? 
f3 (v) = ~ ~ sont mesurables sur q 

2.1.3 - Corollaire: 

Si v est mesurable sur Q: 

s(v) et S(v) sont des fonctions appartenant à L...,(Q). 

Démonstràtion: On a en effet B mesurable et 

o ~ §_(v) (x,t) ~ s(v)(x,t) ~ !ni pp V (x,t) t: q • 

2.1.4 - Définition d'un opérateur multivoque · B: 

.ê_( V){ X , t) ~ 1/J( X , t) ~ ${V){ X , t) 

pour presque tout ( x, t) e Q J 
S est un opérateur qui envoie l'ensemble des fonctions mesurables sur Q 

00 

dans l'ensemble, note C L00 (Q), des parties fermées, non vides, convexes de L (Q). 

00 

f3 : s (Q) ~ C L (Q) • 

2.2 - Le problème d'évolution 

( 10) 

Trouver u e: V = L 2 ( [ O,T] ; H6 (n), telle que 

{ 

: ~ - ~ u + B (u) ~ f 

u(x,O) = u0(x) 

dans Q 

dans .n. 

f~L 2 (Q) 

u0 E L2(2) 

Théorème 2.2 : Il existe une solution a ce problème, Vfe L2(Q) et 'iu0e.L2(Q). 

Démonstration: Nous appliquons le résultat d'existence du paragraphe précédent, 
avec A= - ~, le problème se met alors sous la forme: trouver u E v tel que 



u e _jl,-l (f - B(u)) + z 

On pourra appliquer le théorème 1 si on prouve que l'opérateur multivoque, 
f- B(u) = r(u) vérifie les trois hypothèses {H1), (H2), (H3). 

2.2.1 - r vérifie l'hypothèse (H1 ) 
~ 

alors lwl 2 < If! + lnJ312.r112 
L (Q) L2(Q) 

puisque V ueL 2(Q) O < B (u)(x,t) < lnl • 

Donc r(L2(Q)) est inclus dans une boule de rayon fini. 

2.2.2 - r vérifie· 11 hypôthèse (H2) : 

-S(u) =· { ,~ e L (Q) / ~(u)(x,t)< w (x,t)< B(u)(x,t) pp \J (x,t) E Q } 

S(u) c LtQ) c L2(Q) • De plus, S(u) et B(u) sont deux fonctions de 

L2(Q) donc S(u) s'écrit aussi 

S(u) =· { w L2(Q) / _ê(u)(x,t)< w(x,t)< B(u)(x,t), ppV(x,t)eQ} 

S(u) est alors une partie convexe fermée, non vide de L2(Q). La partie translatée 
par f de l'opposé dans L2(Q) de cette partie: f~ S(u), est encore une partie 
convexe fermée non vide de L2(Q). 

2.2.3 - r vérifie l'hypothèse (H3) 

Il faut montrer que G(S) ={ (v,w); vsL 2(Q), wes(v)} 
dans L2(Q) fort x L2(Q) faible. 

est fermé 

La démonstration de cette propriété est la principale difficulté. Comme dans 
le cas stationnaire (cf. [1] ), elle repose sur le théorème d'Egoroff. 

· Démonstràtion: Soit vm une suite de fonctions L2(Q) qui converge vers v dans 
L2(Q) fort ; D'après le théorème d'Egoroff, V1'1 > 0 , il existe un compact Kn 
inclus dans Q, tel que vm + v uniformément sur Kn et qui vérifie e" oubrs 

mes (Q - Kn)~ n 2• · 
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Pour chaque tE}C,T[, on définit la section K (t) = { xEn /(x,t)~ K } 
n n 

La fonction M(t) : mes N (K (t)) est une fonction mesurable sur }O,Tf d'après 
IR n -

le théorème de Fubini. 

Proposition : Soit AD= { t ]O,T[ / M(t) ? 

Démonstration: Nous avons 

T 
n2 i mes (q - K ) = /(ln! - M(t)) dt 

n û 

> J (ln! -M(t))dt 
lo, rf, Art 

Nous considérons alors l'ensemble 

E ={ (x,t) / t~A 
n n 

ou une définition équivalente E = K f'i (A xn ) 
n n n 

Nous pouvons vérifier : mes (Q-En) = mes ( {Q \ Kn) U (Q, {An xn)) 
~mes (q,Kn) +mes [{ Jo,r[,,An)x n] 

~ n2 + n lnl 

Et donc l'ensemble En '"tend" en mesure vers Q lorsque n -+ O. 

Soit maintenant wm e S(vm) qui tend vers w dans L2(Q) faible (c'est l'hypothèse) 

il nous faut montrer que we B(v). 

La convergence uniforme se traduit par 

V c: > o et ~ n > o ; :1 m0 ( n, c:) te 1 que V m > m0 · 

lv - v 1 ~ t 
m L oo(Kn) 

On peut alors écrire 

.§_(vm)(x,t) = mes { y e n / vm(x,t) - vm(y,t) > 0 } 

> mes { ye Kn(t) / vm{x,t) - vm{y,t)> 0 } 
~mes·{ yeKn(t) / v (x,t) - v (y,t)>2c:} 

:r - n+ mes{ yen /v(x,t) - v(y,t)> 2c: } 



De même, on aura 

B(vm)(x,t) = mes { yes-2/vm(x,t) - vm(y,t) ~ O } 
~ n + med ye Kn(t) / vm(x,t) - vm(y,t) ~ 0 } 

~ n + mes{yEKn(t) / v(x,t) - v(y,t) > -2€} 
~ n + mes{ y G Q/v(x,t) - v(y,t) > - 2€ } 

Soit alors <Ji-1(x,t)n€= - n+ mes{ yen /v(x,t)- v(y,t) > 2€} 

et <Ji2{x,t)n€ = + n+ mes{ y e St /v(x,t)- v(y,t) > -2€ } 

Alors V m > m
0 

( 11) 

Les fonctions ~let ~2 appartiennent toutes deux à L2(Q) ; wm est donc astreint 
à appartenir à un convexe fermé de L2{Q), qui est également faiblement fermé et 
la limite faible~ vérifie alors 

(12) 
Vn > o} V (x,t)EE 
Ve:>O n 

L'ensemble En ne dépend pas de€ et l'on peut passer à la limite E:+ O. 
On remarque qu'à la limite: 

et 

<1>1 ( x, t) n , O = - n + S( v )( x, t) 
<Ji2(x, t) 0 = + n + S(v)(x, t) 

ri, 

(pour cette démonstration, cf. [1]: Lemme 2.1 p. 64). 

On a donc ~n >O ; :1 E c Q tel que mes (Q ,,E't) ~ ~( IQl+n ) . n 

et ~ ( X , t) e En _ê.( V)( X , t) - n ~ w( X , t) ~ S( V)( X , t) + n . 

Nous allons considérer une suite décroissante den n qui tend vers 0, et 
qui devra vérifier une condition mise en évidence plus loin, telle que la suite 
de compacts {Kn } soit croissante pour l'inclusion. 

n n€ IN 
Pour chaque nn, nous pouvons définir ~ et K (t). 

. T\, nn 

D'ailleurs, 'tltE JO,T [ K (t) c. K (t) • Mais, par contre, les A 
nn nn+l nn 

ne sont pas emboités . 
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Nous définissons 

VnE N C ]O,T [ 

ou E1 C E C Q 
nN nN 

De plus, la famille {BN} est une suite croissante de parties de 10,T[. 
Nt~ 

IE' 1 est également une suite croissante dans Q. Mais l'on voudrait que 
nN N" [N 

U E' "approche" Q: 
N nN 

~ '12 N +\~ f)N '1n 

La suite µN tend vers O, si et seulement si la série à termes positifs fnn f 
est convergente. 
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Nous supposons que la 
ai-nsi µ.presque tout (x, t) e: 

suite lnnl a été choisie ainsi (nn =Ên ou n~ 
E' CE 

... ) 
nN nr~ 

La suite E~ est maintenant croissante et presque tout (x,t)EQ appartient à 
V El N 

n6IN nN 

p.presque tout (x,t)€ Q 

pour de tels (x,t) on a à la limite n + 00 

(13) !(v)(x,t) ~ cf>(x,t) ~ B(v){x,t) • 

(H3) est donc établie, ainsi que le théorème 2.2. 



On a donc ainsi mis en évidence.l'existence d'une solution dans W du 
problème d'évolution lié au problème stationnaire considéré au chapitre I du 
présent travail. 
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Pour préciser ce résultat, on va montrer de la même façon qu'en [lJ , que 
le problème d'évolution admet une solution maximale et une solution minimale, 
par une démonstration constructive utilisant des suites monotones. 



1 

II L- UN OPERATEUR MONOTONE LIE A ~ 

Nous définissons l'opérateur _ê(.,. ), qui a deux fonctions mesurables sur 
Q (<I> et v) associe: 

_ê_(v,~)(x,t) = mes { y1d2 /</) (y,t)< v(x,t)} pp. V-(x,t)E Q. 
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De même, nous posons : S(v,<l>)(x,t) = mes{ yen/</) (y,t) ~(x,t)} pp. V (x,t)EQ. 

Lemme 3.1 - Si v et <I> sont deux fonctions mesurables sur Q, alors ~(v,<I>) et 
B(v,<I>) le sont également. 

Démonstration identique à celle du lemme 2.1.2. 

Enfin, l'opérateur multivoque 8(.,.) est défini par: 

3.1 - Propriétés dé môMtônie de·S(;~.) 

3.1.1 

3.1.2 

si u(x,t) ~v(x,t) alors _ê(u,<l>)(x,t)~ _ê(v,<l>)(x,t) et 1(u,<J,(x,t)~,(v, ♦)(x,t) 

si u(x,t) <v(x,t) 

_ê(u,<I>) (x,t)~ _ê(v,<l>)(x,t)~ S(u,</))(x,t)~ S(v,<l>)(x,t) 

D'autre part, on a le 

Lèmme 3.1.l: Vu et veV, pour tout <I> et x t L2(Q), telles que <l>(x,t~x (x,t) 
p. partout dans Q, on a: 

(14) J (1/J - q·(u - v)+ dx dt? 0 

Q 

V 1/J e B(u, <I>) 
Vs e B(v ,X) 

Démonstration : comme dans le cas stationnaire ([1] , Lemme 4 p. ii-34) pour 
presque tout ton a 

(14') f0, (1/J (x,t) - ç;(x,t)) (u(x,t) - v(x,t)\dx ?-0 

et 1 'on obtient ( 14) en intégrant par rapport à t sur ]o, T [ • 



76 

3.2 - Nous posons le problèr.ie d'évolution P cf> : soit cPGL 2 (Q). 

u<P E V 
dU,1,. at'+' - 6ucp + 8(u<ti7 ~) ~ f 

u<I> (x,O) = u0 (x) 

Théorème 3.2.1 Soit <P une fonction donnée dans L2(Q) et soit u0 une fonction 
donnée dans L2{Q), alors il existe une solution u<P dans W, du problème (15). 

Démonstration : Si f(u) = f - B(u,u) vérifie les hypothèses (H1), (H2) et (H3) 
alors l'opérateur multivoque r<P (u) = f - S(u,<P), cP fixé, les vérifie a fortiori. 
Il existe donc, par le théorème 1 une solution de (15). (On aurait pu utiliser, 
également, les propriétés de monotonie de 8(.,<P), avec un procédé de régularisa­
tion, pour montrer ce théorème). 

Le paragraphe 3.3 ci-dessous montre en outre ~u'il y a unicité de la solu-
tion u<P : 

3.3 - Monotonie d'ùnè sôlùtion dè P$ , pàr ràpport à là donnée q, 

Soient ct>1 et <P2 deux fonctions de L2(Q) telles que <Pi~ ct>2 p.partout dans Q, 

Soit u<P € W une solution de: 
1 

et 4p, 'W une solution de 
2 

au<P 
_:i 
at - 6 u<I> 

1 
+ 8 ( u<I> ,<P 1) ~ f 

-- 1 

u<P (x ,O) = u0 (x) 
1 

a U,1,. - 6 u,,., + 8 ( u,,., ,<P ? ) ~ f 
'1'2 '1'2 '1'2 ~ 

u<I> (x,O) = u0(x) 
2 

alors h = u ch - l\j) e. L 2 ( LO, tl ; H6 (Q ) ) vérifie ·: 
l 2 

(16) 

{ 

ah 
~-6 +1/J -1/J =0 at h 1 2 

h (x,O) = 0 

avec 1/J1 E 8(u</i,<P1) et 
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La partie positive de h, h+ ap~artient également à L2 ( [O,T], H5(n)) 

(cf. STAMPACCHIA [3] ). Nous multiplions par h+ l'éqalité (16) et nous intégrons 
sur n: 

ah (at(t), h+{t)) 2 + (Vh(t), Vh+(t)) 2 + J {(j)l - (j)2)(u(j) -u(j) )+dA=C 
L (n) L (n) n 1 2 

soit encore en intégrant sur [(O,T)]: 

puisque h+(x,O) = 0 pp x € n et, grâce au lemme 3.1.3 

(17) 

ce qui implique que h+ est identiquement nulle dans q et donc 

(18) 

Ce résultat assure en particulier l'unicité de la solution du problème P(j) 
(avec (j) et u0 fixes). 

On peut ainsi définir une application T: L2(Q) ➔ W, (j) __. ÎQl= u(j) , u0 
étant fixé; c'est une application croissante pour la relation d'ordre 
(j) ~ (j) ssi (j) (x t) ~ (j) (x t) presque oartout dans 0. 

1 2 l' 2' · · 

3.4 - Méthodès des suitès monotones 

Prooosition 3~4.1 : . Soit u1 et u1 les solutions dans ,4des problèmes u0 fixe 

(19.1) l :~1 
-ô u1 = f - lnl 

u1(x,O) = u0(x) 

(19.2) a ul 1 
~-tiu =f 

u1(x,O) = u0(x) 



Démonstration 

c'est-à-dire 
tout (x,t) 
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Alors (? __ Q) '-' ,1. € L~(n:) ., < T,1. 1 d u " 'I' u1-.. u</> = 'I' ~ u ans w 

auq, 
D'après (15) u</> vérifie : at - tiu~E f - B(u~,<P) 

( a ) ( , a ( l a . ) 1. at - fi u1 x,t)<,at - ti) u<P x,t¾"a"t -ti u (x,t) pour presque 
Q. 

Comme l 'onérateur (
0
~ -li) vérifie le nrincipe du maximum, on en déduit (20}. 

3.4.2 - Les approximations successives. 

Nous définissons les suites . . 

Vn ~ 1 un+l = T un avec u1 donné nar (19.1) 

un+l = T un avec u1 donné par (J.9.2}. 

Nous pouvons écrire (20) u1~ u2 = Tu1 puis, grâce à la monotonie de T 

n-1 n T u1 < T u1 et donc 

{21) 

De même 

(22) 

Si nous remarouons encore que 

Tn-l ~ Tn-l u1 
UJ_ 

on peut écrire l'inégalité 

(23) n 1 
~ u ..... ,< u 

où l'on note toujours U ~ V ssi u(x,t) ~ v(x,t) nresque partout dans Q. 

Notons que, pour t = O, toutes ces fonctions sont définies et égales presque 
partout à u0(x). 
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Proposition (3.4.3) : La suite I un l nef\! (resp. un, nc:/N) converge dans L2(Q) 

vers uné solution du pràblème (J.O). 

Démonstration : La suite I uni , est bornée dans W. Elle aopartient donc à un 
compact de L2(Q) et de ce fai~€aitlmet au moins une valeur d'adhérence u (resp Ü) 

dans L2(Q) et la relation d'ordre (23) nous assure que la suite toute-entière 

{ un} converge vers ~. 
ne: IN 

De l'égalité u n+l = Tu (resp. un+l = T un), nous déduisons que~= T~ 
- - n (resp. u =Tu) grâce à la continuité de T établie ci-après. 

Lemme 1 : L'application T: L2(Q) + L 2{Q) èst fortérilènt continue. 

Démonstration: Soit cpm + cf> dans L2(Q) fort, nous posonst/Jm = - au4>+tiu + f at "' cf> m 
alors t/J m est un élément de S(ucp , cf> ) o 

m m 
Donc,{'lr n} est bornée dans L2(Q). Nous pouvons en extraire une sous-suite 

n€ IN 
'tm. + t/J dans L2(Q) faible il ucp =i-l (f -t/J .>1. converge faiblement 

, mi m, 1EIN 
dans\,/ vers u =Jh-l (f -t/J) puisque d, -lest faiblement,continue de L2(Q) dans W. 
Par la compaeité de l'injection de W dans L2(Q) (cf. théorème 1.3.4) cette 
dernière convergence a lieu dans L2(Q) fort (quitte à extraire une nouvelle sous­
suite). 

Le lemme 1 serait démontré, si 1 'on pouvait affirmer que t/JE'f3(u,cp), parce 
qu'alors on aurait u6 ¾-l (f- B(u,cp) et u serait 1 'unique solution de P4 : 
u = T cJ>. De plus, la suite toute entière ucp convergerait vers u dans L2(Q) par 
un argument classique d'unicité. m 

Le résultat se ramène donc à la démonstration du lemme: 

Lemme 2 : Le graphe de SC ~.) : 
(~<l>,t/J)e L2(Q)3/ tel que wes(u~iP)} est fermé dans L2(Q) fort x 
L2(Q) fort x L2(Q) faibleo 

Le résultat de ce lemme contient la vérification de l'hypothèse (H3) dans 
le§ 2.20 La démonstration est similaire: nous n'indiquerons que les modifications 
à y apporter. 



Démônstràtion: soit vm + v dans L2(Q) fort et<ti + <I> dans L2(0) fort m -
pour tout n > 0, il existe un compact ~ C Q tel que 

(Q- ~) < n 2 

+ v uniformément sur K 
n 

cf> + cf> uniformément sur K m n 

Les convergences uniformes sur ~ imp 1 i que nt 

~ > 0 
n 

et I cf> m - cf> l 00 < E 

' L (~) 

On obtiendra les mêmes inégalités : soit ,1, <: f (v , cf) 
T-m -m -m 

8(l 

pour presque tout (x, t) €: (K'l (t) x A,:,). 
-mes · { yen/ v(x,t)-<1> (y,t)> - 2 E } 

~ 

La fin de la démonstration est identique. Si 1)/m converge vers 1)J dans L2(Q) faible 
alors 1)J e f3(v,<P) 

La démonstration de la proposition 3.4.3 est donc totalement terminée. 

Evidemment, nous aurons (24) ~ ~ u, et ainsi nous avons mis en évidence une 
solution au moins du problème (10) puisque ses solutions s'écrivent u = Tu, et 
deux solutions distinctes si l'inégalité (24) est stricte. Nous précisons encore 

Théorème 3.5 - u est la solution minimale du problème (10) et ü en est la 
solution maximale. 

Démonstration : soit u une solution quelconque de (10), alors u = Tu 

et donc 
Par la monotonie de T 

un+l = Tn ul ~ Tn u ~ un+l = Tn ul 

et par la continuité de T: 

(25) 



Ainsi, nous avons montré l'existence d'au moins une solution du problème 
d'évolution (10), par les deux méthodes qui ont aussi servi à J. MOSSINO pour 
prouver l'existence de solutions du problème stationnaire. Ces méthodes (la 
deuxième est plus précise) s'appliquent également aux problèmes d'évolution 
associés aux problèmes traités dans (11 1; chap. IV-V) qui généralisent le pro­
blème original. 

En particulier, on peut remplacer l 1opérateur multivoque B (u,cp) par 
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g ( fo(u,q)) où g est une fonction continue de [O, fn1J dans !R. Nous démontrons 
alors l'existence d'au moins une solution. Si, de plus, g est une fonction crois­
sante, la deuxième méthode des suites monotones donne alors l'existence d'une 
solution minimale et d'une solution maximale. 

Le problème d'évolution associé au problème non coercif à frontière libre 
évoqué au chapitre II présente de nouvelles difficultés. Sa résolution fera 
l'objet d'un travail ultérieur. 
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