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CHAPITRE I 

INTERPOLATION. DERIVATION ET INTEGRATION NUMERIQUES, 

A INTERPOLATION 

§ 1. Interpolation polynomiale. 

Le problème est le suivant : étant donnés une fonction numérique f défi-

nie continue sur un intervalle [a,b] 

trouver un polynôme qui prend les mêmes valeurs que f aux points X 
0 

Proposition 1. Soient x
0 

< x
1 

... < xn des points de [a,b] et f 
0 

n+1 nombres réels, il existe un polynôme unique de degré n ~ tel que 

P (x.) = L 
n l l 

Démonstration. 

( 1 ) Existence et unicité de p 
n 

n 

de [a,b], 

X 
n 

f 
n 

i 
Soit p (x) =L a. x'J le polynôme. Les inconnues sont les coefficients 

n 
j=O J 

a a . Par hypothèse p est tel que : 
0 n n 

P (x) = f 
n o o 

P (x ) = f 
n n n 

Ce système d 1 équations s'écrit sous forme matricielle 

2 n 
f X X X a 

0 ~ 0 0 0 

X x1 xn a1 f1 1 1 
= 

2 n 
f X X X a n n n n n 

Le déterminant de A est un déterminant de Wandermonde 

donc un système de Cramer car : 

de t A = II ( x . -x . ) =/= 0 
i<j l J 

soit A a f ( 1. 1) 

le système (1.1) est 

car tous les points X. 
l 

sont distincts. Le système ( 1. 1) admet donc une solution 

unique. 
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donc 

(2) Forme explicite de p . 
n 

Introduisons les polynômes éléments.ires suivants: 

* 

* 

n 
w (x) = (x-x ) ••• (x-x ) = II (x-x.) 

n o n i=o 1 

n 
w' (x ) == II (xk-xJ.) 

n k i=o 
ijk 

n 
II (x-x.) 

,e(n)(x) i~ 
J. 

l k = k n = 
II 

i1k 
(xk-x) 

si i1k 

w (x) n 
(x-xk)w~ (xk) 

On vérifie que ,etn) (x) C 
do ,e(n)(x) 

k =n• 

si i = k 

Considérons alors le polynôme 
n wn(x) n (n) 

p (x) = L fk r - ). 'r ) = Lfk ,ek (Jei n ,~ ,x xk w ,xk k 
.r..=O n =O 

Ce polynôme est de degré n 
<---------------(1.2 

et d'autre part: 

n (n) 
P (x. ) = ~ f'k ,ek (x. ) = f. 
n l ~ J. l 

Il vérifie donc le système ( 1.1) ; comme ce dernier admet une solut.ion unique, le 

polynôme (1.2) est bien la solution cherchée. 

Définition. Polynôme dzinterpolation. 

Soit f: [a,b] -!R où f est continu. On note P (f; x) 
n 

polynôme d 1 interpolation de f aux points x ••• x de 
o n [a,b] 

nôme P de degré n tel que : 
n 

Pn(f; x.) = f(x.) = f. 
l l l 

et on appelle 

1 'unique poly-

Remarque. Le polynôme P (f; x) 
n 

11approche 11 la fonction, mais il serait faux 

d'en déduire que lorsque P converge uniformément vers 
n 

f dans [a, b J • 

§ 2. Formules d'erreur. 

Pr ·t· 2 1 S · t fr '°n+ 1([a,b]) t . oposi ion • • oien -. 1...i e x 
0 

x des points de [a,b]. n 



Pour tout x E ]a,b[ , il existe ç, tel que : 
X 

Min(x, X ... X)~ ç, ~ Max (x, X ... X) 
o n x o n 

et 

f(x) - P (f ; x) = 
n 

(x-x ) ... (x-x ) ( 
1
) w (x) 

o n f n+ ( ) _ n 
(n+1) ! ç,x - ..,...(n_+,__1 ),...,.! 

Démonstration. Considérons la fonction de t : 

( t-x ) .•. ( t-x ) 
<J;(t) = f(t) - P (f ; t) - ( . 

0
) ( n) [f(x) - P (f;x)] • n x-x ••• x-x n 

o n 

I.3 

et s'annule aux points t = x., 0 .{. i ~ n et t = x • 
1 

D1 après le lemme ci-après il existe donc ç, = ç, tel que : 
X 

Donc il existe ç, tel que : 
X 

f(x)-P (f ; x) 
<);(n+1)(ç,) = f(n+1)(ç,) _ \ )n ( ) (n+ 1)! = 0 • 

X X X-X ••• X-X 
o n 

dn+1 
(En effet P (f; t) étant de degré n --

1 
P (f; t) = 0 et (t-x ) ••• (t-x) 

n dtn+ n o n 
dn+1 1 

étant également de degré n, --
1 

w ( t) = (n+1) ! coef .[ tn+ dans w ( t)] = (n+1) ! ) • 
dtn+ n n 

Lemme. Soit <); : [a,b] - IR, <); E 'en+1[a,b] ~ 

(plus précisément f est n fois continument dérivable dans [a,b] et sa 

tel que a< y < •.. < y 
1 

< b • .Alors il existe ç,, 
o n+ 

Démonstration. Elle repose sur le théorème de Rolle 

<); = 0 en 

4'' = 0 en 

yo y1 Yn / Yn+1 soit n+2 points 

\ ( 1) \ (1) 
Yo yn soit n+1 points 

Rolle J 
(jJ" = 0 en 

(2) 
Yo 

(2) 
Yn .... ,i soit n points 

en y(n+1) = ç, soit point. 
0 . 
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Proposition 2 o2. Si f est analytig_ue dans un ouvert Q du plan complexe 9 qui 

contient l 8 intervalle réel [a 9 b]. Si r est une courbe de Jordan régulière 

contenant [a 9 b] et contenu dans Q alors 

où ,e = longueur de r 9 µ = max I f(x) l 
xEr 

Démonstrationo On utilise la formule de Cauchy 

D'après la formule (2o1) 

x) l := 

Comme j (x 

(n+1) ! 
2ni 

f f(z) 
J --~ dz o 

r (z-On+ 2 

J x-x 1 . 0 o l x-x l ( ) 
o n l f n+1 (ç;) j • 

(n+1)! 

f(z) 

r) = 1 ;; 

!f(n+1\1;)I (n+1)!1 J 
= · 2n r (z-l;)n+2 

dzl ( (n+1)! µi 
, " 2n · 

0
n+2 

donc 

1 f (x) - p (f 0 

n 9 

1 x-x I o -0 o l x-x 1 
) l o n 

X ~ __ ..,,.(n-+-1""""}_! __ 

l x-x 1 · ••. /x-x 1 
0 Il' µJ 

~ ---,,---- -2n 
0

n+2 

On a défini P comme un opérateur dans t(n+ 1)[a 9 b] o Définissons Popérateur 
n 

L comme suit 

On a alors la ~ 

Proposition 2 o 3 C Formule du erreur de Peano. 

b 
Pour f E ren+ 1[avb] on a; L(f)(x) = f(x) - Pn(f; x)= I f(n+ 1)(t)k(x?t)dt 

a (2o3) 
où 

L désignant 1 1 opérateur L applig_ué a 
X 

(x-t) >,, 0 

(x-t) < 0 
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Démonstrationo Utilisons la formule de Taylor à reste intégrale : 

f(x) = f(a) + (x-a)f 8 (a) +o•o+ (x:~)n f(n)(a) + ~! Jbf(n+ 1)(t)(x-t)n + dt 1 

-O a 

donc L(f)(x) = f(x) - P (f ; x) =-\ J f(n+ 1)(t)L (x-tt dt 
n n. x + 

a 

= Jb f (n+ 1 )c t) k(x
9 
t) dt 

a 

Proposition 2o4o Pour f E: ~n+ 1[a 9 b] on a : 

i=n ,e ~n) (:x:) roc ( ) 
L(f) (x) = L \, j (xi-tt f n+ 1 ( t)dt 1 

i=O X. 
1 

X 
0 

x E: [a 1 b] . 
n 

Démonstration. Par définition de L: 

donc d'après la formule (2o3) : 

nôme 

L(f)(x) =Jbf(n+ 1)(t)k(x
9
t)dt =Jbf(n+ 1)(t)[..l,(x-t)n - ~(x.-t)n ,e~n)(x)]dt 

· n! + 4- 1 + 1 
a a 1=0 

=-\ Jbf(n+ 1)(t)(x-t)ndt - -\ L Jbf(n+ 1)(t)(x.-t)n ,e~n)(x) dt 
n. + n. . 1 + 1 

a 1=0 a 

roc n /n) (x) Jx ( 
= n\ j f(n+ 1 \ t) (x-t)ndt - ~ \! i f n+ 1 \ t) (xi-tt dt o 

a 1=0 a 

D8 après la proposition 1 (x-t)n 1 étant de degré n 9 est son propre poly-

(x) 9 donc 

r f(n+ 1)(t)(~-tfdt 
X. 

1 

§ 3. Formules de Newtono 

a< X •oo < X < b . Cherchons une représentation 
o n 

du polynôme d 8 interpolation P 
n 

n 
du type ~ ak wk_1 = P . 

k=o n 

Une telle représentation existe puisque les (n+2) polynômes élémentaires 

k n 
w (x) = x-x •.• wk(x) = Il (x-x.) •.• w (x) = Il (x-x.) 

0 O i=O 1 n i=O 1 
forment 
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une base de l'espace vectoriel p 
n+1 

des polynômes de degré ~ n+1 [rappelons 

que dim :f 
1 

= n+2]. En effet 
n+ 

( ) 
k (k) K-1 (k) . 

ù.)kX =X +v.,.r X •• + ••• +v O Donc s:ion 
x.,-.~ 0 

dans la base 

la matrice de changement de base 

w_1 w 
0 

1 -x 

wk Wn 

v(k) v(n) 
0 0 0 

0 1 

~ :::::: 

(n) 
V. 

]. 

1 

0 • 1. 

et det c-t = + 1 0 

j 
do Soit P. le polynôme C ak wk-1 . On a P. = j 

J k=o J 

On vérifie aisément par récurrence descendante que • 

p (x.) = f. n 1 l 

P.(x.)-= f. 
J ]. 1 

n+1 
X 

1 

X 

X 

X 

de :f 
1 n+ 

i+1 

k+1 

n+î X 

on obtient 

De sorte que p 
n P. 

J 
sont respectivement les polynômes d 1 interpolation 

de f 

n fk 
D' , (f ) n ~ n-1 ( OU p • X = X L_ ) + X 

n ' k=O W~\Xk 
) + 

Identifions cette dernière égalité avec 

n 
p (f ; x) = L ak w,r-1 (x) = a w -1 (x) + a 1 wn-1 {x) + .. 0 n ,;-- x., n n n

=O 

[ ri ( ) n- 1 J [ n- 1 ( = a X + o o o X +o o 0- + a 
1 

X + n n-

n = a X + ••• n 



n fk n 
On a alors a == w~(xk) 

::::: L n 
k.=o k.=o 

De A (j < n) coefficient de xj meme a. 
J 

égal par identification avec p .(f . x) 
J ' 

n 
Ainsi les coefficients ~ de p =C n 

k.=o 

f(x.) k .......,....,_.i_=L 
wJ/x) i=o 

f(xk) 

w' (xk) n 
j 

dans p. (f . x) =I: J 
, 

j 
0 

j 
/j) (x) =[: fk à C k 

k:::::o k~o 

ak wk_ 1 sont donnés par 

f(x.) 
J.. 

k 
II (x.-x ) 

,e:::::o l ,e 
,e/i 

I.7 

ak wk-1 (x) est 

fk 

w'. (xk) 
. 

J. 

Tufinition. Le coefficient ~ s'appelle la k= différence divisée de f aux 

Résumons les résultats précédents. On a la 

Proposition 3.1. Soient f E~[a,b] et X 
0 

x des points de [a,b] alors 
n 

le polynôme d'interpolation de f aux points x .•• x s 1 écrit 
o n 

Proposition 3.2. On a la relation de récurrence suivante entre les différences 

divisées : f[x] = f(x) 
0 0 

Démonstration. 

n 

L 
k=O 

d'où 

f[x , ••• , 
0 

n-1 

=C 
k=o 

X - X 
n o 

= - f[x
0

, ••• , xn_
1
] + f[x

1
, ••• , 

f[x
1

, ... , xn] - f[x
0

, ... , xn_
1
J 

a=------------~---n X - X 
n o 

n 
Nous allons préciser l'expression de p (f 

n ; x) = L 
k=o 

particuliers. 

X J n 

dans deux cas 
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* Cas des points équidistants. = = ==== ======= 

Définissons les points de 1 'intervalle [a,b] de la façon 

sui van te : x = :x: + j h , D ~ j i n 
j 0 

, h étant le pas de l'intervalle. 

Proposition 3.3. Soient fE~[a,b] ' X.= X + j h 
J 0 

des points de 

n 
[a, b] 

' 
alors p (f ; :x:) =C ak wk-1(x) avec 

n 
k=o 

k (- 1 )k-i k 
ak =~ 

hk k! 
(i) fi . 

l=O 

Démonstration. D'après la formule (3.2) 

f. k 
l -[: -wk_,.(_x -. ) - . 

l l=O 

f. 
l 

(x.-x-) ..• (x.-x. 
1
)(x.-x. 

1
) •.. (x.-xk) 

l O l J..- J.. l+ l 

Mais x. = x + j h, 0 ~ j ~ n. Donc en remplaçant dans l'expression 
J 0 

ci-dessus (- 1 )k-i k 
k f. =C 

h i ! ( k- i) ! 
1 

i=o 

* Cas des-différences progressives. 

Considérons une sui te infinie (y) = y 
O

, y 
1 

, ••• , y k' . . . • On définit dans 

l'espace vectoriel des suites!> l'opérateur linéaire 'v de différence progressive 

par: (Vy)k = 1i/ {yk} = {yk+
1 

- yk} • On peut aussi définir les puissances 
kEW kEW 

\)n de cet opérateur. En effet on a le 

Lemme. 

Démonstration. Raisonnons par récurrence. 

* Par définition de Vyk la proposition est vraie pour n = 1 • 

* Admettons le résultat pour n: 
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* Démontrons le pour n+1 : 

( n+1 ) ( n 1 ( n ) 
"\/ y k = V y 1 k+1 - '9 y k 

n 

=C s~-o 
n+1 

=C 
j=1 
n 

=C 
j=1 

Exprimons alors le polynôme p (f 
n 

x) à l'aide des différences progressives. 

Proposition 3.4. Soit f E ~ [a,b] , X , ••• , X 
o n 

des points de [a,b] tels que 

x-x 
0 

x. = x + j h , 0 ~ j ~ n et posons s = -h- . Alors 
J 0 

n s k 
P (f ; x) = L (k) V f • 
n k o =O 

Démonstration. D'après la proposition 3.3. on a vu que 

k 

a =C k . 
J.=O 

ce qui s'écrit encore d'après le lemme ci-dessus 

1 ( k ) "k f ak=~ 'v f. =-,- v _ 
h k! J h.K k! o 

On en déduit donc que : 

car 

n n 
Pn(f ; x) = L ak wk_1(x) = L ~(x-x

0
) ••• (x-:x:.) ••• (x-xk_ 1) 

k=o k=o J 

n 
= L _1_ rqk f 

k=o hk k! o 
(x-x ) ••• (x-x.) ••• (x-x,~ 

1
) 

0 J A-

n 1 k 
=C k V f 

k=o h k! o 
(x-x ) ••• (x-x -j h) ••• (x-k -(k-1)h) 

0 0 0 

+ j h, 0 ~ j ~ n. Effectuons le changement de variable 
0 

n · 1 k 
x) = L ~ V f

0 
sh(s-1)h ••• (s-(k-1))h 

k=o h k! 

= L s ( s--1 ) •• ; ( s- ( k- 1 ) ) v' k f = è t) \7 k f 
k=o k. o k=o k o 

x-x 
0 

s = -r 
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1 B DERIVATION NUMERIQUE 1 

1e approximation. 

f' (x) ::: f(x+6x)-f(x) 
6x 

C'est l'approximation la plus simple, majs elle est toujours très mauvaise 

(perte de chiffres significatifs). 

Cette approxjmation, valable lorsqu'on connait f en plusieurs points 

x
0

, ••• , xn "voisins" de x , est plus raffinée" Elle consiste à approcher la 

dérivée de f au point x par la dérivée du polynôme d 1 interpolation de f aux 

points X , • ... , X 
o n 

f 1 (x) :::i P'(f; x). 
n 

Proposition 4. Soit f (n+1) fois continument différentiable sur [a,b]. 

Soit Sp(x , ••• , x, x) 
o n 1 1 interva1le engendré par x , ••• , x, x. Alors il 

o n 

existe ~x tel que : 

(i) f 1 (x.) - P1 (f 
J n 

) 1 , ( ) (n+ 1 ) ( ) 
xj = (n+1)! wn xj f ~x 

et on a (ii) 
n (,e~x\x.))' Jx. ( 1) 

x.) = L 1 r J . J (x.-tt f n+ (t)dt. 
J . n. 1 

1=0 X. 

f 1 (x . ) - P1 (f ; 
J n 

1 

Démonstration. (i) Sous l'hypothèse ci-dessus, on a vu que (prop. 2.1) il existe 

~x tel que 

Min(x , .•• ,x, x) ~ ~ ~ Max(x , ••• , x, x) 
o n x o n et 
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Le problème est de savoir si la fonction x ......, f (n+ 1) (1;.) est continument déri
.x 

vable. Posons : 

(n+1) ! Si Xi X. 
J 

f 1 (x.) - P'(f x.) 
g (x j) = ---.-.,._.,J -.w ..... 1 (-:-- _. ..... ) _____ J_ (n +1 ) 

n .7 

1 
• 1 

On vérifie que g est continument dériable sur 

un sens. On peut donc dériver la formule d'erreur 

]a, b[ • ! [g(x) Jx=x. a donc 
J 

(2 .1) et faire x = x. • On 
J 

obtient: 

or par définition w (x.) 
o n J 

f' (x.) .... P' (f · 
J' n ' 

1 

Il es.t plus rapide d'appliquer le théorème dE" Rolle au polynôme 

n 
[f'(x.) - P'(f; x.)] II (u - x.) - Il (x.-x.)[f(u) - P (f,u)] 

J n J i= 1 J. ifj J J. n 

qui possède x. comme racine double et les x. comme racine simple. 
J J. 

(ii) Sous l'hypothèse ci-dessus, on a vu que (prop. 2.4) : 

n 
f(x) - Pn (f ; x) = L 

i=O 

Dérivons cette égalité et faison 

licite) : 

n 
f 1 (x.) - P' (f 

J n x.) =L 
J i~o 

D 1 nù 

f' (x.) - P' (f 
J n 

,1/n) (x) foc ( ) 
1 

1 
. (x. - t)n f n+ 1 (t)dt 

ll. l 
X. 

J. 

X= X. 
J 

on obtient (la dérivation étant 

(n) ' 
Ce. (x.)) .[ l J 

n! 
X. 

l 

terme nul 
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3e approximation. 

On a vu (prop. 3,4) qu'on pouvait écrir6 

p (f 
n 

Par suite : 

P'(f n· 

Par conséquent, on peut écrire 

f'(x)::; P'(f o n 

1 C- INTEGRATION NUMERIQUls 1 

avec 
x-x 

0 
s = -r 

Soit x ~ µ(x) une fonction "poids 11 q_ue l'on prendra dans 1 1([a,b]). On 

veut calculer de manière approchée fb f(x)µ(x)dx, connaissant f en certains 
a 

points X, ••• , X 
o n 

de 

œfinition 5.1. On appelle formule. de quadrature tout formule d'approximation 

du genre: 

J
b n 

f(x)µ(x)dx ~ r:: 
a J=O 

où f. = f(x.) , 0 ~ j ~ n. 
J J 

Ex Formule des trapèzes. 

X 1-¼ µ(x) = 1 

X =a 
0 

X = b 
n 

X.=X +jh,O~j~h 
J 0 

1 ~ j i n-1 
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G) Une 1e méthode consiste à approcher la fonction par un polynôme, puis à 

calculer 1 1 intégrale de ce polynôme mul tipliè par µ (x). 

Définition 5 .2. On appelle formule de quadrature du ~ interpolation, toute 

approximation du type : 

où Pn(f; x) est le polynôme d'interpolation de f aux points x
0

, ••• , xn de 

[a,b] p (f 
n 

x) = ~ ,e\n)(x) f(x.). On a donc explicitement 
j=O J J 

Jb n fb (x) 
f(x)µ(x)dx ~ L f(x.) J· J,~ (x)µ(x)dx • 

a j=o J a J 

On pose 

Dans les applications les doivent être connus explicitement. On va donc 

préciser leur valeur. On a vu que 

w (x) 
,e~n) n 

J = (x-x .)w 1 (x .) 
J n J 

( ) Jb ( ) fb w (x) 
Donc Cjn = ,ejn (x)µ(x)dx = j (x-x.)w'(x.) µ(x) dx 

a a J n J 

.Alors 

* SUppo13ons que les points x , ••• , x soient équidistants .Autrement dit 
o n 

X = a 
0 

X = b 
n X. = X + j h 

J 0 

(x-x ) ••• (x-x . 
1 

) (x-x . 
1
) ••• (x-x ) 

o J- J+ n 

n • Posons 
x-x 

0 
s = -,;:- • 

(x-x )°" (x-x. 
1
)(x:-x. 

1
).-~-xJ 

0 J- J+ 
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µ(sh +X) 

i~o ( s- i) j ! ( n- j) ! ds 

iij 

~ le ~ où x H- µ(x) = 1 , on obtient la formule de Newton-Cotes 

I
n n 

_II (s-i)ds 
0 J.=O 

ïh 

Définition 5.3. On dit qu'une formule de quadrature est exacte sur un espace de 

fonction l si: 

Proposition 5 .40 Une formule de quadrature est exacte sur P (espace des poly
n 

nômes de degré ~ n) si et seulement si elle est du type interpolation. 

Démonstration. 

* Supposons la formule du type interpolation . .Alors: 

J
b n 

f(x)µ(x)dx ~ ~ 
a J=O 

Mais par hypothèse 'C = P donc f == P (f) V f € f . Donc 
n n n 

La formule est donc exacte sur P . n 
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* Inversement, supposons la formule J.e q_uadrature exacte sur <J' . Elle n 

l'est donc en particulier pour les polynômes élémentaires 

d 1 où : 

Jb ,/n) (x)µ(x)dx = t: /n) /n\x .) = /n) Vi , 0 i i ~ r , 
J. . J J. J J. a J=O 

donc t A~n)f(x.) = t (j:b /n\x)µ(x)dx) f(xJ 
j=o J ;i j=o a J J 

=jrb (t ,/n\xî f(x.))µ(x)dx =jrb P (f; x)µ(x)dx 
a j=o J J a n 

Proposition 5 e 5. Formule d I erreur. 

alors 

où M = t E [a,b] 
n+1 

Démonstration. On a vu que (prop. 2.1), il existait ~ tel que 
X 

:Min ( X ' ••• ' X . ' X) 1-. ~ ,$. Max ( X ' ••• ' X ' X) o n x o n 

et: 

Par conséquent: 

d'où 

soit 
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Remargue. * Soit f une fonction continue quelconque. 1 1 erreur ne tend pas 

vers 0, pour n -oo • D'autre part à partir de n = 5, 6 les sont de 

signes variables, ce qui introduit des instabilités numériques et limite consi-

dérablement les possibilités de la formule de Newton-Cotes .. 

* Utilisation pratique de Newton-Cotes. 

On subdivise l'intervalle [a,b] en x = a, x
1

, ••• , x = b. o n 

(2) Sur chaque intervalle on utilise une formule de quadrature du type inter-

polation avec n 11:peti t 11 (n ~ 4) • 

On retrouve comme cas particulier la formule de Simpson (cf;. Ex.) 

G) Une 2e méthode consiste à chercher s'il existe un choix judicieux des points 

ture basée sur· soit exacte sur un espace de polynômes ~ 1 n 
avec 

n' > n. Les propositions 5.6 et 5.7 répondent complètement à la question dans le 

cas d'un poids µ > 0 • La réponse est alors liée aux polynômes orthogonaux 

rel a tifs à µ • 

Proposition 5.6. Une formule de quadrature est exacte sur :f
2
n+

1 
si et seule-

ment si : (i) elle est exacte sur <Jl ~ elle est du type interpolation 
n 

(ii) le polynôme w (x) = (x-x ) .•• (x-x- )_ vérifie : n , o n 
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[autrementdi:t ~x) est orthogonal pour le produit scalaire de poids µ à 

Démonstration. 

* Supposons la formule exacte sur P . Elle l'est donc à fortiori sur 
2n+1 

P ~ D1 autre part : 
n 

J
,b n ( ) 

xp w (x) µ(x)dx = L A.n x~ w (x.) = 0 
Il . J JUJ 

car w (x . ) = 0 • 
n J 

donc 

a J=O 

* Inversement supposons (i) et (ii) satisfaits. Soit P € :f'
2
n+

1 

P=w Q+R n { 

d
0 

R ~ n 
avec (division euclidienne) 

0 
d Q ~ n 

b b b J P(x)µ(x)dx = J Q.(x)wn (x)µ(x)dx + J R(x)µ(x)dx • 
a a a 

b 
D'après (ii) J Q(x)0.in(x)µ(x)dx = O • 

a 

b fb J P(x)µ(x)dx = J R(x)µ(x)dx • 
a a 

Donc 

D'après (ii) Jb R(x)µ(x)dx = t A ~n) R(x.) • 
a j=O J J 

Jb n ( ) 
P(x)µ(x)dx = L A.n R(x.) • 

a ,. J J 
J=O 

Donc 

Il reste à chercher si il existe des polynômes w vérifiant (i) et (ii). 
n 

Proposition 5. 7. Si µ (x) > 0 P il existe un polynôme w (x) = (x-x ) °". (x-x ) n o n 

tel que (i) et (ii) soient vérifiés et ce polynôme est unique. 

Démonstration.* Unicité 

Soient wn et w~ deux polynômes répondant à la question. Posons 
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w - w* = S • On a d
0 

S ~ n , donc d'après (ii) n n 

b J xp S(x)µ(x)dx = o 
a 

n 
Posons s(x) = L a x.l? • Alors 

p:::O p 

avec p ~ n • 

ta J-0 xp S(x)µ(x)dx =Jb(è o: xp)S(x)µ(x)dx =J\s(x)]2µ(x)dx • 
p=opa ap=op a 

Mais è o: Jb xp s(x)µ(x)dx = O car p € n • Donc 
p=o P a 

Jb [s(x)] 2µ(x)d:x: = o 
a 

ce qui implique S = 0 car µ > 0 • 

* Exi:s tence 

Soit w E P, 
n 2n+1 

b J xp wn(x)µ(x)dx = 0 par hypothèse. 
a 

:réfinissons sur ~n+
1 

un produit scalaire de poids µ par 

alors 

Par conséquent 

La direction de w est donc déterminée par le fait que w est orthogonal n n 

' l' 1 dr' > o 1 111 ' t t t t· a hyperp an engen e par lx , x , ••• , x 1 • D au re par , par cons rue ion 

le coefficient du terme de degré n dans wn est 1 • Cependant les raèines 

x , ..... , x de w pourraient être. complexes. Il n'en est rien o n n 

Lemme. = wn a (n+1) racine réelles dans ]a,b[. 

Soient 1;
1

P••, ç;lfll les racines de wn appartenant à ]a,b[, de multipli-

cités impaires; on suppose que ces racines sont distinctes. 
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On a m ~ n+1 et supposons m ~ n. 

Soit (x-~
1
) ••• (x-~m) polynôme dont le degré est inférieur ou égal à n. 

Donc 

(x-~~) ••• (x-ç) w (x) s'annule donc en , m n 't:' et est de signe constant sur <::.m 

Ja,b[ • Il est donc identiquement nul ce qui est contradictoire avec l'hypothèse. 

Il y a donc exactement (n+1) racines de 

les seules racines de 

w n 
a ppar tenant à ]a, b[ et ce sont 

Remarque. Les polynômes w , ~ • • 1 w forment les polynômes orthogonaux pour le 
o n 

poids µ et les points 

A aux monomes 1, x, ••• , 
n 

X 

x , ••• , x sont les racines du polynôme orthogonal 
o n 

G) La 3e méthode qui va être décrite, utilise l'accélération de convergence. 

(Méthode de Romberg). 

Il s'agit toujours de calculer T = Jb f(x)µ(x)dx et le problème est le sui
a 

vant: ayant calculé des valeurs approchées 0 
T ' •• •' T on veut chercher 

0 

à exploiter ces (k+1) calculs approchés pour obtenir une approximation de T 

encore meilleure. 

Une façon de résoudre ce problème est d'utiliser la technique d'accélération 

de convergence, présentée dans un cadre généralo 

* Partons d 1une suite ~ étant des valeurs approchées de 
0 

T) 



L20 

qui converge vers T. 

Construisons le tableau triangulaire suivant, selon la formule: 

Tk 4m Tk+1 _ Tk m-1 
Tk ~ 

m-1 
= 

Tk+1 Tk 
m 4m - 1 

---+ m-t m 

To 
1 

T1 
1 

To 
2 

. # 0 

Tk-1 

•k-1 1 . To 
T1 Tk-1 k 

..... .. 

.Q!!. .Y.§:. montrer que si .1.!:. sui te 

suites "colonnes" (T~) [i indice de la colonne] et également~ suites~ .... 
J.. 

ti tuées J!ar ~ termes d'une. m~me diagonale. 

* Ce résultat, non limité aux quadratures est tout à fait général. Sous 

certaines conditions que nous ne développerons pas ici, les suites ainsi cons-

truiites peuvent converger vers T beaucoup plus rapidement que la sui te initiale 

(Tk). Il en est par exemple ainsi, pour une quadrature, lorsque 
0 

Tk est la va-
o ------

t d ' ' k leur ob enue par ™ formule ~ trapezes ~. 2 + 1 points équidistants. 

T
k k k-m Cherchons tout ri' abord une relation entre , T ,,a T • m o·•· o 

On vérifie aisément sur le schéma triangulaire que Tk est une combinaison 
m 
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linéaire de 
k 

T , ••• , 
0 

à coefficients indépendants de k • Posons donc 

k m 
T :.:: r- C . 
m 4-- m, m-1 

1=0 

Changeons d'indice dans cette formule, on obtient 

d'une part Tk+1 
m-1 

Tk+1+i =C cm-1,m-1,•i m--1 0 
i=O 

d I autre part Tk 
m-1 

Tk+i =C 0
m-1,m-1-i m-1 

i=O 
0 

c I est-à-dire les 2 éléments à :partir desquels on obtient 

Ecrivons alors que 
4m Tk+1 _ Tk 

Tk =---m_-_1 __ m_-_1 
m 4m - 1 

~ . 
m 

On a. • ( m ) Lm k+i m Lm-1 _k+1+i - Lm-1 C . ~+i • 4 -1 . C . To = 4 C ~ 1 . T-- 1 1 
r , mtm-1. m- r ,m- -1. o . m- ,m- -1 o 

l.=O i:::::o 1:::::0 

d'où si 11 ~ 0 , i = O, .... , m, la relation de récurrence suivante entre les 

coefficients 

Pour englober les cas limites, on pose: C =C =0. 
m-• 1 , O m-1 ,-1 

Formons maintenant le polyn8me associé aux. C m,k 

m k 
rrm (X) = L c k X .. 

. k=o m, 

On a la 

P.ro12osition 6.1. Le :polynôme 
m 

rrm(X) = L C Xk vérifie la relation de récur-
k=o m,k 

renc-e . II (X) 4m - X 
nm-1 (x) . :::::: 

m 4m ~ 1 
X X ( 1- -) • 00 ( 1- -) 

et on a II (X) 4
m 4 

TI (X) = 
( 1_ J.. ) •.• ( 1- ~) m 0 

4
m 4 

avec Il (X)= O = 1 • 
0 00 
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m-1 
Considérons le polynôme 

k 
rrm_ 1 (x) = C: c 1 k X • On a : 

k=o m- ' 

(on a fait le changement d'indice j = m-1-k)., 

Le coefficient de r-j dans soit 

est donc égal au c.oefficient de r-j dans II (X). 
m 

On a donc : 

II (X) 
m 

En 1'remontant" cette formule de récurrence, on obtient finalement en posant 

Il (X) = C = 1 
0 00 

II (X)= 
m 

Explicitons maintenant le coefficient 

résultat suivant 

Proposition 6.2. Propriétés des coefficients 

m 

(i) L C k "" II ( 1) = 1 
k=o m, m 

(ii) 

C de ~ dans II (X) .. On a le m,k m 

C m,k 

00 

Il 
t=o 

(1 - _1) 
l 



(iv) C = m,k 

C 
m-1,k-1 

1 - 4k 
= 

:OOmonstration~ Les 3 premières propriétés sont immédiates. Montrons 

(1 __ z_)(1 - 2-) ... (1 - !)(1-z) 
4

m+1 
4
m,-2 4 

On a Il (4z) = 
m (1-...!..)... (1-1) 

~ 4 

Remarquons que 
z 

+ - - z • Donc : 
4m 

1 - z = z - -
(1 - 2-)p.(1 - ~)(...l.. - 1) 

4
m-1 4 

4
m 

Il (4z) = Il (z) + ---------,-----
m m (1-...l..) ... (1-1) 

4m 4 

z 

d'où 

donc 

C 
C = :m-1,k-1 
m,k 

1 
_ 

4
k 

en remontant la récurrence. 

Etudions maintenant la convergence de Il (z) pour z € 11: • 
m 

Proposition 6.3. II (z) converge uniformément sur tout compact de m 

00 
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e 
la 4. 

11: vers II(z). 

Damons tra tion. Logj 1 - :, 1 ~ hl --: m' . (1 - ~) Par conséquent II est un pro-
m 

4 4 m1=o 4. 

duit uniformément et normalement convergeant sur tout compact de C. Il en est 

donc de même pour : 
00 

II 
m'=o 

00 

II 
m'=o 

Remarque~ Comme les fonctions 

II (x) = lim rr (z) • 
o m 

m-+oo 

II sont analytiques dans le plan, la foncti0n 
m 

TI est aussi analytique et les sui tes dérivées k
8 

de TI, eoient II(k)(z), 
m m 
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convergent uniformément vers la dérivée correspondante II(k)(z) sur tout com-

pact de (C • Résumons, on a 

Corollaire 6. 3. n(z) = lim Il (z) est analytique. 
m➔oo m 

z€K=© K compact de C 

Les convergent uniformément vers II(k) sur tout compact de C " 

?ropositio:n 6.4. Quand m ➔ oo, C . - C .• m,J. l 

m 
Démonstration. On a vu que rrm(z) = .r- C .zi L- m,1 

i=O 
converge uniformément sur tout 

compact vers 

soit 

00 

i 
TI(z) = C ci z 

i=O 
Fixons i 

i 
lim C . = 1:i:m -A, ~ Il (o) 
m➔co m, i m➔co .J.. dzi m . 

C. =--:; 
1 1. 

di 

dzi 
n( o) 

et prenons m ~ i. Alors : 

Corollaire 6 .4.1 • Quand m - oo , C - 0 • 
m,lll-k 

Corollaire 6.4.2. Quand m - 00 , cm,k ➔ Ck = C
0 

{ k 
1 

} 
( 1-4 ) ••• ( 1-4) 

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du corollaire 6.4.1. et de (iv) 

dans la proposition 6.2. 

00 

Corollaire 6.4.3. II(z) = L 
k=o 

k 
z 

et n(1) = lim rr (1) = 1 . 
m 

m➔ oo 

Démonstration. Conséquence directe du corollaire 6 .4.2. 

Nous allons maintenant montrer deux propositions sur la convergence des 

Proposition 6. 5. ( Convergence des colonnes) 

Si la limite lorsque k - oo de ~ existe (soit T cette limite) a.lors : 
0 



Démonstration. On a vu que 

m 
Formons T=[: C . 

i=o m,m-1 

m 

T = C cm,m-i T 
i=O 

- T). 

D'après les propositions précédentes (analycité et 

lim 5rk - T ::::: 0 
m 

Proposition 6.6. (Convergence des termes diagonaux) 
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C . -+ 0) 
m-,m-1. 

Si la limite de Tk existe et égale T quand k - 00 , alors, pour tout 
0 

k fixé lim Tk:::::: T • 
m 

m 
Démonstration. Formons Tk - T = L C . ( Tk+i - T) 

m i=o m,m-1 o 

C . (rt=+m-j - T) 
m,J o 

(on a posé m - i = j) 

VE> 0 , ~ i t .q. E i ~ i ~ j Ti - Tl i E: 
E 0 

par hypothèse 

ou 't/ t > (\ 3 i t.q. v ' E 
i ~ i ·~ 1 Tk+i - Tl ~ f; . 

E 0 

m 
Pour m 1- i ' 

découpons 
E 

la somme I: en deux: 
i=O 

i 
t 

=C C . (Tk+i -
m.,m-1 o 

m 
T) + L 

i-i - 2 

C . ( Tk+i - T) • 
m,m-1 o 

.i=O 
i 

f; 

Donc lC l c . 1 e: m,.m-i 

Mais lim C . - 0 m,m.,..i 
m-oo 

i=O 

C* e: 

V i . Faisons tendre m vers 1 1 infini dans la dernière 
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inégalité 

lim sup I T! - Tj ~ e C* • 
m-= 

Comme e > 0 est arbitraire, on a: 

0 ~ lim inf/ Tk - Tl ~ J.im sup I Tk - Tj = 0 m m 

d'où lim Tk = T. 
m 

·m- 00 m- 00 



CHAPITRE II 

INTEGRATION NlJlllJERIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

1:--THEOREMES D'EXISTENCES 

Problème de Cauchy des équations différentielles. 

a) Cas de IRN • 

Soit Q c IR X IRN et 

On cherche un intervalle ouvert I et une fonction y I c IR ➔ IRN vérifiant 

(i) y 1 (t) = f(t, y(t)) 

(ii) y(t)=y. 
0 0 

Plus précisément supposons f continue de Q dans IRN. Soit (t y) E: Q 
o' o • 

Peut-on trouver un intervalle ouvert I contenant t tel qu'il existe y 
0 

appartenant à e1(I, IRN) vérifiant : 

(i) y'(t) = f(t, y(t)) 'r/(t, y(t)) E: Q, t E I 

(ii) y(t) = y . 
0 0 

Ce problème est appelé le problème aux valeurs initiales ou problème de Cauchy 

pour l'équation différentielle y 1 (t) = f(t, y(t)). 

~) Cas d'un espace de Banach. 

Plus généralen,:mt, soit E un espace de Banach et soit la fonction con-

tinue f : h~ ➔ E où Q est un ouvert de IR x E. 

Peut-on trouver un ouvert I contenant t tel qu'il existe y appartenant 
0 

à ~ 1 (I, E) vérifiant 

(i) y'(t) = f(t, y(t)) V(t, y(t)) E: Q, t E: I 

(ii) y(t) = y 
0 0 
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Si y existe on dit que y est solution sur I du problème de Cauchy. 

Suivant l'hypothèse de départ, le problème de Cauchy admet une réponse plus 

ou moins précise. Nous allons nous placer dans les 2 cas suivants : 

Hypothèses 1 { E est de dimension finie 

f est continue sur Q 

E de dimension finie ou infinie 

Hypothèses 2 H2 
f est continue sur Q 

f est localement lipschi tz.ienne en 
y sur Q 

Définition 1. Fonction lipschitzienne. 

On dit qu'une fonction f : Q--" E continue est lipschitzienne en y pour 

la constante k si 

V(t,y) EQ 

V(t,y*)EQ 

Définition 2. Fonction localement lipschitzienne. 

On dit qu'une fonction f Q - E continue est localement lipschitzienne 

en y si pour tout point de Q il existe un voisinage v de ce point dans 

lequel f es"t l.ipschi tzienne en y • 

Remarquons que 

Proposition. .Si f Q --" E est continument différentiable en y , f est loca-

lement lipschitzienne en y dans ~ • 

Démonstration. Soit ( t ,Y ) E Q • Par hypothèse la différentielle f' existe 
0 0 y 

et est continue. Donc il existe un voisinage fermé 1.Y de 

Q , dans lequel 

( t y) contenu dans o' o ' 



Donc d'après le théorème des accroissements finis : 

V(t,y) E'\Y 

\f(t,y*) E'\Y 
llf(t,y*) - f(t,y)II ~ llf;II IIY-Y*ll 

~ K IIY-Y*II 

On va maintenant montrer 2 résultats correspondant respectivement aux hypothèses 

.. Théorème 1 • ( Théorème d r existence ou· théorème de Cauchy-Arzela). 

Sous l'hypothèse H
1 

le problème ie Canchy possède au moins une solution 

y définie sur un intervalle I contenant t 
0 

D§mons tration. On va seulement démontrer 1 1 e:x:is tence sur un in têrvalle [ t , t +h] , 
0 0 

le résultat complet étant facile à obtenir. 

L'idée est de construire une solution approchée, puis de passer à la limite. 

La solution appr0chée sera constituée par une suite de fonctions continues, liné-

·aires par ·morceaux sur [ t ,t +h]. 
0 0 

Commenf"ons par déterminer un voisinage commode de (t y ) - (t y(t )) dans 
15' o' o · - o' · · o · 

lequel, on le verra, la solution est définie •. La fonction f étant continue, 

il existe un voisinage '1" fermé de ( t y) tel que: 
0' 0 

(t,y) E'U'. 

Choisissons ensui te h > 0 assez petit de sorte que : 

On a donc : 

Subdivisons [t, t +h] 
0 0 

en N 

\;f(t,y) E1{. 

h 
intervalles de largeur N , 

i 
t. - t + - h 

l O N 

h étant fixé : 
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Considérons alors une solution approchée, continue, linéaire sur chaque 

intervalle [t., t. 1] définie de la façon suivant: 
l l+ 

yN( ti+1) - yN( ti) 

t. 
1 

- t. 
1+ l 

t E ] t., t. 
1
[ • 

1 1.+ 

Une telle définition a un sens, si 1' on montre q_ue 1 1 on peut définir y N de 

proche en proche sur chaque intervalle [t., t. 
1
], c 1 est-.à-dire si l'on montre 

1 .l.+ 

q_ue 

On a alors IIY/tj+1) - y/tj)II = llf(\, yN(tj))ll • l\+1-tjl 

~ Mj t. 1-t. j = M ~ 
J+. J N 

et ceci pour tout j tel q_ue 

Donc dtaprès l'hypothèse : 

i i 
IJyN(ti+ 1)-y

0
l1 ~ ~ lly/tj+ 1)-yN(tj)jj ~ ~ Mjtj+ 1-til =MN i = M h. 

J=O J=O 

Comme I t i+
1
-t 

O 
j ~ h par construction, on en déduit que : 

La déf.ini tion de y N a donc bien un sens. 

Nous allons maintenant montrer que la suite {yN} ainsi définie tend unifor

mément sur [t , t +h] vers une fonction y • Pour cela nous allons utiliser 
0 0 

le théorème d' Ascoli. 

Rappel. Théorème .d' Ascoli. 

On suppose q_ue B est un espace de Banach et E un espace métrique 

compact. Pour qu'une partie H de P espace de Banach ~G (E, B) soit relati-
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vement compacte il faut et il suffit que H soit équicontinue et que pour tout 

x E: E l'ensemble H(x) de tous les f(x) tels que f E: H soit relativement 

compact dans B. 

Dans le cas présent E = I = [t ,t +h] qui est bien compact 
0 0 

B = E qui est un espace de Banach par hypothèse. 

* Montrons .!s2tl d'abord gue H = (YN, N E: IN} c ie0(r,E) est éguicontinu 

[t ,t +h] • 
0 0 

Par dé.finition y:i t) existe p.p et pour t ( ]t., t. 
1
[ 

J. 1+ 

Soient t, t* quelconques dans [t, t +hJ, alors 
0 0 . 

y/t) - yN(t*) = j yis)ds (1) 
t t* 

(1) ~ IIY/t) - yit*)/1 = llf YN(s)dsjl < sup llyit)jj.jt-t*j 
t* tE:]t,t*[ 

ainsi V t E: [\,t
0

+h], IIY/t) - yit*)ll ~ Mjt-t*j 

V t*E: [ t 't +h] • 
0 0 

* 

compact. 

E étant de dimension finie, il suffit, pour prouver que H(t) est relativement 

compact, de montrer que H(t) est porné. 

Soit t 

donc 

quelconque dans [ t , t +h] • Pour tout yN E: H, nous avons : 
0 0 

t 
yN(t) = Jt yN(s)ds + Yo 

ot 

IIYN(t)II ~ ft jjy~(s)llds + IIY
0
!1 

0 

~ sup llY~r(s)l/.jt-t l + IIY jj 
sE]t ,t[ B 

O 0 

0 

~ M h + Il y O Il ( oo • 
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Ainsi:~ t E [t ,t +h] les éléments yN(t) de H(t) sont bornés par une 
0 0 

quantité finie. Donc H(t) est bor:né pour tout t de [t ,t +h] • 
0 0 

* Nous pouvons alors appliquer le théorème d'Ascoli et en déduire que 

H = {yN ; N E IN} est relativement compact. Autrement dit il existe une fonc

tion y de ~ 0 (I,E) tel que : 

yv -y uniformément sur I = [t ,t +h] , 
0 0 

où {y) est une suite extraite de {yN} • En effet rappelons que 

H c ~ 1(I,E) relativement compact~ toute suite de point de H possède 

une valeur d'adhérence dans ~1(r,E). 

Dans ce qui suit on notera, pour simplifier, {y N} la sui te extraite {y } • 
\} 

On sait que par hypothèse 

W t E [ t , t +h] • V o o 

Par passage à la limite on en déduit donc 

y(t) = y 
0 0 

Il y ( t) - y li ~ M h ' 
Q 

V t E [ t ,t +h] 
0 0 

ce qui est équivalent à : (t,y( t)) E 'lth c Q , ~. t E [ t , t +h] • 
0 0 

La limite y de la sui te {y N} ne 11sort 11 donc pas du voisinage 1"h dans le-

quel on a défini les fonctions yN. 

* Montrons enfin que y satisfait (i) et (ii) c'est-àr-dire est l:$Olution du 

problème de Cauchy~ On sait que les conditions (i) et (ii) sont équivalentes à : 

Or si 

t 
y(t) = Y

0 
+ Jt f(s, y(s))ds 

0 

t E Jt., t. 
1
. [ , par construction : 

l l+ 

\;J t E [ t , t +h] • 
0 0 
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yN(t) - yN(t.) = (t-t.) f(t., yN(t.)) 
l . l l l 

Sommons ces égalités, on obtient 

.J. 

yN(t) - y = (t-t.) f(t.,yN(t.)) + ~ (t.-t. 
1
) f(t. 

1
, yN(t. 

1
)) • 

0 l l l l,-.. J J- J- J-
. . J=1 

l 

Posons r
1

,N = (t-t.) f(t.,yN(t.)) + C (t.-t. 
1

) f(t. 
1

, y(t. 
1

)) 
l l 1 . J J- J- J

J = 1 

r
2

,N = (t-ti)[f(ti,yN(ti)) - f(ti,y(ti))] 

i 
+~ (t.-t. 

1
)(f(t. 

1
,yN(t. 

1
)) - f(t. 

1
,y(t. 

1
))]. 

4-1 JJ- J-. J- J- J-
J= 

On vérifie que : yN(t) == y
0 

+ I
11

N + r 2 ,N (1) • 

Il est clair que, f étant continue, r
1 

;N est une somme de Riemann 

pour l'intégrale : 

J
t 

f(s, y(s))ds 
t 

0 

et pour la subdivisîon t
0 

< t
1 

( ••• < t; < t. Donc 

t 
1 im I 

1 
N = J f ( s , y ( s) ) ds • 

N-HX> ' t 
0 

Par ailleurs, f étant continu et yN convergeant uniformément vers y 

sur [t, t +h] il en résulte que : 
0 0 

Autrement dit 

Ve:> 0, j N t.q_. N 1-N ::::>jjf(s,yN(s)) - f(s,y(s))I/ ~ i=;, Vs E [t ,t +h] • 
€ € 0 0 

Par conséquent, comme 

N ~ N on a : 
E: 

t. pour 
,1 

1 ,< j ~ i appartient à [ t , t +h] pour 
0 0 
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llr 2 ,Nll ~ lt-til-llf(ti,y/ti)) - f(ti,y(ti))/1 

i 
+~ jt.-t. 

1
[.l!f(t. 

1
,yN(t. 

1
)) - f(t. 

1
,y(t. 

1
))11 

l:-- J J- J- J- J- J-
J= 1 

d'où llr 2 .Nll~ e: [lt-t.l + jt.-t. 11 + ... +jt 1-t IJ = e:lt-t 1 
J. 1. J.- 0 0 

Ainsi 0 , J N 
E 

par conséquent lim r
2 

N = 0 
~00 ' 

Faisons alors tendre N vers l'infini dans (1). Par passage à la limite il en 

résulte que : 

y(t) = y 
0 +Jt

t 
f(s,y(s))ds, V t E: [ t ' t +h] 

0 0 

ce qui signifie que 
0 1 

: y E: l': (I,E) est solution du problème de Cauchy. Le thé-

orème 1 est ainsi démontré. 

Théorème 2. (Théorème d'existence et d'unicité ou théorème de Cauchy-Lipschitz). 

Sous l'hypothèse (H
2

), il existe un intervalle ouvert I contenant t , 
0 

tel que le problème de Cauchy possède une solution unique sur I . 

On va utiliser la méthode des approximations successives et le théorème du point 

fixe. 

Rappel. Théorème du point fixe. 
======= 

Soit q:} une boule fermée d'un espace de Banach et '11 ~ -<f;3 , une con-

tradion stricte (Il Ty - Tz li ~ cil y-z li avec C < 1) • 

.Alors il existe un y unique de ~ tel que Ty = y • 

Nous allons définir une application T vérifiant les hypothèses du théorème. 

* Pour cela déterminons tout d'abord un voisinage ~ convenable. On a vu 

que '\Yh est déterminé par la donnée du nombre h . Il existe un voisinage '\Y 



de (t ,Y) tel que: 
0 0 

llf(t,y)il ~ M pour (t,y) € 'l7' • 

Donc d'après le théorème des accroissements finis, :il existe un nombre 

k = ~if t Il tel q:ue : y 

:I.)sfinissons alors 'U'h comme : 

Posons â. 1 autre part I = J t -h, t +h[ • 
0 0 

* Définissons maintenant Te On sait que 

1 
avec h < 1< • 

II .. 9 

est solution du :problème 
t(t,y(t))lt € I} c:: Q 

Cauchy 

Posone ùono .: T : y t-> 'l'y ~ z avec z(t) ~ y
0 

+ J: f(s,y(s))ds • 

0 

T satisfait aux hypothè13es du théorème du point fixe .. 

Soit y E t;'h (Ï .. E). Appliquons T .à y : Ty = z • z E '{f 1 (I,E) par constructiot1., 

De plus : 

rt t 
llz(t) - y Il= IIJ f(s,y(s))dsll ~ J llr(s,y(s))tJds ~ M(t-t ) 

0 t t 0 
0 0 

donc, comme .t E [t -h, t +h] : llz(t) - y li~ M b • 
0 0 · 0 

Par conséquent (s,y(s)) E '\rh et z E \fh(Ï,E) . 

(2) T est contractantf._ 

Soient Ty = z , 'l'.x: = v avec (t,y) E U'h, (t,x) E "ii , où "ii est le voisinage 

défini précédemment et où t appartient à I 6 
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Formons 

z(t) - v 't) =Jt
t 

(f(s,y(s)) - f(s,x(s)))ds . 

0 

On a alors : 

l[z(t) - v(t)II ~ J: (f(s,y(s)) - f(s,x(s)))dall 

0 

t 
i Jt Il f(s,y(s)) - f(s,x(s)) li ds • 

0 

Soit d I après 1 1 inégalité des accroissements finis 

llz(t) -v(t)II ~ k J: l!Y(s) - x(s)II ds 

0 

d1où comme t € [t -h, t +h] : 
0 0 

llz(t) - v(t)jj < k h lly-xjj 
1 

_ 
'e (I.E) 

(rappelons que k = Il f' Il) y 

Mais cette inégalité est vraie pour tout t de [t -h, t +h]. 
0 0 

On peut donc écrire : 

Il z - v Il t- ~ k h Il Y - xll 1-
~ l.I,E) 'é'(I,E) 

Soit enèore par d~fini tian de z et v : 

Il Ty - Txll ~ - ~ kt Il y - xll 1-
G ( I , E) ~ l. I, E) 

Mais par hypothèse (construction de 'trh) k h < 1 ; T est alors bien contrac-

tante. 

On peut alors appliquer le théorème du point fixe et conclure qu'il existe 

un point y unique de S3 = ~h (I,E) tel que Ty = y , autrement dit que 

et 

y€ ~lÏ,E) ' {(t, y(t))I t € Ï} c::1'ii C Q 

t 
y(t) = y +J f(s,y(s)) ds 

0 t 
0 

par défïni tion de T • 



II.11 

Corollaire 2 • Supposons les hypothèses H
2 

réalisées : 

soit y (resp. z) la solution du problème de Cauchy sur l'intervalle 

ouvert J contenant t 
0 

.Alors y == z sur J () ID • 

(resp. 1 1 intervalle ouvert K contenant 

Th§monstration. Considérons 'll= {t C J(IK I y(t) = z(t)}. 

t.q. 

{

y' = f(t,v) 

v(t) = y(t) 
n 1 

a une solution unique 

t ). 
0 

sur Jt
1
-h, t

1
+h[ d'après le théorème de Cauchy ... Lipschitz. On a donc y= z 

sur Jt
1
-h9 t

1
+h[ et: 

1J..:::J ]t
1
-h, t

1
+h[ 

J est ouvert, 'IL est fermé et non vide, donc par connexité 1.L = J() K • 

Les théorèmes de Cauchy-.Arzela et Cauchy-Lipschitz donnent une solution 

définie sur un petit intervalle [t, t +h] 
0 0 

ou ]t -h, t +h[ • 
0 0 

Le problème qui se pose est d'examiner si on peut prolonger les solutions, 

dont on a vu l'existence (et l'unicité) au delà de ces petits intervalles et si 

oui sous quelles conditions. 

B PROLONGEMENT DES SOLUTIONS 

a) Solutions maximales. 

Nous allons définir une relation d'ordre simple sur l'ensemble des solu-

tions du problème de Cauchy. 

On note y < z lorsque y I _,. E et z J...,. E solution du problème 
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de Cauchy respectivement définies sur I et J sont telles que I c J • 

Cette relation d'ordre est en fait la relation d'inclusion sur les graphes des 

solutions. 

Définition 2.1. On appelle .solution maximale, tout élément maximal de l'ensemble 

des solutions ainsi ordonné. 

Lemme 2 .2. L'ensemble des solutions ordonné par a est inductif. 

Démonstration. Soit {y , I } une famille totalement ordonnœ de solutions. 
a a aEA 

On a donc: 'tj a.EA soit 

Soit I = u :I . I est un .intervalle ouvert et t € I . 
œEA 

(X 0 

Soit y . I-E t .q. \J t E I y( t) = y (t) où (X est un élément de . ' a 0 0 

tel que t € I . 
a 

Ces définitions sont comparables car 

(y , I ) < (y, I) 't/ a • 
a r.x 

Donc y est salut.ion sur I du problème de Cauchy et la famille îy I } 
l a' a 

admet une bo:rne supérieure (y, I). 

A 

aEA 

Proposition 2.3. Sous les hypothèses H
1 

ou H
2 

le problème de Cauchy admet 

des solutions maximales~ 

Sous l'hypothèse n
2 

il existe une solution maximale unique. 

Démons.t:ra tion. LI existence résu.1 te du Lemme de Zorn et du Lemme 2 .2. • Il reste 

à démontrer l'uncitié dans le cas de l'hypothèse H
2

• 



Soient (y, I) et (z, J) deux solutions maximales. D'après le corollaire 

2, on a y = z sur J IÎ I = K • Supposons que I ,/. J • Soit w la solution du. 

problème de Cauchy sur K = I lî J Alors 

(w,K) > (y,I) et (w,K) > (z,J) 
I= I 

ce qui est contradictoire avec le fait que (y,I) et (z,J) soient des solu-

tions maximales .. Donc I = J et y= z partout. 

Résumons le théorème de Cauchy-Lipschitz et la proposition 2.3., on a le 

théorème fondamental suivant : 

Théorème 2.4. Sous l 1hypothèse H
2 

le problème de Cauchy admet une i:;o1ution 

maximale unique . 

b) Critère de prolongement. 

Théorème 2.5. Sous l'une des hypothèses ou y u11e solution du 

problè.me de Cauchy sur ]a, b[ • Alors y est prolongeable au delà de b (resp. 

en deçà de a) si et seulement si l'une des valeurs d 1 adhérence de {t,y(t)} 

quand t ➔ b-o (resp. t ➔ a+o) est dans Q • 

Autrement dit, le seul cas 011 le prolongement n'est pas possible est celui où 

toutes les valeurs d'adhérence sont sur è)Q 

Corollaire 2.6. Sous l'une des hypothèses H
1 

ou H
2 

et Si Q = IR x E la 

solution y du problème de Cauchy sur ]a,b[ est prolongeable au delà de b 

(resp. en deçà de a ) si et seulement si 

lim jjy(t)/1 < + oo 

t-b .. o 
(resp.. ,lim Il y( t) Il < + oo) • 

t---a+o 
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Autrement dit, le seul cas où y n'est pas prolongeable est celui où 

lim lly(t)jj = 00 (resp. lim jjy(t)II = oo) • 
t-•h- o t-->a+o 

Démonstration. (Théorème 2.5. et :Jorollaire 2.6.o). 

- Supposons y prolongeable. 

Il existe donc z g J _, E , J =i ]a, b[ tel que 

y= z sur ]a,b[. 

Pour t-> b-o , y( t) = z( t) -> z(b) et donc (b, z(b)) € Q • 

- Imrersemen t supposons que ( b, [3), valeur d I adhérence pour t -> h-o, soit 

dans Q. 

On va .montrer essentiellement que ~ = lim y(t) 
t->h-o 

Soit h > 0 • h définit le voisinage 1.Yh tel que : 

On sait que, f étant continue, il existe un voisinage 1Y tel que : 

O.r on a V"h c 1Y et par conséquent : V ( t,ç;,) E 1'-'h Il f( t,ç,) li ~ M • 

Définissons de plus ~ = 1lY h = Ut. Y c t) ) 1 1 t- t 1 ~ ~ , 11 y-~ Il ~ M ; } 

3 
'UYh rencontre le graphe de y : 

Pour 

t .q. 

t = b , c'est vérifié. 
1 

Cherchons alors l'intervalle maximum [b
1

, t
2
J sur lequel l'inégalité a lieu .. 

Supposons t
2 

< b , alors pour t E [b 
1

, t
2

] : 
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Par continuité de y il en résulte : 

ce qui est contradictoire avec la définition de b
2 

• Donc b
2 

= b et on a 

alors: 

* Montrons qu.e y ( t) est cme sui te de Cauchy pour t -+ b- o • On a vu q_µe 

de sorte que : ( t, y ( t) ) E v;_ pour t E [ b 
1 

, b[ • 

Alors si t € [b1, b[, t' € [b1, b[ 
t 

lly(t) - y(t 1 )!I ~ J llf(s, y(s))jlds ~ jt-t'I M 
t' 

y( t) est donc bien unE sui te de Cauchy pour t _,,, b-o • y étant à valeurs 

dans E qu.i est complet par hypothèse, il en résulte que y(t) a une limite 

quand t -+ o-o • Ce ne peut être que ~ • 

*· Montrons enfin que y est prolongeable au delà de b .. 

Traduis<ms 1 1 existence de solution 9.U voisinage de b 

3 ô > 0 , 3 z définie sur [b, b+ô[ t .q. 

Définissons alors. y commE suit : 

,,, {y sur ]a,b[ 
Y= 

z sur [b, b+ô[. 

z'(t) = f(t, z(t)) 
z (b) ::;; ~ • 
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t 
On a alors : y(t) = y

0 
+ Jt f(s, y(s))ds pour t € ]a, b+ô[ ,. et donc 

0 

y € e1 (]a, b+ô[, E) et y est solution du problème de Cauchy sur ]a, b+ô[ ; 

N 

y est aussi un prolongement strict de y • 

Cas ;earticulie:r. 

Supposons en plus de l'hypothèse R
1 

que 

a) Q = IR X E 

~) f est lipschitzie1U1e. en y sur tout l'espace R x E: 

On a alors la : 

P.r.-oposition 2.7. La solution du problème de Cauchy: 

y' ( t) = f( t, y( t)), y( t ) = y est définie sur tout IR • 
0 0 

Démonstration. 

Montrons que si y est solution sur [t
0

, t
1
] alors y(t) est oorné 

pour t - t
1 

, ce qui entrainera que la solution est prolongeable au delà 

(et en deçà) de t
1 

• On a: 

f étant lipschitzienne en y: 

11 f ( t, Y) - f ( t, 0) Il ~ L Il Y Il dt où 

llr(t,y) ~ Ll!YII +llr(t,o)II soit d'après (1) 

Posons z( t) = Il y' ( t) li .. On en déduit que ; 

z 1 (t) ~ l!f(t,o)ll + L z(t) 



soit: z'(t) - L z(t) f /jr(t,o)// 0 

Multiplions les deux membres de cette inégalité par 

soit: 

intégrons cette inégalité entre t et s: 
0 

-Lt 
e 

z(s) e-Ls - z(\)e-Lto ~ ~ llr(t,o)ll e-Lt dt , 
0 

soit z(s) e-Ls ~ IIY Il e-Lto +Jt llr(t,o)lj e-Lt dt 
0 t 

0 

ca:r z(t) =1ly(t
0
)II 

= IIY Il • 
0 

Ls 
Finalement, on a en multipliant les 2 membres par e > 0 

z(s) ~ jjy 01! eLls-to) + 1: Il f( t,s) JI eL(s-t) dt • 

0 

Faisons tendre s vers t
1
-o • On a, à la limite : 

II.17 

lim z(s) o::: l/y(t
1
-o)ll ~ Jly

0
1! eL(t1-to) + Jttrl!f(t,s)ll eL(t1-to)at 

s-t 1-o 
0 

i [[yo[[ eL(t1-to) + K 1:1-oeL(t1-to) dt 

0 

quantité qui est finie donc y( t) est borné quand t ➔ t
1 

~ 

\c RESOLUTION NUMERIQUE 1 (Méthodes . de différence finie) 

1 - ~ méthodes ~ un et plusieurs pas. 

1 .1) Méthodes à llil,. rn• 

Nous nous plaçons dans le cas scalaire (E = ll) du problème de Cauchy 

( 1 , 1) 

( 1, 2) 

y 1 (t) = f(t, y(t)) 

y(t) = y donné • 
0 0 

On suppose qu I il y a existence et uxlicité de y dans fa, b] • On introduit un 
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pas et l'on va d'abord "intégrer" (1,1) dans l'intervalle 

en remplaçant la courbe par sa tangente au point a , etc ••. Posons : 

I.êsignons par: 

( 1, 4) 

a+ jh 

t = b 
N 

y ; approximation de y(t ). n n 

Alors la méthode précédente conduit au schéma suivant (d'Euler) : 

n ~ 0 ; 

(a, a+h) 

y(t ) = y étant connu, les équations (1,5) définissent de proche en proche 
0 0 

y
1

, y
2

, ••• ; de façon générale yn+
1 

est déterminé à partir de la connais

sance de y par (1,5) ; c'est ce que l'on appelle une méthode à un pas. 
n 

Il reste maintenant à savoir si est vraiment une approximation de y(t) 
n 

et si jy - y(t )j - 0 lorsque h - O, tN =a+ Nh étant fixé. n n 

Naturellement on peut espérer améliorer la précision par une modofication 

convenable de la méthode. C'est l'objet du n° 2. 

1 .2) Méthodes §:. plu.sieurs ~~ 

Intégrons 1 1 équation ( 1, 1) sur 1 1 intexvalle ( tn-p' tn+
1
), p entier 

fixé (ceci n'a de sens que si n ~ p). Il vient: 

(1,6) y(t 
1
) - y(t ) =Jftn+ 1 f(t, y(t))dt 0 

n+ n-p t 
n-p 

On pe11.t ensuite calculer l'intégrale de droite en utilisant une formule de 

quadrature [cf. Chap. I § a] ; cela conduira par exemple à 

( 1, 7) 
n+1 

y( tn+1) - y( tn-p) ::: ~ 
j=n-p 

A. f(t., y(t.)) , 
J J J 



ou ( 1, 8) 

L'équation 

(1,9) 

resp. 

(1,10) 

n+0 
y(tn+ 1) - y(tn-p) z L B. f(t., y(t.)) • 

j:=n-p J J J 

( 1, 7) (resp. ( 1,8)) conduit aux équations rn, différences : 

n+1 
Yn+1 - yn-p = L. A. f(t., y.) 

j=n-p J J J 

n+0 
Yn+1 - y =[: B. f(t., y.)) .. 

n-p j=n-p J J J 

La détermination de suppose connus 

IJ .19 

u , u 
1
, ••• , u , soit p+1 valeurs antérieures. C'est ce que 1 1 on ap-

n n- n+p 

pelle méthode à (p+1) pas. Une différence essentielle apparait entre (1,9) 

et (1,10) ; la formule (1,10) donne explicitement yn+
1 

au moyen de 

y ,.u, y : c'est une méthode explicite. 
n n-p 

Par contre, la formule (1,9) ne donne yn+
1 

gu'implicitement ou après 

la résolution d'une équation (dont il faut montrer la possi.bilité). C'est une 

méthode implicite~ 

Remarque 1.1. Dans chacune des méthodes ( 1,9) ( 1, 10) à (p+1) pas, apparait 

la difficulté du démarrage. Seul y
0 

étant donné on ne peut calculer y
1 

au moyen de (1,9) ou (1,10) ces formules ne sont applicables qu'une fois 

Y" '• •• , y 
0 p 

en notre possession. Il faut donc utiliser d 1 autres méthodes pour 

calculer 

Remarque 1.2. Tout ce qui vient d'être dit s'adapte sans difficulté au cas 

des systèmes d'équations différentielles. 
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2 - Méthodes à un pas. :;::: -= :::=::-= 

2.1) Méthode d I Euler modifiée. 

Reprenons ( 1, 5) ; on peut l'obtenir comme suit : partant de la relation 

t 
y(t 

1
) - y(t) =J n+ 1 f(t, y(t))dt. 

n+ n t 
n 

On utilise la formule de la moyenne : 

La méthode d'Euler consiste à remplacer t par t d'où ( 1,5). Si on rem-n n 

place tn par tn + ~ et y(tn + ~) par sa valeur approchée calculée en 

(1,5) à savoir: 

Y + .i. h f(t, y) 
n -Z- n n 

il vient 

Y 1 - Y = h f(t + ~2 , y +th f(t, y)) • n+ n n n n n 

On ajoute à ce système (explicite) la condition initiale 

(2,3) connu. 

Soit ç1;>(t, y; h) une fonction donnée- pour t E:[a,b], y E. R, h 1- 0 

et que nous supposerons toujours.§::!!. moins continue en ces 3 variables. Alors 

les schémas ( 1,5) et (2,2) entrent tous deux dans le schéma général suivant : 

y 
1 

= y + h w(t, y ; h) • 
n+ n n n 

Dans le cas d'Euler on a: 

çj;>(t, y; h) = f(t, y) (donc indépendant de h!) ; 

dans le cas d'Euler modifié (2,2) on a: 

w(t, y; h) = f(t +th, y+~ f(t,y)) . 
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La condition minimum à supposer sur œ est 

(2,7) œ(t, y o) = f(t, y) o 

En effet il faut imposer que y - y( t ) n n 
et 

y - y 
n+1 n --+ , (t ) 

h y n lorsque 

h--+ 0 1 t =a+ N h fixé ; d'après (2,4) et puisque y 1 (t ) = f(t , y(t )) 
n n n n 

il faut donc que : 

œ(t, y(t) ; o) = f(t, y(t )) n n n n 

et ceci quelle que soit la donnée initiale y , d'où (2,7) o 

0 

Notre problème est maintenant le suivant : comment choisir œ(t, y; h). 

Nous allons examiner ce prcblème à partir de 1 1 étude de la convergence et de 

l'estimation de 1 1 erreur. 

2~3) Estimation de l'erreur. 

On introduit l'erreur de discrétisation 

(2, 8) e = y - y(t) • 
n n n 

Nous allons Jilémontrer la 

Proposition 2.1. On suppose que les conditions suivantes ont lieu 

(i) œ satisfait à (2,7), œ(t, y; o) = f(t, y) 

(ii) 

(iii) 

J œ ( t, y h) - œ ( t, y* h) 1 ~ 1
1 

l y-y* 1 

pour t E La,b], y, y* ER (ou dans un compact convenable) 

et pour 

Jœ( t, y( t) 

Jœ( t, y( t) 

h) 

h) 

(~ b-a) ; 

y ( t+h) - y ( t) J = 
h 

1 Jt+h 
h t f(ç, y(ç))dçJ 

pour toute solution y régù.lière de y' = f( t, y( t)). 

Conclusion. Il existe une constante K telle que 
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(2,9) 

Démons t:ca tion. 

t 
1/ De (2,4) et de la formule y(tn+

1
) - y(tn) =Jtn+ 1 f(t, y(t))dt 

n 
on déduit par soustraction•: 

t 
e = e + h[çp( t , yn ; h) - -h

1 
Jtn+

1 
f( t, y(t) )dt] n+1 n n 

n 
= e + h[w(t, y · h) - w(t, y(t) ; h)] n n n' n n 

t 
+ h[4>(t, y(tn) ; h) - ~Jtn+

1 
f(t, y(t))dt] • 

n 
Utilisant (ii) pour le 1er crochet et (iii) pour le 2° , on en déduit que : 

1 e 
1

1 ~ 1 e 1 + h L
1 

1 e 1 + 1
2 

hP+ 1 • n+ n n 

2/ Pour simplifier l I écriture posons 

1 e l = c: • n n 

.Alors< (2,10) donne 

(2,11) 

( ) ( ) 2 p+1 avec 2, 12 a = 1+h 1
1 

, b = L h • 

( 2, 11 ) est une inégalité récurrente linéaire • On en dé duit donc : 

Mais € = 0 et 
0 

n 
n a -1 

En~ac
0

+b a- 1 

or n h = t -a , donc : n 

(2, 14) 
L2 ( ( tn-a)L1 ) 

En ~ 11 e - 1 

Corollaire 2.1. Sous les hypothèses (i), (ii), (iii), la méthode (2,4) est 

convergente et l'erreur de discrétisation est O(hp) • 
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Remarque 2o1. Supposons que l'on ait un renseignement plus précis que (iii) 

cp étant continue non nulle dans [a,b]~ (p est alors l'ordre exact; la con-

clusion du corollaire 2.1~ est en effet que l'ordre est .§B_moins p ). 

On peut alors démontrer ceci : soit V(t) la solution de l'équation 

(2, 17) v1 (t) = ~~ (t, y(t)) v(t) + cp(x) 

avec 

V(a) = 0 b 

Alors 

Naturellement V dépend de 1 1 inconnue y ~ Mais on peut aussi calculer V 

en utilisant les approximations de y. 

2.4) ~empl~s : retour~ méthodes d'Euler. 

1/ Da.ns le cas (2,5) 

= f(t, y(t)) - y(t+h) - y(t) 
h 

d'où d'après le corollaire 2.1. la conyergence de la méthode d 1Euler (avec 

l'erreur O(h)). 

2/ Dans le cas (2,6) 

~(t, y(t) ; h) = f(t + ½ h, y(t) + ~ f(t, y(t))) 

~( (. )) h of ( , )) = i: t, y t + 2 à t t, y~ t 

= y 1 
( t) + ~ y n ( t) + 0 (h 2 ) • 
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D'où 

Il y a donc effectivement amélioration par rapport à 1/. 

2.5) Construction de çp( t, y ; h) par utilisation de la série de Taylor. 

Un moyen systématique de contruire des çp( t, y ; h) satisfaisant à (iii). 

Proposition 2.1. est évidemment de développer 
y( t+h) - y( t) 

h 
en série de Taylor, 

en y remplaçant ensuite y' par f(t, y(t)) etc •••• 

On a y(t+h)h- y(t) = y'(t) + ~ y"(t) + ••• + (::)! /P)(t) + O(hp) • 

Mais y 1 (t) = f(t, y(t)), 

d'où 

( ( ôf( ( ôf ôf( ( ôf ( 2,20) y" t) = àt t, y t)) + y'(t)
0

/t, y(t)) = ôk t, y t))+f(t,y\yf t,y) 

et ainsi de suite. Si l'on pose: 

(2,21) y(k)ct) = k(t, y(t)) 

y(k+1)(t) 
d :f'k à f k à':J 

= dt = ""'TI""" ( t' y( t)) + Avk ( t, y{ t)) .y' ( t) 

à.Yk 
= ôi; (t, y(t)) 

à .'.r k 
+ ~ (t, y(t)).f(t, y(t)) 

= r (t, y(t)) . 
k+1 

On peut alors prendre 

; h) = f(t, y)+~ 
p-1 

(2,22) çp ( t' Y
1

(t, y) h 
srp- 1Ct, y) y + ... +-(p-1) ! 0 

Avec le choix (2,22) la formule (2,4) donne une méthode convergente avec erreur 

de discrétisation en O(hP). 

2.6) Construction de çp( t, y h) par utilisation indirecte de la série de 

Taylor ; _!téthode de Runge-Katta. 

Le point 2/ de 2.4) donne (à propos de la méthode d'Euler améliorée) un 



usage différent (et moins direct) de la méthode de Taylor; cette possibilité 

a été systématiquement étudiée par Runge-Katta~ Considérons ici un cas simple 

mais typique. 

Par analogie avec (2,6) on cherche <ï>(t, y; h) sous la forme : 

les constantes a. , p. étant à choisir 11au mieux 11 ~ 
J. J. 

La condition (i), proposition 2.1. donne; 

Développons, en remplaçant y par y(t) et utilisa.l'J.t y' (t) = f(t, y(t)) 

identifiant à 

On v0.it que (2,23) définit une méthode convergente, en 

on a : 

Si donc l'on pose a
2 

=a=} 0, il vient 

1 
p = - ' 1 2a: 

Pour ce choix de <I> , la méthode (2,24) est di te de Runge-Katta (simplifiée). 

Exem!21€2. 2 .. 1. Si 1 'on prend a == 1 , on retrouve (2, 6). 

Remarque 2e2. Il est maintenant facile de poser systématiquement le problème. 
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On introduit 

k = f(t,y) 
0 

k = f(t + À h, y+µ h k + ••• + µ 
1 

h kp-
1

) 
P P P

0 
o p,p-

et on cherche à déterminer les a., À.,µ. de façon que 
J. J. J. 

(2,26) ~(t, y; h) = a k + a
1
k + ••• + a k 

0 0 1 p p 

de façon que l'ordre de l'erreur soit le plus élevé possible. 

Exemple 2 .2. On trouvera par exemple 

k
2 

= f ( t + ½ h, y + ½ h k
1 

) 

On trouve que cette méthode est d'ordre 4. 

Remarque 2.3. On peut utiliser des processus d'accélération de convergence 

cf. chapitre I §CG). 

Remarque 2.4. Dans les équations différentielles intervenant dans les appli-

cations, on sait souvent que la solution est régulière dans un intervalle 

(approximativement connu) puis ·irrégulière dans un autr_e intervalle. Il est 

alors peu naturel d'utiliser le même pas h tout au long du calcul. On intro-

duit alors des pas variables, t 
n+1 

étant défini à partir de t par 
n 
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t 
1 

= t + 8(t) h n+ n n 

la fonction t ~ e(t) étant continue et telle que e(t) ~ e > O o On remplace 
0 

alors (2,4) par 

Yn+1 = y + e(t) h w(t, y ; e(t) h) • n n n n n 

3 - Méthodes~ plusieurs pas. Utilisation des formules de quadrature. 

3. 1 ) Formule de Newton. 

1/ On a rappelé au chapitre I § A, la notion de polynôme d 1 interpolation, 

les x. étant des points distincts croissants sur [a,b] ; 0 ~ j ~ q, c'est 
J 

le polynôme P tel que : 

{ 

P(x.) = f(x.) = f. 
J J J 

0 
d p ~ q 

(f donnée) pour O ~ j ~ q 

Lorsque les x. sont uniformément répartis sur [a,b] 
J 

x.=a+jh 
J 

On a vu qu 1on pouvait donner une expression simple de P en fonctions des 

différences progressives de la suite 

tion 3.4.). 

{ f (x.)} 
J 

(Cf. Chapitre I, § A proposi-

On peut donner une expression analogue de P en utilisant cette fois les 

différences régressives de la suite 

2/ Opérateur V 

Soit { f . } une suite donnée. On pose 
J 

(3,3) V'f. = f. - f. 1 
J J J-

{ f (x.)} • 
J 
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~ est l'opérateur de différence régressive. On définit ses puissances suc-

cessives - 2 n3 d'f· ·t· V , v , • • • ; par e ini ion ij0 = identité ~o f. = f 
J j 

On trouve (par récurrence comme au chapitre I) 

On vérifiera que 

Remarque 3~1. Si f. n'est pas défini pour tout 
J 

j , mais seulement pour 

(où O ~ j i N), alors ~ f. 
J 

n'est défini que pour j ~ 1 , v2 r. 
J 

pour 

etc.... . 

3/ ForllRlle. de Newton. 

Une notation d'abord; q et m étant entier, on sait que 

(q) = q(q-1) ... (q~m+1) 
m 1 .2 ••• m 

j ~ 0 

j ç, 2 

Cette définition s'étend~~ où q € IR (~ € IV) quelconque. Ceci posé 

Proposition 3.1. Le polynôme P(x) qui vérifie 

(3,6) 
{ 

do p ~ q 

P(x.) = z 
J j 

s'exprime par la formule 

où. : (3,8) 

Démonstration. 

, (mq) Se reportant à la defini tion de 

(x. = a + jh) 
J 

pour q € R et avec (3,8), on voit 

que (-s) e ( ) est un polynôme en x de degré m et donc que le 2 membre de 3,7 
m 



est un polynôme de degré { q_ • 

Puis pour O ~ r ~ q_: 

q 
P(x ) = L (-1 t (r) vm z . 

p-r m=o m p 

Mais (r) = 0 si r < m ; donc 
m 

et d'après (3,5) ceci vaut z p-r 

3.2) Utilisation de la formule de quadrature 

Soit y(t) solution de (1,.1) : 

IL29 

On opère comme pour ( 1, 6) en généralisant un peu. On déduit de (3, 9) pour 

t, t + k E [a,b] 

(3, 10) J
t+k 

y( t+k) - y( t) = t f(ç, y(r;) )d; • 

On calcule approximativement le deuxième membre de (3, 10) en remplaçant 

f(ç, y(ç;)) par le polynôme P(f ; ç;) = P(;) tel que : 

(3, 11 ) 

{ 

do p ~ q 

P( t . ) = f ( t . , yJ.) 
J J 

yj ayant déjà été calculé ou que l1on est eventuellement en train de calcu

ler si .j =p. On pose: 

(:;,12) f.=f(t.,y.). 
J J J 

Alors d I après la proposition 3 .1 . 
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On a alors le choix de t, t+k et q .. 

arbitraire pour l'instant, les ::ho ix classiques s.on t 

t = t , t+k = t méthode d I Ada.ms-Bashforth 
p p+1 

t = t p-1 
t+k -- t méthode d'Adams-;.Moulton 

p 
(3, 14) 

t = t p-1 t+k -- t 
p+1 

méthode de Nystr<:5m 

t = t t+k -- t mé.thode de Milne-Simpson . 
p-2 ' p ' 

--+ La méthode d I Adams-Bashforth donne 

(3, 15) 
q m 

y p+1 - y = h L y V f_p 
p m=o m 

où 

(3,16) Ym - Hm 1: r:) ds • 

En effet avec le choix indiqué dans (3,14), la formule (J,1©) donne 

y - = .! Jtp+1 (-1)m (- ç ... _ htp ) dç 
m h t m 

p 

d'où (3,16) en posant t = hs • 
p 

------. La méthode d' Adams-M:oul ton donne : 

(3,.17) 

où (:;, 18) : 

-4 La :méthode Nystrom donne ~ . 
q 

(3.19) yp+1 '.'" y 1 p- =hL Xm V 
;m=O 

où 

(3.20) x-= (-1)mf1 es) ds . 
m m 

-1 

--+ La méthode Milne-Simpson donne . 
- . 

q 

m 

x* !- f (3,21) y - yp-2 = h L p 
-ill=O 

m P 

f . 
p 
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où 
(3,22) 

Les problèmes sont maintenant les suivants : 

a) un problème technique trouver des procédés de calcul commode (par 

récurrence) des coefficients 

point suivant. 

y ' y* . 0. m m nous allons donner un exemple au 

b) un problème de comparaison des méthodes, leur intérêt (éventuel), le 

choix de q_ •• " etc. Ceci fait l'objet du n° 4 ci-dessous. 

3.3) Fonctions génératrices. 

Pour établir des relations de récurrence (éventuelles) entre les ym, 

on associe à l.a fonction 

cc 

r(t) = L Ym tm t E: a; , 
m=,O 

(sous réserve de vérification de convergence). 

Il s I agi!, .là i.'._~ méthode générale souvent utile" 

Remplaçant ym par sa valeur (3,16) dans (3,23) il vient 

r( t) = E._ (-t)m J1 (~s) 
m=O 0 

ds ; 

on peut vérifier q_u1 il est loisible, pour jtj < 1 de commuter la série et 

l'intégrale, d'où ~ 

d'où 

r(t) = -t 
( 1-t)log( 1-t) 1 t 1 < 1 • 

Naturellement, un développement en série de (3,24) reconduirait purement et 

simplement à (3,23) mais écrivons (3,24) sous la forme 
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(3,24 bis) - ~ log( 1-t) r{t) = 1~t 

et utilisons les développements 

'1~t •:= L tn ' 
~o 

n 
1 · t 

- - log(1-t) = ~ -
t 4:- n+1 n7 o 

portant dans (3,24 bis) on obtient l'identité 

n 
(3,25) CI: ~+1)(L Ym tm) =L tn , 

n~o m)o n~o 

d'où les relations (par identification}: 

d I où la possibilité de calculer les ym par ·récurrence. 

Remar·gue3.2. Soient F*, x, x* les fonctions génératrices de y*, x , x* 
m rr. m 

définies par (3, 18), (3,20), (3,22) on t..r:ouve 

r*Ct) = -t c t) , 1 tl < 1 log .1 ... 

2-t 1 
x(t) =-tî=tÏog(1..:.tJ ,ltJ<1 

x*(-1;) = -t (2-t) log(. 1-t) , 1 tl < 1 • 

4,- Etude générale del:! méthodes ~ plusieurs. :pas. Stabilité. 

(4, 1) 

où 

4.1). Formulation générale. 

Tous les schémas introdu.i ts au n° 3 entrent dans le type suivant 

a. y k + a,. 1· y ,_ 1 + ••• + a y = h[~kf k + ~,~ 1f 1• 1 + .. • .+ ~ f ] K' n+ .r..- n+.r..- · o n · n+ .....- n+.r..-· o n 

les ~- sont des nombres réels donnés, 
l 

f . = f (t . , y . ) 
J . J J 

t. =a.+ jh 
J 
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On supposera 

et (4,3) la 1 + lf3 l ~o. 0 0 

(De sorte que yn intervient vraiment dans (4, 1) ). 

Le schéma (4, 1) est k schéma e;énéral . .§!:. k rn• 

Remarque 4 .. 1.. Comme on a déjà signalé (remarque 1 .1.) il y a une difficulté 

~.démarra~ puisque l'on ne peut espérer o·btenir y k par (4,1) sans con
n+ 

naître y ,~ 
1
., ••• , y • Nous reviendrons sur ce point. 

n+A- n 

Méthode explicite. Si f3k = C , ( 4, 1) est 3Xplicite cf. déjà ( 1, 2) n ° 

• Méthode implicite. Si f3k /. 0 (4, 1) est implicïte on obtient (éven-

tuellement) Y k par la résolution de : 
n+ 

(4,4) ak Y k - h f3k f( t k' y k) .= donné = e • n+ · n+ n-

h f3k ( ) ( ) Posons un instant y k = y • f t k' y = F Y .• 
n+ ak n+ 

Alors (4,4) s 1écrit 

(4,5) y= F(y) + d = G(y) , 

Utilisant le fait que f est L-lipschitzienne, on a 

d'où (cf. cours d'.Analyse) 

{ 

si f3k /. 0 , la formule ( 4, 1) définit y de 
n+k 

façon unique si 

Il faudra donc choisir h assez petit pour que cette condition ait liéu. 

Les problèmes sont maintenant les suivants : comment choisir "au mieux" 
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les coefficients a. , f3. dAnR (4,1) ? 
J J 

4.2) Définition de la convergence. 

Introdu;isons les polynômes 

et désignons par ( a, f3) le schéma ( 4, 1). 

k 
+ o:1"" + ••• + ak" .. 

k 
+ f31À. + ••• + f3kÀ. 

A toute fonction f(x,y) = f vérifiant (1,3) on associe 

a) le problème de Cauchy y' ( t) = f( t, y( t)), y( t ) :::: y • 
0 0 

b) le problème "approché" (4., 1) [avec (4,6) si f3k ·/, O] avec l.es données 

initiales. 

(4,8) 0 ~ j ~ k-1 

les îl· satisfaisant à la condition (minimum) 
J 

(4,9) ri . (h) - y lorsq_ue h - 0 , 
J 0 

0 ~ j ~ k-1 • 

N.B. On ne prend pas nécessairement y
0 

co~cidant avec la: donnée de Gauchy. 

Définition 4.1. Le s.chém.a (a,f3) est dit conve~gent si, sous la conditions 

précédentes (et pour toute f), on a : 

y - y( t ) ..,. 0 lorsq_ue h ..., 0 , t = a + nh fixé ❖ b • 
n n n 

2 N.13. La convergence, dans (4 1 10) n'est pas uniforme en f • 

Notre but est ma.in tenant de donner des candi tions nécessaires et suffi-

santes sur les J)01y:n8mes a,. f3 pour q_u1 il y ait convergence. 

On va col!lmender par L'étude (importante en elle-m~me) des éq_uations 

aux différences. 

4.3.) Eguations linéaires~ différences.~ stabilité. 

Sur l 1espace S des sui tes y = {y } , n ~ 0 , on considère 1 1 dpérateur 
n 
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linéaire A défini par 
0: 

(Ao: y )n = o:k Yn+k + o:k-1 y k + ••• + 0: yn ' ak # 0 n+ 0 

A 0: y = { (A y) } • · a n 

Définition 4~2. 1 1 opérateur A -et, par abus de langage, le polynôme 
a 

est dit stable, si toute suite {yrJ solution de : 

(4,11) 

Montrons là 

A y= 0 est bornée. 
a 

Proposition 4 .. 1 • La condition. nécessaire et suffisante de stabilité de l' opé-

rateur A est que les deux cond.itions suivantes aient lieu : 
a 

(i) les racines du polynôme a sont dans le disque IÀ.I < 

(ii) les racines éventuellement si tuées sur ce cercle I À j ::::: 1 sont 

simples. 

Démonstration. 

1/ Les solutions de (4, 11) forment un sous-espace de S de dimension k • 

.l\lors y solution quelconque de (4, 11) s I exprime par 

k;... 1 . . J 
Y= L y. E d'où le résultat. 

j:::::O J 

2/ Solutions particulières. 

La sui te {nr À. n} 1 r entier, À € te est solution de (4, 1.1) si et seule-

ment si À ~ racilile d'ordre r+1 de a (fajre le calcul de (A y ) ' a n 
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r n) y = n À. et alors sont solutions linéairement 
n 

indépendantes. 

Soient alors À.J les racines de (X(;\ ) = 0 , À. • 
J 

V 

0 " 
j i V , L m. = k • Les suites 

j=1 J 
1:· 

(4,13) {n J Â.~} ' O~r.~m. ' 1,~ j ~ V J . J 

étant d'ordre mj , 

sont linéairement indépendantes, en. nombre k, et donc forment une base de 

l'espace des solutions de (4; 11). 

3/ La condîtfon nécessaire et suffisante de stabilité est alors que 

toute suite (4,13) soit bornée, d'où la proposition. 

Remargu.e 4.3. Ecrivons e:x:plfoi tement 1§. solution de l'ég_uation non homogène :: 

ak y k + .... + a y = d k , n >,, -0 n+ o n n+ 

(4,15) 

L'rltrüduisons la solution élémentaire E = {E } , .n € 2 , avec 
n 

E = Ek-1 si n ~ O n n 

E = 0 n si n < 0 

k 
aA.lors I: a. E . = 0 si n:>,O 

j=o J n+J 

= ak si n = -î 

:;. 0 si n < -1 [n + j -' k]. 

Donc 
si . n /= -1 

n = -1 

Da finissons alors E •QQ· d pa.:r• 



CO 

(4,17) E d 
n-m-1 m+k 

sin > 0 • 

Alors, comme E 
1 

= 0 n-m-
n-k 

(E Q9 d)n = L 
m=o 

dès que n-111-1 < k-1 

E d si n 1-k 
n-m-1 m+k 

= 0 si n < k 

i.e. 

La solution de (4,14), (4,15) est alors fournie par 

k-1 
Y = L ri . Ej + .J.. E Q9 d • 

j:;:;:O J o:k 
(4, 18) 

m > n-k 

En effet (E Q9 d)n = 0 si O ~ n ~ ka-1 est la seule chose à vérifier est 

que pour h ~ 0 

k 
~n ""' ;L c: .. (E Q9 d) . 
"" J n+J j==o 

est égal à 

or 

et d'après (4r16) 

k 

E ). o:. . • j 
,J n+J•~m-= 1 

L a. E . 
1 

- 0 , 
j:::.:o J n+J-m-

pour tout n /. m et vaut si n = m 

ak d , n+K 

Proposition 4a2~ Si le polynôme a est stable, il existe illle constante 

telle que, yn étant la solution de (4,14), (4,15), on a 

k-1 n-k 
(4,19) jynl ~Ka(~ lnjl + L jdm+kl), (n); k) • 

,1=0 m=o 

Démonstration On peut en effet expliciter (4, 18) sous la forme 

Ek-1 d 
n-m-1 m+k 

d'où (4,19) grâce au fait que {Ej} , O ~ j ~ k-1 , est bornée. 

4.4) Conditions nécessaires de convergence. 

K 
a 

·t J , ( ' Proposi •ion 4.3. Pour que .e sohema ,:x9 ~) soit convergent, il faut que le 

'] " po.,__ynome a soit stab.le. 
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Damonstration. 

Si le polynôme a n'est pas stable il existe une suite Z { Z, } 
n n 

vérifiant 

* .A z == 0 
(1. 

* lim z ::; 00 . .,,., 
n-oo 

Considérons un point :x: et des valeurs de h telles que : 

Considérons la suite 
z 
n 

tend vers l'infini. 

lorsque h tend vers zéro 

La valeur de la "solution approchée" au point :x: ne tend donc 

pas vers zéro. 

Si on applique ceci au problème de :Jauchy 

on trouve une contradiction. La méthode n'étant pas convergente. 



Démonstration. (suite) 

t/ Considérons l'éq_uation particulière 

y'= 0, y(O) = 1 

de solution y(x) = 1 . Le 

k 
(4,22) L a. Yih+j 

j:::::o J 

avec n.(h)-+ 1 • 
J 

Prenons en particulier 

n . (h) = 1 , 
J 

sciJ.éma 

= 0 

(a, ~) se réduit à 

y; 
J 

= YJ • (h) 
J 

0 ~ 
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j ~ k-1 

La solution y n ne dé pend pas de h et la condition de convergence se tra-

il vient 

y ➔ 

n 
lorsq_ue n ....;, oo ; passant à la J..imi te en n dans (4,22), 

k 
L a. = a( 1) = 0 • 
j=o J 

2/ D'après la proposition 4~3-, le polynôme a doit être stable. 

Donc la .racine 1 est nécessairement simple (proposition 4.1.), donc : 

3/ Considérons mai:ntenan t 1 1 éq_uation particulière 

y(O) = 0 

de solution y(t) = t • Le schBma (a, ~) se réduit à : 

k 

~ 
J=O 

(4; 23) a. y . = h (~k + ~~ 
1 

+ ••• + ~) = h ~(1) . 
J n+J 4- o 

Choisissons 

(4,22) (loisible d I après 2/). 

Alors la solution de (4,23), (4,24) est : 
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et y(t) = n h 
n 

la convergence de y vers 
n 

proposition. 

y(t) 
n 

équivaut donc à 1 , d 1 où la 

On est maintenant en mesure de démontrer le premier résultat essentiel 

de la théorie des schémas (a, B). C'est l'objet du 4.5). 

4.5) Condition nécessaire tl suffisante de convereence. 

Théorème 4,.1. La condition nécessaire et suffisante pour que le schéma (ex, ~) 

soit convergent est que les deux conditions suivantes a.ient lieu : 

(i) le polynôme a est stable (cf. proposition 4.1.) 

(ii) cx(t) = o, a 1 (1) = p(1) (1 o). 

D3monstration. 

1/ La nécessité de (i) et (ii) résulte des propositions 4 .. 3. et 4.4. 

2/ Suffisance des conditions. 

Formons une inéquation aux différences satisfaites par e . = y - y( t ) 
n n n 

[ comparer à la démonstration de la proposi tien 2 .1. J. Posons 

+ ••• + a: y(t ) - h[pk f(t k' y(t k))] + 
o n n+ n+ 

•.• + p fL t , y( t ) ) = ç • o · n n n 

.Alors 

(4,25) 
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:Mais f . - f(t ., y(t .j)) = f(t ., y .) - f(t ., y(t )) 
n+J n+J n+ n+J n+J n+J n+j 

avec 

(4,26) 

Par ailleurs 

y(t .) =y(t + j h) =Y(t) + j hy 1 (tr 1) + o(j h) n+J · n n 

[o(h) ➔ 0 si h ➔ O J, 
h 

y'(t .)=y'(t +jh)=y'(t)+O(jh) 
· n+J n n 

d I où en tenant compte de (ii) 

On écrit alors (4,25) sous la forme 

(4,28) 

e. = n(h) - y(t.) , 
J J 

0~j~k-1. 

Comme ~.(h)-" y(t) lorsque h ➔ 0 on peut pôser 
J. 0 

Or 

d'où 

( 4, 2,9) le.l = 6(h), 
J 

6 (h) _.. 0 , si b ➔ 0 G 

Comme le polynôme a est stable, la prqposHfon 4.2. donne 

n-k 

1 enl ~ Ka (6(h) + ,L l dm+kl). 
m=o 

1 d. kl ~ c2 h L I e . 1 + ô(h) 
m+ / "/k m+J 

O~J~. 

[0(1)-" O si h - o]. Donc : 
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(4.,30) 

Choisissons 

le 1 ~ K (ô(h) + 0(1) + c
3 

h ~ le 1) • n a: L- P 
p=O 

h assez petit pour que 

1 - c
3 

h ~ ½ • Alors (4,30) donne 

n-1 
lenl ~. 2 Ko: (ô{h) + 0(1) + c

3 
h L lep!) 

p=O 

et finalement posant: 

(4,31) lel=e:. n n 

On a n~1 

{ 

e: ~ a(h) .+ b h L e: 
n p=O p 

a(h)-+ 0 si h ➔ 0 , b = constante. 

Mais on déduit par récurrence à partir de (4, 32) que : 

(4,33) e: i (a(h) + b h E ) ( 1 + b h)n- 1 • 
n o 

Mais (1 + b ht = exp(n log (1 + b h)) est borné (car n h fixé) d'où 

e: -+ 0, ce qui démontre le théorème. 
n 

Remarque 4,.4. Stabilité ~ schéma. 

L'inégalité (4,1.9) de la proposition 4.2. montre que si le polynôme a 

est stable, alors de petites variations des donnéf:ls initiales du. second mem-

bre entrainent de petites variations sur la .solution de (4, 14), (4, 15). 

Le schéma (a, ~) est .dit stable si de petites variations des données ini-

. tiales (4,8) entrainent de petites va.r.iè.tfons pour la solution du schéma 

(4, t) [avec (4,8)]. Plus précisément si 

lnj(h)j ~ M, j M
1 

t.q. jynj ~ M
1 

(h ➔ O , n h fixé 

]'1 constante). 
1 

Vérifions brièvement que la stabilité du schéma (a, ~) équivaut à la 
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stabilité du polynôme a. 

Ecrivons (4,1) de la façon suivante ; notons que [analogue au calcul fait à 

propos du théorème 4.1. en utilisant 

entraîne 

If .. , ~ L ,·y ., + C 
rr+J n+J 

de sorte que ( 4, t) donne 

k 

L 
j=O 

aj Yn+j 
k 

hL 
j=O 

gn+kl ~ c1 

0 au lieu de y(t ) ] 
n+j 

On déduit de là 1 comme au théorème 4, 1. et avec la proposition 4.2. 

1 1 assertion ci-dessus. 

Remargue 4.5. Consistance du schéma (a, ~) • 

Le schéma (4, 1) (où (a, ~) est dit consistant si lorsqu I on remplace 

dans (4, 1) yn par y( t ) 
n 

la différence des deux membres est O(h) ; plus 

précisément 

(4, 34) 
·- h[~k f(t k' y(t k))}+ ... + ~ f(t,, y(t )) = o(h). n+ _ n+ · o n n 

On vérifie sans peine (exercice) q_ue la consistance du schéma (a, ~) égui-

vaut à la. condition i_iil du théorème 4.1 •• 

Remarque 4.6. Autre énoncé (équivalent) du théorème 4.1 • . 

Avec la terminologie introduite dans les remarques 4.4. et 4.5. on :geut 

énoncer le théorème 4.1. souB la forme équivalente suivante: 



Théorème 4.1. bis. Le schéma (o:, ~) est convergent si et seulement si il 

est stable et consistant. 

Remarque 4. 7. Tout ce qui a été dit s'étend au cas des systèmes. Il suffit 

de remplacer les modules par des normes. Tout ceci vaut encore pour des équa-

tions différentielles dans des espaces de Banach. 

Remarque 4e8. Dans la définition 4.1. de la convergence, nous avons utilisé 

la convergence ponctuelle. Or (4, 33) entraîne l.ê:, convergence uniforme. 

Pour e: > 0 , on aura l Y - y( t ) 1 = e: , n n 
pour h assez petit et 

.~ n tel que a + n h ..[_ b • 

4.6) Exemples. 

Voyons quels sont les polynômes a et ~ dans les exemples introduits 

au n° 3. 

Méthode d 1Adams-Bashforth l 
Voici comment trouver aisément les polynômes a et ~ liés à (:;, 15) 

(et même chose pour (3,17) etc ..• ). Si à la suite {f} , on associe la 
n nEZ 

fonction f = L fn À.-n , 1 1 opérateur de translation {fn} --+ tfn+.
1

} se tra
nE? 

duit sur les fonctions corresponda.YJ.tes par la multiplication par À. • 

L'opérateur V correspond alors à la multiplication par ( 1 {), et 

1m 
(1 - -) • 

À. 

Dans (3, 15) nous posons (!Pour nous ramener aux notations du n° 4 4.1.) 

p+1 = n+k alors p-q = n d'où q = k~1 et l'on trouve 



1 m 
Y (1--)) 

m À. 

1 Méthode d I Ada1I1s-Moul ton [cf. (3,11), (3,18)]. 

l 
a (À.) = À. k _ À. k- 1 

(4,36) k 
f3 (À.) = À k ~ y: ( 1 - X t 

.---------"'--~ 
Méthode de Nystrom [cf. (3,19), (3,20)]. 

{ a(À) 
k k-2 = À. - À 

( ) 
k-1 k;- 1 •A,37 

~(À) =À L 
ffi=O 

1 m 
Xm ( 1 - -) 

À. 

·1 m 
( Î - -) 

;\ 
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Grâce au théorème 4.1. on vérifie sans peine la convergence de ces méthodes. 

Remarque 4.9. La méthode (a, f3) est explicite (resp. implicite) si d
0 f3 < d0

a 

( .,'do' do) re~p. f3 = a. 

Remar_g~e_ 4.10. La q_uestion est maintenant évidemment comment choisir entre 

ces diverses méthodes (a, f3) .? 

Des considérations "techniques" permettent de montrer que les méthodes 

d'Adams-Bashforth et Adams-Moulton ne sont pas optimales. Les méthodes de 

Nystrom et Milne-Simpson ne sont éventuellement optimales que si k = 2 

Alors a(À) = À2 - 1 et dans ce cas le polynôme f3 optimal est p(À.) 

Cette méthede, appelée méthode de Milne est convergente d'ordre 4. 
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