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J) 

Ces notes représentent la rédaction, faite par Philippe Satgé, 

de mon cours à Orsay au premier semestre 1977-78. Les sujets princi­

paux que j'ai traités étaient les suivants : 

A 

- Mesures p-adiques (sur ~) attachées aux valeurs des 

fonctions L de Dirichlet. 

- La théorie des fonctions L p-adiques à la Kubota­

Leopoldt. 

- Corps cyclotomiques, et en particulier Unités cycloto­

miques et groupes de classes. 

- Relations (conjecturelles ou connues) entre fonctions L 

p-adiques et modules d'Iwasawa. 

Pendant le cours, je consultais souvent mes notes d'un cours 

donné à Princeton par N. Katz [11] il y a deux ans (1976-77), ainsi 

que le manuscrit du nouveau livre de Lang sur les corps cyclotomiques 

[13]. On peut également signaler comme cours : 

- Le livre de K. Iwasawa sur les fonctions L p-adiques 

[8], et ses articles [9] et [10]. 

- L'article de Coates à Durham [4], et surtout le dernier 

article de Coates-Wiles [5]. 
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§ O. RAPPEL. 

Soit a un réel appartenant à JO, 1 J. 
00 

Pour tout complexe s de partie réelle plus grande que 1, la série D (n+a)-s 
n=0 

converge et définit une fonction holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 1 ; on note 

C (s, a) cette fonction et on l t appelle fonction zêta de Hurwitz associée à a. La fonc­

tion (:(s, a) admet un prolongement méromorphe à tout le plan complexe avec un seul 

pôle en s = 1 ; ce pôle est simple et son résidu est 1 . 

Soient X et Z deux indéterminées ; pour tout entier n 2: 0 on définit le poly­

nôme Bn(X) appelé ième polynôme de Bernoulli par l'identité suivante: 

zeXZ Zn 
z = D B (X)- 1 • · n n. 

e -1 n2:o 

Il est clair que les coefficients des Bn {X) sont rationnels ; on montre que pour tout 

entier k~ 1, ona t(1-k,a)~""-Jsk(a). 

Soit maintenant E: une application périodique de Z dans <t. Pour tout complexe 

s de partie réelle plus grande que 1 , la série 2J e(n)n-s converge ; nous notons 

L(s, E:) sa somme. Si f est un multiple de la période de €, on a 

L(s, E:) co:: Cs t E:(t) ((s, f) pour tout s de partie :réelle plus grande que 1 ; en consé­
t=1 

quence L(s, e;) se prolonge à <t tout entier en une fonction méromorphe avec au plus 

fk-1 f_ t 
un pôle en s=1 et, pou:r tout,entier k 2:: 1, on a L(1-k, €) = - "7c' D e:(t) Bk(.i). 

t:::o1 



I ') .,.. 

fk-1 f t 
Cette égalité montre que - 7 ~ t~l dt) B1/-P ne dépend pas du multiple f de la période 

de s que 1 'on a choisie. Cette indépendance E!St le point dont nous aurons besoin dans 

la suite. On peut vérifier cette indépendance à 11 aide d'identités simples sur les poly­

nômes de Bernoulli sans interpréter la quantité qui nous intéresse comme la valeur en 

1-k de L(s, sL Bien que plus rapide et suffisante pour la suile, cette dernière méthode 

ne serait pas dans 11 "esprit". 

Considérons maintenant une application périodique e de Z dans un espace vec­

toriel V sur <12 (nous serons essentiellement intéressés par le cas V =rop). Soit f 

un multiple de la période de e ; pour tout entier k z 1 et tout entier t les Bk({) 
k-1 f 

sont rationnels, donc -~ t~
1 

E(t) Bk(j) est un élément de V. En choisissant une 

base de V sur ÇO, en décomposant e dans cette base et en raisonnant séparément sur 
k-1 f 

chaque composante, on déduit de ce qui a été vu plus haut que - ¼-t~
1 

e(t) B1){) ne 

dépend pas du multiple f de la période de e choisie ; par analogie avec le cas V = q::, 
fk-1 f t 

nous poseI1ons L(1-k, e) == - 7c D e(t) Bk(f). 
t==1 
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§ 1. LES CONGRUENCES DE KUMMER-MAZUR 

Si e est une fonction périodique de Z dans (12P et si C est un entier 

rationnel, nous désignons par ec la fonction de Z dans (12P définie par 

ec(x) = e(Cx) ; il est clair que ec est périodique et que sa période divise celle 

de e" Pour tout entier strictement positif k 9 on pose 6C( 1-k, e) = L( 1-k, e}-CkL( 1-k, ec) 

k-1 f 
c'est-à-dire(voir§0) 6C(1-k,e)=-½z- ~~1 (e(t)-Cke(Ct))Bk(})] où f est un 

multiple de la période de e (donc aussi de celle de ec), Le but de ce paragraphe 

est la démonstration du théorème suivant : 

THEOREME 1 • 1 • ( congruences de Kummer-Mazur). Soient e
1 

, ••• , et des 

applications périodiques de Z dans (12P et k 1 , ••• , kt des entiers strictement 
t k•-1 

positifs" On suppose que, pour tout entier naturel x, la somme 2J ei (x)x 1 est 
1 

dans Z p. Alors 2 pour tout entier strictement positif C premier à p et aux pério­
t 

des des e., la somme D t:,C(1-·k., e.) est dans ZP. 
l . 

1 
l l 

l= 

Avant de démontrer ce théorème, nous allons en donner deux corollaires : 

t 
COROLLAIRE 1.2. Avec les notations du théorème, si lJ 

i=1 
t n 

dans pnZP pour un n >0, alors B 6c(1-•k. 9 e.) est dans p Z • 
- - l l p 1 

k.-1 
c.(x)x 1 

1 

e. 

est 

Démonstration. On applique le théorème en remplaçant les ei par 1 et on conclut 
pn 
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COROL! ,:\IJ~F 1.3. Soit V un espa~ vectoriel de dimension finie sur 

(t'ip et_ L, un sous-Z,P-module libre de V tel C,l!~ (12P, L=V. Soient e
1
,? "09 st 

sles appUcations pérjodiques de z.: ~ians V et k 1, " "., l<t des entiers strictement 
t k-1 

positifs. On suppose que, pour tout entier naturel Xs la somme I) c.(x)x 1 est 
. 1 1 l= 

9ans pnl.., pour un n?: O. Alors, pour tout entier C premier à p et aux périodes 

t 11 
des e., Ja sommE~ D /Je· ( 1-k., s.) est dans p Lo 
- l . 

1 
.1. 1 

J= 

Démonstr 1ation" On décompose les ei suivant une Zp -base de L qui est aussi une 

(12p-base de V et on applique le corollaire précédent. 

Ce coroJlaü~e 1 o 3 est la forme générale du théorème 1J • Nous l'appliquerons 

essentiellement dans le cas où V est une extension finie de <Op et où L est 11 an­

neau des entiers de V. 

Venons en à la démonstration du théorème ; deux lemmes seront nécessaires : 

LEMME 1 , 4. Le théorème 1 • 1 est vrai dans le cas t= 1 et k== 1 , 

Démonstration. Dans ce cas on a une application e1 périodique de Z dans ZP ; 

soit f sa période, il faut montrer que, pour tout entier C ?: 1 tel que (C,fp) ,= 1, 

la quantité .6.C ( O, e 
1
) est dans Z: p O Pour tout: E~nti.er a tel que 1 ~; a $ f, notons 

X f l I application de Z dans Z définie par X /x) :::: 0 si x fa a mod f et 
a, p f a, f 

x' f(x)= 1 six ""amodL Ona i::1 ==Z) E::(a)x. f et 6c(o,e 1)"'" D e(a)6c(o,x. f) 
'"a, 1 a, ✓ 1 a, a= a= 

pour démontrer notre lemme y il suffit donc de montrer que tic ( O, ><a_, f) est dans Z P 

pour tout entier a tel que 1 ::::: a ,:::: f et tout entier C ?: 1 tel que ( C ~ fp) = 1. 

Pour un te1 a et un tel C, notons d 11 entier' compris entre 1 et f tel que 

Cd::" a mod f. Le polynôme B/X) étant X-~j, on a tic(o,xa,f) = --(1-d)+C(~-~) 

·t A (C) ) dC - a 1-C M . dC-a t d = d 'f· ·t· d d s01 L.I C , , X a, f O f + 2 . ais -f- es : ans u.u par e 1m 10n e 

1-C et 2 est dans z.P, puisque, par hypothèse, C est impair si p:-..:: 2 ; en consâ-

quence t:,C(o~ xa,f) est dans ZP d'oi1 le lemme. 

Pour le second lemme on fixe un entier k 2 1 E!L un entier N ?: 0. On dési­

iine par 6 w1ci f,>nction pérü:,diquEi de Z dans 'Z. p dont la période est une puissance 



dP p cl qui n>rilîe pour tout x de Z la congruence ô(x) 
k-1 N 

x mod p Z (on p 

[)(:'Ut pm' exPmple prendr'e ô(x) 
.k-1 , 
l ûll est l 1 entier congru à x modulo pN 

. ' 1 1 N) 0 1 et compris emre e: p . . na a .ors : 

L,EMI\IE 1. 5. Soit E: une fonction périodique de 2 dans Z et C un 
- -- p- -

entier positif premier à p et à la période de s. La fonction ô étant celle défi-

nie ci-dessus 2 on a la congruence 

ôC(O, (::ô) == "'c(1-•k, E:) modulo pNZP, 

Démonstration, Notons f( s) la période de e " Soit n un entier tel que n > N; que 

n Bk(X) N ~ l n n 
p -k- f p ZP LX et que p soit multiple de la période de ô ; on pose f =f( s)p • 

f 
On a ,;; 0 s(a)x

3 
f où les Xa~f sont définies dans la démonstration du lemme pré-

a= 1 9 f f 

cédent,, On a donc 6c(o, s ô) = zJ da) tic(0 9 Xa fô) et 6c(1-k, E:) = I:; e(a)6c(1-k9 Xa f) ; 
a=1 ' a=1 9 

en conséquence H suffit de démontrer notre lemme pour e == Xa,t ce que nous allons 

faire en trois étapes o 

1) Soit d 11 entier compris entre 1 et f tel que Cd ~ a mod f ( d existe 

puisque 9 par hypothèse~ C est premier à f( E:) et à p donc à f) ; montrons la 

( ) k-1 (Cd- a C-1) N 
congruence i"e, O, Xa,fô ::= a f - 2 mod p Zp" On a 

6C(o,"3,fô)= 0 -ô(a)( 1-d)+C ô(Cd)(~-d) = ô(a)(C~a_C;
1
)puisque Cd==amodf 

implique ô(Cd) = ô(a)., On a remarqué dans la démonstration du lemme précédent que 

Cd-a C-1 ( ,.., ) -r- et -
2
- sont dans Zp meme pour p c:c 2 ; comme 

k-1 N 
ô(a) a mod p Z:p, 

. ) __ k-1(Cd-a C-1) N 
on a bien fl'C(Oy xa,,f" ô = a -f- - - 2- mod p Zp" 

) ( ) k-1 (Cd-a C-1) N , 
2 Montrons 6c 1-k, "a,f = a -f - - 2 modulo p ZP ou d est tou-

jours l I entier compris entre 1 et f tel que Cd = a mod f, On vérifie sur la défi-

k k k-1 k-Z Cl.. . 
nit ion de Bk (X) que Bk (X) "·" X - 2 X , . t: j xJ avec o.. et /3. dans Z , 

. J~O J J J 
fk- 1 a fk- 1 [ak kak-17 f ~- 2 

o:j j k-2-jl · 
On a donc - -- B (-),~- -- (-) --(-) - - I .~ 7:r a f - : mais on a k k f k _ f · 2 f k . . µ , -· · 

o:. J'~o J 

choisi f de sorte que ~ if. E pNZP pour tout j. donc on a 

k-1 k-1 J 
- _f - B (~) '= - f __ r(9)k - ~ (~)k- l l mod pNZ • On a la même congruenc 0 en 

k -kf k If 2 f _j p "-
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rûmpla~:anr a par d, D<.: ces deux congruences l"'ésulk~nt la congruence 

A . ••• fk- l r a k k a k-17 . ,k fk- l Gd k k d k-17 N, 
'(,(1-k,)( f) "--k-i(rl-2-(f} -rC -k-· h;) -2:-(-f.) ,modp z soit a,. -- . . p 

k-1 kdk-1 _k kdk N 
i\.(1••k; xa,f):::, (½--C -2-) - (:k -C fk) mod p' zp" 

D'autre part on a Cd = a mod f donc (Cd)k- 1 ak- 1 mod f ; comme, par hypothèse, 
k-1 k-1 

N-11 ct· . f d'd ·t a ,kd k-1(1-C) N f' l'h h' p 1v1se 1 on.en e u1 - 2 --c :2 a - 2- mod p Z "Enrn ypot ese 
B ~) p 

pn kk E pNZP [X l implique ~ E pNZP puisque le coefficient de Xk dans Bk(X) 

(Cd)k k k k-1 2 
est 1. Posons Cd==a+r ; l'entier r est dans fZ et l'on a fk -a afk r + fk z 

f N . r 2 N (Cd)k-ak ak-1r N 
pour un z dans Z. De kEp ZP on tire fkE p ZP et donc - fk · =--:r-modp ZP 

. (Cd)k-ak k-1 Cd-a N · 
s01t fk = a -f-- mod p Zp. En regroupant ces congruences 9 on obtient 

( ) k-1(Cd-a C-1) N 
6c 1-k, Xa

9
f = a ·-r - 2 mod p ZP qui est ce qu'on cherchaiL 

3) En juxtaposant les congruences obtenues en 1) et 2) on obtient 

t,c(1-k9 Xa~r) = Ac(0 9 xa,f ô) mod pN zP 

ce qui achève la démonstration de notre lemme o 

Revenons maintenant à la démonstration du théorème 1 o 1 • On reprend les 

notations de ce théorème. Les ei . étant périodiques, U existe un entier K ~ 0 

tel quey pour tout x de Z et tout i=1,, •• ,t, on ait pKe/x) E Zp" Pour chaque i, 
k.-1 

notons ôi 11 application de Z dans ZP définie pour tout x de Z par ô/x) =y 1 

où y est 11 entier congru à x modulo pK et compris entre 1 et pK ; les ô. sont 
1 

d ' . di d ' . d K t ' ir t ô ( ') - kc 1 
d Kz one peno ques e per10 es p e ver ien i x = x r.10 p . P Q 

Soit C un entier positif premier aux périodes des E;. et à Po Le lemme 1.5 
l 

montre que 6c(O,pK e.ô.) = 6C(1-k. ,PK e.) mod pKZ donc que 
11 l l t p 

ôc(O, E'-ô.) =" 6C( 1-·k., e.) mod Z • Posons E: = I) f. ô. ; il est clair que e est une 
1 1 , l l p i"" 1 l 1 

application périodique de Z dans <D et que C est premier à la période de e • 
t p t 

On a 6c(o, P) = L\c(o, e.ô.) donc tc(o, ~.) ?J ôc(1-k., e.) mod z "Enfin l'hypo-
1 . l 1 J:-::: 1 .1 1 p 

t k.-1 
thèse i,"'

1 
E'i(x) x 1 EZP montre que les valeurs de E' sont dans ZP donc le lemme 
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1 "4 montre que L\. (0, ~~.J est dans ZP, On en déduit que ôc. ( 1-k., s.) est dans 
'-- Î= 1 .. J. l 

Zp ce qui est l; assertion du théorème., 

Montrons comment ce théorème 1 ,. 1 permet de retrouver deux résultats clas­

siques de KummeL On note ( la fonction zêta de Riemann 7 c'est-à-dire avec le 

vocabulaire du § 0, la fonction zêta de Hurwitz associée à 1 ; on a : 

PROPOSITION 1.6,, 1) Si p-1 ne divise pas k 2:1t alors ((1-k) est p-entier. 

2) Si p-1 ne divise pas k > 1, si k' > 1 et si k k 1 mod (p-1), alors 

Démonstration., 1) On prend t=1, e
1
=1 et k

1
=k dans le thé01,ème 1" 1 ; pour tout 

entier C positif et premier à p, on a Ac( 1-•k, s
1
) = ( 1-Ck) (( 1-kL Comme pour tout 

( ) k-1 k-1 / , ( k) ( ) x de Z on a s1 x x = x EZP , le theoreme permet d'affirmer que 1-C {'. 1-k 

est p-entier" Choisissons pour C un entier dont la classe modulo p engendre le 

groupe multiplicatif du corps à p éléments ; pour ce C la quantité 1-Ck est une 

p-unité donc {'. ( 1-k) est p entier" 

2) On prend t=2, €
1
=1, f'

2 
= -1, k

1 
= k et k

2 
= k' dans le théorème 1. 1 

de plus on suppose k :::; k' o Pour tout entier C positif et premier à p on a 

k k' 
6C(1-k 9 e1) + Dc(1-k', 82) = (1-C ) {'.(1-k)-(1-C ) {'.(1-k'). 

, _1 ( ) ( ) k-1 ( ) k' -1 k-1 Les hypotheses k r' 1 et k k' mod p-1 impliquent que e1 x x + E'2 x x = x 

(1-xk'-k) est dans pZP pour tout x de Z" Le théorème permet donc d'affirmer 

que (1-Ck) ((1-k)-(1-ck') {(1-k') est dans pZP; comme p-1 divise k-k' ona 

k' k k r )] 1-·C ~ 1-C mod p, donc (1-C hC(1-k)-C(1-k 1 est dans pZp" 

On achève la démonstration comme au point 1) , 

REMARQUE 1 • 7" On connaît en fait des résultats plus précis que ceux de 

la proposition 1 ,,6 ; par exemple on sait que C( 1-k) est p entier si et seulement si 

p-1 ne divise pas k 2: 1 ; on sait aussi que si p-1 ne divise pas k > 1, si k 1 > 1 

et si k k' mod(p-1 )pN, alors ( 1-pk- 1)(( 1-k) =::: ( 1-pk'- 1) {:( 1-k 1 ) mod pN+ 1zp ~ 

Nous reviendrons sur ce type de résultat à la fin du § 7 (remarque 7, 16)" 
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§ 2. GENERALITES SUR LES MESURES p-ADIQUES. 

Soit X un espace topologique compact et totalement discontinu et soit R 

11 anneau des entiers d I une extension finie de Ç})p • On note respectivement 

loc(X ~R) et Cont(X 9 R) P espace des applications localement constantes et 11 espace 

des applications continues de X dans R. Dans les paragraphes suivants X sera 

DEFINITION 2. 1" On appelle mesure sur X à valeur dans R toute appli­

cation R- linéaire de Cont(X, R) dans R o 

REMARQUE 2 o2. Si 11 on munit Cont(X, R) de la topologie de la conver-

gence uniforme (Le. pour un f ECont(X,R), les V (f)= {g ECont(X,R), sup \f(x)-g(x)\ <€} 
8 xEX 

où 1 \ est la valeur absolue dans R décrivent un système fondamental de voisina-

ges de f lorsque E: décrit les réels positifs), alors toute mesure au sens précédent 

est une application continue de Cont(X j R) dans R : en effet li il suffit clairement de 

montrer la continuité en O ; soit pnR un voisinage de O dans R~ il existe un 

s >O tel que fEV
8

(0) implique f(x)fpnR pour tout x de R; pour un tel f on a 

f = png avec g ~ Cont(X, R) ; par linéarité" 11 image de f par une mesure est donc 

le produit de pn par 11 image de g donc est dans pnR ce qui montre la continuité 

de la mesure. 

Si µ est une mesure sur X à valeurs dans R et si f est dans Cont(X, R) 

on notera souvent ~ f(x) dµ(x) 11 image ,u (f) de f par µ. Nous aurons besoin de 
X 



la pr·oposition suiu.llli<-' : 

PROPOSITlON2.J. Siµ, estuneappHcation R-linéairedc loc(X,1-è) 

dans R, il existe une mesure sur X à vaJeurs dans R et une seule qui prolonge 

µ. ; nous la not<::'rons encore µ • 

Démonstration. Nous aurons besoin du .lemme suivant : 

1.9 

LEMME 2 • 4 o On suppose toujours que Cont (X, R) est: muni de la topologie 

de la convergence uniforme définie dans la remarque 2. 2. Tout f de Cont(X 9 R) 

est limite d I une suite d I éléments de loc(X ~ R). 

Démonstration. Soit f ECont(X,R) pour tout n > O, on choisit un système 

r(1;n) 1 ••• , r(tn;n) d 1 éléments de R représentant les classes de R/pnR. Pour cha­

que n on définit f en posant, pour tout x de X, f (x) :::, r(i; n) si 
n n 

f (x) di; n) mod pnR. Il est clair que les f appartiennent à loc(X ~ R) et convergent n 

vers f lorsque n tend vers 11 infini. 

Revenons à notre démonstrati.ono Soit f un élément de Cont(X 9 R) et 

(fn) nEil\î une suite d'éléments de loc (X, R) qui converge vers L Un raisonnement 

analogue à celui fait dans la remarque 2 .2 montre que Ja suite des µ,(fn) est une 

suite de Cauchy dans R. On vérifie que sa Jimite ne dépend que de f et pas du choix 

des fn et on note µ (f) cette limite. Il est clair que P application f donne µ (f) 

est une application R-Jinéaire de Cont(X,R) dans R, Le. que µ est une mesure 

de X dans R. Il est clair que la restriction de cette mesure à loc(X,.R) est µ. 

Enfin 11 unicité de notre prolongement résulte de la remarque 2 .2. 

Soit a un élément de Cont(X,R) ; Ja multiplication par a est une applica­

tion R- linéaire ma de Cont(X,R) dans lui-même. En conséquence, si µ est une 

mesure sur X à valeun dans R, la composée µ cm a est aussi. une mesure sur X 

à valeun dans R ; on la note aµ et on dit que c I est la mesure de densité Ol par 

rapport à µ" Autrement di.ty on pose la définition suivante: 
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DEFINITION 2 • 5 • Soit µ une mesure sur X à valeurs dms R et a un 

élément de Cont(X ~ R). La mesure aµ de densité a par rapport à µ est définie 

par ~ f(x) d( aµ) (x) == S f(x) a(x) dµ (x) pour tout f de Cont(X, R) o 

X X 
REMARQUE 2 .6. Soit µ une mesure sur X à valeurs dms R et soit S 

l' anneau des entiers d I une extension finie du corps des fractions de R. La mesure 

µ. se prolonge uniquement en une mesure µS à valeurs da1s S de la manière sui­

vante : on choisit une base s 
1
, ••• , sn de S sur R, on décompose tout 

n s n 
€ECont(X;S) en €= I) e.s. avec e. ECont(X,R) et on pose µ (d= L) µ(e.)s. 

i= 1 l 1 1 i== 1 1 1 

il est clair que µ S est une mesure à valeurs dms S indépendante du choix des 

, ' s Dans la suite nous ecrirons par abus µ a la place de µ • 
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A* Pour chaque C de 'Z , nous allons définir une mesure µ C sur 'Z 

et une mesure v C sur Z P à valeurs dans l'anneau R des entiers d ~ une exten­

sion finie de (Op. Nous construirons dt abord µ. C ◊ 

" On sait que 'Z s'identifie canoniquement au produit II 'Z J, où P dési-
,. tEP 

gne l v ensemble des nombres premiers ; pour tout z de 'Z et tout J, de P on 

notera z t l I élément de 'Z 1, tel que z s I identifie à (z J,) tEP ; on dira que z;, 

est la t-composante de Zo Rappelons le point suivant : 

" 
LEMME 3. 1 • Soit e une application localement constante de 'Z dans un 

ensemble V, Il existe un entier naturel f tel gue i;; soit constante sur les classes 
A 

modulo f'Z et la restriction e \ 'Z de e ~ 'Z est une application périodique dont 

la période divise L 

A 

Démonstration • Pour chaque x de 'Z , il existe un entier f tel que la restriction 
X 

de e à x + f Z est constante. On a Z = U (x + f Z) ; puisque i est compact, 
X r" X x1::'Z n 

il existe x1,," .,x dans Z tels que Z = 0 (x.+f Z). Soit f un multiple 
n 1 l \ " 

commun des fx. , l' application e est constante sur chaque classe modulo f 'Z donc 
l 

E: lz est périodique et sa période divise f. 

Ce lemme permet de poser la définition suivante : 

DEFINITION 3 .2. Soit V un espace vectoriel sur (Q et E: une application 
A 

localement constante de 'Z dans V. Pour tout entier k ~ 1 on définit L(1-•k, e) 



comme l'élément de V égal à L( 1-k,, s \nJy) ( ce dernier élérœnt ayant été défini à 
1.!6, 

la fin du § 0) • 

Nous serons intéressés par k~ cas où V est une extension finie de (Dp' 

c I est-à-dire que V seria un ÇQ - espace vectoPiel ; nous poserions alors : p 

DEFINITION 3. 3. Soit V un espace vectoriel sur (J2 et C un élément 
- p-

A 

de Z • Pour toute application localement constante e de Z dans V et tout entier 

k 
k2::1, on pose b.c(1-•k 1 s)=L(1-·k,ec)-CPL(1-•k 9 ec) où ec est l'application 

A A 

(localement constante) de Z dans V définie par ec(x) '"" e(Cx) pour tout x de Z. 

Du théorème 1 • 1 on déduit le théorème suivant : 

THEOREME 3. 4 ô Soient e1 , o • o , et des applications localement constantes 
A 

de Z dans (Dp et k 
1

, ••. , kt des entiers strictement positifs o On suppose que, 
A .t k.-1 

pour tout x de Z, la somme D s. (x) x 1 est dans Zp. Alors, pour tout C de 
- ic:::1 1 p 

A -'(. t 
Z", la somme B Ile( 1-·k. v e .) est dans Z • 

i=1 1 1 p 
;,.. ~(.. 

Démonstration. Fixons un C E Z" . Les L( 1-k 9 e. C) étant, pour i = 1, ••. , t, dans 
1 1, 

(J2 il existe un entier N > O tel que L( 1-k., e. C) E p-Nz pour tout i. Notons f p 1 1, p 

un entier naturel tel que les e:. sont constants sur les classes modulo f i (1' exis-
1 

tence de f est assurée par le lemme 3 . 1)" Désignons enfin par D un entier naturel 

congru à C modulo f pN Z . On a e . C e. D , puisque C == D mod f i, donc 
l 9 1, 

L( 1-k., e. C) = L( 1-k, e. D) ; de plus on a Ck L(i-k., e. C) =Dk L( 1-·k., e. C)mod Zp 
l 1, l 1 1 p 1 1, l 1 1 ~ 

puisque C =D modpNz;, donc on a flc(1-k, e. C) ==tD(1--k.,s. D)modZP.Mais p p 1 19 1 1, 

C étant dans Z:1\ la congruence C D mod f pN implique que (D,fp) = 1, donc D 

est premier aux périodes des E:• l et à Po Par définition 
l 'Z', t 

6D(1--k.,e. D) 6D(1-k>' e.
1 

D) donc le théorème 1"1 montre que .D IL(1--k.,~. D)EZ: 
l 1 1 l 1 Z, , l= 1 -o 1 1 1 JY 

t 
en conséquence B t:.C(1-k.,s. C)EZ " C.Q.F.D. 

i= 1 1 1, p 

De la même manière que 1' on a démontré les corollaires 1 • 2 et 1 • 3 du 

théorème 1. 1, on démontre le corollaire suivant de notre théorème : 
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COROLLAIRE 3. 5" Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur <np 

et L un sous -ZP - module libre de V tel que <nPL = V. Soient € 1 ~ •.. ,. €t des 
A 

applications localement constantes de Z dans V et k 1 , 0 • ô , kt des entiers strie-
,. t k.- 1 

tement positifs 0 On suppose que 2 pour tout x de Z 9 la somme ~ s. (x)x 1 est 
i=1 l p 

A~~ t 
dans pnL pour un n è? 0, Alors, pour tout C de Z", la somme !) bi.c(1-kp €·) 

- ~1 1 
n est dans p L. 

Appliquons ce coroHaire 3, 5 au cas où V est une extension finie de <Op , 

où L est 11 anneau des entiers R de V 9 où t:==1 et où e est à valeur dans R ; 

pour n' importe quel k ~ 1, on a bien dx) x~ - l E R donc Â C ( 1-•k, E-J est dans R 

pour tout C de Z: ➔;- • Pour C fixé dans z ➔(- et k ~ 1 fixé, 1' application qui à e 

associe êi C ( 1-·k, e) est donc une application R linéaire de loc(Z, R) dans R. 

La proposition 2 • 3 permet alors d' affirmer qu'il existe une mesure et une seule 

sur Z à valeur dans R dont la restriction à loc(Z ~ R) est 11 application qui à 

€ associe t,.C(1--k, d ; nous notons µC,k cette mesure. Comme nous serons par­

ticulièrement intéressés par le cas k = 1 ~ nous posons la définition suivante : 

DEFINITION 3 a 6 a Pour tout C E Z *, nous notons µC la mesure sur Z: 

à valeurs dan~ R dont la valeur ~" e: dµC en un e de loc(Z, R) est êi C (0, e). 
z 

REMARQUE 3 . 7 • Dans la notation µ C l I anneau R n' apparait pas a Cela 

est justifié par le fait suivant : si S est 11 anneau des entiers d'une extension finie 

du corps des fractions de R et si µ C est la mesure définie comme µC en rempla-
S 

çant R par S , alors avec les notations de la remarque 2 • 6 on a µC = µC ; comme 

on a convenu dans cette remarque 2 • 5 de faire, pour toute mesure µ à valeur dans 

R et tout S contenant R, l'abus de notation µ= µ, S, il est normal de ne pas faire 

intervenir R dans la notation µ C., 
A 

Le procédé suivant permet de construire à partir d'une mesure sur Z 

A 

une mesure sur ZP. Soit cpp la projection canonique de Z sur zp ; la compo-

sition avec <,OP est une application R linéaire <PP de Cont(?KP9 R) dans 
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eont{Z: ,R). En conséquence~ si µ est une mesure sur Z à valeurs dans R, 

la composée µo~P est une mesure sur Zp à valeurs dans R que nous appelons 

la mesure image de µ, par cp " Autrement dit, on pose la définition suivante : p 

DEFINITION 3 . 8, Soit µ une mesure sur Z: à valeurs drus R o La mesure 

v image de µ par la projection de i .ê.!:!I'. Z:p est la mesure sur Z:p à valeur~ 

dans R définie par \ f(x)dv(x) = \A f(y ) dµ(y) pour tout f de eont(zp,R). 
vz Ji: p 

p 
Dans la suite nous adopterons les notations suivantes : 

NOT A TI ONS 3. 9. Si e E Z: ➔~ et aE eont(z, R) nous notons µ, C, ex la me­

sure sur z à valeurs daœ R de densité a par rapport à #.te et ve 
9 
a la mesure 

A 

sur Zp à valems dms R image de µC~ a par la projection de Z sur ZP. On a 

donc µ e = µ C, 1 ; de même nous noterons souvent v C à la place de v C ~ 1 • 

Terminons ce paragraphe par un calcul qui nous sera utile plus loin. On a: 

PROPOSITION 3. 10. Soit €Eloc(Z,R) et k ~ 1 un entier. On définit 

A ) k-1 ) A ,. ➔~ 
f E eont(Z $ R) par f(x = xp 8 (x P2Ur tout x de Z • Alors, si C E Z , 2L!J!_: 

~z f(x) dµC(x) = 6C( 1-·k, E:). 

Démonstration. Pour chaque entier N ët O, notons ô N la fonction de Z dans Z 

A ~1 N 
dont la valeur en un x de Z est i où i est 11 entier compris entre 1 lê:t p 

qui est congru à xp modulo pNZP. Les e ô N sont localement constantes et tendent 

vers f lorsque N tend vers l'infini, donc S" f(x) dµ,C(x) est la limite quand N 
\ z A 

tend vers l'infini des .)~ dx)ôN(x) dµc(x) = AçP, eôN). Mais, pour tout xEZ, 

la différence ( € ô N)(x) - dx) x~-l est dans pNR, donc le corollaire 3 .5 (appliqué 

avec n == N, L = R et V= corps des fractions de R) montre que Ac(0y eiJ)-êic(1-•k~ E:) 

est dans pNR, On en déduit que les Ac(0v ~6N) convergent vers t:,c(1--k, d lors-

que N tend vers 11 infini ce qui. achève la démonstration Q 
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§ 4. MESURES SUR Z:p. 

R est toujours l I anneau des entiers d I une extension finie de ro p. Le but 

de ce paragraphe est d' associer à chaque mesure sur Z p à valeurs dans R une 

série formelle à coefficients dans R • 

Rappelons que l'application qui à x de z;p associe (x) = x{x- 1). • .(x-n+ 1) 
n n! 

est une application continue de Zp dans lui-même (c 1est clairement une application 

continue de Z p dans (Op et elle prend des valeurs entièf'es pour tout x E lN). On a : 

THEOREME 4. 1 (Mahler). Soit f une fonction continue de ZP dans R ; 

il existe une suite (an) >o d~éléments de R gui tend vers O quand n tend vers 
n-

p infini telle que f(x) = D an(~) pour tout x de Zp. Lu application gui à f associe 
n~o 

la suite (an)n;:?:Q est une bijection de Cont(Zp,R) sur l'ensemble des suites de R 

gui tendent vers 0 quand n tend vers 11 infini. 

Démonstration (Katz). R étant un Zp-module libre de dimension finie, il suffit de démon~ 

trer le théorème pour R ,-:: Z P (si r 19 ••• , r n est une base de R sur Z P, on pose 
n 

f = &) f.r. avec f. ECont(z; 9 Zp) et le théorème pour les fi implique le théorème 
i:::::1 1 1 l p 

pour f), Nous aurons besoin du lemme suivant : 

LEMME 4. 2. Soit ]PP le corps à p éléments muni de la topologie discrète 

et g une application continue de ZP dans FP. Il existe une suite (an)n~O d'éléments 

de z; presque tous nuls teUe que g(x) est le résidu modulo p Zp de I) an(x). 
- P - n;:?:o n 
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Démonstration, La fonction g est localement constante, donc il existe un N > 0 

tel que g soit constante sur les classes modulo pNZP. Notons 3<N li ensemble des 

applications de Zp dans JF p qui sont constantes sur les classes modulo pN Zp ; 

JN est un espace vectoriel sur JF p de dimension pN. Désignons par T une indé­

terminée ; pour tout entier naturel X on a, dans l I anneau de polynôme Z [ T ], l » éga­

lité (1+T)X+pN = (1+T)X(1+T)PN. En développant cette égalité et en tenant compte de 

N N XJ.. N X 
la congruence (1+T)P == 1+TP mod pZ(T] on voit que ( ,p ) == (.) mod pz; pour 

l l 

i = O, ••• 9 pN -1 • Ces dernières congruences étant valables pour tout entier naturel X 9 

N 
elles impliquent les congruences (x!p ) = (~) mod pZP pour tout x de Zp et tout 

i = 0, ••. , pN -1 • En conséquence, si l ~ on note <Pi 11 application de Z p dans JF p qui 

à x de ZP associe la classe de (~) modulo pZP, les applications <P
0

, • .,,, <PPN_
1 

sont 

des éléments de J • Ces applications sont linéairement indépendantes sur F : 
n ~ P 

en effet 9 supposons qu 1 il existe œ 
O

P ••• , œ N dans F p tel que . !) ~ <Pi (x) = 0 
p -1 l=O 

pour tout x de Zp ; en faisant x = o, on voit que œ
0 

= 0 {puisque <q(O) = 0 si 

N 
i > O et <tl,_o)"" 1) ; de même en faisant x= 1?2~ ••• ,p -1 on voit successivement que 

œ 1 9 œ2
, •.• i œ N sont nuls. Le système (,0 

0
, ••• î <p N est donc une base de JN 

P -1 P -1 pN-1 
sur 1F et donc il existe œ

0
, ••• ~ œ N dans Fp tel que g = .E œi <Pi. Pour 

p p -1 1=0 

n"" 0~ o •• , pN-1 choisissons un an dans ZP dont la classe modulo PZp est œ
0 

et pour n;;::: pN posons an= 0 ; il est clair que la suite (an)nEN répond à notre 

question. 

Revenons à la démonstration du théorème. RappeJons que nous nous sommes 

ramenés au cas R:::: ZP. Posons f = f
0 

et notons g
0 

le résidu de f
0 

modulo pZP. 

Le lemme 4.2 affirme Pexistence di une suite (an(O))nEN d'éléments de ZP presque 

tous nuls tels que g (x) soit le résidu modulo p Zp de la somme 2) a (0 )(nx) que nous 
O >on n_ 

notons S 
O 

(x). La différence f
0 

(x) - S 
O 

(x) est dans p :.EP ; nous posons 
f0 (x)-S 0 (x) 

f/x) = P • En partant de f 1 à la place de f
0

, on construit les (a0 (1))nEN , 

s
1 

et t
2 

comme on a construit les (an(O))nEN' S
0 

et t 1 ; en itérant le procédé 

on construit pour tout iEN une suite (a
0

(i))nEN d'éléments de Zp pr'esque tous 
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00 

nuls. Enfin 1 pour tout n ENl on pose a == D a (i)pi o Soit A
0 

> 0 fixé ; les an(i) n . n 
1::::0 

étant presque tous nuls pour i fixé~ il existe un N
0 

tel que n ~ N
0 

implique 

an (i) = O pour tout i :::=; A
0 

; en conséquence pour n 2:: N
O 

l'élément an de Z P est 

dans pAozp ; cela signifie que la suite (an)nEN tend vers O quand N tend vers 

P infini. On vérifie alors facilement que f(x) = D a (x) ce qui achève la première 
n2:'.0 n n 

partie de la démonstration. Montrons l'unicité de la suite (an)nEN attachée à f ; 

il suffit clairement pour cela de voir que ln égalité O = a (x) pour tout x de Zp 
>o n n n-

implique an =0 pour tout n ; supposons le contraire et désignons par n
0 

le plus 
n no 

petit entier tel que a f: 0 ; pour tout n > n on a ( 0 ) = 0, donc on a O :-:.:; an Ç ) = a n0 o n O o n
0 

d v où une contradiction qui prouve notre assertion et montre que l 1 application qui à f 

associe (an)nEN est injectiveo Enfin la surjectivité est évidente car, la suite 

(an)nEN tendant vers O quand n tend vers P infini,, la somme • a0 (x} converge 
n ;?:Q n 

pour tout x de Z p et définit une fonction continue de x. Notre démonstration est 

donc achevée. 

Revenons aux mesures sur ZP à valeurs dans R. Nous posons la définition 

suivante : 

DEFIMTION 4 .3. Soit v une mesure sur Z à valeurs dans R. La série p 

formelle F (T) = D b Tn où b = S (x) dv(x) gui est à coefficients dans R 
v nio n - n Z n 

p 
est appelée "série formelle associée à v 11 

• 

On a: 

PROPOSITION 4A. Lu application qui à une mesure v .ê.!:!!: ZP à coeffi­

cients dans R, associe la série formelle F )T) associée à v est une bijection de 

l I ensemble des mesures sur Z p à valeurs dans R sur l'anneau R [ [ T}) des séries 

formelles à coefficients dans R. 

Démonstration. Montrons 11 injectivité de notre application◊ Soit v une mesure sur 

ZP à valeurs dans R et 9 pour tout n EN, soit b = ' (x) dv(x). n j
2 

n 

Soit f ECont(Z:p;R) ; d'après le théorème 4. t P (théorème de Mahler), il 
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existe une suite (an)nEN d'éléments de R qui tend vers O quand n tend vers 
N 

P infini et telle que f(x) ::: lim D a (x). De la remarque 2 .2 on déduit que 
N➔ oon=C n n 

~ 
ç N N 

f(x) dv(x) = lim , ( D a (~)) ctv(x) = lim ( D a b ) ; 
N ➔ co.Jz; n::::() n N ➔ co n::::-0 n n 

p p 

cela montre que v est entièrement déterminée par les b ce qui prouve 11 injectivité n 

cherchée. Montrons maintenant la surjectivité ; soit F(T) = D b Tn une série for­
n2::0 n 

melle à coefficient, dans Ro Si f ECont(z; ,R) alors f(x) = I) a (x) pour une suite 
p n;;::o n n 

(an)nEN d'éléments de R qui tend vers O quand n tend vers P infini, Les bn étant 

dans R 9 la série D anb est convergente o On vérifie sans difficulté que l » applica­
>o n n -

tion de Cont(ZpiR) dans R qui à f associe D a b est une mesure sur Z 
n~ nn p 

à valeundans R et que la série associée à cette mesure est F(T). Cela montre la 

surjectivité et achève la démonstrationo 

REMARQUE 4o5o Soit toujours li une mesure sur Zp à valeur dans R. 

Pour tout entier n > O et tout i = 0~.,, o, pn-1 on définit X . Eloc(Z iR) en po-n,1 p 

sant X . (x) = 1 si x = i modulo pnZ et x . (x) = 0 sinon. On note n,1 p n,1 

a . = (' X .(x) dv(x) ; alorsi en désignant par i la classe de i dans Z/pnZ, 
n,1 Jz; nvl 

P pn-1 
l'élément a = I) a . J:' est dans l'algèbre R[Z/pnz;] ; on vérifie sans difficulté n . n9 1 

l=O 
que la famille des an pour n décrivant N définit un élément œ de la limite pro-

jective limR[Z/pnZ] (laflèchede R[Z/pnZ] vers R[Z/pmZ] étantinduite 
.te--

par la surjection canonique de Z/p 0z; vers Z/pmZ)o On vérifie facilement que 

11 application qui à v associe a est une bijection de 11 ensemble des mesures sur 

z;p à valeurs dans R sur ~ R [Z/pnZ ],, Montrons comment l'on peut retrouver la 

série F li (T) construite précédemment à partir de œ. Définissons le polynôme A (T) par 
n n n 

pn-1 . p -1 p -1 . . 
A (T) = !; a .(1+T)1 ; développons-le,, il vient A (T) = L) ( D (:) a .)T3 

o Fixons j ; n . n,1 n . . . J n,,1 
l=O pn _ 1 . J=O l=J 

pour tout n~ on a D (J~) Xn /x) = (~) modulo + pn z donc 
i=j , J J. p 
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\ 

X 1 n ( .) dv(x) modulo 7" p Z , 
J J. p 

'p 

.ième Cela prouve que 9 lorsque n tend vers 11 infini, le J coefficient de A ( T) tend n 
vers le /ème coefficient de la série F v(T),, 
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§ 5" LA FONCTION r
11

• 

v est toujours une mesure sur ZP à valeur dans R, Rappelons que le 
.:,,/., 

groupe z; est le produit direct, de son sous-groupe de torsion µ et de son sous-

groupe 1 +2pZP (µ est le groupe des racines p-1ième de l'unité si p /, 2 et 

µ, = :t 1 si p=2) ; pour tout x de z; on définit w(x) Eµ et <x>E 1 +2pZP par 

l'égalité x = w(x) <x> ; si x est un élément de Z P qui n I est pas dans 

<x>= Oo On rappelle que 9 si y est dans 1 +2pZP, l'application de Z 

7E-zp on pose 

dans 1 +2pZP 

qui à x E Z associe yx se prolonge de manière unique en une application de Z p 

dans 1 + 2p Z p ; pour tout s E Z P ~ nous notons ys l'image de s par cette appli­

cation,, On définit ainsi une structure de ZP-module sur 1 +2pZP ; celui-ci est 

libre de dimension 1 ; nous choisissons une fois pour toute un Z p générateur y 

de 1 +2pZp" 

Il est clair quel' application de ZP dans ZP qui à x de zp associe <x> 

est continue ; on en déduit sans difficulté que, pour tout s E ZP, l'application de ZP 

dans Zp qui à x associe <x >-s est continue (avec bien stîr <x >s = 0 si 

<x > ""0), On pose alors : 

DEFINITION 5. 1" Pour tout s de ZP et toute mesure v sur ZP ~-

leurs dans R ondéfinit rv(s) ear rv(s)==~ <x>-sdv(xL 
zP 

Si (a0 )nEN est une suite d'éléments de R, la série a
0

(y-s-1)n converge 
n~O 

pour tout s de Zp puisque y-s-1 est dans 2pZP; il est clair que cette série 
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définit une fonction continue de s, nous poserons : 

DEFINITION 5 .2. Une application f de Zp dans R est appelée fonction 

diiwasawa si il existe une suite (an)nEN d'éléments de R telle que 

f(s) == 'D a ()1 -
5 -1) 0 p<?Ur tout s de ZP. 

n 2::0 n 

REMARQUE 5. 3. Dans la définition précédente 9 la fonction f détermine les 

an de manière unique ; en effet~ cela est une conséquence directe del I assertion sui­

vantes (que nous réutiliserons plus loin) : soit K le corps des fractions de R et 

(an)nEJN une suite du éléments de K telle que la série ~O anxn converge dans un 
n-

voisinage V de O ; si, pour tout x de V, la somme 'D a x0 est nulle alors a =0 
>o n n n-

pour tout n E IN. Supposons cette assertion fausse et notons n
0 

le plus petit entier 
n-n -1 

tel que a f O ; pour tout x de V différent de O, on a O = a + x !) a x 0 

n n n o o n2::n n-n -1 o 
la série nrn anx o converge sur un voisinage de O (éventuellement plus petit 

0 

que V). Soit W un voisinage compact de O contenu dans V et sur lequel 

~ anx 
n-n -1 

0 converge ; cette dernière somme est bornée sur W i donc lorsque 
n:2::n 

0 

x f O tend vers 0 en restant dans W, la quantité x D anxn tend vers O ce qui 
n~n n-n -1 

0 contredit 11 égalité O = a + x D anx 
no n:2::n 

0 

0 

et démontre notre assertion. 

On va montrer que la fonction qui à s associe r v (s) est une fonction 

dî!wasawa. Pour cela désignons par rx. Papplication de z.; dans ZP définie par 

< x > = y a(x) pour tout x E Z * ; pour tout f E Cont(Z , R) on note f la fonction de 
P P a 

Z dans R définie par f (x) = O si x/ Z➔(- et f,Jx) = f(a(x)) si x EZ 1
E-. La fonc-

P a p ~ p 

tion \x est dans Cont(Zp» R) et P application ~ ô'. de Cont(Zp, R) dans lui-même 

qui envoie f sur fa est une application R linéaire. En conséquence la composée 

vo ip a est une mesure sur Z p à valeurs œns R que nous notons Ci.~~)) • Autrement 

dit on pose la définition sui.vante : 

DEFINITION 5 .4. Soit v une mesure sur ZP à valeurs dms R. La mesure 
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a*v ~ Zp à valeurs cens R est définie par ~ f(x) d(a.7i-v) (x) = \ f a.(x) dv(x) 
zP ~P 

pour tout f de Cont(ZP~R) (la fonction fa est définie ci-dessus). 

On a alors : 

Démonstration. Soit f E Cont(z; ~ R) la fonction définie 9 pour tout p 

f(x) = (11-s)x O On a f
0
/x) = <x>-s pour tout Xp donc 

\ ( ,,-s)x d(a,, v )(x) = \ <x> -s dv(x) = r (s) 
jz w jz v 

p p 

Enfin on a le lemme suivant : 

C.Q.F"D. 

LEMME 5 "6. Soit v une mesure sur Z p à valeurs dms R et F 
1
/T) 

la série de R [ [ T]] qui lui est attachée. 

S ôx dv(x) = F 
11

(6-1). 
zP 

Démonstration. Posons ô = 1 + m ; alors 

Si 6 est un élément de 1 +2pZ on a 
- p --

m est dans 2pZP et ôx:::(1 +m?= D m0
{~). 

n 2::0 

On en déduit \ ôx dv(x) = D (mn \ (x) dv(x)) == F (m) par définition de Fv(T) 
Jz; n2::0 Jz; n v 

p p 
et cela achève la démonstration. 

Ce lemme 5. 6 joint à la proposition précédente donne immédiatement le résul­

tat suivant : 

THEOREME 5o7o Pour tout s de Zp 2!l.§. rv(s) == F a. ➔i-v('Y-8-1) et donc 

la fonction r v est une fonction Iwasawao 

REMARQUE 5 0 8. L v application a 9 donc la mesure a" v dépendent du choix 
?~ 

de y ; cela explique que dans Pégalité r (s) = F (y- 5 -1) l'élément y intervienne 
V O!,, V 

Ï'° 

à droite et pas à gauche. 
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§ 6. LES FONCTIONS L p-ADIQUES. 

On note <Q la cloture algébrique de © dans a: et on choisit une fois 

pour toute un plongement de fü dans la cloture algébrique <:np de ©p. 

Nous ferons les conventions suivantes : 

Si E: est un caractère modulo l I entier positif f (i.e. e est un homéo­

morphisme de groupe de (Z/f zt· vers a: ➔~) on convient de prolonger E: à Z/f Z 

tout entier en lui attribuant la valeur O sur les éléments de Z/f Z qui ne sont pas 

dans (Z/f z/'~. En composant E: ainsi prolongé avec la projection canonique de Z 

sur Z/f Z, on obtient une fonction périodique de Z dans a: que nous notons encore 

E: • Le caractère e étant identifié à cette fonction périodique sur Z , on peut comme 

au § O définir la fonction L(s 9 e) méromorphe sur a: (pour Re(s) > 1 , on a donc 

L(s, E:) = 'f) e (n) n -s). D'autre part, les valeurs de e sont des racines de 11 unité 
n20 

dont P ordre divise <r(f) ; ces valeurs sont donc dans fü et le plongement que nous 

avons choisi permet de les considérer comme étant dans <OP. 

Ceci fait, il est clair que ces valeurs sont même dans 11 anneau des entiers 

R de 11 extension finie <Q ( e:) de © obtenue en adjoignant à © les valeurs de e: • p p p 

En considérant e comme étant à valeurs dms R et en le composant avec la projec-
A A A 

tion canonique de Z sur Z/f Z = Z/ f Z, on obtient une fonction localement cons-

tante de Z: dans R que nous notons encore E:. En identifiant le caractère € à 
A ~!.. 

cette fonction localement constante, on peut comme au § 3 ~ définir pour tout C E Z " 
A ~l. 

la mesure v C, 
8 

et pour tout C F Z " et tout entier k 2:. 1 11 élément 6 C ( 1-•k, do 
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Nous aurons aussi besoin de définir le produit de deux caractères ; si s 

est un caractère modulo f et si s I est une caractère modulo f' s le produit € e ' 

est le caractère modulo le p. p. c . m . [f 1 f 1] de f et f I qui pour tout x de Z pre­

mier à [f~fl) vaut es' (x) == s(x) s.1 (x) ; on a alors s su (x) = s(x) s' (x) pour tout x 

de Z puisque si x n I est pas premier à ~,f j les deux membres de l I égalité sont O. 

A -1 , De meme, l I inverse s de e est le caractere modulo f tel que] pour tout x de 

z premier à f, on ait s- 1(x) = dxr 1• Enfin9 définissons le caractère w qui jouera 

dans la suite un rôle fondamental : w est le caractère modulo p si p -/:, 2 et modulo 4 

si p = 2 tel que, pour tout x de Z premier à pp w(x) est la racine (p-1ième de 

l'unité de fü dont 11 image dans füp est congrue à x modulo p Zp si p f. 2 et c.t.i(x) 

est + 1 ou -1 suivant que x est congru à + 1 ou -1 modulo 4 si p = 2. Nous posons 

la définition suivante : 

DEFINITION 6. 1. Soit s un caractère modulo f et C un élément de 2: *. 
Pour tout s de Z P on pose L (sp e,C) = r

11 
(sL 

P P Cp ew- 1 

Le théorème 5. 7 montre que Lp(s, e,C) est une fonction d 1 Iwasawa. On a : 

PROPOSITION 6.2. Soit e un caractère modulo f et C un élément de 

Z➔~; pour tout entier k ~ 1 ~ Lp(1-k 9 e~C) = (1-C~ e(C) w-k(C)) L(1-·k, ew-k). 

Avant de démontrer cette proposition, faisons quelques remarques. Le membre 

de gauche de P égalité de la proposition est la valeur en 1-•k ( considéré comme élément 

de Z ) de la fonction d 1Iwasawa L (s, e,C) de la variable p-adique s. Dans le p p 

membre de droite intervient L( 1-k 9 s w -k) qui est la valeur en 1-k (considéré 

comme un complexe) de la fonction méromorphe L(s 9 e w-k) de la variable complexe s. 

On a vu au§ 0 que L(1-k 9 sw-k) appartient en fait à ÇQ {et plus précisément même 

au corps engendré sur ro par les valeurs de s w-k) • .t dans notre égalité il faut 
J 

considérer L{1--k1 sw-k) comme plongé dans (Op par le plongement choisi au début. 

La même remarque s 1applique à e(C) et w-k(C). Venons en à la démonstration: 
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Démoqstration de 6 .2. Par définition~ on a 

Si y P n I est pas dans p Z P ~ on a (par définition de w et de < >) 

l'égalité yp = <yp> w(y). Si yp est dans pZP, on a w(y) = O et < yp > = O, 

-k( ) k-1 -1 ( ) k-1 -k( ) on a donc aussi w y = 0. Cela donne dans tous les cas <y P> w y = y P w y ; 

cela implique L (1-k$e,C) = SA yk- 1(€W-k)(y)dµC(yL, 
p z p 

Compte tenu de la proposition 3.10~ on en tire LP(1-·k, ejC) = Ac(1-•k, ew-k). 

Par définition, AC(1-k, ewk) = L(1-·k, ew-k)-C~ L(1-·k,(ew-k)C). D 1autre part, 

ew-k étant multiplicatif 9 on a L(1-k~(E:w-k)C) = (ew-k)(C) L(1-•k, e w-k); on conclut 

en reportant cette expression de L( 1-k 9 ( e w -k) C) dans l I égalité précédente. 
A ?~ 

Convenons 9 pour tout C de Z , de poser <C >=<CP> ; on a alors 

CP= < C > w(C) ; démontrons la proposition suivante qui sera fondamentale : 

PROPOSITION 6.3. Soit e un caractère modulo f ~ C un élément de 

1) l'égalité E:(c) <C > = 1 implique e(C) = 1 et <C > = 1 ; de plus pour 

tout E:, il existe un CE z➔~ tel que E:(C) <C > {,: 1. 

2) si de) <C > /, 1 ~ 11 application qui à s EZP associe 1- e(C) <C > l-s 

ne s I annule pas pour s /, 1 ; l' application qui à s E Z p '\. { 1 } associe le quotient 

L(s,e,C) 
P 1 est alors une application continue de Z p, { 1 } ~ K 

1- de) <C> -s 

(= corps des fractions de R) gui ne dépend pas de C. 

Démonstration. 1} Si e ( C) <C > = 1 , alors < C > est une racine de l' unité ; 

comme <C > est dans 1 +2pZpY cela implique <C > == 1 et donc e(C) = 1. En 
A 7(-

conséquencef pouv tout C EZ tel que <C >,} 1, on a e(C) < C > /:. 1, cela achève 

cette première partie. 



I.26 

2) Pour tout s de ZP, on a < C > l-•s E 1 +2p ZP; comme précédemment 

on en déduit que €(C) <C > 1-•s = 1 si et seulement si €(C) == 1 et <C > 1-s = 1. 

En conséquence, si e (c) ,f. 1, on a 1-dC)<C> 1-s f. O pour tout s de Zp. D'autre 

part, si ~(C)= 1,on a <C>-/= 1 puisque e,;(C)<C>/1, donc <C> 1-s f. 1 si s f 1 

et donc 1 -· € ( C} < C > 1-•s /= O si s /= 1 • On en déduit évidemment que l I application 
. Lp(s? f.~C) 

qui à s E Z P, { 1 } associe le quotient 
1 
_ 

8 
est une application continue de 

1-e(C)<C> k k k 
Zp\. {1} vers K. Pour tout entier k ;:::,:1, on a <C > = CP w(cr , donc la proposi-

L (s, e:,C) 
tion précédente montre que la valeur cte P 

1 
en s = 1-k est 

1-· dC)<C> -·S 

L(1-k 11 ew-k) ; les L{1-•k~ e:w-k) ne dépendant pas de C et les t--k pour k;:::,: t 

L (s11 e?C) 
étant denses dans Z , la fonction continue P 

1 
ne dépend pas de C, C.Q.F.D. 

p 1-·e:(C)<C > -s 

Cette proposition 6.3 justifie la définition suivante : 

DEFINITION 6 .4. Soit 
A .)~ 

e un caractère modulo f et C un élément de Z ' 

tel que e(c) <C > /, L On pose ( ) 
Lp(s, e,C) -

L s, e = 1 et on appelle cette fonction 
p 1-·e(C)<C> -·S 

de s la fonction L p-adique du caractère e • Cette fonction est continue sur 

Zp\{1} et, pour tout entier k;:::,: 1, 2!!..1t LP(1-k,e)=L(1-·k,e:w-k). 

REMARQUE 6.5. Lorsque p-1 divise k 11 le caractère w-k est le caractère 

modulo p ~gal à 1 • Cependant e w -k n • est pas égal à e: si p ne divise pas f : 

en effetv on a ( e: w-k)(p) = O puisque w-k(p) = 0 mais e(p) I= 0 puisque p ne divise 

pas f. 

Enfin on a: 

PROPOSITION 6.6. Soit e: un caractère modulo f différent de 1 (i.e. !J. 

existe un x premier à f tel que e:(x)-/= 1)l1 alors LP(s, €) se prolonge en une fonc­

tion continue sur Z P tout entier ; nous noterons encore Lp (s li e:) cette fonction 

continue. 

A ➔~ ) .1 Démonstration. On choisit CE Z tel que e(C r 1 ; comme on l'a remarqué dans 

la démonstration de la proposition 6. 3, cela implique que 1-· e ( C) < C > 1-s ne s I an­
Lp (s, e: ,C) 

nule pas sur Zp • Le quotient -----.-- définit donc une fonction continue 
1-e:(C)<C> 1-s 
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sur Z p tout entier qui répond à notre question, 

" .)!,. 

REMARQUE 6, 7 0 Supposons que e: est tel qu I il existe un C E Z" avec 

<C> =1 et e(C)/.1 ;onaalors 1-dC)<C> 1-·S=1-~(C) pourtout s de Zpo 

L(s,E:,C) 
Le quotient Pl-dC) est donc continu sur ZP ; d'après la proposition 6,2 cette 

fonction continue coihcide avec LP (s, 8) pour tous les s de la forme 1-·k avec 
Lp(s, e,C) 

k entier positif ; il en résulte que Lp(s, €) = 
1
_, ~le) 

de plus 1-e:{C) est inversible dans Il anneau des entiers R 

pour tout s E ZP • Si 

du corps ©p ( €) (ce qui 

est équivalent à ce que l'ordre de la racine de l'unité t(C) n'est pas une puissance 

L (s, e,C) 
de p) le quotient P

1
_.E:(c) est une fonction d'Iwasawa (puisque LP(s 9 e:,C) en 

est une) donc Lp(s, €) est une fonction d'Iwasawa. Nous étudierons au§ 7 laques­

tion de savoir pour quels e la fonction Lp(s, d est une fonction d'Iwasawa. 

Terminons ce chapitre par une r1emarque importante : 

PROPOSITION 6.8. Soit e: un caractère modulo f impair (Leo d-1) = -1)$ 

Démonstration O Rappelons que, de l v égalité formelle 2 exz (-z)J1-XX-z) . 
Z :::: _ 2 , on tire 

e -1 e -1 

Bk(1-X) = (-1)kBk(X) pour k ~ 0 et Bk(X+1)-Bk(X) = kXk- 1 pour k ~ 1. Soit e: 

une application périodique de Z dans <C dont la période divise l'entier f (on ne sup­

pose pas pour l'instant que E: est un caractère) ; pour k :t1, on a 

fk-1 f t fk-1 [ f f t ~ 
L(1-•k, d = -~ 'D e(t)Bk(lr=-I< D e(f-t)Bk(T) - e:(0)(Bk(0)-Bk(1))J • 

t=1 h1 

En conséquence 1 si k > 1 ou si k = 1 et do)= 0 9 on a 

fk-1 f f-t fk-1 k f t 
L{1-·k9 e:) = -~ µ E:{f-t)Bk(T)= -1{ (-1) 'D d-t) Bk(f) ; 

t=1 t=1 

en définissant ~ par ~(x) == d-x) pour tout x de Z, on a donc 

L( 1-•k, €) = (-1l L( 1-•k, ;'L Supposons maintenant que e est une application paire 

(resp, impaire) i.e. que ~ = € (resp. ; = - e-:) ; pour tout complexe s de partie 

réelle plus grande que 1 on voit sur la définition que L(s, d == L(sj ~) (resp, 
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L(s, €) = -L(s 9 ~')) ; l I unicité du prolongement analytique permet d'en déduire que, 

pour tout entier k ~ l, on a L(l-•k, E:) = L(1-·k, ~) (resp, L(1-•k, d = -L(l--k,'~)). 

De ces deux expressions de L( 1-·kg €) en fonction de L( 1-·k, ~) on déduit que, pour 

k >1 ou k == 1 si €(0) = 0 9 on a L(1-•k, E:) = 0 si k et s ne sont pas de même parité 

Supposons maintenant que E: soit un caractère ; on a alors do)= O et d-1) = ± L 

Si € (- 1) = -1 , le caractère € w -k et 11 entier k n r ont pas la même parité, donc 

L(1-•k? €W-k) = O ; on a donc Lp(1--k~ E:) == 0 pour tout entier k ~ 1 ce qui implique 

que la fonction Lp(s 9 d est identiquement nulle sur ~p 9 C.Q.F oD, 

Les fonctions Lp (s, €) n I ont donc d'intérêt que pour les caractères s 

pairs i.e. tels que d-1) = + 1o 
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§ 7. UN THEOREME D'IWASAWA. 

On désigne par e un caractère pair modulo f et on conserve les conven­

tions faites au début du § 6 ( c I est-à-dire que 11 on considère indifféremment e: comme 

un homomorphisme de (Z/fzt vers <t*, comme une application périodique de Z 
A 

vers (t ou R, ou encore comme une application localement constante de Z vers R). 

Pour tout nombre premier .t divisant f $ on note e Le la t composante de e: c v est­

à-dire, en notant .tn(t) la plus grande puissance de t qui divise f 9 la composée 

de € et de l'injection canonique de (Z/.tn(t)z)' 1
{- vers (Z/fZ),;{- .On convient de pro­

longer elt à z/ .tn(.t)Z tout entier en lui attribuant la valeur O sur les éléments de 

z/1,n(t)Z qui ne sont pas dans (Z/tn(.t)z)➔\ En composant €1.t avec la projection ca-

. d = rw 8/'n(.t),wA= 77/nn(.t)= bt' t f t· d'f' · ,w nomque e a,, t sur au$; ,, eu"' Uu "' Uu on o 1en une one 10n e 1me sur au t 

à valeur dans (t ou R que l'on note encore e \ L • Nous posons alors la définition 

suivante: 

DEFINITION 7. 1 • Soit € un caractère modulo f ; nous dirons que e est de 

deuxième espèce si les deux conditions suivantes sont vérifiées : 

1) 11 image de e est formée de racines de 11 unité dont l ',ordre est une 

puissance de p i.e. 11 ordre de e est une puissance de p. 

2) si t divise f et t f p, alors e \t = 1. 

L I essentiel de ce paragraphe est la démonstration du théorème suivant : 

THEOREME 7 .2. (Iwasawa). Soit e un caractère pair modulo f. fil E: 
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n'est pas de seconde espèce, ~ Lp(s, s) est une fonction d'Iwasawa◊ 

La démonstration de ce théorème est longue ; nous allons établir une suite 

de propositions qui, juxtaposées, donneront le théorème., Rappelons que 11 on a choisi 

une fois pour toute un générateur y du Z p -module 1 -1-2p Z p et que, pour tout z 

œ(z) . . A* de 1 +2pZP, on a défini a(z) par z :::. y O Soit C un élément de Z ; on a vu 

que Ja fonction LP(s, s 1 c) est une fonction d'Iwasawa. Notons f(T, s ,C) la série 

de R[[T]] telle que L (s, s,C) = f(Y-s-1, s,C), on a: p 

PROPOSITION 7 .3o Pour tout caractère pair E:, la série formelle f(T, e,C) 

est dans 2R [[ T l ] . 

Démonstrationo Il n'y a rien à démontrer si p =/= 2. Nous supposons donc p= 2. Par 

définition f(T, s,C) = L) f Tn avec f = S (x) d(œ,i. vc -1Hx) ; iltaut donc montre 
n ~O n n 2 n .,. ~ 8 w 

que ces intégrales sont dans 2R pour tout 2 n ~O. Nous allons montrer plus géné-

ralement que ~ c,o(x) d(a➔E-v _ 1)(x) est dans 2R pour toute fonction continue 
z 2 C, E:W 

<P de z 2 dans R. On a (voir § 5) 

Sur la définition de <,0 on vérifie que cp (-y 2) = <,O (y,2 ) ; les caractères w- 1 et e 
CX (X Cl 

" 
étant respectivement impair et pair, la fonction de Z: vers R qui prend en y E Z 

la valeur <,O a (y2 ) s (y) w - 1 (y) est une fonction impaire. Pour achever notre démons-

" tration il suffit donc de montrer que, si f est une fonction continue impaire de Z 

dans R ~ alors SA f (y) dµC (y) E 2R . La mesure µ, C étant une mesure à valeurs dans 
z 

z 2 , il suffit de démontrer notre assertion pour une fonction f impaire à valeurs dans 
A 

z
2 

• Introduisons la fonction ô sur Z définie par ô(y) =· 1 ou O suivant que f(y) 

est congru à 1 modulo 4 ou pas ; il est clair que ô est localement constante, donc 

il existe un entier f tel que ô est constante sur Jes classes modulo f Z. On véri-
A 

fie que pour tout y de Z on a f(y) ô(y)- ô(-y) modulo 2 z
2 

(on raisonne séparé-

ment sur chaque classe modulo 4 Z et on tient compte du fait que f est impaire). 



On a donc 

~z f(y) dµC{y) = sz ô(y) dµ.C(y) - ~z ô (-y)dµC(y) modulo 2 z 2 • 

Définissons o par O(y) = ô (-y) ; la congruence précédente se réécrit 

~,. f(y) dµc(y) i:lc(O, ô)- Âc(O~ ô) modulo 2 Zz. 
z 

DI autre part, on a 
f "-' t 1 f- 1 rv t 1 

L(0,<5J=-D ô(t) (1- 2 )=-~ ô{t) (1- 2 ) 
t=1 te 1 

car, f étant impaire, on a ô(O) = ô(O) = ô {f) = ô(f) O ; on a donc 
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f-1 t 1 f-1 t 1 f-1 f u 1 f-1 1 
L(o,m=-!) ô(-t)( 1- 2) = -I) ô(f-t)( 1- 2 ):::-I) ô(u)(j-- 2) = ?) ô(u)(1-2)=-L{O,ô). 

t=1 t=1 U=1 U=1 

De même on montre que L(O~ ôc) = -L(O, ôc) donc i:IC(o, ô)- L\c(o~ 8) = 2 Ac(0 9 ô) ; 

on a donc t.C(o, 6) - Ac(0 9 ô) E2 z 2 ce qui montre ~,. f(y) dµC(y) E2 z 2 et achève 
z 

la démonstration. 

Pour tout z de Z P, nous définissons ( 1 +T )z comme étant la série for­

melle D (z)Tn où (z) = z(z- 1) • ·, (z-n+ 1} ; comme nous l'avons remarqué au 
>o n n n. n-

début du § 4, les (~) sont dans ZP donc ( 1 +T )z est dans ZP [[ T 1] . Rappelons 

le lemme suivant (qui justifie la notation) : 

LEMME 7 A. Soit m E2pZ et z EZ ; on a D (z) mn = (1+mf. 
-- p - P -- n 2::Q n 

Démonstration. On considère m comme fixé et on regarde les deux membres de l' éga-

lité comme des fonctions de z ; en tant que telles , elles sont continues . D 1· autre part, 

notre égalité est vraie pour z entier positif ; les entiers positifs étant denses dans 

zp, cette égalité est vraie pour tous les z de zp. 

Pour tout C de z➔\ posons a(C) = a( <C >) et u(T, e ,C) = 1-·e(C)<C>( 1+T)a(C\ 

la série formelle u(T, e9 C) est dans R [ [T] J et on tire directement du lemme précé­

dent le résultat suivant : 

LEMME 7. 5. Pour tout s de ZP et tout C de Z ➔~ on a 

u(y-s - 1, e,C) = 1- E:(c) <C> 1-•s. 
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Le terme constant de la série formelle u(T, s~C) est 1-•e(C)<C >. Suppo­

sons ce terme non nul i.e. supposons de) <C> f 1 et désignons par K le corps 

des fractions de R (donc K =(Op(€)) ; la série formelle u(T, e,C) est inversible 

dans K[[T]]; en conséquence le quotient f(T?e?C) est dans K[[T]] ; on a 
u(T 9 e,C) 

la proposition suivante : 

PROPOSITION 7"6" Soit C un élément de ~➔~ tel que e(C)<C>f L 

Le quotient f(T 9 s,C) est un élément de K[[T)] indépendant de C ; nous le 
u(T ~ e~C) 

noterons g(T, e) o 

Démonstration. Posons ~~~: ~;~j = g(T, e,C). Le lemme 7 .5 et la proposition 6,3 

t t t t d "77 {1} l t· t f(Y-s- 1, e,C) est de'f1·n1· et mon ren que, pour ou s e a,,p'\. ~ e quo 1en 
u(Y-s-1, e,C) 

indépendant de C ; cela signifie que, pour tout x de 2 p Z P différent de y - l -1 9 

le quotient f~x' 8 ' ~ j est défini et indépendant de CO Posons maintenant 
U x, €11 

g{T~e,C)== D g (e,C)Tn; l'expression des g {e11C) en fonction des coefficients 
>on n n_ 1 

de u(T, /:'.iC) et de ceux de f{T, e,C) montre que (1-e(C) <C >)n+ gn( e9 C) est dans 

Ro On en déduit que 11 pour x assez proche de zéroi la série '.D gn( e,C)xn converg~o 

Choisissons un voisinage de zéro dans lequel II d'une part la série précédente converge, 

et, d'autre part la série u(x,e 9 C) ne svannule pas (un tel voisinage existe puisque 

(0 C) ; 0) , .f. t t d . . f(x, e,C) ( C) u ; e9 r= ; on ver1 1e que~ pour ou x e ce v01srnage, on a ( C) == g x, e11 o 
U X 9 e, 

En conséquence on a trouvé un voisinage de O sur lequel les valeurs de la série 

g(x 9 s 9 C) ne dépendent pas de C ; la remarque 5 o 3 permet d'en déduire que la série 

g(T,e,C) ne dépend pas de C 9 CoO,FoD. 

COROLLAIRE 7 o7, La fonction L (s, e) (resp. J L (s, e)) est une fonction p .:. p 

d I Iwasawa si et seulement si la série formelle g(T, e) est dans R [ [T J J (resp. 

2R [I T J] ) ; dans ce cas Lp (s, e) g( y-s - 1, e) pour tout s de Zp. 

Démonstration. Si LP(s, e) est une fonction d'Iwasawa 9 il existe h(T) ER[ [T ]] 

tel que Lp(s, e) = h{y-5 -1) pour tout s de Zp" Si CE Z7
~ est tel que <C>e(C) f, 1, 
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f( -s 1 C) 
on a donc Y - 't:, = h(y-s -1L On a vu dans la démonstration précédente que, 

u{y-s-1,E:,C) 

pour x suffisamment près de O, on a f/x 9 B,~f = g(x, e)o On a donc h(x) = g(x, e) u x, e, 

pour x suffisamment près de O; on en déduit (Remarque 5o3) que h(T) == g(T, e). 

Réciproquement~ on vérifie sans difficulté que 9 s.i g(T, e) est dans R[[T]L alors 

f(y-s-1,t:,C) 

u(Y- 5 -1,e,C) 
laireo 

pour tout s de ZP ce qui prouve le corol-

Ce corollaire 7 o 7" implique directement la proposition suivante : 

PROPOSITION 7 08,, Le théorème 7 o2 est équivalent à 11 assertion suivante: 

§i e n'est pas de seconde espèce, alors g(T, d est dans 2R[[T])o 

C'est cette dernière assertion que nous allons démontrer o Commençons 

par un cas particulier : 

PROPOSITION 7 o 9 o Si P image de e contient une racine de l'unité dont 

l'ordre n'est pas une puissance de p alors g(T,e) est dans 2R[[T]]. 

A ~(.. 

Démonstration o Soit C E Z " tel que 11 ordre de la racine de 11 unité e( C) ne soit pas 

une puissance de p ; P élément E{C) n'est pas congru à 1 modulo l'idéal maximal 

de R donc 1- e(C) <c > est une unité dans R. En conséquence la série u(T, e,C) 

est inversible dans R [ [ T J] et notre proposition résulte de la proposition 7 o 3" 

Il reste donc à étudier le cas des caractères dont l I image est formée de ra­

cines de 11 un.ité dont 11 ordre est une puissance de p 9 c I est-à-d.ire des caractères 

vérifiant la condition 1) de la définition 7 o 1 ; parmi ceux-ci, seuls sont à considérer 

les caractères ne vérifiant pas la condition 2) de cette définition puisque nous ne 

considérons pas les caractères de seconde espèce o Voici un premier cas : 

PROPOSITION 7 o 10 o La série formelle g(T, €) est dans 2 R [ [T ]] s.i e 

est un caractère modulo f différent du caractère 1 gui vérifie 11 une ou l'autre des 

deux conditions suivantes : 

a) p ne divise pas f 



b) p divise f et €\ = lo 
- p 
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Démonstration o Le caractère € étant différent du caractère modulo f égal à 1 , 

l'une ou l'autre des conditions a) ou b) implique P existence d'un nombre premier 
A -~ 

t différent de p divisant f et tel que € \ 1,fl 010isissons CE Z" vérifiant Cr= 1 

pour tout nombre premier r /= t et E.: 1 ,,(C t) f 1. On a <C> = 1 donc a(C) = 0 ; 

on a aussi e(C) == € l t (C ,) /= 1 donc u(T 1 e,C) = 1-dC) et la proposition 7 .6 montre 

que g(T,e)=f(~--a'c~). D'autre part? soit DE~* défini par o,, = 1 si tf=p 

et D == y o On a < D > = y p donc o(_o) = 1 o Si a) ou b) est réalisée 9 on a aussi 

€(D) = 1 ; dans ce cas u(T, €,D) == 1-'Y( 1+T) = 1-Y-YT. Enfin 9 dD)<D> = Y étant 

différent de 1, la proposition 7. 6 montre que g(T ~ d = ~~TJ-if) • Or 9 l1 élément d C) 

est une racine de l'unité dont l'ordre est une puissance de p ; l'élément 1-€(C) 

divise donc 1-·Y dans R, c'est-à-direqu'ilexiste vER telque 1-r=v(1-e(C))o 

On a g(T, e) = f(Tp e,D) = -vf(T, €zC) = f{Tge,D)-vf{T, e,C). L'élément Y étant 
· 1-y-;'I' -v(1-€(C)) -'Y T 

2 une unité dans R, on déduit de la proposition 7 • 3 que g( T, e) est dans T R [ [ T J J. 
Comme g(T,r.) est dans K[[T]] 9 on en déduit que g(T,e) est dans 2R[[T)) CoQ.F.D. 

Pour terminer la démonstration du théorème 7 o2p il ne nous reste plus qu'à 

étudier le cas des caractères e modulo f qui ne sont pas de deuxième espèce mais 

qui vérifient les deux conditions suivantes : 

I) l r image de e est formée de racines de 11 unité dont 11 ordre est une puis­

sance de p9 

II) p divise f et e lP /: L 

Posons alors f = f • pn avec (f 1 , p) = 1 ; on a 8= e:' e où €' = Il e 1 .t et 
il f 1 

fJ = € \ p ; le caractère 8 est de seconde espèce puisque € vérifie I). 

On a la proposition : 

PROPOSITION 7. 11 • .ê..2.!! e un caractère modulo une puissance de p et 

de seconde espèce. Si e et e1 sont deux caractères gui vérifient e = €' e, alors 



p.9urt()!J~ C de Z-,<-onal'égalit~_ f(T,€,C}=f(6\/Y)(1+T)-1,e 1 ,C) 

tion de. T par 8 \p ( y) ( 1 + T )-1 est lic~t~ .. ~.?-f' d I une l?sl!'.t.. f ( T, s1 
, C) ~t 

sont da~ R [ [ T ] 1 ~t d I autre part le terme constant de 8 \p ( y)( 1 + T )-1 

maximal dE: R) .. 
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(la substitu-

8 \p ( y)( 1 + T )-1 

est dans l'idéal 

Avant de démontrer cette proposition, montrons comment elle entraîne le 

résultat suivant qui, compte tenu de la proposition 7 08 et des cas déjà règlés, achève 

la démonstration du théorème 7 o2 : 

PROPOSITION 7. 12. Soit s un caractère modulo f qui n I est pas de se­

conde espèce mais qui vérifie les conditions I) et II) énoncées ci-dessus, La série 

formelle g(T, e) est dans 2 R [ [ T ] ] • 

Démonstration" Posons~ comme ci-dessus, f = f 1pn, e1 = TI €\1, et a= el de 
A * J, \f l p 

sorte que e e• 8. Choisissons C dans Z tel que < C > f. 1 • Comme nous l 1 avons 

remarqué (démonstration de la proposition 6.3, 1)) on a alors E:(C)<C>f. 1 et 

1 (C)<C> 1 1 d (T ) f(T, e,C) L t' 8 't t t' e r ; on a one g , e = u(T, e,C} • e carac ere e an un carac ere 

modulo une puissance de p, on a 8( C) = a jp (CP) ; de plus, 11 image de a donc celle 

de a \p étant formée de racines de l'unité dont l'ordre est une puissance de p, on a 

a \p(cp)::::: a IP(<CP>) (a \p(y)J a(c). on a donc de)==: e'(c)[a IP(y) ]a(c) et donc 

u(T, e,C) = u(8 IP( y)(1+T)-1, e' ,c). Compte tenu de la proposition 7. 11, on en tire 

f(a 1 (y)(1+T)-1, e' ,c) 
g(T,€)=u(al:(y)( 1+T)-l,et,c) =g(e\p(y)(1+T)-1,e'). Enfin, E: n'étant pas de 

seconde espèce, e' n'est pas le caractère modulo f I égal à 1 donc la proposition 

7. 10 montre que g(T, t:1 ) est dans 2R[(T )] ; on en déduit que g(8 IP( y)( 1+T)-1, e1 ) 

est dans 2R[(T1] c'est-à-dire que g(T, e) est dans 2R[[T]], C.Q.F.D. 

Il reste à démontrer la proposition 7" 11 : 

Démonstration de la proposition 7 $11· La série f(T, e,C) est la série attachée à la 

mesure a* v _ 1 • Montrons que cette mesure est la mesure dont 1a densité par 
C tw 

rapport à œ"1. ~ ~ est la fonction qui à x E Z associe e \ ( y)x : soit f E Cont(Z , R) 
' C,c'w P p p 

on a 
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mais a étant un caractère modulo une puissance de p on a 0 (y) = 0 \p (y P) ; de 

pJus e étant de seconde espèce on a e IP(yp) = 8 \p(<yp>) ; en conséquence si yp 

* iy) ~ 
est dans ZP ona 8(y)=e\p(y) P et 9 fcx.(yp) étantnulsi y n'est pas dans z;, 

iY) A 

on a f ,,,(y ) 8(y) = f (y ) e l ( y) P pour tout y de Z ; notre intégrale est donc égale 
v-P ŒP P 

à Ç 0:(yp) s X 
J" fo:(yP) el (y) €'(y) dµc(y) = . f(x) e 1P(y) d(a-iiYc, E:' )(x) 
z p zP 

et cela montre que a,E-vc est la mesure dont la densité par rapport à o:,~ vc , 
~E: ,€ 

est la fonction qui à x associe 8 \p ( y)x. On conclut alors avec le lemme suivant : 

LEMME 7 Q 13. Soit v une mesure sur ZP à valeuIS drus R et F v(T) la 

série de R[[T)] associée à v. Si /3 est un élément 1+2pZ et si Fv a(T) est - p -- ,,., -

la série associée à la mesure dont la densité par rapport à v est la fonction gui à 

x associe fi', 2!!.11. F v~r,{T) = F v($(1+T)-1L 

Démonstration. Du lemme 5. 6 on tire, pour tout ô de 1 + 2p '..l:p , P égalité 

Fv, /3(ô-1) == ~ ôx f!,x dv(x) ; ce même lemme montre que cette intégrale est 

p ) . 
Fv(ô/3-1), donc pour tout ô de 1+2p'..l:P on a Fv,/3{ô-1) == Fv (/3({ô-1)+1 -1]; 

on en tire (remarque 5 .3) que F v~ ,iT) = Fv(J3(T+ 1)-1) C .Q oF .Do 

Le théorème 7. 2 est donc démontré ; complètons le par le résultat suivant : 

PROPOSITION 7. 14 o Soit 8 un caractère modulo une puissance de p 

qui est de seconde espèce ; si 
A ➔~ 

C est un élément de 7l, ' tel que C == y, alors 
p -

(Te) f(T,8,C) t 
g ~ == 1-·Y8(y)-yé(y)T e l f(T, a~c) est inversible dans R[[T]] (comme 

1--'Y9(y) est dans Pidéal maximal de R, on en déduit que g(T,8) n'est pas dans 

R[(T]]). 

Démonstration. La proposition 7, 1 . montre que f (T ~ e 9 C) = f ( e 1 P ( y)( 1 +T )-1 , 1, C) 

où 1 désigne le caractère modulo p égal à 1. Notre assertion est équivalente à 
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;, f(O,0,C) ER➔\ donc à ~f(El 1 (y) -1, 1,C) ER➔E-. On sait (proposition 7o3) que 
~ ~ ,P 

f(T,1,C) est dans 2R[[TJ], donc on a J.f(el (y)-1,1,c) =~f(0,1,C)modulo(8\ (y)-1)R. 
~ p ,., p 

Mais f(O, 1,C) = L (O, 1,C) qui, d'après la proposition 6.2~ est (1-yw 1(c))L(O,w- 1); 
P p-1 p-1 

de plus on a L(O,w- 1) = -2) w-1(t)B
1
(.!) = - D w-1(t).! = J modulo z; si p /: 2 

t~ 1 p t=-1 p p p 

et L(Ov w-1) = d si p=2. Du choix de C résulte que w-1(c) = 19 donc 

Jf(O, 1,C) = ~(1-y)L(O,w- 1) est une unité puisque y est un générateur de 1+2p'Zp; 
,:. ~ 

c I est ce qu I on voulait. 

REMARQUE 7. 1:5o Il reste à étudier le cas des caractères de seconde espèce 

qui ne sont pas définis modulo une puissance de p ; le lemme 8 0 7 du paragraphe sui­

vant montre que ce cas se ramène à celui étudié dans la proposition précédente 

(en effet le caractère primitif associé à un caractère de seconde espèce est défini 

modulo une puissance de p)o 

REMARQUE 7. 16. Retrouvons quelques congruences classiques. 

Soit k > 1 un entier ; on a L (1-k ,wk) = L(1-k,wkw-k)= (1-pk-l){:(1-k) 
p 

(puisque L(s, wk w -k) = ( 1-p-s) C (s) pour tout complexe s). Si p-1 ne divise 

pas k, L (s, wk) est une fonction d 1 Iwasawa à coefficients dans Z , donc 
p p 

( 1-pk- 1) C ( 1-k) est dans Z ; toujours dans ce cas, si k = k' mod (p-1)pn pour 
p 

. k k' k- 1 k' - 1 n+ 1 un entier n 2::0, on a w = w et y -1 y -1 mod p Zp donc 

(1-pk-l) C(1-k) = (1-pk'- 1) C(1-k') mod pn+l z;P. Si p-1 divise k
1 

le caractère 

wk est le caractère modulo p égal à 1 ; notons le 1 et notons C 11 élément de 
A ➔!,. 

Z ' tel que C = 1+2p et C t = 1 si tjip ; on a 
p k-1 

(1-pk-l) C(1-k) = L (1-k, 1) = f('Y -l, 1,C) et donc 

k 1 2 -k 1 k 1 1-I 
(1-p - )pBk= - Pk (2 f(y - -1,1,C); comptetenudelaprop. 7.3etde 

-2 k l-Y k-1 1 
~=1 modp'Z onvoitque (1-p )pBk= 2 f(O,1,C)modpZ ;lecalcul 
1-'Y p p 
de f(O, 1, C) fait dans la démonstration de la proposition 7. 14 montre alors que 

(1-pk-l)pBk ::-1 modp'Zp d'où pBk ==-1 modp'Zp. 
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Ce paragraphe est indépendant du § 7 et peut donc se lire directement après 

le § 6. Comme on 11 a vu dans la proposition 60 6j les fonctions Lp(s, e) sont conti­

nues sur ZP si le caractère e est différent du caractère modulo f égal à 1 ; 

nous allons calculer Lp ( 1 9 d dans ce cas. De plus nous allons montrer que, si E: 

est le caractère égal à 1 modulo fi alors Lp(s, E:) qui est continue sur Zp, {1} 

ne peut pas se prolonger en une fonction continue sur ZP. 

Rappelons qu'un caractère 8 modulo f et un caractère 8 1 modulo f 1 

sont dits équivalents si~ pour tout x de z; premier à f et à f 1 , on a i;;(x) = 8' (x). 

Un caractère modulo f est dit primitif s'il n 1 est équivalent à aucun caractère modulo 

un diviseur strict de f. Tout caractère est clairement équivalent à un caractère pri­

mitif et à un seul ; nous posons la définition suivante : 

DEFINITION 8◊ 1. Soit E: un caractère modulo f 9 nous notons epr ~ 

caractère primitif équivalent à e: ; le caractère ;r est un caractère modulo un 

entier f( E.:) que nous appelons le conducteur de 80 

On a alors 

LEMME 8. 2 • Soit E: un caractère modulo f ; notons S ( E:) 11 ensemble 

des nombres premiers t f. p qui divisent f sans diviser le conducteur f( d de 8. 

On a L (s, e) = Lp(s, e:pr) Il (1 -· f:(1,) <t> 1-•s). 
- p .tES(d 
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Démonstration. Soit k un entier positif et divisible par p-1 si p /= 2, et par 2 si 

2 , -k , k 
P== • Le caractere w est le caractere modulo p égal à l, donc le caractère € w-

est le caractère modulo le p. p. c .m. [f,p] de f et p qui, pour x premier à [f,p], 

vaut dx). Les diviseurs premiers de [f,p l coihcidant avec ceux de fp, la fonction 

complexe L(s,ew-k) estégaleauproduitinfini rr (1-•dt)[ 8 f 1 pourles s de 
,t ffp 

partie réelle plus gr•ande que 1. De même on a L(s, e pr w -k) = Il { 1-· lr (R,) csr 1 
.t{f( e)r, 

pour tout complexe s tel que Re(s) > ·1 et tout entier positif k divisible par p-L On 

adonc L(s~ew-k)=L(s 9 eprw-k) Il (1-·/r(t),C 8
) pourtoutcomplexe s tel.que 

tES(d 
Re(s) > 1 ; Punicité du prolongement analytique montre que cette égalité reste vraie 

sur tout <I'.. En particulier, on a L(1-·k, €W-k) = L(1~-k
9 
~r w-k) n (1-· Jl;Ce) tk) ; 

tES(€) 

mais r p-1 divisant k on a J,k = < t >k donc ( définition 6 .4) notre égalité se 
pr(l,) k 

réécrit L ( 1-•k9 e) = L ( 1-k? ;r) Il ( 1-· 8 
1 <t > ) . D'autre part~ iu ensemble 

p p !ES(e) 
des 1-•k lorsque k décrit les entiers positifs divisibles par p-1 est dense dans 

Z et la fonction qui à s EZ associe TI (1 -· l:(i) <J.> 1-•s) est continue 
P p t ES{€) 

et priend la valeur TI (1-· ~;(..e) < t >k) pour s = 1-•k ; on déduit donc de Péga-
1ES( e) pr 

lité précédente que L {s9 8) = L (s 9 ;r) TI ( 1- 8 t (J,) <!> l-s) C .Q .F .D. 
p P tES( e) 

Le lemme précédent ramène Pétude de LP(s 9 e) en s=1 à celle de LP(s, ;r) 

en S= 1 ; dans la suite nous supposerons donc que e est primitif i, e. e = ;r et 
L (s, e1 C) ... ➔~ 

donc f = f( d. Par définition L (si s) = p 
1 

pour tout C E Z tel que 
p 1-· e(C)<C> ··S 

de) <C> ~ 1, où LP (s, t:, C) est défini 9 pour tout s de ZP, par 

Lp(s 9 e ,C) = ~ <x>-s dv _
1
(x). Posons la définition suivante: 

zp C, ew 

DEFINITION 8,3, Nous notons ([) la fonction continue de ZP dans lui-

1 * même définie par <,ô(x) = x- si x est dans Z~ fil. {f)(x) = O si x ni est eas dans 
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Avec cette définition de <p on a : 

PROPOSITION 8Ao L (19 s9 C) = \ 1 d(cp lie )(x) où 1 est la fonction 
P Jz se -

p 

constante· égale à 1 et où (() vc est la mesure de densité <P par rapport à vc . 
-- ,€ ,e 

Démonstration o 

L (1, s,C) = \ <x>- 1 cW _/x) =' <x>- 1w-\x) dvc (x); 
P J:z c ew Jz 9 e 

p ' p 

mais <x>
1 

w-
1
(x):<p(x), donc LP(1 9 e9C)= ~Z q::(x)dvC?e(x)= ~Z 1cl(<P1<::

16
)(x). 

p p 

COROLLAIRE 805. LP(-1? e9 C) est le terme constant de la série de R[[TJ] 

associée à la mesure <P vc • 
, € 

En vertu de ce corollaire 8. 5 l) il suffit pour céiculer Lp ( 1 i t:) de calculer 

la série associée à la mesure <p vc ; nous allons calculer cette série o Ce calcul 
:1€ 

sera long. Commençons par calculer la série Fv (T) attachée à F
11 

• Nous 
C9 e Cie 

aurons besoin des préliminaires suivants: 

PROPOSITION 8.6. Soit v une mesure sur Zp à valeurs dans R et v1 

la mesure dont la densité ear raeport à v est 11 injection de Z P dans R. On a 

F v (T) = (T + 1) d~ F 
1
/T) où d~ est P opérateur de dérivation par rapport à T o 

1 

Démonstrationo Soit Fv(T) = L.) b Tn et F
11 

(T) = E c Tn ; on a donc 
>on l >On n - n-

b = S (x) dv(x) et c = \ (x) dv
1
(x) = S x (x) dv(x)o L 1 assertion du lemme 

n Zn n .)Zn Zn 
p p p 

équivaut à en = (n+ 1 )bn+ 1 + n bn ; cette égalité résulte de l'identité x(~) = (n+ 1 )(n! 1) + n(~) 

qui se vérifie sans difficulté o 

Dans la suite on notera D l I opérateur qui à une série formelle F(T) associe 

la série formelle DF(T):::: (T+1) dt F(T)o La proposition précédente admet le corollaire 

suivant : 

COROLLAIRE 80 7, §.21! v une mesure sur Zp à valeurs dans R et F v(T) 

la série de R [ [ T J] gui lui est associée. Pour tout entier n 2: 0, 2!!..l!, 
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n s n D F,}o) = X dv(x)o 
zP 

Démonstration. De la proposition précédente résulte que Dn F 
11

( T) est la série 

associée à la mesure vn dont la densité par rapport à v est fi application de ZP 

dans R qui envoie x sur xn. En conséquence, le terme constant DnF)O) de cettè 

série est \ ~) dv (x) = \ x0 dv(x) C,Q.F .D. 
Jz; n ,)z 

p p 
Désignons alors par K le corps des fractions de R et par K [ [ T) J et 

K[ [X J J les anneaux de séries formelles sur K avec respectivement T et X 
n 

comme indéterminée. Si ex est la série r; ;- de K[[X]], l'application cp qui 
-on. n:::::: 

à F(T) de K[[TJ] associe G(X) = F(eX-1) dans K[[xJ) est un isomorphisme de 

K([T]] sur K( [X]) dont l'isomorphisme réciproque est Ji application qui à G(X) 
( l)n+ 1Tn 

de K[[X]] associe F(T) = G(log(1+T)) si log(1+T)"" D - n (la vérifi-
n~1 

cation de ce fait est un calcul standard). Posons alors la définition suivante : 

DEFINITION 8.8. Soit v une mesure sur ZP à valeurs dans R et Fv(T) 

la série de R [[T]) qui lui est associée. On note G v (X) la série de K [ [X 11 ima~e 

de F 
1
}T) par l' aeplication 'P définie ci-dessus. 

On a alors: 

PROPOSITION 8.9. Soit v une mesure sur Z à valeurs dans R. p-----
Si Gv(X) = D c Xn, on a c = ~ S xndv(x), 

n;z:o n -- n n . Z 
p 

Démonstration-0 Notons d Popérateur de dérivation ! dans K[[X]]; on a 

n ! c = ct0G V ( 0). DI autre part on vérifie fad.lement que do cii = <Po D., donc que n 
dno 4> = <Po o0

• Si Fv(T) est la série de R[[T]] associée à v~ on a 

4?(Fv(T)) = Gv(X) ; on a donc dnGv(X) ~ <I>(DnF
11

(T)). En conséquence n!c
0 

= dnGv(O) 

est le terme constant de P image par 4' de DnF v(T) ; celui-civ comme on le voit 

sut' la définition de ~ 9 est le terme constant de DnFv(T}. On a donc nlcn=DnF)O) 

et notre proposition résulte du corollaire 8. 7 . 



I.42 

V 
Pour caJcuJer f'v (T), il suffit donc de cal.culer G C~ €(X) et de sub-

C1 E 

stituer log( 1 +T) à X dans cette dernière série ; dœt ce que nous allons faire, 

On a: 

PROPOSITION 8" 10 o Soit e un caractère primitif modulo f et C un 

2) .ê_! f =- 1 (donc E:(x) = 1 pour tout x de Z et vc, e = vc) 2!Ll! 

X C X 
VC e e p 

G (X) = - -- + C (' x . 
ex-1 P e ~p -1 

~ 
n , n 

Démonstrationo Pour tout n :2::0, on a x dvc (x) = _\,.. y e(y) dµC(y) ; on a vu 
z ,e ... zP 

p 

(prop. 3, 10) que cette dernière intégrale vaut 6c(-n~ E:) donc ~ x
0 dvci Jx)= 6c(-ns e)o 

p 

Mais L\C(-n9 e) = (1-c 0 +\(c)) L(-n$ e) puisque e est un caractère~ donc on tire 
P u, n (XC )n 

de la proposition 8.9 que G C, 8(X) = D L(-n, e)~ - e(C)CPD L(-n,e) nf o 

n:2::0 n. nè0 
n 

Posons h(X) = !) L(-n 11 e) ;- ; l 1 égalité précédente se réécrit >o n. V n_ 

G c, 8(X) = h(X)- e(C) Cph(XCP), Supposons maintenant que f f. 1 ; on a 

fn f t 
L(-n 9 e) = -n+Î t~l e(t) Bn+/f) donc 

[ 
r0 f t xn ] 1 [ . f t (Xf t+ 1 J 

h(X) = - D n·+l ( D e(t)Bn+1(f)) ni = - Xf D ( D e(t)Bn+1(f)) (n+1)1 • 
nè0 t=1 · ·· n 2::0 t==1 · · 

Puisque e est primitif, li hypothèse f f. 1 implique 1 v existence d v un x premier 
f f t 

à f tel que e(x) f. 1 et donc D e(t) == 0 ; en conséquence D e(t) B
0

(1) = 0 et 
~1 ~1 

1 [ f t (Xf)k J 1 [ f t (xf l J h(X) = - Xf !) ( !) e(t) Bk(J)) kt = -x f D dt)( D Bk (1) """"kl ) 
k :2::0 t= 1 · ·t= 1 k è0 · 

1 f XfeXt 
= - Xf D e(t) Xf 

t=1 e -1 
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puisque 
Uk 

Bk(Y)-k, 
k~O . 

UeUY 

u 
e -1 

par définition des polynômes Bk" Enfin, df) 

f-1 Xt 
étant égal à 0 puisque f f 1, on a h(X) = - D e(t) ~f ; on achève la démonstra-

t:=1 e -1 

tion de la première égalité en reportant cette valeur de h(X) dans 11 égalité 

V 
G C, 8(X) = h(X)- de) C h(XC ). 

p p B (1) 
Si f = 1 P on a L(-np d = L(-n, 1) = - ~=~ ., Si n > 0 on vérifie que 

Bn+1(1)=Bn+/0); de plus -B/1)=B 1(o) d B
0

(0)= 1. Pour tout k~0 on pose 

Bk(0) = Bk ; on a alors 
1 xn+1 

h(X) = - X ~~o Bn+ 1 (n+ 1) ! ) + 2B 

X 
soit h(X) = - +--1 + ; = - +- + * . On achève la démonstration de la seconde 

e -1 e -1 v v 
égalité en reportant cette expression de h(X) dans G C' \x) = G C(X) = h(X) - Cph(X CP). 

COROLLAIRE 8. 11. Soit e un caractère primitif modulo f et C un élément 
A* r-1 (l T)t r-1 (l T)tcP 

de Z ; si f-, 1 on a Fv (T) = - D E:(t) + f +C e(C) !) +fC ; si 
- - - C, e t;,,,1 (1+T) -1 p t=1 (1+T) P-1 -

)CP 
f = 1 on a F {T) = - l+T + C (l+T · 

0 

V T p C 
C (1+T) P_1 

Il reste maintenant à déduire la série F cpv {T) de la série F v (T). 
C,e C,e 

Pour cela définissons pour toute mesure v sur Zp à valeurs dans R la mesure 

~ . v de la façon smvante : 

~ si f est une fonction continue de Zp dans R nous notons f la fonction 

définie par ftx) = f(x) si x est dans z; et f(x) = 0 si x est dans Zp mais pas 

dans Z ➔~ ; il est clair que f' est une fonction continue de Z dans R et que 11 on p p 

définit une mesure ÎÎ sur Zp à valeur dans R par ~ f(x) dv(x) = ~ f(x) dv(x) o 

zP zP 
On a: 

LEMME 80 12" Soit v une mesure sur Zp à valeurs dans R et <P la 

fonction définie en 8 0 3 ; on note cpv la mesure de densité <P par rapport à v et 
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( cpv) 1 la mesure dont la densité par rappo1"t à cpv est 11 injection canonique de Zp 

dans Ro On a (cpv), ::-llo 

Démonstration o Pour tout f E Cont(Z , R), on a p 

\ f(x)d[(cpv)1 ](x) = S xf(x)d(cpv)(x) = ~ xcp(x)f(x)dv{x) = ~ ftx)dv{x)= ~ f(x)dv(x) 
~P · zP zP zP zP 

ce qui prouve notre assertion o 

LEMME 80 130 Soit v une mesure sur ZP à valeurs dans R et F 1_/T) 

la série de R([T]] qui lui est associéea La série FjT) associée à v est donnée 

par FîfT) F 
11
(T) _ 1 D F )C(1+T)-1)~ si µ désigne le groupe des racines de 

P CEµ. - P 
p 

l'unité de ©p dont 11 ordre divise p o 

Démonstration" (-1 est un entier p- adique de \Op ( C) non inversible, donc (x 

est bien défini pour tout x de ZP" Si x n'est pas dans z; ? on a ,;:x = 1. Si x 

est dans z; i l v application qui à ( de µP associe ,x est une bijection de µp 

sur lui-même et donc :D Cx = O. En conséquence, pour tout x de Z et tout f 
CEµ P 
~ p 1 X 

de Cont(Z ,R}$ on a f{x) = (1 - - !) C ) f(x) ; on a donc 
p p (Eµ. 

p 

S f(x)dv(x) = \ f(x)dv(x) -1 r D s Cxf(x)dv(x)] 
Z ._ Z P ~Eµ. Z 

p p p p 

et on conclut avec le lernme 7.13. 

Pour toute série formelle F(T) de R [ [ T J] nous posons 

~ = F(T) - i D F(C(î+T)-1) ; on a alors: 
CEµP 

PROPOSITION 8. 14. Soit v une mesure sur ZP à valeur dans R et 

F v( T) la série de R [ [ T ]] qui lui est associée. La série F <f'V( T) associée à la 

mesure cpv vérifie les deux conditions suivantes : 

~ 

1) DF cpv(T) F 
11
(T) 

~ 

2) F cp/T) = F cpv(T). 
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Démonstration" D1 après la proposition 8 .6? la série DF <Pz/T) est égale à la 

série F(<Pv) ,{T) ; le lemme 8. 12 montre que cette série est égale à Fv(T) qui 
.,...-.... , .., .._,, ~ 

est F)T) d 1où 1L Pour 2) il suffit de remarquer que ({)V-.:: <PV ce qui est clair. 

Rappelons que nous cherchons à calculer F (T) et que nous connais-
cpvC 

'E: 

sons (corollaire 8, 11) Fv (T). En vertu de la proposition 8. 149 nous avons donc 
c~ € 

à regarder 11 équation DX(T) = Fv (T) où X(T) est li inconnue. Pour cela in-
Ci> e 

troduisons le sous-anneau An de <np [ [T]] formé des séries 2J a Tn telles que 
>On n -

I) a f' converge pour tout ~ de fü dont la valeur absolue p-adique est plus 
n~ n p 

petite que 1. L 1 anneau An contient R [ [ T]) ; de plus i> pour tout F( T) de An et 

tout ( de µP 9 la série F({'.(1+T)-1) est bien définie puisque la valeur absolue 

p-adique de 1::-1 est plus petite que 1 ; on peut donc poser F(T)=F(T)-i ~ F(i:(1+T)-1) 
'Eµp 

pour tout F(T) de An. L'opérateur D se définit sur An comme sur R[[T]) et il 

envoie An dans lui-même. On a 

LEMME 8. 15. Soit F(T) un élément de An ; si Péguation DX(T) = F(T) 

admet une solution X (T) dans An~ alors X (T) est une solution du système de 
0 - - 0 -

deux équations DY(T) = :RT) et Y(T) = Y(T) et c'est la seule. 

~ ~ ~ Démonstration. L 1opérateur D est linéaire, donc DX
0

(T) =: DX
0

(T) = F(T) ; de plus 
~ ~ 

on a X (T) = X (T) puisques> pour toute série G(T) de An9 on a G(T) = G(T) : 
0 0 

en effet 9 si (Eµ 9 on a G({:(l+T)-1) = G(((1+T)-1) - -p1 D G({:rJ(1+T)-1) donc on a 
p rJEµ 

~ ~ ~ p D G(((l+T)-1) = 0 ce qui'implique G(T) = G(T). 
(Eµp ~ 

Il reste à voir que X (T) est la seule solution de notre système de deux 
0 

équations en Y(T) ; supposons que Y
0

(T) en est une autre 1 alors 

D(X
0

(T)-Y
0

(T)) = 0 donc Y
0

(T) = X
0

(T)+C où C est une constante ; de plus 

Y
0

(T) = Y
0

(T) = X
0
(T)+C et C= 0 donc Y

0
(T) = X

0
(T) ce qui achève la démons­

tration. 
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Cherchons maintenant une solution dans An à Péquation DX(T)=Fv (T). 
c? e 

Pour cela nous aurons besoin de définir le logarithme de certaines séries formelles. 

Nous notons ordp la valuation dans ~p normalisée par ord/p) = 1 ; si I; est 

-➔t" 
dans ~P ~ on a donc ordp (!;) > O si et seulement si la valeur absolue de !; est 

-~(.. 

plus petite que 1 • Pour tout s de ro; tel que ordp ( s) > O, on vérifie facilement que 
n 

la série n (-f+ 1L converge ;on note log (1+s) sa somme. La fonction log est 
n~ n p p 

donc définie sur 11 ensemble des x de ro; tels que ordp (x-1) > 0 ; il est clair que 

cet ensemble est un sous-groupe multiplicatif de ro; et on vérifie que, si x
1 

et x
2 

sont dans ce groupe 9 on a logpx 1 +logpx 2 = log/x 1x2). On prolonge cette fonction 

logp à ro; tout entier de la manière suivante : si x E (Ô;, il existe deux entiers 

. e a -iE- ( ) rationnels non nuls e et a tels que x = p v avec v dans ro tel que or1d v =0 ; 
f p p 

de plus il existe un entier positif f tel que ordp ( vp - 1-1) > O ; on pose alors 

f 
log (x) = \ log (vp - 1). On vérifie que logp(x) ne dépend ni du choix de e ni du 

P e(p -1) P 
choix de f et que logp est un homomorphisme du groupe multiplicatif (Ô; vers le 

groupe additif füp. Passons aux séries formelles ; on pose toujours 

n 
log(1+T) = D (-1t+ 1 !... • Si F(T) est une série de © [[T]] dont le terme constant 

>1 n P n-
est égal à 1i on peut substituer F(T)-1 à T dans la série log(1+T) ; on note 

(logoF)(T) le résultat de cette substitution. Si le terme constant f
0 

de F(T) est 

non nul, on pose (logo F)(T) = logp(f
0

) + (logo f~1 F)(T). On a: 

LEMME 8. 16. Soit F(T) un élément de ip[[TJ) dont le terme constant 

est non nul. Si F 1 (T) désigne la dérivée de F(T), alors la dérivée de (logoF)(T) 

F'(T) 
est FÎT). 

Démonstration. Supposons d 1abord que F(T) = 1+G(T) avec G(T) dans 

T© [[T]] ; on a (logoF)(T) = L) (-1)n+ 1 G(T)n 
9 

donc 
p > 1 n n-

n+1 n-1 Gi(T) F'(T) 
(logoF)' (T) = cv (T) l':) (-1) G(T) = 1+G(T) = Fm . Si le terme constant f

0 n~1 

de F(T) est non nulj on a (logoF)(T) = logp(f
0

)+(logof~ 1 F)(T) donc 
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l (f~1F)'(T) F'(T) 
(logoF) (T) = _1 = F(T) 0 

f
0 

F(T) 

LEMME 8 o 17. Soit K une extension finie de <O contenant le grouee µ p p 

des racines de l'unité de ©p d'ordre divisant p et soit R son anneau des entiers 0 

Soit F(T) une série formelle de R[[T]] dont le terme constant f est inversible 
- -------- 0 -----

dans R, alors : 

1) (logoF)(T) est une série formelle de An. 

2) (~(O) = logp(F(0))- Pl zj log (F(r-1 )L 
rEµ p 

p 

Démonstration. 1) Posons F(T) = I) f Tn et (logoF)(T) = D gnTn; pour tout 
n~0 n n~0 

n a. 
n ~ 1 , g est de la forme D J:. où les a. sont des sommes et des différences de 

n . :1 l l 
1=1 

produits de coefficients de C 1 F(T) ; on a donc ord (a.) ~o pour tout i, donc 
0 p l 

ordp(g )2-Sup{ordp(i) ; i = 1, ... ,n} ; on en déduit que D g Tn est dans An, 
n n;::o n 

ce qu I on voulait. 

2) On vérifie directement que (~)(T) = (~(T) et que 

log (F(0)) - 1 iJ log (F(r-1)) = log (C 1 F(0)) - _pl 'D log (C 1 F(r-1)) ; on peut 
P P rEµ P P O rEµ P 0 

p p 

donc supposer f
0 

= 1, ce que nous faisons dans la suite. On a alors 

(l~)(o) = (logoF)(0) _ 1 D (logo F)(r-1). L'égalité (logoF)(0) = log (F(0)) est 
p rEµ p 

p 

claire; le théorème 2 de [1), chap. 4 9 § 5; prouve l'égalité (logoF)(r-1)=log (F(r-1)) p 

pour tout r de µ ; cela achève la démonstration. p 

On est maintenant en mesure de démontrer le théorème suivant : 

THEOREME 8. 18. Si e est le caractère unité {Le. dx) = 1 pour tout x 
A ~(- 1 

de Z) et si C est un élément de z', 2.!l.ê.. LP(1, e,C) = (î- P) logp(CP). 

CP 
Démonstration. Posons H(T) = (1+T~ - 1 

1 c'est un élément de ZP[[T]] dont le 

terme constant C est inversible. Le lemme 8.17, 1) montre que (logoH)(T) est 
p C 

· 1+T (1+T) P 
dans An. De plus on tire du lemme 8.16 que D(logoH)(T)=-T+Cp C 

(1-i-T) P-1 
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c'est-à-dire (corollaire 8. 11) que D(logoH)(T) = F v (T), En conséquence 9 on 
C ~/ 

tire de la proposition 8.14 et du lemme 8.15 que F (T) = (logoH)(T) et donc 
<PVC 

~ 

(corollaire 8.5) Lp(1$ €,C) = (log oH)(0). On conclut à l'aide du lemme 8017, 2) 

CP CP 
que L (1,e,C) = (1-,l)log C _ l D log (1' 

1
- 1 ); mais n { } r ~1 =1, donc 

P C P p p P rEµ \ { 1 } P r- rfµp\ 1 r-
r P _1 p 1 

D logp( r- 1 )=0 donc LP(1,e,C)=(1-p)logPCP, C.Q.F.D. 
rEµ,p\{1} 

COROLLAIRE 8. 19. Si e est le caractère unité, la fonction LP(s, e) 

ne peut pas se prolonger en une fonction continue sur ZP tout entier. 

Lp(S9 E:,C) (. 
Démonstration. L (s, e) = 

1 
si C est un élément de z ➔, tel que 

p 1-<C > -s 

<c > f, 1 • Le dénominateur de LP (s, €) s I annule en s = 1 et le numérateur vaut 

( 1 - i) Iogp ( CP) ; montrons qu'il n I est pas nul ce qui impliquera notre assertion : 

on a C = w{c )<C > donc log (C ) = log (<C >) ; par définition <c >:::: <C>, 
p p P PP PP P 

donc <CP> est différent de 1 ; comme <CP>/:- 1 est dans 1 +2p:Zp, on a 

logp (<CP>) /: O ( en effet logp induit une bijection de 1 -r-2p Z p sur 2p Zp comme 

on peut le voir dans [ 1 J, chap. IV, § 5 , par exemple) • 

REMARQUE 8.20. Le lemme 8.2 joint au corollaire 8.19 montre que, si f 

est un entier positif quelconque et si 1f est le caractère modulo f égal à 1, la 

fonction LP(s, 1f) ne peut pas se prolonger en une fonction continue sur ZP tout 

entier. Cela montre en particulier que Lp(s, 11) n'est pas une fonction d 1Iwasawa, 

donc (corollaire 7. 7) que G(T $ 1f) n I est pas dans R [ [T J). 

Il reste à regarder le cas € ~ 1 • On a : 

THEOREME 8. 21 • .ê.2!! € un caractère primitif pair modulo f qui n I est 

l t ' ·t' · l'i t · · ·t· fième d 1 t · pas e carac ere um e ; s1 "' es une racme pr1m1 ive ...!: ~ 

r(d= fÏJ
1 

e(t)Ctj 2!!...§. LP(l~d==-~d(1-- 8
~)) D ➔~€(b)logp(1-C-b) 

t==1 bE (Z/fZ) 

où e(b) = dbr 1 fil bf(z/fz)➔t-. 
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Démonstration •. Commençons par établir deux lemmes : 

A ➔~ 
LEMME 8 .22. §.2!! C un élément de Z p 2!UL 

( ) .. -b( ) -bC( )CP 
F (T) = -~ r I) •<- Ë:(b)( Ç 1+T _ C è;: 1+T )] 

vC~ € f LbE(Z/fz)'7' ('.-b(1+T)-1 p CbC(1+T)CP-1 

en posant CbC = l;x où x est un entier congru à -bC modulo f Z . 

Démonstrationo On convient de poser Ë:(b) == O pour tout b non inversible modulo f. 

f-1 t A 
Soit U une indéterminée; on a D dt) Jf-= !) ~ avec 

f-1 bt tb1 U -1 bEZ/fZ U-l; 

Ab:::::} L) e(t) '-b soit Ab= Cf T(e)Ë:(b). De l'expression de Fv (T) donnée 
t=1 <; c, €: 

dans le corollaire 8 • 11, on tire alors 

Le caractère e n'étant pas le caractère unité 1 le caractère ê n'est pas non plus 

le caractère unité donc D i(b) = O ; on en déduit 

De même on a L) 
bEZ/fZ 

bEZ/fZ 

nière expression est égale à 

i(C) D 
bEZ/fZ 

en remplaçant ces valeurs dans l'expression de F V (T) trouvée ci-dessus et en 
c, 8 

se rappelant que €(b) = 0 si b jÊ (Z;/fz)'\ on obtient le lemmeo 

-bC CP 
LEMME 8.23. Pour tout b E (Z/fz)"

3
\ posons Hb(T) = l; ~1+T) - 1 ; 

,- (1+T)-1 

la série Hb(T) est dans R[(T]J et son terme constant est dans R* (R est l'an-

neau des entiers d'une extension finie de ©p gui contient ,) • 
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Démonstration. Hb(T) est le quotient de deux séries de R[(T]] ; si f n'est pas 

une puissance de p, leurs termes constants qui sont respectivement CbC _1 et 

,-b-1 sont dans R ➔~ et il n'y a pas de problème. Si f est une puissance de p 9 

alors Cb -1 n'est pas dans R ➔\ donc le coefficient de T est le premier coefficient 
b ~~ 

de ,- (1+T)-1 à être dans R"; en conséquence le théorème de préparation de 

Weierstrass p-adique ([11, [8)) affirme l'existence d'un Q(T)E R[[T]J et d 1un 

r ER tels que ,-bC(1+T)CP - 1 = (l;:-b(1+T)-1) Q(T)+r. Pour calculer r~ faisons 

T ::: (b -1 , il vient CbC l:bCp -1 r ; mais ( étant d I ordre une puissance de p, 

on a (be== <;:bCP donc r = O et donc Hb(T) = Q(T) E R[[T]]o Enfin? le terme 
-bC 

constant de Hb (T) = Q(T) est le quotient ( -b - 1 qui est bien dans R ➔~. 
' -1 

Revenons à la démonstration du théorème. 

Soit b dans (Z/f:Z/l-; le lemme 8.23 associé au lemme 80 17, 1) montre 

que (logoHb)(T) est dans An. De plus on tire du lemme 8. 16 que 

C 
,-bC(1+T) p 

+ C ..-......,,;-- ...... - ; posons 
p CbC(1+T)-1 

G(T) = T~e) D Ë:(b)(logoHb)(T), le lemme 8.22 et ce qu'on vient de faire 
bE(Z/fzt 

montrent que G(T) est dans An et DG(T) == F v (T). On tire donc de la proposi-
c, e 

tion 8. 14 et du lemme 8.15 que F<P
11 

(T) = G(T) et donc (corollaire 8.5) on a 
C,8 ,.,-...._,; 

L (1, e,C) = G(O). En explicitant G(O), il vient L (1 i e9 C) = 1€) zj ➔l-ë(b)(log 0 Hb)(0) 
P p bE(Z/fZ) 

qui, d 1 après le lemme 8.17, 2) est i E:) Z) "e(b)(logp(Hb(O))-i D logp(Hb(r-1))). 
bE(Z/f:Z:)717 rEµp 

b )"-bCrCp_ 1 CP C 
Si ,- r f 1~ on a Hb(r-1) = "" -b ; mais r == r puisque r ta: une racine 

C r-1 

pième de l'unité (ici rc = rx si x est un entier congru à C modulo pz;) donc 

( -b )C 
H (r-1) = ' r - l 

b ,-b r-1 
ce qui montre que Hb(r-1) ne dépend que de la valeur du 

produit ,-br. Si t-br == 1, alors C est une racine de 11 unité d I ordre p donc 

f = p (c'est le cas où E; est une puissance paire de w) ; par définition de Hb(T) 



C 
on a ,-bC(1+T) P_1:::: (,-b(1,T)-1)Hb(T) ce qui donne en dérivant 

C -·1 
cbCCP(1+T) p ""CbHb(T) + o::-b(1+T)-1)Hb(T) ; faisons T = r-1 = ,b-1 de sorte 

-b -bC b(Cp-1} -b ( . -b ( b ) , 
que(: r=1,ilvient C cpc =C Hbr-1)=C Hb( -1 d 1 0U 

H ()"b 1) ,.-bc,.bCpC . r t . ième dl' ·t" d b "' - = ._ .,, ; mais "' es une racine p e um e, one 
bC p 

(bC = C p et Hb(Cb-1) = CP est indépendant de b. La quantité Hb(r-1) ne dépen-

dant que de la valeur de Cb r? il en est de même de logp (Hb (r-1)) ; nous poserons 

dans la suite logp(Hb(r-1)) = h((-br). Avec cette notation on a donc 

Lp( 1, R,C) = i 1:;} ( l) -tf-Ë;(b) h({-b) - D * €(b) h(l:-br)). 
bE(Z/fZ) bE{Z/fZ) 

rEµp 

Pour achever la démonstration nous devons regarder séparément le cas où 

p divise f et celui où p ne divise pas f f. 

Si p divise f. Dans ce cas CP est une racine de l v unité d I ordre p ; 

b * convenons de poser h(C- r) = 0 si b n'est pas dans (Z/Œ) , on a alors 

-b+af 
D ,.._ e(b)h(C-br)= !) €(b)h(C P). 

bE(Z/fZ) bEZ/fZ 
aEZ/pZ 

Pour tout B de Z/fZ et tout a de Z/pZ 9 il existe un élément et un seul de 

-z.,/fZ que nous notons b 
8 

tel que -b 
8 

+ af = B dans Z/fZ ; avec cette a, a, p 

notation notre somme se réécrit D h(C8 )( D Ë;(b 8 )). Mais 9 lorsque a 
B aEZ/pZ a, 

décrit Z/pZ, les ~f décrivent le sous-groupe d'ordre p de -z.,/f-z., et les ba,B 

décrivent la classe de -B modulo ce sous-groupe ; le caractère Ë; étant primitif, 

on en déduit que D -;; (b 
8

) = 0 pour tout B. En revenant à la formule 
aEZ/pZ a, 

donnant L (1, e9 C) on trouve donc L (1, e,C) = ~ B ➔,.;(b) h(~-b); mais 
p p bE(Z/fZ)' 

-bC 
h(C-b) = log ({ b - 1) = log (,-be_ 1) - log (,-b-1) donc 

p ,- - 1 p p 

Lp(1, e,C) = T(/·,) D ,E-€(b)(logp(,-bc_1)-logp(C-b-1)) 
bE(Z/f-z.,f 

= 'Tf(€) ( e(C)-1) D l(b) logp(C-b-1)Q 
li:(2/fZ)°''" 
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. L (1, €~C) T(d _ -b 
Enfin si C est tel que clc) /. 1 on a Lp('l, e) = P1_ (C} = - -f r) ,._db)logp(C -1) 

8 bE(z/f:Z)'i-

qui est la formule cherchét~ compte tenu de e(p) = 0 puisque p divise f et de 

logp(~-b-1) = logp(1-t-b). 

Si p ne divise pas f. Dans ce cas {-br f. 1 quel que soit b dans 

( / ) ➔~ ( -b) ((~-br)C-1) :Z f :Z et r dans µ, , donc h , r = log b • La somme double 
P P ,- r-1 

( -b )C 
LJ iE- €(b} h({-br) est donc D ➔t- ê(b) [ D logp ( e -~ -1) 7 et on a 

bE(:Z/fZ) bE(Z/f:Z) rEµ t r-1 -
rEµ p 

p -b C 
D log 6 t _:) - 1 ) = log [ TI ((Cbrf-1) l - log [ TI o:-br -1} l ; 

rEµ, p C r - 1 p - rEµ -- p rE µ -· 
p p p 

mais l'identité xP - 1 = TI 
rEµp 

de même, rc décrivant µp quand r 

Notre somme double est donc égale à 

D ,1.Ë:(b) logp(ÇbpC_1) - 'D 
1
~(b)logp(C-bp_1)= 

bE(Z/f'.Zf bE(Z/fZ) 

= (dpC) - e(p)) D '(-Ë:(b) log o:-b-1) 
bE{Z/fzt p 
A 

puisque p et pC sont inversibles modulo fZ, En revenant à la formule donnant 

L/1, e,C}, on trouve donc 

Lp(1, Ë,c) = ~[ D 't-Ë:(b)h({-b)-e(pC~-e(p) !) *€(b)log/Cb -1)] ; 
bE(Z/fZ)°1 bE(Z/fZ) 

comme précédemment, on voit que L) ,c-€(b)h(t:-b) = ( e(C)-1) D ➔,ë{b)log (,-b-1), 
bE(Z/f:Z), bE(Z/fZ) r p 

donc compte tenu de €(pC)- e(p) = E:{p)( e{C)-1), il vient 

Lp(1y€,C)=(dc)-1)'1"(t(1- 8p(p)) !) "',Ë:(b)logp(<:-b-1)o Enfin9Si C esttel 
bE(Z/fZ)'r: 

que e( C) -/: 1 on a 
L(1,e,C) () () b 

LP(1 s s) == f_ (C} = - 7' f
8 (1 - epp) D "''-È:(b) logpn:- -1) 

€ bE(Z/fZ)" 

ce qui est la formule cherchée compte tenu de logp(C-b-1) = logp(1-C-b)o Notre 

démonstration est achevée. 
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f-1 
REMARQUE 8,24. On définit parfois T(d par la formule 'T(e) = 'µ clt) C-t; 

f-1 f-1 t= 1 

cela ne change rien ici puisque, e étant pair~ on a I) e(t)C:t = D E:(t) ,-t. D'autre 
t=1 t=1 

part on a logp{1-(b);;;;, logp(1-,-b) puisque 1-{;b = _,b(1-C-b) ; c'est pourquoi 

on trouve dans certains textes la formule LP( 1 ~ d = - ~ e) (1- e(p)) I) i(b)log (1-è;:b) 
p I:f:(:z/fZ)' p 

à la place de celle du théorème 8 ,,21. 

REMARQUE 8,25. Rappelons que, si s: est un caractère complexe qui est 

primitif modulo f et qui n I est pas le caractère unité, alors la fonction complexe 

L(s~ d est holomorphe sur et tout entier ; sa valeur en S=1 est alors 

L(1si E:) = -1€) 2J .,~ 8(b) log(1-{:-b) si 'T(d = b clt)tt et si € est le carac-
bE(z/fZ) ' t= 1 

tère conjugué de €, Bien que cette formule ressemble à celle que nous venons d' éta-

blir pour LJ1 , e), elle n ra rien à voir avec elle car il n'y a rien de commun entre 

Log et logp. Rappelons rapidement comment on calcule L( 1, e) : on choisit une 

racine de l'unité ( d'ordre f dans <t ; pour chaque bEZ/fZ, on note ipb la 

fonction de 'Z../fZ dans (I'. définie par IFt(x) = (-bx ; pour tout caractère primitif 

e r on a €(x) = 'D it Abj>b(x) avec Ab= !Îf1-€(b) (c'est là que "primitifn 
bE(Z/fZ) 

interivient) ; les séries de Dirichlet D IJ.ii, (n)n -s et D e(n)n -s convergent pour 
n21 n21 

N N . 
Re(s) > 0 (car les sommes partielles D lb.. (n) et D e(n) sont bornées îndépendam-

M "l) M 

ment de M et N) donc on a L(s, €)=id I) ~E-;,(b) L(s,$b) pour tout s de 
bE(Z/fZ) 

ce domaine ; en particulier L( 1, e) = T(i D ~ €(b) L( 1, ,b) ; on conclut alors 
bE(Z/fZt 

,-nb -b 
en remarquant que L( 1, ~) = D -- = -Log{ 1 - C ) • 

n2t n 
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§ 0. RAPPELS SUR LES CORPS ABELIENS. 

Considérons tout d I abord un corps de nombre K ; nous notons D la valeur 

absolue de son discriminant, R son régulateur, h son nombre de classes 9 w le 

nombre de racines de l'unité contenues dans K et r 
1 

et 2r
2 

le nombre des plon­

gements réels et complexes de K. Si I désigne l'ensemble des idéaux entiers non 

nuls de K, la série D N(af 5 où Na est la norme de l • idéal a converge pour 
a EI - - -

tout complexe s de partie réelle plus grande que 1 ; sa somme est une fonction ho-

lomorphe sur ce domaine qui se prolonge en une fonction méromorphe sur <C tout en­

tier que nous notons (K. On a ([7] par exemple) : 

RESULTAT O. 1 • Le seul pôle de ~ K est un pôle simple en s = 1 de résidu 
r1 {2 

Ress=lC:K(s) = 2 (2 n hR (où ✓rJ est le nombre positif dont le carré est DL 
W"-ffi 

r1 r2 
RESULTAT 0.2. Soit sK(s) = A5 r(~) r(s) tK(s) avec 

-r -{r +2r )/2 
A = 2 2 lo 'II 1 2 . La fonction ~ est méromorphe sur Œ et vérifie l g équa-

Uon fonctionnelle !;K(s) = sK{ 1-s). 

Supposons maintenant que K est un corps abélien sur Ql ; nous notons G 

son groupe de Galois. Pour tout entier positif f on désigne par µ,f le groupe des 

racines fièmes de l I unité ; on sait qu 1 il existe un f tel que K c m(µ.f). En associant 

à un élément a de Gal(Q:!(µf);4:o) l'élément x de (Z/fzf~ tel que o{C) = Cx pour 

tout 1: de µf j on identifie Gal(ÇO(µf)/ro) et (Z/fZ) ➔e- ; par li intermédiaire de cette 
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identification le groupe (Z/fZ) i~ se projette canoniquement sur G si K c: ©(µf). 

Si E: est un caractère de G (i.e" un homomorphisme du groupe G vers le groupe 

(C -,E-) (~t si f est un entier tel que K c ©(µf), on note ef le caractère modulo f obtenu 

en C'Omposant e et la projection canonique de (Z/fZ),~ sur G. Le caractère pri­

mitH équivalent à ef ne dépend pas de f ; on le note ;r et on note f( e) JI entier 

positif modulo lequel H est défini ; on dit que f( e) est le conducteur du caractère 

e de G. On note G le groupe des caractères de G. Pour tout e de G, on pose 

pr or L(s 9 e) =0 L(s, e ) pour s dans (C (on rappelle que L(si??: ) = D 
n:?:O 

(n 9 f( e))=1 

définit une fonction holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 1 et se prolonge en une 

fonction méromorphe sur a: tout entier). On a ([7] par exemple). 

RESULTAT Oo3. Si e/= 1 est un élément de G~ la fonction L(s, e) est 

holomorphe sur (C (si € = 1, on a clairement L(s 9 1) = ~<n (s) donc L(s, 1) a un 

pôle simple de résidu égal à 1 en s = 1). 

RESULTAT 0.4. ,K(s) = Il" L(s, €) ; en isolant e = 1 dans le produit, 
€EG 

cela donne tK(s) = CQl(s) TI,.. L(s i e). 
€EG 
d1 

Pour e dans G, définissons ô( e) par P égalité ;r (-1) = (-1) ô( e) avec 

ô( e) = O ou 1 ; on a clairement ô( e) = O ou 1 suivant que le sous-corps de K formé 

des éléments invariants par le noyau de e est réel ou imaginaire ; nous dirons que 

e est pair ou réel ô( i;:) = O et qu I il est impair ou imaginaire si ô( e) = 1 • Nous 

posons A(s
9
€) = f(e)s/ 2 TT-s/2 r(5 +}(€~ L(s, d où r est la fonction gamma◊ En 

f( i;:) 2 TT Î t 
définissant r( d par T( €) = I) e:(t) e ltef i on a ( [7 J par exemple). 

t=1 
A 

RESULTAT 0.5. Si e est un élément de G et si €: est le conjugué de 

( -) T( €) ( ) s , on a l I équation fonctionnelle A 1-s 9 s == ~·, ô( ) A s ~ e • 
r(d i e: 

Tirons quelques conséquences des rappels précédents" On suppose toujours 
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que K est abélien sur <12, alors : 

PROPOSITION O o 6. On a 

Démonstration. Posons ¾(s) = D" A(s, s) 0 Nous traitons séparément le cas où K 
sEG 

est réel et celui ou K est complexe. Si K est réel 1 on a 
; 2 -r s/2 r 1 0 -r 1s/2 r1 

1\X(s)=( IT,.,.L(s,€))( TI,.,.f(E:))5 7T 1 r(;) et sK(s)=CK(s)('\/D)s7T r(;) 
eEG eEG 

compte-tenu du résultat O .4, on tire de ces deux égalités que 

( TI,.,. f( E:))s/2 ( TI" f( e))( 1-s)/2 

¾:(s) = SK(s) eEG C·s o On a donc ¾:(1-s) = sK(1-s) eEG r.::-
1
_s 

('VD) ('V D) 

du résultat 0.5, on tire '\/1-s) = ( TI" ~) ¾{s) (ô(s) = O pour tout e puis-
efG "if( e) 

que K est réel) ; on a donc, en tenant compte du résultat O o2, 11 égalité 

( TI" f(e)/1-s)/2 ( Il,_f(e))1/2-s 

( T( e) ) ( ) ( ) e E G . ( . 'T( e) ) eE G TI A 1--. ¾ s = sK s C' 1 _s • On en tire It 1--. = --c- 1 _-2-
5 

-
eEG ,vf(e) ('\/ D) eEG 'Vf(e) ('VD) 

( TI" -r( e) ) TI " f ( e) 1 / 2 _8 

SOJ·t eEG -_(eEG ) tt' l't''t t . t t ; ce e ega 1 e e an vraie pour ou s, on en 
( n" .J f ( e)') D , 
e:€G 

déduit TI" f( e) == D et Il T( e) = TI ✓f ( €)', ce qui donne notre résultat dans ce cas Q 
A A 

eEG eEG eEG 
. -r2s r s r2 

Supposons maintenant K complexe ; on a alors sK(s) == CK(s)(21r) (\ID) r(s) 

et ~(s) = ( Il,.. L(s, e))( TI,.. f(e))5/ 2(7T-s/Z r(~) rr-s/2 r(s; 1)( 2 • Compte tenu du 
éG eEG 

, 1 . r(s) (s+ 1 ) r' 1/2-s ( ) . resultat O • 4 et de la formule c ass1que 2 r 2 = \12 Tr 2 r s on tire de ces 

r ( II,.. f(e))s/2 

deux égalités que AK(s) = (2 ✓;) 2 sK(s) eE~ ; on termine la démonstration 
('VD)s 

comme dans le cas réel en re='.llarquant que 

Supposons maintenant que le corps abélien K est complexe ; on a r 
1 

= O 

et 2r 2 = [K: <n) ; nous posons pour allèger les notations r 2 = r. Nous notons K+ 

le sous-corps réel maximal de K ; on a [K: K+] = 2 puisque K+ est le corps des 

invariants de la conjugaison complexe (qui est bien définie puisque K est abélien). 
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On désigne alors par D+ la valeur absolue du discriminant de K+, par h + son 

nombre de classes et par R + son régulateur" On a : 

LEMME O • 7. Le quotient h/h + est un entier naturel que nous notons h -

et que nous appelons nombre de classes relatif de K 0 

Démonstrationo Soit H {resp◊ H+) 11 extension abélienne non ramifiée maximale de 

K (respo K+). Par la théorie du corps de classe on sait que h (resp. h +) est le 

degré de l I extension H/K (respo H+ /K+)o L'extension K/K+ étant totalement rami­

fiée aux places à l 1 infini, on a H+ n K = K+ donc le degré de H+K/K est égal au 

degré de H+ /K+ Leo à h +. D1 autre part H+K est une extension non ramifiée de 

K donc H+K est inclus dans H. En conséquence le degré h + de H+K/K divise 

le degré h de H/K , ce qui démontre notre lemme. 

Notons ê+ le sous-groupe de G formé des caractères pairs et G- le 

sous-ensemble de G formé des caractères impairs. Un caractère est dans ê;+ si 

et seulement si son noyau contient Gal(K+ /K) donc ê;+ s'identifie canoniquement au 

groupe des caractères de Gal(K+ /<O). On a 

PROPOSITION 0.80 Posons Q = 2r- 1 if; 2!Ll! h- =Qw n,,,_ (d L(0,e)} 
€EG 

(on rappelle que w est le nombre de racines de l'unité contenues dans K). 

Démonstration. On a (résultats O. 1 et 0 A) 

De même, le corps K+ est un corps réel de degré r ~ donc 

Il L( 1 , e) o De ces deux égalités on déduit 
eEG+ 
€f 1 

21t h R m+ , 
TI,.. L( 1 , d = - - - ,J iîD • D' autre part, le resultat O o 5 donne, pour tout 

éG- w h+ R+ 

e de ê;-,11 égalité r(d)L(O,Ë:) = ~ f(e:)1/ 2 
1r-

1/ 2 !9(1) L(1,e:) soit 
\If( E: )i 

/;' L(0 9 ë) = ~ L( 1, e) o Lorsque e décrit G-, ê décrit aussi ê;-, donc 
l'V'II' 
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Il L( 1 , e) ::c:. ( 1T if TI 
A A 

€EG- eEG-

1 ro l' 
Q w( IIA _ 2 L(0, e)) ~J-::+ TI T( €) • On conclut en remarquant que 

E:EG TI 1"( e:) D eEê-

( ) 
eEG ir ✓D 

TI,,. _ T e = TI T( e:) est, d' après la proposition 0 . 6, égal à --
€ E G EP...+ f'o+. • 

€-U ~ 

Notons E le groupe des unités de K et µ(K) le sous-groupe de torsion 

de E. De même notons E+ le groupe des unités de K+ ; le sous-groupe de torsion 

de E+ est ± 1 et le quotient E+ / {± 1 } s I injecte canoniquement dans E/ µ(K). Ces 

deux quotients étant des groupes libres de rang r-1 ~ l I indice [E/ µ{K) : E+ / {±1 } J 
qui est le cardinal [E/(E+ µ(K)) J est fini ; on a : 

PROPOSITION O. 9. La constante Q de la proposition précédente est 

égale à [E/(E+ µ(K))]. 

Démonstration. Par le théorème des diviseurs élémentaires, on sait qu'il existe une 

famille e 1, ••• , er_ 1 d I unités de K et une famille x 1 v ••• , xr_ 1 d I entiers positifs 

telles que les classes modulo µ{K) de e 1, ••. , er_ 1 forment une base de E/ µ(K) 
x1 xr-1 , 

et que les classes de e
1 

, ••• , er-
1 

forment une base du sous-groupe E" / {±1 } 

de E/µ.(K). Notons cr
1

, ••• ,O'r les r éléments de Gal(K+/<1)); par définition on a 

1 

1 
X 

1 ( r-1) 1 
• . . log O'r er_ 1 . 1 

x. 
où \o. {e. 3) 1 

l J 

x. 
désigne la valeur absolue ordinaire du réel cri (ej J ) • Pour i ;::: 1 l ••• ~ r 

choisissons un prolongement de cri que nous notons encore o .• On a : 
1 

où \cr.(e.) \ désigne la valeur absolue ordinaire du complexe lcr.(e.) 1. De ces deux 
l J l J 
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+ 
égalités~ on tire x

1 
... xr_/{ = 2r- 1R+ soit x

1 
... xr = 2r- 1 ~ . Mais le produit 

x1 ••. xr_ 1 est l'indice de E+ / r= 1} dans E/ µ,(K), donc 11 égalité précédente 

prouve notre assertion. 

On a aussi le résultat suivant : 

PROPOSITION O. 10. La constante Q est égale à 1 2,!:! 2. 

, e , -Demonstration. Pour tout e de E, le quotient - ou e est le conjugué de e est -e 
une racine de 11 unité : en effet ~ est un entier de K et, pour toute place infinie 

e 
v de K 9 on a le 1 = \ë I en désignant par I I la valeur absolue de K associée 

.V V V 

à v ; on a donc \~ 1 == 1 pour toutes les places à 1 ° infini v et on conclut à 11 aide 
ë V 

du lemme suivant : 

LEMME O • 11 . Soit ex un entier de K tel que \ ex lv = 1 pour toute place à 

l'infini v de K 9 alors ex est une racine de 11 unité. 

Démonstration. Choisissons une place à 11 infini v 
O 

; si ex 1 est un conjugué de ex 9 

on a \ a 1 \v 
O 

= 1 puisque I a 1 lv 
O 

= 1 a \v pour une place à l'infini v. Le polynôme 

minimal de a est un polynôme de Z, [X] dont le degré est majoré par le degré du 

corps K. De plus j l'expression de ces coefficients en fonction des conjugués de ex 

montre que leur valeur absolue (pour l lv 
0

) est majorée indépendamment de ex ; 

ces coefficients étant dans Z ils ne peuvent prendre qu' un nombre fini de valeurs 

en conséquence 11 ensemble des entiers ex de K tels que \a\ = 1 pour toute place 
V 

à 11 infini v est fini ; cet ensemble étant stable par multiplication, on en déduit qu'il 

existe un entier n tel que an= 1 • C . Q. F. D. 

Revenons à la démonstration de la proposition O. 10. Considérons 11 application 

0 de E dans µ(K) définie par 0(e) = ~ pour e dans E ; c'est clairement un homo-
e 

morphisme de groupe ; de plus 0(e) = 1 si e est dans E+ et 8(e) = e2 si e est 

dans µ(K). En conséquence 9 définit par passage au quotient un homomorphisme de 

E/(E+µ(K)) vers µ(K)/µ(K)2 que l'on note encore 0. Ce dernier groupe étant le 

groupe à deux éléments (puisque µ(K) est cyclique d'ordre pair)" on achèvera la 
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démonstration en démontrant que 0 est injectif. Montrons l I injectivité de 9 : 

soit e E E tel que ~ = '(,2 avec '(, dans µ(K) ; on a ~ = ~ donc ë'(, = e( ce qui 
_e ë ~ 

- - - + , montre que e'(, = el; i.e. que el; est dans E ; en consequence la classe de e 

dans le quotient E/(E+µ(K)) est la classe neutre et donc e est injectif. 

Dans la suite nous serons particulièrement intéressés par le cas des corps 

cyclotomiques ; on a pour ces corps la proposition suivante : 

PROPOSITION O. 12'. Soit K un corps cyclotomique et soit N le plus petit 

entier tel que K est engendré sur <12 par une racine de l I unité d'ordre N ; si 

N 2:: 3 2!:!..2 Q = 1 si N est la puissance d I un nombre premier et Q = 2 sinon 0 

Démonstration (Iwasawa). On reprend les notations de la proposition précédente ; 

on a Q = 1 ou 2 suivant que 8 n I est pas surjective ou est surjective. Supposons 

que N = pn pour un nombre premier p et notons C une racine de 11 unité d 1 ordre 

N ; si p est impair, -C engendre le groupe µ.2N qui est µ.(K) donc -C n'est pas 

dans µ(K)2 ; si P=2, -C engendre le groupe /Jr'1 qui est encore µ(K) donc -C 

n'est toujours pas dans µ(K)2 . Supposons que la classe de -C dans µ(K)/µ(K)2 

est atteinte par 8 ; il existerait alors un e 
-

on tire alors que 1~ = e _ c'est-à-dire que 
,-~ 1-C 

dans E tel que ~ = -C ; de l-'(, = -, 
e 1-? 

e + N est dans K • D' autre part, p 

est totalement ramifié dans K/çn ; notons ordp la valuation de K associée à l I uni­

que idéal premier contenant p et normalisée par ordp (p) = 1 . On a 

ord ( p) = -ord ( 1-'(,) = - - 1 - où cp est 1' indicateur d I Euler ; cela contredit le 
p 1-~ p ~pn) 

fait que 1:C est dans K+ puisque, pour tout x de K+, ordp(x) est le quotient d'un 

nombre pair par cp (pn) et donc on a démontré que 8 n'est pas surjectif. 

Supposons que N n I est pas la puissance d'un nombre premier ; on désigne 

encore par C une racine de l'unité d'ordre N. Si N est impair, on a µ(K)=~x{±1} 

et Je quotient µ(K)/µ,(K)2 est engendré par -,. Mais 1-, est dans E, donc l'éga­

lité 1-C = -, montre que 8 est surjective. Si N est pair il est divisible par 4 
1-{'. 

(sinon K serait obtenu en adjoignant à ro une racine de l'unité d'ordre ~ ce qui 
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contredirait la minimalité de N), Puisque N est pair, ( n'est pas dans µ(K) 2 

puisque 4 divise N, -1 est dans µ(K) 2 ; en conséquence -<::: n'est pas dans 

µ(K)2 et on achève la démonsh'ation comme ci-dessus. 
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§1. LES CLASSES RELATIVES DES CORPS CYCLOTOMIQUES. 

So.ient p un nombre premjer et m un entier pos:i.tif tel que 

(m,p) = 1 Pour tout entier n );O n+l si pf2 et . on pose q =mp n 
= m2n+2 . ' 

si p=2 On note le groupe des racines J.emes 
qn . µq q -n n 

l'unité, le «)( µ, q ) h - le nombre de relatif de K corps , classes n n n e 
de Kn et e n le plus grand entier tel que p n divise h~ . On 

va montrer qu'il existe trois entiers µ, - \. - µ, - ),, 0 et \) avec 

-et À. - ), 0 tels que, pour n assez grand, e = n 
- n - -µ, p +\ n+v 

( Ferrero et Washington ont démontré que µ - = O ce qui avait été con­

jecturé par Iwasawa, mais nous ne parlerons pas de ce résultat ici). 

Signalons qu'il existe une démonstration algébrique de cette formule 
e e+ 

(on note e n et les plus grands entiers tels que P n et p n 

divisent respectivement le nombre de classes de K n et le nombre de 

classes du sous-corps réel maximal 

ment qu'il existe des entiers µ, , À , v 

de Kn , on montre algébr:i..que­

+ + + , µ , À , v tels que 

en= µ,pn+Àn+v et e: = µ,+pn+\+n+v+ pour n 

déduit par soustraction e - = µ, - pn + À - n + v - avec n 

assez grand; 

+ µ, = u-u, 

on en 

À - = À-À+ et \) 
+ = v-v r Ferrero et Washington ont démontré que 

µ,. = O , il en résulte que + u et sont nuls). Nous allons donner 

ici une dfmonstration reposant sur les techn:iques développées dans la 

partie Ide ce cours. 
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Nous supposerons dans ce paragraphe que p est impair le cas 

p=2 se traite de mani.ère analogue. Posons G = Gal(K /m) n n on 

identifie le groupe G n 
* au groupe (Z/qnZ) en associant à cr E G 

n 
* 1 'élément x E ( Z/q Z} 

n 
tel que cr ( Ç) = çx pour tout Ç de µ, • Le 

qn 

groupe Gn des caractères de G n s'identifie donc au groupe des 

" caractères modulo q • si n , E est un élément de Gn, on note (comme 

au §O) Epr le caractère primitif équivalent au caractère modulo qn 

associé à e • Le groupe (Z/qnZ) * est canoniquement isomorphe à 

(Z/mz)*x(Z/pz)*x[(l+pZ)/(l+pn+lz)] ; on note et R n les sous-

groupes de Gn qui s'identifient respectivement à * -if ( Z/mZ) X ( Z/pZ) 

et à (l+pZ)/(l+pn+lz} ; on a donc 
A 

G n 
A 

= 6 X R n et "' 
G n = a x R si 

n 
fJ. et 

A 

R n sont les sous-groupes de G n formés des caractères dont 

les noyaux contiennent respectivement Rn et 6 • Comme au §6 de la 

partie Ide ce cours, on choisit une fois pour toute un plongement de 

la clôture algébrique ~ de ~ inclus dans C dans la clôture al­

gébrique ~p de ~p r on reprend le vocabulaire et les conventions 

introduites dans ce §6 de la partie I. En particulier w est le 

caractère modulo p dont la valeur en un x de Z premier à p 

est la racine l ième 
p- - de l'unité congrue à 

A 

X modulo on 

note wn l'élément de Gn qui s'identifie au caractère modulo qn 

équivalent à w: le caractère w est dans n 
" 
~ • Enfin on note 

ord p la valuation de ©p normalisée par ord ( p) = 1 i on a donc p 

e- = n + 1 + ord ( Il L( o, E e }) • 
n P {0Ea .-.n 

eEt.r 

LEMME 1.1. Q.n...s. 

Démonstration. On a vu (proposition 0.8} que hn- = Qw TI (-
2
1 L(O, s)) 

EEG-
n 

et que (proposition 0.10) Q = 1 ou 2. Pulsque p 'I 2 , on en tire 

en= ord {h-) = ord (w) +ord ( TI L(o,.:)) ; on conclut en remarquant 
P n P P eEG-

n 
que ordp(w) = n+l et que le groupe G~ est le produit direct 
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I'. X R 

n 

Montrons la propositj_on suivante 

PROPOSITION 1.2. On a ord ( TI 
P 0ER 

n 

-(n+l). 

Démonstration. Par définition (voir §O) on a, pour tout 0 

II.11 

,._ 

de R n 

l'égalité L(O,~-l0) = L(O,(w- 10)pr). Le conducteur de w- 10 est une 
n n n 

puissance de p mais n'est pas 1 puisque '..V-le est distinct du 
n 

caractère unité quel que soit a dans 
,._ 
R • Le produit n 

1.t.J-l = (r.J'r)-l qui est un caractère modulo p par ePr qui est un 
n 

caractère modulo une pui.ssance de p est un caractère modulo une 

puissance de p équivalent à (w-19)pr ; on a donc n 
L(O,W-l9pr) = L(O, (w- 13)pr). On sait ( I, §6, définition 6.4) que n 9Pr 
L( 0, 1JJ-l9pr) = Lp(0,8pr) et que Lp(o,ePr) = 

Lp( 0, , C) 
si C est 

l -8pr ( C ) < C) 

un élément de "* Zi' tel que 8pr(c)<c) / 1 . Rappelons (I, §6, défini-

tion 6.1 et I, §5, théorème 5.7) que Lp(s,ePr,C) est une fonction 

d'Iwasawa cela signifie que, si R est l'anneau des entiers d'une 

extension finie de -~ qui contient les valeurs de ePr et si Y 
p 

est un générateur du ~ -module 
p 

1+2p ~ , alors il existe une série p 

telle que f(y- 8 -1,ePr,C) = L (s,ePr,C) pour 
p 

tout s de ~P. Le caractère ePr étant (avec le vocabulaire de 

I, §7, définition 7.1) un caractère modulo une puissance de p de 

seconde espèce, on a (I, §7, proposition 7.11) l'égalité 

f(T,0pr,C) = f(Gprlp(Y)(l+T)-1,1,C) où le caractère 1 désigne le 

caractère unité modulo 1 (i.e. celui qui vaut 

f(6Prj (y)-1,1,C) 
~) • On a donc LP ( O, 9Pr) = -----=--------- ; 

1-apr(c)<c> 

tel que C = l+p; on a alors <c) = l+p et p 

1 pour tout x de 

choisissons 

ePr(C) est une racine 

de l'unité qui engendre l'image de ePr. En conséquence, lorsque 0 
,._ 

décrit R , les n décrivent le groupe µ, des racines n 
p 

nièmes p de l'unitê. De m@me lorsque 0 décrJ.t 
,._ 
R , les 

n 
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décrivent aussi le groupe µ, . On a donc l'égalité n p 

11,_ L (0 9Pr) = TI f(C-1,1,C) 
c'est-à-dire compte-tenu de 1-Ç(l+p) 

, 
SER 

p , 
ÇEµ, 

n n p 

qu'on a fait au début de la démonstration 

TI L(O,w- 18) = TI f(C-1, l,C) D'autre part, si ç est une 1-Ç-pÇ . 
SER n ÇEµ, 

n n p 

ce 

racine 

de l'unité d'ordre r p on a ord (1-C-pC)-l = - 1 . Montrons 
P Q)(pr) 

que, pour tout C de µ n on a 
p 

f(C-1,1,C) = f(O,C-1,C) modulo 

ord (f(C-1,1,C)) = 0: on a 
p 

(C-l)R puisque f(T,1,C) E R[lT]] 

comme ord (C-1) ) 0, il suffit pour montrer notre assertion de mon­
p 

trer que ord (f(0,1,C)) = O ; mais f(O,l,C) = (1-<c))L (0,1) = 
p p 

p-1 p-1 
-p L(O,W-l) = p I: w- 1 (t)B (~) = I: w- 1 (t)t puisque B (X)= X-~ 

t=l l p t=l l 2 

p-1 
et que I: w- 1 (t) = 0 ; enfin, par définition de w , on a W(t) = t 

t=l 

modulo p~ , 
p modulo p:l' , donc p 

f(O,l,C) = p-1 

modulo p~ ce qui montre que ord (f(O,l,C)) =O. On a donc p p 

ord ( TI 
p BER 

n 
I: ( I: 

CE * 
1 ) 

r si * µ, r désigne l'ensemble 

n r=O µ, r Q) (p ) p 
p 

des racines de l'unité d'ordre r p ; le card:i.nal de 

on a ord ( II,_ 
p 19ER 

n 

L(o,w- 18)) = -(n+l) , C.Q.F.D. 
n 

COROLLAIRE 1.3. On a 

* µ, r étant 
p 

Démonstration. Claire en juxtaposant le lemme 1.1 et la proposition 

1. 2. 

PROPOSITION 1.4. On a 
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Démonstration. Le corollaire 1. 3 appliqué avec n = 0 montre que 

ord { ,._ II 1 L ( o, E)} = e - . On 
P eEû-\{ù.. 1-} o 

n 

tire donc du corollaire 1.3 que 

n ° P 0ER \ { 1} 
e = e - + ord ( II L ( O, e 8 ) • Pour tout f3 E R \ { 1} et tout e E z­

n 
..,n 1 

eEll-\{W-} 
n 

le conducteur de e9 est djvi.sjble par p; jl en résulte que 

les deux caractères (e0)pr et ( e: w ) pi·apr ( w- l) pc t d' f. . son e J n: .. s n n 

modulo le même ent:ier, donc sont égaux; les fonct:Lons L qu:i 

leur sont associées sont les mêmes en part~culier on a 

L(O, (e8)pr) = L(O, (ewn)prapr(w~ 1 )pr) ; mais, par définition, 

L(O, (eG)pr) = L(o,e:0) et (W-l)pr = w-1 ; on a donc 
n 

L(o,e8) = L(o,(ew )preprw- 1 ) ; enfin (I, §6, définition 6.4) on a 
n 

L(O,(e:w )prsprw- 1 ) = L (O,(ew )prgpr) et la proposition résulte de 
n p n 

, . ;::, + {. } " d , . t-\{ w-1 } . ce que EW decrit u \ 1 lorsque c ecrit u n n 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la formule annon-

cée au début d.e ce paragraphe : 

THEOREME 1. 5. Il existe trois entiers positifs ou nuls µ, - , À. -

et V tels que - - n - -e = fl, p +\ n+v • n 

Démonstrat::on. Dés:ignons par R l'anneau des ent.:iers d'une extens~on 

finie de ~D contenant les racines de l'unité n'ordre q, ( !:!p) p n de ' J: ... 
sorte que R contient l'image de tous les caractères de G . Pour n 

A 

et a ER , on vérifie que ePrepr n'est pas de 
n 

seconde espèce (I, §7, défin::_t:ion 7.1) ; en conséquence (I, §7, thé-

orème 7.2) la fonct~on L (s,sPrgpr) 
p 

I §7 t g(T, ~prôpr) comme en , no ons w o 

L (s,Epr9pr) = g(Y-s-1,Eprepr) où 
p 

est une fonction d'Iwasawa; 

la série de R[[T]l telle que 

y est un générateur du ~ -module 
p 

1+2o~ . Les caractères 
~ p ePr étant, pour tout 6 E R , des carac-

n 

tères modulo une puissance de p et de seconde espèce, on tire de la 
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propos:.tion 7 .11 du §7 de la part~e I que g(T, Eprepr) = 
A 

g(eprlp(y) (l+T}-1,ePr). Lorsque 

a;crivent µ ,{1} , donc 
n 

9 dfcrit R \{1} , les 
n 

p 

Posons alors g(T) = ,., IT g(T,Epr) ; nous aurons besoi.n du lemme 
EEll+,{1} 

suivant: 

LEMME 1 . 6 . La 
, . 

ser1.e g(T) est dans 

Avant de démontrer ce lemme, voyons cornn1ent il permet de con-

clure la démonstration du théorème. Désignons par µ le plus grand 

entier tel que 
µ 

p divise tous les coefficients de g(T) et par 

À.- le plus petit entier tel que pµ +l ne divise pas le coefficient 

À -
de T dans g(T) : le théorème de préparation de Weierstrass 

- À- À.--1 
p-adique ([13], [8]) montre que g(T) :a:pµ. (T +b T + •.. +b )u(T) 

À--1 o 

où les b. pour i = 0, ••• ,À-1 sont dans p::à' et où u(T) est dans :,_ p 

(~p[[T]])*. En conséquence, si Ç est une rac:.ne de l'unité d'ordre 

r p , on a 

compte-tenu ae 

- [ À- À--1 ] 
ord ( g ( C-1) ) = u + ord ( Ç -1) +b ( C-1) + .•. +b 

p p À - -1 O 

ord (C-1) = p 
1 et de ord (b.) ); 1 

p J. 
pour 

i = o, ... , À - -1 , on déduit de 1 ' égalité précédente que 

dès que cp(pr) ) À - • Pour tout r notons 

de nouveau l'ensemble des racines de l'unité d'ordre r p ; suppo-

sons n assez grand pour que co(pn) ) À - et notons r
0 

le plus grand 
r 

entier tel que cp(p 0
) .{_ À. - • On a alors 

~ ord (g(C-1)) = 
CEµ, \{ 1} P 

n 
p 
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ce qui vient d'être dit et la proposition 1.4, on obtient 

sojt e n 
- n ' - -=ltp +'l.n+\> qui est la 

formule cherchée. Il ne reste plus qu'à démontrer le lemme 

]:?..'..'.:monstration du lemme 1. 6. Montrons ô 'abord que, pour tout s de 

-s C. 
~ , on a g(Y -1) c ~ si 

p p 
y est le génsrateur de 1+2p~ choisi . p 

c5.-dessus. Les 1-k pour k enti. er, k ~ 1 et k di.visible par p-1 

6tant denses dans , il ff ' t a t g ( Yk-1 - 1) cr m su .J o.e mon rer que .(Li pour 

tous ces 

implique 

p 

k. Pour un tel k, on a g(Yk-l_l) = TI g(Yk-l_l,Epr) = 
e:E1+-_{1} 

rr 
EE~+,{ 1} 

Epr (p) 1 
( 1 - l-k )L( 1-k, E) puisque p-1 k 

e:Pr( ) 
(1- l-i )L(l-k,E} = 

p 

p 

Le groupe 

A 

s'identifie au groupe de Galo:is Gal(K
0

/Q;l) et 6 s'identifie au 

groupe des caractères de 

groupe des caractères de 

Gal(K /Gl) 
0 

Gal(K+/Gl) 
0 

; le groupe "'+ â s'identi.fie au 

si K+ désjgne le sous-corps 
0 

rôel maximal de K • On a donc (§o, résultat 0.4) 
0 

11 L(l-k,e:) 
EE/~+ 

= C (1-k) et donc 
K+ 

0 

; les 

fonctions étant les fonctions L associées au caractère unité 

modulo 1 , leurs valeurs aux entiers négatifs sont dans (Q, donc 

Il L{l-k,E) est dans ~. Enfin, rappelons que K = ~(µmp) 
eE6+\{1} ,_ 0 

avec {m, p) = 1 ; les caractères E de 6 dont le conducteur n'est 

pas divisible par p i.e. ceux tels que e:Pr{p)fO sont donc ceux 

dont le noyau contient Gal(K /(0(µ )) ; ces caractères s'ident:Lf5.ent 
0 p 

"'+ donc avec les caractères de Gal(~(µ )/(0). Les caractères E de 6 
m 

tels que pr -' e:-- (p)rO correspondent donc aux caractères de 

si ~(µ )+ est le sous-corps réel maximal de (Q(µ ). m m 

De cela résulte que, pour un aE Gal(~/<D) , l'ensemble des a(e:pr{p)) 

coincfde avec l'ensemble des 

produit rr (1 -e:Pr (p)) 
EE6+\{1} pl-k 

pour tout k ) l tel que p-1 

lorsque e: dfcr~.t "'+ 6 \ { 1} ; le 

est donc dans Q. On a donc montré que, 

divise k, g(Yk-l_l) est dans Q; 



comme il est aussi dans R, il est dans ~ . Pour terminer la 
p 

T 
dômonstration notons.pour tout TE Gal(©/©)/ par g (T) la 

p p 
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sôrie formelle dont les coefficients sont les images par , des 

coeffjcients de g(T). On a clairement gT(Y-s-1) = T(g(Y-s-1)) pour 

tout s de Z ; mais 
p 

T(g(Y-s-1)) = g(Y-s-1) puisque g(Y- 5 -1) ~ Z , 
p 

donc on a 
T _q 

g ('JI ~-1) = -s § g(Y -1) pour tout s de ~ et donc (I, 2, 
p 

remarque 5.3) 
T 

g (T) = g(T). Cette dernière égaljté montre que 

g(T) E (Qp[[T]] ; comme g(T) E R([T]] , il en résulte que 

g(T} E ~ [[T]]. C.Q.F.D. 
p 

REMARQUE 1.7. Supposons dans les données de ce chapitre que 
A 

rn = 1 ; le groupe b. 

A 

est alors formé des puissances de w ; l'en­
n 

semble ~ 
k-1 est alors 1 'ensemble des 0.r pour k = 2, 4, ..• , p-1 . 
n 

Pour k = 2 , 4 , ... , p-3 le conducteur de r.J<- est 
n 

p, 

donc LP(o,({)pr) = L(o,{- 1). On a donc, dans ce cas, 

n L(O,a) = Il L (o,epr). En incorporant cela dans ce qui a été 
A 1 A+ p sE6-\{W-} eEb. \{1} 

n 
fait dans les démonstrations de la proposition 1.4 et du théorème 1.5, 

on obtient e - = ord (c IT g ( Ç -1 )) 
n P CE 

µ, n 
p 

avec 

Faisons n = 0 ; on obtient l'équivalence 

g(T) = TI g(T,w'k). 
k=2,4, ... ,p-3 

e = 0 si et seulement si 
0 

g(O} est premier à p. Mais g(O) premier à p est équivalent à 

g(C-1) premier à p pour tout Ç E 1..1, donc à 
n p 

e = ord ( Il g(C-1)) = 0 n p ÇE;..r, 
n 

p 

D'autre part g(O) = TI g(o,J) ; pour ces valeurs de 
k=2,4, ... p-3 

'k _ ., .k -k 1 r __ k-1 Bk 
k, on a Lp(l-k,ôr) - L(l-k,'-'-' w ) = (1- l-k).,(1-k) -(1-p )k 

p 

et donc ordp(Lp(l-k,J<) = ordp(Bk). Mais Lp(l-k,u)c) = g(Yk-l_1,Jc) ; 

pour k 1' 0 modulo p-1 , la série g ( T, 0) est dans R[( T ]J , donc 

g(Yk-
1

-1,Jc) = g(o,cJc) modulo (Yk-l_l)R . Pour k= 2,4, ... ,p-3 on 

a donc ord (g(o,J<)) = O si. et seulement s:i. ord (B ) = o A"n"'~ p p k . -- ...,_,_ 
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on retrouve le résultat classique suivant e- = 0 i.e. p ne divise 
0 

pas h 
0 

si et seulement si 

pour k = 2,4, ... ,p-3 . 

p ne divise aucun des (dans 'll ) 
p 
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' §2. CLASSES REELLES ET UNITES CYCLOTOMIQUES. 

Nous rappelons dans ce paragraphe des résultats classiques que 

l'on peut trouver par exemple dans [7]. On reprend les notations du 

§1 d n+l . -1 2 2n+2 et on suppose que m = 1 ; on a one q = p si p r , q = 
n n 

si p=2 K = <D( µ ) ' ou µ 
n qn qn 

de l'unité et G =Gal(K/<.Q). n n 
h+ du sous-corps rl:!el maximal n 

est 

On va 

K+ 
n 

le groupe des racines ièmes 
qn 

s'intéresser au nombre de classes 

de K . Nous montrons l'existence n 

d'un sous-groupe Cycl n du groupe E n des unités de K n 
dont l'in-

dice dans E n est h~; ce groupe Cycl n est appelé le groupe des 

unités cyclotomiques de K n 

à 

de 

A n 

Comme on l'a vu au §1, le groupe G s'identifie canonjquement 
n 

dans cette identification, le quotient 

* G apparait comme le quotient (:l'/q 2') /{±1} que nous noterons n n 
---+--dans ce §2. Si e est un élément du groupe G des caractères n 

de G+ et si a E A , nous notons e: (a) l'image par E de l 'élé-
n n 

ment de G+ qui s'identifie à a . Avec ce vocabulaire on a 
n 

PROPOSITION 2.1. Soient h+ et R+ le nombre de classes et le 

régulateur de K
+ . 

i SJ_ n -
ç 

n n 

est une racine de l'unité d'ordre 
n 

est le caractère conjugué de 
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Démonstration. Notons r 11 le degré de 

D+ la valeur absolue du discrimj_nant de 
n 

0.1 et 0.4) les égalités Ress=l C +(s) 
K n 

K+ 
n 
r 

2 n 
= 

2 

i.e. 

. On a 

h+ R+ 
n n 

\!Il' n 

1 r = -CO ( q ) 
n 2 n 

et 

(§0 résultats 

Il L(l,E). = 
EE?\{1} 

n 

Pour tout E de ? , on note Epr le caractère primitif associé à 
n 

E et 

Posons 

f( €) son conducteur; par définition 

q /f(E) 
ç = ç n 

E n et 
t=l 

pr L(l,e) = L(l,E ). 

remarque 8.25) 
pr T ( E) 

L(l,E ) = - f{Tî ~ Epr(b) Log(1-c;b). 
bE (~/f( E )Z) * 

Compte-tenu de ce que Epr(-b) = Epr(b) pour tout b E ( ~1 t ( s ) ~) * 

b -b b 2 
de ce que Log( 1-C ) + Log( 1-C ) = Log l 1-Ç 1 , on a (notations 

évidentes) L(l,E) = -
T ( e: ) 

~ 2 Epr(b) Log( l 1-c~I ) . ITeî bE(~/f(s)z)*\{±1} r 

et 

2 n h+ R+ 
Il ['(<} t ,pr (b)Log(---¾~] On a donc n n 

w = 
EE~\{l} :Ë(Ë)° bE(~/f(e:)~)*/{±1}

2 
2 11-Ç e: 1 n 

qui, compte-tenu de la proposition 0.6 du §o, donne 

= l II [ ~ e: pr ( b) Log ( l ~ . 
R: sEci!'{ 1} bE (~/f( €)~) */{±1} \ 1-Ç~i}j 

Soient 

maintenant a un élément de * (~/q ~) et b l'image de a dans n 
* (Z/f(e:)z) par la projection canonique de 

on a 

on a TI 
aE(Z/pn+l~)* 
a ➔ b 

b = Ce • En conséquence, si 

l'image de a par la projection de 

* ( Z/q ~) sur 
n 

X est une indéterminée, 

où a ➔ b signifie que 

* sur (~/f(e:)~) est 

b ; en faisant X= 1 il vient TI (1-Ca) = 1-Çb 
aE(~/pn+lz)* n e: 

d'où l'on 

a ➔ b 

tire, pour tout b appartient ('.à'/f(E)Z)*{±1} 1 l'égalité 

11 l-,,..a1· -- 1· 1_,,..b1, d t . , ·a E 1 ., 1, avec es no atJ_ons evi entes. n remp açant n e: 

par ce produit dans l'express:ion de h+ donn~e ci-dessus, 
n 

on conclut en remarquant que ëPr(b) = ë(a) si a ➔ b. 
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Rappelons deux lemmes : 

LEMME 2.2 (Frobenius). So.;ent G un groupe a.bélien f:inj et f 

une apolication de G dans <C; on note G le groupe des caractères 

de G et x 1 , ... ,xn les éléments de G. On~ ITA ( ~ E(a)f(a)) = 
-l sEG aEG 

det(f(x.x. )) ._ 1 ; ce déterminant ne dépend donc pas de l'ordre 
Ji J.- , ••• ,n 

j=l, ... ,n 

x1 , ... ,xn dans lequel on a rangé les éléments de G, nous le note-

rons 

Démonstration. Notons V l'espace vectoriel des fonctions de G dans 

CC ; pour tout i = 1, ••• , n , notons [x.] 
J. 

l'élément de V qui vaut 1 

sur et 0 sur X. 
J 

si if j ; il est clair que la fam:i lle des 

{[x.]} est une base de V sur ~. Désignons par T l'ap-
1. • 1 

1= I • • • n 

plication linéaire de V dans lui-même défini.e par T([xj]) = 
n 1 ~ f ( c - l ) [ ex . ] 

cEG J 
pour j = 1 , ... , n ; on a 

donc le d~terminant de l' applicati.on T 

D'autre part, la famille des caractères 

de V; pour chacun de ces s , on a E = 

T([x.]) = ~ f(x.x:- )[x.] 
J i=l J l l 

est 
-1 

det(f(X.X; ))i=l . 
J -· -- , ••• ,n 

j=l, ... ,n 

{E} EA est une autre base 
E G 

~ e(g)[g] ; on en tire 
gEG 

T(E) = ( ~ e(a)f(a))E qui montre que le déterminant de T est 
aEG 

Il ( ~ e(a)f(a)) 
eEG aEG 

et montre que 

II ( ~ E (a)f(a)). C.Q.F.D. 
eEG aEG 

-1 det ( f (X.X. ) ) ~ _
1 J l. .1.- , ••• , n = 

j=l, ... ,n 

LEMME 2.3. On garde les notations du lemme 2.2 ; on a 

TI ( ~ E (a)f(a)) = det(f(x .x:-1 ) - f(x-:- 1
)) ._

1 
; comme dans 

sEG\{l} aEG J 1. 1 1 - , •.• ,n 
j=l, ... , n 

le lemme 2.2, nous notons -1 -1 
det{aEG\{l}(f(ba )-f(a )) 

bEG\{ 1} 

ce déterminant. 

Démonstration. Supposons que x
1 

est l 1 élément neutre. Considérons 

la matrice M = (f(x.x-:- 1 ))._ 1 où i est l'indice de colonne 
J l l- , ••• , n 

j=l, ... ,n 

et j l':indice de l;gne. A partir de M formons M1 en remplaçant 
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la première colonne de M par la somme de toutes ses colonnes et en 

conservant les autres. Les d~terminants de M et de M1 sont égaux. 

sont tous égaux à f(a) 
aEG 

Les termes de la première colonne de 

en conséquence, le déterminant de M1 est ~gal au déterminant de la 

matrice M2 obtenue à partir de M1 de la manière suivante : on 

conserve la première colonne et, pour i ),, 2 , on soustrait de la 

,:Lème l d M 1 - co onne e 1 
la colonne dont tous les termes sont égaux à 

-1 ' f(x:i ). Le premier terme de la première ligne de M
2 

est 

et les autres termes de cette première ligne sont O; en 

I: f(a) 
aEG 

développant 

par rapport à cette ligne, on voit que le déterminant de M
2 

est 

( 
Z f(a)\ det(aEG\{l}(f(ba-

1
) - f(a-

1
)). Ce déterminant est égal au 

aEG ) -bEG,{l} 

déterminant de M qui, d'après le lemme 2.2, est IT ( I: E(a)f(a)) 
EEG aEG 

notre lemme résulte de la comparaison de ces deux valeurs. 

PROPOSITION 2.4. On a 
( 

a- 1 \ 
+ 1 l 1-Ç 1 . 

hn = R + det{· aEAn' { 1} Log( :a-~ ))1. 
n bEA , { i} 1 1-C n 1 

n 

Démonstration. On util:i.se le lemme 2.3 dans l'express;on de h+ 
n 

donn~e dans la proposjtion 2.1. 

* 
1-C 

Pour tout b E (~/q :iE) 
n 

n = 
1

_çb est une un:i_té 

de K 
n 

l'égalité 
1-Crb 

n 

n 

montre que le groupe 

engendré par les ~ lorsque b décr:i.t. * (:iE/q :iE) ne dépend pas de n 

la racine de l'unitt Ç d'ordre 
n 

que nous avons chojsie. On 

pose la. déf~ n:i ti on suivante : 

DEFINITION 2.5. Le groupe des unjtés cyclotomiques du corps 

est le sous-groupe du groupe des unités de K n engendré par les 

pour b parcourant * (~/q :iE) . Nous notons Cycl ce groupe (il n n 

K n 

contient le groupe des racines de l'unitf de A n 12uisque u 1 = -~ ) . - n 

2) Le groupe des unJ tt~~s cyclotomiques du corps K+ §.§t 
n 
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l'intersection de Cycl n 
et de K+; nous le noterons 

n 
+ Cycl 
n 

LEMME 2.6. Sojent E et n 
E+ les groupes des unit~s des corps 

n 

et iE . n : Cycl ] 
n 

= [ E + : Cycl +] • 
n n 

+ Démonstration. La d-?f~ni ti on de Cycln impl:i.que l ':Lnjecti v:: t.fo de 

+ + 
l'homomorphisme de E /cycl dans E /cycl ~ nduit par l' ~ nject:i. on n n n n 

de E+ dans E . D'autre part on sait (§O, propositjons 0.9 et 
n n 

0.12) que toute unité de E n est le produit d'une unité de par 

une racine de l'unjté de K . Ces racines de l'unité étant dans 
n 

Cycl , notre homomorphisme est surjectjf et le lemme est démontré. 
n 

LEMME 2.7. Posons r = -
2
1 ~(q) = [K+:~]. Soient 

n n n bl' ... ,br -1 
n 

dont l'image dans A 
n 

une famille de r -1 
n 

éléments de (2'/q ~) 
n 

* 

A \{1} ; le groupe 
n 

j = 1, ... , b 1 et par 
r -n 

Cycl 
n 

u (K ) • 
n 

est engendré par les 

Démonstration. Cela résulte clairement de l'égalité 

pour tout * bE(~/q2') . 
n 

PROPOSITION 2.8. On a + [ + +] h = E : Cycl . 
n n n 

1-C 
n 

pour 

1-C = _çb __ n 
n 1-Cb 

n 

Démonstration. Les propositions 0.9 et 0.12 du §o montrent que toute 

unité de K n 
s'écrit comme le produit d'une unité de par un 

:')l::·ment de u-(K ) ; nous emploj erons plusi. eurs fo5 s ce fa:i t sans le 
n 

rejusti.f~_er. Soient bl, ... br -1 comme dans le lemme 2.7 ; pour tout 
n 

E E+ j 
I on a ub. = Tj • vb. avec T\,Eµ,(K) et vb. ; les vb. sont 

1 :;. n n 
y ] 1 J. 

d~finis au signe pr~s puisque +l et -1 sont les seules raci.nes de 

l'unité contenues 

les vb. et par 
l 

d'autre part, soit 

pour des n ( i) E ~ 

dans K+ ; 

±1 

n 

: tout 

+ v E Cycl 
n 

montrons 

d'abord 

; on a 

on a donc V= ( 17 

+ que Cycl n 
-1 

vb, = 11 . ¾. l 
J_ J. 

est engendré par 

donc r + 
vb t: Cycl ; . n 

J. 

r -1 
n 

v E Cycl 
n 

donc II n(i) 
~-i=l " 

r -1 r -1 n 
T\1:1(i)) 

n n(i) 
II !1 vb. 

j=l J 
i=l l 

la 
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quantjt~ entre parenth~ses est une racine de l'unité et est ~gale à 
r -1 -1 

( i~l v~:i)) v qui. est un réel, c'est donc +1 ou -1 et notre 

assertion est démontrée. Nous allons 

groupe d'unité engendré par les vb. 
:t 

en vertu de la propos::. t ·! on 2. 4 cela impljquera que 

du groupe engendré par les classes des 

est l' j ndice 

V b. 
]. 

dans 

et donc que h + = [ E + : Cyc 1 +] 
n n n ce qu'on veut. Pour chaque 

i. = l, ... , r -1 , notons 
n 

'.J'. 
l 

l'automorphisme 
b-;-1 

de K n 
-1 

b. 
sur Ç, :i 

n 

1 cri ( vb . ) 1 = 
J 

tion de (j. 
l 

on a 

-1 
b. 

l 1-Ç, ]. 1 

1-Ç, l 
n ----_.,,..

1 
, donc 

b.b. 
1-C J l 

n 

cr.(vb·) 
l , 

J 

n _ 1 . Lorsque i décrit 1, ..• ,rn-1 la restric­
b.b. 

l 1-Ç, J 2 1 
n 

à K+ décrit tous les éléments de Gal(K+/~) distincts n n 

de l'identité; le régulateur du groupe engendré par les est 

donc la valeur absolue du déterminant det(Loglcr.(v.)l) ._ 1 1 = 
i J 1- , ••• ,rn-

j=l, •.. ,r -1 
n 

mais ce déterrn.:i.nant est 

proposition 2.4 et donc est le régulateur du groupe engendr~ par les 

vb. ; c'est ce qu'on voula.jt. 
]_ 
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I 

§3. UNITES CYCLOTOMIQUES ET Ï EXTENSIONS. 

Ce paragraphe sert essentiellement à introduire le théorème 3.7 

qui sera démontré dans les deux paragraphes suivants. Nous reprenons 

les notations du §1 et nous supposons que m = 1 et que p est 

impair. On a donc Kn =ID(µ n+l) 
p 

G = Gal (K /t;Q) et G n est canoni-n n 

t . h ' (=lpn+l=)* quemen 1somorp e a m; m . On pose 

G00 = Gal(KJ~) ; on note l'isomorphisme de 

K n 

sur 

et 

qLu. est la limite projective des isomorphismes canoniques des G n 

sur les donc 

identifie G00 et µ 
1 

X ( 1 +p~ ) . On note 
p- p 

et r les sous-

groupes de G00 qui s'identifient respectivement à µp-l et à 

l+p~ i on a donc Ï = Ga 1 ( KJK ) . Pour tout n~O , on pose aussi 
p 0 

r = Gal(KJK ) de sorte n n 

Gal(K /K) n o 
= r;r 

n et que 

.,noniquement) au groupe 

que r s'identifie à l+ n+l~ que 
n p p , 

î=î . Le groupe r s'identifie (non 
0 

'E ; pour cette raison nous disons que 
p 

VK est une f-extension (en général, lorsque une extension 
0 

galoisienne L/K a un groupe de Galois j_ somorphe 

son groupe de Galois et on dit que L/K est une 

à X , on note 
p 

r -extension) . 

r 

Pour tout entier n ') 0 , on note gn l'unique idéal premier de 

K contenant p; on note C le sous-groupe du groupe Cycl des 
n n n 

unités cyclotomiques de K n (§2, définition 2.5) formé des éléments 

congrus à 1 modulo gn. Enfin nous choisissons une clôture algé-
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brique Q;lp de (Dp et un plongement de Koo dans Q;lp de sorte que 

l'on considère les K comme inclus dans Q;lp 
. on désigne par i!i 

n 
, 

n 

l'adhérence de K dans <Dp (donc cp est le complété de K en n n 

~n) et par u le groupe des unités principales de ~ (j_. e. le n n 

groupe des unités de ~ congrues à 1 modulo l 'jdéal maximal de n 

r,l> ) • Le groupe C est inclus dans u qui est compact et nous n n n 

notons C l'adhérence de C dans u . Le groupe ë est donc n n n n 

un sous-~ -module de U , nous allons nous intéresser au quotient p n 

U /ë . Rappelons le résultat suivant qui découle directement du n n 

travail de Brumer [3] (conjecture de Leopoldt pour le corps K ) • n 

PROPOSITION 3.1. Le 

Démonstration. ~~(qn)-1 

rang de C est 
n 

est le 7 rang du groupe E des unités 
n 

de Kn; Brumer [3] montre que, si e 1 , .•. ,e 1 est une famille 
fP(qn)-1 

d'unités libre sur 7, alors cette famille (considérée comme une 

famille d'éléments de ~ ) est libre sur n ~ . Le lemme 2.6 et la p 

proposition 2.8 montrent que Cycl est d'indice fini dans E i n n 

l'élévation ' la puissance p-1 envoyant Cycl dans C a , on en n n 

déduit qu'il existe une famille de 1 éléments libre -cp(q )-1 de C 2 n n 

sur ~; le résultat de Brumer montre que cette famille reste libre 

sur ~ . on conclut en remarquant que, 7 étant compact, C est le p I p n 

~ -module engendré dans ~ par C p n n 

Pour tout n ~ 0 le groupe Gal (4> /O ) s'identjfie à G puis-n p n 

p est totalement ramifié dans K . Le n 

Gal ( <P /<D ) n p donc est un ~ [G ]-module. 
P n 

groupe u est stable par n 

En remarquant que Cycl 
n 

stable par G , on voit que C 
n n 

est aussi un '7A [G ]-module. p n 

D'autre part, ~ [G] 
P n 

est un 7 -module 
p 

libre de dimension finie 

donc, en tant que tel, est canoniquement muni d'une topologie que 

nous appellerons sa topologie naturelle; rappelons la d~finition 

est 
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DEFINITION 3. 2. So:i_ent M lli1 '7: -module p libre de dimension 

finie et ~ un isomorphisme '7: -lj_néaire de M sur 'lJ X . •• X ~ ; 
p p p 

la topologie de M obtenue en transportant la topologie produit sur 

'lJ x ... x 'lJ par ~ ne dépend pas de ~ et est appelée la topologie p p 

naturelle de M. 

On vérifie que, pour sa topologie naturelle, 'lJ [G] est un an­p n 

neau topologique et que u n et ë sont des ~ [G ]-modules topo-
n p n 

logiques. Par la restr:i.ctfon des automorphismes de K00 
à K , le 

n 

groupe 

et on a 

anneaux 

gie de 

t:,. s'identifie au sous-groupe cyclique d'ordre p-1 de G n 

G =~ x r;r . L'anneau '7: [G ] conti.ent donc les deux sous-n n p n 

~ [6] et 'lJ [ï/ï] ; les topologies induites par la topolo-
p P n 

'lJ [G] sur ces deux sous-anneaux coincident avec leurs topo­p n 

logies naturelles de 'lJ -modules p libres de dimensions finies (défi-

nition 3.2) et donc tout ~ [ G ]-module N peut-être considéré comme 
p n 

un 'lJ [t:,.J et comme un ~ [r;r ]-module topologique, les topologies 
p P n 

de ~ [6] et de ~P[r;rn] étant les topologies naturelles. On note 
p 

X la restriction de K à 6 , c'est-à-dire que X vérifie la pro­

priété sui vante : si T E t:,. et si C 1 est une racine de 1 'uni té 

d'ordre p, alors X(T) l ième est la racine p- - de l'unité de 

telle que T ( C 
1

) = C 1 (,.) . Les p-1 caractères de l'i sont les Xi 

pour i = 1, ... ,p-1 ; on pose 
p-1 

facilement que 1 = ~ e. , 
1 i=l 

que e.e. = O 
l J 

si 

on vérifie 

et que 
2 e. = e .. 
l. J. 

On en déduit que tout 'lJ [6]-module p N se décompose canoniquement en 

p-1 
N(j_) N(i) N = El, où est l'ensemble des éléments de N invariants 

i=l 

par e. . Pour chaque j 
l. 

on véd.fie que N( i) est aussi l'ensemble 

des éléments de N sur lesquels l'action de T E 6 est la mul tiplica­

tion par xi(T) ; de plus si O ➔ N1 ➔ N2 ➔ N
3 
➔ O est une sujte 

exacte de '7: 16]-module alors O ➔ N(J) ➔ N(i) ➔ N(i) ➔ 0 reste 
p- ' 1 2 3 

exacte. Enfin, si N est un 'lJ [G ]-module topologique, les N(i) p n 
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sont de ~ [G ]-modules topologiques; dans la suite nous nous p n 

intéresserons essentiellement aux N(i) en tant que ~ [r;r ]-
p· n 

modules topologiques (on semble ainsi négliger l'information donnée 

par l'action de 6 en fait cette information a déjà été utilisée 

dans la définition des N(i)). En résumé nous posons 

DEFINITION 3.3. Soit N un ~ [G ]-module p n topologique; pour 

. 1 1 N(i) 1 = , ... , p- on note l'ensemble des éléments de N inva­

riants par 

modules topologiques et l'on a 
p-1 ( . ) 

N = El, N 
1 

i=l 

sont des ~ [r;r ]-
P n 

Dans la suite nous nous intéressons spécialement aux ~ [G ]­
p n 

modules topologiques U , C et U /ë ; il est clair que l'on a n n n n 
(U /ë )(i) = U(j)/C(i) . 

n n n n 

Pour tout couple (m, n) d'entiers tels que m )1 n ); O , on note 

N la norme de ~ sur ~ ; c'est une application continue qui 
m,n m n 

envoie U dans U . Notons Ç une racine de l'unité d'ordre 
rn n m 

m+l m-n 
p contenue dans ~ de sorte que Ç = çP est une racine de m n m 

l'unité d'ordre pn+l • Pour tout cE (2/prn+l~)*, le polynome minimal 
m-n 

de 1-Çc sur ~ = ~ (Ç ) est (1-X)P 
m n p n 

- çc donc 
n 

et donc (
l-C ) 1-C N __ m = __ n • Cela 

m,n 1-Cb 1-sb 
m n 

montre que 

l'image par N de Cycl (considéré comme inclus dans ~ ) est 
m,n m m 

Cycl (consjdéré comme inclus dans ~ n) i l'image de 1+:e par 
n -rn 

N étant 1+:e on a donc Nm,n(Cm) C. C i la cont:i. nu.i té de N 
m,n -n n rn,n 

et la compacité de C et ë 
m n 

montrent alors que N (ë ) C ë . m,n m n 

En conséquence N rn,n indu:i.t une appU cation continue du quotj ent 

U /ë vers U /ë . De plus, la project;on canon:ique de Gm sur m m n n 

G :indu5t un homomorphisme cont:inu de 'E [G] sur Z [G] et N 
n p m p n m, n 

est compat:îble avec cet homomorphisme (Le. pour uEu 
m 

on a N (x.u) = xN (u) m,n m,n en notant -
X l'image de X 

, x E ~ [G ] 
p m 

dans ~ [G ] ) 
p n 
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on en d~duit que N (U(i)) et N (ë(i)) 
m.n m m,n m 

inclus dans U(i) et ë(~) , donc que N 
n n m,n 

de uUl;ë(:L) vers U(i) /ë(:i) . Pour tout 
m m n n 

sont respectivement 

:i.nduit une appUcation 

i = 1, ... ,p-1 , les sys-

tèmes (U(i.) ,N ) , (ë(j) ,N ) 
n m,n m,nE7l n m,n m,nE7l et 

sont des systèmes projectifs; la compatJbjlité de N avec la 

project;on de 7l [G] 
P m 

sur 

m,n 

~ [G ] implique la compatibilité de 
P n 

N avec la projectjon de m,n ~ [f/I'] sur ~ [I'/r] et permet de 
p m p n 

définir une structure de lim('.ll [I'/f ])-module sur lim(U(i)) , 
-- p n - n 

lim(ë(i)) et lim(U(i)/ë(i)) · de plus si l'on munit toutes ces lim 
-n -n n' -

des topologies limites projectives, ces lim(7l [î/î ])-modules 
- P n 

sont 

des modules topologiques. La propositjon suivante est fondamentale 

dans la suite. 

PROPOSITION 3.4. Soit Y 1!D. 

pour tout n, soit Yn la classe de 

générateur de r 

y I'/I' ; on 5dentifie n 

y avec l'élément 

phisme d'anneaux de 

(y ) \
0 

de lim( 7l [î /I' J). Il existe un j somor-
n n// --- p n 

lim('Z [f/I' ]) sur l'anneau des séries formelles 
- p n 

gui envoie Y .fil!.!: l+T. On pose A= 7l [[T]] 
p et on note 

'TIi. = (p,T) son idéal max:imal l'isomorphe précédent est un isomorphis-

me topologique si A est muni de la topologie m ad:i_gue. 

n 
Démonstration. Pour tout n, posons w (T) = (l+T)p -1; la surjec­

n 

tion de ~p [ T] sur ~P [ r /I' n l qui envoie 

isomorphisme topologique de 'Z [T]/(w (T)) p n 

T sur Y -1 induit un n 

muni de sa topologie 

naturelle (définition 3.2) sur 7l [r;r] p n muni de sa topologie natu-

relle. Si m) n , le polynôme w (T) 
n divise w (T) donc 

m 

'Z [T]/(w (T)) se projette canoniquement sur 
P m 

~ [T]/(w (T)) ; modulo p n 

les isomorphismes que l'on vient de décr:ire, ces projections corres-

pondent aux applications de 

projections de r;r 
m 

sur 

7l [r;r J 
P m 

f/f ; donc 
n 

sur 7l [t /I' ] 
p n 

1 im ( 7l [ r ;r ] ) 
- p n 

déduites des 

est isomorphe 

à lim(~ [T]/(w (T))) 
- p n 

; toutes nos flèches étant continues, cet jso-

morph:ô.sme est un isomorphisme topologique. Pour conclure nous aurons 
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besoin du lemme de préparation de We-i.erstrass qu.i s'énonce a5 ns5. 

(pour sa démonstrat.,on voir [14],1_8]) : 

PROPOSITION 3.5. Soit g(T) un élément de A= ~p[[T]] gui 

n'est pas djvisible par p et soit n 
0 

le plus petit entier tel que 
n 

le coefficient de T O n'est pas divisible par p. Alors, nour tout 

f(T) E A , il existe un couple (Q(T) ,r(T)) unique avec Q(T) dans 

A et r{T) polynôme de degré strictement plus petit que n
0 

tel 

que f ( T) = g ( T) Q ( T) + r ( T) • 

Appliquons ce résultat avec g(T) = w (T) ; on a 
n 

n n = p donc 
0 

tout f ( T) E A est congru modulo w (T)A 
n à un polynôme et un seul 

de degré strictement plus petit que n p ; cela implique que l'injec-

t:i_on de 2' [ T] 
p 

~ [T]/w (T) sur p n 

dans 2' [[T]] = A induit un isomorphisme de p 

A/w (T)A . Munissons A de la topologie 1n 
n adique 

et A/w (T)A de la topolog:l.e quot:ient ; l':i.somorphjsme précédent est n 

un isomorphisme topologique (~ (T]/(w (T)) p n étant bien sûr mun:i. de 

sa topologie naturelle). C'est un exercice facile de montrer que A 

muni de la topologie 77! adique est compact; les w (T)A 
n sont donc 

des sous-groupes fermés de A (image du compact A par la multipli-

cation par 

pour tout 

w ( T)) 
n de A ; enfin, en remarquant que 

n, on voit que 

résulte du lemme suivant: 

n ( 1.ù < T ) A > = o n n 
et notre proposjtion 

LEMME 3.6. Soi.ent G un groupe compact et (Hi)j_EI une famille 

f:i_l trante décroissante de sous-groupes fermés distingués telle que 

n H. = 0; on a alors 
i Er 1 

Démonstration. Voir [2] 

G = lim(G/H.). 
- l 

par exemple. 

La proposition 3.4 montre que est un A-module. 

Le théorème que nous démontrerons dans les deux paragraphes su-ivants 

s'énonce a5nsi : 
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THEOREME 3. 7 (Iwasawa). Soi. t ~-= 2, 4, •.. , p-3 U . e. 

iE{1, ... ,p-1}, J. pair et ::i/p-1) et so:it Y(i) = l·êm(UU.);ë(::)); 
- n n 

on a 

1) Le A--module Y( j ) est :isomorphe à A/(F.(T)) 
] 

F. ( T) est la série déf j_nie de la man.:Lère sui vante : on note g, ( T) 
J. - ., 

la série telle que 
-s ; 

g. (1i(Y) -1) = L (s,(1.r) 
J_ p nour tout 

I, §7) et on pose l+T 
Fi(T) = gi(XÎY)-1). 

2) Pour tout n ~ 0 , la projection de Y(::i.) 

induit un isomorphisme de A/(F.(T),w (T)) 
i n sur 

s E '7l 
p 

REMARQUE 3. 8. Appliquons le 2) du théorème 3. 7 avec n = 0 ; on a 

w (T) = T , donc A/(w (T) ,F. (T)) est isomorphe à 
0 0 l 

'7A /F. (O)'?A • Mais p J. p 

on a F.(O) = g.(K(Y)- 1-1) = g.(K(Y)j-1) modulo 
J_ J. ] p'lAP pour tout 

j E '7A ; en part:i.culier F. (0) = g. (n(y).:i.-l_l) = L ( 1-i,Wi) = 
l l B p 

L(l-i,u./w-i) = (1-p:i_-l)((l-i) = (p:;- 1-1)-t modulo p'?A 
J. - p 

quence, on a sj et seulement s; p divise 

En cons2-

B. ; ce 
.1 

résultat éta:i_t ( au langage près) connu de Kummer ; notre théorème 

apparait donc comme un approfondj_ssement de ce résultat ancien. 

REMARQUE 3.9. Si i est impair, les unités de K n 
congrues à 

modulo et :invar5 antes par e. 
l 

sont rédui.tes à 1 ill et 

à µ, n+l si .:c = 1 
p 

d'un '7A [6]-module 
p 

(en effet, si 

invariant par 

-r E f, et si x 

e . , on a -r ( x) 
J. 

est la conjugaison complexe et x une unité de K n 

est un élément 

i = x-·· (T) .x ; si T 

invariante par 

e. , on a donc 
J. 

= X 
-1 

pu:isque xi(-r) = -1; cela montre (propo-

sit:ô_on 0.12) que x est dans µ. n+l 
p 

enfin par définit;on de X, 

1 

tout x E µ n+l est J.nvar.iant par e 1 et cela prouve notre assert.:ton). 
p 

En conséquence 

et à µ, n+l 
p 

s5. 

Libre de uU) . 
n 

-( j) 
C 

n 

i = 1 

est réduit à 

; le quotjent 

1 si j_ est impa~r et ill 

uU) /ë(:i.) est donc la pc.rt.~ e 
n n 
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Pour démontrer notre théorème on va reprendre, dans le cas 

cyclotom:: que, des arguments donnÉ?s par Coates-Wiles l 5] dans le cas 

elli.pt_:, que. Nous ôtud:' erons d'abord le A-module 

et nous nous servjrons du lemme suivant 

LEMME 3.10. So:i.ent et 

alors U(i);ë(j) est isomorphe en tant que A-module .§;. 

lim(U(i)/ë(i)). 
- n n 

Démonstration. Pour tout n ~ 0 on a une suite exacte de 7 [r;r J-
p n 

module O ➔ ë(i) ➔ U(i) ➔ U(i) /C(i) ➔ 0 : en passant à la limite pro-
n n n n 

jective, on en déduit une injection de lim(~ [r;r ]) = A 
- p n 

module de 

U(i) /C(j_) dans lim(U(i) /C(i)) et on sait que l'image de cette 
- n n 

injection est dense. Les U(i) étant compacts, U(i) est compact 
n 

donc notre image est compacte et donc est 

entier ce qui achève la démonstration. 

tout 

Pour terminer ce paragraphe, rappelons que l'anneau A a été 

étudié par Iwasawa; les résultats d'Iwasawa sont exposés dans 

[ ] par exemple. Rappelons ici (sans démonstrations) ceux de ces 

résultats dont nous aurons besoin. On pose tout d'abord une définition 

DEFINITION 3.11. Soient M et N deux A-modules de type fini 

on dit que M est quasi-isomorphe à N si il existe une suite 

exacte de A-modules O ➔ A ➔ M ➔ N ➔ B ➔ 0 avec A et B finis. 

RE.MARQUE 3.12. La relation "quasi-isomorphe" n'est pas réflexive 

comme le montre l'exemple suivant : on prend M = 771 = (p, T) et N = A 

on a 0 ➔ m ➔ A ➔ A/fil= F ➔ 0 donc M est quasi-isomorphe à N. 
p 

Par contre, si A ➔ 771. est un homomorphisme de A-module et si a 

est l'image de 1 , le conoyau de cette flèche est m;t a) ; il est 

facile de vérifier que (a) ne peut pas contenir à la fois une puis­

sance de p et une puissance de T , donc que m;( a) n'est pas fini : 

cela signifie que N n'est pas quasi-isomorphe à M. 
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PROPOSITION 3 .13. Soi.t M un J\-module de type fini, alors M 

est 

N = 

i.e. 

guasi-isomor:12he ' a 

k 
A r 'é!:l ( E9 

i=l 

dl.i. type 

n. 
A/p lA) (B 

n-1 
Tn + I; 

i=O 

un 

r 
( E9 

j=l 

i 
a.T 

J_ 

A-module N du 

A/(f.)) où f. 
J J 

avec tous les 

type 

est 

a. 
l 

un 2olynôme distingué 

divisibles par p • 

Pour se serv.:i_r de la proposition précédente 1-1 faut savoir 

démontrer qu'un A-module est de type fini; on a 

LEMME 3.14. Soit M un A-module to2ologigue compact tel gue 

M/111M est de dimension_finj,e sur A/!llA = F , alors 
p M est de type 

fini sur A 

Démonstration. Soit m1 , ... ,mn une famille finie d'éléments de M 

dont les classes modulo ii?M engendrent le IF -espace p vectoriel 

M;'nM. Notons P: le A-module engendré par m1, •.. ,mn; ce module 

est un sous-module de M et le quotient M/P est un A-module R 

tel que R/711R = O ; le lemme suivant montre que R = O i.e. que M = P 

et achève donc notre démonstration. 

LEMME (de Nakayama) 3.15. Soit R 1!!1 A-module compact tel que 

R/711R = O , alors R = O • 

Démonstration. Soit V un voisinage de O dans R; pour tout 

r E R , il existe un entier 

À .s EV pour tout 

n(r) et un voisinage ouvert V de 
r 

.>tE7?1n(r) et tout sEV . La famille 
r n 

tel que 

(V ) étant un recouvrement ouvert de R, on a R = U V 
i=l ri r rER 

r 

Soit alors n = sup(n(r.) ; j=l, ... ,n) , on a ?71nRc V . Mais R,1/LR == 0 
l 

implique R = '7/R et donc R = 7llnR ; on a donc RC V . Le voisinage V 

de O étant arbitraire, il en résulte R= 0 . C.Q.F.D. 
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On conserve les notations introduites au §3 et on étudie le 

A-module U( i) . Pour cela nous commençons, pour tout n )1 O , par 

interpréter comme le groupe de Galois d'une extension locale. 

Plus précisément introduisons, pour tout n J-0 la p-extension abé-

lienne maximale M de .:P ; l'extension M /~ est galoisienne 
n n n p 

donc le groupe de Galois G = Gal(4> /~) n n p agit par conjugaison sur 

le groupe abélien Gal(M /cp) ; celui-ci, étant en plus une limite 
n n 

projective de p-groupes finis, est canoniquement muni d'une struc-

ture de ~-module· Gal(M /W) p ' n n 
est donc un 'E [ G ]-module. Le corps p n 

~00 est inclus dans M , donc le groupe 
n 

groupe de Gal(M /~) ; nous le noterons 
n n 

Gal(M /cp00 ) est un sous­n 

X. • On vérifie que l 
n n 

est un sous-~ [G ]-module p n de Gal{M /~).On a donc (définition 3.3) n n 
p-1 ( . ) ( . ) 

X. = n l, 1. chaque l 1 

n n n i=l 
étant un 7l [f'/r ]-module. Nous allons p n 

démontrer le résultat suivant: 

PROPOSITION 4.1. Pour i = 1, ... ,p-2 {i.e. if p-1) les 

'7l [î/I' ]-modules p n et sont isomorphes. 

Démonstration. Elle repose essentiellement sur la théorie du corps de 

classes local que nous supposons connue {voir [1~ par exemple). La 

démonstration sera divisée en 4 points. 

1) Pour tout entier t ) 0 , notons A n,t l'extension abélienne 

maximale de ~ 
n 

d'exposant t p (i.e. telle que Gal(A t/'P) n, n est 

t par pt) ; on a M = n U A 
t )o n, t 

et A n 'P00 = <fi • en consé-n, t n+t' 
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quence, si t 1 et t 2 sont deux entiers tels que t 1 ); t 2 ~ 0 , la 

restriction des automorphismes de A à A induit une sur-
n,t1 n,t 2 

jection de Gal (A t /'P +t ) sur Gal (A t /-i +t ) . Pour ces surjec-
n, 1 n 1 n, 2 n 2 

tions le système des Gal(An,t/q,n+t) est un système projectif dont 

la limite est isomorphe à 

une extension fj_nie de cf?n 

isomorphisme de ill~/(41~)pt 

Gal(M /cp
00

) = I . D'autre part, A ~ est n n n, ._ 

et l 'applicat:i.on de réc:îprocité :indu:i_t un 

sur Gal(A t/~ ). Posons n, n 
* cp• t = N +t (4l +t) ~ l'isomorphisme de réciprocité identifie n, n ,n n 

* t 
<b~,t/(~n)p à Gal(An,t/4'n+t). De plus, si t 1 et t 2 sont deux 

entiers tels que t
1 
~ t

2 
~ 0 , on a 'P' n,t

1 
tl 

donc on a une flèche de ~• /(4>*)p 
n,t

1 
n . On sait 

que celle-ci correspond à travers l 1· isomorphisme de réciprocité à la 

restriction des automorphismes de ' a A , donc le système n,t
2 

projectif des 

projectif des 

* t 
~• /(~ )P pour ces flèches est isomorphe au système n,t n 

Gal(An,t/~n+t) défini ci-dessus; en conséquence 

* t * 

X, 
n 

est isomorphe à lim(~' t/(~ )P ). Le sous-groupe ~• de ~ 
- n, n n,t n 

est 

stable par G , donc 
n 

est un ~ [G ]-module; de même, 
P n 

Gal(A t/~) est stable par n, n 

l'action de Gn (par conjugajson) donc Gal(An,t/<lln+t) est un 

~p[Gn]-mcdule ; on vérifie sans dj fficulté que toutes les flèches que 

l'on a introduites sont.,.. ~ [G J linéaires; il 
p· n t 

* 

en résulte que 

que l'isomorphisme entre r 
n 

et lim(~' /(1 )P) 
- n,t n 

est un isomorphisme 

de 

dans 

~ [G ]-modules. p n 

2) Introduisons 41' = n t'.P' ; un élément x de 1* 
n t}O n,t n ~· n si et seulement si on a (x,~ /~) = 1 en désignant par 

oo n 

(x, cpoof(} ) l'image par l'application de réc:Lprocité de x dans n 

est 

Gal(~oof~n). Pour tout entier t )/ 0 , l'inclusion qJ' C ~• 
n n,t induit une 
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t 
application de \P' /( tJ?• )p vers 

n n 
* t 

i' /(~ )p : nous allons montrer n,t n 

que cette application est un isomorphisme. Montrons d'abord qu'elle 

est injective, c'est-à-dire que, si xE -~• 
t n 

et si x = yP 
t 

avec 

y E ~ , alors 
n 

y E ~• 
n 

l'égalité x=yP implique ( X c} /f!l ) = 
' oo n 

t 
(y' CRcx/~ ) P 

n 

morphe à 

donc on a = 1 ; mais 

donc est sans torsion; on a donc 

Gal ( 4'cJcI> ) 
n est iso-

(y, il>cJcI?n) = 1 ce 

qui montre que y E 'P' 
n 

qui est le résultat cherché. Pour montrer la 

surjectivité remarquons tout d'abord que l'appljcation de réciprocité 

de vers est surjective : en effet, on sait que 

l'image de At.* 
Y! par cette application est dense dans 

n 

d'autre part, l'extension ~oc/4l étant une p-extension totalement n 

ramifiée, l'image de ~* coincide avec l'image de son sous-groupe 
n 

compact U ; cette image est donc compacte et donc est n 

tout entier. D'autre part, Gal(tcx/~) n 

sous-groupe d'indice 
t 

t p qui est 

étant isomorphe à 

(Gal ( i!iooftn) ) P • Considérons maintenant un élément X de 4l' ; pour n,t 

démontrer la surjectivité de notre application, il faut montrer que 
t 

x= uzP pour un u E 41' 
n 

et un * z E ~ • L'élément est 
n 

dans puisque * x E <ÏI' t = N +t (4? +t) ; comme on vient n, n ,n n t 

de le remarquer cela implique que (x,~o/W) est dans (Gal(~oc/~ ))P 
n n 

i.e. (x, <»oc/41 ) n 

t 
= crP pour un O' E Gal ( 4loc/~ } . On a vu ci-dessus que 

n t 
* O' = ( z, <poc/<.P ) 

n 
pour un z E '1 

n 
posons u = xz -p On a 

t 
donc u E ~ • ; on a donc x = uzP 

n 

E "' z E ,.,,* u (~' et ';tf , c'est ce qu'on 
n n cherchait. Le groupe 

t 
'P' 

n 

par l'action de G = Gal(4l /q;i) 
n n p 

donc 41' /( 'P' )p 
n n 

est un 

est clair que l'isomorphisme de 

avec 

est stable 

'ùf [G ]-
p n 

module ; il 

* t 
~· /('P )p n,t n que l'on vient de décrire est un isomorphisme de 

module. 
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3) En juxtaposant les résultats de 1) et 2) on voit que X. 
t n 

est isomorphe en tant que 7J [G ]-module à lim(~'/(~' )P ). En con-
p n - n n 

séquence (définition 3.3), pour tout i = 1, .•• ,p-1 , le 7J [r;r ]­
P n 

module X. ( i) est isomorphe au 7J [r ;r ]-module 
n p n 

t (i) t (i) 
[ lim( ~• /( 41' )p ) ] = lim[( ~• /( ~• )P ) ] • Notons ord la valu-,. 

-nn -nn gn 

ation de ~ dont l'image est 
n 

7f et posons U' = U n t• . La res-
n n n 

triction de ord 
gn 

' a qi 1 

n est un homomorphisme de groupe de ~· n 

vers 7f dont le noyau est le groupe V' 
n 

µ, 
p-1 ; en remarquant que, pour tout entier 

t 
U' /(U' )p 

n n 
on en déduit une suite exacte 

engendré par 

t ~ 0 , on a 

t 
0 ➔ U' /(U' )p 

n n 

U' et par 
n t 
V'/(V' )P 

n n 

➔ 

t t 
~•/(i')p ➔ 'lJ/p 7J • le groupe n n ' U' 

n 
est stable par l'action de G 

n 

= 

t 
donc U' /(U' )P n n est un 7f [G ]-module; on définit aussi une struc­p n 

ture de 7J [G ]-module p n sur 2'/p t2' en faisant agir G trivialement ; 
n 

on vérifie sans difficulté que notre suite exacte est une suite 

exacte de :a" [ G ]-module • Pour chaque i = 1, ••• , p-1 on a donc une p n 
t (i) t (i) 

suite exacte O ➔ [u~/(U~)P ] ➔ [ i/1~/('i~)P ] ➔ (2/pt2) (i) de 

2 [r;r ]-module; p n 
comme (:lt'/pt2)(i) = o pour ifp-1, les 2' [r;r ]­

P n 

modules [U'/(U')Pt](i) 
n n 

et [~•/(4? 1 )Pt](i) sont isomorphes si 
n n 

if p-1 . En passant à la limite projective, on en déduit que le 

7J [r;r ]-module x,(i) est isomorphe au 2 [r;r ]-module 
p n n p n 

t ( i) 
lirn[(u'/(U' )P >] . Mais U' est un sous-groupe fermé de u 
- n n n n 

t 
est un groupe compact et les (U')p sont une famille filtrante 

n 

décroissante de sous-groupes fermés dont l'intersection est nulle 
t 

donc 

donc le lemme 3.6 montre que lim(U'/(U')P) = U' ; il en résulte que, 
- n n n 

pour ifp-1, les 7J (r;r ]-modules (U')(i) et x,(i) sont isomor-
P n n n 

phes. 
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4) Compte tenu de ce qui a été démontré en 3) il suffit, 

pour achever notre démonstration, de voir que les ~ [f/f ]-modules 
p n 

(U')(i) 
n et sont isomorphes si i f p-1 . Pour cela, notons, 

pour tout 

d'abord que 

k ), 0 , par Nk la norme de <Iik sur 

4l' est l'ensemble des éléments de 
n 

* 

~p; remarquons tout 

,.,,.* 
~ dont l'image par 

n 

Nn est dans le sous-groupe de ~p engendré par p en effet, un 

élément x de est dans si et seulement si N (x) n 
est, 

pour tout k >, 0 dans 

m; d'indice (p-l)pk qui contient 

est un sous-groupe de 

puisque le conducteur 

d ~ t k+l d 1 e ~k es p ; e pus contient p puisque N ( 1-C ) = p 
k k 

si est une racine de l'unité d'ordre k+l 
p le sous-groupe de 

* ~p engendré par 

c'est le groupe 

p et par 

* .Nk ( cllk ) ; en 

l+pk+l~ étant d'indice 
p 

conséquence un élément de 

k 
(p-l)p ' 

est dans 

* tous les Nk(~k) si et seulement si il est dans le groupe engendré 

par p et notre assertion est prouvée. Les éléments de U' = U n 4'' 
n n n 

sont donc les éléments de U dont l'image par n N est 1 , c'est­n 
N 

à-dire que l'on a une suite exacte 0 ➔ U' ➔ U 
n n 

n 
~ 1 +p:l . On munit 

p 

l+p7 d'une structure de 
p 

7 [G ]-module p n en faisant agir G 
n tri-

vialement; il est alors clair que notre suite exacte est une suite 

exacte de :l [ G ] -module ; on en déduit donc pour chaque i = 1, •.. , p-1 
p n 

une suite exacte O ➔ (U')(i) ➔ U(i) ➔ (l+p:l )(i) ; on conclut alors 
n n p 

en remarquant que (l+p~ )(i) est réduit à l'élément neutre si 
p 

if p-1 . 

Pour tout couple ( m, n) d'entiers tel que rn ~ n ); O , le corps 

Mm contient le corps M donc la restriction des automorphismes de 
n 

M à M induit une surjection de I. = Gal(M /4100 ) sur m n m m 

X, = Gal(M /41
00

). Ces surjections sont clairement compatibles avec les n n 

structures de :l [G] et :l [G ]-module de l et l donc elles 
p m p n m n 

induisent pour chaque i = 1, ... , p-1 des surjections de X, u) 
m 

sur 



II.38 

X ( i) . Pour 
n 

if p-1 , notons 4'i ( i) 
n 

l'isomorphisme de 

module de sur construit dans la démonstration de la 

proposition 4.1. En reprenant les quatre étapes de cette démonstra­

tion on vérifie le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 4. 2. Pour if p-1 , la famille des isomorphismes 

~(i) définis ci-dessus est un isomorphisme du système projectif des n 

l(i) pour les flèches induites par les restrictions des automorphis­n 

mes sur le système projectif des pour les flèches induites par 

la norme. 

Ce corollaire permet de remplacer l'étude de qui 

nous intéresse par celle de 

l = lim(l) de sorte que l 
- n 

étant galoisien sur ~p , il 

lim(l(i)}. Posons ~ = U M et 
- n n~O n 

s'identifie à Gal (V~
00

}. Chaque 

en est de même de ~ et donc 

Gao = Gal ( ~ex/~ } agit par conjugaison sur l . le sous-groupe I p 
6 

Goo agit donc sur l ce qui permet de munir l d'une structure 

~ [6]-module 
p ; en tant que tel il se décompose canoniquement en 

M 
n 

de 

de 

p-1 ( . ) 
l = II l l où l(i} est l'ensemble des éléments de l invariants 

i=l 

par ei = p:l ~ Xi(T-l}T . Il est clair que 
TE6 

lim(l(i}}. D'autre part, chaque l étant un 
- n n 
logique et les flèches du système projectif des 

l(i} est isomorphe à 

~ [ I' JI' ]-module topo­
P n 

l étant continues n 

et compatibles avec les structures de i [I'/I' ]-module, la limite pro­P n 

jective l est munie d'une structure de lim(~ [I'/I' ]}-module topo-
- p n 

logique donc (proposition 3.4) de A-module topologique. La proposi-

tion suivante sera fondamentale dans la suite : 

PROPOSITION 4.3. On considère l muni de sa structure de 

A-module ; la projection de l .fil!..!:. r, 
n est surjective et son noyau 

est W (T} , c'est-à-dire que l'on a une suite exacte n 

O ➔ w ( T} l ➔ l ➔ l ➔ 0 . 
n n 
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Avant de démontrer cette proposition, tirons-en le corollaire 

qui nous intéressera dans la suite : 

COROLLAIRE 4.4. Si i/p-1, la projection du A-module U(i) 

.ê..!:!.!: U(i) est surjective et son noyau est w (T)U(i) ; le quotient 
n n 

U(i)/(w (T)U(i)) est donc isomorphe à u(i) . 
n n 

Démonstration. De la suite exacte O ➔ w (T)X. ➔ X. ➔ X. ➔ 0 on tire, n n 

pour chaque i = 1, ... , p-1 , une sui te exacte O ➔ w ( T) X. ( i) ➔ X ( i ) ➔ 
n 

x.(i) ➔ 0; notre corollaire résulte donc du corollaire 4.2. 
n 

Démontrons la proposition 4.3. Pour cela choisissons un généra-

teur Y de ï et identifions (proposition 3.4) lim(~ [ïjï ) 
- p n 

et /1. 

par l'isomorphisme qui envoie Y sur l+T; dans cette identification 
n n 

yP -1 correspond à w (T) = (l+T)P -1 . Identifions aussi X. et 
n 

Gal(V~ 00 ) ; la projection de X. sur X. est alors la restriction n 

des automorphismes de M.x, à M , elle est donc surjective et son 
n 

noyau est Gal(VMn). En conséquence, la première assertion de notre 

proposition est démontrée et la seconde est équivalence à l'égalité 
n 

Gal(VMn) = (yP -l)Gal(V~ 00 ). Pour démontrer cette égalité commen­
n 

çons par montrer l'inclusion (yP -l)Gal(V~ 00 ) c Gal(VM) le n 

corps M n étant le plus grand sous-corps de M.x, abélien sur q, 
n 

(puisque, par définition, M est la p-extension abélienne maximale n 

de ci> ) , 
n 

teurs de 

n 

le groupe Gal(MJMn) est l'adhérence du groupe des commuta­
n 

Gal(M.x,/~) ; mais yP est dans Gal(~J~) , donc 
n n 

(yP -l)Gal(V~
00

) est inclus dans le groupe des commutateurs de 

Gal(M.x,/~) et notre inclusion est démontrée. Pour achever la démons­
n 

tration il ne reste plus qu'à voir l'inclusion inverse, soit 
n 

Gal(VM) c (yP -l)Gal(M.x,/~ 00 ). Pour cela remarquons que 
n n 

(yP -l)Gal(M.x,/~
00

) est l'image du compact Gal(M.x,/~ 00 ) par la multi­
n 

plication par yP -1 qui est continue; en conséquence 
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n 
(Yp -l)Gal(11x/i

00
) est un groupe fermé et, si M' désigne le sous-

n n 
corps de ~ fixé par (yP -l)Gal(11x/W 00 ) , l'inclusion entre groupes 

que nous voulons démontrer est équivalente à l'inclusion entre corps 

M'CM . Enfin, par définition de M , il suffit pour montrer cette n n n 

dernière inclusion de montrer que le corps M' est abélien sur i 
n n n 

Le groupe (yP -l)Gal(11x/~
00

) est clairement distingué dans 

Gal(M 1@) , donc M' L''ooJ' n n est galoisien sur ~ ; pour voir qu'il est n 

abélien il suffit de voir que toute extension galoisienne finie de 

~ inclue dans M' est abélienne sur g? • Soit donc F une exten-
n n n 

sion galoisienne finie de ~ contenue dans M' · posons n n ' 
E=Fn~

00
• 

Le sous-groupe Gal(F/E) s'identifie à Gal(F~oo/'W 00 ) qui est abé-

lien (puisque F~
00 

est inclus dans ~ qui est abélien sur ~
00

), 

donc Gal(F/E) est abélien. D'autre part 
n 

Gal ( E/ili ) n est cyclique et 

engendré par la restriction de yP à E; le corps F étant inclus 

dans 
n 

M' , l'action par conjugaison de yP n sur Gal(F/E) est tri-

viale; on en déduit facilement que 

voulait. 

Gal(F/IP) 
n 

est abélien, ce qu'on 

Rappelons le résultat suivant dont nous aurons besoin plus loin: 

LEMME 4.5. Soit n ~ 0 un entier; si ifl '7l -module 
p 

est libre de dimension n p . D'autre part ~ n+l est inclus dans 
p 

U(l)/µ, 
n n+l 

p 
est un '7l -module 

p 
libre de dimension pn 

µ, n+l 
p 

est le sous-groupe de torsion de Démonstration. On sait que 

Un; par définition de X , il est clair que µ n+l 
p 

est inclus dans 

U(l) ; en conséquence 
n 

U(l)/µ 
n n+l 

p 
et 

'7l -modules sans torsion ; u étant de 
p n 

déduit que u< 1) /µ 
n+l et u<i) pour n n p 

libres de dimension finie. D'autre part 

pour ifl sont des 

type fini sur '7l , on en 
p 

ifl sont des '7l -modules p 

on sait ( [15] par exemple) 

qu'il existe un entier x de ~ dont les conjugués sont linéaire­n 



II.41 

ment indépendants sur Zp; quitte à multiplier x par une puissance 

de p, on peut supposer que x est dans le domaine de convergence 

de l'exponentielle p-adique. Notons alors u l'image de x par 

l'exponentielle p-adique ; il est clair que le sous-Z [G ]-module p n 

de U engendré par u 
n 

est isomorphe à Z [G ]. En conséquence, pour p n . 

chaque i = 1, ... ,p-1 , le Z -module p 
U(i) contient un sous-module 

n 

isomorphe au Z -module 
p 

(~ [G ])(i) 
p n . Mais 

z -module engendré par les (ei.a)aEïlf' 
p ;in 

et ces n 
p 

est le 

générateurs 

sont libres sur Z , donc chaque U(i) contient un ~ -module libre 
p n p 

n de dimension p • Il en résulte que les dimensions de u( 1) /µ, 
n n+l 

et des pour ifl n P 
sont supérieures ou égales à p . Si l'une 

de ces dimensions était strictement plus grande que pn, alors la 

dimension du ~ -module libre U /µ. serait strictement plus p n n+l 

grande que 
n P 

(p-l)p . On sait que la dimension sur Z p de Un/µ, n+l 
p 

est le degré de 

est démontré. 

celui-ci est n (p-l)p et donc notre lemme 

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème suivant : 

THEOREME 4. 6. Si if l , p-1 alors le A-module U( i) est iso­

morphe à A • 

Démonstration. Pour tout i , on a U(i) /(7lfü(i)) = U(i) /(p,T)U(i) 

puisque m = (p,T). Mais w (T) = T, donc le corollaire 4.4 montre 
0 

que U(i)/TU(i) = U(i) si ifp-1; dans ce cas on a donc 
0 

u(i);171u(i) = u(i)/(u(i))p. Le quotient u(i)/(U(i))p est un 
0 0 0 0 

A/Tl(= F -espace vectoriel de dimension finie et U(i) est compact 
p 

(puisque U(i) est une limite projective de compact) donc, si 

if p-l , le lemme 3 .14 montre que u< i) est un A-module de type 

fini. La proposition 3.13 montre qu'alors U(i) s'insère dans une 

suite exacte de A-modules 
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( 1) 0 ➔ C ➔ U( i) ➔ N ➔ D ➔ 0 

dans laquelle C et D sont deux J\-modules finis et N 

J\-module de la forme J\ r $ L.~ (/1./p niJ\)] EB [ _! (J\/f .J\)] avec 
1=1 J=l J 

polynôme distingué. Chaque U(i) est sans torsion puisque 
n 

donc U( i) est sans torsion donc C = O et ( 1) devient 

( 2) 0 ➔ U( i) ➔ N ➔ D ➔ 0 • 

est un 

f. 
J 

Le J\-module D étant un J\-module topologique, on a mno = o 

pour n assez grand; comme 
n 

w = (l+T)p -1 
n 

on a w D = O pour n n assez grand. Notons 

. .,,,n+l , est inclus dans Il\ 

y 
n le noyau de la mul-

tiplication par w 
n sur N; dès que n est assez grand pour que 

w D = O, on a le diagramme suivant : n 

0 

l 
y 

n 

u< i) 
! 

0 ➔ N 

! ! 
O ➔ u<i) N 

l ! 

0 

! 
D 

i 
---+ D ➔ 

!wn 
---+ D ➔ 

! 
u(j_)/w u<i) N/W N D 
1 n ln ! 
0 0 0 

0 

0 

dans lequel les lignes et les colonnes sont exactes. Le lemme du ser­

pent permet d'en déduire une suite exacte Y ➔ D ➔ U(i)/w U(i) ➔ 
n n 

N/W N ➔ D ➔ 0 . Par hypothèse if p-1 donc (corollaire 4.4) le , 
n 

quotient u<i>;w u(i) est isomorphe ' u< i) ifl celui-ci a ; comme , 
n n 

est sans torsion, donc la flèche de D dans u<i) est n la flèche 0 

notre suite exacte donne donc les deux suites exactes suivantes : 

( 3) 0 ➔ U( i) ➔ N/W N ➔ D ➔ 0 
n n 

; 
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( 4) 

Nous allons maintenant montrer que N = /1. , c'est-à-dire que 

r = 1 , k = 0 et e = 0 . Commençons par k = 0 et raisonnons par l 'ab-

surde : si k I O , le quotient N/w N conti.ent des facteurs du type n n. 
/1./(p i,w )/1. 

n 

isomorphe à 

avec n. I O ; 
l 

2' [ T ]/w 2' [ T] 
p n p 

la proposition 3.5 montre que /1./w /1. 
n 

donc que 

n. 

est un 2' -module 
p 

est 

libre 

de rang 
n p ; le quotient /1./( l. W ) /1. p , n est donc fini et son cardinal 

n. 
est 

n l en déduit lorsque tend l'infini, le pp . on que, n vers car-I 

dinal du sous-groupe de torsion de N/w N tend vers l'infini . dans I n 

la suite exacte ( 3) la surjection de N/W N sur D a pour noyau 
n 

U( i) qui est sans torsion puisque if 1 ; la restriction de cette 
n 

surjection au sous-groupe de torsion de N/w N est donc injective ce 
n 

qui implique que le cardinal de ce groupe de torsion est majoré par 

le cardinal de D; cela contredit le fait que ce cardinal tend vers 

l'infini avec n et donc prouve que k = O • 

Montrons maintenant que r = 1 . Compte-tenu 
e 

de ce que l ,' on vient 

de voir, on a N = /1.rEB [ EB (/l./f./1.)] ; on a donc 
j=l J 

e 

N/W N = n 

(/1./w /1.)rœ [ œ /1./(f .,w )/1.] . Les polynômes w et 
n j=l J n n 

f. étant distin­
J 

gués on déduit de la proposition 3.5 que /1./w /1. et 

et 

/1./f ,/1. sont res-

pectivement des 2' -modules p libres de rang 

n 
n 

p 

J 

d. si d. 
J J 

désigne le degré de f .. Le 2' -rang de (/1./w /1.)r est donc rpn 
J p n 

k 
tandis que le 2' -rang de EB (/1./(f.,w )A) est plus petit ou égal à 

p j=l J n 
k 

d = z::: 

j=l 
d. 

J 
. D'autre part la suite exacte (3) montre que le ~ -rang p 

de N/W N n est égal au ~ -rang de 
p 

donc (lemme 4.5) à 

En conséquence, dès que n 

d est un entier borné par 
n 

est 

d = 

n n 
assez grand, on a p = rp + d 

k n 
Z::: d. ; en faisant tendre n 

j=l J 

l ' infini, on en tire r = 1 ce qu'on voulait. 

n 
p 

où 

vers 
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Montrons enfin que .e = O . Compte-tenu de 
.e 

ce qu'on vient de voir, 

on a N = 1\ (J3 [ fB (A/f ,A)] 7 on a dor.•c N/W N = 
;=1 J n 

/\ / (.() .~ tB 1 ! ( 1\ / ( f . , w ) A ) ] • 
n -j=l J n 

J 

Comme on l'a vu en démontrant que i: = 1 , les 

et A/w A 
n 

sont tous les deux égaux â n p ; le 

'7,/ -·rangs de N/w N 
P n 

Z' -·rang 
p 

de chaque 

est donc nul, ce qui imr:lique que chaque A/(f.,W )A 
J n 

est 

fini. Mais on a vu (en démontrant q, e k==O) que le cardinal du sous-

groupe de torsion de N/W N est ma1oré par le cardinal de D, donc n 

l'assertion .e = O résulte du lemme suivant 

LEMME 4. 7. §.oit f un polynôm•. distinc::rué tel crue le quotient 

A/( f, ltl )/1. est fini dès que n est ... ~1ssez grand. Si le cardinal du 
n 

quotient A/(f,c,:, )li. 
n 

alors f = l . 

reste borné lorsque n tend vers l'infini, 

Avant: de démontrer ce lemme, montrons comment on achève la 

démonstration du théorème 4. 6. On s;:1i t maintenant que N = A ; le 

noyau 

exacte 

y 
:n 

de la multiplication par 

montre alors que D = 0 

~ sur N est donc O; la suite 
n 

(4) et la suite exacte (2) que u(i) 

est isomorphe à N = A , c'est l'assertion du théorème. 

Démontrons le lemme 4. 7. Notorn, d le degré de f et choisis-
n 

sons un entier tel que p O 
)1 d ; les polynômes w 

n n 
et f étant 

et distingués, la différence w 
n 

0 

-
_fu O_a)f 
~ est divisible par p 

donc w est dans l'idéal 
n 

0 

œ = l+T; pour tout 

i = 1 , .•. , p-1 , on a 

n, on a 

. n 
a. 

ip 

(f,p)A 

w 
n+l 

. n 
Tlp appartient à l'idéal (f,p)!I. 

engendré par 

== w (p~l aipn\ 
n i=O ) 

nodulo pli. ; si 

et donc 

f et p . Posons 

et, pour chaque 

n >.rn 
0 

alors 

1 

modulo (f,p)A . En cons~quence, sj 

est congru à 
p-1 . n 

n ~ n , la som.'Tle Z a:J P 
0 

est 
j =O 

contenue dans l'idéal (f,p)A ; cela nontre, par récurrence sur n , 
n-n +1 

que w est dans l'idéal (f,p O 
)A 

n 
. En cons~quence le cardinal 

de /1./(f,ui )A 
n 

est supérieur ou égal au cardinal de 
n-n +1 

/1./(f ,p O )/\ ; 



II.45 

n--n +1 
ce dernier est égal à dp O puisque A/fA est un ~ -module 

p 

libre de dimension d (proposition 3.5) ; l'hypothèse de notre lemme 
n-n +1 

implique donc que dp O reste borné lorsque n tend vers l'in-

fini ; cela impose d = 0 donc f = 1 . C.Q.F.D. 

Choisissons maintenant pour chaque n E IN une racine de l'unité 

Ç d'ordre 
n 

n+l 
p de telle sorte que cP , 

"n+l = ._,n pour tout 

nous posons 1T = ç -1 
n n 

et donnons la définition suivante : 

DEFINITION 4.8. Un élément u = (un)nEIN de U = ~(Un) §St 

dit admissible si il existe une série f(T) E ~ [[T]] telle que 
p 

u = f (1T ) pour tout n E IN • Nous notons Ci le sous-ensemble de U 
n n 

formé des éléments admissibles. 

Nous allons montrer que, si ii 1,p-1, alors tous les éléments 

de U(i) sont admissibles i.e. U(i) c G, (en fait on sait que a= U 

mais nous n'aurons pas besoin de ce résultat pour ce que nous avons 

en vue qui est la démonstration du théorème 3.7). Nous aurons besoin 

tout d'abord d'étudier u
0 

• Pour chaque k = 1, ••• , p-1 définissons 

l'application de u 
0 

dans ~/p~ de la manière suivante : chaque 

u E U s' écrit de manière unique 
0 0 

c . E { 1, ... , p-1} ; notons f ( T) 
J u 

0 

d la sé.rie f ( T) teur ( l+T) dT ; u 
0 

que C = 1 pour tout u , donc 
0 0 

00 

u = I: C ,77 j avec 
0 j=O J 0 

00 

la série I: c.Tj et D l'opéra-
j=O J 

est inversible dans ~[[T]] puis­
Df u 
--

0 (T) est dans ~[[T]] ; pour 
fuo 

Dfu 
chaque k == 1, .•. , p-1 la série Dk-l r ( T) est donc aussi dans 

u 
0 

z[[T]] et nous définissons ~k(u
0

) comme la classe dans ~/p~ de 

Df 

l'entier LDk f u0 ](o). On a alors 
u 

0 
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PROPOSITION 4. 9. Pour tout k = 1, ... , p-1 on a 

1) ~k est un homomorphisme du groupe u 
0 

vers le groupe 

~/p~ . 
,-'-' 

2) Soient T E /:,. et X(T) la classe de X(T) dans 

:l' /p~ = ~/p~ ; on a lj>k(T (uo)) 
,,.--..__, k 

EU = X(T) ./.J (u ) pour tout u p p k o 0 0 

Démonstration. 1) Notons ord la valuation de p ~ normalisée par 
0 

ord (p) = 1 . Soient u et v dans U et w = u v ; considé-
p O O O O 00 

rons la série (f f 
U V 

0 0 

-f 
w 

0 

) (T) = 
00 

:E 
i=O 

i a.T . On a 
l 

a = O 
0 

puisque les 

termes constants de f f et f sont égaux ' 1 de plus , a ; u V w 
0 0 0 

00 
i-1 (f f -f ) ( 1T ) = u V -w = 0 donc :E a.11 = 0 . On en déduit u V w 0 0 0 0 i=l l 0 

0 0 0 

p-1 00 

17i-1) i-1) 1 que ord ( :E a. = ord ( I: a. rr ; mais ord (TT ) = p-1 donc, 
p i=l l 0 p i=p J. 0 p 0 

00 

d'une part ord ( I: 
p i=p 

et, d'autre pa.rt les i-1 ord (a. rr ) 
p ]. 0 

pour i = 1, ... ,p-1 sont distincts deux à deux. Pour chaque 

· 1 1 d ord ( a .11 i-l) 'r l · · l · 1 = , ... , p- , on a one ;, ce qui J_mp ique que p p J 0 

divise a. pour chacun de 
l 

k = 1, ••• , p-1 , les entiers 

ces i 

[ 0k-1 

sont congrus modulo p et notre 

Df Df 
U V 

= T<T) + T<T). 
U V 

0 0 

. On en déduit que, pour 

D(fuofvo)] [nk-1 Dfwo] 
( f f ) ( O) et -f- ( o) 

U V W 
0 0 0 

assertion résulte alors de l'égalité 

2) Soit a(T) un entier congru à X(T) modulo p:l' . Comme dans 
p 

la démonstration du point 1), on vérifie que les p premiers coeffi-

cients de la série f ( ) (T) - f ( (l+T)a(T)_l) 
T U U 

p; en conséquence les e:tiers [:k-l DfT(uo)] (0) 
fT(u ) 

k-1 
D 

Df ((l+T)a(T)_l) 
u 

0 

0 

sont congrus modulo 

T=O 

résulte alors du lemme général suivant 

sont divisibles par 

et 

p. Notre assertion 
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LEMME 4.10. Soient f(T) une série inversible de Z [[T]] et p-

x un élément de Z • Si g(T) est la série 
p 

X f((l+T) -1) , alors 

on a = xk D/( (l+T)x-1). 

Démonstration. Montrons tout d'abord le résultat suivant : soient 

h(T) E Zp[[T]] et xE ~p; si j(T) = h((l+T)x-1) on a Dj(T) = 

x(Dh)((l+T)x-1). En effet Dj(T) = (l+T)ddT j(T) = 

(l+T)[x(l+T)x-l(ddTh)((l+T)x-1)] = x[l+((l+T)x-l)](d~h)((l+T)x-1) = 

x(Dh) ( (l+T)x-1). En appliquant cette identité avec h= f , il vient 

Dg(T) = x(Df)((l+T)x-1) et donc Dgg(T) = x Dff((l+T)x-1). On obtient 

alors le lemme en réappliquant notre identité successivement avec 

Df 
h=7, •.. ,h = Dk-2 Df 

T· 

La proposition 4.9 admet le corollaire suivant: 

COROLLAIRE 4. 11 . Pour tout k = 1, .•. , p-1 .Q!L..ê. 

alors 

de u 
0 

1) 

<Pk ( u~) 

2) 

3) 

S:L xEz et si 
N 
X p 

= 'xl/J ( u ) 
k o 

pour tout 

La 

Si 

u 
0 

restriction 

u Eu et 
0 0 

p-1 ( . ) 
= II U 

1 

i=l o 

de <Pk 

si u 
0 

, .Q!Lê. 

est la classe de X 

u Eu 
0 0 

' u(i) est nulle a 
0 

p-1 ( i) 
= II u est la 

i=l 0 

g_ans zP/p~P 

si if k . 

décomposition 

Démonstration. 1) Notons x un élément de [N tel que x = x modulo 

p~ et posons y 
p 

xit>k(uo) +piµk(u~) 

x-x = -- . , 
p 

puisque 

on a lp (ux) = <P (ux.(uY)P) = 
k o k o o 

est un homomorphisme de groupe. Mais 

I 

xl/Jk(uo) = x~k(uo) 

2) Si 

et p4ik(u
0

) = 

u E U( i) on a 
0 0 

0, donc notre assertion est démontrée. 

xi('T) 
'T ( u ) = u pour tout 'T E 6 ; le 

0 0 

1) de ce corollaire montre donc que 1/Jk('T(u
0

)) = {{;()i l/>k(u
0

). 

D'autre part, le 2) de la proposition 4.9 montre que ~k('T(u
0

)) = 
r'-/k ,__, i ,,....._k 
X('T) l/>k(u

0
). On a donc (X('T)--X('T) )</.Jk(u

0
) = 0 et on conclut en 

remarquant que x0) i f ~)k si 'T f 1 et k fi 

3) Résulte de 2) et du fait que ipk est un homomorph5sme 

de groupe. 
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Revenons maintenant à U = lim U ; on a 
- n 

PROPOSITION 4.12. Soient k f l, _p-1 et w = rw ) E 
' n n IN" 

un élément 

de U . Si lPk (w
0

) f O , alors w 
(k) 

est une base du A-module 

Démonstration. Pu:tsque k'f l,p-1, le théorème 4.6 montre que le 

A-module u(k) 

base de U(k) , 

est isomorphe à A ; pour montrer que (k) 
w est une 

il suffit donc de démontrer que w 
(k) 

engendre le 

(k) (k) 
A-module U . Le lemme 3.15 (lemme de Nakayama) montre que w 

engendre le A-module U(k) si sa classe dans U(k);mu(k) engendre 

ce A/J!I. =IF-espace vectoriel. Mais, k étant différent de p-1 , le p 

corollaire 4.4 montre que la projection de sur induit 

un isomorphisme de U(k)/TU(k) sur U~k) ; comme m = (p,T) 

u(k)j77lu(k) engendre ce 

on en 

déduit que la classe de w 
(k) 

dans 

espace vectoriel si et seulement si la classe de 
(k) 

w 
0 

dans 

IF -p 

U(k) /(U(k) )p 
0 0 

a 1/) (w(k))-/ 
k o 

engendre ce IFP-espace vectoriel. Si ~k(w
0

) f O, on 

O d'après le 3) du corollaire 4.11 et donc w(k) 
0 

n'est pas dans (U~k) )p ; puisque k-/ 1 , il en résulte que la classe 

dans u(k)/{U(k))p engendre ce IF -espace vectoriel ce 
0 0 p 

qui termine la démonstration. 

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante 

PROPOSITION 4.13. Sojt \ l i.ème 
une racine p- - de l'unité de 

'Zf gui est différente de 1 ; pour chaque n E IN" 
p . \-1-77 

nous posons 

n 
1

ième 
wÀ,n = w(X-l) où (.(.)(À.-1) est la racine p- - de l'unité de 

congrue à À-1 modulo p'Zf ; QIL.ê..: p 

1) w - (w ) est da.ns a 
À - À ,n nEIN" 

'Z{ 
p 

2) pour chaque i-/ 1, p-1 , il existe au moj_ns un \ ( dépen--

dant de i) tel que est une base du f1 -module 

Démonstration. 1) Il est clair que w est dans À,n 

n E IN" • Pour n ); 1 , le polynôme minimal de À-1-'JT 
n 

U pour tout 
n 

sur q> 
n-1 est 
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(X-\)P+C 
· n-1 

donc N (À-1-IT ) = ;x_P _, = \-l-1T ; 
n,n-1 n n-1 n-1 comme 

d'autre part N 1 {u-'(À-l)) = w(\.-l)P = w(\-1) , on a n,n-

N (w ) - w et donc WÀ est dans u = lim U Enfin, si n,n-1 À,n - À, n-1 +-- n 

f(T) À-1-T f ( 1T ) chaque qui montre = w(X-1) I on a WÀ = pour n ce que ,n n 

WÀ. est dans G, 

2) Soit toujours f(T) \.-1-T f (1T ) = w Un = w(\.-1) ; on a . 
0 0 

raisonnement analogue à celui fait dans la démonstration du 1) de la 

proposition 4.9 montre que, pour i = 1, ... , p-2 I la classe modulo 

p~ de [Di-1 Df] ( O) est 1/J.(w) (le terme constant de f n'étant p f l 0 

1 peut rien dire i = p-1). On Df(T) l+T pas on ne pour a = -I f X-( l+T) 

on vérifié facilement que le :z. 
changement de variable l+T = e trans-

forme l'opérateur D en d 
dZ 

i-1 ( l+T ) 1 
et donc D - X-(l+T) T=O ~ 

i , on voit que di-l (­d i.-
1 

(- L \ . Par récurrence sur 
dZ 1 -l \-ez) Z=O 

\ i-lez + Q(\) 
est de la forme -------,.----~ où Q 

(À-ez) i 

dZi-1 

est un polynôme à coefficient 

dans 2'[eZ] 

conséquence 

dont le degré est strictement 

lp. (w) est la classe modulo 
1 0 

inférieur à i-1 . En 
Ài-l+q{À) p~ de ___ .... ____ où 

p (À-l)i 

q est un polynôme à coefficient dans ~ dont le degré est stricte­

ment inférieur à i-1 . Désignons par r la classe de À modulo 

~ ,., p~ et par q le polynome 
p Ni-1 N 

,/, ( ) = \_ + g ( À ) 
'+'. w ~ . . Mais 

1 0 (À-1)1 

nôme Xi-l - q(X) a au plus 

obtenu en réduisant q 

if p-1 donc i-1 .( p-3 

p-3 racines. Lorsque 

racines l ièmes 
p- - de l'unité de différentes de 

modulo p~, on a 

et donc le poly-

À décrit les 

~ 1, les \ 

prennent p-2 valeurs distinctes donc il existe au moins un À tel 

que ip. (w ) fo • On conclut à l'aide de la proposition 4.12. 
l 0 

Revenons à l'étude de G. ; on a 

LEMME 4.14. Soit 

U = lim U . La série 
- n 

u = (un)nEIN 

f(T) E 2' [[T]] 
p 

un élément admissible de 

telle que f(1T )=u 
n n pour tout 

. 
I 
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n E lN est unique ; de plus, son terme constant est congru à 1 modulo 

p~ • 
p 

Démonstration. Soient f 1 et f 2 deux séries tels que f 1 (rrn) = 

f ( TT ) = u pour tout n E IN . Si 
2 n n 

g ( 1T ) = 0 pour 
n 

tout n E IN ; montrons que cela implique g = 0 et donc f 
1 

= f
2 

ce 

qui est la première assertion de notre lemme. Supposons g f O et 

notons la plus grande puissance de p qui divise g; on a 

ô' 
g = p g avec 

1 
non divisible par p; notons 

ne divise pas le coefficient de 

n le plus petit 
0 n 

entier tel que T O dans g
1 

; 

la proposition 3.5 montre qu'il existe un polynôme r de degré 

strictement plus petit que 
n 

0 T = Q.g
1 

+ r ; pour tout 
n 

n 
0 

n , 

et une série Q 
n 

on a rr O = r(TT ) 
n n 

tels que 

puisque 

donc le polynôme T 0 -r a une infinité de racines ; c'est impossible 
n 

puisque T 0 -r n'est pas le polynôme O , donc g = O • 

Pour la deuxième assertion du lemme on écrit u =f(TT ) 
0 0 

qui 

montre que le terme constant de f est congru à 1 modulo l'idéal 

maximal de ~ · ce terme constant étant dans 0 , ~p, il est dans 

PROPOSITION 4.15. Pour tout u de û , nous notons f (u) 
r 

l+p~ . 
p 

coefficient de Tr dans la série associée à u ; pour tout r E IN , 

l'application gui à u associe .f (u) r 
est une application continue 

munie de la topologie induite par la topologie de U vers 

Démonstration. Notons ord 
p 

la valuation de ~p normalisée par 

ord (p) = 1 . Pour tout u = (u ) E EU= lim U et tout couple (M,N) 
p n n.lN +-- n 

d'entiers positifs, on note Vu(M,N) le sous-ensemble de U formé 

des ord ( u -v ) ) M pour p n n 
n = 1, ... , N . Par 

définition de la topologie limite projective, les Vu(M,N) décrivent 

un système fondamental de voisinages de u dans U lorsque M et 

N tendent vers +oo • En conséquence, l'assertion de notre propos:i. tj on 

est équivalente à l'assertion suivante : soient u E G, et r E IN ; pour 
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tout entier a) 0 , il existe deux entiers M et N tels que 

v E Ci n V ( M, N) 
u implique ord (f (u)-f (v)) ~ a . Pour prouver cette 

p r r 

dernière assertion, montrons qu' :Ll suffit de prendre M = a et N 

t 1 cp(PN-a+2) ''I r+l (."n. d' . l'. a· ' ) . es que A ~ esignant in 1cateur d Euler. Soient 

donc N tel que cp (pN-a+ 2 ) 1 r+l et vE Ci n v (a, N) i pour tout u 00 

i E IN , posons g. = f. (u)-f. (v) 
l l l 

de sorte que u -v = I: g )Ti pour n n in i=O 00 

tout n E IN • En particulier, pour n=N il vient I: i , uN-vN = gi7T N 

ce qui implique 
00 

ord ( I: 
p i=O 

en déduit d'une part que 

que les i ord (g.7TN) p l 
pour 

i=O 

g
1
.1TNi\ ~ a . On a ord (7T ) = 1 on 

) 
00 

p N cp(pN+l) 

ord ( I: g. rr~) ~ 1 et d'autre part 
p . N+l J_ 

i=cp (p ) 
. l ( N+l) . . , 1 = , .•. , cp p -1 sont dJ.stincts deux a 

deux (puisque ord ( g. ) E IN) • De ces deux derniers points on déduit p l 

que, pour chaque i = 0, 1, .•. ,cp(pN+l)-1 , on a ord (g.rrNi) ~ 1 ; pour 
p l 

ces i , on a donc ord ( g. ) ) O , ce qui implique que p divise g .. p l l 

Si a= 1 1 N+l cela termine la démonstratjon puisque r ~ cp(p )-1 par 

définition de N. Si a~ 2 , l'égalité 
00 

implique ord ( I: 
p i=O 

9i
77~-1} ); 2 • Si on a 

ord (g.rrNi 1> ~ iN 
p l - cp(p) 

~ 2 ; si ( N) 1 . 1 ( N+l) cp p ~ 1 ~ cp p -1, on a 

i 
ord ( g. rrN 1 ) = p 1. -

puisque, comme nous venons de le 

voir, p divise gi pour ces i . On a donc 

N 

d'où l'on tire ord (cp(pI:)-l g.7T~_
1

\} 2 . Mais, pour 
p i=O J_ ) 

i = 0, ... ,cp(pN)-1 , les ord (g.1TNi 1 ) sont distincts (puisque p 1. -

ord ( g. ) E IN) donc on a ord ( g. ·11N1 

1 ) ~ 2 pour chaque 
p 1. p 1. -

i=O, ... ,cp(pN)-1. On en déduit ord (g.) ) 1 pour ces i, donc p 2 
p ]_ 

di vise g. pour i = 0, ... , cp (pN )-1 . En itérant ce procédé, on montre 
l 

g. 
l 

. N-a+2 a pour 1 = O, ... ,cp(p )-1 ce qui prouve p divise divise 

puisque ! cp(pN-a+ 2 )-1 d'f' . . d ' r ~ par e 1n1t1on e N; cela acheve notre 

démonstration. 
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COROLLAIRE 4.16. Le sous-ensemble G: de U est complèt (donc 

fermé, donc compact). 

Démonstrat:! on. Soj t ( u j) jEIN une sui.te d'élément de G: convergeant 

vers un élément u = (un) nEIN E U • La proposi ti .. on 4. 15 montre que, 

pour tout rE[N, la suite f (uj) est une suite de Cauchy dans Z 
r P 

donc 

f(T) 

n E IN 

duit 

O' ( u) 

converge dans 
00 

= E f Tr 
r=O r 

donc que u 

Z ; notons f sa limite et posons p r 

On vérifie facilement que f('IT ) = u pour tout 
n n 

est dans G , C.Q.F.D. 

PROPOSITION 4.17. 1) Si u et V sont dans G , alors le pro-

UV est dans G . 
2) Si est dans G et si aEz alors a est dans u , u p 

3) Si u est dans G et si aEG = Gal (4'J<.o ) , alors 
00 p 

est dans G . 

G • 

Démonstration. 1) Si f et g sont les séries telles que f(TT )=u 
n n 

et g(rr ) = v pour tout n E IN , alors on a ( fg) (TT ) = u v pour 
n n n n n 

tout n E IN ce qui montre que uv E G: • 

2) Soit f(T) = E f.Ti 
i);O 1 

la série associée à u. D'après 

le lemme 4.14 on a f E l+p~ est bien défini ; d'autre 

part 1 

fo 

0 p 

f ( T) E 1 +p~ [ [ T] ] donc 
p 

est bjen définj ; on 

pose fa(T) = f~CÇ f(T))a . En combinant le lemme 7.4 du §7 de la 
0 

partie Ide ce cours et le théorème 2 du §5 du chap. IV de [1] , on 

voit que fa('IT ) = (f('IT ) )a pour tout n E IN i.e. que 
n n 

pour tout n E IN ; cela montre bien que a u est dans G 

3) Désignons toujours par f(T) la série associée à u et 

posons g(T) = f( (l+Tt (o-)_l). En raisonnant comme en 2) on voit que 

g(IT) = f(Çu(cr)_l) pour tout nEIN; mais çït(O')_l = cr(·rr) donc 
n n n n 

f ( Ç u ( O") - 1) = O' ( f (rr ) ) = O' ( u ) pour tout n E IN i . e. g ( TT ) = Ci ( u ) 
n n n n n 

pour tout n E IN ; cela montre que a ( u) est dans G 
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est un ~-/\.-module U. De plus, .2i COROLLAIRE 4.18. Ci 

p-1 ( i) 
et si u = rr u est la décomposition canonique de u 

i=l 

, alors chaque est dans G: 
i=l 

Démonstration. D'après le 2) et le 3) de la propositjon précédente, 

Cl est stable par z 
p 

et pa.r r . . , en consequence est stable pa.r 

le sous-anneau de /\. formé des combinaisons à coefffcients dans Z 
p 

des séd es du type (l+T)a avec a E Z • Ce sous-anneau étant dense 
p 

dans /\. le corollaire 4.16 montre que Ci est stable par /\. tout 

entier. D'autre part u(i.) = Il T(u)Xi(T-l) donc, a étant stable 
T E6 

par !:::, et par '7J d'après les 2) et 3) de la proposition précédente, p 
u(i) est dans Ci, dès que u est dans G: . 

On peut enfin démontrer le résultat annoncé plus haut 

THEOREME 4.19. Si if l,p-1 , les éléments de U(i) sont admis­

sibles i • e. U ( i) c G • 

Démonstration. Cela résulte directement de la juxtaposition de la 

proposition 4.13 et du corollaire 4.18. 

Terminons ce chapitre en définissant, pour tout entier k )1, 

une application cpk du /\.-module G vers '7J qui, pour k = 1, ... , p-1 
p 

est l'analogue de l'application .p 
k 

de 

telle que u = f (1T ) n u n pour tout n E IN" 

u 
0 

dans [F 
p 

définie ci-

(cette série est bien déter-

minée par u d'après le lemme 4.14) ; on défjnjt cpk(u) par l'égalité 

(on rappelle que D est l'opérateur 

PROPOSITION 4. 20. Pour tout k ~ 1 on a : 

1) cpk est un homomorphisme continu du groupe G, (muni d~ 

la topologie induite par la topologie de U) z 
p 
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2) Pour tout 

k 
cpk(G(u)) = u(a) cpk(u). 

et tout u E G: on a 

Démonstration. 1) Soit u E G, ; le lemme 4.14 montre que f est u 

inversible dans ~ [ [ 'I'] J p donc Df 
T est dans ~ [ [ 'I'] J. En conséquence 

p 

Dk-1 Df [[ 7] f est dans ~P T~ et donc cpk(u) est dans ~ . Si mainte­
P 

nant 

que 

u et V 

f 
UV 

= f f 
UV 

sont dans 

; on a donc 

G , il est clair que 
D(f f) Df Df 

UV =~+__::f. 
f f f f 

UV U V 

la continuité de 

ment de la proposition 4.15. 

uv est dans G et 

d'où l'on tire 

cpk résulte claire-

2) Comme on l'a vu dans la démonstration du 3) de la propo­

sition 4.17, on a fo(u)(T) = fu((l+T)u(cr)_l). Le lemme 4.10 montre 

donc que [nk-l Dfa(u)](o) = u(a)k[nk-l Dfu](o) c'est-à-dire que 
fcr(u) fu 

k 
cpk(a(u)) = u(cr) cpk(u) , C.Q.F.D. 

COROLLAIRE 4.21. 1) Si u est un élément admissible de U(i) 

et si k=i modulop-1, .Q!L.2. cpk(u) = 0. 

2) Si u est un élément admissible de U et si 
p-1 ( i ) p-1 ( . ) 

u = TI u est la décomposition de u dans U = TI U 
1 

.Q!Lg_ 
i=l i=l 

cpk ( u) = cpk ( u ( i) ) pour chaque k = i modulo p-1 • 

Démonstration. Si T E b. , on a par définition u ( T ) = X ( T ) et on 

raisonne comme dans les démonstrations des points 2) et 3) du 

corollaire 4.11. 

Le point important est le théorème suivant 

THEOREME 4.22. Soit Y le ~ -générateur 
p 

î = Gal(4> 00 /~
0

) de G
00 

choisi pour identifier 

A = ~ [[T]] (proposition 3.4). Pour tout u E G. 
p 

k ~ 1 , on a cpk (bu) = h ( u (Y) k - 1) cpk ( u) . 

du sous-groupe 

lim(:ïF [î/î ] ) 
- p n 

et 

tout h E A et tout 



II.55 

Démonstration. L'égalité du théorème est claire pour h= 1 ; le 2) de 

la proposition 4. 20 appliqué avec cr= Y montre qu'elle est vraie 

pour h = l+T ; on en déduit qu'elle est vraie pour h = T , puis pour 

h = Tn si n),, 0 ; en conséquence cette égalité est vraie pour tout 

h E :i'P[ T J. Er fin, les cpk étant continues et ~P[ T] étant dense dans 

Z [[T]] , or. en déduit que notre égalité est vraie pour tout 
p 

h E Zp [ [ T] ] , C • Q • F . D . 
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, , ' 
§5. LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3.7. 

Rappelons l ' énoncé du théorème 3. 7 : soit i = 2, 4, .•• , p-3 et 

soit Y(i) = lim(U(i);ë(i)) · alors 1) le A-module Y(i) est iso-
- n n ' 

morphe à A/(F.(T)) où F.(T) est la série définie de la manière 
l l 

-s i suivante on note g. (T) la série telle que g. (),(.(Y) -1) =L (s,w) 
J_ l p 

l+T 
pour tout s E ::1/'p et on pose Fi (T) = gi (~ - 1). 

2) Pour tout n ~ 0 , la projection de Y(i) sur U(i) /ë(i) induit 
n n 

un isomorphisme de A/(F. (T),w (T)) sur U(i);ë(i) • 
1 n n n 

Dans ce paragraphe, on choisit un c E ::11' qui vérifie 
p 

priété suivante: pour tout n ~O, la classe de c modulo 

engendre le groupe n * (::11'/p :;E) ; on pose alors 

la pro­

n+l:;E 
p p 

e n = 
C -1 n (on rappelle que est une racine de l'unité d'ordre 

n+l 
p et que ç;P = C pour tout n ) O) • On a n n-1 

LEMME 5.1. Le groupe 

famille (cr{en))crEG 
n 

Cycl n 
est le groupe engendré par la 

Démonstration. On reprend les notations de la définition 2.5 et on 

note c(n) l'image de c dans e = u n c(n} donc 

e E Cycl et donc le groupe engendré par la famille 
n n 

t · 1 d C 1 D' t t · bE (=/pn+lm)* , 1·1 ex.i'ste es J.nc us ans yc n . au re par , si UJ. UJ 

un entier t tel que t b = c(n) . Notons (J' l'élément de G n 
définj_ 
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t-1 e .cr(e ) ... 7 (e ) 
Ç -1 Çc-1 

n n 

t-1 
çc -1 

n par on a 

ç -1 
n = çb_

1 
= ~, donc ub 

n 

n n n = -c-·--=-2-
ç -1 ,,c l 

n "' -n 

appartient au groupe engendré par les 

(cr(en))crEG et donc 
n 

Cycl 
n est inclus dans ce groupe, ce qui achève 

notre démonstration. 

On rappelle que l'on a plongé K = U K 
oo n n dans et que l'on 

a noté 'P 
n 

considérer 

l'adhérence de Kn dans ~p en conséquence on peut 

e comme un élément de 1> • Notons W(c) la racine 
n n 

l ième 
p- - de l'unité de ~ qui est congrue à 

p c modulo p~ et 
p 

posons v = w( c) e E <il • On a 
n n n 

LEMME 5.2. L'élément v défini ci-dessus est dans U 
n n 

Démonstration. On a si d est un entier positif congru 

à C modulo pn+l~ ; on a donc 
p 

= çd-l+çd-2+ ... +l 
n n 

ce qui 

çc_l 
montre que n est congru à r -l 

"n 
d modulo l'i_déal maximal de W ; 

n 

comme W(c) est congru à d 
ç -1 

modulo p'll , on a v = w(c)-n- EU 
p n ç c_ 1 n 

n 
C.Q.F.D. 

Montrons maintenant la proposit.:ion suivante 

PROPOSITION 5.3. Le 

i.e. ë = ~ [ G ]v . 
n p n n 

Z [G ]-module p n ë 
n 

est engendré par V n 

Démonstration. Montrons tout d'abord que C est inclus dans le 
n 

groupe engendré par la famille (cr(vn))crEG , ce qui impliquera 
n 

ë cz [G ]v . Soit x un élément de C , alors (lemme 5.1) n p n n n 

X = II 
aEG 

n 

X 
O'(e ) a 

n 

compte-tènu de V n 

Pour une famille (x) E a O" G 
n 

= W(c)- 1e et du fait que 
n 

d'éléments de 

w(c) est dans 'll 
p 
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on en déduit l1 
aEG 

n 

a 'v ) · comme 
' n ' 

X et chacun des 

(J ( V ) 
n 

est dans U , cette dern:ière égal:i.té :implique que 
n 

~ x!"I' 
r-D(c)!J J 

est dans U ; maj_s 
n 

W(c) 

en déduit que 

't t . 1ième e an une racine p- -

et donc que x = l1 
O'EG 

n 

de l'unité on 

ce qu'on 

voulait. Il reste, pour achever la démonstration, à voir que V n est 

dans C n Pour tout entier t , on a (Cn-l)l-pt E C puisque 
Cc-1 n 

Posons 

l'idéal 
t 

est dans 

= xlx2 
Cc-1 

n 
maximal de 

u 
n 

avec 

et dans 

~ ; on a donc n 

n 

Cycl n ; on a donc 

et 

t 
xP = w(c} 

1 

' congru a 1 

pour tout 

modulo 

et 

.p 
x2 t tend vers l'infini. En conséquence, 

les forment une suite (indicée par t) d'éléments 

de C n qui converge vers V n ; cela montre que V E ë 
n n 

et achève la démonstration. 

COROLLAIRE 5 .4. Pour tout i = 1, ... ,p-1 , on a 

ë ( i > = '7lf [r ;r J v ( n . 
n p n n 

Démonstration. La proposjtion précédente montre que 

Le groupe 

l'action de 

résulte que 

corollaire. 

G n 
s'identifie à t:,, X (I' ;r } . On sait que, pour tout T E t:,, 

n 
T sur u(i) 

n 
'7lf [G ]v(i} = 

p n n 

Enfin on a 

est l'élévation à la puissance Xi(T} 

'7î (r;r ]v(i) ce qui démontre notre 
p n n 

, il en 

PROPOSITION 5.5. 1) L'élément v = (vn)nEN est dans 

2} C(i) = Av(i) pour tout i = 1, ... ,p-1 . 

U = lim U 
- n 
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Démonstration. 1) Le lemme 5.2 montre que V Eu n n pour tout n E IN , 

il reste à voir que Nn+l, n ( v n+l) = v n pour tout n E IN . Le polynôme 

minimal de Cn+l - 1 sur 4ln étant (X+l)p - Cn , on a 

Nn+l,n(Cn+l - 1) = Cn-1 ; de même on montre que Nn+l,n(C~+l - 1) = C~-1 

On conclut alors en remarquant que N (w(c)) = W(c)p = W(c). n+l,n 

2 ) On a vu que v E ë donc v ( i ) E ë ( 1 ) et v ( i) E ë ( i) ; 
n n n n 

il en résulte que Av(i)c ë(i) . D'autre part, le corollaire 5.4 

(i) -(i) -(i) 
montre que l'image de Av par la projection de C sur C n 

est 

lim 
+--

ë(i) 
n 

ë(i) = 
n 

tout entier. En conséquence Av(i) 

. Av(i) C. ; mais 
l 

est compact, donc 

est dense dans 

Rappelons (proposition 4.13) que, si i-/1,p-1, alors il existe 

l ième 
une racine p- - de l'unité À dans ~ telle que 

p 
u(i) = A ( i) 

WÀ ; en conséquence, il existe un hEA tel que 

( i) 
= h ( i) et le A-module u<i>;ë(i) est isomorphe à A/Ah V WÀ . 

Pour démontrer le 1) du théorème 3.7, il faut montrer que l'idéal 

de A est égal à A(F.) où F. (T) est la série définie dans 
l l 

Ah 

l'énoncé du théorème 3.7. Commençons par calculer, pour tout k ~1, 

PROPOSITION 5. 6. Pour tout k } 1 , on a cpk (V) = 

'-1 
= W(c)-n-

k 
(c -l)Ç(l-k). 

Démonstration. Pour tout n ~ O , on a V n çc-1 
n 

c'est-à-dire que 

V = f (17 ) si 
n n 

l+T --c 
T 

C = C p 
, on a vu 

à la mesure 

f ( T) = W( c) T 
(T+l)c-1 

désignons alors par 

D'autre part Df(T) = 
f 

C un élément de tel que 

( I , corollaire 8 .11) que la série attachée 

est 

C 
(l+T) p 

C 
(l+T) P_l 

l+T ; on a donc 
T 

Df ( T) = 
f 

- F (T). 
v C, 1 

En conséquence cpk(v) = [Dk-1 D/](o) = -[Dk-lF ](o) 
v C, 1 

est égal ( I, corollaire 8.7) à (' k-1 
-J~x dvC,l(x) 

p 

= (Ck-l)Ç(l-k) = 
p 
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k (c -1)((1-k). C.Q.F.D. 

PROPOSITION 5. 7. Soit À / l une racine l ième 
p- - de l' ,mité 

~ et 
p 

i E { 1 , ••• , p-1} ; on a : 

1) il existe une série u E A telle que 

k-1 u ( 1-t (Y) -1) pour tout entier k ~ 1 et k = i modulo p-1 ; 

2) si i / 1,p-1 et À est tel que est une base du 

A-module , alors * u E A • 

Démonstration. 1) Pour tout n ~ 0 , on a w = f(7T ) 
À,n n si f(T) = 

À-1-T 
w(X-1) ; on a Df(T) _ T+l 

f - T+l-X que nous notons F(T). Comme au §8 du.. :f 

T+l 1 11 ( T+l) 
posons F(T) = F(T) - .! E 

p 11Eu. 
p 

F ( 11 ( T+ 1 ) -1 ) = X - - E 
T+l- p 11Eµ TJ (T+l)-:r 

p 

T+l (T+l)p 
= --..- - ---- On sait que le changement de variable 

T+ 1-À ( T+ 1 ) p -À • 

transforme l'opérateur D en l'opérateur d ; en conséquence, si dZ 

G(Z) 
z 

e = -z- , on a k-1 T+l I dk-l 1 D --- = --- G(Z) ; de même 
T+l-À T=O dZk-l Z=O e -À 

epZ 
G(pZ) = -- , donc 

epZ_À 

k-1 dk-1 1 
p k-1 G(Z) ; 

dZ Z=O 
en conséquence Dk-l F(T)I = 

T=O 

k-1 k-1 T+l I k-1 
(1-p ) D T+l-X = (1-p )~k(wÀ) 

T=O 

Pour achever la démonstration de ce 1), il suffit donc de voir qu'il 

existe une série u E A telle que u(1-t (y)k-l_l) = Dk-l F(T) 1 pour 
T=O 

tout entier k ),, 1 et k = i modulo p-1 ; comme 1-À. est inversible 

dans 
rv 

~ , il est clair que F(T) 
p 

est dans A 

suivant achève la démonstrat:i_on du 1) 

et donc le lemme 

LEMME 5.8. Soient H(T) un élément de A et i un entier 

compris entre 1 et p-1 ; il existe une série u E A telle que 

u( 1-t (y )k-l -1) = Dk-lH(T) 1 pour tout entier k ~ 1 et k = i 
T=O 

modulo p-1 . 
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Démonstration. Notons v la mesure sur 'li associée à la série p 

H(T) (i.e. telle que H(T) = F (T) 
V 

avec les notations du 5.., propo-

sition 4.4). On sait (:I, corollaire 8.7) que Dk-lH(T)I == 
T=O 

~ xk-1 dv(x) s k-1( ,k-1 si W(x) est la racine = w(x) xi dv(x) 
'li 'li 

p p . ' 
1ieme de l'unité de 'li ' modulo p'l/ Mais k=i p- - congrue a X . 

p p 

modulo p-1 , donc J<-l(x) = wi-l (x) et on a Dk-lH(T) 1 = 
T=O 

S (x)k-ld(Wi-lv)(x) en désignant par i-1 
W V la mesure sur de 

i-1 densité w par rapport à v ('!, définition 2.5). En reprenant 

les notations du l , cela signifie que 

et notre lemme résulte du théorème 5.7 

générateur de l+p~ • 
p 

2) Il découle des définitions de 

élément admissible de 

Dk-lH(T) l 
T=O 

de I puisque 

= ï. l (1-k) 
W1 - V 

1,(, (y) est un 

et de cp. 
J_ 

que, pour 1 { i ~ p-2 

U = lim U , la classe de 
4-- n et x = (xn) nEN 

cp. (x) modulo 
1 

est égale à ~- (x). La proposition 4.12 montre 
J_ 

* cpi(wÀ) est dans '1/P si À est tel que w{i) est une donc que 

base de u(i) • En conséquence, si 1 { i t p-1 , l'élément 

* dans 'li · comme p' 

* est dans 'li p 
.t(y)i-1_1 

c'est-à-dire que u(K(Y)i-l_l) est 

est dans p~ , il en résulte que u 
p 

* est dans A , ce qui est ce qu'on cherchait. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 3.7. 
' ' 

Soient i E { 1 , • • • , p- 1 } et if 1, p-1 , soit À une racine 1iem·\ 
p- -

de l'unité de -~ telle que A ( i) 
WÀ = u<i) et soit hEA l' éléIDE! tt. 

p 

défini par V 
( i) 

= h ( i) 
WÀ de sorte que u<i);ë(i) est (comme nous n n 

l'avons remarqué plus haut) isomorphe en tant que A-module à fl./\h 

Le théorème 4.22 montre que cpk(v(i)) = h(K(Y)k-l)cpk(w~i)). Si k=, :~ 

modulo p-1, le corollaire 4.18 montre que cp (v(i)) = cp (v) et 
k k 

cpk(w1i)) = cpk(wÀ) ; les propositions 5.6 et 5.7 prouvent alors que 

(ck-1)(1-pk-l)C(l-k) = h(K(Y)k-l)u(K(Y)k-l_l) avec uE A*, soit 

(:J:., définition 6.4) k i k k-1 
(c -l)L (1-k,W) = h(it(y) -l)u(u(y) -1). 

p 
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Posons u 1 (T) = u(K\~T) - 1) et r(T) = 1-Wi{c) (l+T)o- où 

défini par (c) = K{Y)œ; la série u
1

(T) est dans A* 

0t E ~ est 
p 

puisque u 

est dans A*, la série r(T) est dans A* puisque n'est 

pas congru à 1 modulo p (car c a été choisi de telle sorte que 

sa classe modulo pZ engendre(~ /p~)~ et on a u 1 {K{Y)k-1) = 
p p p 

u{K{Y)k-l_l) et r{K{Y)k-1) = ck-1 si k= i modulo p-1 . En con­
hu1 

séquence, si l'on pose F. = -- , on a d'une part Ah= AF. et 
l r l 

d'autre part F.{K(Y)k-1) = L (1-k,Wi) pour tout entier k>.tl et 
l p 

k=i modulo p-1 • Enfin, si en plus i est pair et si on note g. 
l 

la série telle que 

séries F. (T) et 
l 

g.{K{Y)-s-1) 
l 

i = L ( s, w ) pour tout s E ~ , les p p 
l+T 

gi(K{Y)-l) prennent toutes les deux la valeur 

pour T = u(y)k-1 si et k=i modulo p-1; un 

raisonnement analogue à celui fait dans la démonstration du lemme 

4.14 montre que cela implique l'égalité 

achève la démonstration du 1) du théorème 3.7. 

et cela 

Il reste à démontrer l'assertion 2) du théorème 3.7. La proposi-

tion 5.5 et le corollaire 5.4 montrent que la projection de -(i) 
C 

vers -(i) 
C n 

est surjective. Du corollaire 4.4, on déduit alors que la 

projection de u(i) vers induit une surjection de 

dont le noyau est ë(i) .(w (T)U(i)). Le quotient 
n 

est donc isomorphe à U(i)/[C(i) .(w (T)U(i))] qui, 
n 

d'après le 1) du théorème 3.7, est isomorphe à A/(Fi(T),wn(T)) ; 

sur 

cela démontre le 2) du théorème 3.7, et donc achève la démonstration 

de ce théorème. 
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§6. MODULES D'IWASAWA ET GROUPES DE CLASSES. 

Nous ' l'étude globale. Comme précédemment est revenons a p 

un nombre premier impair, K est le corps (0 ( µ n+l)' G est le n n p 
groupe de Galois de K /<O et gn est l'idéal premier de K au-n n 

dessus de p; pour alléger l'écriture nous notons K le corps 

K= = U K . Nous désignons par M 
n la p-extension a.béU enne maxi-

n~O n 
male de K 

n 
qui est non ramifiée en dehors de 12 ; pour tout -n 

n , 

le corps M n 

X = Gal(M /K} 
n n 

contient K 

et X= lim X 
~ n 

contient M ; nous posons 
n 

(les flèches de Xn+l vers X n 
étant 

les restrictions des automorphismes de Mn+l à M ) n de sorte que X 

s'identifie à Gal(M/K) 

sur ~, donc Gal(K/~) 

si M = U M . Le corps M est galoisien 
n)10 n 

agit par conjugaison sur X= Gal(M/K) ; 

cette action munit X d'une structure de Gal(K/'D)-module (on dit 

que X est un module d'Iwasawa). D'autre part, pour chaque n, notons 

le sous-groupe du groupe des classes de K n 

dont l'ordre est une puissance de p et posons 

formé des classes 

A= lim A 
- n 

(les 

flèches entre An et An+l étant celles qui envoient la classe d'un 

idéal a de Kn sur la classe de l'idéal de Kn+l engendré par ~}. 

Le groupe Gal(K/(0) agit de façon naturelle sur chaque An et ces 

actions définissent une action de Gal(K/<O) sur A qui fait de A 

un Gal(K/~)-module. Dans ce paragraphe nous allons relier les 

Gal(K/(0)-modules X et A. 
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~ Notons K la p-extension abélienne maximale de K . Pour tout 

* et tout ai E K nous désignons par cp ( ()!) 
n 

l'homomorphisme de 

Gal (K/K) 

racine 

vers 

n+lièrne 
p 

µ 
n défini de la manière suivante : on choisit une 

n+l 
2 

de œ que l'on note Vœ ; celle-ci est dans 
n+l 

et, pour tout T E Gal (K/K) 
T(p~) 

on pose [cpn(a)](T) = pn+i (qui est 
\[ci"' 

clairement un élément de indépendant du choix de la racine 

K 

n+l ième 
p de (Y choisie). On sait (théorie de Kummer) que l'application 

qui à associe 
* * n+l 

cp (cd induit un isomorphisme de K /(K )p 
n sur 

Hom t(Gal(K/K),µ ). L'injection canonique de Hom t(Gal(K/K),µ ) con n con n 
~ dans Hom t(Gal(K/K),µ +l) correspond, à travers ces isomorphismes, con n 

* * n+l * * n+2 
à l'application de K /(K )p vers K /(K )p qui envoie la 

* * n+l 
classe d'un 

* n+2 
x de K modulo (K )p sur la classe de modulo 

(K )p * * m ; enfin K /(K )p s'identifie canoniquement à 

et, dans cette identification, l'homomorphisme de vers 
* * m+l 

K /(K )p décrit ci-dessus correspond au produit tensoriel de 

l'identité de * K par l'injection canonique de 1 
'7J' 1'71' dans m ; 

1 rn+1 '71'/'?J' • 
p 

* K ® (D /'71' p p 

µ = U µn 00 

nkO 

p 

En conséquence on a un isomorphisme de 

vers lim(Hom t(Gal(K/K),µ )) = Horn t(Gal(K/K),µ
00

) ___., con n con 
n 

est muni de la topologie discrète; nous notons cp 

isomorphisme. Introduisons maintenant le sous-groupe V de 

* K ® ~ /'71' dont l'image par cp est le sous-groupe 
p p 

si 

cet 

Hom t(Gal(M/K),µ 00 ) con de Hom t ( Gal (K/K) , u.00 ) ; on note li> l 'homo­con 

morphisme de groupe de Gal(M/K) = X vers Hom(V,µ
00

) défini par 

[ip(x)](v) = [cp(v)](x) pour tout xEGal(M/K) et vEv. On a le 

résultat suivant: 

PROPOSITION 6.1. L'application </) définie ci-dessus est un .;so-

morphisme du groupe X sur le groupe Horn(V, ~1,
00

) • 
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Démonstration. L'extension M/K est une p-extension, donc le groupe 

Horn t(Gal(M/K), µ,=) con est égal au groupe * Hom t(Gal(M/K),C) ; ce con 

dernier, muni de la topologie discrète, est le dual de Pontrjagin de 

Gal(M/K). L'application ~ identifie donc V muni de la topologie 

discrète au dual de Pontrjagin de Gal(M/K). D'autre part, pour tout 
n 

v EV il existe un entier nv tel que p vv = 0 (puisqu'il en est 

* déjà ainsi pour tout v E K 0 <D /'7J' ) , donc Horn(V, µ,=) est égal à 
p p 

* Horn(V,C) ; ce dernier est le dual de Pontrjagin du groupe V muni 

de la topologie discrète, donc Horn(V,µ,=) s'identifie au bidual de 

Gal(M/K). Dans cette identification, l'application 1/J correspond à 

l'application canonique de Gal(M/K) vers son bidual donc le thé­

orème de Pontrjagin montre que ~ est un isomorphisme de groupe, 

C.Q.F.D. 

Dans la suite, si R est un anneau et G un groupe et si G 

et 3 sont deux R-modules munis de structures de G-rnodules com­

patibles avec l'action de R (i.e. G et 3 sont des R[G]-rnodules), 

on munit le R-module G. 0 3 
R 

G-rnodule qui est telle que, pour tout CJ E G 

de la structure de 

on ait CT. (a© b) = 

(a.a)0 (a.b) (resp. [a.f](a) = cr(f(a- 1 .a))) si aEG et bE2 

( resp. a E Q et f E HornR (Q ,~ )) ; il est clair que les structures de 

R-rnodules et de G-modules de û0R3 (resp. HornR(Q,~)) sont corn-

patibles. Dans la pratique R = '7J' ou '7J' ; dans le premier cas on 
p 

note G03 et Horn(G03) à la place de G©RS et HornR(G0J3). Le 

~ corps K étant galoisien sur ~, Gal(K/~) agit par conjugaison sur 

~ Gal (K/K) et donc Horn(Gal(K/K),µ,=) est un Gal(K/<D)-rnodule; on 

munit <Dp/'7J'p d'une structure de Gal(K/©.)-rnodule en faisant agir 

* Gal ( K/~) tri vialernent, cela permet de munir K 0 ( CD /2" ) d'une p p 

structure de Gal(K/~)-module. On a 
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PROPOSITION 6.2. L'isomorphisme ~ est un isomorphisme de 

Gal(K/<D)-module * K ?9 ( (D /'7,{ ) 
p p sur Hom t(Gal(K/K) ,µco). con 

Démonstration. Pour chaque n E IN , l'isomorphisme de 
* * n+l 

K /(K )P vers Hom t(Gal(K/K),µ ) est un isomorphisme de con n 

Gal(K/<D)-module : en effet, si a E GaltK/<D), TE Gal(K/K) et Q'.E K* , 

[ ( ( ) ) ] ( ) - ip~) TO(P~) . ~ 
on a ~na et T - n+l = n+l si a est un prolongement 

PY cr (a) êf (P'{cv} ~-l (Pn+l) 

de (J à K ; on a donc [ ~ ( r, (a) ) ] ( T ) = a (J 'T" ?f Vci"' . = 
n n+l 

p'{cv 

cr{[~n(et)](a-
1

.T)} c'est-à-dire ~n(a(~)) = [a.~n](~) , ce qui prouve 

notre assertion relative à ~ n 
* * m l'isomorphisme de K /(K )P 

. On conclut alors en remarquant que 

sur K * 0 ( l:_ '7,{j'7,{) 
m 

p 
est un isomorphisme 

de Gal(K/<D)-module et en passant à la limite inductive. 

* COROLLAIRE 6.3. 1) V est un sous-Gal(K/<D)-module K 0 (D /'7,{ . 
p p 

2) L'isomorphisme 1/J (proposition 6.1) est un isomorphisme 

de Gal(K/<D)-module. 

Démonstration. 1) Claire. 

~ 2) Pour tout * w E K 0 (D /'7,{ 
p p 

et tout T E Gal ( K/K) , posons 

(w,T) = [~(w)](T) ; la proposition précédente montre que (,) est 

une application bilinéaire de 

vérifie (a.w, a.T) = a.(w,T) 

* ~ (K 0 <Dp/'7,{p) X Gal (K/K) vers µco qui 

* pour tout a E Gal (K/<D), w E K 0 (D /'7,{ , 
p p 

~ TEGal(K/K). L'application (,) induit donc une application de 

VXGal(M/K) vers µco qui vérifie (a.v, a.T) = a.(v,T) pour tout 

a E Gal(K/<D), vE V et TE Gal(M/K). Par définition de 1/J , on a 

[1/J(T)](v) = (v,T) , donc l'égalité précédente montre que 1/J est un 

homomorphisme de Gal(K/<D)-module de Gal(M/K) =X vers Hom(V,µ,
00

) 

cela achève la démonstration puisque l'on a déjà vu (proposition 6.1) 

que 1/J est un isomorphisme. 

Introduisons le module de Tate 
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DEFINITION 6.4. 1) On appelle module de Tate et on note T 
p 

le 

'71 [Gal(K/~)]-module 
p gui est la limite projective des '71 [ Gal ( K/~) ] -

p 

modules µn, les flèches des µn+l vers les 

à la puissance p. 

µ étant l'élévation n 

2) Si G est un '71 [Gal(K/©)]-module, on note Q(l) 
p 

(resp. G.(-1)) le '71 -module Ci®= T (resp. Hom'77 (T ,G)) muni de 
p aip p ""'p p 

la structure de Gal(K/©)-module défini ci-dessus. 

Rappelons que K est l'isomorphisme de Gal(K/©) * sur '71 défi-
P 

ni de la manière sui vante : pour tout cr E Gal (K/©) , K (a) est l' élé­

* ment de '71 tel que l'action de a sur µ00 est l'élévation à la p 

puissance K(O") ; on a : 

LEMME 6.5. 1) Soit Ci .1ill '71 [Gal(K/©)]-module; pour tout p 

cr E Gal (K/~) , on note cr. a le résultat de l'action de cr .ê.Y!: a . 

Le module Q ( 1) ( resp. û ( -1) ) est isomorphe au '71 -module p muni 

de l'action de Gal(K/~) définie de la manière suivante: le résul­

tat de l'action de aEGal(K/©) .§.Y!: aEû est 1-t(cr)(CT.a) (resp. 

K(O')-l (cr.a)). 

2) Pour tout '71 [Gal(K/Q)]-module Ci , les modules 
p 

[û(l)](-1) et [G(-1)](1) sont isomorphes à û en tant que 

'71 [Gal(K/Q)]-modules. p 

Démonstration. 1) Pour chaque 

Cn d'ordre 
n 

p de sorte que 

C = (Cn)nEIN est une base du 

n E IN ' on 

çP = C 
n-1 n 

'71 -module p 

choisit une racine de l'unité 

si n); 1 . Il est clair que 

T . Désignons p par cp l'ap-

plication de G. © T 
'71P p 

( resp. Hom'71 ( T , G) ) qui à a® C x ( resp. à f) 
p p 

associe cp(a® C) = x.a (resp. cp(f) = f(C)) ; il est clair que cp est 

un isomorphisme de 

image de l'action de 

'71 -module 
p 

Gal(K/~) 

et que l'action de Gal(K/~) sur 

sur Ci ®'71 T = G. ( 1) ( resp. 
p p 

Hom'71 ( T , G. ) = a ( -1 ) ) 
p p 

est l'action décrite dans l'énoncé du lemme; 

cela prouve notre première assertion. 

2) Résulte clairement de 1). 

Q. 
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Les structures de '7l -modules de (.Q /'7l et de µ
00 

permettent p p p 

de munir les groupes Hom(V, u,
00

) et Hom (V, (,Q /'7l ) 
p p 

de structures de 

'7l -modules ; ces structures sont compatibles avec les actions du 
p 

groupe Gal(K/<D) sur chacun de ces groupes et on a : 

PROPOSITION 6.6. Les 'Zr [Gal(K/<D)]-modules p [Hom(V,(.Q /'ll )](l) 
p p 

et Hom(V,µ
00

) sont isomorphes. 

Démonstration. Soit cp l'application de <Dp/'?lp ®rzr Tp vers µ00 

p 
i 1 définie de la manière sui vante : si - E (,Q /'ll = U - '7l et si 

pn P p kEN pk p 

'TJ = ('TJk )kEN E Tp , on pose cp ( in® T\) = 'TJ! ( qui ne dépend pas du n 
p 

i choisi pour représenter l'élément de (.Q /'7l) ; il est clair que 
n P p p 

cp est un isomorphisme de '7l [Gal(K/<D)]-module. On définit alors 
p 

l'application t de Hom(V,(.Q /'Zr )(1) vers Hom(V,µ
00

) de la manière p p 

suivante : si f E Hom(V,(.Q /'Zr ) et 'TJ ET , alors ~(f® 11) est 
p p p 

l'élément de Hom(V,1..1,
00

) qui à vE V associe [41(f®TJ)](v) = 

cp(f(v) ® 'TJ). Il est clair que 41 est un isomorphisme de '7l -module. 
p 

Enfin, pour tout vE V, on a {a.[qJ(f®TJ)}(v) = cr.cp(f(a- 1 (v))®TJ) = 

cp ( f ( a -l ( v) ) ® a ( 'TJ ) ) = [ çp (a. f ® ù' { 'TJ ) ) ] ( v) ce qui montre que 41 est 

compatible avec l'action de Gal(K/<D) et achève la démonstration. 

Rappelons que !::. désigne l'unique sous-groupe cyclique d'ordre 

p-1 de Gal(K/©) et que X désigne le caractère de !::. égal à la 

restriction de ~ . Tout '7l [Gal(K/<D)]-module G est un '7l (t::.]-
p p 

module; si 

a Ci)= e.G 

a est un tel module et si i E 'Zr , on rappelle que 
p-1 

e: = - 1- L Xi(T)T-l de sorte que Q = œ Q(i) 
l 

où 
1 p-1 TE!:. 

vérifie sans mal que chaque est un sous 

; on 
i=l 

'7l [Gal(K/©)]-module 
p 

de G . Nous aurons besoin du lemme suivant : 

LEMME 6.7. Soit Ü 1'fil 

'7l [Gal(K/<D)]-modules p 

'7,f [Gal(K/Q)]-module; pour tout iE'?l, 
p 

[ G.(1)](i) et a<i-l)(l) t · h son 1somorp .es. 
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Démonstration. Le lemme 6.5 montre que G(l) est le ~p(Gal(K/Q)]­

module dont le '?J -module sous-jacent est G, et qui est muni de p 

l'action de Gal (K/(0) suivante : si a E Gal (K/<D) et si a E G, , le 

résultat de l'action de a sur a est K{Œ)(a.a) si a.a est le 

résultat de l'action de a sur a dans G, • On sait que [Q(l)](i) 

est l'ensemble des éléments de Œ(l) sur lesquels l'action d'un 

T E 6 est l'élévation à la puissance Xi ( T) = Ki (T) : en conséquence 

le sous-~ -module de G, 
p 

sous-jacent à [G(l)](i) est 
,__(i-1) 
û, et 

l'action d'un aE Gal(K/(0) sur G(i-l) 

le lemme 6.5 montre donc que [u(l)](i) 

est celle décrite ci-dessus: 

est le ~ [Gal(K/<D)]-module p 

[ (i-1)] G (1) , C.Q.F.D. 

On a: 

PROPOSITION 6.8. Pour tout 

X(i)(-1) et Hom(V(l-i) ,(0 /~) 
p p 

i E '?J , les ~ [Gal(K/<D) ]-modules 
p 

sont isomorphes. 

Démonstration. L'isomorphisme ~ étant un isomorphisme de 

~ [Gal(K/<D)]-module (corollaire 6.3, 2)), il induit pour chaque 
p 

i E ~ un isomorphisme de ~ [ Gal (K/<D) ]-module de x< i) sur 
p 

(Hom(V,µ
00

))(i) . La proposition 6.6 montre que (Hom(V,µ
00

))(i) est 
(i) 

isomorphe à { [Hom(V, <DP/~P)] ( 1)} donc ( lemme 6. 7) à 

f Hom(V,(O /~ )(i-l)](l). Mais Hom(V,<D /'?J )(i-l) est, comme on le 
L P P P P 

vérifie facilement, isomorphe à Hom(V(l-i) ,<D /~) en tant que 
p p 

Z [Gal(K/<D)]-module, donc X(i) est isomorphe à 
p 

LHom(V(i-l) ,<D✓Zp)](l) : on conclut alors à l'aide du lemme 6.5, 2). 

Nous allons maintenant relier V et A. Pour cela nous adoptons 

les notations sui vantes : pour tout n E IN et tout a E K , nous 
n ord (œ) 

Il g g 
gf gn 

notons l'idéal où décrit les idéaux pre-

miers de Kn différents de gn (on rappelle que est l'idéal 

premier de K n qui contient p) et où ord désigne la valuation g 
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* de K n 
associée à g et normalisée par ord (K ) = 'Z{ • De plus, si g n 

a est un idéal de K dont la classe a pour ordre une puissance de 
n 

p, nous notons Cl (a) 
n -

cette classe ; Cl· (a) 
n -

est donc un élément 

de A . Avec ces notations on a : 
n 

LEMME 6.9. 1) Tout élément de * K 0 ~ /'14 peut s' écrire sous la 
p p 

forme 
1 

cv0 - n p 
pour un * Œ E K ; de plus l'égalité 

implique l'existence d'un * yEK tel que 

1 * 2) L'élément a0- de K 0 ~ /'Z{ est dans V si n p p p 
seulement si, pour tout entier m tel que c. E K et m bn-1 m n 
l'idéal ( O') 1 est de la forme ap pour un idéal a de K 

m m 

Démonstration. Les éléments de * K 0 ~ /'Zl p p 
sont de la forme 

~ 

et 

t i (k) * 
~ œk0 n(k) avec œkEK , i(k) E '14 et n(k) E IN' pour k=l, ..• ,t; 

k=l p 

soit n un majorant de tous les n(k) et soit 
t i(k)pn-n(k) 

°' = II ak 
k=l 

on a 
1 

cv0- = n 
t i (k) 
~ cvk ® n(k) , ce qui prouve notre première assertion. 

p k=l p 
1 m-n 1 

cv® - = Cl'p ® - , donc il suffit n m Pour la seconde, remarquons que 
p p 

de prouver notre assertion dans le cas où m = n . L'application de 

* * i * * i+l 
K /(K )P vers K /(K )P induite par l'élévation à la puissance 

* p dans K 
i+l 

xP= yP 

que çP = 1 

est injective pour tout entier i : en effet, si 
i 

pour X et y dans 

K un tel 

* K , on a x= Ç yP 

est une puissance 

pour un 
.ème 
l-p , donc 

tel 

X 

est dans 

; dans 

* i (K )p ce qui prouve l'injectivité cherchée. On en déduit 

que, pour tout 
* * ri n),, 0 , l'application de K /(K )p dans 

* * i lim K /(K )p - est injective, i.e. que l'application de 

dans * K 0 Q /Z 
p p 

est injective. En conséquence e.,® .l. = ~ ® .l.. dans 
n n p p 

* K 0 ( ~ /'E ) 
p p 

implique 
1 ô!®­
n p 

dans K * ® ( .l.. 'Z{jZ). Enfin, cette 
n 

p 

dernière égalité implique que a et ~ ont la même image dans 

* * n pn * 
K /(K )p i.e. que œ = ~ y pour un Y E K , cela achève notre 

démonstration. 
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2) Par définition de V , l'élément 

est dans V si et seulement si le corps 

Soit m un entier positif; l'extension 
n 

K/K m 

1 O!®­
n 

p 
de 

est inclus dans 

étant non ramifiée 

M. 

en dehors de gm, le corps K(P~) est inclus dans M si et seule-
n 

ment si l'extension K (PVël)JK est non ramifiée en dehors de m m 12 • -m 

Si m est tel que a E K et m ~ n-1 , cette dernière extension est m 

une extension de Kurmner; elle est donc non ramifiée en dehors de 

si et seulement si l'idéal (~)• est la puissance 
m 

idfal de K , cela prouve notre assertion. 
m 

p 
ième n d'un 

Soit v un élément de V et soient Cl! et f deux éléments de 

K * et n et m deux entiers tels que v = ry@ 
1n = ~@ ~ • Soient 

p p 

r 4' n ~m ô'EK * * r et s deux entiers tels que , s et , /3 E K ; le r s n m 
lermne 6.9, 2) montre ( « ) , = aP et (f3)'=bp ' est que ou a un r - s -

idéal de K et b un idéal de K . Du lemme 6.9, 1) on déduit que r s 

les deux éléments cl (a) E A et cl (b)EA définissent le même r - r s - s 

élément de A= lim A ; en associant à v cet élément de A , on 
- n 

définit donc une application de V dans A que nous notons 8 . Il 

est clair que a est un morphisme de 2 [Gal(K/Q)]-module ; de plus 
p 

on a: 

PROPOSITION 6.10. Soit E=U E où E est le groupe des unités 
n n n 

K . L'application 
n 

définie ci-dessus s'insère dans la suite 

exacte de 2 [Gal(K/<O)]-module p 

0 ➔ E@ <D /2 p p 

l'injection de E@ <D /2 dans p p 
* 

suivante 

➔ V 
e 

➔ 0 --+ A ' 

V étant le produit tensoriel de 

l'injection de E dans K par l'identité de (Dp/2p . 

Démonstration. En raisonnant cormne dans la démonstration du lemme 

6.9, 1), on voit que tout élément de E@ <D /2 peut s ' écrire sous p p 
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1 la forme 0!?9 - pour un œ E E et un n E IN ; si l'image de n 
1 

cd:9 - n p p 
* dans K ® (D /'ïZ est l'élément neutre de ce groupe, le lemme 

p p n 
6.9, 1) 

* montre que œ = !3 P pour un !3 de K cette égalité implique que 

1 !3 ':: E , donc que œ ® - est l ' élément neutre de n 
p -1(-

E ® (D /~ p p ce qui 

prouve que l'application de E ® (D /'ïZ 
p p 

dans K ® (D /'ïZ 
p p 

est injective. 

De plus, si m est un entier tel que r1 ~ n-1 et et E E , alors 
m 

l'idéal ( O!) 1 

m 
est l'élément neutre du ~Jroupe des idéaux de K 

m 
donc 

est la puissance p 
ième n d'un idéal ; le lemme 6.9, 2) montre donc 

que 1 œ®­ n 
p 

est dans V i.e. que notre injection envoie 

dans V. Soient maintenant v = !3 ® .l. un élément de n V et m un 

entier tel que m >1 n 

(!3)' est de la forme 
m 

engendré par !3 dans 

p 

et !3 E K ; d'après le lemme 6. 9, 2) 1' idéal 
m 

bp 

K 
m 

n 
pour un idéal b de 

est donc de la forme 

K ; l'idéal 
m 

2x bp 
-m -

n 
pour un 

xE 'ï%. Par définition de 0 , l'élément v est dans le noyau de S 

si et seulement si Cl (b) E A représente l'élément neutre de A 
m - m 

i.e. si il existe un r ~ m te,l que l I idéal de K r engendré par b 

est principal. Mais, l'idéal de K r engendré par est 

donc en prenant r ~ m+n et en se rappellant que gr est principal, 

on voit que v est dans le noyau de 8 si et seulement si l'idéal 

de K engendré par !3 
r 

dans K r est la puissance 
ième 

n -p d'un 

idéal principal de Kr : il en est ainsi si et seulement si 
n 

j3 = uYP 

pour une unité u de K et r un y de K c'est-à-dire (lemme 6.9, r 

1) ) si !3 ® .l. 1 i.e. si seulement si si et seulement V = = u® ..;_ et n n p p 

V est dans l'image de E ® (0 /'ïZ p p dans V . Pour achever la démons·-

tration, il reste ' voir e est surjectif soient élé-a que : X un 

ment de A et n un entier tel que x est la classe dans A d'un 

x E A ; soit n n 

x et soit pt 
n 

a un idéal de 

l'ordre de 

idéal principal de K · si n , 

X n 

Cl. 

K n premier à gn qui appartient à 

dans A ; l'idéal apt est un 
n 

est un de ses générateurs on a 
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1 
CY0 t EV par le lemme 6.9, 2) et 

1 9( cv.® t) = x par définition de 
p p 

ce qui prouve la surjectivité cherchée. 

COROLLAIRE 6 .11. Si if 2Z , alors les 

sont isomorphes. 

Z [Gal(K/Q)]-modules p-

Démonstration. Compte-tenu de la proposition précédente, il suffit 

0 

de voir que ( E ® <D /'ZI ) ( i ) est trivial si if 2'ZI . Pour cela, dési-p p 
(J la conjugaison complexe (J est dans (',, Soit 1 e®-gnons par ; . 

p 

un élément de E 0 <.Q /'ZI ; on a p p 
cr(e@ 1-) = a(e) ® 1.. . Il existe un n n p p 

entier m k O tel que e est une unité de K , donc (§o, proposi­
m 

tions 0.9 et 0.12) e = 11 f où 11 est dans µ, et où f est une 
m 

unité du sous-corps réel maximal de K 
m 

• On a 1 1 e0-=f®-
n n 

p p m 
(puisque -~ ® 1... = 'Tlp ® - 1

- = 1 ® -
1
- est l'élément neutre de n n+m n+m p p p 

E ® <.O /'ZI ) et donc a . ( e 0 1... ) = O' ( f) ® 1... 
p p n n p p 

= f ® _!_ = e ® _!_ • Si 
n n 

p p 
i i f 2Z , on a X ( O') = -1 , donc pour que e '°'-1 t' ' 'O' appar J..enne a n p 

n 

(E® <D /~ ) (i) 
p p il est nécessaire que 

1 e®­ n p 
soit égal à son inverse ; 

comme p est supposé impair, cela implique que 

neutre ce qui achève la démonstration. 

1 e®­
n p 

est l'élément 

La juxtaposition de ce corollaire 6.11 et de la proposition 6.8 

donne le théorème suivant : 

THEOREME 6.12. Si i E 2:?r , les 'ZI [Gal(K/<.O)]-modules p 
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§7. UNE CONJECTURE. 

Pour chaque entier n E IN" , la surjection canonique de 

î = Gal (K/K
0

) sur î /î n induit un homomorphisme surjectif de :E [ r] 
p 

sur Z [î/î] ; on a donc un homomorphisme canonique de p n z [r] dans 
p 

lim( 7 [ f /î ] ) 
- p n 

dont l'image est dense ; on vérifie que cet homomor-

phisme est injectif. Choisissons un Zp-générateur Y de r; on sait 

(proposition 3.4) que cela permet d'identifier lim(:E [f/f ]) avec 
- p n 

A et donc de définir un homomorphisme injectif de ~ [r] dans A 
p 

dont l'image est dense. Ainsi, tout A-module peut être regardé 

comme un Z [î]-module. Dans l'autre sens on vérifie facilement que, p 

si a est un Z [f]-module muni d'une topologie de groupe complet 
p 

telle que l'application de îxG vers ü est continue, alors on 

peut prolonger par continuité l'action de :E [r] 
p 

sur G: en une 

action de A sur ü qui fait de Q un A-module. En particulier 

on munit ainsi Hom(A(l-i) ,~ /~) (A(l-i) est muni de la topologie 
p p 

discrète et Hom(A(l-i) '~p/~p) = Hom(A(l-i) ,µ
00

) de la topologie 

duale au sens de Pontrjagin qui est compacte) et X(i) d'une struc­

ture de A-module. Enfin on rappelle que~ pour i = 2,4, ... ,p-3 , on 

a noté g. (T) 
1. 

la série de 

pour tout s E :E 
p 

A telle que s i g.(K(Y}- -1) = L (s,W) 
1 p 

Dans une situation plus générale que celle étudiée ici, Iwasawa 

d'abord puis Coates [4] ont conjecturé l'existence de ljens entre les 

"modules d'Iwasawa" (attachés à des classes d'idéaux) et des fonc­

tions L p-adiques. Dans le cas qui nous intéresse, une forme forte 
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de ces conjectures est la suivante 

CONJECTURE 7 .1. Pour i = 2, 4, ... , p-3 , le A-module 

Hom(A ( l-i), ~ /'7l ) 
p p est isomorphe au A-module A/(g.(T)). 

l 

( 
l+T \ 

Posons Fi ( T) = g i ){ (y) - 1) L'application qui à T associe 

l+T 
i-t(Y) -1 induit un isomorphisme de '7J -module de A/(g.(T)) 

p l 
sur 

A/(F.(T)) 
]. 

; à travers cet isomorphisme la multiplication par 

i-t (y) ( l+T) dans A/(g. (T)) 
1 

correspond à la multiplication par l+T 

dans A/(F. (T)). Ceci joint au lemme 6.5 montre que la conjecture 7.1 
1 

est équivalente à l'assertion suivante pour i=2,4, ... ,p-3, les 

'7J [r]-modules 
p 

[Hom(A(l-i) ,~ j'?l )](1) 
p p 

et A/ ( F . ( T) ) 
]. 

sont isomorphes. 

Mais alors le théorème 6.12 montre que la conjecture 7.1 est équiva­

lente à: 
CONJECTURE 7.2. Pour i = 2,4, ..• ,p-3 , le A-module X(i) est 

isomorphe au A-module A/F. ( T). 
1 

Enfin, le théorème 3.7 montre que cette conjecture est équiva­

lente à la suivante : 

CONJECTURE 7. 3. Pour i = 2, 4, ... , p-3 , le A-module X( i) est 

isomorphe à lim(U(i);ë(i)). 
- n n 

Nous allons montrer un résultat qui se rapproche de la conjec-

ture 7. 3. Pour chaque entier n E IN , notons L la p-extension n 

abélienne maximale non ramifiée de Kn; posons Z = Gal(M /L) , n n n 

z = lim Gal(M /L) (les flèches étant les restrictions des automor-
- n n 

phismes) et L = U L de sorte que 
n n 

z s'identifie à Gal(M/L). De 

plus désignons par E n,1 le sous-groupe du groupe des unités de K n 

formé des unités congrues à 1 modulo n 
:!:n 

et par 

de E n,1 dans U • Si n 
l'application N m,n 

E n,1 

de 

l'adhérence 

U vers 
m 

u n 

(on rappelle que N désigne la norme dans l'extension locale m,n 

<Il/~ où m n est le complété de K. 
J 

en envoie E m, 1 dans 
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note 

donc induit une application de U /Ë l m m, 

lim( U /Ë 
1

) la 15.mi te projective des 
- n n, 
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vers U /Ë 1 . On n n, 

U /Ë 1 pour les n n, 

flèches induites par les N ; il est clair que cette limite pro-m,n 

jective est un '1,! [Gal(K/©)]-module 
p et on a : 

PROPOSITION 7.4. Les 

sont isomorphes. 

'1,{ [Gal(K/©)]-module 
p Z et lim(U /Ë 

1
) 

- n n, 

Avant de démontrer cette proposition, donnons le corollaire 

évident suivant qui se rapproche de la conjecture 7.3 (nous verrons 

plus loin que, si pi' h + , ce corollaire implique la conjecture 7. 3) . 
0 

COROLLAIRE 7. 5. Pour tout i E '1,{ , les A-modules Z ( i) et 

lJ_'m(U(i)/E-(i)) t. h 
1 

son J.somorp es. 
- n n, 

Démonstration de la proposition 7. 4. Pour chaque entier n E [N on 

note 

de 

le groupe des idèles de K n et l'injection canonique 

(on rappelle que 41 
n 

est le complété de K 
n 

en dans 

~n . Le groupe d'inertie de 

l'application d'Artin de 

I?n dans Mn/Kn 

vers Gal(M /K) n n 

étant Gal(M /L ) , 
n n 

induit une surjection 

e n de J. (U) sur Gal(M /L) ; nous allons montrer que le noyau de n n n n 

j ( Ë 
1

) . Pour cela notons, pour chaque entier i ) O , par n n, 

le corps de rayon 
j_ 

I?n sur K n 

Il est clair que M n est la plus grande 

nue dans M ; en conséquence, le groupe n 

et posons M' = 
n 

p-extension 

U K (1/). 
i)O n -n 

de K conte­n 

étant un p-groupe, 

l'image d'un élément de jn(Un) par l'application d'Artin dans 

Gal(M'/K) est triviale si et seulement si son image par l'appljca­
n n 

tien d'Artin dans Gal(M /K) 
n n 

est triviale. Pour chaque entier 

i > O , posons wi = 
n 

Ui. II U 
n -' n,v 

vrgn 
où 

formé des éléments congrus à 1 modulo 

de ~ ) , où 
n v décrit les places de K n 

est le sous-groupe de u n 

étant l'idéal maximal 

différentes de et où, 

pour chaque v, le groupe U est le groupe des unités du n,v corn-
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en 
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v. On sajt que est le noyau de l'applj_ca-

tion d 'Artin de ~ vers Gal (K (:r/) /K ) , donc n 
n n -n n i)o 

* , 
(K WJ._) est le 

n 

noyau de l'application d' Artin ·trer,s Gal (M' /K ) . Il en résulte que le n n 

noyau de 9 est j ( U ) n ( n (K *wi) ; nous allons montrer le lemme 
n n n i)O n 

suivant: 

LEMME 7.6. On a j ( Ë ) = j ( U ) n ( rî K * \•i ) . 
n n,1 n n i)o n 

Avant de démontrer ce lemme, voyons comment il permet d'achever 

la démonstration de notre proposition. Le groupe u 
n 

étant compact, 

l'injection continue induit un isomorphisme de U /Ë l n n, sur 

j (U )/j (Ë 1 ) ; le lemme 7.6 montre alors que la surjection 9 n n n n, n 

induit un isomorphisme de U /Ë l n n, sur Gal(M /L ). Les propriétés 
n n 

de l'application d'Artin montrent que ces isomorphismes entre les 

U /Ë 1 et les Gal(M /L) sont des isomorphismes de Gal(K/~)-n n, n n 

modules et qu'ils définissent un isomorphisme entre le système pro-

jectif des U /Ë l n n, et celui des Gal(M /L) ; notre proposition est 
n n 

donc démontrée à condition de démontrer le lemme 7.6. 

Démonstration du lemme 7.6. Montrons d'abord que 

c j { U ) n { n ( K * Wi) ) . Soit e E E l , alors 
n n i)O n n, 

j (e) = (e)x n jn(Ën,1) 

où ( e) est l'idèle principale image de e et où x est l' j_dèle 

définie par X = e 
V 

-1 pour toute place V de K différente de 
n 

et x = 1 ; l 'idèle x est dans wi pour tout i , donc j (e) 
n n n =n 

est dans n 
i)O 

ce qu:i. montre que j (E 
1

) c j (U ) n ( ,1 (K*wi)) ; 
n n, n n j)O n 

mais j (u ) n < n 
n n jJO 

est fermé puisque c'est le noyau de Sn 

* i j ( Ë 
1

) c j ( U ) n ( îî K W ) . Montrons 
n n, n n 1 )

0 
n donc notre inclusion implique 

maintenant j (U) n ( n (K*Wi))c j(Ë 
1

). Soit utu tel que 
n n . )o n n, n 

* . l * 
j (u) E fî (K W1

) ; pour chaque i , il existe un (lt. E K 
n . i )o n 1 

et un 

x
1
. E Wn1 tels que j ( u) = (et. ) x. si ( œ -;_) désigne l' idèle principale n J.. J. • 

image de <Y, ; une telle égalité implique d'une part que 
l 

v unité pour toute place fjnie v de K n donc que CY. 
l 

(Y • 
J 

est une 

est une 
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unité de K n 
et, d'autre part, que u est congrue à ()!. , modulo 

A; 
g~ . Cela signifie que, dans U , l'élément 

n 
u est la limite des 

œ. et donc prouve que u E Ë • Il en résulte que 
J_ n, 1 

j (U ) n ( n (K*wi)) c j (Ë 
1

) et cela achève la démonstration. 
n i)O n n, 

REMARQUE 7.7. Bien que ce soit inutile pour la suj_te, nous allons 

donner une description de Z différente de celle donnée dans la 

proposition 7. 5. Pour tout n )t O , on a une sui te exacte évidente 

0 ➔ Gal (M /KL ) ➔ Gal (M /L ) ➔ Gal (KL /L ) ➔ 0 ; l'extension K/K n n nn nn n 

étant totalement ramj fiée en Q , on a L n K = Kn ce qui implique 
-n n 

Gal(KL /L) = Gal(K/K) ; en conséquence lim(Gal(KL /L )) est 
nn n - nn 

réduit à l'élément neutre et donc lim(Gal(M /L )) = lim(Gal(M /KL )). 
- n n - n n 

Notons U' 
n le sous-groupe de u n formé des éléments dont la norme 

sur ~p vaut 1; on montre (exercice sur la théorie du corps de 

classe) que l'image du sous-groupe U'/Ë n n,1 de U /Ë l n n, par l'iso-

morphisme décrit dans la démonstration précédente est le sous-groupe 

Gal(M /L K) de Gal(M /L ) . On a donc lim(U'/Ë 1 ) = lim(Gal(M /L K)) 
n n n n - n n, - n n 

et donc li.m(U'/Ë 1 ) = Z . 
- n n, 

Pour terminer ce paragraphe, nous allons montrer que, si p ne 

divise pas le nombre de classes du sous-corps réel maximal de 

K:, alors le corollaire 7.5 implique la conjecture sous sa forme 7.3. 

Pour ce faire, nous démontrerons que l'hypothèse p { h: implique, 

pour tout n } O 

Gal(M /L ) (i) = 
n n 

, d'une part que 

Gal(M /K )(i) si 
n n 

part u /E 1 = u /c pour tout n n, n n 

l .;m(u(i);c-(i)) t t · t ..... pour ou J. e , 
- n n 

- -E = C et, d'autre part, que n, 1 n 

i est pair. On aura alors d'une 

'o d l' (U(i)/-E(i)) n q , one 1m 1 = 
- n n, 

d'autre part, z(i) =X(i) si i 

est pair. Compte-tenu du corollaire 7.5, cela démontrera la conjecture 

7.3 dans ce cas. 

Rappelons tout d'abord le résultat suivant dû à Iwasawa 
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PROPOSITION 7.8 (Iwasawa 1956). Soit E/F une extension cyclique 

dont le degré [E:F] est une puissance de p. On suppose qu'il 

existe un seul idéal premier À de F ramifié dans E/F et que \ 

est totalement ramifié dans E/F . Alors p divise le nombre de 

classes hF de F si. il divise le nombre de classes hE de E. 

Avant de démontrer ce théorème donnons en le corolla:i_re qui. sera 

utile dans la suite : 

COROLLAIRE 7.9. Si p ne divise pas 

aucun des 

h+, alors 
0 

p ne divise 

Démonstration de la proposition 7.8. On suppose que p divise hE; 

on sait alors que la p-extension maximale non ramifiée A de E 

est non triviale. L'extension A/F est galoisienne, nous notons G 

son groupe de Galois et N le sous-groupe Gal(A/E) de G; l'ordre 

de G est une puissance de p et N est un sous-groupe distingué 

de G . Rappelons le lemme de théorie des groupes suivant 

LEMME 7.10. Soit G un groupe fini dont l'ordre est une puis-

sance de p et soit N un sous-groupe distingué non trivial de G • 

Alors, il existe un sous-groupe M de N gui est d'indice p dans 

N et gui est distingué dans G. 

Démonstration. On raisonne par récurrence sur l'ordre de G. Si G 

est le groupe à p éléments, alors N = G et M = { 1} répond à notre 

question. Sinon, notons Z(G) le centre de G et montrons que 

Nn Z(G} est non trivial G agit sur lui-même par conjugaison; 

considérons les orbites de G pour cette action; l'orbite d'un 

x E G est réduite à x si xEZ(G) et possède n(x) 
p éléments avec 

n(x) > 0 sinon ; le sous-groupe N étant dj st:i ngué dans G , une 

orbite est soit inclue dans N soit disjointe de N; enfin l'orbite 

de l'élément neutre étant réduite à l'élément neutre et N étant la 



II.80 

réunion de ses orbites, il existe au moins p-1 orbites de N ré­

duites à l'élément neutre donc au moins p-1 éléments de Z(G) dans 

N. Choisissons alors un x différent de l'élément neutre dans 

Nn Z(G) et notons (x) le sous-groupe engendré par x . Le groupe 

G/(x) et son sous-groupe N/(x) vérifient les hypothèses de notre 

lemme, donc l'hypothèse de récurrence affirme l'existence d'un sous­

groupe ;7( de N/(x) d' j ndice p dans N/(x) et distingué dans 

G/(x) . Notons M le sous-groupe de N formé des éléments de N 

dont la classe module (x) est dans m; on vérifie sans mal que M 

est d'indjce p dans N et distingué dans G ce quj achève la 

démonstration du lemme. 

Revenons à la démonstration de la proposition 7.8. Soit M un 

sous-groupe de N d'indice p dans N et qui est distingué dans 

G (l'existence d'un tel groupe vient d'être démontrée) et soit A
0 

le sous-corps de A fixe par M. L'extension A /F 
0 

est galoisienne 

et Gal(A /E} 
0 

est un sous-groupe distingué d'ordre p de Gal (A /F}. 
0 

L'action par conjugaison du p-groupe Gal(E/F} sur le groupe 

Gal(A /E} est triviale (puisque le groupe des automorphismes de 
0 

Gal(A /E} 
0 

Gal(E/F} 

* est (~/p~} dont l'ordre est premier à p} ; le groupe 

étant cyclique, on en déduit que Gal(A
0

/F) est abélien. 

Notons enfin IÀ le groupe d'inertie de À dans A /F; le groupe 
0 

IÀ est d'ordre E/F, donc son corps des invariants B est de degré 

p sur F; l'idéal À est non ramifié dans B, donc aucun idéal 

premier de F ne se ram:if:le dans B . L'extension B/F étant abé­

lienne il en résulte que p divise hF, C.Q.F.D. 

REMARQUE 7.11. Bien que ce soit inutile pour la suite, rappelons 

que si p di.vise h + , alors p div:1. se h + : en effet si p d.:i, vise o n 

h+, il existe une extensjon abélienne non ramifiée 
0 

L+ de degré 
0 

p 

du sous-corps réel K ; soit K+ 
o n le sous-corps réel maximal 
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de 

donc 

et donc p 

est totalement ramifi~e au-dessus de 

est une extension abÉ:lümne non ramifiée de degré 

divise h+. Cette remarque associée au corollaire 7.9 n 

p, 

p 

prouve que, pour, tout 

ment si p f h + . 

n E [N , on a l'équivalence si et seule-

n 

Montrons maintenant les deux propositions suivantes 

PROPOSITION 7.12. Pour tout entier Ë =c n,1 n si et 

seulement si p ne div~se pas h + . 
n 

Démonstration. Rappelons (lemme 2.6 et proposition 2.8) que 

h + = [ E : Cycl ] 
n n n et que E = u n E et n, 1 n n C = U n Cycl · en n n n ' 

conséquence, on a une injection de E 1/c n, n dans E /Cycl L'élé-
n n 

vation à la puissance p-1 envoie E dans E 1 , donc les p par-n n, 

ties de E 1/c et de E /Cycl sont isomorphes. Mais E 1/c n, n n n n, n 

est un p-groupe, donc on a E = C n, 1 n si et seulement si p ne 

divise pas 

E 1® 'Z n, p 

h+. D'autre part, on a une surjection canonique de n 

sur Ë ; la proposition 3.1 montre que les n,1 Z -modules 
p 

E 
1

®,z et E ont même Z -rang, donc le noyau de notre surjec-n, p n, 1 p 

tion est un sous-Z -module de torsion de· E 1 @z . Mais le sous-
p n, p 

Z -module p 
de torsion de E 1® 'Z n, p est µ ® 'Z qui est cyclique 

n p 
n+l d'ordre p ; son image est le sous-groupe µ de E qui est n n,1 

' 1 · d' d n+l d 1 . t' d . aussi cyc 1que o~ re p , one a restric ion e notre surJec-

tion à ce sous-groupe de torsion est injective et donc notre surjec-

tion est un isomorphisme. L'anneau 

tifie à un sous-groupe de E 1® 'Z n, p 

z p étant Z-plat, C ® 'Z n p s'iden-

l'image de ce sous-groupe par 

notre surjection est clairement C , donc on a un isomorph:isme de n 

(E 1 ® 'Z )/(C ® 'Z ) sur Ë 1/ë . Enfin, toujours parce que 'Zfp n, p n p n, n 

est 'Zf-plat, on a un j_ somorphi sme de (E l ® 'Z )/(C ® Z ) sur n, p n p 

(E 1/c )®Z ' donc E = c si et seulement si p ne divise pas n, n p n, 1 n 

[E 1 :C] i.e. si et seulement si E =C l'a 
, 

i comme on remarque n, n n, 1 n 



plus haut, il en est ainsi si. et seulement si 

et cela achève notre démonstratjon. 

p ne divise pas 
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PROPOSITION 7 .13. Pour tout entier n ~ 0 et tout i E 22' , on a 

Gal ( M /L ) ( i) = Gal ( M /K ) ( i) 
n n n n si p ne divise pas 

Démonstration. De la suite exacte de 2' [Gal(K /~)]-module p n 

0 ➔ Gal(M /L) ➔ Gal(M /K) ➔ Gal(L /K) ➔ 0 on tire, pour tout n n n n n n 

i E '7l , la nouvelle suite exacte O ➔ Gal(M /L ) (i) ➔ Gal(M /K ) (i) ➔ 
n n n n 

Gal(L /K )(i) ➔ 0. Le '7l [Gal(K /~)]-module Gal(L /K) étant iso-n n p n n n 

morphe au '7l [Gal(K /~)]-module An (= p-groupe des classes de K ), 
p n n 

Gal (L /K ) ( i) est isomorphe à A ( i) pour tout i E '7l • Mais le 
n n n 

p-groupe des classes du sous-corps réel maximal 

A(i) , donc l'hypothèse 
n 

de K n 

est isomorphe à EB p ne divise 

pas 

que 

tout 

h+ 
n 

i=2 , 4, ... , p-1 

implique que A(i) est trivial pour tout 
n 

i E 2'7: et donc 

Gal(L /K )(i) 
n n 

i E 2'7l , on a 

est trivial. Ce dernier point montre que, pour 

Gal (M /L ) (j) = Gal (M /K ) (i) . 
n n n n 

La juxtaposition du corollaire 7.9 et des propositions 7.12 et 

7.13 montre que, si p ne divise pas h+, alors Ë = ë et, o n,l n 

pour tout iE 2'7i, Gal(M /L )(j_) = Gal(M /K )(i) ; comme on l'a 
n n n n 

remarqué plus haut, cela implique le résultat suivant: 

THEOREME 7.14. La conjecture énoncée au début de ce paragraphe 

sous les 3 formes équivalentes 7.1, 7.2 et 7.3 est vraie si p !1.§. 

divise pas 
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§8. REMARQUES SUR LE h-MODULE A. 

Pour tout a E 'E premier à p , on note a 
a 

l'élément de 

G = Gal(K /~) 
n n 

dont l'action sur est l'élévation à la puissance 

a; ajnsi l'application qui à a associe a 
a 

induit un isomorphisme 

n+l * de (~/p 'E) sur G • On note Stick l'élément n n 

_l_( p:+l a.a- 1) de ~[G] . Dans ce paragraphe on convjendra de 
n+l 1 a n P a-

(a,p)=l 

noter [x] la partie entière d'un rationnel x et {x} la diffé-

rence x - [x] . 

On a 

LEMME 8.1. Soit c un élément de 'E premier à p; l'élément 

(c-a )Stick est dans 'E[G ]. 
c n n 

Démonstration. On a (c-cr )Stick 
C n 

n+l 

= 

n+l 
p 

I; 

a=l 
(a,p)=l 

p 
I; _a_ a- 1a Compte tenu de l'égalité n+1· a c · 

a=l 
(a,p)=l 

p 

-1 
= 0 -1 

ac 
, on a 

(c-cr )Stick 
C n = cela prouve notre assertion 

be { be } 
puisque n+l - n+l est dans 'E. 

p p 

Rappelons le théorème de Stickelberger : 

THEOREME 8.2 (Stickelberger). Pour tout c de 'E premier à p, 

l'élément (c-0 )Stick annule le ~[G ]-module A 
c n n n 
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Démonstration. Voir [4], [6] par exemple. 

Intéressons-nous plus spécialement au cas n = 0 . On a alors 

G = 6 
0 

et, pour chaque i E Z , on a noté A ( j_) le sous-Z [ 6 ]-module 
0 p 

de :i_nvariant par l'idempotent _!_l I: 
p- o-E6 

xi ( rr-· l) cr que nous note-

rons 
p-1 ( -i ) 

ei; on a donc A
0 

= EB A
0

- . Le p-groupe des classes du 

sous-corps réel maximal 

i=l 

K+ de 
0 

K 
0 

s'identifie à 
p-1 (; ) 

EB A -
i=2 o 

i pair 

et 

on pose 
p-1 
œ 

i=l 
A ( i) ; 

0 
ainsi D'autre part, si 

i impair 

est un rationnel, on note (x) la puissance de p telle que 
p 

X 

x = (x) y pour une p-unité y. Enfin, si X est un ensemble fini, p 

on note lxl le cardinal de X. On a : 

LEMME 8.3. Soit h~ le nombre de classes relatif de K
0

, Q!Ls. 

p-2 
I1 

i=l 
i impair 

h 
Démonstration. Par définition, h~ = h+ 0 si h et désignent 

h+ 

respectivement le nombre de classes 

de K+ • On a donc 
0 

i=l 

0 

de 

et 

0 

K et le 
0 

notre lemme 

= 
p-1 

I1 
i=2 

i pair 

0 

nombre de classes 

résulte des deux 

Montrons comment le théorème 8.2 implique le résultat suivant 

PROPOSITION 8 .4. Soit i un entier tel que 1 ~ i ~ p-1 ; pour 

tout c de ~ premier à p, le groupe 

(c-w 1-i(c))L(O,Wi-l). 

est annulé par 

Démonstration. On sait que est l'image de 

plication par e 1 .. Le théorème 8.2 montre donc que 
-l 

par la multi­

A(l-i) est 
0 

annulé par e 1 . ( ( c-0' ) Stick ) . Pour tout cr E 6 , on a l'égalité 
-l C 0 
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1-i a.e 1 . = X (a).e 1 . : on en déduit que 
-1 -1 

et que e 1 .. Stick = t ê:.wi-l(a) : on a donc e
1 

. ( (c-0' )Stick ) -
-l O p -l C 0 a=l 

(avec les nota­

tions de la partie I). Il en résulte que (c-w 1-i(c))L(O,wi-l) annule 

A ( 1-i) C , .Q.F.D. 
0 

REMARQUE 8.5. Sl. 1· t . ' L(O 1 ~-l) O es impair, ,w = (comme nous 

l'avons vu dans la partie I) donc la proposition précédente n'a pas 

d'intérêt. 

COROLLAIRE 8.6. Soit i 

groupe A(l-i) est annulé par 
0 

A(l) est trivial. 
0 

un entier pair tel que 

L ( 0, Wi- l ) si i f p- l 

2 { i { p-1 : le 

et le groupe 

Démonstration. Si if p-1 , on peut choisir c dans ~ premier à p 

tel que 1-i c-W ( C) est une p-unité: la première assertion de notre 

corollaire résulte donc de la proposition 8.4. D'autre part, si 

i. = p-1 , on voit en prenant c = l+p que -1 pL(O,W ) annule 

la seconde assertion de notre corollaire résulte donc du lemme suivant 

-1 LEMME 8.7. pL(O,W ) est une p-unité. 

Démonstration. pL(O,w- 1 ) = 
p-1 
~ 

a=l 

congru à -(p-1) modulo p donc est une p-unité. 

Les propositions 0.8 et 0.12 montrent que 

- p-2 

-1 
aW (a) qui est 

( .! L(O,Wi)) h = 2p II 
0 2 (on rappelle que p est supposé impair). 

i=l 
i impair 

Compte tenu du lemme précédent, on en tire 
p-4-

TI 
i='l 

(L(o,cJ-)) 
p 

suivante 

p-3 
n 

i=2 
i pair 

i impair 

(L(O wi-i)) • On conjecture parfois la propriété , p 
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CONJECTURE 8.8. Soit i un entier pair compris entre 2 et 

p-3 , alors le groupe All-i) est isomorphe à ~p/L(O,:.ùi-l)~p i.e. 

le groupe A(l-i) est cyclique d'ordre (L(O,wi-l)) . 
0 p 

En juxtaposant le lemme 8.3, le corollaire 8.6 et l'égalité 
p-3 

Il 
i=2 

(L(O,'.J-i)) , on voit qu'il suffit de démontrer que les 
p 

i pair 

sont cycliques pour i pair compris entre 2 et p-3 pour 

avoir la conjecture 8.8. En particulier, si l'on savait que p ne 

divise pas (conjecture de Vandiver), on aurait A(i) = 
0 

pour 

tout i pair, donc (Spiegelungsatz de Léopoldt) A ( 1-i) 
0 

cyclique 

pour tout i pair et donc la conjecture 8.8 serait démontrée. 

Montrons que la conjecture du §7 implique la conjecture 8.8. 

~ Pour cela notons K o,p l'extension abélienne maximale de K dont 
0 

le groupe de Galois est annulé par p et posons M = M Il K o,p o o,p 

Notons 'Tl l'homomorphisme de K*/(K*)p vers 
0 0 0 

~ * ' Hom t(Gal(K /K ),µ ) qui a la classe de rx E K 
con o,p o p associe Tl (Cll) 

0 0 
' . 

défini de la manière suivante on choisit une racine ieme de p- Cl/ 

et, pour tout T E Gal (K /K ) , on pose . [ 'Tl (Cl/)] ( T) = o,p o - o 
T(R'{O!) 

On 
p'{ë; 

. 

sait (théorie de Kummer) que 'Tl
0 

est un isomorphisme de 2' [t]-module. p 

Soit V le sous-2' [1'.'-.}-rnodule 
o,p P 

Hom t(Gal(M /K ),µ ) et soit con o,p o p 

des classes dont l'ordre divise 

de K* tel que 'Tl (V /(K*)p) = 
o o o,p o 

A o,p le sous-groupe de A 
0 

p; en raisonnant comme dans la 

formé 

démonstration de la proposition 6.10, on voit que l'on a une surjec-

tion de Z [t]-module de V /(K.Ji·)p sur A ; pour tout entier p o,p o o,p 

i , on en déduit une surjection de (V /(K*)p)(l-i) sur A(l-i) 
o,p o o,p 

On a donc une surjection de (Hom t((Gal(M /K ),µ ))(l-i) sur 
con o,p o p 

( 1-i) , 
A c'est-a-dire o,p , 
sur A(l-i) . 

o,p 

une surjection de Hom t(Gal(M /K )(i) ,µ ) 
con o,p o p 
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D'autre part, en raisonnant comme dans la démonstration de la propo­

sition 4.3, on montre que X est isomorphe à x/w (T)X donc que 
0 0 

X(i) est isomorphe à X(i)/!.D (T)X(i) . Admettons la conjecture 
0 0 

du paraqraphe 7 sous sa forme 7. 2 ; pour i = 2, 4, ... , p-3 , on a alors 

X(i) = 1\/(w (T) ,F. (T)) = 'Z /F. (O)'Z ce qui montre que X(i) est 
0 0 l pl p 0 

cycliqui= ; en conséquence (Gal(M /K ))(i) qui est un quotient de o,p o 

X( i) est cyclique pour i = 2, 4, ... , p-3 et donc 
0 

Hom t((Gal(M /K ))(i) ,µ ) est cyclique pour ces valeurs de i . con o,p o p 

Il en résulte que A~~;i) , donc A~l-i) est cyclique pour 

i = 2, 4, ••• , p--3 ce qu'on voulait. 

Nous terminons ce paragraphe en démontrant la proposition suivante 

qui est une partie de la conjecture 7.1. 

PROPOSITION 8.9. Pour i = 2,4, ••• ,p-3 , le A-module 

Hom(A(l-i) ,~ /Z) est annulé par la série g. (T). 
p p l 

Démonstration. Choisissons un élément CE ~* ..t i 
ai tel que 1 r w ( C) • On 

f. ( T) 

gi (T) = 1-Wi(C)(~)(l+T)œ(C) 

(c) = K(Y)~(c) (dans la partie I, 

rappelle (I, §7, prop. 7.6, cor. 7.7) que 

où est défini par l'égalité 

Y désignait un générateur topologique de l+p~p; dans la partie II, 

nous désignons par Y un générateur du groupe de Galois ï, donc 

x(y) est un générateur de 1 +p:E ) • L'hypothèse wi ( C) -:/ 1 implique 
p 

que 1-Wi(c)(c) est une unité dans Z , donc que 
p 

1-Wi(c)(c)(l+T)~(C) est inversible dans A • En conséquence, notre 

proposition est équivalente à l'assertion suivante : 

pour i = 2,4, ••• ,p-3 , le A-module 

annulé par la série f.(T). 
l 

Hom(A(l-i) ,~ /Z) 
p p 

est 
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Nous démontrerons cette assertion en 3 étapes ; fj_xons quelques 

notations : on identifie A et lim('?J fr;r ]) 
- p·· n 

en envoyant l+T sur 

(yn)nEIN 
,, 
l ; on 

f. ( T) 
J, 

' y désigne la classe ou 
n 

note (fi, n) nEIN l'élément 

dans cette identification ; 

p 

dans r;r du générateur y de n 

dE lim('?J [r;r J) correspondant à 
- p- n 

pour chaque n E-: [N , l'élément 
n 

-1 
f, s'écrit de manière unique 

pn-1 

I: f ~k) yk avec f ~k) E '7J et on l,n 
k=O 

J , n n J.., n p 

pose (~ = z:; f~k) y-k 
-L, n k=O 1, n n 

1) Montrons que notre assertion est impliquée par l'asser-

tian sui vante : pour chaque n E IN , le '7J [ r /I' ]-module A ( l-i) est 
p n n 

annulé par f ~ . Pour tout cp E Horn (A ( l-i) , '12 /'?J ) , on a 
1,n n p p 

[f .. cr](a) = cp(f~ .a) 1,n · 1,n pour tout a E A~ l-i) (par la défini tian de 

la structure de '7J [r;r ]-module p n 
de Hom(A(l-i),~ /'?J )). En passant 

n p p 

à la limite projective, on en déduit que (f. ) f{NE lim(Z [r;r ] ) 
1,n n- - p n 

annule lim(Hom(A(l-i) ,~ /'?J )) si les f~ annulent les A(l-i) ; 
- n p p 1,n n 

cela si9nifie que, dans ce cas, f. ( T) 
J_ 

annule le A-module 

(1-i) lim(Hom(A ,'12 /'?J )). On achève ce 1) en remarquant que l'isomor-
- n p p 
phisme canonique de lirn(Horn(A(l-i) ,'12 /'?J )) sur 

- n P P 
Hom(lim(A(l-i)),~ j'?J) = Hom(A(l-i) ,~ /'?J) est un isomorphisme de 

-n PP PP 

A-modulE~ (il est clair que c'est un isomorphisme de '7J lî]-module 
p 

nos deux A-modules étant des A--modules topologiques, on voit par 

continuité que notre isomorphisme est un isomorphisme de A-module). 

2) Le calcul de 

associée~ à la mesure 

avec 

de sur 

f~k) . Rappelons que 
1., n 

f. ( T) 
]. 

est la série 
00 

c'est-à-dire que f.(T)= I: 
J. j=O 

. En'explicitant l'isomorphisme 

(isomorphisme qui est décrit dans la 
n 

démonstration de la proposition 3.4), on voit que p I:-1 f ~ k) ( 1 +T) k 
1,n 

k=O 

est l'unique polynôme de degré strictement inférieur à n 
p qui est 
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congru à f. ( T) 
l 

modulo w (T)A . Le lemme suivant montre donc que 
n 

f ~k) 
(" 

= \ 
,J'E 

p 

où X n,k est la fonction carac-
J., n 

téristique du sous-ensemble 'E 
p 

LEMME 8.10. Soient v une mesure sur Z et Fv(T) p la série 

formelle gui lui est associée (I, définition 4.3). Soit n un entier 

positif ou nul ; pour chaque entier k tel que O i k ( pn , on note 

xn,k la fonction caractéristique du 
n sous-ensemble k + p Z de z 

il a(k) l'intégrale 
n 

pn-1 p --
X k(x) dv (x). Alors, I: a (k) ( l+T)k 

n, k=O n 

p 

est 

l'unique polynôme de degré strictement inférieur à n 
p gui est congru 

F (T) 
\) 

modulo w (T)A . n 

Démonstration. La proposition 3.5 (appliquée avec g(T) = w (T)) 
n 

montre qu'il existe un unique polynôme r(T) de degré strictement 

inférieur à n+l p tel que pour un Q(T) E A • 

L'assertion de notre lemme est donc équivalente à l'égalité 

pn-1 
r(T) = E a (k) ( l+T)k • Pour montrer cette égalité entre polynôme 

k=O n 

de degré strictement inférieur à pn, il suffit de montrer que ces 

polynômes prennent les mêmes valeurs pour n p -1 éléments distincts ; 

nous terminerons donc notre démonstration en montrant que, pour toute 
ième 

racine p n - de l'unité différente de 1, on a 
pn-1 

r(C-1) = E a(k) Ck. Le lemme 5.6 du §5 de la partie I montre que 
k=O n 

n 
F ( Ç -1 ) = \ C x d v ( x) ; comme w ( C -1) = ( 1 + ( C -1) ) p - 1 = O , on en 

V J7 n 
p 

déduit que r(C-1) = s'E ,x dv(x). Mais, pour tout xE zp , on a 

n p -1 

p 

donc X C dv(x) = 
n p -1 
E çk 

k=O 
n p -1 

E a(k) çk; en conséquence on a 
k=O n 

r(C-1) = E 
k=O 

démontre notre lemme. 

J\ X k(x) dv(x) = 
:iE n, 

p 

a(k) çk et cela 
n 
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Revenons au point 2) de la démonstration de la proposition 8.9. 

Par définition de (I, §3) et de (I, §5) on a 

où e:( x) est défini de la 

* manière sui vante : si x {j 'li 
p 

alors E(x) = O si * XE Z' 
p 

alors 

i-1 
e (x} = w (x) si œ(x) =k modulo et E(x)::::Q sinon. Pour 

* un x E 'li , 
p 

(x) = ,1, (Y )k 

on a œ(x) =k 

modulo 

modulo 

, donc e: 

si et seulement si 

est une fonction de '7l p péri-

odique de période . Par définition de µ,C, on a donc 

e: (x)dµ,c(x) = L(O, e:) - CL(O, ec). Rappelons que 

n+l l p -
L(O,E) = - I: e (a) (_a_ - .!} · notons n+l 2 ' ¾ le sous-ensemble de 

a=O p 

{ n+l } o, ... ,p -1 formé des a tels que (a) = u (y)k modulo 

,_i-1( >( a l} .. 1 · a n+l - 2 : 1 

p 
on a alors L ( 0, e:) = - I: 

aE¾ 
est clair que les 

classes dans (X /pn+lx ) * des a EX. décrivent l I orbite de la p p -l< 

classe de u(y)k modulo le sous-groupe d 1 ordre p-1 de 

(X /pn+lX )* · on en déduit que p p / 

L(O, e:) = - I: (.i-1 (a) :+l . De même, si pour tout x E i on note 
aE¾ p 

{ nx+l} la fraction a 
n+l 

p 
où a est l'entier congru à X modulo 

p 
n+l" p z O ,(a(pn+l qui est tel que ~ 

f~k) = 
J., n 

3) Fin de la démonstration. Du point 
n 

wi-1 ( ) ( c{ ac-
1
} _ _ a_) Jy-k * 

p -1 

[aE\ f, = I: . 
1., n a n+l n+l n I 

k=O p p 

premier à p I on a noté (] l 1 élément de G 
a n 

l'action de Cj sur µ,n est l 1 élévation à la 
a 

groupe G s'identifie au produit 1::, x r;r : n n 

2) on tire que 

pour tout a entier 

= Gal(K /~) tel que n 

puissance a . Le 

si aE¾ I on vérifie 
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facilement que la composante de (J 
a 

sur r;r 
n 

est Yk; de plus 
n 

lorsque a décrit ¾_, la composante T de a-
a a 

sur i décrit 

le groupe 6. tout entier. En remarquant que, sur A~l-i) , l'élément 

,i-1( ) r '7î , , , , -l A , * 
~ a c ~ agit comme 1 element Ta de u , on voit que f. P 1,n 

pn+l_l . -1, 

agit sur A~ l -i) comme 1 ' élément k:O (E~ ¾: ( c{ ;~ +l} - p':'+1) )7 ~ 1Y~ = 

n+l_l -1 
P ( J ac l a ~ -1 -1 I:

0 
CL ri+ïJ - n+l a a = ( 1 - ca c ) Stickn • Le théorème de 

a= p p 
(a,p)=l 

Stickelberger (théorème 8.2) montre donc que * f. 
1,n 

annule 

ce qui, comme nous l'avons vu au point 1), démontre notre proposition. 
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