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0. INTRODUCTION. 

· Considérons 11 espace euclidien Rn muni de la distance ordinaire et de la mesure 

de Lebesgue. Pour une fonction mesurable f, la fonction maximale de Hardy-Littlewood 

de f est 

* 1 l f (x) = sup - lf(u) lctu 
a lal a 

le sup étant pris sur tous les cubes Q contenant x. Voici le théorème classique sur 

la fonction maximale. 

THEOREME A. 

Fefferman et Stein, dans [6], ont généralisé ces inégalités aux espaces Lp{ e1') 

des suites (fk) telles que 



2. 

THEOREME B (Fefferman et Stein). 

(i) 1{ E:Rn1cr•1t lr) 1/r> À 1 1 < Ar ll(~lf lr) 1/r11 lx L..tk JI->. L...Jk 1 (1<r<oo) 

(ii) (1<r,p<oo) 

(1·1·1·) s1· (~ lfk lr) 1/r c- L
00 t t t l f t 1 t d " L...., ç. e ou es es k on eur suppor ans un meme 

cube, il existe un a: > 0 tel que 

J EXP(a:. L 1 ( l r)dx < oo 
Q 

pour tout cube Q. 

La preuve du théorème B suggère la comparaison entre deux types d'opérateurs 

maximaux pour les fonctions à valeurs dans er : 

([: <(f) 1 /r, opérateur relatif aux coordonnées 

Pour faciliter l'écriture, 1 (ak) 1 r sera la norme de la suite (ak} dans er, et 

nous supposerons toujours les fonctions fk positives. Pour une fonction F à valeurs 

dans er, F = (f
1

, f2 , ••• ) on écrira 

* Par abus de langage, nous noterons F la fonction maximale relative aux coordonnées : 

Les deux opérateurs précédents s'écrivent donc 

et 

(Pour éliminer la confusion possible entre les notations, les fonctions à valeurs dans er 

seront toujours représentées par d.es lettres majuscules). 
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Nous avons établi une inégalité de type Burkholder-Gundy entre ces deux opérateurs, 

pour 1 < r < oo : 

THEOREME C. Pour f3 > 1 et t > O, À > O, 

E + 0 lorsque (3 ~ co ou b + 1 • 

Des inégalités semblables existent entre la fonction d' aire et la fonction maximale non-

tangentielle ( C2 J ) , et entre la transformée de Hilbert maximale et la fonction maximale 

( [3] ) • Une telle inégalité entraîne deux types de résultats : 

- des inégalités L<l"? : Si <l"? est une fonction sur [O , oo J satisfaisant de bonnes 

conditions (c'est le cas de <l"?(t} = tP), alors 

- des résultats à eoids : si µ est une mesure satisfaisant de bonnes conditions, 

et 

La détermination de E dans le théorème C revêt une grande importance, en particulier 

pour 11 évaluation de la meilleure constante dans les inégalités L<l"?. L'emploi de 

résultats exponentiels, comme ceùx• de la partie (iii) du théorème B, permet d I écrire E 

comme une exponentielle en {3 et b . Le résultat le plus précis a été obtenu pour 

** . 
la fonction maximale f associée au découpage de Rn en cubes dyadiques 

t*(x) = :~b l~ I J
0 

lf(u) ldu. 

Q dyadique 
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THEOREME. Pour 1 < r < oo, 

Br ne dépendant que de r et de la dimension. Ce résultat est le meilleur possible. 

Nous avons également étudié les inégalités du théorème Ben prenant des opérateurs 

maximaux plus généraux, pour lesquels 11 analogue du théorème A est déjà connu. C'est 

le cas de l I opérateur maximal associé à un espace de nature homogène, et de 11 opérateur 

maximal associé à une suite décroissante de rectangles de Rn. 

Un espace de nature homogène est constitué d I un ensemble X, d I une pseudo

distance d(*), et d I une mesure borélienne µ, sur X, ayant la propriété 

µ(B(x,R)) $ A.µ(B(x,R)) pour tout x€X et R > O. L'opérateur maximal associé 

est défini par 

Mf(x) == sup 
B boule 
contenant x 

_!_ J f(u) dµ (u) 
µ(B) B 

et le théorème A est vrai pour cet opérateur (voir [4], page 71, th. (2. 1 )). 

Lorsqu I on a une suite décroissante (Si)iE:Z de rectangles (ou pavés) symétriques 

dans Rn dont le diamètre tend vers O, on définit l'opérateur maximal associé par 

Mf(x) = sup 
1 J l f(u) 1 du 

iE:Z lsi I x+Si 

et le théorème A est aussi vrai pour cet opérateur (voir Zygmund [8], chap. XVII, 

lemme 3.5). 

(*) Une pseudo-distance est semblable à une distance, sauf pour l'inégalité triangulaire : 

d(x,y) $ K(d(x,z) + d(y,z)). 
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Dans le paragraphe 3 1 nous montrons l I analogue du théorème C pour les espaces de 

nature homogène. Nous obtenons les parties (i) et (ii) du théorème de Fefferman et Stein, 

et la partie (iii) dans certains cas particuliers . 

Dans le paragraphe 4, nous montrons, en nous inspirant de la preuve de Feff erman 

et Stein, les parties (i), (ii) et (iii) du théorème B pou:i la fonction maximale associée 

à une famille de rectangles. Il ne semble pas exister d' analogue du théorème C pour cette 

fonction maximale. 

Je tiens à remercier les gouvernements français et québécois pour leur aide financière 

pendant la préparation de cette thèse de 3ème cycle. J'exprime toute ma gratitude envers 

M. Jean-Pierre Kahane, qui a permis mon séjour à Orsay, et qui a toujom,s été compréhen-

sif et bienveillant envers moi. Je ne saurais comment exprimer toute ma reconnaissance 

envers Mme A. Bonami, qui a guidé mes pas tout au long de la préparation de ce travail, 

et qui m'a suggéré de nombreuses idées développées ici. Je remercie enfin Mme Dumas 

qui a aimablement accepté de dactylographier ces pages. 
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1. LA FONCTION MAXIMALE DYADIQUE. 

Les méthodes utilisées dans ce paragraphe sont typiques de celles utilisées par la 

suite. Elles s I inspirent largement de la démonstration de Fefferman et Stein de 11 inégalité 

faible (i) et de la démonstration du théorème de R. Coifman sur la transformée de Hilbert 

maximale [3] . 

Le théorème ( 1 • 4) est conséquence du théorème B ; néanmoins nous en fournissons 

une preuve directe qui a comme intérêt d I une part de montrer la souplesse des inégalités 

de type Burkholder-Gundy, et d'autre part de montrer qu I on peut se passer, pour les 

résultats exponentiels, de l'inégalité des fonctions maximales à poids 

qui joue un rôle important dans la preuve de Fefferman et Stein. 

Les lettres majuscules F, G, H sont réservées pour des fonctions à valeurs 

LEMME (1. 1) (lemme de la "bonne fonction"). 

Soit K un cube dyadique ou l'espace Rn tout entier, et soit O = U Q. un 
J 

ouvert inclus dans K recouvert par une famille de cubes dyadiques disjoints ( Qj). Si 

f. est une fonction (positive) localement intégrable sur K. on définit la "bonne fonction 11 

h associée à f sur K par 

h(x) = 

0 

f(x) 

-
1
- J f(u)du 

la.l a. 
J J 

si xs(:K 

si xE:K'\,.0 

si xE:Q. 
J 

Si on note M
1
f la fonction maximale restreinte à K : 



Ml(x) = sup -
1
- J f(u) du 

xCQ lo I o 
QcK 

Démonstration. Pour chaque cube Q. il est évident que 
J 

J hdx= J fdx 
Q. Q. 

J J 

et donc, pour une réunion quelconque S = U Q. de ces cubes, 
jCJ J 

J hdx= J fdx. 
s s 

7. 

Soit x C K\ 0, et soit Q un cube dyadique inclus dans K et contenant x. L'inter-

section de Q avec O s'écrit comme une réunion de cubes Q. : posons s = Q n n. 
J 

Alors, 

_!_J hdx=-
1 (J hdx+J hdx) 

1 a I o I a 1 · Q\ o s 

= I~ 1(JQ\Of dx + Jsf dx) 

= ,~, Sa f dx · 

En passant au sup en Q, M
1
h(x) = M

1
f(x). 

THEOREME ( 1 • 2). Soit F = (f 
1

, f
2

, ... ) " une fonction à valeurs dans er ( 1 < r 

< oo ), alors 

et Ar ne dépend que de r et de la dimension. 

Remargu~:.: Cette inégalité est contenue dans la partie (i) du théorème B. La preuve 

ci~après n I est pas nouvelle mais sa présentation donne une idée des méthodes employées 

par la stüte. 
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Démonstration . Pour simplifier, nous écrirons simplement IF I pour IF Ir. 

Soit n = { 1 F 1 ** > À } • En choisissant les plus grands cubes dyadiques sur lesquels la 

moyenne de I F I est supérieure à À , on écrit n comme réunion de cubes dyadiques 

disjoints ( Q . ) tels que 
J 

A chaque fonction coordonnée fk de F, on associé une "bonne fonction li hk 

sur Rn par le lemme précédent (avec K = Rn). Il en résulte une bonne fonction 

** ** H = (h 1 , h2 , ••• ) telle que H == F hors de n. De plus, 1 H I est bornée par 

2nÀ : hors de n, c'est évident car ** 1 H 1 (x) = 1 F 1 (x) $ 1 F 1 (x) $ À ; et sur Q., J . 

H{x) = (C (- 1 J fk(u) du J) 1/r 
la.la. 

J J 

n = 2 .À. 

(par 11 inégalité de Minkowski générali
sée) 

Enfin, J I H I dx $ J I F I dx : en effet, 

et 

$ J _!_ J: 1 F 1 (u) du dx (par 11 inégalité de Minkowski 
Q. 1 Q. 1 Q. généralisée) 

J J J 

= J IF ldu. 
Q. 

J 

Maintenant nous pouvons montrer 11 inégalité faible de 11 énoncé pour H, et en déduire 

le théor?~tnc:. 



1 { 1 H"H<·· 1 > À}/ :5 .;, j I H** 1 r dx (par l I inégalité de Tchebychev) 
À 

= ..l LJ(h**f dx 
Àr k 

9. 

A 
:5 À~ C J h~ dx (par le théorème maximal ordinaire) 

A A .2n(r-1) 

= À~ J IH Ir dx :5 r X J IH lctx. 

Pour F, 

A' 
< iJIFlctx. 

On en déduit \ {IF** 1 > À} l :5 j{ 1 F i ** > À} 1 + f J l F I dx 

Au 

:5 Àr J IF!ctx. 

LEMME (1.3). Si F est une fonction à valeurs dans er (1 < r < oo) et si 

f3 > 1 , b > 0, alors pour tout À > 0 

et Cr ne dépend que de r et de la dimension. 

Démonstration. Soit OÀ = { 1 F ** 1 > À } • OÀ est ouvert. En choisissant les 

plus grands cubes dyadiques inclus dans OÀ , on écrit OÀ comme réunion de cubes 

dyadiques disjoints 

On est ainsi ramené à montrer pour chaque j 



IF 1** s &À }I s c,,C)~). !Ki 1. 

Prenons un cube fixé K
0 

dans la famille (K.), et posons, pour 
J 

et 

On a 

= sup -
1
- J fk(u) du 

x€Q la I o 
QcK 

0 

M1fk(x) = 0 si xtKO 

M2fk(x) = sup _!_ l fk(u) du . 
x€Q la I o 
ai-K

0 

** r 1 fk (x) = max LM1fk(x) , M2fk(x) J. 

10. 

x€K • 0 • 

Par maximalité de K
0

, il existe un point a t OÀ tel que si Q i K
0 

alors a€Q. 

** Il s'en suit que M2fk(x):::; fk (a) pour tout x .€ K
0

• Donc, si x € K
0 

, 

On obtient 

L I ensemble K
0 

n { 1 F ** 1 r > $À ; 1 F 1 ;* :::; b À} est ainsi contenu dans 11 ensemble 

{IM1(F) Ir> YÀ ; M1( Jp Ir):::; bÀ} où y= (Br - 1)1/r. C'est la mesure de cet 

ensemble que nous allons majorer .g:râce au lemme de la bonne fonction, en analogie avec 

la démonstration du théorème précédent. 

Soit n = {M,( IF 1) > bÀ }. On peut supposer n ~ K
0 

sinon il n'y a rien à 

prouver. En choisissant les plus grands cubes dyadiques inclus dans K sur lesquels 
0 

la moyenne de I F l est supérieure à b À , on écrit n comme réunion de cubes 



dyadiques disjoints (Q .) tels que 
J 

'bÀ < _l_ J IF lctu s 2nbÀ. 
la.! o. 

J J 

·11. 

A chaque fonction coordonnée fk on associe sur K
0 

une bonne fonction hk par le 

lemme ( 1 • 1 ) et on obtient une fonction H = (11
1 

, h2 , ••• ) telle que M ,(H) = M,{F) sur 

K \ O. Ici, IH I sera bornée par 2nbÀ. 
0 

En procédant comme pour le théorème précédent, 

\{ IM,(F) Ir> YÀ ; 

~ /{!H** Ir> YÀ }i 
(inégalité de Tchebychev) 

THEOREME (1.4). Si H est une fonction à support dans un ensemble S de 

mesure finie, à valeurs dans tr, ( 1 < r < oo ), et si I H I r(x) s A< oo pour• tout x, 

alors 

(1) r ** r . 1s 1 Je exp(a: 1 H Ir (x)) dx s 1 _ CJA/2c pour a: assez petit 
S r 

(2) 

r; r 
I ** }I -c À A 
1{IH lr>À ,~2.1s1.e r ' 

c ne dépendant que de r et de la dimension n. r 

(À> 0) 

Démonstratio!)_,-On peut supposer A = 1 • Posons b = X dans l'inégalité du 



théorème précédent : 

Si 11 on note Dg la fonction de distribution de la fonction g, 

C 1 
D I H** 1 (f.L\ ) s + . r ' D I H** 1 (À ) 

f3 -1 À 

et, pour m > 2, 

C 

S mr-1 ( ) r J mr-r-1 ( ) 
À D IH ** ! /3 À d\ s (3r _ 

1 
À D I Hl<-* ! À dÀ • 

Par la méthode habituelle (intégrales de Stieltjes), 

En choisissant r 1 
f3 =1+

m 

JIH** lmr dx s 2 ecr.M J IH** 1(m-l) r dx. 

En itérant (m- 1 ) fois, 

JIH ** 1mrdx m 1 Ji ** 1r ::; (2 e Cr) - m ~ H I dx. 

12. 

La dernière intégrale s' écrit encore J L (h:* {ctx, ou C J (h:* r dx' et elle est 

majorée, moyennant le théorème maximal ordinaire pour L r (Rn), par 

A • "\"'J hr dx = A J l H Ir dx • . r ~ r · 

Puisque AP J I H Ir dx s Ar I S 1 , • on obtient 

en posant 

JiH*: !mr dx s ·~ l!l 
2 .cr 

1 
C =----
r 2 .A (2ec ) 

r r 

Le théorème découlera du lemme suivant (voir Zygmund [8], tome II, p. 119). 
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LEMME. Si S est un ensemble de mesure finie, et w est une fonction satisfai-

sant f mrdx < , Lê..J w _m. m 
t C 

alors 

rs e o:wr dx :5 
J( 1 - a/c 

ls 1 
( 1) pour Œ < c 

(2) '{ } I j 1 -CÀ r /2 
I w > À 1 :5 2. S • e • 

Démonstration. Soit ex: > 0. 

ls 1 
= 1 - a/c pour cx:<c. 

Pour montrer (2), posons ex:= c/2 : 

et 
' r r 

1 { }' 'i{ecw /2 > ecÀ /2} 1
1 1 w> À l = 

r r 
::;; e-cÀ / 2 j e-cw / 2 dx (par l'inégalité de Tchebychev) 

:5 21 s I e-cÀ r 12. 

THEOREME ( 1 • 5). Si F est une fonction à valeurs dans · e r ( 1 < r < oo), 

et si f3 > 1 , b > 0, alors 

et B ne dépend que de r et de la dimension. (B + 0 lorsque r + 1 ) • 
r r 
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Démonstration. La démonstration est identtque à celle du lemme ( 1 . 3) sauf pour un 

point : 11 évaluation de la fonction de distribution de la bonne fonction. Ici, on utilise 

Le théorème qui suit montre que le résultat (1.5} estle meilleur possible, du moins 

lorsque b est choisi entPe O et 1 ( ce sont les petites valeurs de S qui sont 

intéressantes pour les applications}. 

THEOREME (1.6). Soit O < b < 1 et {J > 1. 

valeurs dans e r ( 1 < r < oo) on a 

Si pour toute fonction F à 

alors E ~ b. e-c(Br - 1 )/Sr, b et c ne dépendant que de r. 

Démonstration. Nous allons évaluer la mesure des deux ensembles de 11 inégalité 

pour une fonction F particulière. La construction est faite ici pour n = 1 , mais 

elle vaut pour n > 1 • 

Soit Ij = { 2-j-l < x ::s; 2-j} .pour jE:Z, 

Si F=(f
1

,f 2 , ••• ), 

** Etudions fk : 

sur ] -oo , 0] , ** f -0 k -

et soit fk = X1 pour kE:N. 
k 
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*-l<-
sur Ik, fk = 1 

** 1 sur 1k+m' 
(m è:: 1 ), f =2 k 

*-l<- 1 
sur 11{-m' (m ~ 1 ), fk = m-1 · 

2 

Pour j fixé et X€ Ij ' 

** 1 
fk (x) = 2 si k<j 

** 
fk (x) = 1 si k = j 

** 1 
fk (x) = k-j+ 1 si k > j. 

2 

Alors, si j ~ O, 

*-l<-r j- 1 1 00 1 
IF 1 (x) = C- + 1 + L (k-· 1) 

r o 2r j+ 1 2r J+ 

et donc, 

l.. + 1 :;:; 1 F ** 1 r(x):::::: i. + 2. 
2r 2r 

Comme x € I. implique 
J 

alors pour x € ] 0, 1] , 

Pour x > 1, x € I. avec j < 0 ,. 
J 

** 00 1 
1 F 1 ~(x) = L r(k-j+ 1) 

o 2 

Evaluons la mesure de chacun des deux ensembles de l'inégalité, avec notre fonction F. 

D ' une part, si b À :::::: 1 , 



I{ IF** I> BÀ ; IF IH-$ bÀ }I = l{IF** I> $À} 

~ IJ o, 1 J n { l F ** 1 > s À } 1 

I{ r( r r )' 1 = j log2x < - 1 - 2 8 À - 1 r j 

D ' autre part, si À ~ 1 , 

::; 1 {-lo:2x + 2 > Àr}I 
2 

= l{1og2x < - 2r(À r -2)}1 

16. 

Si on pose alors À b = 1, et À ~ 1, et l'inégalité de 11 hypothèse devient 

Alors, 

et 

I{ ** R}I I{ *-l<- 1 }' I IF 1>6 1$E.I IF l>i 1· 

2
:...1-2r((fl /~/)-1) ::; E. 2-2r(( 1/'t/)-2) 

-1-2r 2-2r(Br - 1)/S r 
E ~ 2 • 

-c( Br -1 )/5 r. 
= b. e 

Les résultats qui sui vent sont des corollaires du théorème ( 1 • 5). 

COROLLAIRE ( 1 • 7). Soit <l> une fonction continue croissante sur [O, 00 ] telle 

que <1>(0)=0 et <I>(2À) =c<I>(À). Alors 



s <I? ( 1 F ** 1 
1
,)dx :S C J <I? ( 1 F j ;*) dx 

pour toute fonction F à valeurs dans e r ( 1 < r < co). 

17. 

Démonstration. Etudions 1' effet de éI> sur une somme finie de nombres positifs. 

Posons '1r(x) = sup{ y ; <I>(y) = x}. 

On a éI>(W(x)) = X , et y :S W(éI>(y)). 

Soit (a.) une suite de nombres positifs 
1 

alors, 

et 

Alors, 

NE:N 

Revenons à 1' inégalité de 11 énoncé : il suffit de la prouver pour une suite finie 

F = (f 1 , f2 , . . . fk , 0, 0 ••• ) de fonctions. En effet, si on pose 
0 

par le théorème de la convergence monotone. 

Supposons donc F = (f 1, ... , f N, 0, 0, ..• ), et supposons que 
2 

sinon, il n' y a rien à prouver. 
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Pour chaque k, J cI>(f:*) dx :5 J cl>( IF 1;*) dx < oo. Alors, par les propriétés 

de cl>, 
N 

J -lH r 2 ** 
cl> ( 1 F I r )dx ::; J cl> Q ; ; fk ) dx 

N 2N J ** 
::; c • Ç cI>(fk ) dx < oo , 

Sachant que J <1{ IF** lr)d,'< < oo, le corollaire est conséquence du théorème (1.5) 

par un lemme général dû à Burkholder et Gundy : 

LEMME. Soit f3 > 1 , b > 0. Supposons qu I il existe des nombres ~ et 0 

tels que cI>(/3 À ) :5 l;, cI>(À ) et cl>(;) ::; e cI>(À ) • (L'existence de l;, et e est garantie 

par la condition cI>(2À)::; ccI>(>d). 

Si 

et si 

alors 

J cI>(f) dx < oo 

l(f > /3À ; g ::; '& >d I s E. 1 (f > À) 1 

J <D(f) dx s t;, 6 J œ(g) dx • 
1 - ç, E 

Démonstration du lemme. L'hypothèse implique 

Si on note Df et D les fonctions de distribution de f et g, g 

En prenant l'intégrale de Stieltjes-Lebesgue par rapport à la mesure del>, 

et 

Par les hypothèses sur cl>, 



Comme J <P(f) < oo, 

J cp(f) dx = J êF(~. 7Jf) dx 

$ I; J cp( {f) dx 

$ 1; € J cp(f) ctx + 1; e J cp(g) ctx. 

(1- l;Eijcp(f)dx$ /;0 j<P(g)dx. 

** Alltll1 
Remarques. 1 • Comme f (x) ::?: -- , les fonctions <P telles que 

lx ln 

19. 

J~ <P(t) dt = oo sont exclues par1 la condition J <I>( 1 F 1 ;*) dx < oo. Sont exclues en parti-

culier les fonctions <P(À) "" À P pour O < p :::; 1, et <P(À) = À Log( 1 + À). 

2. Dans le cas où êF(À) = À P (1 < p < (XJ) on trouve 

En choisissant petit, on obtient : 

COROLLAIRE (1.8). Si 1 < r < oo et 1 < p < oo, 

et Cr ne dépend que de r et dé la dimension. 



20. 

COROLLAIRE (1.9) (Inégalités à poids). Soit µ une mesure sur Rn satisfai-

sant la condition 

pour un C > 0 et un a: > 0, et pour• tout cube Q et tout ensemble mesurable E. 

Alors 

et comme conséquence, 

Démonstration. Revenons à la démonstration du théorème ( 1 . 5). L'ensemble 

{ ** } ' OÀ = 1 F Ir > À est réunion du cubes dyadiques Kj disjoints tels que 

1 Kj (î { 1 F ** 1 r > /3 À ; 

µ(K. n E) c'K. n E l)cx: J <C ___ J __ , 

µ(K.) IK. ! 
J J 

-aB u?'-1)/ft 
~ 2c.e r 

Le résultat est obtenu en additionnant les inégalités pour tous les K .• 
J 

Pour les inégalités L<I>, la démonstration du corollaire ( 1 . 7) est encore valable. 
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2. LA FONCTION MAXIMALE DE HARDY-LITTLEWOOD. 

Nous déduisons pour la fonction maximale ordinaire des résultats similaires à ceux 

obtenus au § 1 pour la fonction maximale dyadique. Leur démonstration fait appel à 

des techniques plus élaborées que les précédentes : ainsi le découpage de Whitney d I un 

ensemble ouvert joue un rôle central dans la démonstration du théorème (2.3). 

Voici la version du lemme de la bonne fonction pour la fonction maximale ordinaire : 

LE MME ( 2 . 1 ) • 

Soit K un cube ouvert de R11
, soit O un ouvert de K. Posons 

1 ) Il existe une collection ( Q.). de cubes disjoints tels que O = U Q. et 
J J j J 

diamètre (Q.) ~ distance (Q., V)~ 4.;.diamètre (Q.) pour chaque j. 
J J J 

2) Soit f une fonction localement intégrable sur K. 

La bonne fonction associée à f est définie par 

tx) 
si xt;K 

h(x) = si X€ K\0 

l-1 J f(u)du si X Ê Q. 
la.l o. J 

J J 

Si M
1 
f est la fonction maximale partielle définie par 

= JO si X t; K 

Î 
sup -

1
- J f(u)du si 

xE:a lo.l a 
Qç_K J 

xE:K 

Démonstration. La partie ( 1) est une version locale du lemme de Withney. Il suffit 
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d'adapter la démonstration de Stein ( [J]ch. VI, th. 1), en choisissant les cubes du 

découpage parmi les cubes obtenus en découpant K 
n en 2 cubes égaux, puis chaque 

cube. obtenu en encore n 
2 cubes, etc ... 

Montrons la partie (2). 

Comme dans le cas dyadique, nous allons prendre un point x€K\ n et un cube 

Q c K, contenant x. Si Q ne coupe pas ü, 

_J_ J f(u)du = - 1-J h(u) du. 
lal a lol a 

Si Q coupe n, l I intersection est comprise dans la réunion u Q. 
j€J J 

des cubes Q. 
J 

coupés par1 Q. Le diamètre de chacun de ces cubes Q . est inférieur au diamètre de 
J 

Q : en effet, il est irtf érieur, par la partie ( 1), à la distance de Q. à V, et cette 
J 

distance est inférieure au diamètre de Q puisque Q contient un point de V et des 

points de Q .• 
J 

Comme conséquence, chaque Q. 
J 

même centre que Q mais de côté quadruple 

u a. c 0 1 n K. 
j€J J 

Et puisque J f(u) du= l h(u) du, 
Q. Q. 

J J 

sera contenu dans le cube Q' de 

J f(u) du= J f(u) du+ j f(u) du :5 J h(u) du+ J h(u) du$ J h(u) du. 
a a,n ono a,o 0 1nK a 1nK 

Pour faire apparaître la fonction maximale M1h(x), il faut intégrer sur un cube inclus 

dans K. On remplace donc Q' par Q11 un cube de même côté que Q 1 , inclus 

dans K, et contenant Q I n K : cela est toujours possible. 

On obtient ainsi 
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_}_ f f(u) du :s; _}_ J h(u) du 
lo I Jo lo 1 0 11 

4n l :s; - h(u) du 
IO" 1 Q11 

:s; 4n M
1
h(x). 

En passant au sup sur tous les cubes Q contenant x on arrive finalement à 

Le résultat exponentiel (iii) du théorème B peut se déduire du cas dyadique (théorème 

( 1.4 )). 

THEOREME (2 . 2). Si H est une fonction à support dans un ensemble S de 

mesure finie, à valeurs dans €r, ( 1 < r < oo), et si 1 H 1 (x) :::; A < oo pour tout r 

x, alors 

(1) 

(2) 

c' ne dépend que de r et de la dimension. r 

pour C( petit. 

Démonstration. Nous suivons une idée de Fefferman et Stein pour comparer la fonc

tion maximale f* et la fonction maximale dyë1ique. On peut supposer que le support de 

H est contenu dans un cube Q ; si le support de H n'est pas borné 1 on définit 

H(m)(x) == H(x) si I x 1:::; m et O ailleurs, et ( 1) est obtenu par le théorème de la 

convergence monotone. Soit Q I le cube quadruple de Q et de même centre . Pour 

t€Q' , soit Mt 11 opérateur maximal associé au découpage dyadique de centre t 

( c I est-à-dire le découpage ordinaire translaté de t). Ainsi, 

** M/(x) == (Ti) (x+t) où T l(x) = f(x-t). Le théorème ( 1 .4) est vrai pour chaque 
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opérateur l\\. Plus précisément, 

Jexp(cx I MtH Ir (x)) dx ::::; I S I •-- . 
r 1 - cx/2.c r 

Il est facile de constater géométriquement que 

et donc que 

Par l' inégalité de convexité de Jensen pour les mesures finies ( 1/.J (.\ ) = À r est convexe 

pour r ~ 1), 

Alors 

En appliquant une seconde fois 11 inégalité de convexité de Jensen, avec la fonction 

exponentielle , 

exp(cx IF*!~ (x)) :S: exp [24nr Œ JQ' IMtFl~(x) l~t) 

4nr 
En posant ex' = 2 • ex 

(avec c' =.c /2 4nr). r r 

::::; l exp(24nr ex I MtF 1 ~(x)) dt . 
0 1 1 la 1 l 

< _!_J .- ,ail Ql 

1s ! 
ï-cx' /2 c dt . r 

1s 1 1s 1 =----=---



L'inégalité (2) se déduit de ( 1) en posant 

THEOREME (2 . 3). 

ex = c I par l'inégalité de Tchebychev. r 
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Soit F une fonction à valeurs dans er ( 1 < r < oo ), alors pour B > c et 

Br ne dépend que de la dimension n et de r ; c et c
0 

ne dépendent que de la 

dimension ( on peut choisir 

Démonstratioi:t• Elle suit le même plan général que dans le cas dyadique : nous allons 

successivement 

- nous ramener à une inégalité sur des cubes, 

- "localiser" la fonction maximale sur' ces cubes, 

- prouver le théorème pour cette fonction maximale locale grâce au lemme de la 

bonne fonction. 

Soit donc OÀ = { !F* 1 >À}. Nous voulons découper OÀ en une réunion de 
[' 

cubes qui ne soient pas trop loin (chacun pr 1opertionnellement à sa taille) du bord de OÀ. 

Une méthode naturelle serait d'utiliser le lemme de Withney. Dans le cas présent~ il sera 

cependant plus simple de choisir les cubes dyadiques maximaux inclus dans OÀ . 

O, =:;; U K. et tout cube dyadique sûpérieur à K. coupe l'extérieur de OÀ . Nous 
A j J J 

sommes ainsi amenés à montrer pour chaque j 

Prenons un cube fixé K
O 

dans la famille (K.). 
.l 

Soit K
0 

le cube de même centre que 
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r.J 

K
0 

mais de côté triple, comme dans le lemme (2. 1). Par le choix de K
0

, K
0 

contient 

* un point a hors de OÀ, donc tel que IF I r(a):::::: À. 

Nous allons couper la fonction maximale en deux parties, mais cette fois selon 

si xtK 
0 

,..._. 
x€K. 

M
2 

est la "bonne partie" de la fonction maximale, et se majore directement sur 

~ K
0

• Si Q est un cube contenant un point x de K
0 

sans être inclus dans K
0

, 

,...., 
il suffit d I aggrandir un peu ce cube pour qu'il contienne K

0
• Le côté du cube Q 1 

ainsi obtenu sera inférieur à la somme des côtés de Q 

Alors, 

côté (Q 1 ) ::;; côté (Q) + côté (K ). 
0 

::;; 101
1 r*(a) 

lo I k 

n * < 4 f (a)· car -- • k 

~ et de K : 
0 

En passant au sup, En faisant la somme pour tous les k, on 

obtient 

et donc, sur K
O

, 1 F * 1 ~ ::;; 1 M 
1 
F 1 ~ + 4 nr. À r. 

,-..,; 

K. 
0 
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Ainsi, 11 ensemble K
0 
n{ 1 F * 1 r > /3 À ; 1 FI; :::; b À} est compris dans 1 i ensemble 

Ko n {IM/•"'lr > YÀ ; M1 !Flr:::; ~À} 
où y = (Br - 4nr) 1/:r. Et nous allons majorer la mesure de cet ensemble en nous servant 

du lemme (2.1), et du théorème (2.2). 

7v 

et soit V ·" K '\ O. 
0 

Par1 le lemme (2. 1 ), n =U Q. avec 
J 

diam(Q.):::; dist(Q.,V)~ 4.diam(Q.). 
J J J 

Si hk est la bonne fonction associée à fk, 

et alors 

Si l'on veut appliquer 11 estimé du théorème (2 • 2} à H, il faut d I abord montrer que 

1 H I est bornée sur son support K . r o 
~ 

Si x s K, n, 
0 

Si x€Q., 
J 

La moyenne de 

( 1 l r)l/r IH 1 (x)= LJ- fk(u)du) 
r k' lo.l Q. 

J J 

< _!__ J IF I du (Inégalité de Minkowski). 
- ,o. l a. r 

J J 

dist{Q., V):::; 4.diam(Q.). 
J J 

En effet, par le choix de Q., 
J 
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Donc il existe un cube Qj, contenant Qjf contenu dans K
0

, et coupant V, dont 

le côté est inférieur à : côté( Q.) + disi( Q. , V). Alors 
J J 

1 l la.!I 1 J - !FI du$ _J .-. !FI du 
la.l a. r la.l la!I Q! r 

J J J J J 

la1! 
$ _J M

1 
1 F 1 (x ) pour un 

la. l r 0 

J 

x CV 
0 

:::; (côt~~,,i) + 4Vn.côté(QJ~-)1 . bÀ 
côté(Q .) 

J 

= (1 + 4vnl.SÀ. 

Donc, 1 
~ ,rn HI r est borné sur tout K

0 
par ( 1 + 4 v n) • 5 À • En appliquant le théorème 

Ecrivons les analogues des corollaires du théorème ( 1 • 5) pour la fonction maximale 

ordinaire de Rn : 

COROLLAIRE (2 .4). Si cI> satisfait aux conditions du corollaire ( 1 . 7), 

COROLLAIRE (2 .5). 

IIIF*I Il :::;c .p 1/r.ll!F!*II 
r p r r p 

pour 1 < r,p < oo. 

COROLLAIRE (2. 6}. Si µ satisfait à la condition du corollaire ( 1 . 9), alors 

* -)(-µ(IF Ir> /3À ; !Flr:::; bÀ) 

-B ( Rr -cr)/b r * 
:s:2c

0
e r .µ(IF lr>À) 
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et 

REMARQUE . La fonction F qui a été construite dans la démonstration du théorème 

( 1 • 6) peut également être utilisée ici pour démontrer que la constante E telle que 

j{IF*lr> ,BÀ , IF!;::; bÀ}\::; EJ{IF*lr>À}j 
-c ( ,Br - 1 )/Sr 

pour toute fonction F est minorée par c 
1 
e 2 

• On aimerait améliorer en 

ce sens la constante du théoPème (2. 3). Nous avons seulement des résultats partiels à cet 

égard. 

3. FONCTION MAXIrvlALE ASSOCIEE A UN ESPACE DE NATURE HOMOGENE. 

Nous commençons par un lemme de la bonne fonction. Nous nous situons toujours 

dans un espace de nature homogène (X, d, µ ) , et Mf . désigne la fonction maximale. 

LEMME (3 . 1 ) . Soit O un ouvert de X. 

I) Il existe un recouvrement de type Whitney pour O : 

(a) 0 = U B . réunion de boules ouvertes. 
J 

(b) c
1 

rayon(B.) :S dist(B., en)::; c rayon(B.). 
J J J 

(c) un point x€X n I apparüent pas à plus de 

11 espace seulement). 

L boules B. {L dépendant de 
J 

2) Soit f une fonction localement intégrable sur (X µ } • La bonne fonction h 

sera définie par 

h(x) = f(x) si 



X_.(x) 
h(x) = L ~ 3 J ~ .. (u)f(u)dµ(u), 

. µ,u,1 B J J J . 
J 

si xE:0 

où Xj est la fonction caractéristique de Bj et 
X.{u) 

~.(u) = __ J"--_ 
J [:l.(u) 

. 1 
1 

1 
>r,. 

Alors Mf(x)::;: c Mh(x) pour tout x <t n et c dépend seulement de l'espace. 

30. 

Démonstrat~~n~: Nous admettrons l'existence du lemme de type Whitney pour les 

espaces de nature homogène, (voir [4], page 70, théorème (1.3)), et nous montrerons (2). 

Ici, pour chaque i on aura 

s~if dµ::;: L. J ~i h dµ. 

En effet, J J X-·(y) J ~ .(y) h(y) dµ {y)= ~ .(y) L ~B ~ .(u)f(u)dµ (u)dµ (y) 
1 l . /1 \D..;} J 

J J 

x.(y) 
~ s~i(y)µtBi! J~i(u)f(u)dµ(u)dµ(y) 

~ t, · J ti(u) f(u) dµ (u). 

Soit x <t n, et B une boule contenant x. Comme pour la démonstration du lemme 

(2.1), la réunion des boules (Bj)jE:J' qui rencontrent B, est contenue dans la boule 

~ B de même centre que B et de rayon m fois plus grand (m dépend des constantes 

de 11 espace). Alors, 

J r ctµ = j ( r ~} r ctµ ::;: J:E j~ ~ j f ct µ 
snn BJ 

$ L. :E J ~. h dµ 
J J 

$ L. J h dµ 
us. 
J J 

$ L. J~ h dµ 
snn 
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,.._, 

d'où 
1 f f' d < L J h d < L µ(B) Mh( ) 

µ (B) JB µ - µ{B) B µ, - tÏ(t3) X • 

Comme 
~ µ(B) 

µ, (B J est majorée par une constante qui dépend seulement de 11 espace, 

M f(x) ::S c M h(x). 

THEOREME (3. 2). Si F est une fonction sur X, à valeurs dans er, 

(1<r<oo) 

Ar ne dépend que de r et des constantes de 1' espace. 

Démonstration. Soit O = { M IF Ir > À } • n = UBi comme dans le lemme précédent 

A chaque fonction coordonnée fk on associe une bonne fonction hk. Il en résulte 

H = (h 
1 

, h
2

, ••• } telle que 

1 M F 1 ::S c I M H ! hors de O. r r 

Alors, comme d' habitude, µ ( ] M F 1 > À ; M I F 1 ~ À ) r r 

1 H I est majorée par À si x rt n, 0t si x € n r 
l:. (x) 

IH lr(x)::S ~ µ
1
(B.J J~/u) IFlr(u) dµ(u) (par l'inégalité de Mink. gén.) 

1 

:C .(x) 
$; ~ ~B r IFI (u) dµ(u}. 

µ \□~' J1B r 1 . 
1 

La boule c2Bi de même centre que Bi mais de rayon c2 fois plus grand (c2 étant 

la constante du lemme de Whitney) rencontre le complémentaire de n, d I où 



X.(x) f (µ,(c2B.)) 
Il suit que L µ{B.) Jsi l F I r(u) dµ (u)::; ~ ~i(x) µ{B. J .À 

l . 1 1 
1 

~ L l,. (x) C À ::; L c . À • 
1 0 

Donc I H 1 (x) ~ Le.À sur tout X, et 

A' 
µ ( 1 MH ! r > À ) ::; À r j ! H i r dµ • 

La démonstration sera terminée si JI HI rdµ :::; f I FI r dµ • 

J I C 
X. (x) r ) 1 / 

0 !Hlrctµ = n ~_;(Jl_; µêBi) v t;/u}fk(u) dµ(u))r r dµ(x) 

J 
X.(x) 

= L ~B dµ(x). J~.(u) !FI (u) dµ(u) . µ,□~, 1 r 
1 1 

=J !FI .ctµ. n r 
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THEOREME (3. 3). Si F est une fonction sur X, à valeurs dans er ( 1<r<co), 

pour tout b > 0 et {:5 > e: ; K et c ne dépendent que des constantes de 11 espace 

et de la valeur de r. 

Démonstration. Soit OÀ = { l MF Ir > À } • OÀ est ouvert et on peut lui appliquer 

le lemme de Whitney pour les espaces homogènes. Il existe donc une famille de boules 

(S.). telles que 
J J 



(a) 

(b) 

OÀ =US. 
j J 

c
1 

rayon(Sj) $ dist(Sj' (oÀ}:::; c2Payon(S) 

(c) un point de OÀ n l appai--,tient pas à plus de L boules sr 

A cause de la propriété (c), 

L µ(S.):::; L.µ(U S.)' 
J j J 

et donc, pour montrer le théorème 1 il suffira de montrer que, pour tout j : 

µ(s. n{IMF 1 > f3À ; M [FI :::; bÀ}) :::; €.µ{s.) 
J r r J 

où LE est la constante recherchée. 

~ 
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Soit S une de ces boules, et S la boule de même centre que S mais de 
0 0 0 

~ rayon c fois plus grand, où c est choisi de telle sorte que S contienne un 
0 0 0 

point hors de OÀ. (c
0 

dépendra de c2 et de la constante de la pseudo-distance). 

On définit, comme au sur S, 
0 

par 

La majoration de I M2F Ir s'obtient comme dans les démonstrations des théorèmes 

( 1. 3) et (2. 3) en se servant des pr'opriétés de la pseudo-distance et de la mesure homogène : 

Posons F 1 == Ffs • Il découle de la définition de M1F que 
0 

et on est ramené à prouver, puisque 
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et soit n = n u (s . 
0 0 

Appliquons le lemme de Whitney à cet ouvert et associons à chaque coordonnée fk 

de F 1 la bonne fonction hk. Posons H = (h 1, h2 , ••• , hk' ••• ). 

Soit J 11 ensemble des indices j pour lesquels les boules B. du découpage 
J 

~ -de Whitney coupent S . On peut toujours supposer que n n I est pas S en entier', 
0 0 0 

sinon l I ensemble dont on cherche la mesure serait vide. Dès lors les boules B., jE:J, 
J 

qui ne peuvent contenir 
,.._, 
s, 

0 

~ 

sont toutes contenues dans la boule S , 
0 

dont le rayon 

est c; fois celui de S
0 

(c~ est une constante convenable, ne dépendant que des 

constantes de 11 espace). 

~ 

Le support de la bonne fonction H sera donc dans S 
O

• De plus, !Hl est r 

bornée par C • b À : on le montre de la même manière qu I au théorème précédent. Enfin t 
0 

sur S \ n et don c 
0 

::;; 
cr J IMHI~ dµ r r y À 

(inégalité de Tchébychev) 

CrA J IHI~ dµ $ 
r 

Yr Àr 

~r 
::;: C' - µ(S ) r o y 

µ(S) 
0 

(inégalité maximale oPdinaire) 
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~/ 
r r p,(S ). 

f3 -c 0 

REMARQUE. Cette démonstration est légèrement plus simple que la démonstration 

que nous avons utilisée dans le cas de Rn. Nous avons préféré la démonstration "locale 11 

n dans le cas de R , comme étant susceptible de généralisations. 

COROLLAIRES. 

(3 .5) IIIMFI Il ~A .IIIFI Il' r p p,r r p 1<p<oo. 

Le corollaire (3 • 5) est l' analogue du théorème principal de [6 J dans le cas des 

espaces de nature homogène . 

REMARQUE. Le fait que nous n I ayons aucun résultat pour 8 proche de 1 dans 

le théorème (3. 3) nous empêche de déduire des résultats exponentiels dans le cas général 

des espaces de natur•e homogènes. Néanmoins, une méthode permet d I obtenir des résultats 

dans des cas particuliers. Elle généraUse la démonstration .de Fefferman et Stein, et 

suppose une condition géométrique sur les boules de l'espace : 

Il existe un nombre N tel qu I on ne puisse pas trouver plus de N boules 

B(x 
1 

, r ) , ... , B(x , r ) satisfaisant aux deux propriétés : 1) n B(x. , r.) ~ Çj 
1 n n . 1 1 

1 

2) pour tout i = 1 , 2 , .•• , n, x. (j. n 'B(x. ,r .). 
1 jfi J J 

Cette propriété permet de montrer un lemme de recouvrement de type Besicovitch : 

LEMME. Soit E un ensemble borné et pour xE:E, 

Il existe une suite B. == B(x. , R ) de boules telles que 
1 l X.; 

soit R un nombre > 0. 
X 

E Cu B., 
1 

et un point x 
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n' appartient pas à plus de N boules . 

La démonstration de ce lemme suit le modèle de la démonstration du théorème ( 1 • 2), 

page 69 de [4] . 

Le lemme des fonctions maximales à poids, de Fefferman et Stein, et vrai pour ces 

espaces : 

LEMME. (1<rsoo). 

Démonstration. Par le théorème d 1 interpolation de Marcinkiewicz, il suffit de 

montrer 

J cp dµ s ~ J f Mcpdµ . 
Mf>À 

Soit M f la fonction maximale centrée, et E = { M f > À } • Si xE:E, il existe une 

boule B = B(x ; Rx) telle que 

Par le lemme précédent, E c UB. =UB(x.,R ). Pour chaque i, 
1 1 xi 

j cp(x) dµ (x) s X. ,.d~. J J f(y) dµ {y) . J cp(x) dµ(x) 
B. 1 B. B. 

1 1 1 

1 l . s X f(y) Mcp(y) dµ(y). 
B. 

1 

Alors, J_ cpdµ s cfcpdµ s L ¾ J f Mcp dµ 
MDÀ i JB i B. 

i 1 

sr J f Mcp dµ. 

La démonstration est terminée car M f ~ Mf. 
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Ce lemme implique le résultat exponentiel 

exµ rL(X I Mf I r l dµ < 00 r_J pour (X petit 

et une inégalité de type Burkholder-Gundy entre !MF I et r M IF Ir avec un E en 

exponentielle. 

Il est intéressant 1 par contre, de voir que les résultats LP pour la fonction 

maximale vectorielle ( corollaire 3 . 4) sont obtenus comme une conséquence du lemme de 

Whitney, et donc des axiomes d I espace de nature homogène, et non comme une conséquence 

du lemme de Besicovitcll, comme le laissait supposer le lecture de [6]. 

4. FONCTION MAXIMALE ASSOCIEE A UNE SUITE DECROISSANTE DE RECTANGLES. 

Soit (Si)iE:Z une suite décroissante de rectangles centrés en OE:Rn, dont le 

diamètre tend vers 0 lorsque i + +oo. On suppose que la suite 1 S. 1 n' a pas d' autre 
1 

point d'accumulation que 0. Le lemme fondamental suivant est dû à De Guzman [5] . 

LEMME. Si à chaque élément x d'un ensemble borné E de Rn on associe 

un rectangle R = x + S.( )' X IX 
il existe une suite (R ) de ces rectangles qui recouvre 

X. 
J 

E 
' 

et telle que chaque point de E appartient au plus à n 2 rectangles. 

. 
Dans ce paragraphe, Mf désignera la fonction maximale de f par rapport à la 

Il existe une version du lemme de la bonne fonction pour les rectangles : 

LEMME (4.1). Soit K =UR. 
l 

réunion de rectangles tels que chaque point x 
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appartienne au plus à 2n de ces rectangles. Notons R. le rectangle de même centre 
J 

,..._, ~ 
que R. mais de côtés quadruples. Posons K = U R .• 

J J 

Si f est une fonction localement intégrable, on définit la bonne fonction h par 

h(x) c:: f(x) si x f:: K 

X.(x) ·J 
h(x)=~ .2.__ t.(u)f(u)du 

L-J 1 1 - 1 
R. 

1 

si x € K 

où X. est la fonction caractéristique de R. et 
1 1 

x.(x) 
1 ~ . (x) = 

1 
T""r > - . Alors 

1 L . x 1 2
n 

j J 
n"" ...., ~ ,.,,, 

Mf(x):::; 8 M f(x) pour tout x r/ Kt M étant l'opérateur associ~ à la suite (Si). 

Démonstrat}.ç:>ri,. Soit x (/ K, et R = x + S. tel que R n K t </). 
10 

Soit J 

l'ensemble des indices j tels que R n R. ,J. <j) • Comme pour le lemme (3 • 1 ) , on 
J 

montre que 

l f(u)du:::; 2nJ h(y) dy. 
RnK UR. 

J J 

~ Supposons qu I on ait montré que U R. c R, alors 
J J 

~ r f(u) du:::; 
2n J~ h(u) du:::; 2nAn. 2 f ~ h(u) du 

JR IR I R IR I JR 
n ,.,.., 

:::; 8 .Mh(x). 

Montrons que R n Rj -1= <j) entraîne ~ 

Ona RnR./-Q 
J 

~ 
X (/R. 

J 

x est le centre de R . 

Il découle que le rectangle R a au moins un côté plus long que le côté correspon-

dant du rectangle R .. 
J 

En effet, prenons R. centré en O, 
J 



R. = {y 1 1 y 1 ::; a , 1 ::; m ::; n} 
J m m 

et prenons 

~ Si xE:R ., il existe m 
J 0 

tel que I x 1 m 
0 

> 4a • Si R n R. ,/; 50 m J 
0 

il existe y 

tel que I y
111 

1 :.S am et 1 y m - xm 1 :.S bm pour tout m. Alor1s 

donc 

Les deux rectangles R et R. étant des translatés de la même suite décroissante 
J 

39. 

~ (S.) on conclut que R est de fonnat supérieur à R.. Il est dès lors évident que R 
l J 

contiendra R. car1 les deux rectangles R et R. se coupent, et R est le plus grand. 
J J 

THEOREME (4.2). Si F est une fonction à valeur1s dans er (1 < r < oo) 

Ar ne dépend que de la dimension et de r. 

Dérnq_,nstration. Nous supposerons, pour' commencer, que 1 S. 
1 

1 > 
2
1 1 S. 1 pour 

H 1 

tout i. 

Soit n = { M IF Ir > À} • Pour chaque xE:0 soit Rx le plus grand rectangle 

x + S. tel que 
l 

-
1-J. IF I du> À.. 

·1s. 1 x+S. r 
l l 
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Par le lemme de De Guzman, il existe une suite R. = R telle que n c UR., 
J xj J 

et chaque 

~ ~ point x appartient au plus à 2n rectangles R.. Soit 
J 

K = U R. et K = U R .• 
J J 

On a !KI ,;; L !Rjl ,;; L { JR. !Flr dx,;; f J IF Ir dx et 
J 

Il suffira donc d 1 évaluer 

On associe à chaque fonction coordonnée fk une borine fonction hk. On pose 

~ K par le lemme (4. 1 ). 

On voit facilement, comme pour le théorème (3 . 2), que 

Pour majorer l H I r nous utilisons la maximalité des rectangles R .• 
J 

Si R! est le 
J 

rectangle de même centre que R. mais de "format" immédiatement supérieur dans la 
J 

suite (S), alors la moyenne de 1 FI n I est plus supérieure à À sur R ! . Par 
r J 

notre hypothèse sur la mesure des Si, 1 Rj ! ::; 2 . 1 Rj 1 , et conc 

-
1-J IFI dx::;2.À. 

IR. 1 R. r 
J J 

Donc, pour xCK, 

::; L X/x) J ~.(u) IF 1 (u) du 
IR. 1 R. 1 r 

1 l 

{par l'inégalité de Minkowski généralisée) 

:5 L L.(x).- 1-•J IF! du 
l IR. 1 R. r 

l 1 
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1 H 1 ::5 211+ 1 . À partout. r 

Alors 1 { xtK 1 1 MF! r(x) > À }I ,,; !{I Ml11 r > {n}I 

( Ce passage est permis parce que 11 inégalité maximale sur Lr (Hn) est vraie pour l' opé-

- ,...,, 
rateur M : (S.) est aussi une suite décroissante de rectangles dont la diamètre tend 

1 

vers 0). 8nr A 
= À; r jlH !~ dx 

8nr A 
::-=; -- • E.2(n+1)(r- 1) À r- 1 JIH I dx 

Àr r 

A' 
::-=;fJIF!rctx. 

Il reste à lever 11 hypothèse 1 S. 
1 

1 > 
2
! 1 S. 1 • Si (S .1) est une suite ne satisfaisant 

H 1 1 

pas cette condition, on peut la plonger dans une telle suite (S.) en ajoutant autant de 
1 

rectangles qu I il faut entre les rectangles de la suite (S.'). 
1 

La fonction maximale associée 

à la suite (S.) majore la fonction maximale associée à la suite (S.'). 
1 1 

Les méthodes utilisées dans les paragraphes précédents ne permettent pas de prouver 

une inégalité de type Burkholder-Gundy entre !MF I et MIFI . r r 

Nous pouvons néanmoins montrer des résultats LP et des résultats exponentiels 

en généralisant la méthode de Fefferman et Stein. 
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THEOREME (4.3). Si F est une fonction sur Rn à valeurs dans er 

(1<r<oo} 

(1) Il !MFI Il :5; A . Il !FI Il 1<r,p<oo avec A == 0( 1/r) lorsque r p r,p r p r,p P 
p '700 

(2) J exp( ex I MF Ir) dx < oo pour (X assez petit et !si< oo. 
S r 

Q.éf!lS?!!s!~- ( 1) implique (2) par la méthode habituelle ( [8] , tome II, p. 119). 

Montrons ( 1 ) • 

Faisons d'abord la remarque suivante. La fonction maximale Mf, pour' une foncUon 

f : Rn + H +, est majorée par la composée des fonctions maximales ordinaires sur chaque 

variable 

En appliquant le théorème de Fefferman et Stein à chacune des fonctions maximales 

partielles, on obtient trivialement : 

ll!MFI Il ::;en .1/IFIII. r p p,r r p 

Comme C = 0( 1/r) 
p,r P lorsque p -i,, co, on a 

en = O( n/r) p,r p • 

Nous devons donc employer une autre méthode pour obtenir la croissance en O(p l/r). 

LEMME. Si f, <P ?:: O sont localement intégrables, 

J r J r~ (Mf) cp dx::; Br f M <p dx (1<r<co). 

La démonstr1ation de ce lemme est presque identique à celle exposée dans la conclu-• 
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sion du dernier paragraphe. On emploie ici le lemme de De Guzman à la place du lemme 

de recouvrement de type Besicovitch. 

Montrons maintenant ( 1 ) avec la bonne croissance. 

Pour 1 < p s; r, le résultat Lp s'obtient pal" la remarque précédente, ou 

encore directement, par interpolation entre l'inégalité faible L 
1 du théorème (4. 2) et 

11 inégalité triviale où p = r. 

Supposons donc p > r : soit q = e et q' = -9.... r q-1 

=B J!Flr. Mcpdx r r 

,; s,,(J I F!~q <1x) l/q. IIM rp llq, 

s; Br 11 1 FI r 11~ • A~: . l!c,o l lq, . 

En prenant cp sur la boule unité de L q 
I 

et en passant au sup, 

est la constante obtenue par interpolation entre 11 inégalité faible 

On sait qu I alors, 

lorsque p + oo • 

f dx et 11 inégalité IIMf!! s; J!f/1 (Th. Marcinl<iewicz). 
00 00 

A q: = 0(- 1-) lorsque q 1 -> 1. 
q q'-1 . 

Pour r fixé, 1 p-r (.) --=-=Ü-p q'-1 r 

Remar1que. Dans ce paragraphe 4, on peut remplacer la suite (S.) par une famille 
1 
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pour des fonctions k 1 , ... , kn décroissantes sur R. 

En effet, si par exemple, les fonctions k 1 , ... , kn sont continues, N ( t) = 1 Rt 1 

est une fonction continue décroissante sur R. On choisit t. (i€Z) tel que 
1 

1 N(t.) == - .• 
1 21 

L'opérateur maximal associé à la famille (st. )i€Z est équivalent à 
1 

11 opérateur• maximal associé à la famille (St\E:R. 
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