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Exposé n°1 

Soit 

sur }: 

et d'un 

OPERATEURS ACCRETIFS 

exposes de Ph. BENILAN et H. ATTOUCH 

rédigés par C. PICARD 

,r un espace de Ban a.ch rêel, da du.a.1 A 

est notée 1 • 1 . le produit scalaire , 
élément de X' est notê ( . , . ) . 

X' 

d'un 

Pour éviter les confusions, on notera [x, y] 
x et l'èl~ment y. 

1 L ' 1. . d 1 • _, • ~p 1. c at J.on_ de _ .t~i:.=_l. te. 

. ln norme 
' 
êLement de 

le couple 

X 

D~finition : on appelle application de dualité de X l'applica­

tion W &e X dans @(x') d~finis p~~: 

W(x) = {we:tX' (x,w) -- 1 xj lwl et 

Il revient au même d'écrire 

W(x) == {ve X' ( x, w) 
2 

1 xi et 1 w 1 ... < 1 xi} 

D'aprês le th6or~me de Ha~n-Bannch, ~(x) est non vide, 

On v~rifiera ais~nent que c'est une partie convexe et ferE,e 

(et 11ê:me -11-faibler.:.ent fern6e) de X9 • 
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Proposition 1.1. Si X' est strictement convexes alors, pour 

tout XE.X, W(x) a un seul élênent. 

Démonstration Supposons que et appa.rtiennent à W(x) 

et .que wl # w2 

lw1I lw2I 1 xi (x, 
wl+w2 

1 xi 2 
On a = = et 2 ) = ' 
d'où 

wl+w2 
1 2 1 < 1 xi puisque X' est strictement convexe• et 

wl+w2 
1 2 1 ~ lxl • Il y a donc contradiction, 

Si en particulier X est un espace de Hilbert, W(x) est 

constitué par le produit scalaire : y -+- (xly) , 

Proposition 1,2, Gi X' est unifornêoent convexe, alors W 

est uniformément continue sur tout borné de X. 

Démonstration : W est une application univoque car X' est 

strictement convexe puisque uniformément convexe. 

W étant positivenent homogène et lw(x)I = lxl , il 

suffit de montrer que W est uniformément continue sur la sphère 

unité de X • 

Soient X et X' ~ X t C l s que I X 1 = 1 X 1 1 = 1 • 

On a ( X 'w ( X ) + w ( X ' ) ) = ( X , w ( X ) ) + ( X ' , w ( X' ) + ( x- X' • w ( X ' ) ) 

donc 1 w ( X ) + w ( X ' ) l -1" 2 - J x- X 1 1 • 

Or, puisque X' est uniforménent convexe, étant donné E>O , 

i 1 existe ô > 0 te 1 que I W ( x ) 1 = 1 W ( x ' ) 1 = 1 , 1 W ( x ) + W ( x ' ) 1 :> 2- ô 

entra În e I W ( x )- W ( x 1 ) 1 < e: • 

Donc, si lx-x' 1 < ô , on a jw(x)-W(x' )! < e:. 

Proposition 1,3, 

1) W est monotone, c'est-i-dire 

l/ x , y e. X , 't/ v é:. W ( x) , Y w e W (y) , ( x-y, v-w) ➔ 0 • 
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2) W est demi~fermé, c'est-~-dire que le graphe de W est 

fernê dans X >C X' , X étant muni de la topologie forte et X' 

de la topologie faible. 

Démonstration : 

l ) ( x-y, v-w) 

2) Montrons que s1 

(y,v) - {x,w) 

IYllvl - lxllwl = (lxl-lYl) 2 ~ 0 

x tend vers n 
x forte@ent dans X et s1 

w <= W ( x ) te n d ve r s w fa i b 1 e ment dan s X ' , al o r s w e;. W ( x ) , n n 

(x,w) = lim (x ,w ) = lin 
n n n n 

et I w 1 ... < 1 io I w n 1 = 1 x 1 , donc w E.. W ( x) , 
n 

Proposition 1,4, W est sous-gradient de f 

c'est-à-dire : 

W(x) = {w1; X' ; V y~X, IYl 2 
- lx12 

>,.. 2(y-x,w)} = ar(x) 

Démonstration Supposons d'abord que w appartienne à W(x) 

quel que soit y€. X , on a 

donc w <E- a f ( x ) , 

Supposons inversement que w appartienne à 

a:r(x) ; soient z E.X et t>O , Pour y= x+tz nous avons : 

d'où en divisant par t et faisant tendre t vers O , 

V ZEX, (z,w)-$- lxl lzl 
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Il en résulte que : 

et 
2 

(x,w) ~ Jxl • 

D'autre part 

d'où en divisant per t<O et faisant tendre t vers O, 

Ainsi w<=.W(x) , 

Voici deux corollaires qu1 seront utiles dans l'étude des 

équations d'évolution : 

Proposition 1,5. (Kate), Soit u une application de l'intervalle 

I ..d.w:l.Ji 

1 ul est 

X ; il u est faiblement dérivable au point t • et s1 
0 

dérivable en ce noint, .Q.!L...Q:., pour tout w e. W(u(t ) ) 
0 

En effet, d'après la proposition 1,4, on~ 

'rfw<=-W(u(t")), V.tE..I, lu(t)l
2 

- lu(t )12
? 2(u(t)-u(t ),w) 

~ 0 0 

Par suite 

lim 
t+t 

0 

t>t 
0 

lirn 
t+t 

0 

t<t 
0 

lu(t)l
2 

- lu(t )12 
0 

t - t 
0 

lu(t)l
2 

- lu(t )12 
0 

t - t 
0 

)j, lin 
t-+t 

0 

t>t 
0 

❖ lin 
t-+t 

0 

t<t 
0 

u(t)-u(t ) 
2 ( 0 

t - t 
0 

u(t )-u(t ) 
2 ( 0 

t - t 
0 

, w) 

, w) 
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d'où 1 e rê s ul ta t • 

Proposition 1.6. Soit u une application de l'intervalle I 

~ X• fortement absolnnent continue et presque partout 

fortement d~ri~a~le. Les assertions suivantés sont équivalentes 

( i) u( t) est ci€c:toissante. 

(ii) Pour presque to.Î.lt t , il .ex.iste w eW(u(t)) tel que 

(u'{t),w) ~ 0 • 

(iii) Pour presque tout 

(u'(t),w) ~ 0 • 

t , • quel que; soit weW(u(t)) , 

Rappelons que si X est réflexif, alors u est presque 

partout fortement dérivable dès que u est fortement absolument 

con t in ue ( c f • [ 4 ] , p • 5 0 5 ) • 

Démonstration : t ~ lu(t)I est absolument continue sur I 

donc presque partout d~rivable, donc, d'après la proposition ·1.5, 
pour presque tout t, on a 

d 1 12 V we.W{u{t)) , dt u(t) = 2(u' (t ),w) , 

Il en rfsulte que i) implique iii) et que ii) inplique i). 

Puisque iii) implique trivialement ii), la prcposition est 

démontrée. 

Ter~incns ce paragraphe par un le~me qui sera utile dans 

l'étude des opêrateurs accrêtifs. 

Proposition 1.7. (Bênilan). Soient x ~ y deux élê1:1ents de X ; 

il existe a.u nsins un élénent w .e. W(x) tel qu'on ait 

w {y) = lin !x+tyj2 - lxl2 
t+O + 2t 



Démonstration : Il suffit de montrer l'existence d'une forme 

linéaire continue f vérifiant f(x) = 1 xi 1 1 ri = 1 et 

f(y) = lim 
+ t-+O 

!x+tyl-lxl 
t • 

En effet cette limite À existe (c'est la dérivée à droite à 

l'origine de la fonction convexe t --.. !x+tyl) • S'il existe 

une telle forme f I la forme w = lxlr conviendra, 

Or, d'après la convexité, on a 

( l ) 1 x+ty 1 - 1 X 1 ~ À t (tE-ffi) • 

Supposons x et y linéairement indépendants (on traitera 

aisément le cas où x et y sont linéairement dépendants). 

Soit z = ux + ty un point quelconque du sous-espace à deux 

dimensions engendré par x et y. 

Posons 

f(z) = ulxl + tÀ • 

On a évidemment f(y) = À et f(x) = lxl • D'après le théorème 

de Hahn-Banach, tout revient à: prouver qu'on a f( z) {: 1 zl • 
Or, pour u=l , on a, d'après (1) 1 

f ( Z ) = 1 X 1 + t À ~ 1 X+ t Y 1 = 1 Z 1 

et la même inégalité a lieu pour u~O • 

Pour u=-1 on a, toujours d'après (1) 1 

f(z) = -lxl + tÀ ~ - 2lxl + lx+tyl.s 1-x+tyl = lzl 

et la même inégalité a lieu pour u~O I ce qui achève la 

démonstration. 
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2. Opérateurs multivoques accrêtifs au sens de Kato. 

2,1, Opérateurs multivoques, 

Définition s : 

Pour la suite, on dira que 

est une application de X 

L'ensemble D(T) = {x12:X 

T est un opérateur de X si 

dans :s'( X) , 

Tx # ~} est appel~ domaine de 

et R(T) = U Tx image de T , 
Xt.:X 

T 

T • 

On appelle graphe de T, noté encore T, le sous-ensemble de 

X x X tel que 

T = {[x,yj ; XE:D(T), YŒTx}. 

Un opérateur est évidemment défini par son graphe, 

La somme T+S des opérateurs T et S est l'application 

x 12. X +--+ Tx + Sx eè J (X) , 

Le composé TS des opérateurs T et S est l'opérateur dont 

le graphe est : 

TS = { [x, y J ; ] z E. X [X, z J E. S , [ z, yJ E. T} 

L'inverse T-l est l'opérateur dont le graphe est 

T-l = { [x,yJ ; [y,xJ e.. T} 

2,2, Définition d'un operateur accrêtif au sens de Kato. 

Définition (Kata [3] ), On dit que l'opérateur T de X est 

ac c rétif si : 
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y [X' y] E T ' V [X' 'y' J € T ' 3 w E w ( x-x 1 ) 

Proposition 2.l. Pour qu'un opérateur T soit accrétif, il faut 

et il suffit Qu'on ait 

( 3 ) V [x,y] 6. T , V [x' ,y'] 0 T , Y >.>O lx-x'+>.(y-y') 1 ~ lx-x' 1 

~, ce qui revient au même, que l'opérateur (I+ÀT)- 1 soit une 

contraction pour tout 

En effet supposons que T soit accrêtif au sens de Kato ; 

soient [x ,Y J et [x' ,y'] deux êl~ments du graphe T , et soit 

w~W(x~x') tel que (y-y',w) ~ 0 ; pour À>O on a 

jx-x' 1
2 :: (x-x' ,w) ~ (x-x'+À(y-y' ),w) ~ lx-x'+À(y-y') 1 lx-x' 1 

d'où la relation (3). 

Supposons inversement que la condition (3) soit satisfaite ; 

soient [x,yJ et [x' ,y'] deux éléments de T ; d'après la 
proposition l.7 il existe un êlêment w <=-W(x-x 1 ) 

(y-y' ,w) = lim. 
À ➔ÜT 

2 lx-x1 +À(y-y')I -
2 

1 x-x' 1 

tel qu'on ait 

quantit~ ~ 0 d'après l'hypothèse faite, donc T est accrètif. 

La seconde partie de l'~nonc6. est immidiate : la condition 

(3) exprime que (I+ÀT)~l est une application univoque de 

(I+ÀT)(X) dans X , ~ui diminue les distances. 

2.3. Equation d'évolution avec onérateur accrétif. 

Soit 

la relation 

( E) 

(Tt)t~I une famille d'opérateurs de X ; considérons 

dx(t) 
dt + Tt x(t) ~ 0 
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On dit que u est solution forte de (E) si u est absolument 

continue, presque partout dérivable et si pour presque tout t 

Proposition 2.2. Soit ( T) une famille d'opérateurs accré-t t<d -
tifs de X • si u et , - v sont solutions fortes de (E), alors 

t 1----+- I u ( t )- v ( t ) 1 e s t dé c rois s ante • 

~~~~~:~~~~i~~ : D'après la proposition 1.5, pour presque tout t , 

t/ we.W(u(t)-v(t)) d 
' dt lu(t)-v(t)l

2 
= 2(u' (t)-v' (t),w) 

Or,pourpresquetout t ,-u'(t)<f-Ttu(t) 

donc, puisque Tt est accrêtif, il existe 

te 1 que ( u 1 ( t )- v' ( t ) , w) ~ 0 • 

Ainsi lu(t)-v(t)j est décroissante. 

et -v'(t}E.Tt v(t), 

w E. W(u(t )-v(t)) 

Conséquence. Il y a unicitf ~ droite pour les solutions d'une 

équation d'évolution avec opérateur accrêtif. 

2.4. Exemples d'opérateurs accrêtifs. 

1) Si T est un opérateur de l'espace de Hilbert H , 

T est accrêtif si et seulement si on a 

V [ x, y] E. T , \;/ Lx' , y I J e. T , ( y~y' , x- x' ) ~ 0 

c'est-à-dire si T est monotone. 

2) Soit A un opérateur de X. 

Soit ,/b l'opérateur de Y = LP( [0,1] ,X) (l<p< 00 ) défini par 

Si A est accrêtif, alors .Jb est accrétif. 
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En e f f e t : s o i en t I f , g I e .ft , 1 f 1 
, g 1 1 <= u"t e t À > 0 • 

On a 

d'où 1 1/p 
<J

0

lf{t)-f'(t)+À{g(t)-g'(t))!P dt) 

1 
~ (J

0

lr<t)-f''(t)lp 

c'est-à-dire 1 r - r ' + À ( g- g , > 1 >, 1 r - r ' 1 • y y 

1/p 
dt) 

3. Opérateurs multivo~ues accrêtifs au sens de Browder 

(B-accrêtifs) et semi-groupes. 

• 

Définition. L'opérateur T de X est dit B-accrétif (accrétif 

au sens de Browder) si 

Y r X ,Y] c;: T v' [x' y'] e .,, , - , - , \/ w ~ W ( x- x' ) , ( y-y ' , w) ~ 0 • 

Conséquences immédiates, 

Si T est B-accrêtif et S accrétif, alors T+S est accrétif. 

Si T et S sont B-accrêtifs, alors T+S est B-accrêtif. 

Si T et S sont accrétifs, T+S n'est.pas nécessairement 

ace rétif. 

Définitions. On appelle semi-groupe continu de contraction non 

1 in ê ai r e sur C c X une fa mi 11 e ( S ( t ) ) t ~ 0 d ' a pp li c a t i on s de C 

dans C telles que 

V t~O , S(t) est une contraction 

'ri t,s~O , s ( t) s ( s ) = S(t+s) 

S(O) = I 

y XE X , lim S(t)x = X 

t-+0+ 
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On appelle génêrate,ur fort de ce semi-groupe l'opérateur T 

défini par 

D ( T) ={ x '=-X ; lim 
t➔O 

+ 

Tx = lim 
t ➔o 

+ 

x-S ( t.) X 

t 

4-S(t)x 
t 

existe} 

On appelle générateur faible de ce semi-groupe, l'opérateur 

défini par 

D(T ) = { x ë X ; w lim 
x-S(t )x existe} 

w 
t-+0 t 

+ 

T X = w lim x-S(t)x 
w 

t➔ O 
t 

+ 

Remarque. Tc:. T • 
w 

rp 
-w 

Proposition 3.1.Les générateurs fort et faible 

semi-groupe continu de contraction non linéaire 

sont B-accrétifs. 

T et T d'un 

Démonstration Soient 
---------=------

(T x - T x' ,w) = 
w w 

= lim+ 
t-+0 

w -
(S(t)).,t>,,0; 

x, x 1 14D(T) 
w 

et WE.W(x-x') 

1 ' 1 2 t x-x 1 -

x'-S(t )x' 
t 'w) 

( 8 ( t ) X- S ( t ) X' 1 W) • 
t 

Or ( S ( t ) X- 8 ( t ) X 1 , W ) ,:(. 1 S ( t ) X- S ( t ) X 1 1 1 W 1 ~ 
2 

1 X- X 
1 

1 • 

Ainsi ( T x-T x' , w) 
w w 

c'est-à-dire que 

pour tout 

est B-accrétif. De 

D(T) 
w 

et WGW(x-x'). 

... 
meme T est B-accréti:r • 
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Proposition 3.2. Soit T un opérateur univoque de X. On suppose 

que pour tout x-s:D(T), il existe o>O et une application u 

de [O,o [ dans X , dérivable, telle que 

u ( 0 ) = x et u' ( t ) + Tu ( t ) = O • 

Alors, si T est accréti.f, T est B-acérétif• 

Démonstration 

que : 

Soit Y"=-D(T) et v définie sur [o;ô 1 [ telle 

v(O) = y et v'(t) + Tv(t) = 0 

Pour tout w E. W(x-y) , 

or 

( Tx-Ty, w) v(t)-y ) 
t ,w 

- lim+ [(v(t);u(t) ,w) + ! lx-y12J 
t-+0 

l( v(t)-u(t) )I ];_ I 12 t , w ~ t x-y - , car ju(t)-v(t)I est décrois-

san te sur [ 0 , in f ( cS , ô ' ) ] (Proposition 1.6), d'où (Tx-Ty.w) ~ 0 , 

Conséquence. Soit T une application localement lipschitzienne 

définie sur un ouvert de X. Si T est accrétif, alors T est 

B-accrêtif. 

4. Opérateurs m-accrétifs. 

Définition. Un opêrateur T de X est dit m-accrétif si, pour 

tout À>O , (I+ÀT)- 1 est une contraction définie sur X tout 

entier. 
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Lemme. Soit T un oEérateur accr2tif; soit 

s'il existe µ tel que R(µ +T) soit un voisinage de µ x +y 
0 0 0 0 0 

(resp. R(µ
0

+T)=X) , alors, pour tout µ>O , R(µ+T) est un 

voisinage de µx +y (rcsp. R(µ+T)=X) 
0 0 

En effet , comme (µ
0

+T)-l est une application (univoque) 

de R(l-1 +T) dans X , on a 
0 

( µ +T) • 
0 

Or, pour 

R(µ +T) 
1 1 (µ-µ )(µ +T) -l t t t· d µ -µ < µ es une con rac ion e 

0 0 ' 0 0 

0 
dans X , par conséquent R(µ+T) est un voisinage de 

µ x +y (res:p. 
0 0 0 

(en itérant). 

R(µ+T)=X) pour µ E.]0,2µ[ , d'où le lemme 

Voici deux applications 

Proposition 4.1. Pour qu'un op~rateur T de X soit m-accrétif, 

il faut et il suffit gu'il soit accrétif et qu'on ait R(I+T) ~ X , 

En effet, d'après le lemme, on a R(µ+T) = X pour tout 

Proposition 4 2. Soit T un opérateur m-accrêtif et soit .,, - , 
une application localement lipschitzienne de X dans X; on 

suppose que T+T
1 

est accrétif; alors T+T
1 

est m-accrêtif. 

µ>O • 

E~~~~~!!~~!2~ : Il s'agit de prouver que, pour tout À>Ü, on a 

R(I+À(T+T 1 )) =X, ou encore que cet ensemble est ouvert et ferm6. 

Montrons qu'il est fermé : le gr3phe de 

puisqu'il est isom&trique au graphe de l'application 

est fermé 

(I+ÀT)-l, 

qui est continue et définie sur X tout entier. Donc le graphe 

de I+À(T+T
1

) est ferm~, car cet op~rateur est la somme d'un 

opêratèur fermé et d'une application continue partout définie, 

L'application (I+A(T+T
1

))-l ~~ant continue et ayant un graphe 

fermé, son domaine R(I+À(T+T
1

)) est ferl!l.é. 
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Il est voisinage de chacun de ses points en effet• 

soit x E. D(I+À(T+T
1

)) ; il existe un voisinage u de x tel 

que la restriction de .... 
a u soit k-lipschitzienne. on a : 

Puisque (I+>.T)(u) est voisinage de (I+>.T)x (car (I+>.T)-l 

est continue) et que ÀT
1

(I+ÀT)-l est contractante pour ~<1/k, 

fr+À(T+T 1 )J(u) est voisinage de (I+À(T+T
1

))(x) pour >.<1/k • 

d'où le résultat, 

Un opérateur m-accrétif est évidemment maximal dans l'en­

semble des opérateurs accrétifs. Donnons quelques conséquences 

de cette remarque : 

Proposition 4.3. Supposons que l'apflication dualité W soit -
univoque et continue (ce qui est le ces si X 

• 
est uniformément 

convexe). Soit T un opérateur accrétif • la fermeture T de T 

dans X x Xw est encore un opérateur accrêtif, 

Démonstration : Soit [x,ilE T et soit [x' ,y'] e:T. Il existe 

[x.,y.]E.T tel que x. tende fortement vers x et y. fai-
i l l l 

blemcnt vers y , Pour tout élément [~,n] de T on a 

~n-yi,w(~-xi))~ O, d'où, à la limite, (n-y,w(~-x))-? O • Il 

suffit alors de faire tzndre fortement ç vers x et faiblement 

n vers y pour obtenir la relation cherchée (y'-y,w(x'-x))-? 0 • 

Corollaire, Si W est univoque et continue et s1 T est 

accretif maximal {en particulier m-accrêtif), alors T est 

demi-fermée. 

Proposition 4.4. Soit T un opérateur B-accrétif; l'opérateur 
~ 

T g_ui à x es: D(T) associe conv(Tx) 1 envelo1œe convexe fermée 

de Tx , est encore B-accrétif. 
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Démonstration : Soient en effet x et x' dans D(T) , 

y~ conv(Tx) y' e. conv(Tx') ; on a y = t a. . Yo ' 
y' = r a. ! y! 

' , 
1 1 l. 

I' avec a.~o a.!~ 0 a. . = f Cl. ! = 1 y.<=- Tx y! e.Tx' (i=l, 
' ' l ' 

, , . 
1 1 1 1 1 l. 

• • , n) ; pour tout élément ,·TE. W(x-x') et tout l. , on a 

(y.-y!,w)~ 0, d'où 
1 1 

(y-y! , w) ~ 0 • 
1 

Corollaire. Soit T un opérateur B-accrêtif maximal (en parti­

culier m-accrétif et B-accrétif; on dit alors que -T est 

hyperdissipatif) i alors, pour tout X<:.D(T) , Tx est un 

convexe fermé. 
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Séminaire sur les semi-groupes 

et les operateurs non lineaires 

Orsay 1970-71 

Exposé n°2 

EQUATIONS D'EVOLUTION NON LINEAIRES 

exposé de H. ATTOUCH 

Les notations utilisées sont celles de l'exposé n°1. 

Nous aurons besoin àes propriétés classiques des espaces de 

Banach uniformément convexes que nous rappellerons brièvement 

1) Thêor~me de Milman 

réflexif. 

Un Banach uniformément convexe est 

2) Theorème de projection : Dans un Banach réflexif, stric­

tement convexe ( a fortiori dans un Banach uniformément convexe) 

un convexe fermé non vide admet un unique élément de norme mini-

mum. 

3) Soit 

ment convexe 

suffit que 

( X ) 
n ne.N une suite d'êlêments d'un Banach uniformê-

vers 1 X 1 • 

X n 

pour que 

converge 

X 
n 

converge vers 

faiblement vers X 

X ' 

et 

il faut et il 

g_ue 1 X 1 n 
converge 

4) Exemples d'espaces de Banach uniformément convexes 

. les espaces de Hilbert ; 

. les espaces 1P et _iP pour l<p<oo; 

• les espaces de Sobolev, 

Pratiquement tous les espaces (ainsi que leurs duaux) que l'on 

est amené à utiliser dans ce type de problème, rentrent dans 

cette catégorie. 

Nous nous proposons~ pr~sent de d6montrer le Thfor~me 

suivant 



mh - ' (-x ) 
T eoreme • Soit X un espace de Banach dont le dual X' est 

uniformément convexe ; soit A un opérateur m-accrêtif dans X • 

quel que soit 1 9 êlêment x E D(A) , le système 

( I ) 
(du+ 
} dt Au 3 0 

lu(O) = x 

admet une solution et une seule autrement dit il existe une 

fonction u absolument continue, P•P• dérivable sur 

une seule gui vérifie 

u'(t) + Au(t) 3 0 .l2..!..E.!. et u(O) = x. 

De ul us on a u ( t) E D (A) pour tout t E: [0, 00 [ 

et lu'(t)I .:$- IAxl ~ 

où on a posé 1 Ax 1 = in f { 1 y 1 ; y e: Ax} • 

Remarques préliminaires, 

[0, 00 [ et 

1) On a vu {exposé n°1, proposition 2.2) que le système (I) 
admet au plus une solution. D'une manière plus précise, si v 

est une solution du système 

dv 
dt+ Av 3 0 v(O) = y 

on a 

( t~O) 

2) Il 

S(t) : X 

résulte de cette remarque q_ue l'application 

u ( t) 

(non linêaire) sur 

, définit un semi-groupe continu à contraction 

D(A) , qui s'étend par continuité à D(A) ; 

on dira que ce semi-groupe est engendrê par A. 

3) Contrairement au cas linéaire, la solution u de (I) n'est 

(*) Voir l'article de J.R. DORROH, cité [2] dans l'exposé n°1. 



pas nécessairement de classe c1 , mais seulement lipschitzienne. 

Pour ftablir l'existence de cette solution u, on va s'ins­

pirer de la méthode classique utilisée dans le cas linéaire, qui 

consiste à approcher A par un opérateur continu. 

Approximation de Yosida. 

Soit A un opérateur 

tel qu'on ait R(l+A) =X• 

m-accrêtif, ctest-à-dire accrétif et 

Posons J = (l+ÀA)-l {X>O) ; J, 
. À fi. 

est une contraction définie sur X • 

L 'opérateur A 
1 =- (I-J) 
À À 

est l'approximation de Yosida 

de A , d'indice ~ • 

Voici quelques propriétés de cet opérateur : 

1) AÀ. est dé fini sur X to ut-entier, et univoque. 

2) AÀ est linschitzien, de r e.ppo rt 2/À • 

3) AÀ est accrêtif ; en effet, pour deux éléments quelconques 

X et y de X , on a 

car J est une contraction. 
À 

4) Pour tout xe. X , ~ AÀx E.A(JÀx) • 

En effet 

par con sé quen t 

-1 
,JÀx = (I+XA) x, donc x = JÀx+Ày, avec 

x-JÀx 
AÀx = À ~ y appartient! AJÀx. 

5 ) Po ur tout x e D ( A ) , ~ 

En effet soit 

donc 

[x,y],:2 A; on a JÀ(x+Xy) = x, d'où 

x-J X 
À 

À 
= 

J À ( x+ Xy) 

À 

y E AJ À X; 



et ceci pour tout yeAx, d'où le rèsultat. 

ConstructiQn de la solution u ~ 

Considérons le probl2me approché 

(II)À 1 
duÀ 

A À uÀ 0 a:r- + ::: 

uÀ(O) = X 

ou AÀ est l' a:pproximat ion de Yosida de A • 

Comme A est partout dêfinie et lipschitzienne, le problème 

de Cauchy (II)À admet une solution unique uÀ; on va voir que 

uÀ converge uniformément sur tout intervalle borné [o,TJ lors­

que À tend vers O. 

En effet d'apres la proposition 1.5 de l'expose n°1 9 on a 

1 
d lu (t+h)~u (t)l 2 ~ (u'(t+h)~u'(t) , W(uÀ(t+h)-uÀ(t))) 

2 dt À À À À 

Pour h>O et s~t on a donc 

• 

Faisant tendre h vers O , il vient 

Pour s~o et t)O on obtient 

(voir propriété 5) de l'approximation de Yosida ; rappelons qu'on 

a supposé x~D(.A)) • 



Soient alors À et µ dei.lx nombres >0 • On a 

car A est accrêtif et on a AÀuÀ(t)~A(JÀuÀ(t)) et 

J\. u (t)E:.A(J u (t)) (:propriêtê 4) de l'a::;i:plication de Yosida), 
µ µ µ µ 

Compte tenu de la relation (1), il vient donc 

d'où en intégrant 

,,, 
(2) juÀ(t)-uµ(t)l

2
~ 4jAxl J:lw(JÀuÀ(t)-Jµuµ(t.)) - W(u>.(t)-uµ(t))I dt 

Or on a 

donc I uÀ (t )-uµ (t) I ~ 21' jAxl ect ':'Jor!lêe sur (o,TJ indépen-

damment de À et µ • 

D'autre part on a 

jJÀu, (t)-J u (t)-(u, (t)~u (t))I < luÀ(t)-J,uÀ(t)l+lu (t)-J u (t)f 
/1. µ µ /1. µ ' ,\ ~ )J µ 

,< À I A.À UÀ ( t ) 1 +µ 1 !\ Uµ ( t ) 1 

-!- ( À +lJ ) 1 A x 1 

d'apr~s (1), 



Comme W est uniformément continue sur les parties bornées 

de X (exposé n°1, proposition 1.2), il résulte de (2) que la 

famille {uÀ}À>O est de Cauchy lorsque À tend vers O • 

Donc uÀ converge uniformément sur tout intervalle borné lors­

que À tend vers O. On appellera u la fonction limite. 

La fonction u est solution àe {I). 

Introduisons l'espace Y= 1
2

( [o,T] ,X) et l'opérateur <.,,4; 

de Y défini par 

nous admettrons provisoirement ce lemme technique 

m-accrêtif et demi-fermé. 

Jt est 

Alors le rfsultat s'en déduit facilement : lorsque À tend 

vers O , uÀ tend vers u dans Y, puisque uÀ converge uni-

formément vers u sur 

dans Y, puisqu'on a 

[o,T] , De même JÀ uÀ converge vers u 

donc J À uÀ converge uniformémènt vers u sur [o,T] • 

Comme Y est réflexif et que la norme de dans y est 

bornée (d'après (1)), il existe une suite {À } tendant vers O , 
n 

telle que u' converge faiblement dans Y , vers un élément v • 
À n 

[ J À U À t - u; ] Œ Jt 
n n n 

Comme c:k est demi-fermé il vient, à la limite (n -+- 00 ) 

[u, -vJ E. dl 

c'est-à-dire 
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u ( t) s D (A) et -v ( t ) 0 Au ( t ) p. p • sur [ 0, T] • 

Soit alors un élément de X' ; posons 

;ona gœ:Y' =L
2

([0,T]~x') et 

t t 
(uÀ(t)-x,x~) = <J

0 

u~(s) ds,x*) = J
0 

(u{{s),x*) ds 

T 
= J

0 

(u;(s),g(s)) ds = <u{,g> • 

Faisant tendre À vers O il vient, à la limite 

(v(s),x.,._) ds 

t 
= <J

0 

v(s) ds,x*) 

t 
et ceci ayant lieu pour tout on a u{t) = x + J

0

v(s) ds, 

ce qui prouve que u est absolument continue et presque partout 

dêri va~le et que 

P•P• , on a bien 
dit u est bien 

u' (t) = v(t) P•P• • Comme on a -v(t) E:. Au(t) 

u(t)ED(A) et u'(t)+Au(t)-;,O p.p., autrement 
solution de (I). 

De :plus on a lu'(t)I~ !Axl P•P•, puisque l'ensemble des 

fonctions de Y vérifiant cette relation est convexe et fermé, 

donc faiblement fermé, et puisque à'autre part u ' vê r i f i e cette 
;\ 

relation et converge faiblement vers u' dans y • 

Il reste ' montrer qu'on a a u(t)E:D(A) pour tout t~O 

( et pas seulement P•P• ). Or soit t <:: [o,T[ L'en semble M des • •'• 
0 

points t en lesquels on a u(t) E. D(A) 
' 

u' (t)+Au(t) => 0 et 

lu'(t)!~ jAxl étant partout dense dans [o, T [ 
' 

il existe une 

suite décroissante d'éléments t (.'.. M 
n 

convergeant vers t 
0 

On a êvidemmen t 

D'autre part comme X 

bornés ; il existe une 

u(t ) = lim u(t ) o n (continuité de u) • 
n 

est réflexif et que les 1 u' ( tn ) 1 sont 

suite d'entiers te 11 c que u ' ( t ) 
nk 

converge faiblement (vers v), Comme A est demi fermé (exposé 
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n°1, proposition 4.3) et comme on a 

[u(t ), - u'(t )Je.A 
nk nk 

il vient, à la limite, [u(t ),- v]e:A, d'où u(t )<::D(A). 
0 0 

Ceci achève la démonstration du théorème, mais il reste 

à établir les propriétés admises concernant l'opérateur dt• 

Démonstration du lemme technique, 

Rappelons qu'on a pos6 Y= L2 (Io,T],x) et 

.fi:. = { [ f, gJ ; [ :f ( t ) , g ( "b)] e: A p, p, } , 

On sait (exposé n°1, proposition 2,4) que dt est accrêtif ; 

montrons qu'il est m-accr~tif, c 1 est-à-di:r:-e que R(I+dt) ::: Y. 

En effet soit ge:,Y; pour f(t) = (l+A)- 1 g(t), on a 

f e: Y , car {l+A)-l est une contraction sur X , D'autre part 

on a f{t)e D{A) et g{t).f(t) E.Af(t) P•:P• , d'où [f,g-f] e. Jt, 

c'est-à-dire g e. (I+.ft)f ; on a donc bien R(I+JI:.) = Y , 

Montrons que Jè est demi-fermé ; comme ..:ft est m-accrétif 

il suffit (d'après la proposition 4.3 de l'exposé n°1), de 

montrer que l'application-dualité G : Y --+- 9">(Y') est inu­

voque et continue. 

Or on sait qu'on a Y' = 12 ([0,T],X') , le produit scalaire 

étant dê fini par 

T 
<f,g> ~ JO {f(t),g(t) dt ; 

de plus Y est réflexif, 

dans 

Soit g € G:f ; on a, en notant Il, Il les normes dans Y et 

y' ' 

Il r 11
2 

= < r, g> 
T T 

= J ( f ( t ) ' g ( t ) ) dt ~ J I f { t ) 1 1 g ( t ) 1 dt ~ 11 f ~ I! g Il = Il f Il 
2 

0 0 

d'où 

T 10 1 f ( t ) 1 1 g ( t ) 1 dt = JI f'll 11 g IJ • 
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D'après le cas d'~galité dans l'inégalité de Schwarz, on a 

donc jf(t)I = jg(t)I P•P• , D'autre part les relations 

et 

<r<t),g(t))"lrCt)llg(t)I = lr<t)l
2 

entraînent 

(f(t),g(t) = jf(t)j
2 

P•P•. Il en résulte qu'on a 

g(t) = W(f(t)) P•P• • 

Comme X' est uniformément convexe, g(t) est bien déter­

minée P•P•, donc G est univoque et G f(t) = W(f(t)) P•P• 

Montrons enfin que G est continue. Soit { f } 
n une sui te 

d'éléments de Y convergeant fortement vers f; il s'agit de 

prouver que g = G f converge fortement vers 
n n g = G f dan s Y ' • 

En remplaçant au besoin {f} par une suite partielle, on 
n 

peut supposer que f (t) converge P•P• vers f(t). Comme W n 
est continue. gn(t) converge P•P~ vers g(t). 

D'après le théorème d'Egoroff il existe donc une partie 

mesurable B c [o,T] de mesure arbitrairement petite, et telle 

que g ( t) 
n converge uniformément vers g(t) sur [o,T],B • 

On a alors 

dt~ lim 
n-+oo f lg (t)-g(t)l

2 
dt 

B n 

+ lim J lg (t)-g(t)j
2 

dt. 
n -+00 [ O, T] , B n 

D'après la convergence uniforme, le dernier terme écrit est nul. 

D'autre part on a 

J jg Ct)-g(t>l2 
B n 

dt ~ 2 J I g ( t ) 1 
2 

dt + 2J I g ( t ) 1 
2 

dt 
B n B 

:Il-, 2f Ir (t)l
2 

dt+ 2J jr(t)l 2 
dt, 

B n B 
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Or 

dans 

fn converge vers f 

2 
L (B,X) • On a donc 

dans 12((0,T],X) , donc a fortiori 

lim J Ir (t)l
2 

dt= J lf(t)l 2 
dt •· 

B n B n-+00 

d'où finalement 

- JT 2 J 2 1 i m I gn ( t )- g ( t ) 1 dt ~ 4 B I f ( t ) 1 dt 
n-+00 0 

quantité arbitrairement petite si on a pris B de mesure assez 

petite, d'où le résultat. 

Nous allons maintenant apporter quelques précisions au 

théorème, moyennant des hypothèses supplémentaires sur Y• 

Pro12os i t:ion 1. Si on suppose 

la solution u du -12rob lème 

g,ue 

( I) 

X 

est 

est strictement convexe, 

faiblement dérivable à droite 

sur [ O ,oo [ 
' 

et on a 

+ 
~ + A

0 u = 0 (t~O) dt 

où A
0 x est l'unique élément de norme minimale du convexe 

d+u 
fermé Ax • De :plus dt est faiblement continue à droi.te, 

En effet on sait qu'on a u(t) e: D(A) pour tout t~O , 

u' (t)+Au(t) .5>0 P•P• et I u' (t) 1~ jA 0 xl P•P• , L'ensemble 

M = {te [O,T[, u'(t)+Au(t)::,O • lu'(t)I~ jA
0

xj} est donc 

partout dense sur [o,T[. 

Supposons t
0 

= 0 • Soit { tn} une suite de points de 

décroissant vers O ; il existe une suite partielle {t } 
nk 

que u' ( t ) 
nk 

converge faiblement (vers v) ; comme u(t ) 
o nk 

M 

tel.le 

converge (fortement) vers u( 0) = X et que A est deID,i-fer~ê, 
•r' 

on obtient v +Ax => 0 , 0 . 

Or on a 

car v (:;' - Ax , 
0 

V 
0 



Par conséquent 

et on a 

De la relation 
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converge faiblement vers 

w - lim u'(t) 
t+o 
te.M 

0 
= - A X • 

u(h)-u(O) 1 Jh 
h = h 

O 

u'(s) ds 

0 
- A X • 

on déduit alors que u est faiblement dérivable à l'origine, 

et qu'on a 

.... Su;pposons t
0

>0 • Comme on a u(t
0

) c::.D(A) 

au cas précédent en con si~ rant le système 

11 on se ramene 

dv 

\

-· + Av-◊ dt 0 

V ( 0 ) = U ( i. 0 ) 

dont la solution v est définie par v(t) = u(t+t ) • 
0 

Proposition 2. Si on suppose que X est uniform€ment convexe, 

la solution u du problème (I) est dérivable à droite sur 

[o,oo[ ' et on a 

De :plus 
+ d u 

dt 

+ 
du (t) + A 0 u(t) = 0 
dt 

est continue à droite. 

( t ~o) • 

En effet, avec les notations de la démonstration de la 

proposition 1, 
0 u' (t ) converge faiblement vers - A x 1 

nk 
d'où 
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d'où jA
0

xj = limju'(t )j 
nk 

• Comme X est uniformément convexe,· 

il en résulte que u' (t ) 
nk 

converge fortement vers 

On achève comme précédemment, 

( *) 
Remarg,ue s 

0 
- A X • 

1) Voici un énoncé généralisant le théorème, et qui peut 

s'établir par des techniques analogues 

Soit X un espace de Banach dont le dual X' est unifor­

mément convexe ; soit A un opérateur m-accrétif dans X ; 

soit l.l> un nombre réel, et soit -f' : [o,œ[ --+- X une fonction 

absolument continue. Quel que soit l'élément xe.D(A) le 

système 

) :~ + 

tu( o) 

Au + wu ~ f 

= X 

admet une solution et une seule, 

2) Plus généralement on peut résoudre le système 

Au + Tu::, f 

{ 

~~ + 

u(O) = x 

où T est une application lipschitzienne de X dans X. 

Si w est le rapport lipschitz, on se ramène au cas précé­

dent en posant A+T = A1 +wI, 

(~) Voir à ce propos un exposé de Ph, BENILAN au séminaire sur 
les Equations aux dérivées partielles d'Orsay, 1970-71. 



Séminaire sur les semi-groupes 

et les opérateurs non linéaires 

Orsay 1970=71 

SUR LES OPERATEURS M-ACCRETIFS 

par Pho BENILAN 

Soit X un espace de Banach réel Q de dual xv ô la norme est 

notée l o I 8 1°application de dualité W ; le produit scalaire dvun 

élément de X et d 0 un élément de X0 est noté (0 8 0) , enfin on 

poser a ( x 0 y) s = s up {( x 9 w) ê w e:: W ( y ) } o 

Rappelons qu 0 un opérateur (multivoque) A de X est accrétif 

si pour tout À>O O 1 9 opérateur (I+ÀA)=l est une contraction 

(définie sur son domaine qui est 1°image de i+AA) 

est dit m=accrétif si pour tout A>O O l 0 opérateur 

une contraction partout définie sur X o 

; 1°opérateur A 

(I+AA)=l est 

Nous renvoyons à 1°exposé n°1 pour 1 9 étude élémentaire de ces 

notionso Notons seulement que A est accréti~ si -t seulement si 

pour tout [x 0 y]e:-Â et tout [x 0
0 y 0 ]eA 8 (y-y 9

8 x-x 0
)

6
~0 (cf'o 

paragraphe 2o2 de l 9 exposê n°l)o 

Un opérateur m-accrétif est évidemment acèrétif maximal 0 c 9 est= 
1 

à-dire maximal dans 1°ensemble des opérateurs {multivoques) accré-· 

tifs de X. ordonné par inclusion des grapheso_Dans une premiire 
. -

partie nous étudierons la réciproque qui admet une réponse positive 

dans le cas d'un espace de Hilbert (ihéorê~e de Minty) et lorsque 

X= mn m~ni de la norme .e.1 ou R.m (résuitat de Crandall et 

Ligget~ _[6]) 9 mais' qui admet en général une r.éponse négative 

(contre-exemple de Crandall et Liggett dans X= m2 muni de la 

norme R. 9 p;él 9 2e+=)o p 



... 2 = 

Dans une deuxième partie nous donnerons quelques propriétés 

des opérateurs accrétifs dans un espace de dimension finieo Enfin, 

dans une troisième partie nous étudierons deux classes d'opérateurs 

univoques accrétifs partout définie : l'intérêt de cette partie 

réside plus dans les méthodes employées que dans les résultats sur 

ces classes d'opérateurso 

' Nous renvoyons à l'appendice pour l'énoncé et les dimonstra-

tions des propriétés de l'application [x 9 y]e:XxX ~ (x 9 y) e:.1R e 
s 

ainsi. que le passage a.u cas réel lorsg,ue l'on dispose au ,départ 

d'un espace de Banach compiexeo 

I - Accrêtif maximal et m-accrétifo 

H est un espace de Hilbert réel de produit scalaire (o 0 o) 

et de norme I o I o 

Proposition lo .§.2.ll A un opérateur de H o Il y ·a ·é·qui·val•e·n·ce 

t 1 o.,-t_,, en re es proprie es 

(i) V A>O ~ l'opérateur (I+~A)- 1 est une contraction o 

{ A a CC rétif ) O 

(ii) V· [x,y] 8 [x' 1 y')-E"A O (y-y',x-x') rO • (A monot·one)o 

(iii) 't/ [xDy] 9 [x' 9 y']e:A 8 l(x+y)-(x'+y')I? l(x-y)-(x'-y')I o 

Remarquons que l'équivalence de (i) et (ii) est un cas particulier 

de la Proposition 2ol 0 de l'exposé n°1 comme nous l'avons vu en 2o4o 

exemple l de cet exposé n°l. Reprenons-en ici la démonstration qui 
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est immédiateo 

La proposition résulte des deux égalités 

1 (x+y)-(x'+y 9
) 1

2 
- 1 (x-y)-(x'-y') 1

2 = 4(x-x' ,y-y') 

La première nous montre immédiatement l'équivalence entre (ii) et 

( iii) o La seconde nous montre immédiatement 1 9 implication ( ii) => ( i) o 

Enfin supposons (i) vérifié, alors pour tout Â>O 9 

2(x-x 9 ,y-y") + >-ly-y' 1 2 ➔ 0 0 d 9 où en faisant À ->- 0 9 on obtient 

( i i) O 

Théorème lo [Minty 9 14]0 Pour que A soit m-accritifi il faut et 

il suffit que A soit maximal dans l'ensemble des op,rateurs ·accré­

-~ ·(ou monotones) ~ H o 

Si A est m-accrétif 9 .il est trivialement maximal a.c.crétifo 

Pour démontrer la réciproque utilisons d'abord la méthode de Minty 

basée sur le théorème de Valentine-Kinzbraum sur le prolongement 

des contractions dans un espace de Hilbert g 

Lemme lo (théorème de Valentine-Kinzbraum) o ~ T ·un·e· ·c·on·tract·ion 

d' un·e partie de H dans ___,.. H o Il existe un prolongement "' T · ·de - T 

3ui ·est une contraction de H dans Ho 

Démonstration du théorème l Soit A maximal accrêtif de Ho -----------~-----~~~~------
Considérons T = { [x+y 0 x-y] 0 [x 9 y] e: A}o D'après le ( iii) de Propo-

sition 1 1 T est le graphe d 9 une contraction de H définie sur 
.,..., 

R(I+A) o Utilisant le lemme 1 8 il existe T prolongement de T 

qui est une contraction de H dans Ho Considérant 

; ue.H} 
,,..., 

9 dvaprès la Proposition 1 9 A est un 

-prolongement accrétif de 

R(I+A) = H o 

.,....,, 
A ô donc A= A et T = T 9 cvest-à-dire 

Si A est maximal accrétife il en est de même de ÀA pour 

tout >.>O et donc pour tout >.>O O R(I+ÀA) =Ho 



Démonstration du lemme l g (due à Shoenberg [15]) ------~~------------~---
D 9 a.près Zorn• il suffit de montrer qu'étant donné xe:H O il 

existe Y€ H tel que pour tout t €D(T) 0 IY-Ttl ~ lx-tl i c:iest-à-

dire que n B(TtDlx-tl) ~ ~ où B(Tt,lx-tl) est la boule 
;ED(T) 

fermée de centre Tt et de rayon lx-tl o Ces boules étant faible-

ment compa.ctes 0 on est ra.mené aù problème suivant g étant donnés 

t 1 eoooetn I n1 eooo1>lln tels que lni''"'lljl~ lti-tjl pour tout 

IY-n• 1 ~ lx-t-1 . l. l. 

pour tout i=leooo 9 n o On peut toujours supposer x :fi ti, V i=l 9 oo 9 n 0 

sinon ce serait trivial O on considère dwautre part le sous-espace 

de dimension finie H
0 

engendré par , 100 0oe'n O n
1

pooenn I et Xo 

ln-n,I 
1wa.pplication ne; H 

0 
-=--s>- max l. est continue et tend 

i=l 0 ooo,n 

vers +00 lorsque 1 n 1 ~ + 00 • Donc il existe y e. H tel que 
0 

À= max 
i 

~ max 
i 

1 n-n -1 1 pour tout ne:H oSi 
0 

y 

répond au problème • supposons À>l o Après éventuellement une per= 

mutation des indices on peut supposer pour 

i=li)ooo 8 k et 

point y est dans 1°enveloppe convexe des Ill 9 0 0 0 1) nk 1\ sinon on 

pourrait diminuer IY=ll• 1 pour i=l 9 oook tout en conserva.nt 
1 

ly-n, I < '-lx-ç;. j pour i = k+l 9 ooolln Il ce q,ui serait contradictoire 
l. l. 

avec le fait que 

Donc il existe 

C • Il • 
l. 1 0 

Posons R. 
1 

y réa.lise le minimum de max 

= x-t. e S. = 
l. l. 

te 1s que 

y-n. o On a 
l. 

i=lllooo 8 n 

k 

L 
i=l 

= l et 

c.S. = 0 
l. l. 

0 

et 



ls. l : >-IR. I pour i=l,oo• ,k 0 Di autre part 
l. l. 

ls.-s. 12 
.;S rR.-R. 12 

1) 
]. J l. J 

donc pour tout i,j (s.,s.) > (R. 9 R.) ce qui est absurde 
]. J ]. J 

car on aurait alors 

k 2 
1) : ci Si 1 = 0 e 

i=l 

On voit apparaître dans cette démonstration élémentaire un prin­

cipe de min-maxc On va utiliser directement le théorème du min-max 

pour obtenir une deuxième démonstration du théorème l avec un résul­

tat plus précise Rappelons dwabord le théorème du min-max g· 

Théorème du min-maxo Soient K
1 

-, K
2 

des con-vexes ·c·ompac·t·s· ·de !Rn 

f' ( À e µ) e. Kl X K
2 
~ m continue 

V µ ê K
2 9 À ~ f'(>,,µ) est convexe 0 

V À e: K
1 e µ ~ f'(À9µ) est 'concave o 

·Alors min max f(r.9µ) = max min f'(>..µ) 0 

À µ li À 

Nous renvoyons a [11] po~r une démonstration très ,1émentaire 

due à SHIFFMANo Précisons le cas particulier si K1 = K 2 = K 

alors il existe À o 6: K tel que pour tout µ e: K 

f ( À O 9 µ ) ,6 ma. X f' ( À 9 À ) o 

À 

·Théorème 2o [7] o ~ 
·bpérateur m-accrétif' 

A .9Pé r'a te ur ac c ré t i f' de 

Rrolongeant A tel que 

de D (A) ) o 

H o Il ·e·xi-st·e· ·un 
,,,.._, 
A 

(-~n-veloJ;)l)e convexe f'ermée 

Soit C = Conv D(A) c Considéions 

l'ensemble des opérateurs accrétif's de 

""" D(A) c Conv D(A) 

,,...., 
A un élément maximal dans 

H prolongeant A et dont 

ie domaine de définition est contenu dans C i il en existe d'apris 
'rv 

Zorno Montrons que A e~t m-acc_rétifo Soit y e. H O il faut montrer 

qu'il exis~e [t.~] e A tel que y = t+n ; mais puisque A est 

ma.ximal 9 il suffit 

A U { [ X II y-~] }_ S O i t 

[ t I TJ] ·E A o On peut 

de montrer qu'il existe 

acèrêtif, c'est-à-dire 

x e: C tel que 

(x-E; eY•x-n)? 0 

toujours s~ppo~er ~=O e en remplaçant 

pour tout 

"" A par 
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,.,, 
l'opérateur accrétif A-y o 

Pq,ur tout r~.n]e:-'A D posons c[f.:enJ: {x€C t (x+n»x-t)~O} O 

c[c 0 n] est convexe fermé borné et donc faiblement compacto Il suffit 

donc de démontrer que pour [,i 11ni] e. A 5 i=l 0 goo 1 n 0 

i=l 1 ooo,n 

Soit alors convexe compact 

de et où 

0 f est continue, convexe en >. 11 linéaire en lJ i, 

il existe donc 0 
À e K tel que pour tout µ e K II f ( À 

O 
11 µ ) ~ max f ( >. , >. ) o 

À 

Or 

n 

Donc pour tout µeK eL 
i=l 

µ Q ( x ( À. 
0 

) + n , e x ( À 
O 

) - f; , ) ~ 0 t c 9 e s t- à-dire 
l l l 

Remarquons que dans le cas Hilbertien A est accrétif si et 

seulement si A-l est accrétif 9 donc g 

Corollaireo ~ A un opérateur accrétif de H o Il ·e•xis·t·e· ·un 

-OJ)érateur m..:,accrétif """ A prolongeant A tel 9,ue R(A)e Con.v R(A) o 

2°) Cas où muni de la norme 0 

Théorème 3o [6]o Soit X= IRn muni de la norme A un -"" opérateur accrétif de X o Il existe un opérateur m-ac·crét·if A 

prolongeant A tel que R(A) c.K(R(A)) t plus petit ·paral·l-é·lotope 

de cStés parall~les aux axes contenant R(A) o 

(K(D) = {x ; in f 
aeD 

i i i 
a ~ x -:!: sup a 

aeD 
pour i=l 9 ooo,n}) o 

Soit 
/V 

A élément maximal dans l 9 enaemble des opérateurs accrétifs 



prolongeant A d 9 image contenue dans K(R(A)) o Montrons que A 
est m-accrétif g soit z <=X 8 il suffit de montrer qu'il existe 

yœ;K(R(A)) tel que pour tout [t 9 n] t:A 9 (n ... y O ç; ... (z ... y))
8 

~O o 

Or {y€ K(R(A)) • (n=y Il t+y) ~O} est 
s 

à montrer qu'étant donné fç;. 0 n.Je: Xtt X 
- l. l. 

compact ô on est donc ramené 

Il i=loooc9r tels que 

t-=t.) ~o 
l. J s 

pour tout i~j Il il existe yeK({11 1 aooo0n~}) 

tel que ( Tl 
1
• =y Il t • +y ) ~ Q 

l. s 
pour tout i 0 

Posons K = K({n 18 ooo 9 nr}) et 

Tk g XEK ~ Tk(x) = {ye:K a (ni=y O ~i+x)a~O pour i=leooq,k} o 

Tk est un opérateur fermé de K o Pour montrer qua il existe Y€ K 

te~ que Ys Tk (y) " nous utilisons le théorème de point fixe 

d 9 Eilenberg-Montgomery [8] 9 que nous énoncerons dans un cas parti­

culier-pour ne pas faire intervenir explicitement de topologie algéG 

brique i étant donné K un convexe compact non vide de ffin 9 T un 

opérateur feimé de K 9 on a'la conclusion dy théor~me de Kakutanii 

eV est-à-dire qu 0 il existe x e: K tel que x e; T(x) , en supposant 

seulement que pour tout x~K 9 T(x) est un retract d~un convexe 

compact non vide 0 c 0 est=à-dire qu'il existe un convexe compact non 

vide 

dans 

Kx contenant T(x) et une application continue px de Kx 

T(x) telle que la restriction de px à T(x) soit l'appli-

cation identique de T(x) o 

Montrons que pour tout X€"K et tout k=l 90 oo 0 r c Tk(x) est 

un retract de Tk_ 1 (x) o Alors par transitivité Tr(x) sera un 

retract de T (x) = K et le théorème sera démontréo Eliminons 1e 
0 

cas ~k+x = O O car alors Tk(x) = Tk_ 1 (x) et le résultat est 

trivialo On peut toujours supposer x=O et Il tk Il = 1 en rempla= 

çant par 
t.+x 

1 Enfin par permutation des coordonnées on 

peut toujours supposer l(;~I = 1 pour j=lpoogS et 

pour j = s+l 9 o o o 9 n o 

Considérons alors l'application p 

défini~ ~ar ses composantes t 



- 8 .. 

{: = yj + f;j min{0 9 (nk-Ye~k)s} pour j=l9GootS 0 k 

= yj pour j=s+l 9 ooolln 0 

p est continue car Co»o)
8 

est continue en la première variable g 

en effet pour 

d'autre part si est tel que 

et puisque 

est SoColo 

donc (y 9 ,)
8 

est SoCoSo D 9 autre part p est 1°identi~é sur Tk(x)o 

Il reste à montrer que pour tout y<::Tk_ 1 (xhTk(x) a z = p(y)e:Tk(x) o 

Avant de démontrer ce résultat 9 remarquons que le dual de X 

est mn muni de la norme 1
1 

et que 

s 

e L a, = l} o 

j =l J 

Montrons maintenant les différentes propriétés de z E Tk (x) .o 

-a) z e K 0 En e :f:fet pour 'j =l Q o O O z S • ZJ 

Donc ( zj-yj} f;j = (nk-yl)f;k)s~(n~-yj )~~ 0 D9 où 
k 

est compris entre yj 

il en est de même de z o 

tels que 

et nj o Puisque 
k 

= 0 0 

= yj + f;~{nk-Yztk)s 

pour tout j=leooo~n 

y et sont dans 

= 1 

j=l 

0 

~ 

K ;, 



Puis q Ùe y e- T k- l ( x ) 1 i 1 existe 

On peut toujour• choisir pour f 

fëW(E; 0 ) tel que (n.-Yllf') ~ 0 0 
l l. 

un point extrémal de W(t.) 9 l 

c'e•t-à-dire f = (0 8 ooo,~ 9 ooo 9 0) o 
.ième 
J - place 

On a ( n . - z, f) = ( n ° -y 9 f) ~ O si j > s o S i j ~ s e 
l. l. 

(n.-z,f) = (n.-yi)f) - (r,k-Yesk) oc-Skj o 
l. l. - . s 

Mais la.l 

( ti- E;k e f) 

Donc 

-d) 

= 1/ f 1/ = Il E; i Il ; s i a. E:~ < 0 e on aura i t a E:~ = ... Il E: i Il 9 d ' où 

= ~E:-112 
+ llt 0 lt>llt 0 llllt 0 -tkll ce qui est contradictoireo l l. l. l. 

et 

(n,-z 11E:,) ~O · ·pour i=l 8 ooo 11k--1 t·el que 
l l. S 

Soit fëW(E:i~tk) tel_que {ni-nk 9 f)40 o De l 9 égalité dans 1viné-

galité triangulaire 8 on tire que ltf-t~I = llti-tkll implique 

donc 

Or 

Th·é·orème· 4o (6] o· -~ X= !Rn ·mun·i· de ·la ·n·orme R. (l~p~+ ... 0 n~2)o p 
·La class·e ·de:s ·opér-a:t·e,urs m-·a:cc,.ré·t·ifs co1nc·i·de avec celle des opéra-

--

·te urs ·accr.é,t H.1s maximaux si ·e·t· ·s·e·ule·me·nt si p=l e 2 e ou + œ o 

La condition suffisante résulte du théorème de Minty pour p=2D 

du théorime 3 pour p=+m et p=l en faisant ~n cbangement de baseo 

Montrons maintenant que la condition est néceBsaire en exhibant un 

opérateui accrétif maximal non m-accrétifo Nous aurons beso~n du 

1·emme g 

Le·mme 2o [3] o· ·.§El! X un ·e·space de Ban·ac:h uniformément convexe et 

A · ·un ·opé·rat·eur acc:rét·i:f de X ·t·e·l: que· pour -t·out >..>O 8 



R(I+).A)::>Conv D(A) c ,ALors D(A) ·e·st ·c·onve·xec 

!f!L~=-~!-~!~~~!!!!t!~!!-~~;,,~2~~!~!:;...~ g Supposons l<p-<+ 00 
11 alors 

X est uniformément convexeo· Considérons 1wopérateur A= l tx~y] ô 

vérifia.nt 1 8 une des· trois conditions suivante·s} g 

( i) 1 2 1 2 0 et xj yj j=3i'!ooo 0 n X .- X = y = y = = pour 0 

( ii) l 2 0 2 l l et xj yj J=3i)OOOl)D X = y = Il X = y = = pour 0 

(iii) 1 2 
1 

î! l 0 et xj yj J=3~oooen X = =y = Il X = y = = pour 0 

On vérifie immédiatement que· A est accrétifo Supposons quwil existeo 

Soit B un prolongement m-accrétif de A O d 8 après le lemme 8 D(B) 

est convexe donc contient {xe:.X 9 x\,o 0 x 2~o , x1 +x 2
~1} oPour p~2 

c 8 est impossibleo En effet [x 0 y] E: X x X tel que AU l {x 8 y]1 

soit accrétif' avec x 1
> O .i x 2 > O 0 x 1 +x 2

< l o Lijapplication de 

dualité de X = (mn, e ) dans X 0 = (mn et ) ~ p et q indices 
p q 

conjugués~ est W g f;e:X déf'ini par 
·n 

Donc pour tout [~ e fi] ë A Il. L l~j-xj I p= 2 (r;j-xj) (tij-yj) ~ O ~ 
j =l 

l'on tire 11 en appliquant aux [~e~J tels que ~j = xj pour 

(xl)p""l yl + (x2)p~1 y2 ~ O 

(xl)p=l (yl=l) .., (l..,x2)p=l y2~ O 

-(l=xl)p-1 y2 + (x2)p-l(y2+1)-~0 0 

Les conditions de compatibilité de ce système d 8 inéquation s 9 écrit 

~ q est-à-dire 0 
2 l si l<p<2 et 1 2 si 2 <p<+ = 0 0 X ),;-.X X ~ X 

si l<p<2 D(B)(){xe:X 1 0 2 
0 1 2 

1 
1 2 Donc 1) â X > il X > 1) X +x <. 0 X > X } 

si D(B)<1{xe:X l 0 
2 

0 
1 2 l l 2 2<p<+m . X > e X > e X +x <. X < X } 1) D a 

ce· qui est contradictoireo 

= r/J 

= r/J 
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considérons D = {Xë Conv D(A) â JÀx ~ x lorsque À.~ O} o 1.es .:J;\ 

étant des contractions aur conv D(A) 1 D e~~ ferméo D 9 autre part 

si xeD(A) 0 soit ye:Ax i 1 :i;i.x=xl ~ >.l;yl • et donc xe:-D o Il 

suffit donc de montrer que D est convexeo Soient Xeye: D & on a 

Soit >. ~O telle que :J (x+y) converge faiblement dans X (X est n >.. 2 
n 

réflexif) et n Sa limiteo On a ln=xî~ ix;yl et ln-YI~ lx;:rl 

et donc n = x;y (X est strictement convexe)o Donc 

converge faiblement vers 1 ors que et 

converge faiblgment vers 

Dffautre part lim i~).(x;y) - ~>..xi~ ix;rl et donc 9 X étant 
.\-+o 

uniformément convexe., :si. cx;y) = 3Àx converge fortement vers y~x ô 

c O e st~à-dire x;y e D o 

3 ° ), Remarques o 

La notion d 0 opérateur accrétif est·très liée à celle de 

contractiono Dans le cas Hilbertien il y a bijection conservant 

lijordre du ~rolongement entre la classe de~ opérateurs accrétifs et 

la classe des contractions 0 comme le montre 1°équivalence (i) et 

{iii) de la Proposition lo On ignore si une telle bijection existe 

dans le cas générale On peut dans le cas général faire un rapproche­

ment entre les théorèmes précéden~s et les théor~mes de prolongement 

des contractions g 

a) Soit X t un espace de Banach .strictement convexe g pour que 

toute contraction de X puiase être prolongée en une contraction 

partout définie il faut et il suffit que X soit un Hilbert [9] o 
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b) Soit 

tion de X 

il :faut et 

X un eépace de di~ension finie I pour que toute contrac­

puisse être prolongée en une contraction partout définie 

il suffit qu 0 il existe une base relativeme~t a laquelle 

la norme de 1 X soit la norme .e.... ou .e.2 o [16] o 

II= -C~• oa X est de dimension finieo 

Suivant Hirsch [10}~ on dit qu 0 un opérateur B est· ·co·-d·i·ssi-

( -1 patif respo m-codisaipatif) si et seulement si B est accrétif 

(respo m-accrêtif)o Il est immédiat de vérifier que B est m-codi­

ssipati:f si et seulement si B est codissipatif et R(I+B) = X et 

on a alors R(B+ÀI) = X pour tout À>O o 

En posant A= B-l 0 JÀ = (I+ÀA)- 1 

de dualitéa AÀ = (B+ÀI)-l 9 JÀ = 

I- "'.JÀ 
f) A À = --r-=-e on a les formules 

I="A(B+>..I)-l o 

Le théorème 3 peut s 0 énoncer g soit X = (IRn 9 20()) et B codis-

sipati:r t il existe 
,_ 
B m-codissipati:f prolongeant B tel que 

A,, 

D(B) c. K{D(B)) o 

Donnons quelques propriétés des opérateurs accrétifs et codis­

sipatifs dans un espace de dimension finieo On suppose dé·s·ormais 

dimX<+=o 

Proposi-t·ion 2o -~ A un opérateur accrétif ou codissipati:fo 

A1ors A est ·borné sur tout comRact int&rieur a son dom~ine ·de 

dé finit-ion e 

Sinon il existerait [xn ,Y n] e: A 

~ x , lYn 1 

& X intérieur i D(A) 9 z 

norme l tels que -X n 

t>O tel que 

puisque A 

x+tze:D(A) et yte:-A(x+tz) o Pour tout 
Yn 

est accrétif (resp-codissipatif) 9 (-

IY 1 n 

==> z o Soit 

de 
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limite lorsque n 

ce qui est absurdec. 

·Propositio·n• 3o .§.2ll n ouvert de X et A une av,l·icat·ion de '2 

~ X- · (:QJ?é·rat·eur ·un·ivoque de domaine de dé·f in·i-t·i-on O) o :Q:l 

·s·uppo·se A· ·ac-crét·if (respo codissipatif) o Il y a é·g;ui-vale-n·ce· ·en·tre 

1 . '"t" O t · es· propr1:e ·es· ·su1·ve.n es g 

( i) A ·est· f'·.ermé dans a " X o 

(ii) A e~t maximal dans les opérateurs accrétifs (respo 
·codissipatifa} d~ ·domaine de définition contenu dans no 

(iii) A ·est ·hémicontinuri ioeo Vxe:0 0 te.X~ lim A(x+t;) = Ax o 
t+o 

(iv) A ·est· continuo 

(iv) ~ (iii) trivialement 

(iii) $>- (ii)o En effeti) soit 

accrétif (reapo codissipatif)o Alors pour tout 

tel que 

(e::X 

A V lx0y] soit 

et tout t>O 

suffisamment petit 0 (A(x+tt)=y!)t~)s ~O (respo 

{tt,,A(x+tt)..,y)
8

~0) d 0 où en d:Î.visant par t puis faisant t =:> 0 0 

(y-Ax~-t) ~O (respo (t~Ax..,y)
8

~0) o Ceci est vrai en particulier 
,S 

pour t = À(y=At) avec À suffisamment petit et donc y= Ax o 

{ii) ~ (i) o En effet~ soit xn 8 x € n tels que xn ~ x et 

......, y o On a pour tout n et tout tE:Sl e (Ax =A(zX -t) ~ 0 n n s 

( X - te Ax =At) ~ 0) n n s d 9 où à la limite. (y-At 8 x-~) ~ 0 
s 

(respo 

(respo (x=teY=At) ➔ O) dijoù puisque 
s 

A est maximal, y= Ax o 

(i) -> (iv)o Soit xn , x e O 9 xn ~ x o D0 après la Proposition 

e a t b orné o S i suite extraite telle que Ax -==> Y 
nk 

on a y = Ax paisque A est fermé o Donc Axn ~ Ax o 
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C·oro·l·1aire o· ~ A ·opérateur univoque partout défin·i- ·ac·créti.f 

(,re·s;po· ,c:od:i:sai::gatif) o· ·I-1· y a ·é·9,ui·valence en-t·re- ·l·e·s ·propri·é·t·é·s ·s·ui­

van·tes g 

(i) A est ·ferméo 

(ii) A est ·hé,micontinuo 

(iii) A est ·continuo 

(iv) A ·est ac:c·rétif maximal (respo codis·si-pat·if ·maximal)o 

(v) A m m=ac~rétif (re~J?o m""'codiasipa:t·if)o 

L 0 équivalence (i) ~ 
Propositiono (v) ~ 

(ii) ~ (iii) ~ (iv) résulte de la 

( i V) e B t tri Vial ô Enfin (i i i ) ~ ( V ) 

résulte du théor~me de Bro·uwer car I+A est un homémorphisme de X 

sur R(I+A) 9 donc R(I+A) 

est continue sur R(I+A) 

' ( )-l est un ouvert de X o Puisque I+A 

et f'ermé dans XxX 0 R(I+A) = X o 

Lorsque A eat accrétir on pourrait utiliser la méthode plus élê= 

mentaire du paragraphe IIIol@)~ en se basant ici sur le théor~me de 

Peano o 

·Proposi·tion 4 o' ~ A ·un opérateur m~c;:odiasipatifo A ·e·s·t· ·sur-= 

-j-e·cti-f si- et ·se·uleme·nt· ai A-l e at borné ·sur ·le·s ·born·é s o 

La condition est nécessaire d 0 après la proposition 2o Montrons 

qu 8 elle est suf'fisanteo Soit ye- X et [x
0

~y 
0

] ë A o Pour tout >.>O e 

i 1 e xi a te [ x À 11 y ,) e A tel a que y À + À x À = y+>. x 
O 

o A pp 1 i quant l a 

codissipativité IY=-:r
0

l = IY;.=y
0

+>.(x;,..""x
0

)1 ~ jyÀ=Y
0

1 et donc (y>.} 

est bornéo Dwaprès 1°hypothèse {x,.} est borné O soit 

que x:À ~ x 11 on a Y,. ~ y 
n n 

et donc 

est fe.rmê o 

À -xo telle 
n 

puisque A 

C·oro·l-l·aire [6] o ~ X = (!Rn m R.
00

) tl B codi rud1>at·i·:f ·de ·d·o·maine de 

dé·f'ini-t ion· ·borné o· -I-1 ·exis·te B c-odiss ipati r t·e·l que 

D(B) c K(D(B)) et R(B+>..I) = X V À;,,0 c 

Cela résulte immédiatement de la condition :suffisante de la Proposi= 

tion et du théorème 3o 



- 15 ... 

Pro·:g°.s~·ti·on· 5o· -~ A ·a·ccré'tif ferméo On désigne par n .-l:'-in·té­

ri·e·u:r ·de D(A) ·rela·ti-veme·nt à la variété affine engendrée· par D(A) 0 

·On· ·s·upp·o·s·e· que· ·po·ur tout ç; e:dl O il existe ÀC!>O te.1·-que R(I+>.A) 3 s 
·p•o·ur >.~ >.

0 
o Alors n c D (A) o 

On peut touj-ours suppol:ler 0 e: D(A) 0 Remarquo~s que pour t e: n Il 

ç; À = (I+>.A)~l~ est défini p·our À petit et lim ~À = t 0 en effet 0 

À ~o 
pour t

1 
e: D (A) () n t À petit et nle:A~l Il on a 

dîoù limltÀ-tl~21t1-tl D D(A)()n étant dense de.na n 9 t,. ==;>-, t 0 

À~O 

Supposons qu 0 il existe te:n,D(A) o Alors puisque t>.E: D(A) a 

et A est fermé ~ limln>.I = += o Considérons 
À~O 

z de norme l tels que enfin il existe t>O 

tel' que petit 9 et 

On a a.lors 

x,. = 

y>. 
= 1. n À r & ~ "n mX À ) S ~ 0 o D 0 où à 

n 

la limite (n ~ +=) ~ (z&t-x,.)s~ 0 ~ puis à la limite (X'~O) 0 

(z,-tz) = =t~O 0 ce qui est contradictoireo 
s 

· ·Corol·laireo Supposons X strictement convexe et soit A 

· ·fer.mé tel que R(I+ÀA)::, Conv D_(A) _pour À 1>etito Alors 

accrétif 

D(A) est = 
· ·co·nvexe o 

Cela résulte immédiatement du lemme 2 et de la Propositiono 

Remarqueso Pl~sieurs de ces propriétés se généralisent aux cas 

dvun espace de Banach de dimension infinie, spécialement lorsqu'il 

est un Hilber~o Notons en particulier g 

1) Soit A un opérateur accrétif d 0 un espace de Hilberto Alors 

A est borné au voisinage de tout point intérieur au domaine de 

définition de A o (cfo [2] )o 



2) Soit A une application univoque accrétive dwun Hilbert dans 

lui-mêmec Il y a équivalence entre 

(i) A est demi-fermé. 

(ii) A est m=accrétiveo 

(iii) A est faiblement hémicontinu (ioeo V X€X 9 

~~X 9 A(x+t~)-. Ax lorsque t ~ 0) o 

(iv) A est semi~continu (i.e. continu de la topo­

logie forte dans la topologie f'aible)o 

En effet (iv) !=:::} (iii) est trivial i, supposant (iii) 0 A 

est maximal accrétive comme .da.ns la Proposition 3, et donc par appli­

cation du théorème de Minty m-accrétive 0 

(ii) ~ (i) résulte de l'exposé n°l (coroll.aire de 

la Proposition 4o3o) â 

enfin (i) ~ (iv) résulte du fait que A est localement 

borné d'iprès 1°)0 

3} X étant supposé réflexif à norme différentiable {ou ce qui 

est équivalent dQapplication de dualité W univoque et continue). 

soit A un opérateur m-codissipatif tel que A-l soit localement 

borné ; alors R(A) = X o Si X est un Hilbert~ la réciproqué est 

vraieo 

En effet R(A) est :fermé car si y e Ax 
n n 

et 

on a xn borné ~ or X est réflexi:f 9 on peut donc extraire nk 

-l tel que x ~ x • mais A 
nk o 

est demi-:fermé (corollaire de la 

Proposition 4o3 de lQexposé n°l) et donc y e: Ax o La démonstration 
0 0 

de R(A) ouvert est identique à celle de la Proposition 4 9 utilisant 

les mêmes arguments que précédemmento En:fin si X est un Hilbert, 

la réciproque résulte de 1°)0 
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III - ·_Qpé·rat·eurs· acc·réti·fs ·-univoques o 

Soit A un opérateur univoque accrétir (respo codissipatir) 

partout défini dans X 0 Nous avons vu que l~rsque X est de dimen~ 

sion finie (respo X est un Hilbert) la condition A hémicontinue 

(re-po faiblement hémicontinu~est suffisante (et mime ~écessaire)· 

pour en déduire que A est m-accrétif (respo m-codissipatif)o 

On ignore si ce.~ésultat est vrai dans un Banach quelconque ~ on a 
se~lement le résultat immédiat g 

A hémicontinu :> A accrétif (respo codissipatif) maximal -> 
A fer·mê o 

En faisant des hypothêses de continuité plus forte sur A 0 

nous pourrons en déduire la m-accrétivité (resp. m-codissipativité) 

de A·o En fiit ce sont plus les techniques qui permettent d 9 at~~in­

dre ·1es résultatsi qùÎ sont intéressanteso 

1 - R,aolution de l'équation d 9 évolution lorsque A ·est ·continu 

·a.ccré·ti f o 

Nous nous propo·sons de démontrer la proposition suivant~ par 

résolution d'équation d 0 évolutiono 

Proposition 6 (12] o .2.2.ll A un opéra·teur univoque accrét·if ·con·t·inu 

Rarto~t définie Alors A est m-accrétifo 

La méthode repose sur la propriété suivante 

·Proposition 7 [4J o ~ A un opérateur accrétif fermé et y e. X o 

·Supposons· qu 0 il existe une fonction u absolument cont·inùe ·sur 

]of)+co[ telle que 

u(t)e.D(A) ~ u 11 (t) + u(t) + Au(t)3y PoPo t 

Alors y ë R(I+A) et (I+A)-ly = lîm u(t) o 

t-+oo 



Soit en effet dijabord h,O fixéo La fonction 

t ==l),,i, f·u(t+h)=u(t)\ 2 étant absolument continue, elle est dêrivè.ble 

presque ~artout et d 0 après la Proposition lo5 de l'exposé n°1 8 pour 

pres·que ·tout t e::]Ot+<»[ 

½ !t ju(t+h)-u{t)j 2 = {uij(t+h)-u'(t) 1 -w) pour tout 

WE. W(u(t+h)-u(t)) , et donc appliquant l'accrêtivité de A • 

1 ·d 1 12 1 12 
2 dt u(t+h)-u(t} ~- u(t+h)-u(t) , soit en intégrant pour tout 

O<s~t<+=.,ju(t+h}-u(t) 1 ~ e-(t-s) ju(s+h)-u(s) 1 o Divisant par h et 

faisant h~O 8 on 

!fr (t) 1 ~ e-(t-s) 

obtient pour presque tout O<s~t<+= 9 

1 :~ ( s) 1 , et donc 1 • du ( ) O im dt t = 
t-.+eo 

d 9 une part et 

d'autre part lim u(t) existe 11 soit x cette limiteo L 9 opérateur 
t-t>-+eo 

A étant fermé X€D(A) et x+Ax3y o 

Théorème 5 [12]0 Soient T 11 r 0 M tels que MT~r I posons I = [o,T], 

B = boule fermée de centre x
0 

et de rayon r 0 

Soit A = I )C B ~ X continue Il bornée ;12ar M et telle ~ue 

12our tout t E. I i> 1 ° 012érateur X e. B ~ A(tex) E.X soit accrétifo 

Alors il existe u = [o O T] ~ B de classe Cl un Î!à,Ue telle 

.9;ue u( 0) = X e U O ( t) 
0 

+ A(tllu(t)) = 0 \/t ~[0 0 T] 0 

L 9 unicité a été démontrée (Proposition 2o2 de 1 9 exposê n°l)o 

Montrons l 9 existenceo Pour toute partition P = {a
0 

= O<a1 < ooo 

oo <an= T} de l'intervalle I on désignera par up 1~ fonction 

affine par morceaux définie par 

X 
0 

I )(. B étant un cylindre de sécurité pour 

absolument continue sur 

t e:] ak-l 'ak [ o 

A 1) ug> est bien définie 

= - A(ak_ 10 uc.P{ak_1 )) pour 
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Nous utiliserons .alors le lemme suivant. i 

·Le·nimeo· ·Ave<i ·les ·n·otations ·préc·édentes 8 pour t·out e:>O O i-1 ·exis·te 

·une :pa:rt·i·t·ion ~- ·et n>O tel:s que 1~1 = sup(ak-ak_ 1)~ 11 o '1~f. 

{ 1 t-ak_ 1 I ~ 2n et I x-u~( ak-l)] ~ M( ak-ak-l)} -;>, 

jA{t,x) ... A(ak_ 19 u~(ak_ 1 ))j ~e:o 

et 
= 

Avant de démontrer le lemme achevons la démonstration du théo­

rèmeo Considérons les suites e:n, tj)n 9 nn construites par rêcurren·ce i 

Enfin posons un~ u~ o 

n 

Soit n~m o Explicitons qn = {a
0 

= 0<a 1 <ooo<ar = T} e 

{b = O<ooo<b = T} e 
0 S 

La fonction lu (t)-u (t)l 2 est absolument,continue et on a pour n m 

1 d 
presque tout 2 dt 

ve W(u (t)-u (t)) o n m 

pour tout 

= -

D 9 après 1•accrétivité de A le premiei terme est ,o pour au moins 

un 

est 

wEW(u (t)-u (t)) ê d 9 après las propriétés du lemme, le second n m 
,e: lwl et le troisième est ~e: lwl puisque n m 
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En définitive on a.· .!2· ·ddt lu (t)-u (t) 1
2~ (E +E ) lu {t)-u {t) 1 n m - n m n m 

pour tout t e: [o 0 T] et donc lu {t)-u (t)I ~ (E +e: )T n m n m 
t E:. [o El T] o Ceci mont.re que un converge uniformément 

limiteo Puisque A est continue, 

Xo - Jo
t 

e~ donc u(t) = A(s 8 u(s)) ds o 

pour tout 

g soit u 

PoPo 

g construisons .par récurrence la suite ô 

sa 

t 

n 
ôn+l est la borne supérieure de l 9 ensemble 

des ô ê Î 0 9 inf(E ~T-a )] tels que 
- n 

{ 1 t-a 1 < 2ô n et 

où on a posé 

partir de par 

1 x-x j < ôM} n 

et est ~éfini par récurrence l 

ô A(a 1 ex 1 ) o n n- n-

Puisque A est continue, ôn+l est nul si et seulement si 

a = T o Supposons ô >O pour tout nk'l o On a lx -x 1 ,< M(a -a ) n n ' n+p n ~ n+p n 

e.t donc ~ x o Posons 
0D 

{ 1 x-x 1 < p M et 
... 11, 

lt-al<2p 

Il existe tel que pour 

On a alors 

si ble puis que 

a= L ôn o Soit 
n 

n~n & a-a <p/2 o n 

p>O 

et dona 

tel que 

lx -x 1<.eli o n ·00 2 

pour tout n~n I ce qui est impos­
o 

Corotlaireo Soit A univoque accrétif partout défîni .continu sur X o 

·Alors pour.tout xeX 0 .il existe u·= ro,+ ... [ ~ X de classe c1 

·unique telle que u(O) = x 9 ,u 9 (t)+Au(t) = O Vte:[o .. +00 [ o 
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L 8 équation est en effet· résoluble· localement d 8 après l.e 

théorème ~récéde~to Mais en appliquant 1waccrétivité de A 9 si u 

es·t solution sur t 

et donc pour tout te. [09 T[ o Les solutions maximales 

sont donc définies sur [ol)+=[ o 

~~!2E!~!!!i2~-~=-!!..,f!~R2!i~!2~-§ g Etant donné A accrétif uni­
voque ·continu partout définie pour tout y E: X e i 0 opérateur 

x -->- x + Ax-y est fermé et vérifie les conditions du corollaire 

précédent et donc par application de l.a Proposition 7 9 ye R(I+A) o 

Renia;rqueso 

1) On peut en faitll comme dans [12] 9 affaiblir dans le théorème 5 

la condit'ion"pour tout t€I e 1uopérateur xe:B ~ A{t 9 x)e-X 

ett accrétif~en le remplaçant par la condition plus faible 

où ~ est une fonction continue de I:,c [0 8 r] dans lR+ telle que 

p(t) = 0 soit la seule sol ut ion de 1 8 équation 
dp 

<ti(tf)p) ....... = D dt 
p(O) = 0 0 

2) On obtient en fait un résultat localo On peut 1 9 appliquer 

localement aux opérateurs continus g soit n ouvert de X et A 

une application continue de O dans X e il y a équivalence entre 

les propriétés suivantes g 

(-i) A e-st a.ccrétif 

(ii) A est B-accrétif 

(iii) pour tout À>O 0 I+ÀA est une dilatation ouverte de O 

dans X o 

3) Le cas des opérateurs codissipatifs continus ne peut pa.s 0 

a priori 0 être traité par cette méthodeo 
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4) Lorsqu 0.on suppose X* uniformément convexe 9 c'est-à-dire W 

uniformément continu, on peut affaiblir dans le théorème 5 la 

condition" .A continue" en la remplaça~t par "A demi-continue~ 0 

cijest-à-dire continue de I x B dans X muni de la topo-

logie faible (cf' o [ 4 J )c On obtiendra alors des sol ut ions u de 

classe c1
- faiblej mais qui étant lipschitziennes seront des 

solutions fortesa au sens de l'exposé n°1 (paragraphe 2o3) 9 de 

On peut alors en déduire comme pour la Proposition 6 : si A 

es·t univoque accrétif partout défini et demi-continu 9 A est 

m-accrétifo 

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant 

Proposition· 80 .ê2,il A , opérateur univo9,ue accrétif (respo ·c-oà:is­

•ipBtif} ·partout ~éfini vérifiant la conà:ition 

Vx
0 

te X ~ lim A(x+tt)-A(x) = G(x
0

t) existe dans X 
t::.o t 

e·t ·pour ·tout xe: X Il 1°:application ~ """"9- G(x 0 ~) est linéaireo 

Alors A est m=accrétif' (res~o m-codissipatl.f)o 

La méthode repose sur la propriété géométrique suivante g 

Thé·orème 

o·n _pose 

Soit - s une Rartie fermée de X o Pour tout 

a(x) = n {>,(s-x) • >..~O' ses f) la..,xl ~ E:}o 
e.: >o 

Alors {Xé S ~ a(x) '# X} est dense dans la frontière de S o 

Xe: S 

Démonstration de la Proposition 8 ~ Remarquons d 0 abord que A est 
~~~~~-~-----~---~~~~--~--~~~---~~ 

hémicontinu et donc ferméo Donc S = R(I+A) est fermée nvautre part 
t 

pour xeX e l 0 applica.t'ion t ~ G(x.t) est linéaire accrétive 
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( re s·p o c odiss ipa t ive) partout définie O donc fermée et donc continue 9 

c'est-à-dire lipschitzienne- g donc R(I+G(x 9 o)) = X o Par application 

du théorème as= {lS car pour y= x+AxeS 8 a(y):,R(I+G(x 9 o)) 8 - et 

donc S = X o 

Démonstration du théorème 6 g Soient x €: as et e: >O o Prenons 
--~~----~~~~~-~--~--------- 0 
x 1 ef-S tel que lx 1 -x

0
1 ~ t et posons d_ = dist(x

1
1ls) ê soit d 2 > d 

e.t· s
0

e: S tels que lx 1 -s
0

I ~ d
2 

ô soit enf'in d
1

e]O,d[ et posons 

B = boule fermée de centre x 1 et de rayon d1 , 

C = O.(z-s
0

) • >.~O 8 zeB} • C
0 

= {tz+(l-t)s
0 

g tE:[0 9 1] 1 zÊB} 9 

S
0 

= S()C
0 

o 

Remarquons tout de suite que S est borné et qu'il existe w €.Xw 
0 

tel que·pour tout ue:C ~ lul~(u 0 w) o 

Montrons d~abord qu'il existe X!E'S
0 

tel que 

Cela revient à dire qu'il existe un élément maximal 

l!ordre défini par le cône saillant C g XfY si et 

x+C (l S = 
0 

dans S 
0 

{x}c 

pour 

seulement si 

y-x e- C o Montrons que cet ordre est inductifo Remarquons d'abord que 

si yo900011Yn€S0 avec Yo~Yl~ceo~Yn Don a 
n n 

L 1Yk-yk_ 1 1 ~r= (yk-yk_ 1 ow) = (yk""Y
0

ew)~ M constanteo 

k=l k=l 

Considérons a.lors une famille totalement ordonnée (y ) de S . •0 i 1€1 0 

construisons une suite (in) par récurrence avec i
0 

quelconque et 

telle que et 

+ao 

puisque C I Yi -y i 1 ~ M 9 la suite 
n=l n n-1 

y, 
l. n 

sa limite y maJ·ore la famille (y ) i ieI 0 

converge dans s & 
0 

Soit x = tz + (1-t)s E: S tel que x+C n S = {x}o Considérons 
0 0 0 0 

s = x+>.(z-s ) € x+C ns avec ei;'x ô on a 
0 

t z +,). z 
s = tz

0
+[(1-t)->.]s

0
+>.z = {l-(t+A)}s

0
+(t+A){ t:~ }o Puisque 
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tz +Àz . ·o 
t+À ~B et s ef. C 9 on a nécessairement t+). > l o Or 

0 

; . d 8 où 1 s-x 1 
d-d 

= ).lz-s 1 > d ~! l' d-d 1 > 0 o Donc en résumé 
o 2 l 

x+C ()Sn B 
0 

(d-d
1

) 
2 

r = 

= {X} ..... ou B 
0 

est la boule de centre x 

o En particulier a(x) ri Int C = (/J o Enfin 

choisissant d 2~d+E.~ on a 

et de rayon 

·Co·ro·llai·re o · (Théorème de Bi shop=PhelE,!) o .. ~ S un convexe f'ermê 

de X o L 0 en~emble des points d'appui {ioeo des points x ~ S 

·tels qu 8 il existe· un hyperplan fermé séparant x ll S) e·st den·se 

En effet d 9 après Hahn-Banach 0 dire que x est point d 8 appui de S 

est équivalent à dire que a(x) :) X o 

·Remarqueso ~) Le corollaire nPoffre d 0 int,r~t que ~i Int S = ~ 0 

puis~ue dans un espace vectoriel topologique quelconque tout point 

de la fronti~re d 0 un corps convexe est p~int d 9 appui g c 0 est le 

théorème de Hahn-Banacho Ceci niest plus vrai ai Int S =,: il 

suffit dans X= a.2 (N) de considérer S ={(an)• lanl~ ¾ \/ n}, 

la suite nulle n 9 est pas point d 0 appui de S 6 

2) On a en fait dans la démonstration du théorème trouvé 

un résultat plus précis que celui annoncé) on peut 1°énoncer'ainsi g 

étant donné n>O 0 te: X avec I t l=l 8 posons 

C{n 11E;) = {},z ; À.~08 lz-tl~ l~n} i alors pour tout n>O • 

{xe;S D 3te-Xe ltl=l, a(xl)nc(n~,) = {O}} est dense dans as 0 

On peut se demander si la densité reste vérifiée pour des cônes 

complètement ouverts, c 0 est-à~dire des demi=espaces g la réponse 

est négative en général comme nous le ·verrons plus loin , elle est 

cependant posit.iv·e ·en dimension f"inie ou plus sénéralement g 
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·Pro:gosi·t·io·n 9 o· ·Suppo·s·ons X ·réf'lexi-f et S, :fai·bleme·nt· ·fe-rmé· ·d:a.ns 

1 w 1 =·i 0 a ( x) c { z ;( z 9 w) ~ o}} ·e·s;t· ·dense X o· ·A:lo·rs {xe- S ~ ]we: X 0 
9 

• 
·dans as o .....,....,,.., 

Nous u~iliserons le fait qu 9 il exiate sur X une ~orme 1qui­

valente Il~ Il telle que l ~ application de dualité correspondante 

soit uni vaque ( il suffit pour cela qu O il existe dans X une partie 

faiblement compacte totale [1])0 Soient alors Yx s: as et &>:O g 
0 

prenons x1 4 S tel que Il x1 -x 0 
Il~½ ~ X étant réflexif et S fai-

blement fermé~ il existe xe:S tel que llx-x 1 11 = inf.{l\s-x 1\le se:S}; 

prenona alors wE:X 0 tel que (x-x 1 ew) = llx-x
1

II ~ l'lwll = l et 

montrons que a(x) c· {(x 9 w) ~ O} Q 

À ~o n 

Soit en effet 

tèls que s n 

z e: a(x) , z-,O i par définition il existe S € S o n 
et À ( S =X) 

n n z .i nécessairement 

µn =.Lo Appliquant la Proposition lo7 de 
An 

Il x-xl =µn z Il= llx=x1II 
1°exposé n°1 g lim ---------- = (-z 9 w) o D0 autre ~art 

n ... +... l'n 

Il x~xl - µn zll""' llsn.., xl/1 

\.ln 

Enfin pour donner un contre-exemple 9 considérons dans un espace 

de Banach X g la partie S ~- (x ~ lxl>l) o La frontiire 

as= {x ~ lxl=l}& étant donné xe as il est facile de vérif'i-er en 

utilisant la Proposition lo7 de 1°exposé n°1~ qu 0 il existe we X9 

tel que lwl=l et a(x)c {z • (zew)~O} ~ si et seulement si W(x) 

est réd'uit à un élément 0 ou ce qui est équivalent si et seulement si 

la norme est dérivable au sens de Gâteaux en x o Le contre=exemple 

nous vient alors de X= Lœ( [0 111]) 0 dont la norme .nwest dérivable en 

aucun point (cfo [13])o Pour plus de renseignements sur la dérivabi­

lité de la norme on peut se référer à. [1] o 



ApPendice 

a) V ye X il l 0 application x ==-1> (x~y)
8 

est sous-linéaire 

continue o 

En effet, c 0 est l 9 enveloppe supérieure de fonctions linéaires 9 la 

continuité provenant de 1 (xi)y)s 1 ~ lxl IYI o 

b) VxeX Il l 0 application y ..-... (x.y)
8 

est positivement 

SoCoSo homogène 

Puisque 

alors yn 

W(ty) = tW(y) Il (x 0 ty) = ·t(x,y) pour tout t~O o Soit s s 
~ y avec (x 0 y ) ~oc. pour tout n • il existe n s 

w E W(y ) 
n n 

tel que (x 0 w ) = (x 9 y ) ô soit (nk) suite extraite n n s 

telle que w ~ w , on a we W(y) et donc (x,y) ~ (x 9 "0') = 
nk s 

lim(x,,w) ➔ ao 
nk 

c) Vx,,ytX ( ) = 1· Jy+txl2-1Yl2 
e x,y im 2t 

8 
tXo 

0 

En effet d 0 après la Proposition loî de 1°expoaé n°l Il 

... Jx+tx 1·2·= Lr.1.: . lim . 2 t ~(xey) o Mais d'autre part il existe we:W(y) 
t~o 6 

( ) ( ) ,. . 121 ,2 .. tel que x 8 y s = x 0 w 8 W etant le sous-gradient de p 

Jy+tx!2 - _ 1 •• 12 
pour tout t s IR 9 - 2 - - ~ ~ (tx 0w) g donc 

11. m I y+tx 12 LxJ,:. 
t\lo 2t 

~ (xaw) o 

d) Soit ~ une application de X>< X dans IR telle que pour 

t Out [ X 9 y J e X ')( X z il e Xi s te w ê w ( y ) tel Q, u e 41 ( X !)Y ) = ( X 9 w ) 0 

Pour. que •Cx0 y) = (x 9 y)
8 

il faut et il suffit que 

lim ~(xl)y+tx)~•(xl)y) o 
t'>L.o 

La condition est nécessaire car !!~ ~:(tx,y+tx) ~ !~~ (x 0 y+tx) 8 ~ (x 0 y ) 8 0 

La condition est suffisante g en effet½ :t ly+txl
2 

= •(x 9 y+tx) 

PoPo t d 9 après la Proposition lo5 de l'exposé n°1 ê donc 
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pour tout t>O 

lorsque t~O 0 (xîly)
6 
~ lim 4>(xey+tx) ~ ~(x 8 y) o 

t~o 

2 °), ·Ca; s d 0-un· ·espac-e· ·de Banac-h ·complexe o 

et à la limite 

Etant donné un espace de Banach complexe Y de dual yv e 

notons F 1°appllcation de dualité g F(x) = {we:Y 9 ; (x 9 w) = lxl 2 
0 

Désignons par 
1 

jacente à Y a 'x O et :w 
X la structure de Banach réelle sous­

désignent 'respectivement le dual et 

1°application de dualité de X o 

L 0 application R g.weYV ~ R(w)e:X 0 dé:finie par 

(x 8 R(w)) = ate(x~w) , est une isométrie fR ... linéaire de Y0 sur X9 o 

De plus W = RoF o 

Toutes les propriétés étudiées qui ne :font appel qu 0 à la 

structure· réelle de Y s 0 écri 1ront en 'utilisant F et en ajoutant 

Cite o Par·exemple g 

en 

a) étant donné x 0 ye:Y 0 il y a équivalence entre g 

( Î ) 'rJ À > 0 .i I X+ 'Ay 1 ~ 1 X 1 

b) étant donné u(t) à valeurs dans Y faiblement dérivable 

t et telle que 
0 

1 u( t) 1 
! soit dérivable en t & on a pour 

0 

tout WëF(ù(t )) 8 0 

Cette remarque ne veut pas dire que toutes les propriétés vraies 

dans· le "cas réel" sont vraies dans le "cas complexe"1i. en particuliie~ 
. . 

loraqu 0 il s 0 agit d'espaces de :fonctionso Par exemple 1.0 espace <€(K 0G:) 9 

ou K est un compact 0 n°est pas un espace 'é:(K'; !R) 0 où 1°espa.ce 

œn muni de la norme ~ n 9 est 1°espace m20 muni de la norme i p p 
que si p=2o 
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Séminaire sur les semi-groupes 

et les opfrateurs non linEaires 

Orsay 1970-71 

SEMI-GROUPES NON LINEAIRES 

Exposé n°4 

DANS .. LES ESPACES DE BANACH; PSEUDO-GENERATEURS 

par Ao DAMLAMIAN 

L'essentiel d~ cet exposé provien~ de l'article de Crandall 

et Ligget [1] complétant des travaux de B~ezis et Pazy ([2] e~ 

particulier. Il s'agit d'étendre, par des méthodes nouvelles 9 

c~rtains résultats établis dans le cadre des espaces de Hilbert 

(ou de Banach réfle~ifs) aux espaces de Banach généraux et d'ob­

tenir des résultats dans le cadre non linéaire 9 aussi proches que 

possible de la théorie linéaire (Hille-Yosida)o 

Dans tout l'exposé, X sera un espace de Banach, A un opéra­

teur sur X tel qu'il existe un réel w pour lequel A' = A+wI 

est accrétif au sens de Ka.te [cfo exposé n°1 0 §o2] o Nous noterons 

JÀ = (I+ÀA)-l de domaine DÀ et JÀ = (I+ÀA 9 )-l o J{ est une 

contraction pour À>O o 

§.1 - La formule de Trotter (expon~ntielle) 

Le résultat essentiel de cette section est le 

Théorème 1. Soient X 

;.9.. u ' il e xi- s te un À >O 
0 

enfin t>O donnée 

~ A comme précédemmento On suppose de plus 

tel que DÎA) c D~ dès que À<À
0 

o Soit 
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Al-ors· ·pour ·t·out·es suites 0 < e: ( n ) ~ À avec 
0 

-~ lim e:(n)k(n) = t 9 et ·pour ·t·out xe:D(A) 9· l·a :limite 

S(t)x = lim Jk(n) 
e:(n)x 

n++ao 
X et t o De ·pl·us 9 

la: ·:f'a:mil:le· ·d'·opêrateurs S(t) est un s·emi-groupe non· li-néai·re· ·f·or-

·t·ettien·t ·contin·u sur D(A) 8 ~ S(t) est lipschitzienne· de ra:p;1>·o·rt 

wt 
e 0 

La démonstration se fait par une succession de lemmeso 

1 1 P 
O

., t,,. ci 1 -P O 11 ,,. 1 t O 
,,. ' ~o · roprJ;e es e a :'Lami e ;reso :van e ,associee a A o 

Pro;gosition lo ~ A satisfaisant aux hypothèses du Théorème I 9 

À positif', Àw inférieur à 1 o 

On a alors 

i) JÀ est :univoque de constante de Lipschi1;z .1/ 1 _>.w sur DÀ o 

ii) Equation résolvante pour tout µ réel, on a 

et 

iii) IJ>.x-xl.$ 1 :Àc.> jAxl pour tout x dans D). Ï\D(A) o 

iv) Si n est ent'ier, x dans D(J~) 8 et· >-l·wJ inférieur ~ 1 9 

Si de plus x € D ( A } 

n l. 
IAx I o 

Note ---- g I Ax 1 = in f' 1 y J pour y e: Ax o Si Ax = cJ II IAxl = + 00 o 



Démonstration ; 

i) A'= A+wI est accré~if donc Jt est une contraction pour 

t>O o Or g 

--1 
)J 

la condition >../ l-w>..? O est satisfaite pour _ .>..~O 0 w>..<l 9 et J ,._ 

e~t donc lipschitzienne de rapport 1/l-w). o 

iv) 

Puisque 1 >..w 1 <l on en déduit g 

n-1 
~ i 

1 J~ X- X 1 ~ ~ ( l ) 
i=o 1-IÀwl 

ii) 0 

D'où iv) en utilisant iii) si xe:D(A} de surcroÎto 

lo2o Deux lemmes techniques~ 
--= 

Nous énonçons deux lemmes que nous démontrerons ultérieuremento 

Lemme 2o Soient ·À et µ Rositifs& avec WÀ et wµ infirieurs 

à 1 9 µ < >..11m et n deux entiers naturels et 

On pose et y = 

On a la majoration suivante g 



n 
~ y 

m 

C 
J=O 

(1 J n-j 
f3 

où il est convenu que 
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a = 0 et o,o 

(C'est-à-dire que pour ncm seule la première somme est conservée)o 

Le~me 3~ ·Soient a et f3 deux ~éels positifs avec a+e = l. 

On a l~s résultats suivants 

i) 

·n 

ii) F = C 
J=m 

J• an-J· 
a J.J 

l·o3o· ·Démon·stration du théorème lo ...-..... 

On suppose m et n 

À-1 w 1 <l o 

Grâce à lllhypothèse DÀ::>D(A} 

xe:D(A) ~ JÀxe:D(A)cD). 0 

Jnx 
µ 

; 

il 

Donc 

est 
m 

J).x 

Soit donc xe:D(A) " nous posons 

clair 

est 

a = IJ~x - Jnxl 0 Avec les notations du 
m0 n µ 

m 

( 3 ral) ~ 
n [: aj n-j 

(,j) + m a y s a m-j ,o• a m0 n 
J=o 

Par la proposition l 8 (iv) 0 

et 

que· 

bien défini ainsi 

lemme 2 9 on a 

n 

[: yj , f3j-m 

J=m 

( j-1) 
m-1 

IAxl 

et 

que 

a o 8 n-j Q 



Posons r·= 
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l;. -~-> 1 t 

1-À I w 1 

Donc 3ol s'écrit : 

n a ~r· m11n 
sn-j (~)(m-j)(r')m-j >-IAxl 

J 
n 

+ am-[: rj Bj-m <!:î) (n-j) rn-j µ ]Ax J e 

j=m 

a • ~ I Ax 1 { r 'm r 0 
À E + r 0 

µ F} où 
m,n 

E et F so~t les expressions du lemme 3o 

Ce résultat est exact pour m~n et a fortiori ~orrect pour 

n~m o 

Appliquant le lemme 3 on obtient finalement, en remplaçant a 1 

B par leur• expressions en fonction de À et u g 

1 l 

~ IAxj{r'm rn[(nµ-m>.) 2 +nµ(>,.-id] 2 + rn[mÀ(À-µ)+(mÀ-nµ) 2
]

2 } o 

{ ) - 2p l Enfin puisque l-f' ~ e pour O~p <2 , donc (l ) =n 2np 
.,P ~ e pour 

t. rn .. 2rtµlwl r9m imÀ]wl et donc et n~O I e . ~ e .::: e 

1 

1 A X 1 { r ( n µ - m À ) 
2 + n µ ( À - µ ) J 2 e 2 1 ~ i Cn lJ + m A ) 

. - 1 

.+ [m>-(À-µ)+(mi\:..,nµ)2]2 e2lwlmÀ} o 

Nous prenons maintenant µ = E:l(p) e n = kl(p) 

m = k2(q) avec t = lim E 1 (p)k 1 (p) = lim E:2(q)k2(q) 
p-++a, q-++a> 

kl(p) 
u 

k2(q) 
V 

Je:l(p) = 9 J = C p e:2(q) q 

s'écrit alors 

1 

lux-V xi~ jAx]{e 2 1wl(nµ+m>..)[{nµ-m>.) 2+nµ{>..-µ)] 2 
p q 

Il 

1) 

À = E:2(q) 

et notons 

1 

+. e2lwlm>-[(nµ-m)..)2+m>..()..-µ)J2} o 

8 
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Tirons les conséquences de ·(3o3) ~ 

Lorsque p et q ~ +ao • on voit que lu x=V x 1 ~ 0 • par p ' q 
suite Upx est une suite de Cauchy ainsi que_ V X 9 et leurs 

q 
limites sont égales 9 ne dépendant que de t 0 

Notons S(t)x cette limiteo On a donc en particulier 

1 1 

lu x-S(t)xl ~- 1Axl{e 2 1wl(nµ+t)[(nµ-t) 2 -nl/] 2 + e 2 1wlt[(nµ-t) 2-tµ] 2 J 0 

p 

Ce résultat nous sera utile sous.la forme suivante dans le 

cas w=O 

Sur D(A) 0 U ayant pour constante de Lipschitz 
p 

-hl(p) 
Lp = (l~e 1 (p)w) , S(t) a pour constante de Lipschitz 

La famille U p étant uniformément Lipschitzienne sur 

on déduit qu'elle converge en fait sur D (A) {où l 9 on note 

11>t 
e o 

D(A) 

encore 

sa· limite par S(t))o Donc S(~) est lipschitzienne de rapport 

ewt sur D(A) o 

Il est clair enfin que S('.t)(D(A))cD(A) • donc S(t) l.aisse 

D(A) invariante 

c Montr.ons que t ~ S(t)x es·t continue en t o Lorsque 

X@:D(A) (3o3) donne (avec par exemple 

fais an t m et n ---?"" +.., ) 8 • 

Par suite S(t)x est lipschitzienne en t sur tout borné de œ+ 0 

lorsque xe; D(A) o Pour xe. D(A) on déduit que S.(t)x est continue 

en t puisque la famille S(t) est êquicontinue sur D(A) 0 

o Démontrons enfin que S(t) est un semi-groupe~ 
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S(O) = I par Proposition 1 0 (iv) o 

Pour XED{A) 9 se: IN 9 on a {S(t))sx = lim J:i x 
n-++ 00 n 

donc 

[s{t)J 6 x = lim {J~:/ )x = S(ts)x o 

ns 
~ 

Par suite g E ~ 8 S(~ t) = _fS(t)]q 
q Q. 

et donc 

m k 

s{1+ !!:) = S{l)Î 
t n 

m 
+ = 

n S ( l ;n : s ( ¾) 0 . s {;) ( h t R, 1 m Il n,, e n·t i e :r· S 

p0 Si tif S) G 

Pour étendre ce résultat à S(t+tw) = S(t) S(tw) 8 t 9 tw e: IR+ , 

on utilise la continuité en t de S{t)x sur les bornées de m+ 9 

et ceci achève la démonstration du théorème lo 

io4o Démonstration .des lemmes 2 et 3o ..........,, 

Le·mme 2 o 

et 
= n e: tN e 

X 6. D ( J~) n D ( J~) o On pose 

1-a Il y: l 
==-
1-wl,I 

0 

·Conclus ion 
n 

n [: aj n-j { ~) a ~ y e a m=j,o m9 n 
J =o J 

n 
aj n-j n L ( ~) a ~ y e a m-j 9 o m ~ n J 

j:O 
n. 

= [: yj j-m { j-1) + a e a o 9 nj m-1 e J=m 

Démonstration ------------- Par la proposition l (ii) et ·{i) 9 on obtient 



- 8 -

d'où la relation de récurrence 

Les formules (4ol) et (4~2) sont la solution de la récurrence· (4o3)o 

On démontre (4ol) et (4o2) 'par récurrence sur n o 

Le cas n=O est trivialo Pour n#O a on distingue m~n et m<no 

Pour m~n D on utilise ( 4 o l ). à l '•ordre n-1 ainsi que ( 4 0 3) 

n-1 n 
n ·+1 n-j-1 n n-j ~ (~71) [: aj (n7l) a ~ y aJ B a m-j_-lllo + y 6 a m-j 9o m,n 

J =o J J =o J 

Changeant j en j-1 dans la premiare somme, et réd~isant 0 on 

obtient 

Pour m<n alors m~~-1 et on utilise (4o2) à l'ordre n-1 

ainsi que ( 4 o 3) 

j +l n-j-1 
a 6 

n-1 

+L 
j=m 

n-j s cn-:-1) 
J 

a . 
m-J 9 o J 
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Re~placer j par j-~ dans les première 9 troisième et quatri~me 

sommes 9 et réduire,donne le résultato 

~e~me 3c a 9 8>0 • a+S = l impliquent 

m 

( i) E C ( 1:) aJ n-j (m-j) Ana-m·) 2+na8 = B ~ 
J =o J 

n 

(ii) F = C ( j-1) m j-m ( n;.,j ) ~ ✓m~ + (-EL) 2 a . 8 m-1 -n J=m a a 

La démonstration utilise l'inégalité de Schwarz 

Pour i) on ,ê crit 0 
0 

1 1 ·n n .2t j n-j . 2~ 

L: (~)·aj sn-j I m-j 1 (r= aj ( ~) (m-j ) ) E ~ ~ (~) sn-J ) ( J a B 
J=o J J=o J J=O 

le premier facteur est (a+S)n = 1 et le deuxième se calcule en 

ut·ilisan t 

(m~j) 2 = j"(j-1) + (l-2m)j+m 2 en trois termes par 

dérivation de (a+S)n par rapport à a o 

On 

2 
E ~ 

2 n-2 ( )n-1 2 n a (a+S) n(n-1) + a a+S n(l-2m) + m (a+S) 

Pour ii) on écrit g 

CO 

2 ([: (j-1) m j-m (n-j) )2 F ~ m-1 a B 
J =m 

00 00 

(am}:: c!:î )1 (sj-m) (am L ( j-1) j=m ( n-j ) 2 ') ~ m..,l B 
J=m m 

00 

utilise C ( j-1) j-m 1 olsl<1 B = m-1 (1-S)m J=m 
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m 
a Le ~remier facteur donne ---- = 1 9 le second se calcule e~ 

( 1-6 )m 

somme de trpis termes selon (j-n)
2 = (j-m)(j-m-i) + (j-m)(2m+l-2n) 

' 2 2· 
+ m +n -2mn 9 ce qui donne, en dérivant 

2 
2 

.ê. 2 2 F ~ m(m+l f ~ + (2m+l-2n) m + m +n -2mn 
a 

a 

(m ! 2 a 
(~ n)2 ms m 

~ + m-n) +- = - +-- 0 
a 2 a 2 

a a 

L'opérateur A e~gendrant S(t) au travers de la formule 

exponentielle est appelé pseudo-générateur de S ; nous verrons 

au paragraphe 3 que ce pseudogénérateur n 9 est pas uniqueo De plus 

le ·théorè~e 1 ne donne par lui-mime aucune indication de différen­

tiabilité pour la fonction t ~ S{t)x o Le théorème 2 donne 

det conditions pour que le pseudogénérateur soit générateur au sens 

de 1wéquation d'évolutiono 
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§o2 - !g_uation d'évolution et pseudo-gén·érateur 

~o· ·Ra:ppe·ls$ On dit que u g [o~T[ ~ X est solution forte de 

l'équation E~: u(O)=x 
du dt + Au 7=i O si u est localement lips-

chitzienne 9 fortement dérivablet presque partout sur [o,T[ ete 

si pres·que parte.ut sur [o,T[ on a u(t) E. D(A) et !~ (t)e:Au(t)o 

Si X est réflexif 9 u(t) €Lips( [0 0 T[,x) implique u fortement 
loc 

différentiable presque partout (cfo Komura [3] appendice)o 

Nous noterons condition 1 (condition 2 de Brezis et Pazy cfo [2]) 

la condition suivante sur A DA~ conv D(A) pour A suffisamment 

petit positif o 

Enfin nous utiliserons les notations suivantes 

IAxl = 

et 

{ inf I y 1 

{y e: Ax tels que 

(u,v). = inf (u~f) 
1 fe:W(v) 

l'application dùa,litéo 

·Rema:rquesD 1°) A accrétif 

jAx[ = +cc 

1 Y 1 = 1 Ax 1} 

à i Ax = r/J 

A
0 x = ~ si 

sup 
fe:.W(v) 

Le résultat essentiel de ce paragraphe est le suivante 

Théorème 2c. ~ X et - A comme précédemment (A+WI 

Ax = r/J 

est 

accrét·if ·pour 



un ·rê·e1· <'..l ) o ·Supp-o·sons ·de pl·us A fermê ·dans X~ X et· s·at·i-s·f"·ai­

sant ·à ·la; ·c-ondit·io·n· lo· ·Al·ors si u g [0 0 T [ ➔ X· satisfa:i-t· à 

x = u(O)E: D(A) les· ·deux ·condition·s suivantes sont équival·ent·es 

i) u est ·solution forte de 1 6 êquation Ex o 

ii) u(t) = S(t)x Vt € [0 0 T[ et u est fortement dif:fêren-

·t·i:able ·presque partout sur [0 1 T[ o 

Dans· ·t·oute la.suite nous supposerons w=O ce cr1.ti simplifie 

les démonstrationso 

On doit étudier au préalable 1 9 approximation Yosida et la 

formule exponentielleo 

hlo· ·Propriété des solutions fortes de E o 

·Proposition lo Si u (respo v) est solution forte de Ex (:respo Ey) 

on a 1) lu(t)=v(t)I ~ lx-yl d 0 où unicité de la solution 

2) - -:~(t) eA 0 u(t) presque partout sur [0 11T[ 

3) Si x~D(A) J!~{t)I ;$ I.Axl presque partout sur [0 0 T[ o 

Démonstration ~ 

1) cfo Exposê n°1 0 proposition 2o2c 

2) Soit "1 1 8 ensemble des points de [o • T [ en lesqu~ls 

u(t)eD(A) 
' 

et n 1°ensemb1e des points de "1 en lesquels 

existe et ~(t) 
cit 

+ Au(t) 30 0 

On pose y ( t ) = E:( t ) e. Au ( t ) pour t e Q o 

On se fixe s dans n1 et ye Au(s) 0 On a alors 

½ f.r lu:Ct>-u.Cs>,1
2 

= C-yCt>0uCt>-uCs>)i < -Cy(t>-yau(t)-u(s»s 

+ (y 9 u(t)eu(s)) . s 

·du 
dt 
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En conclusion ¼rlu(t)-·u(s)I ~ IAu(s)I pour te:G o 

One~ déduit t~s 

lù(t)~u(s)I ~ (t=s)IAu(s)I 

Si de plus t¼s en restant dans a I et si sen on déduit 

l·du 1 1 1 dt(s)_ ~ .Au(s) et puisque - ~ ( s ) e Au ( s .) 
dt 

3) Si w(t) = u{t+h), w est solution de 1uéquation Eu{h) 

donc 

lu(t+h)-u(t)I $- lu(h)-u{o)'I si xe:D(A) 9 puisque s = oe:n
1 

et donc lu(h)-u(o)I ~ hlAu(o)I = hjAxl d~où 

lu(t+h)-u(t)I ~ h!Axl Q Si te:n on déduit 

~o· Existence· et propriétés des solutions de 1°équat•ion· approchée 

.Y.o·s ida o 

Soit A accréti:t\ on pose A">.. = (I-J À)/;\ pour ">..>O Il A>. est 

l 9 approximation Yosid~ de A a 

Propo s·i t ion• 2. 

i) A)I.. est accrétif et lipschitzienne de rapport 2/À o 

ii) 'f xe:D>. e A>.x e-A'J-,._x donc 
-==--=, 

Cette proposition a été ~émontrée dans l'exposé n°2 de Ho Attoucho 



On note la solution si elle existe de 

Pro;go~it·i-o·n· 3o· ·Sous l'h7pothèse de la condition 1 11 l·es s·oh1t·ions 

~uro·c-hé-es- ·Y.o·sida ·existent sur 

t·i·on· ·init·i-ale x · ·est dans C o 

me-nt ·sur t·o·ut borné de [o • +co [ 

O O dès•·9,ue xe:D(A) o 

C = conv (D(A)) lorsque la ·c:on·di­

De plus uA(t) converg~ unif6rm,­

~ S {t )x' lorsque À tend ve·rs 

La démonstration (qui est donnée pour w=O) se :fait en deux 

étape s·o 

A 

Lemme· 4 o (·Miyadera-Oharu [4J) o Soit C un convexe ·fermé de X ·et 

J une contraction de C dans C c Pour tout x dans C 9 1°é-q-ua-

·t·ion ~ + ( I-J) U -- 0 , u ( 0) = x 'd . l t O 0 dt - 1)0 sse e une s o ·u io·n ·un-1-q-ue u{t) 

de ··cl·a;sse Cl. .... l. . · a va eurs dans C et de plus 

lu(n)-Jnxl~ rn lx-Jxl pour tout entier n o 

Démonstration g L 9 équation s~écrit d t t dt (e u(t)) = e J u(t) donc 

=t ft t u(t) est solution de u(t) = e x + 
0 

es= Ju(s) ds o On considère 

l'application c/> ~ -e( [oilT[l)c) -;- ce( [0 0 T[~c) = '<:: il --6 est un 

convexe :fermé (pour la convergence uniforme) 

♦ (u)(t) 
-t 

X + s: -t+s 
J u( s) ds + est l ipsch i t zi-enne = e e D 

rapport (l-e-t)<l 0 Donc cj> possède un point fixe g 

u = cj>(u) (par itération) et u _est de classe c1 
o 

Pour obtenir la majoration, on remarque dvabord que (I-J) 

est accrétif puisque J est une contractiono On déduit de là 

l'unicité par la proposition l,i) et par l 0 iii)i) on a 

lu(t)-xl 

lx-Jxl 

de 



De plus 

5-,t 
e 

Posons ip (t) = ju(t)--Jnxl ,1" (t)~n e-t + Jt es-t ipn-l(s) ds o 

n jx-Jxl n o 
1 

Montrons par récurrence que ij,n ( t) ~ [(n-t) 
2

+tJ
2 

o 

Il suffit pour cela de prouver que 

t 1 
e-t(n + f

0 

e
0 

1/Jn_1 (s) ds) ~ [(n-t)
2

+t]
2 

ou bie~ par 1 9 hypoth~se de 
,. 

recurrence que 

n + 

l 1 

J 
t sr· 2 J2 t r 2 J2 
0 

e _(n-s-1) +s ~ e._{n-t) +t 0 

Ceci est vrai pour t=O o On dérive les deux membres pour 

obtenir la condition 

1 1 1 -.c 2 2 l (n-1·-t) +tJ (!f [(n-t)
2 +t]

2 
+ h [(n-t)

2+t] 2 

1 

= [(n-t)
2

+t]
2 

+ 
2(t=n)+l 

0 

Il suffit de remarquer que le membre de droit~ e~t po~itifQ et de 

comparer les carrés 

Or 
2 2 

(n-1-t) +t = (n~t) +t+2(t-n)+l ~ la différence entre le 

membre de droite et celui de gauche est donc un carrée 

Faisant t=n on obtient lu(n)-Jnxl ~ ✓rïjx-Jxj o 

On ~pplique ce lemme à JÀ restreint à C = conv D(A) ce qui est 



assurément réalisable pa.r la condition lo Si V t\ est la sol ut ion 

cie. 
~VÀ 

n= + (I-J).) V-;.. = 0 e V~(O) = X e il est clair que 

uÀ(t) = VÀ(t/,_J est la solution du problème approché et 1°on a 

Comme A À est accrétif 11 u). est lipschitzienne de rapport 

jA.Àx I par la proposition lo Si x €D(A) par la proposition 2 

jA 1xl ~ IAxl et u(t) = S(t)x est lipschitzienne de rapport jAx1 o 

On en dé duit en prenant n = [ t / À J 

Au paragraphe 1 1 la formule (3o4) donne jJ~x-S{nA)xl ~ 2/nÀIAxl 

Ceci assure la convergence uniforme de uÀ vers u sur tout borné 

de [0 9 +=[ lorsque xeD(AJ 1o- Grâce à l 0 équicontinuité en x des 

applications x .......,_ S{t)x et x ~ uÀ(t} e le résultat précédent 

subsiste pour x e D(A) o 

~o Démonstration du théorè·me 2 dà.ns le sens ii) ;> i) o 

Lé-inme 5o Soit xe: D(A) o Sous l'hypothèse de la condition le on a 

j>our tout · [x
0 

eY 
0

] de A g 

Démonstration Soit S(t)x = u(t) et uÀ(t) liapproximàtion 
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l: ·d. 
( U À ( t ') - X À ) 2 (AÀ uÀ(t),xÀ~uÀ(t)) 1 -= = 2 dt 

~ - (AÀ XÀ = A 
À 

uÀ{t) 9 xÀ-uÀ(t)) 8 + (A À x>.. 0 x~:.,u>.. (t) ) 8 

~ (yo,x>.-u>. (t) >s par 1°accrétivité de AÀ 0 

Par suite 

L 0 intégrale est une fonction SoCoBo en s et en faisant tendre .,_ 

vers O on a xÀ ~ x
0 

& uÀ (t) -=+ u(t) uniformément sur 

tout borné de m+ d'où e 

lu(t)-x 1
2 

0 

Or 2(x-u(t) 0 x
0
-x)8 ~ ju(t)=x

0
12 - lx-x

0
12 ~ divisant par t 

positif puis faisant tendre t vers O I on obtient 

lim (x-u(t) 
11 

x -x)
8 

~ (y 
0
x -u(0))

6 
o 

t~o t o o o 

Pro·po·s·ition· 60 Sous les hypothèses de la condition lv et A fermé 0 

si l'application t i---+ S(t)z est fortement différentiable en t 1) 
0 

Le lemme 5 appliqué à 

À y+ O(À) (y= - d! S{t)z) o On va prouver 
0 

-=--p. y pour À ~ 0 o 

et x = S(t )z (puisque xe:.D(A)) o 
0 
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l l.• m (y·+ Olt ) 11 x, - x ) S -· ( y x x ) d ' c ù 
I\ ~ ).Il À- S Il 

t~o 

soit Î (x-xÀ+_C5(À) 0 xÀ-x) 5 ~o donc lx=x>.1
2

~ O'().)lx-xÀI cges·t-à­

dire lx-x).I = 0-().) o, 

.De •même ÀIY-YÀI = O(>,) o En "1tilisant ici pour la première 

fois l'hypothèse que A est fermé ; on con~lut bien que [x 0 y] 
est dans A o 

Re-Diarg:ues {dues à Bénilan)o Si X est réflexif 0 soit D
0 

= {xe:X • 

S(t)x = ux(t) est liptschitzienne} = {xe:X 9 x""Slt)x borné en· O}o 

D(A)cD
0 

par l'appendice de Komura [3] et S(t)x est solution 

forte de E~ o Si en outre 

l) A demi=fermé 9 alors x e: D 9 on 
0 6' 

e~trait une suite t ~O n soit conver-

gente f'aiblemen t o Alors [ x 9 y] e A o 

2) A demi-fermé et 

limite faible montre que 
du 

X strictement convexe 0 l 0 unicité de la 
d+u 

=y=~ (0) dérivée faible à droite 
dt 

et que 1-Y 1 ~ l im I dt x ( tn) 1 ~ 1 Ax 1 donc 0 +y e: A x o Ce résultat 

s'étend de t=O à t quelconque par translation à droiteo On a 

dtu 
donc ~ (t) + A

0 u(t) = 0 , A
0 est le .générateur faible de S(t)o 

dtfaible 

3) Si A demi-fermé et 

fait le générateur fort de 

0 
X uniformément convexe 9 A 

S(t) o 

est en 

4) Si X est uniformément convexe et l 0 application de dualité 

W continue (par exemple. X~ uniformément convexe) alors si A est 
,. Ao ferme 9 est le généràteur fort de 

~ 

S(t) o 

Pour le montrer 9 on appelle A la demi-fermeture de A o 

Grâce à la continuité de ·~ W Il A est encore accrétive et par 

le 3° 8 est le générateur fort o Mais soit t n 
une suite, 

telle que 



(ceci est vrai p~esque partout)o On déduit 

alors que 

à.one 
-::-0 0 
Ax=Axo 

2 o 4 o· ·Démonst·rat ion ·de ( i ) ~~ ( ii) 0 

On u ( t) J[nt]+l l et prolonge et· pose = ·l X pour t~- on u n 

u par --la constante n 

nt)o Il est clair que 

S(t)x = So lim u (t) n 

= 

X 

n 

u n 

n 

pour t<O ( [nt] eat la partie en·tière 

est une fonction en escalier et que 

(par le théorème I du premier paragraphe)o 

·de 

·Proposition 7o Les fonctions u vérifiant les propriétés suivantes n 

2] 

u n 

u (t) = J[nt]+ 2 x = u (t+l) 
n 1 n n 

t . 1 
~ - c:::m 0 "' n 

n 

n (u (t ) ... u (t-1)) + Au (t) 3 O o 
n n n n 

l est donc: solution approcthée de 1°équation, avec retard .... 
n 

(et condition initiale u (t) = x pour t(O)o 
n 

IAu (t) 1 ~ !Au {t-1) 1 ~ 'jAxl o n n n 

Démonstration évident o 

u' (t)-u (t..,1) = J (u (t-1)) ... u (°t=l) 
n · n n 1 n n n n 

n 

l l 1 l = =- A
1 

u (t..,.-) E. =- A J
1 

u (t=-) 
n n n n n n -· = n n 

par la proposition 2 9 ii)o 

Donc 
l 1 

u ( t ) ·- u ( t -- ) e- ~- Au { t ) n n n n n pour l t ~ =- 0 :, .n 
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3] Par la. proposition 2 1 i~') et iii) 

IA .J 1 un(t'=¼>I~ IA1 un(t-¼)I dioù IA un(t}l.$ !Ai un(t~)I ~ 
= -n n 

. 1 
IA un (t-ii) 1 pour t~O o En itérant on obtient IA un (t) 1.s IAx 1 

et 

u {t) = x pour t<O o n 

On pose y (t) = -n{u (t)=u (t=l) e Au {t) 
n n n n n 

y(t) = = ~ (t) e:Au(t) 
dt pope sur 

Presque partout sur [o,T [ on a 

r~(t)-11(u(t)-u(t"-¼)>I = IYn(t)-y(t)+n(un(t)=u(t)).., n(un(t..,¼~u(t-¼>>I 

~ jy (t)-y(t)+n(u (t)-u(t))\- nlu (t..,l)..,_u(t-1)1 n n · n n · n 

In té gr an t sur [ o , e J I e < T on o b t i e nt g 

r:_!, n [ un ( t )-u( t) [ dt - J:1 11 [ un (t )-u(t) [dt~ I: [*( t )-n ( u(t )-u(t-¼))I dt 

n n 

Sur [..l. 8 0]:, u "(t)~= x = u(t) sauf en t=O 0 donc la seconde inté'= n n 

grale est nulleo On obtient finalement en faisant 
l 2 N 

(,e=-,=ooo= n n n 

où N = [nT}, .et en additionnant g 

N 

J: lun(t)-u(t)[ dt~ T J: [~(t)-n(u(t)-u(t-!U[ dt, 
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Par la proposition 1 9 IAx I est une constante de Lipschitz pour 

u( t) et donc 9 de plus cette fonction 

tend presque partout ver~ O o On en déduit donc ia conyergence dans 

L
1

( [0 9 'l'[ 0 X) de un vers u o (On obtient en fait la convergence 

sur 

fonctions sont bornées)o 

Soit la linéarisée de (u étant en escalier)' c~est-à= n . 
dire 

Il est clair que v est absolument continue lipschitzienne de 
n 

rapport IAx I pa.r la proposition 7 8 iii) 

t 
1vn{t) .. u{t)l

2 = lvn(O)-xl
2 

+ J
0 

2lvn(t)-u(t))l,hlvn(t)=u(t)I dt 

T 
~ !J1x-xl

2 
+ 41Axl J

0 
lvn(t)-u(t)I dt 

n 

d'autre part puisque lun(t)-vn(t)I~¾ IAxl et que 

dans L
1 

e il en est de même de v 0 enfin puisque n 

On déduit que vn converge uniformément sur 

il en est alors de même de un o 

un tend vers u 

1 J l x-x 1 ~ ¾ 1 Ax I o 
..,, 
n 

u:, on 
déduitg 

·RemarqUeo Dans le cas linéaire et D(A) dense dans X 0 A ferm~~ 

la condition lest toujours vérifiée et en fait Jn laisse D(A) 
i\ 

invariant et commute avec A o Alors· g 
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m Ji Ji+l x-J X tX- t X t n 
·x-S· (-t·) X iL -=-

lim ·n 
lim 

n· n 
= = t n++co t n " t .n++co i=o n 

n I-J t n 

[: -
(J!x) r= (j!x) lim l n lim 1 A = - ~ = = 

n++co n t n++oo n 1=0 - - i=o -n n n 

n 

= lim iL Jt Ax 0 

n++co n " 1=0 -= 
n 

Or 
it - pour YE:D(A) duoù la conver"" n 

gen·ce uniforme en n et i~n de i Jty vers y lorsque 
-= 
n 

Cette convergence a donc lieu pour Y€ D(A) = X o On conclut alors 

que lim x-~tt)x = Ax. Enfin ceci implique la dérivabilit, l droite 
t~o 

en·tout t>O et 
t 

d_ S(t)x = - S(t) Ax continu d 0 où le rEsultat 
dt 

classique de Hille Yosidao 

2o5a Complémento 

Un résultat récent de Ia Miyadera (Some remarks on semi=groups 

of non linear operators~ à paraître)~ permet de démontrer le théorème 

2 9 sans la condition 1 8 mais sous lghypothèse plus faible DÀ :::> D(A) 

pour À_ suffisamment petit( tlu._ -ft~ -1...) · 

Il suffit pour cela de· démontrer le lemme 5 du §o2o3 sans la 

condition la Nous donnons ici la dGmonstratiort de Miyade~a g 

s O i en t r·x 6 y l G: A " e t X € D ( A ) u ( t ) = J [nt] + 1 
• 

0 
p 

O 
_ ~ , po sons n 1 x po ur -

t i}- - 1 (c:fo notations du §o2o4) • u (t) n n 

n 
-=9- S ( t) x lorsque n 

1 
0 n a don c n ( un ( t -= ) - u ( t ) ) e: Au ( t ) 

n n n 
pour t~O o 

L'accrétivité de A donne donc 
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( y +n ( u ( t ) - u ( t-1) ) 9 x - un ( t ) ) 
8 
~ O 0 o n n n o 

d'où on déduit 

( y X - U ( t } ) $ + n ( U ( t ) - X + X - U ( t-1_ ) 8 X - U ( t ) ) $ ~ 0 
0 8 o n n o o n n o n 

donc (y x -u (t))
6 

+ n[-lu (t)-x 12 
+ lu (t)-x ! lu (t·-1)-x IJ > ..... O o 0 o n n o n o n n o ~ 

d'où (y x -u (t))
8 

+ n
2

-1 lu {t-!)-x 1
2 

- lu {t)-x 1
2

] ~ O o 
0 8 o n - n n o n o 

Par suite 

Comme un(t) est constante sur [* 0 k:lr pour k €:. 1N O on obtient 

1 
k) j 2 1 k-1 j 2 u (= -x - u (~)-x < 2 nn o n n o...._ {y~ X -u (t))S dT o o o n . 

n 

Faisant k=0 0 1 00 oo 0[n1:] et additionnant 9 on obtient 

~l 

2 2 f n 1 u ( t )-x 1 - 1 x-x 1 ~ 2 n o o 
. 0 

( y O X -u ( T)) S d T o o o n 

Lorsque n ==>- +œ 8 par le lemme de Fatou et le fait. que (y
00

o)
8 

est semi-continu supérieurement, on a 

2 2 Jt ls(t)x - x 1 - lx-x 1 ~ 2 (y a x -s(t)x) 8 dt o 
0 0 0 0 

0 

(On utilise auss~ le fait que lx -u (t)j est borné uniformément o n 

en n par lx -J[nt]+lx 1 + lx -xi 
0 1 O 0 

donc par [nT]+ljAx 1 + lx -xi 
n o o 

= n 

c'est-à-dire par TjAx
0

j + jx
0

-xj )o 

On conclut alors comme dans le lemme 5 8 §~2o3o 
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Soit C un convexe fermé du Banach X et S(t) un semi­

groupe non linéaire su~ C, avec ·s(t) lip~chitzien de rapport 
wt 

e o On se pose la question de l'èxistence dwun opérateur A 9 

tel· que A+Ca)I soit accrétif et tel que S(t) = lim (I+¼A )""n 0 

c'est-à-dire l 0 existence d 1 un pseudo-générateur de S o 

Dans toute la suite de ce paragraphe nous supposerons w=O 

pour simplifier les calculso C et S sont donnéso 

On pose At = t[I-S(t)] 

JÀ t = (I+i(I-S(t)))""
1 

o 
. 9 

-1 
et JÀ,t = (I+ÀAt) 9 

On ne peut espérer quiil existe une limite t~O pour les At o 

Par contre si le pseudo-générateur A existe 8 JAot doit tendre 

vers J
1 

= (I+AA)-l ~ en un sens à précisero 

·Propositio•n lo At est univoque accrétif de C ~ C o J.X.et !:....!.1_. 

une contractio.n définie de C ~ C 1
0 et IJ>.

8
tx-xl ~ ¼ls(t)x-xl o 

D..... - 0 , , V , > o.' e·monstration, g .,.. --=--,-,a:ia:iC1DcmSDam~~ ~ 

~ 1 x-y I o 

Ceci prouve que At est accrétifo Donc J 1 t est une contractiono 
e 

Cette contraction est définie _sur C tout entier car si x E: C 

Or l 8 application y t + ....L ( ) A+tx A+t St y définie sur C à valeur 



dans C es~ une contraction stricteo Elle admet donc un point fixe 

unique qui est J 1 tX o 
il 

+ ). !t I S ( t) X= XI o 

Donc 

p O 0 2o Pour tout de C roposition X D on a 
~ 

Démonstration On fixe X e:C ; et À.>0 
_ _,_ az::iac.rimzi ,am~-, - am-, 

et pour: a>O on note 

Ya = J À X 0 On utilise le 
90 

Le·mme ·3o· ·Pour tout entier n 1>ositif 8 il existe un indice i 

Démonstration Pour tout z e: C on a par (lol) 

Elevant au carré et utilisant lu+vl
2

~ lul
2 

+ 2(v 9 u) 6 on obtient 

additionnant les relations (]ol) pour k=l 8 2oeon on obtient 

n 

1Yt-S(nt)zl 2 
+ il L (yt-x 9yt-S(kt)z) ~ 1Yt-zl 2 

À k=l S 



Dioù 1°on tire g 

n 

L (yt=XsYt-S(kt)ynt)s + (ynt-XeYnt-yt) ~ 0 0 

k=l S 

La formule (3o3) impose que l 0 un de ses termes au moins soit 

n ê g a t if ou nul o 

On utilise les relations suivantes g 

~ (lyt=xi-lS(it)y
0

t-xl )2 
- js(it)y

0
t=xi 

IYt=S(it)yntl 

Pour au moins un i ~ l~i~n on a donc en additionnant (3o4) et 

( 3 0 5) 
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Utilisant ls(it)ynt-xl ~ ls(it)ynt-S(it)xl + 1s(it)x-xl 

~ lYnt-xl+IS(it)x-xJ~ On obtient i 

(3o7) 

Il est aisé de déduire de (3o7) une forme •xplicite pour une cons­

tante K telle que 

Par la proposition 1 on déduit que pour n donné il existe un 1 

l~i~n avec 

( 3 0 8) 

Utilisons la continuité forte de S(t)x en O ~ Pour e>O donné 9 

il existe 8(t) = 6 tel que ls(cr)x-xl < E d~s que a<S-(e) e 

Si S/2 ~ nt ~ ô ( ce qui est impliqué par t < 5/2) pour un 

entier n au moins 11 on a 

Si de plus À < S/2 on obtient 

·Pro:12os i t ion 4 0 S 9 il existe une suite {tn}~O et un À ~ositif 

tels iue JÀ = s lim J À t existe sur C Il alors J = s lim J 
n+oo ~ n µ l,I I t :n 

existe sur C pour tout µ;?l.À et l'on a JÀx = J (].x + À-µ 
J X) T 0 

1J À À 

Démonstration g Pour t 

résolvante on a 

JÀ t X = 
• n 

J 

donné, les 

(~ X + 
µ • t À 

n 

Soit X = lJ 
X + b J À l:;. X y = n r À 8 

" n 

JÀ t étant une fa~ill~ 
1) 

~ JÀ t x) • À 
Il n 

lim X = ].X ~ JÀx n À + À 
n++œ 
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D'autre part 

Enfin J· t (x) 
IJo n n 

= JÀ t (x) 
• n 

JÀx o On en conclut ,que 

admet une limite forte sur 

Im(r X+ ·À~µ JÀ) e Montrons que Ccim(-r X+ À;µ JÀ) 0 

Pour JJ~À on va montrer que H~ ( C) :::> C o 

Or z.= H~x .( :> x = ~. z + ~~À JÀx donc x est point :rixe pour 

z e. C de la contraction stricte de C -+- C définie par 

X L-...1,_ -.À ti O O C 0 ~ lJ z + JJ ~Àx o On voit en particulier que si 
1 

avec -x. dans C 
1 

alors 

·Corollaire 5o S'il existe deux suites tl t ~ 0 n 

s l.Î.m JÀ = JÀ existe sur C pour tout m alors t n-+-+00 mg n m 

s lim J À t . - JÀ existe sur C ~our tout ).>0 et :J20Ur 
0 n 

tout l,i >O • 
J peut être prolongé en une contraction définie sur 

µ 6µ ~ U H~(C) 
0 < À . 

i valeur dans C o 

~~~2!!!~!!~.!2!: g La première partie est conséq~ence de la proposition 

4o Il est.clair que si ).>µ, H~(C)cC et que J,. = 
(l 9 équation résolvante passe a la limite f'orte)o 

Pour À<u on prolonge J par J (Hµ)-l 
µ À À 

sur C 



sur H~_(c) o On peut vérifier que si i\
1 <À, H~1(C)_::,H~(c) et 

( µ )-1 
que J)., H)., 

,, . 
precise 

est un prolongement de 

et 

Le~ prolongements de J sont des compositions de contractions donc 
µ 

de~ contractions. Nous noterons encore J le prolongement ainsi µ 
obtenu de J sur 6 o µ µ 

·Théorè·me 3. Supposons qu'il· exi 1ste une suite tn\-o t·el·J.-e -g:ue 

J). = s lim J 1 t ·existe sur C »our ·tout A>O ~ ·alara on ·a ·les 
~ n 

':r'é·s·ul·t·a:t·s· ·s·ui·vant s 

a) V µ>O ' J µ 
est défini sur 6 o 

µ 
x-J X 

b )- ·L 9·opêrateur A = U · { [JA X 9 • À À ] 9 xeC} est accrétif 11 
À>O · 1 

D(A) = C e Im(I+µA) = 6 il (I+µA)-l = 
µ J ( sur 6 ) o 

µ µ 

c) V XE.•D(A) 9 S(t)x est lipschitzienne en t 5 

d) A est le pseudo-générateur de S(t) sur C o 

Démonstration a) cfo Corollaire 5o 
x-J X 

b) On remarg,ue que les ensembles {[JÀx 9 ÀÀ ) 0 xE.C} 

sont décroissants en 1 car si µ<~ ~ 

et z = = 

l,l 
H ,\ x-J ,\ X 

= 
µ 

X 1 = 

Pour montrer que A est accrétif on choisit 

et par la remarque précédente on peut prendre 

x'-J x' 
H avec 

Y= = J\Xo 
l II l 

et 

x.-J\:x. 
l II l 

zi = À i=l 9 2 c On va prouver que µ inférieur à .\ implique 

(*) IY1+µz 1 -(y 2 +µz 2 ) 1 - IY1-Y2 1 ~ O o Or 
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Dans (*)• divisant par µ et faisant tendre µ vers O 9 on 

obtient ( z
1

-z 20 y
1

-y
2

) ~ O o 

s 
Ce~i prouve bien que A est accrétifo 

Il est cl.air que 

(I+µA)y pour yE:.D(A) s'écrit, puisqu 8 on peut supposer 

y= JÀx avec Im(I+JJA) = li 
µ 

(I+µA)-l Hix = JÀx o Donc si z = H~xe:lill, on a 

(I+µA)-lz = JÀ{H:)-lz = ~µz o 

c) On a x = (I + ¾ (I-S(t))) JÀ tx d 9 où 
• 

(·I=S ~t )) x-JÀ1tx donc 
t J>.

0
tx = 

À 

r..;s ( t ) 

et 

x-J X 

1 . À À 1 = lim 1 ~ n JÀ t xi est une constante de Lipschitz 
L = n.,,+cc n 0 n 

pour t 1-}- S(t) JÀx o On voit que S(t)y est lipschitzienne en t 
x-J X 

pour ye::D(A), de rapport I ÀÀ I pour tout (x 9 À) vérifiant 

JÀx = y o Le plus petit L ainsi obtenu est clairement jAyl =Ko 

d·) Il suf~it de prouver que S (t )x = lim 

XE: D(A) o Soit et la solution de 

uÀ ( 0) = 0 o On a g 

js(t)x - S(n>.)xl ~ >.jAyj = ÀK o 

On écrit 

pour 

n 
À A u. : 0 

.À 



(IIIo2) 

Or 

(IIIo3) 

par les résultats du paragraphe 2 ainsi que 

(IIJ.5) Par le paragraphe 2 et ·1e paragraphe l 

faisant À = tk et k ~ +m on ob 1tient alors 

(IIIo6) 

Remarqueo ·Il n~y a pa.s unicité du pseudo-générateur dans le cas 

général o 

Proposition, 60 Si 1°espace X e,st· de dimension finie ou est un 

espace de Hilbertt les ccinclusiona du théorime III sont toujours 

satisfaites o 

D~monstra.tion dans le cas dim X <+m La proposition 3 implique 
~~~~-~-~~~~~~-~~~~~~-~~~~ 

que si x e:C 8 J À tx est uniformément borné en:: À quand t~O et 
i) 

il en est ainsi sur tout borné de C o Par le théorème d 0 Arzala-
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Ascoli il existe donc une suite t (n) tendant vers O pour 
m 

laquel'le lim J
1 9 tm(n) existe uniformément sur tout borné de C 

n-++co = 
m 

(on utilise essentiellement ici 1 9 hypothèse de dimension)o 

La suite diagonale t~ = tn(n) satisfait alors les conditions 

de 1 9 hypothèse du théorème 3o Lorsque de plus X* est strictement 

convexe on démontre l 9 unicité du pseudo-génêrateuro 

La démonstration dans le cas d 9 un espace de Hilbert nécessite 

de~x lemmes {cfo Kato [5])o On utilise la continuité en t=O de 

t ~ S{t)x o 

·Lemme Îo fil [t<S'(e:) ~;>, js(t)x-xJ < e:J alors nt <S{e:) im:pl·ig;ue 

On reprend les notations et la formule (3o3) qui pour X hilbert 
,n 

s'écrit ~ (yt-x 0 yt=S(kt)ynt) + (ynt-x 9ynt-yt) ~ O qu 0 on écrit 
, n 

- 2 2 \' 
nllyt-xl - (ynt-X0Yt=x) + !Yntf"'xl ] ~ 'f";;r IYt=xl ls(kt)ynt""xl o 

0 r I S (kt ) y nt'.'" x 1 ~ 1 S (kt ) y nt - S (kt ) x 1 + f· S (kt ) x~ x f ~ 1 y nt.., x 1 + t- o 

Or IYnt""xl IYt--xl ~ ½ [1Ynt~xl
2 

+ 1Yt=xl
2

] o On dédu~t enfin 

½ ( y t ""Y nt) 2 ~ 1 y t ,..XIe: o 

Lemme 80 

1 J x-x 1 ~ 1 1 S { t) x-_x 1 
Àzt t 

(Proposition l) 9 



- :3""' 

donc 

ijî t<b/2 il existe n entier avec S/2~nt<S et d 9 après le 

lemme 7 • on obtient g 

mais 

Diaprès le lemme 8 JÀetx est borné lorsque t tend vers 0 1) 

· (pour À :rixé) o Le lemme 7 montre alors que y À 8 t est de Cauchy 

lorsque t\o en restant dans ~ en e f'fe t si t et 

dans ~ avec t w et <S i on peut ,, 0 ecrire t = nt e to = 

par le lemme 7 IJÀ.itx-JÀ,toxl ~ 2/2e:jJÀl)îx~xl o 

la limite de JÀ tx lorsque t~O dans ~ o 
~ 

tu 

no T 

On voit que les .hypothèses du théorème 3 sont satisfaiteso 

sont 

et 

L0 unicité du pseudo-générateur se démontre également dans le 

cadre hilbertieno 

·Re~arqueo Avec le théorème 3 on retrduve tous lgs résultats du 

théor~me de Rille Yosida dans le cas linéaire 8 en effet g 

J>.,tx (I + .\ (I-S(t)))- 1x rl.!1 (I À S(t)-)}-:- 1x = .... = --t - t ,.).+t 
+= 

t [: À i S(it)x qui = (m) lo raque 
.\+t 

·-u/>. 1=0 

t -p 0 tend vers J"" e S(u)x du = J.\x À 0 

,0 

Les exemples suivants présentent d'es cas pathologiqueso 
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Exe~ple lo Absence de générateur infinitésimal 0 mais existence du 

pseudo-générateur g 

e C = { f e: X avec O ~ f ( x ) ~ x} G 

S(t)f est différentiable en t=O si et seulement si f{x) = x o 

En effet lim 
t+o 

(S(t)f)(x) - f(x) 
t 

si 

si 

f{x) = x (en particulie~ 
x=O) 

f(x) < X • 

Il nijy a donc pas de générateur infinitésimal au sens de l'équation 

diévolution égalemento 

pour À+t,:::: x-:f(x} 
Pourtant 

On voit donc que lim (JÀ,tf)(x) = inf(f(x)+). 9 x) 0 JÀ = S(À) 0 
t+o' 

donc le théorême 3 s 0 applique-

A= U <[s(>,J(f). ; ½ (r-sO)r»] D fE.C} 
).>o 

est un pseudo-générate~r de S(t) o 

·Exemple 2o Non unicité du pseudo-générateur (dans le cas dim X< + 00 
0 

mais X~ non strictement convexe) o 

Soit g [~1,1] ->- [-1 il] fonction non croissante continue avec 

g(-1) = 1 9 g(+l) = -1 o On associe à g un opérateur Ac X"' X 
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satisfaisant à X= D(A) 

(0 1 1) b>O 

(0il-1) b<O 

r b=O 

a) A est accrétif 

Soit ( a 0 b ) e, ( a 8 
9 b' ) 9 e- X 

Si bb 8 'K O on a évidemment 

où r = ç _g(x)+x jj(x)-x l 
0 

t 2 • 2 J 

(ced)e:,A(aeb) 11 (cv,d'.)€A(a'llb') o 

Si b>O I b'<O utilisant la fonction w 9 on obtient 

Si b = b' = 0 9 a>a' alors 

= 2 + (l+e )x 0 
- (l-e) g(x~) 

sup [(g(x)-g(x9+x-x'e 
Àe.[-1.1] 

g(x)-g(xw )-x-x 0 ) 11(lt>.;)] 

Or sign(x-x') f sign (g(x)-g(x')) d'où pour ) = ± l on obtient 

une expression positive ou nulleo 



Remarquons que A nwest pas B-accrétif (au sens de Biowde~)o 

_,, 
b) A est m-accrétif 

En effet X = Im(I+--;\A) 9 (a 9 b) = u+i\v où [u,vJ .. ~A o En effet 

(a -

où X 
0 

est défini par 

c) Expression de 

(a 11b-e:>..) 
JÀ(a 9 b)· 

( a- b- i\x 0 0) 
0 

Par suite 

Jn (a• b) = 
t .,.. 
n 

X +g(x ) 
À O 0 

2 

g(x )+x 
9 Q) + À( 0 2 0 Il 

g{x )-x 
0 0 b 

= = 
2 À 

JÀ 
~ et de V 

pour lb 1 > À 

par jb,~>.. 

C) 

S{t) .. 

E = signe de b 
g( X )-x b ... 0 0 ou = = 

2 À 

(a-b+mt t n+l-m t. xg,O) m ·m+l O ~-t ~ b <=t - - X pour 
n n: 0 n n n 

O~mE=n 
( mt t n+l=m t xg 8 0) o~- ~ ::>b> m+l 

a-b-- - - X pour =t n n 0 n n n 

O~m-~n 

g ( X )-X t b-m-... · 0 0 n dé :finit et ... ou = X ou 
X t 0 

définit -n 

Par suite lim Jn (a, b) = (a 9 b-e:t) pour e:b>t t n++m -n (a-(t-b)xg 9 0) O~b~t pour 

( a- ( t +b ) xg O 0) pour -t~b~O C 

( a 8 b- Et) 

( a- ( t- 1 b 1 ) xg o O) 
e: = sigp.e de b 
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Il est clair que S(t) ne dépend de g que par l'unique réel 

associé à g o 

Ceci donne g 

(c 0 d+e:À) ldl>t e: = signe de 

( c+xg>dl J.tl) t+>. 
- t 9 t .d) 

d'où 

(a 0 b-e:>.) lb 1 >t+>. e: = signe de· b 

(a-xgÀ(l - (!!h 9 t!À b) pour lbl~t+>. 

Faisant t -+- 0 on obtient 

( a 9 b- e: À ) par lb 1 ~À e: = signe de b 
IÀ(a,b) = 

( a- X g ( À- 1 b 1 ) e O ) par Jbl~>-
On voit que 

mais B = U ·est un 
>.>o 

pseudo-générateur et on obtient tous calculs faits 

B = U 
À >O 

f ( c • d ) 9 ( 0 e I : I ) } U { [ ( o 9 0 ) ~ ( x g ( 1-Jtl ) 9 } ) ] } où 

B est obtenu selon le mime processus que A mais. à partir de 

la f'onction aff'ine par morceaux sur [-1 1 1]. définie par les trois 

points 

h ( -1 ) = l 9 h ( l ) = -1 0 h (x g') = · x g o 

d 
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Séminaire sur les semi-groupes 

e~ lei opérateurs non linéaires 

Orsay 1970-71 

OPERATEURS T-AèCRETIFS D'UN ESPACE DE BANACH RETICULE 

parc. PICARD 

X est dit Banach réticulé si et seulement si X est un 

espace de Banach réel 11 muni d'une relation d'ordre (on note P 

le cône positif de X ) réticulée, compatible avec la structure 

d'espace vectoriel réel et telle que 

Notations : = s'up ( x 9 0) ex-= sup(-x,O) 0 [on a alors 
---------+ -] X = X - X_ e !xi = x+ + x , xJ. = {y<::X; inr(lxl ,IYI) = O} • 

!!~~!!S~~!! 
(xey) ~ 

Les applications x i---+-. 

sup(x,y) s6nt continues 

lxl ex .....,._ 
(cr,[4]). 

+ 
X Il 

X~ désigne le dual de X et (. 1 .) le produit scalaire d'un 

élément de X et d'un élément de X' • 

1• ~~lication de dualité positive, 

X est. un Banach rét iculE. 

Définition 1.1. On .app~lle ap~lication de dualité positive de X 

l'application W+ de P dans ~(X') définie par 

W + ( x) = { w €X' 1 ( x O w) = llx 112 
; - Il w ll=ll x Il 

On remarque que W+(x) c W(x) e où W est l'application de due.lité 



de X (cf• ( 8] ) • 

l) X = L l (Sa 'IJ) • où est une mesure de Radon positive 

Pour tout. x e L 
1 

( s 9 µ ) 0 x ~o 0 on a 

W+ ( X ) = . { W = 11 X 11
1 

X } 
{x>o} 

où x{x>o} est la fonction caractéristique de l'ensemble des t E. S 

tels que x(t) > 0 o 

Rappelons que 0 pour tout l x I y e L ( S 1 µ ) 0 on a : 

W(x) = {we-LO>(S 9 '1J)lw = (sgn x)l!xlli. 0 sur {x:#0}; llwll..,~ lJxll1 } 

et (x.y)s = ttx~1rf (sgn x)y d}J + J IYI d}J] • 
{xlo} {x=o} 

2) X = 1Pcs.l,I) 0 où l<p<a., • 

Pour tout xe1P(s 0 '1J) 0 x~O O on a: 

·Proposition 1.1, [5] Pour tout x_E:P 8 W+(x) est non vide. 

J. 
E!~2~E~!!~i2~ x est un sous espace vectoriel de X O fermé car 

l'application y~ inf(xelYI) est continue, D'après le théo.rème 

de Iiahn.:.Banach 1 il existe w sX' tel que 

= 1/x 112 
e /1 w Il = /1 x 1( o V 

J. 
Y€ X 

Soit + 
w {y)::: sup{w(z) • O~z~y} • 

+ Il est clair que w 0 définie sur P • est positive. positivement 

homo.gène et nulle sur 
J. 

p n X 'D De pl us 

soient y 1 , y
2 

E:.-P • Quel que soit 

(lemme de décomposition de Riesz) 

+ 
'W est additive. En effet, 

z~y 1+y 2 , il existe 

z 2 tels ,que 
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Ainsi• 

= sup{w(z
1

) i O~z
1

~y 1} + sup{w(z 2 ) ; O~z
2

~y
2

} 

= w+(yl) + w+(y2) • 

Prolongeons 

....,+ 
On vérifie facilement que w 

.1. 
et nulle sur x • Montrons que 

définie sur X O en posant 

est bien définie 0 positive, linéair 

-;,+ e. W+(x) • Si ye:-P O on a : 

puisque : w( z) ~ llwll 1/zll ~ llwl!IIYII O pour O~z~y o 

Il en ré suJ, te que O pour tout y E: X 0 

On a alors 

donc 

Ainsi 

w(x> ~ w+(x> = ;,+ex>~ llwllllxll = llxll
2 

= wCx> • 

;;+ ( X ) = Il x Il 2 
• 

Proposition 1.2.[7] Soient x.sP et ye X • Alors il existe 

w SE:: W + ( x ) te 1 q u~ : 

= Il x Il in f 
J. 

b <::: IR+ & z~x 

. Il x+ i\ s u p ( y + z 1 - b x ) -
l1m À 

+ 
À ➔ O 

La démonstration utilise le lemme suivant : 
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·L·enime :· ·Soit x-== P et 

Alors 

(2) L'application y ...,_.... o(x,y) est sous linéaire positive 

( 3) o ( x, ax+y) = a !lx JI + o ( x •y) • a e m • 

J. 
(4) Si ZE:X , o(x 9 y) = o(x 9 y+z) • 

Démonstration de (1) Il suff'i t de prendre b=O et z=O et de ~-------------------majorer. 

Démonstration de (2) : Pour tout y• y•~ X• --------------------
o(x 9 y+y') ~ o(x,y) + o(x,y') résulte de 

lim 
À-+o+ 

llx+À sup(y+y'+z+z' ;-bx)II-IIÜ = lim H2x+>. sup(y+y'+z+z' 1 -bx)Jl-2llxil 
À À-+O+ À 

pour tous 0 z 

Si Y.~o O on a 

et 
.L 

z' €' X • 

sup(y+ z,-bx) ~ sup( z,-bx) inf(-z,bx)) - irif(lzl 9 bx) = 0 0 

l 
pour tout z '=-x 

culier o(x,0)~-0 

et 

• Or 

b E: IR+ • Par conséquent 

o(x,O)~ 0 d'après (1) 

D'autre part, si a>O • on obtient 

o(x 9 y);;, 0 • En parti­

donc o(x.o) = 0 • 

o(x,ay) 

. par a z 

= a 

et 

• en remplaçant dans la difinition .de 
. t, 

a , z 

Démonstration de (3) --------------------

0 a 

On a 9 quels que soient 

sup(ax+y+z,-bx) = ax + sup(y+z,-(a+b)x) • 

.L 
Ze:X et bE::IR+ e 



En utilisant l'égalité 

lim 
+ 

À +O 

H·X ·+ ).(aX+Y)!l-!lx!I = 
~ 

lim 
>- Il - 1 1· - ·11 ~Y --IX 

l+a:\ · l+a?-' 

-2,.._ 
l+a'.\.. 

= allx[I-+ lim_ llx + ~Yll-llxll 
+ 

>.+o 

et en remarquant que o(x 8 y) est inchangé quand on remplace dans 

sa. dê:finition 

puisque : 

Démonstration de (4) --------------------

par b;i:.b 
0 

où b 
0 

C'est immédiat, 

est quelconque positir 

Soit WE.W+(x) o Pour tout 
.1. 

z e x et b E: rn + • on a 

! (w(x+>. sup(y+z~-bx))-w(x)) 
Î\ 

= w(sup(y+z,-bx)) >,:.. w(y+z) = .... (y) • 

donc Il x llo ( x, y) ~ w (y) o 

D'autre part 0 montrons l'existence de L-=:W+{x) tel que 

L (y) = llx llo ( x •y) .• 

[ 
J. "' Soit F = x+yJ (f) x = {u = a(x+y)+z; a. c:: lR9 ZE:"X } , 

F est un sous-espace vectoriel de X • 

On pose 

linéaire 

si a ➔ O 

si a<O 

0 

e 

.e.(u) = a1lxl;o(x 1 x+y) 0 pour tout ueF. r er;t bien dé!'inie. 

et telle que 2.(u).:.; IJxl)o(x,u) ~ car : 

i ( u ) = :l x E o ( x , a ( x + y ) ) = Il x 11 o ( x , u ) 
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De plus l'application v )--+.- llxl/o(x 0 v) dé:rinie sur X est sous­

additive et positivement homogène. D'après le théorème de Hahn­

Banach0 il existe une forme linéaire L sur X qui prolonge i 

et· telle que L(v)~1lxlla(x0 v) 0 pour tout vsX o 

On a L{x) + L(y) = R.(x+y) = llxl!o(xDx+y) = llxll
2 

+ llxlla(x&y). 

Ors, L(x) ~ llxlJcr(x11x) = /lxll2 
et L(y) ~ llxlla(x9 y) 

donc L (y) = Il x lla ( x, y} et L ( x) = Il x 112 
o 

De pl us 8 Il L Il ~ li x Il car 

L est positive, car si Vy0 9 
J. 

v e: ~ 9 L(v) = t(v) = 0 • 

A in si : L Ë W + ( x) o 

L ( v) ~ JI x IJo ( x D -v ) ~ 0 et s i 

Remarque : Une conséquence de la proposition 1.2 est que 

En effet, 

P . . 1 3 W+(x+) __ropos1t1on • , est contenu dans le sous-diffétentiel en x 

' - · · l-.
2

11x+ll2 
• ·de 1 apl)l1cat1on x ..-..+-

Démonstration ------------- Soit + 
v e:-W + ( x ) • On a 

+ + 2 
~ - ( !lx li - llY /1 ) ~ o 
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Ainsi 9 w appartient au sous-différentie·1 en x de x ~ .~ l\x + 1!2 • 

_g.· ·Ql?éra.t!';_~ T-accrétifs et semi-groupes de T-con tract ions• 
=:.,. ,.,-TC ...::.a 

-~• b'P;g_licf!1i.,ons T-linschitziennes et T-contractions. 

Dêf·inition 2.1. Soit U une application de X dans X de domaine 
m;::n::::: == ~~ 

D(U) • 

On dit que U est k-T-linschitzienne si et seulement si : 

Si k=l • on dit que U est une T-contraction de X• 

Prop~sition 2,.:1. • .ê,.ill U : 

lli,tzi.§:nneA.J:.lors U ·est 

D(U)cX --i,- X • Si U est - ·-
En effet 9 soient x 11 x'E: D(U) • On a 

~ 2k llx-x' 1/ , 

Si x~x' e alors (x.;.x• )+ = O d'où 

dire Ux::; Ux' • 

2,2. T-ac~rétivité • ..,_,,._ . 

+ 
( U X- U X t ) = 0 ;C 

I e S t - à - · 

. Dêiinition 2,2. Soit A un opérateur (multivoque) de X D 

A est dit T-accrétif de X si et seulement si f 

A est dit B-T-accrétif àe X (Brovde?' si et seule-

ment si : 
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·.~;.~.!~·Xque, La. première définition est donnée par B, CALVERT [2] pour 

des op~rateurs univoques. 

·Exemples : ..,.,..,,,,...,..., l) Un opérateur A de est T-accrétif s,s,i •. : 

·Remaroue. Puisqu'un opérateur accrétif de 
n:cc::n:uei· .. _ :t 

est caractérisé 

par : 

J ( S gn ( X ( t )- X 1 ( t ) ) ) ( y ( t )-y ' ( t ) ) d 1-1 ( t) 
lt;x(t);ix' (t)} 

on voit que tout 6pérateur T-accrétif de L1 (Seµ) est accrétif, 

Ce fait sera un peu précisé plus loin. 

2) Un opérateur A de. Lp(S,µ) (l<p< 00 ) est 

T-accrétif s,s.i. : 

V [x,y],[x~,y!J e:A,, J (x(t)-x'(t))p-l(y(t)-y'(t)) d~(t) 
{t;x(thx'(t)) ~ 

0 

3) S,nséquence. Soit f un graphe monotone de m • 
Soit A l'opérateur de Lp (l~p<œ) défini par 

Alors A est T-accrétif • 

. r.roposition 2.2, ~ A un o('érateur d:,. X, 

A est T-accrétif si et seuleme~t ~i : 
~ 

+ ... 
( V z e--C ( x-x' > > ) 

Il + 1 ( t ) + ( + + 'I (x-x') Il~ 1 (l-1,1) x-x + >.(y-y'+z} + 1,1(x-x') } L 
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~f!~~~~!!~!~~ : D'après la définition 2,2, et la proposition l,2, 1 

A est T-accrétif' s.s,ioe pour tou.t [x~yJ & [x' ,y']<:: A e 

c'est-à-dire : 
. + .a. 't/ z e ( ( x-x • ) ) , 

lim ~x' )+ + À S'UJ,(y-y'+_~, -b(x-x' )+) Il - Il (~-Z:' )+JI~ 0 & 

+ 
Â,-j,-0 

ce qu.i est équivalent à& puisque l'application 

1-+ 1Lx+~! Il-ll!.1l est croissante, 
À 

V >..>O 9 ll(x-x')+II ~ ll(x-x')+ + À sup{y-y'+z, -b(x-x')+)II, 

Cette dernière inégalité s'écrit encoree ep utilisant 

sup(X,Y·) = (X-Y)+ + Y e 

1) Si A est our tout est 

·une a plication de R(I+ÀA) dans X 3ui est une 'I'-contra.ction, 

+ 
2 ) .9Ji s U;l?,E ~ s e q_ u ~-.P.~ u r..,.t o "!!. t"· x ,s X , W + ( x ) e a t ~.& a 1 au s o ~.! -

~~~nt i e 1 en x , ~ g { x ) 0 ~:_i.:,,R.E, 1 i c a t ion g : x )-► ½ 11 x + 1/ 2 • 

Si, pour tout ).>O , (l+ÀA)-
1 est .une T-contra.cû,on de R(I+>.A) 

~ X 9 alors A !.!!,._ T-accrétif, 

E~~~~:!!!:~~i:~~-~~-!l: Soient [x,y], [x',y']<::A et À>O. 

D'après la proposition 2.2. on a: 

en prenant µ=l et 1 -z = - I(x-x') . 

[Voici une démonstration directe de cette inégalité 

v é: W+( Cx-x' )+) tel que {y-y' ...... )~ 0 • Ainsi, 

il c.xiotc 



+ 
( ( X- X 1 

) 9 W ) = ( X- X 1 
1 W ) ~ ( X - X 1 + ), ( y-y 1 

) 9 W ) 

Il en résulte que ll(x-x'·)~l! ~ l\(x-x'+À(y-y') )-1'. • 
Si x+Xy = x'+>..y' , on a (x-x'+>..(y-y'))+ = (x-x'+À(y-y'))- = o 

donc x-~• = 0 • Ainsi (I+AA)-
1 

est une application de R(I+AAJ 

dans X qui est une T-contraction~ 

k_em~• Soient x, y eX • Alors J..l..J:.25.!aste w e- ag(x) tel (LU~ 

+ + 
= llx+II lim ll(x+>..y) IL:Jx U • 

+ À 
).➔ o 

Démonstration du lemme : Puisq_ue 1 1 application t ,~ 1\( x+ty) +Il est -------~~-------------
convexe, cette limite existe et nous la noterons ~(x 9 y) • 

Remarquons d'abord que : q,(x,y) ~llY+II ~ l'application 
. . ~ 

y i-,.. cp ( x , y ) e s t s o us l in é ai r e e t 4i ( x ~ a x + y ) = a [I x Il + ~ ( x i y ) , où 

a E 11,1 ; ces propriétés se démontrent facilement en utilisa.nt des 

relations employées dans la démonstration du lemme de la propoai­

tion l,2. 

Maintenant, soit F = {u = a(x+y)ôaE(R} et î(u) = llHx+ll4>Cxex+y) 

Alors t est une forme linéaire sur le sous-espace vectoriel F ~ 

telle que R.(u·) ~ llx+jjq,(x,u) • De plus u ~ · jlx+ll4J(x 9 u) est sous-

linéaire. D'après le théorème de Hahn-Banach& il existe une forme 

linéaire w telle que w=t sur F et w(u) ~ llx+/141{:r.:,u) , pour 

tout uE:X , On a 

+ 2 +. + 2 
Or, w(x) -~ !lx Il et w(y) ~ !lx îl 4,(x,y) & donc w(x) :: llx 'I et 

+ 
.., ( y ) = 1! X Il 4> { X , y ) • 

De plus, on vérifie-que 

Ainsi, 2 ( u-x, w) - !lu+ j!2 
à-dire que v € ag(x) , et le lemme est démont:z:é. 

+ ll(x-x') Il 
+ 

!ICx-.x'+>,(y-y'))+I! - ;l(x-x'.J_J 121 

;\ 

0, c'est-
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Comme le premier membre est positif pour tout À)O 9 (y-y',w) est 

positif et ainsi A est T-accrétif, 

~. Re lat ions entre une T-~~~i2.,ry et u~~!!_trac t i_on et_ en t.r e 

un oné rat eur T-ac Cré tif e 1,yn O.J?~L~!~Lr~J~s_ré tif_. 

Définition 2,3. Soit X un Banach réticulé. 

On dit que X a .!_a P!:P,~riété p S1 et seulement si 

1) C(X) '-
0 ou X est compact. C'est évident. 

2) LP(s.rt) 0 l~p~+= (cf[l]) 

3 ) H e s p ace de Hi 1 ber t 9 car I! x Il 2 
= Il x + B 2 + 1 / x - I! 2 , 

Soient l~p 1<p 2~+= • 

Soit L = {f=f 1 +r2 ~ 

d'ordre 

et de la norme : · Il f Il = l/r1 1/+ 1/f 2 H • 

muni de la relation 

Alors L est un Banach réticulé qui n'a pas la propriété P, 

En effet : soient l<pl<œ 
' 

p =l 
2 • 

Soit fl tel que l/r1 11 < llr~ll+llr~II • 
Soit g2 tel .que 1/g; Il = 1/r: 11 Il g; Il = 1/r~ Il • 9 

Soient f=f 
1 

et g=g 
2 • On a a.lors 

11 r+!I = Il r~ 11 = li g; Il = Il g + Il 

11 r-/1 = Il r~ I! = Il g; Il = llg-lf 



Lemree. Si 

Soit 
.+ 

z = a.y Sy- • On a 
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+ + 
z = CJ.Y et d'où ~ 

1/zll = !lxl) d'après P " D'autre pn.rtt Il zl/~ /IYll , car 

1 zl + - + = "Y + By ;;; y + Y 

A in si Il x li~ Il Y Il • 

.!:E,~,9.!~J tj.?.,;l, ?.~. o n=...E,_,YJ~P-<2..ê,~~-fl~~ X ~-:i-,,~_J2 r~?_P r ~~~-~.~ P • 

Alors t6ute T-contraction de X est une contraction et tout 
-...-.-:-~~, ...... ,~:r.....c ._.,.--:-ou: .... -.,c.-1::"J.C.~~.1 ••. •.!:,ei __ .___ -.-r.:_ .. __.,-.x-.._•-..-----,:-.,..•-•'-·--·~-..,._.t..o __ _ 

T-nccrétif' de · X 

D6monntratioh : Soit U une 
.,. ___________ _ 

on e. Il (U:>:-Ux' )+Il~ lfC-x-x' )+il 
donc, d·'a.près P c !lu.x-ux' 1/ ~ 

est accrétif, 
-~.,in.•-=:,1A•-~-'P'--"t.!':'.a...-...-..-

T-contraction. Pour tout x, x' 

et l/(Ux-Ux')-1/~·l!(x-x')-I: & 

1/x-x' 1/ , 

€ D{U) 

Soit A un opé~ateur T-uccr6tir. D'apras la proposition 2,3, 

et la propri6t6 P, en a 

( V [x,yJ. [x' ,y'] E: A) ( V À>O) • llx-x' 1/-:.S llx-x' +>,(y-y') I! 

c'est-à-dire que A est accrétif, 

_t<:_11 e g ue P coit vérifiée, --~---·---
En effet, n(x) = llx+ll+11x-11 est une nor::-,c su:- y 

• • t 

équivale_n~e à 1/. 1: car /lxl/ ~n(x) ~21/xl:" et ~elle 

la propriété P. 
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2.4. Semi-gr~~,R_es d~ T-contractions, 

Définiiion 2~4. Soit C cX. On appelle semi-groupe de T-contraction 

sur C une a.pp 1 i c a t ion S dé f' in i e sur [ 0 , + 00 [ te 11 e que 

(S(t))t~o soit un semi-groupe continu 9 non linéaire et que S(t) 

soit une T-contraction de C · dans C pour tout t?c·O • 

On note QT(C) l'ensemble des semi-groupes de T-contractions. 

sur C • 

Proyosition 2.6. 

l) Si U est une T-contraction de X 9 alors I - U est 

B-T-ac cti..lli• 

2) ~ Se:QT(C), _&l.o;-s ~e=~~~Jr~te~r i~!_nL~imal AS de 

S (fa~le ou~for!) est B-T-~~• 

Démonstration -------------
1) Soient Xe x'eD(U) et + 

w E: w ( ( x-x' ) ) • 
+ 

donc (x-Ux-x'+Ux' ~w) ~ O • 

Ainsi I - U est B-T-accrétif. 

D'après l) on a x' - S(t)x' "1) ... o pour tout t>O • t . .. ,:;;, s 

Quand t -+ o+ , on obtient (A
5

x - A8 x' ,w) ~ 0 • 

Ainsi AS (générateur fort ou faible) est B-T-accrétif. 

Pronosition 2.7. Soit A un opé~teu~ T-accrétif de X 

R(I+>..A)::>D(A) pour 0<1.<À
0 

• 

Alors S(t) v -- 11·m (I + nt A)-nx . D--(7 } .,.. ... e x l s t e pour !.!? ut .x .:: " 
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~~~~~~~!!~i~~: Puisque A est T-accrêtif& A est un opérateur 

accrétif de (X,n) • Dtaprês un théorême de Crandail et Liggett 

( [3] ou [9]) , S(t)x = lim(I + ;A)-nx e~dste pour tout x E D(A) 

et t>O et S est un semi~groupe continu sur D(A) • 

Montrons que S(t) est une T-contraction de D(A) dans 

D ( A ) • S o i t J >.. = ( I + ÀA ) - l -. S o i e nt x , x ' (;. D ( A ) • Pu i s que J ), e s t 
. Jn . une T-contraction 1 ~ est encore une T-contraction pour tout- n • 

Par conséquent, et en utilisant la continuité de l'application 

X t--=;>,- X+ , on a 

l!(S(t)x -_ S(t)x' )+ Il = Il( lim (J;x J~ X 1)) + Il 
n-1>00 - -n n 

= li lim ( Jnx - J~x' >+Il ,; If ( X -x t ) + li • ""' t 
n-+oo -n n 
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Séminaire sur les semi-groupes 

et les opérateurs non linéaires 

Orsay 1970-71 

SOLUTIONS FAIBLES D'EQUATIOITS D'EVOLUTIOIT 

DANS UN ESiACE REFLEXIF 

Ph, BENI LAN 

Exposé n°6 

Dans cet 
,, 

X désigne de Ba;1 ach réflexif de expose un espace dual X' 

de norme 1 • 1 et, d'application de dualité w . on pose pour . [x,y]€x" t 

<y,x> = sup{<y,w> ;w € W(x)} s • On se donne w E.. IR et A un opérateur de 

Y. 

Y. 

tel que A+wI s·oi t m-accrêtif. On renvoie aux 
, 

1 et exposes 3 pour 1 1 étud•: 

de ces ·notions, 

Eta.nt donné 1 
fe L (O,T;X) , on étudie les solutions de l'équation 

du 
dt + Au 3 f • 

~ans la partie I , on introduit et étudie les solutions faibles de 

cette équation, On généralise ainsi les résultats de Ph, Bénilan et H, 

Brézis [1] en précisant la régularité des solutions en fonction de la 

régularité de la norme de X • 

Dans la partie II, nous reprenons avec une légère amélioration les 

résultats de [1] concernant les solutions faibles lorsque X est un 

espace de Hilbert et Int (conv.D(A)) ~ ~ 1 cas qui recouvre les espaces 

de Hilbert de dimension finie (remarque 8). 

Nous noterons w1 'P(0 1 T;X) 

telles qu'il existe· 4>€. LP(o,T) 

t 
lu(t)-u(s)I ~ J

8

•(t) dt 

l'espace des fonctions u e.'C( [0 1 T] ,X) 

vérifiant 

Si u €. W 
1 

• p ( 0 1 T , X ) ( l ~ p ~ + 03 ) 1 u e s t ab s o lumen t con t in ue e t don c p • p • 
du P 

dérivable, et dt e.L (0 9 T;X) • On pourra trouver par exemple dans l'ap-

pendice de [2] une étude des espaces .w1 ,P(O,T,X) • 
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I - Solutions faibles, 

Définition 1. On note ~A la fermeture dans -e([o,T],x) x L
1

(o,T,X) de 

{[u,r]€ w1
•

1
(o,T;X) 1' L

1
(o,T.x) t :~(t) + Au(t)3 f(t) P•P• t s:]OtT[}. • 

Etant donné f e L
1

(0 9 T,X) on appelle solution faible de :~ + Au 3f toute 

fonction u telle que [ u, r] e ~ A , 

Donnons d'abord quelques inégalités fondamentales 

Proposition 1. Soient [ u, r] et -
(1) ½lu(t)-v(t) 1

2 ~ ½ e 2 w(t-s) ju(s)-v{s) 1
2 

t 
+ J e 2 w ( t- T ) < r ( T )- g ( T ) 1 ù ( T ) -v ( T ) > s d T 

s 

t 
(2) lu(t)-v{t)I ❖ ew(t-s)lu(s)-v(s)j+ J ew(t-·c)lf(T)-g(T)jdt 

s 

L'inégalité (2) de déduit de (1) grâce au lemme élémentaire suivant 

en posant ~(t) = e-wtlu(t)-v(t)I et ~(t) = e-wtjr(t)-g(t)I 

Lemme la Soient - et - tels 9.::,! 

1 2 l 2 ft 2~(t) ~ 2~(s) + ~(T) ~(t) dt pOU.,! tout O~s~t~T. 
s 

t 
Alors 4i(t)~ ~(s) + f

8
1p(T) dt your to!:1 0$s~t~T • 

Démonstration de (1) : Compte tenu des propriétés de < 8 > (cf. exposé 
-------------------- s 
n°3 9 appendi~e 1) l'inégalité (l) est invariante par passage à la limite 

1 ' l l 
dans .:.C( [o,T] 0X) x L (OiTiX) , On peut donc supposer u,v<a:: W 9 (OeT.X} et 

*(t) + Au(t) ~ f(t) • :;(t) + Av(t) 3 g(t) P•P• t E-]O,T[ • On a alors en 

appliquant l'accrétivité de 
. 
A+wI et la Proposition l,5 de l'exposé n°l, 

d 1. -2wt I ·
1
2 -2wt ( ) ( ) ( d'où dt 2 e u(t)-v(t) ~ e <f(t)-g t ,ut -v t)>

8 

et l'inégalité (l) en intégrant, 

Donnons un cas particulier de (l) lorsque w=O , 

Corollaire l, Si A est m-accrétif (w=O), ~ [u,r] € tA • 
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( 3 ) 
t 

~u(t)-u(s),u(s)-x> ~ J <f(t)-y,u(t)-x> dT s s 
s 

pour tout O~s~t~T et 

Le théorème suivant montre que le problème 

en terme de solution faible 

du + Au 3 f 
dt 

est bien posé 

Théorème 1. Soient 

faible unioue u de 

l 
f'eL (O,T,X) 

du - + AU.3 f 
dt 

et x «s D(A) • Il existe une solution 

telle que u(O) = x • 

L'unicité 

considérons r 
résulte immédiatement de (2). Pour démontrer l'existence 

-- l . 
= { [x,f] e: D(A) '.)( L (O,T;X) ; il existe une solution faible 

de du A f 
dt + u 3 telle que u(O) = x} • 

D'abord r est fermé 0 car Sl. [x , f J ~ [x, r] dans 
n n 

1· du 
D( A) X solution faible 

n Au f telle L (O,T;X) et u est de + 3 q_ue 
n dt n n 

u ( 0) = X • d'après ( 2) 
·n n 

lu (t)-u (t)I ~ ewtlx -x 1 + ftewlt-tr,f (-r)-f (t) dt 
n m n m n m 

s 

~ elwlT{ lx -x 1 + llr -f U } pour tout t E: [o.T] • 
n m n m 

1
1 

Donc u converge uniformément vers une fonction u qui par définition 
n 

t 1 • ' d du A f es so ut ion faible e dt + u 3 • 

Soit maintenant Yë X L'opérateur A = A-y est tel que A +wI y y 
est m-accrét~f ; notons 

(cf, exposé n°4). Pour 

Sy(t) le semi-groupe pseudo-engendré par Ay 

x e: D(A) , la fonction SY{t)x est lipschitzienne 
d 

et dt sy ( t ) x + AY sy ( t ) x =' o p • p • ' ' . d t , c est-a-dire S (t)x + AS (t)x3y 
y y 

P•P• t • Si l'on prend xe D(A) , la fonction 
du 

faible de dt+ Au =>Y , Etant données alors 

escalier. sur [o,T[ définie sur la subdivision 

par f:ayi 

définie par 

sur [ai-l'ai[ 9 [x,rJ €T ; en effet 

u(O) = x, u(t) = S (t) u(a. 1 ) 
y i l.-

est donc solution 

et f fonction en 

0 = a <a< •• ,<a = T 
o l n · 

il suffit de considérer 

sur ]a. 1 ,a.J • 
l.- l. 

L I espace des fonctions en ~scalier étant dense dans l. L (O,T;X) 9 le 

théorème est démontré, 

Etudions maintenant l.es solutions faibles. Introduisons d'abord 

quelques notations et définitions. 

u 
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Définition 2. Soit f-=: L1 (0,TtX) • On dit que te:. [o,T[ est point de 

Lebes~ue 
... droite de f s'il existe YE X tel que a 

t+h 
1. 1 f t If ( T )-y 1 dt 0 La valeur est a.lors égale ' 1m - = • y a h h-+o 
h>o 

f ( t+O ) 
l Jt+h 

= lim h t f(t) dt • 
h-+o 
h>o 

Rappelons que l'ensemble des points de Lebesgue, et donc a. fortiori 

des points de Lebesgue à droite, est de complémentaire négligeable, 

Définition 3, Soit ue:<e([o 1 T];X et t E: [ 0 , T [ , On po se 

&>o 

convexe fermée, 

Si 

si 

h-+o 
h>o 

lim 
h-+o 
h>o 

lu(t+h )-u(t) l 
h 

< +co 9 U 

.... ou conv désigne l'enveloppe 

est faiblement dérivable à droite en 

si et seulement si D+u(t) est réduit à un élément, 

t 

Définition 4, Soit E partie de X• on pose 1 E 1 = i nf { 1 y 1 ;y E- E} et 

E o = {y e E; 1 y 1 = j E 1 } • 

Théorème 2, Soient [u 9 f] ~ ~A et t point de Lebesgue è. droite de f 

Il l,_Û9.,;!_ivalence en~re les nronriétés 
9: ~JW, 

suivantes : 

i) u(t)e D(J\.) 

ii) D+1.1(t) '# (p 

iii) lim lu(t+h)-u(t) 1 
h 

< +00 • 
h-+O 
h>O 

Alors D + u ( t ) c ( f ( t + 0 ) ~Au ( t ) ) 
0 

et ju(t+h~-u(tU ---+- lf(t+O)-Au(t)I lorsque h ~ 0 9 h>O • 

Trivialement (iii) ;. ii) • On peut d'autre part supposer w=O en 

remplaçant A par A+wI et f par f+wu , 
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Supposons + a € D u ( t) • Pour tout [x,y] e: A I d'ap•rès (3) • 

u ( t + h )-u ( t ) , u ( t ) - x > ~ l J t + h < f ( t )- y 
9 
u {-r )- x > dt 

< h s h t s 

d'où puisque < 9 > est sous-linéaire continue en la première variable 
s 

-lh Jtt+h <oc,u{t)-x> ~ sup <f'(,::)-y,u('t)-x> 
8 o<h<t s 

pour tout E>O • 

En faisant é. ->-. 0 , puisque t est point de Lebesgue à droite de 

<«,u(t)-x> ~ <f(t+O)-y,u(t)-x> • s s 

Ceci étant vrai pour tout [x 9 y] c A, opérateur accrétif maximal, 

u(t)E D(A) et f(t+O)-o:e.Au(t) • En particulier ii) -> i) et 

D+u(t) cf(t+O)-Au(t) , 

Supposant i) vérifik, d 1 apr~s (2) appliqué avec VEu(t) et 

g:yEAu(t), lim !u(t+h~-u(t)I ~ lr(t+O)-yj pour tout ye:Au(t), Donc 
·h+o 
h >O 

i) ? iii) et lim lu(t+h)-u(t)I ~ lr(t+O)-Au(t)I • 
h 

h-+O 
h>o 

Pour tout + «. E. D u(t) , 1 ctl ~ lim . u(t+h~-u(t) 

h➔O 

, donc 

h>O 

D+u(t}ç(f(t+O)-Au(_t)) 0 
• Enfin puisqu'il existe + 

Ole:.D u(t) 

l . J u ( t+ h )- u ( t) ! 
~ h • 
h-+o 
h>o 

h ~ 0 , h>O • 

1 u(t+h)-u(t)l 
h 

f f(t+O)-Au(t) 1 

tel que 

lorsque 

Corolla.ire_l., §_oit . [u,r] € w1 ' 1 (0,T;X) X. L1 (o,T.X) • Il Y_!- équival$,P,..E_~ 

ent,!:2...J:es propriétés suivantes : 

a) solution faible de 
du 

+ Au 3 f u dt ' 
b) ~(t) 

dt 
+Au(t)3f(t) P•P• t ~J OI T [ ; 

c) :~(t) E (f(t)-Au(t))
0 

P•P• t E:]0,T[ • 
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Rema.r9,ue l. Sous les hypothèses du théorème, lorsque u(t)E-D(A) et 

{f(t+O)-Au(t)) 0 est réduit à un ,1ément, u est faiblement dérivable i 

droite .• Ceci est vrai en particulier si A est univoque 9 aussi si A+wI 

est accrétif au sens de Browder et X strictement convexe. Remarquons 

que notre méthode permet d'améliorer ce résultat car D+u(t) est un 

convexe don~ tous les points sont équidistants de l'origine. 

Proposi__,llon 2. Avec les h,,rpothjses du théorème 2 1 supposons X stricte­

ment convexe (resp, uniformé~~nt Qonvexe). Alors i), ii) .:.1 iii) sont 

équivalents à 

iv) u est faiblement (resn, fortement) dérivable à droite en t • 

Rema.,::_g.ue___g_. Pour obtenir l'équivalence iv), il est nécessaire de faire des 

hypothèses de régularité sur la norme, Un contre-exemple dans œ2 muni 

de la norme ,~ le montre·. Donnons-nous pour cela une fonction • conti­

nue de [o,+00[ dans lR • dérivable à droite en tout t é]O,+w[ avec 

1 
d+q, 
d°t"(t)I ~ l e non dérivable à droite en O avec 4>(0) = 0 , 

Prenons pour A un prolongement m-accrétif (cf. théorème 3 de l'ex-

posé n°3) de l'opirateur accrétif univoque 

x e.]0 8 +00 [ • fait correspondre 

point (0 1 0)€ D(A) , 

d+ (j, 
(l, dt(x)) 

qui à tout point 

• Puisque A est fermé, le 

La fonction est solution de l'équation ~ + Au 3 0 
à.t 

u(O)a D(A) s mais u n'est pas dérivable à droite en O • 

_Prop_osition J. SU!JPO~ons..J.a norme différentiable et soient 

Alors 

u(t)-u(t ) , 1 Jtt 
tels que lim { 1 t--t O 

1 + t-t 
t+t O 0 

!r(t)i c1.·d 

U:(t)E. D(A) • 

Soit en effet 

t 

0 O 

t;!t 
0 

t ~ 
n 

t 
0 

telle que 
u(t )-u(t ) 

n o 
t -t 

n o 

[u,rJ E- ~A et 

a t 

l f tn f ( T ) dt t -t -. B et l 
t -t n o 

borné. Alors pour tout 
n 0 

0 

[x,y]€A e d'après (3) 9 

u(t )-u(t ) 
si t >t • c n ° 9 W(u(t

0
)-x)> ~ t -~t n o t -t 

n o n o 

t 

j ncf(T)-y,W(u(t)-x)> 
to 

dT 
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u(t )-u(t ) 
1 o n · 

• < t -t , W(u(tn)-x)> ~ t -t 
o n o 

Mais puisque W est continue, à la limite, 

< et 9 W ( U ( t )- x > ~ < 8-y, W ( U ( t )- X ) > • Donc u ( t ) e::: D ( A ) et 13-a e::: Au ( t ) • 
0 0 0 O 

Remarque 3. On pourrait à loisir raffiner les resultats de cette technique. 

Notons par éxemple lorsque A est univoque, [u,f]e: ~A et te: [o,T[ ~st 

l Jt+h tel que lim ~ lt(1)ld1 < +~ 1 il y a iquivalence entre 
h-+o · t 

a) 

8) 

Alors 

h>o 

u est faiblement dérivable à droite, 

_ dt converge faiblement lorsque 1 Jtt+hf(T) . h 
h 

+ 
u(t)€ D(A) et ¼t~ + Au(t): l Jti-h 

limh ·t f{t) d1 • 
h-+o 
h>o 

Donnons quelques corollaires de ces deux théorimes 

O • h>O , 

Proposition=.!,• Supposons D(A) fermé e,t., l'~Hlic,!:.~ x ---- IAxl 
bornée ~__r...._t(?Ut COJ!;J?.act de · D(A) • Alors nour tout X€ D(A) ~ 

f€LP(o,T.X) e il exi~ UE.W
1 •P(O,T;X) un1.q1;e tel que u{O)==x et 

¼r ( t ). + Au ( t ) ?> f { t ) p , p • t E ] O e T [ , 

Soit en· effet, d'apras le théorame 1, u la solution faible de 

:~ + Au 3 f telle que u(O)=x , Posons M = sup{ IAu(t) 1 ;t E: [o,TJ} < +.., • 

Pour tout 

et donc 

O~s~t.sT I d'après (2), 
t 

j. U ( t ) - U ( s ) 1 .$ J s e '." ( t - T ) 1 f {T ) -y ) d. î 

t 
lu(t)-u(s) 1 ~ js elwlT{M+lf(~)} dT • 

, V YE. Au(s) 

Donc U€Wl'P(o,T.X) • D'après le corollaire 2, n(t) + Au(t):=> f(t) 

P•P• tE]O,T[. 

Remarque 4, Les hypoth~ses de la proposition 4 sont en particulier véri­

fiées dans les cas suivants· 

X Hilbert et A= a1pc, sous-différentielle de la fonction indicatri 1 

d'un convexe fermé C • En effet alors pour tout x € C , O .s aljicx , 

- X Hilbert ou X de dimension finie et D(A) = X • (cf. Proposition 

de cet exposé et Proposition 2 de l'exposé n°3). 
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Etudions le cas d'un deuxième membre f à variation bornée. 

Définition 5, On dit qu'une fonction f de dans X est à vari.a-

tion bornée, s'il existe une constante C telle que pour toute subàivi-

n 
sion 0 = a <a <,,,<a = 

o 1 n T • \"" lr(a.)-f(a. 
1

)1 ~ C, 
~ l. i-

1.=l 

Le plus petit C 

sur [o,T] 1 que 

vérifiant cette propriété est la variation totale de 

nous noterons 

Nous noterons VB( [o,TJ ;X) l'espace des fonctions à variation bornée. 

Il est élémentaire de vérifier q_ue lf(t)-f{s) 1 ~ v[o,t]f - v[O,s]f pour 

tout Ô$S$t~T, D'où l'on déduit facilement : 

T-h 
]

0 
lrC't+h)-f(r)ld-r ~ h v[o,T]f i 

f 

pour tout t E: [o,T[ 9 f(t+h) converge fortement lorsq_ue h .._ 0 , 

h>O; 

l'ensemble des points d~ discontinuité de f est au plus dénombrable 

Proyo!:!,ition 1• Soient f e: VB( [o,T] ;X) ~ u solution faible de 
du dt + ·Au 3 f • Il y a .§,oui valence entre les propriétés sui van~§_ 

i) u(0)€: D(A) 

l'i') 1,~( ) U€W O,T;X • 

Alors pour tout t<S [o,T] , u(t)t: D(A), 

Si X est strictement convexe (resn. uniformément convexe), u est 

faiblement (resp. fortem~nt) dérivable à droite en tout t E. [0 1 T[ • 

Si ue:W 1 •""(o,T.X) , à 1 après le théorème 2 et les propriétés de f, 

u(t)E:.. D(A) pour tout t E [ü,T[ et D+u(t) c (f(t+O)-Au(t)) 0 
, 

D'où aussi les propriétés supplémentaires si X est strictement ou uni­

formément convexe, 

h 

Si 
....... 

u(O)E. D(.A) , d'après le théorème 1, l.u(h)-u(O) 1 
h 

0 • D'autre part appliquant l'inégalité (2) 

·est borné lorsqu, 

t 
lu(t+h}-u(t)I -..< ewtlu(h)-u(o)f + J

0

{ew(t-T)lr(1+h)-f(1)}dr 

h I w I T { j_u ( h )- u ( 0 j J + f } 
~ e h vlo,TI ' 
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Donc 

Pour voir que u(T) €. D(A) , il suffit de prolonger f par une cons­

tante à droite de T et d'utiliser le théorème 1 pour prolonger la solu­

tion faible, D'après ce qui précède ce prolongement sera lipschitzien et 

donc u ( T) E. D (A) , 

En pariiculier 9 on obtient 

Corollaire 3, ~ S(t) le semi:groupe Eseudo-engendré ~8;!: A. Notant 

A
0 

1:,_:,oyérateur x ~ (Ax)
0 

• 

D ( A o ) = D (A) = { x € D (A) ; 1 i m :.-I S ( t ~ x- x 1 < + .., } 
ttc 

= {XE:D(A) t f'l conv {filt~-~ • O<t<t} i" ~} • 
c>o 

De .I?J. ... us s i X e s t s t r i c te me n t ( ES ~ , ½en i f o r B!.,é,~ ) .S,2,_1; v e ~~ ... : __ l_e_,,,g,_J_2:,.,,.e ... " _r_~_t_e_u_r 

infinité!,,imal t~bl~ (resp. fo~) de S(t) ~,:.! 2:,ne section de A
0 

de 

même domaine qu~ A, 

Remarque 5, Tout point x où A
0 x est réduit à un élément, appartient au 

domaihe du générateur faible, Le contre-exemple de Crandall et Liggett 

(cf, exposé n°4) montrant qu'un semi-groupe peut admettre plusieurs pseudo­

générateurs semble indiquer que la réciproque est fausse dans le ca,s 

général, 

Remar~..§.• Soit [ u 9 f J <i;. 'G ( [ 0 1 T] i, X ) x VB ( [ 0 9 T] ; X ) a Ve c u ( 0 ) € D ( A ) , 

D'après le corollaire 2 et la Proposition 5 il y a équivalence entre 

a) 

b) 

u solution faible de du dt+ Au.3f 

l CIO 

u e W .• ( 0 9 T; X) et ~(t) + Au(t) 3f{t) 
dt 

Lorsque X est uniformément convexe, on peut ajouter 

+ 
_d ~ ( t ) + Au ( t ) 3 f ( t ) 
dt 

C) u est fortement dérivable à droite et 

tout te. [o,T[ sauf au plus un ensemble dénombrable• 

Lorsque X est de dimension finiet on a-aussi 

pour 

d) D+u(t) + Au(t)3f,(t) pour tout te:.[O,T[ sauf au plus un ensemble 

dénombrable. 
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II - Cas particulier. 

Dans tout ce paragraphe X est un espace de Hilbert de _produit 

scalaire (.,,) et A vérifie Int conv D(A) j ~, 

Nous utilisons le résultat de Rokafellar [4] dont nous donnons une 

démonstratibn simplifiée : 

Proposition 6 •. Supposons que Int conv D(A) j ~ • 

Alors Int D(A) = Int D(A) est un convexe non vide et A est borné au 

voisinage de tout point intérieur à D(A) , 

Utilisons le lemme suivant : 

Lemme.2,• ~ Dn une suite croissante de parties de H • Eo,,.?09~ D = U D 

et supposons Int(conv D) j ~ • Alors Int(conv D) = U Int(conv D ) • n 
n 

Posons en effet n = Int(conv D) • _Puisque D 
n 

est croissante 9 

n 

CO n V D = U CO n V D e t don C n C LJ CO n V D C fl • n n 
Appliquant le théorème de 

n n 
Baire 0 il existe n 

0 
tel que Int(conv D ) :f. 0 ; par suite pour 

n 
n >--n , 

0 

conv ·D = Int(conv D ) , On a donc 
n n 

n = U Int(conv D ) 
n 

, Mais 

u 
n 

11 

Int(conv D) 
n 

est un convexe ouvert, donc 

Démontrons alors le résultat, Posons A 
n 

Puisque D{A) = U D(A ) 
n n 

1 d'après le lemme 1 9 

n = Int Q = U Int{conv D ) n 
n 

et 

Int(conv D(A)) = U Int(conv D(A )) , Puisq_ue D(A) est convexe (cf, 
n n 

exposé n°3, lemme 2) 9 il suffit de démontrer que A est born·é au voisi­

nage de tout point intérieur à conv D(A) , On aura alors en effet 

Int(conv_ D(A}) c D(A) 9 car 

est borné au voisinage d'un 

Int D(A) = Int(conv D(A)) = 

A étant demi-fermé (cf, exppsé n°i), s'il 

point x e: D(A) e le peint x €. D(A) ; d'où 
0 0 

Int(conv D(A)) = Int D(A) , 

Soit x È:.. Int(conv D{A)) , Il existe 
0 

{ lx-x j~p}c conv D(A ) • Montrons q_ue A o n 

p>O et n 

est borné sur 

tels q_ue 

{ 1 X~ X 1 ~ .e_ } 
o 2 

s o i t en e f f e t [ x , y] E. A te 1- que lx-x
0

1~%, Pour tout [~.n]EAn 9 

(n-y 8 E,;-x)_~-wlE.:-xl
2 et donc (y,E;-x)~ (2+lwl)n

2
; d'où pour tout 

f,;e:_conv D(An) 9 (y.E.:-xJ{(2+lw-l)n
2 

et par suite 
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= _g_ sup (y,~-x) ~ 2(2+lwl )n2 

P 1~-xl=p/2 P 

Enonçons le théor~me : 

Th ê o r è me 3 • S o i t [ u , f] cS. ~ A , 

l) u est à variation bornée et 

Ou' C / A est une constante ne dependant que de , 

2) Pour tout t e:]o,T] tel que lim ½ J.t lf(T)ldT" +0:1 , u(t)E: D(A} • 
h-+o t-h 
h>o 

~§!:;~~!!~::~~!~~-~::-!) : On peut toujours supposer O e Int D (A) • 

Soient p>O et M tels que l~l=p :) i;E:D(A) et jA
0

E;.l~M. On a 
· alors pour tout [x,y] E: A •· (y-A

0 E;,x-E;) ~ -wlx-i;:12 
pour tout E;. tel que 

li;:j=p, d'où en posant M
1 

= M+lwlp 1 

( 4 ) 1 Y 1 = .! s up (Y, E; ) ~ l (y, x) + ( M1 + 1 w 11 x 1 ) ( 1 + hl) 
p 1 ~ 1 =p p p 

tels que 

uniformément, f ---+- f 
n 

dans 1 L (O,T;X) • 
du 

Appliquons l'estimation (4) à [un(t),fn(t)- dtn(t)]t:. A P•P• tE.]0,T~ 

on obtient, 

soit 

et en intégrant, pour O~s~t~T • 
Il un Il 

L"" 
1 u ( t ) - u ( s ) 1 ~ ( 1 +--- ) n n p 

t j s < 1 r n h > 1 +Ml+ 1 w 1 1 un h > 1 l d T 

+ .L2 {lu (s)l
2

-lu (t)l
2

} • 
p n n 
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1 ul-
00 

Posant cj>(T) = (11 PL Hlf(T)+M 1 +1wllu·(T)I} on a à la limite 

t 
(5) lu(t)-u(s)I ~ J <J)(T) dT + ;P(lu(s)l

2
-lu(t)l

2
). 

s 

Cette estimation montre que u est à variation bornée de variation totale 

inférieure Ôu égale ·à J; cj>(T) dT + h{ lu(O) 1
2

- lu(T) 1
2

} , que l'on peut 

écrire en regroupant les constantes sous la forme à démontrer. 

Utilisons le lemme géométrique suivant 

Lemme 3. Soient C un convexe ouvert et x e. C , Il existe r; e:. C tel 

V z e.. C • 

D ' a p rè s 1 e 1 e mme 3 , i 1 
2 2 2 --

existe E;<=:Int D(A) tel que lz-t;I - lu(t)-t;I $ lz-u(t)I , V zeD(A). 

Après translation, on peut supposer. E:=O~, On a donc pour tout h e: [o,t] , 
lu(t-h) 1

2 
- lu(t) 1

2
~ lu(t-h)-u(t) 1

2 
, D'où en reprenant l'estimation ( S) 

lu(t)-u(t-h)l~J:_hc/>(T) dT + !Plu(t) - u(t-h)l
2

, 

La fonction u étant continue en t 9 il existe ô>O tel que pour 

lhl<ô , lu(t)-u(t-h) l~P • D'où pour tout h~ [o,o] 9 

1 U ( t ) - u ( t- h ) 1 ~ 2 J!-h cf> ( T ) d T • 

Par construction de cj> , 

lim {lu(t)-~(t-h)I +; Jt lrh) dT} < + 00 , 

h-+o t-h 
h>o 

donc d'après la proposition 3 , u(t) e; D(A) • 

Remarquons que si lim l Jt If( T) 1 dT < + 00 • alors 
h-+o h t- h 

1
---:-- 1 u ( t )- u ( t- h ) i < . 

im ----=-------~a h 
h-+o 

h>o h>o 
.P!~~E2j;!~!i~E-~~-!~!!1!!1!:_,2 : On peut toujours supposer x=O •. Soit 

:r ~ { E; E: H ; ( E; 1 z ) ~ 0 , V z e: ë} : c ' è s t un-· cône ...: convexe fermé • Et an t donné 

considérons f,; la projection de E; • sur c. • 
0 

et donc· par -homogé.néité ( E; - E;1 z) ~ 0 · 

Pour to·ut 

pour tout z e: r , Donc 
0 

, cône convexe fermé de,sommet. 0 engendré ·,par c.; puisque 
'.. 

'f; E:. C c In t_ c
1 

, on a -; E: Int C = 
o. l LJ )..C et donc il existe a>O tel q~e 

i\)0 
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a( E C • d'autre• part puisque ( 1 = a~ e. r a 
0 0 

lz-t;ll2 - 1~112 = lzl2 - 2(z.~l) ~ lzl2 V z eC • 

On en déduit ~ 

Proposition 7, Soit lirn ~ Jt lf(·r)l 
h-+o t-h 

tel que 

h>o 

pour tout t E JO 9 T [ sauf au pl us un en semble dénombrable. 

Pour to~ x .. D(A) , il existe 

u(O)=x et :~(t) + Au(t) 3 f(t) p,p, 

l 1 ue W t (O,T,X) 

tE:]O,T[, 

Cela résulte du théor~me 3 et du lemme suivant 

un1.aue 
n tel ~e 

Lemme 4 , s O i t - u e: vB ( [ o, T J ; x ) ri le ( [ o, T J ; x) tel que lim 
h-+o 
h>o 

lu(t+h)-_u(t)I 
h 

,12our tout té: [o,T[ sauf au plus un ensemble dénombrable. 

Alors 

Il est facile, en reprenant par exemple la démonstration de Komura [3] 

pour le cas de fonctiori absolument continuet de montrer que toute fonctio~ 
, du 1( ) a variation bornée est faiblement P•P• dérivable et que dt e: L 0 1 T;X , 

Montrons que les hypothêses supplfmentafres du lemme impliquent 
t 

u ( t )- u ( s) = J s ¾~ ( T) d -i pour tout O~s~t~T, Il suffit pour cela de 

J
T du 

montrer que pour tout ~eX, (u(T)-u(o),~)~ 
0

(dt(t) 9 F,;) dt. Posons 

cj,(t} = {u(t)-u(0)
9

F,;) et tJ,(t) = lim {u(t+h~-u(t),F,;) qui est finie pour 
h~o 
h>o 

tout t ~[ü,T[ sauf au plus un ensemble dénombrable que nous noterons 

{ttl} .• On a w(t) = !!(t) P•P• t et donc tµŒL
1

(0 1 T) , Donnons-nous E:>0 

et y : [0 9 TJ ~ IR s,c,i, telle que y(t)> w(t) pour tout t =f. tn et 

T T J
O 

Y (t ) d T ~ J
O 

l/J (t )- dt + e: • Con s i d ê r o n s 1 a f on c t ion 

+et+ E C .L 
2n 

t < t 
n 
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et p ( s )- p ( t) < 1/J ( t) +c 
s-t 

• Si -
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t=,t , il existe 
. n 

pour tout 

s 

ô>O tel que 

• 

Alors <f> ( S )- $ ( t ) = ·J y ( T ) d T -
C C t 

( cf, ( S )- <fJ ( t ) ) + E ( S- t ) + C 

si t=t I jl existe ô>O tel que 
n 

0 

s 

y{s) ~y(t) 

1 J t Y ( T ) d T - ( cf, ( S )- cf, ( t ) ) + C ( s- t ) 1 ~ E: -n 
pour S E: [ t c t+ Ô [ 

2 0 

Alors cf, (s)-cp (t)~O • 
C C 

T 
Donc <fic est croissante et cf,(T)~ J

0
y(1) dT + cT + c 

T 
~ JO ij,(T) dt + (2+T)e: • 

Ceci étant vrai pour tout c>O O cf,(T)~ J~1j,(1) dT • 

Remarqu~ 7. Les conditions de la 

1 o r s que f <:: L ..,l ( 0 , T ; X) • Il e s t 
1 1 . oc 

proposition 7 sont en particulier vérifiées 

probable que pour to_ut [u 9 -f] e. <) A 1 

UE.W 9 (0 9 T;X) 0 On sait le démontrer par exemple si l'on suppose que le 

bord de D(A) est différentiable. 

~ma!,9.~e 8, Lorsque X est un espace de_ Hilb..zrt de dimen_§__ion fin~!;.o les 

résultats du théor~me 3 et de le proposition 7 sont.va~ables pour un 

~pérate::!,!: A (tel que A+wI soit maximal monotone) ..sJ±elconS!.:,1~• On peut 

t o u j ou r s e n e f f e t s u pp o s e r O e:. D ( A ) , Po s o n s X I s o us- e s p ac e en g e n d ré 
0 

par D(A) et A = X ~ X ()A o Etant donnés [x,yJ e A et u orthogonal 
0 0 0 

car pour tout [E;,n] e Ai (y+u-n,x-~)= (y-n,x-E,;h,-wjx-i:1 2
• à X • y+uE: Ax 

0 

Donc D(A) = D(A) 
0 

et pour tout X e D (A) $ Ax = A x+ xl 
. 0 

où est le 

sous- e sp·ace orthogonal .... 
X En particulier A a • 0 0 

maximal monotone de 

Or étant donné 

vérifier que 

la projection de f 

X tel que Int conv D(A ) 
0 0 

[u,f] E: '€( [o,T] ;X) X L1 {o,T,X) 

si . et seulement si 

sur X 
0 

+wI est ,, ~ • 

t il est 

un opérateur 

immédiat de 

où f est 
0 

No~e. Depuis la rédaction de cet exposé, H. Brézis et moi-même avons démontré 
que lorsque X e~t un espace de Hilbert de dimension finiei pour tout 
[u 9 f] €. 4>1\., uŒ.W 1 • 1 (0,T;X) 9 (cf, [2] ), Le problème reste ouvert dans 
un espace de Hilbert de dimension infinie, 

- :- :- :-
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Séminaire sur les semi-groupes 

et les opérateurs non linéaires 

Orsay 1970-71 

Exposé n°7 

PERTURBATIONS MULT~VOQUES SEMI-CONTINUES SUPERIEUREMENT 
f 

D0 EQUATIONS D0 EVOLUTION DANS LES ESPACES DE HILBERT. 

(de dimension :finie) 

Ho ATTOUCH, Ao DAMLAMIAN 

Soient l) H un espace de Hilbert réel de dimension finiet 

dont le produit scalaire est noté ( o 9 o) et la norme I o I o 

2) A un opérateur maximal monotone de He c 0 est-à­

dire une application (multivoque) de H dans H vérifiant g 

ainsi que R(I+A) =Ho 

Plus généralement nous dirons que Ae él(w) (t11 réel) ai A+wI 

est maximal mon·o-t·on·e o 

3) B une application multivoque semi-continue éupérieu­

rement (socoso)' de H dans H O de domaine contenant D(A) ~ cveat­

à~dire (c:fo [2] par exemple) une application multivoque·telle que g 

0 V xe;H t Bx est compact dans H et Bx non vide pour XE D(A) 

V -
0 \J XE: H D V• voisinage de Bx 9 il existe u voisinage de X 

tel que . 
0 

ys.U > By c V 

4) :f une :fonction de tP(o.ToH) p➔l • 



du On se propose ici d v étudier le problème de Cauchy g dt + Au + Bu.;;, t 

avec condition initiale dans D(A) o A cet effet, on fera appel 0 

diune part aux résultats connus sur les équations d 0 évolution non 

linéaires. tout particulièrement à la notion de solution faible 

introduite récemment· dans f1J (par BENILAN et __ BREZIS) et développée 

dans l'exposé précédent, et d 9 autre part aux méthodes de compacité 

(tho de point fixe) auxquelles on peut rattacher _les travaux de 

Ao Lasota et Zo Opial ( t18]) 8 de Cho Castaing et Mo Valadier ([11] • 

[21])0 Signalons enfin le lien étroit lorsque A est un sous­

différentiel~ entre la résolution de cette équation et la résolu-
. ' i 

tion de c··ertain s problèmes d O économétrie (cf o C. Henry, (13] et [14] ) o 

Nous reportant à l'exposé précédent pour la difinition ~t les ~ro­

priétés des solutions faibles duéqµations d'évolution non linéairesi 

nous nous contenterons de rappeler ici quelques estimations dont 

nous ferons un usage constant dans la suite de l'exposé 

Soient Aeet.(w) 11 f et 

solutions faibles sur 

!Y. + Av 3 g respectivemento dt 

s dans 

des équations du dt + Au 3 f 

V dés 

et 

[ill V [o T] u .:::; C [ ( 1 + 1 f I l + j w I TI u 1 
00 

)( l + 1 u 1 00 ) + 1 u ( 0) 1 
2 J 

z L L L 

(où V[o,TJ u est la variation totale de u sur [o,T] et C 

désigne une constante ne dépendant que de A )o 

V 0-Es~t°''l' on a g 

en particulier si [x,y] appartient à A O prenant vsx on obtient& 

dT 0 

Dans une première partie noua étudierons le cas où B est 

continuei pour dans une deuxi~me partie étudier 9 moyennant quelques 

bypothêses supplémentaires 1 le cas oa B est multivoque SoCoSo et 

dépendant du tempso 



I - Etude du cas B continuo 

On se propose diétudier 1@équation 

( I) 
{ 

~ + Au + Bu 3 f dt 

u( 0) = X 

où A est maximal monotone, f dans dans 

B continu borné sur D(A) o Afin de se ramener à un problème de 

point fixe~ on va étudier (I) sous la forme g 

Au~ f - Bu 
(II) 

= X 

et 

Pour interpréter (II) on va introduire 1°opérateur solution faible 

(avec conditio~ initiale 

u = F (r) signifie que u 
X 

x) que lion notera F o Par définition 0 X 
est solution faible de ~ + Au a f • dt D 

u(O) = x o D'après 02 1 9 opérateur F est univoque 9 partout défini 
1 X 

et continu de L (o.T,H) dans "G'(0 9 TtH) .. 

1°opérateur ® extension canonique de B 
1 -

D(<Pl) = {ueL (OiT 9H) • u(t)6.D(A) PoPo} et 

D0 autre part, on introduit 

à L1 (o~T;H) 9 à savoir 1 

<P>u{t) = B(u(t)) o 

Moyennant ces notations, si l 9 on pose G(u) = F (f-(7:>u) • (II) aeéciri:tg 
X 

(III) G(u) = u. o 

On est donc amené à étudier 1wopérateur G O nous aurons besoi~ du 

lemme suivant g 

Lemme lolo L 0 application 

LP(OJT,H) pour l~p<+= 

bornés de L1 dans les 

Fx est compacte de t 1 (o.T,H) 
(ici compacte signifie que Fx 

compacts de LP)o 

~ 
~nvoie 

Démonstration g Soit 

montrer que Fx(BM) 

(lll'>p~l)o 

BM = {fe:.L
1

(o,T,H); lfl 1 ~M} o Il faut 
L 

est relativement compact dans LP(o,T~H) 9 

D'après 03, en faisant 

constante c1 (M) telle que 

s=O • on déduit l'existence dffune 

les 
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Utilisant alors 01 1 on déduit lwexistence d'une constante c2 (M) 

telle que g 

Soit alors E(M) = {uEce(o,T;H) 0 u(t) € D(A) V t ë [0 1 T] ô lul ~ c1 (M), 
Lco 

V[o,T]u~ c2 (M)} o D 9 après ce qui précède Fx(BM)c E(M) e 

nwautre part, utilisant le critère classique de compacité forte dans 

les espaces LP numériques (critère de Weil)~ H. étant de dimension 

finie 9 on en déduit que E(M) est relativeme~t compact dans 

LP(0 9 T;H) ce qui achève la démonst~ation du lemmeo 

o Soit K = E{M)Ll(OaToH) (adhérence de E(M) 

avec M = lrl 1 + CT où C est un majorant de B 
L 

D'après ce qui précède K est un convexe compact de 

l dan a L ( 0 , T t H ) 

sur·- D (A) o 

L1 (0 9 T 0H) o 

La proposition suivante va nous permettre de conclure au 

(III)o 

p:r,oblème 

Proposition lolo Lnapplication G est contirtue de 

~(O~TpH) , et G envo1e le convexe compact K ~ 

lui-mêmeo 

Démonstration Soient 
1 . . u ~ u dans L (OtT;H) . 

__ _,Cllll-.--~mlaKlmlcalall n 

l L (0 0 '1',H) dans -
L1(0,T;H) dans -

avec 

u e: D(G) = D(~) (ioeo u (t)€D(A) a te:[0 9 '1']) 0 Posons V n = G( un) n n 
et V= G(u) 0 D0 après 02 lv =vl ~ l<&u -<Bu I l 0 Soit (un ) . n .., n L L k kE:.IN 

une sous-sui te de la sui te (un) n E 1N telle que unk 

u presque partout sur [0 0 T] o B étant continu sur 

converge vers 

D{A) Il (bu 
nk 

converge presque partout sur [o ,T] vers Œ>u et B étant bor.n, 
l 

sur D(A) • la convergence a lieu dans L (0 0 T;H) j 0 après le 

Théorème·de Lebesgueo Donc !e&u -<Bu 1 1 ---+ 0 et par sui tè 
,nk L k-+= 

1 v -v 1 ~ 0 1) ce qui entraîne que 
nk L.., 

v n converge vers v dans 

t€(0 9 T 0H) o 

o D0 autre part {f=O\u 1u e: D(0)} 

M = ltl 1 + CT (C g majorant de B 
L 

est contenu dans BM avec 

sur D(A) défini précédemment) 
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·e·t donc d 0 aprè·s le lemme lol 9 1a image de G est contenue dans le 

convexe compact Ko Il suffit ensuite de remarquer que K est 

contenu dans D(G) o 

Nous sommes en mesure à présent de démontrer le théor~me auivantg 

Théor~me lo 

Soit i o H un espace de Hilbert de dimension finieo 

. o A 

0 13 

u~ opérateur maximal monotone fte 

un opérateur continu borné sur 

of une fonction de 

o xe:D(A) o 

1 
L (O~T 0H) o 

Il existe alors une fonction u vérifiant i 

l) u. est continue et à variation bornée sur 

2) u est solution faible de ~+ 
dt 

AU'!D f - Bu 

H o 

[Oe T] 0 

e u(O) = X 0 

3) Si t est un point de Lebe asu-e de f (donc PoPo dans ]01>T[) 
u(t) appartient à D(A) u est dé ri va ble à droite en t et 0 

8 0 

d:: = (f(t)-Bu(t)-Au(t))
0 

o 

De plus g 

a) si f est continue ou est solution forte de 
du dt + Au + Bu::, f 

u(O) = X o 

o u(t)e:D(A) pour tout t€]0 0 T[ o 

ou est dérivabl.e à droite et 
+ 

d u ·· o ] [ dt= (f(t)=Bu(t)..,Au(t)) V t € 0 9 'l' o 

b) si A= a~ est le sous-différentiel d 0 une fonction convexe 

BoCoio. propre et si fe L
2

(0 9 T 0H) 

o u est solution forte et ft :: e: L
2

( [o,T] iH') 

o si xe: D(4>) .on e. en outre !~ eL
2

( [o,T] gH) 

c) si A= a~ 9 ~ fonction indicatrice dvun convexe fermé 
C C 

de H • et fe 1P(o,T 0H) l~p~+ 00 
9 alors " es~ solution forte et 

C 
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Démonstration du Théorème l 

Dvaprès la proposition lol 1 1 9 application G est continue de 

K dans K 9 avec K conv~xe compact de L1 (o,TgH) • Appliquant le 

théorème du point fixe de Schauder on déduit l'existence d~un point 

u dans K tel que Gu= u o Revenant à la définition de G et 

de K • on obtient donc une fonction u continue~ à variation 

bornée sur [o!)T] ~ solution faible de :: + Au 3 f - Bu o Si de 

plus t est point de Lebesgue de f 9 t est point de Lebesgue de 

.f - Bu (Bu étant continue et par application du théorème de 

1°exposé précédent, on déduit le 3°) ~u Théorème l. De mime si f est 

continue, f - Bu est continue 9 et u solution faible avec second 

membre cent in u est sol ut ion .forte o Les parties b) et c) :ctu Thé or ème 

1 découlent de la même façon du théorème de 1vexposé précédento 

Remarque lolo Le Théorème 1 reste vrai lorsque lijon remplace l'hy­

pothèse A maximal monotone par l O hypothèse A€' a( w) o Donc l w hy­

pothèse B borné sur D(A) peut être remplacée par l'hypoth~se 

suivante g il existe un c.ù réel tel que B+wI· soit borné sur D(A) o 

Remarque lo2o Lijopérateur B continu borné peut être remplacé par 

un opérateur B(xgt) continu sur D(A) x [o,T] .et vérifiant la 

condition sui~ante 

la fonction t ~ sup jB{x.t)I est intégrable sur 
xeD(A) 

o Le théorème l donne en fait un résultat local 1orsque 1vhypo­

thèse B borné sur D(A) eat abandonnéeo Ce ~ésultat prolonge alors 0 

dans le cadre considéré ici, le théorème de Peano (cas A=O) o 

On a en effet le corollaire suivant g 

Corollaire lolo Sous les hypothèses du Théorème 1 1 en, n.e aupposant 

tOutefois que B continu sur D{A) 9 il existe alors un intervalle 

[O,T
0

} c [O~T] sur; lequel les conclusions du Théorème 1 sont véri­

f'iéeso 

Démonstration g Soit V un voisinage convexe fermé non vide de x 

dans H sur lequel B soit borrié 1 {B est localement borné) x 

étant la condition initiale du problème de Cauchyo Le sous différen­

tiel a~ de la fonction indicatrice de V est maximal monotone 
V 
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et comme Int V/1D(A) f (/J • l'opérateur aip +A est encore maximal 
V 

monotone d'après un résultat de Rockafellar [19]_~ (Voir aussi [8], 
[7] et [4))o 

Appliquons le Théorème 1 avec A1 = A+a~v au lieu de A 9 

B étant borné sur D(A
1

) par constructionc Il existe alors u 

solution faible de 

~ + (A+âlj,v)u~ f - Bu g '1!(0) ci x c dt 

La fonction u étant continue il exiate un T
0 

(O<T
0
~T) tel que 

pour tout t de [0 9 T
0

[ e u(t) appartienne l D(A) n Int V o Pour 

tout t de [0 0 T
0

[ on a alore a~ u(t) c {O} car u(t)e. Int V 
V du 

et donc pre,aque partout sur Jo,T
0

C on a. Tt+ Au(t)a, :f'(t) .., Bu(t) o 

A droitQ de T
0 0 par oontre 9 il eet possible que u(t) reate our 

la frontiare av de V , auquel cea a~vu(t) ~ {O} o Lea eutrQe 

propriét~s de u sont 6galement vériri,ea our [0 0 T
0

] o 

D6finition 2olc Soit B(t 0 x) uno a.pplice.t:i.on cia [0 0 irJ'~ DÎA} ~~(H) 

On 4ira ~ue B eatiDf&it à le oondition (CP) oi p~r ~Grinition a 

a) '(t@ [0~'1'J a 1°a.pplioe.tion x 1~ D(t 1x) oot multivoque lloCcOo 

de D(A) 4ana H et à valeuro oonvexea oompaoteo non videoc (icec 
V ( t ~ x ) e [ O e T J x D ( A ) 0 B ( t I x ) e fil t un convexe o o mp a a t non v i cl e é!. e 

H) o 

B) V te: H t V xe:D(A) la fonction d'appui 

b 0 t 1-+ sup (y. t) est mesurable sur [o eT] 0 
Xt~ 

0 

yeB(t,x) 

y) Il existe une fonction be: Lp ( 0 0 T ô H) telle que g -

'V xeD(A) sup IYl~b(t) pour presque tout t de [0 ID 'l'] 
y B(t&x) 

Remarque 2olo On pourra avant~geusement remplacer la oandition B) 

par la condition équivalente suivante (cfc Cho Castaing [10] aoro­
l.laire 6ol) g 

0 



a') v'xe:D(A) • 1 11applice.tion t ,._.. B(t 1 x) est multivoque mesurable 

en t e.u sens suivant i 

V F fermé de li 9 l'ensemble E = {t <;: to.T] Ô B(t,x) n F 'F gj} est 

mesurable dans [o,T] o 

o Comme dans ie cas B continu 9 on veut se ramener à une écriture 

fonctionnelle de l'équation 

(I) {
::+Au + B(t,u)30 

u(O) = X 

On est donc amené à définir 1aopérateur (8 
p 

de l-a façon suivante & 

Définition 2020 On notera e 1wopérateur multivoque dans 1P(0 9 T~H) 
p 

(l~p~+œ) dont le graphe est donné par g 

@., = {[u 1 v]€ Lp(0 1 TôH) x LP(o 1 T 0H) g popot.o e[o,T] u(t)E. D(A) et 
p 

v(t)e: B(t,u(t))} o 

; 

Proposition 2olo CP, est demi••,fermé dans Lp(0 9 T;H) (ioeo fermé 
p 

dans 1P x w-1P) 0 

Démon~tration g Soient 
---·aE:1--- - mt) -- - ~ -

( ....A. désigne la CVo 

faible) 1 V €~U o n p n 

On peut supposer~ quitte à prendre une sous-suite que ub 

converge vers u presque par.tout sur [o,T] o Comme v converge n 
faiblement vers v 9 pour tout entier m 9 on peut trouver une 

fonction gm • combinaison barycenttique des (v) , telle que n n~m 
lv-g 1 ~ 1 

(à cet effet, considérer la suite (v + ) nT qui m m n m ne:i., 
1P 

converge faiblement vers v) o 

La suite gn ainsi définie converge fortement vers v dans 

1P(o,T,H) , on peut donc en extraire une sous-suite (g
0 

) 1 
k ke.lN 

telle que gn converge presque partout vers v sur [o,T] o 

k 

Il existe donc un ensemble E de complémentaire dans [0 0 T] 

négligeable (mesure de Lebesgue) tel que· pour tout t de E g 
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u(t) 1 g (t) 
nk 

u(t) o 

k-+e>0 

Fixons t dans E et montrons que v(t)e B(t,u(t)) ; L 6 appli­

cation B(t,o) étant !-SoCo&o9 pour tout voisinage V de B(t,u(t)) 

il existe un voisinage U de u(t) tel que g Y xe.UJ B(t 9 x) eV o 

Comme un(t) converge vers u(t) il existe N tel que : 

n~N ~ un(t)e: U et donc vn(t)e:V et gn(t) est don,c dans 

Conv V o Par suitee v(t) = lim g (t) est dans Conv V· pour tout 
k+ao nk 

voisinage V de B(t 9 u(t)) o Ce dernier ensemble étant convexe 

compact est l'intersection de ses vo~giriages convexes fermés et donc 

v(t)e B(t.,u(t)) ce qui achive la déionstration de la proposition 2olo 
1 

(En toute- rigueur pour la validité du raisonne~ent ci-dessus, il ra~t 

pr~ndre ~ (resp v) 9 fonction représentante de sa classe 1 telle 
n n 

que un(t)E:D(A) 1 Vt€[0 0 T] 

Proposition 2o2o ~p est un opérateur SoCoSo à valeurs convexes 

compactes de LP(o 1 T;H) dans w-LP(o,T 0H) 11 (l~p<co) o De plus si 

u e:. Lp ( 0 e T 0 H ) et 

non vide (ioeo 

Démonstration g 

chaque ensemble 

u(t)€ D(A) 

U€D((&)) o 
p 

presque pour tout t , alors ·ln u p 

~ Œ,p est évidemment à valeurs convexes puisque 

B{t~x) est convexeo 

est 

o œ, est à valeurs faiblement relativement com­
p 

pactes g en effet 9 pour u donné dans D(Ü,) t liensemble @., u est 
p p 

borné dans LP(0 1 T 0H} par la fonction b(t) (d'apr~s l) de C } 
p 

et donc &.> u est faiblement relativement compact dans tP(o.T,H) p 
pour p~l,+~ o Pour p=l I H étant de dlmension finiee par applica-

tion du_critère de Dunford et Pettis (cfo [12] ) 9 on déd~i~ l_e 

résultato D'autre part, Œl étant fermé dans Lp~ wLP 0 u est p • p 
faiblement ferméi et 02.> est donc à valeurs faiblement compacteso 

p 
Le raisonnement précédent montre également que Im l?J est.faiblement 

p 
relativement compacte d~ns LP(o.TiH) (l~p<+~) • Par suite 1 ·le 

graphe de C&P étant f~rmé dans Lpx ~=LP (Proposition 2ol) 1 on en 

déduit (cfo [2] PPoll5-ll7) que Œ> est SoCoSo de LP(o~TôH) 
p 

dans w-Lp(O,T;H) o 
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o Soit u une fonction en escalier sur [0 0 T] et 

à valeurs dans D(A) 9 u(t) prenant les valeurs x 1 ,ooo,xn diatinc= 

teso Montrons que 1 9 application r r(t) = B(t,u(t)) est mesurable 

(multivoque)o Soit E un fermé de Ho D 9 après la condition ~ 0
) de 

CP ,.1vensemble Ei = {te:[O,T] » B(t,xi)IIE # {IS} est mesurable i 

il en est de même de lvensemble E. () u""1 (x.) = 't g u.(t) = x. 9 l l l l 

B(t,xi)f'IE, !ll} o Par suite 9 l'ensemble 
n l lt e[O&T] ~ B(t 11u(t))nE ~ 11}} = U E.nu- (x.) est mesurableo 

. l 1 1 
l = 

D~ après le thé or ème 3 o 4 de [10] 9 f ( t) admet des sections mesurables 

et d 9 après le y) de la condition 

b(t) et donc dans LP(o~T;H) o 

C 9 ces sections sont bornées par 
p 

o Soit u à présent dans 1P(o~T;H) et pre~ant ses 

valeurs dans nfA) o Montrons que ~ u est non vide g Soit (u) ~ 
p n ll€-U" 

une suite de fonctions en escaliers à valeurs dans D(A) èonvergeant 

vers .u dans LP(0 9 T;H) o Soit ~ne:.Œ>pun II Œ>pun étant d'après ce 

q~i précèd~ un convexe compact non vide de w-LP(o,T;H) o La suite 

( v) 'admet donc des valeurs d 9 adhéren~e (faible). lesquelles 
n nl$IN • 

sont dans <i\u i puisque d'après la Pro-position 2ol 8 ~P est demi­

ferméo 

oNous aurons encore besoin du résultat s~ivant g 

Pi" pp os i t ion 2 o 3 o , ( Br é zi s ) o S o i t 1 < p < oo o L 8 op é rate u r 

de •w-Lp dans ~p forto 

F 
X 

~àt continu 

Soit 

et soit 

(r) une suite dans LP(0 9 TôH) telle 
n ne IN 

u = F (f ) G Les (f ) étant bornés n x n n ne:IN 

dans LP • donc da.na L
1

(o,T;H)· 0 d 9 après le lemme lol, la. famille 

(un)ne:tN est rela.tivemènt compacte dans Lq (q~+(!)) o On peut donc 

extraire une sous-suite (u .) de la suite 
nk ke IN Lp 

u ---a.. u o Il s'agit de montrer que u = F (f) 
nk x 

( u) telle que 
n ne. Ili 

Q Pour cela, on 

étudie l 9 opérateur , soit g 
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Il suffit de montrer que Qx est demi-ferméo·A cet effet 1 nous allons 

montrer que Qx est ma~imal accrétif dans LP(0 0 T;H) , (p<+m) a ce 

qui impliquera bien, pour· 1<p~+;-~ 9 (LP(-oiTDH) étant a.lors unifor­

mément convexe) 9 que Qx est demi-ferméo (cfo par exemple 1vexposé 

n°1 de ~e ~éminaire). 

Lemme 2olo. L 0 opérateur Qx est m-~ccrétif (donc maximal accrétif) 

~ LP(o,T;H) pour l<p<+= 0 

Démonstration On a Im(I+Q) = LP(o,TôH) D cela ------------- ~ de l~exis\ence d~une solution faible au probl~me 

u{o) = x g il suffit en effet ~e remarquer que si 

monotone 9 il en est de mime de A+I o 

découle directement 
du 
dt + Au + u a f ~ 

A est max.-imal 

Montrons que Qx est accrétif 

cela o~ introduit 1 1 applica~ion dualité W de 

dans LP(o,TgH) o Pour 

Lp ( 0 • T OH) dap. s 
q l l 

L (O,T;H) (p + q = 1 0 p;1 9 +~) , définie par . p-2 

(
. ,fu(t)l H-\ 

(Wu)( t) = u ( t) I u l / 
Lp 

Il s 8 agit de montrer que si [u,f] et [v,g]- sont dans Qx a on a 

la relation g 

Supposons d 1 abord u et V solutions fortes da du 
dÎ + Au .3 f .0 

U{ 0) = X et .!! + Av ::J g • v( 0) = x dt respectivement O montrons que 

(<1t) est vérifiéeo A étant monotone, on a presque pour tout t de 

[o i T] g 
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Comme u et v sont ~bsolument continues~ ce dernier terme est 

égal à ! !tlu(t)-v{t)I~ et donc g 

lu-vJ2;P 
~ p L I u ( T) -:v ( T ) 1 ~ ~ 0 ( Q ar u ( 0 ) = V ( 0 ) = X) 

Donc (<Jt,) est vérifiée pour les solutions forteso Utilisant le fait 

que lgopérateur solution faible est la fermeture dan5 

LP(0 0 T 8H) ~q::·{OaT,H) de l'opérateur solution fortet et le fait que 

1eapplication dualité est continue (Lp est uniformément convexe) 

on déduit que (ot,) reste vérifiée par passag~ aux solutions faibleso 

Nous sommes en mesure à présent de démontrer le théorème suivant 

1r"héorème 2 o 

Soient H un espace de Hilbert fini, A un opérateur maximal 

monotone de H • x un élément de D(A) et B 9 une application 

multivoque définie sur· [0 0 T] x D(A) , satisf'a'isa.nt à la condition 

( C ) o . p 

Il existe alors pour l<p<+= une fonction u vérifiant g 

1) u est continue sur [o 0 T] 8 à valeurs dans H II et à variation 

bornée sur [o e T] o 

2) u est solution faible d~ 
du 
dt+ Au+ B(t 8u)3 0 8 u(O) = x au 

sens suivant g 

Il existe une fonction mesurable sur 

au(t)E B(t,u(t)) presque p~rtout sur 

[o.TJ 9 telle que 

[o 9 T] et u est 
• du · 

solution faible de dt + Au 3- au ô u(O) 

3) Pour presque tout t e.]0 0 T[ 9 u{t)e: D(A) ~ u est dérivable à 
+ 

droite et ~ (t) + Au(t) 0 - B{t,u(t) )· ~ Ç/J o 
dt 

Si de plus g 

a) A= ô~ et p~2 • u est solution forte du problème de Cauchy 
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r.- du 2 du 2( ) et Y-t dtéL (O,T,H) à si en outre xe:.D(<j>) • dt e:L 0 9 TôH 

• u est solution forte du problème de Cauchy 

. Démonstration du Théorème 2 g 

On cherche à résoudre (I) !~+Au + B(t,u(t))3 0, u(O) ~ x 

ce qui s~interprète par g 

(II) ) v E=: = (Ï) u tel que u = F v c p X 

Pour résoudre (II) par une méthode de point fixe, on peut chercher à 

résoudre g UE F (- œ u) mais 
X p 

Suivant une idée de Fo Browder 

(III) 

F o - (?, 
X p n°est pas à valeurs convexesc 

on va étudier 

ve.=6) Fv 
p X 

en remarquant. que si v est solution de {III} 1 u = F v satisfait 
X 

à (II)o Combina.rit les résultats des propositions 2o2 et 2o3, on 

voit que l 0 opérateur = œ, o F p X 
est semi-continu supérieurement de 

w - LP(o 0 T,H) dans lui-même, et à valeurs convexes compactes non 

vides dans le compact K de, w-LP(0 1 T 0H) où 

0 

L 9 application multivoque - ~ F p X 
envoie donc K dans lui ... m~me;i 

et d'après le théorème de Kàkutani 0 Ky Fan, Tychonof (cfo par exemple 

[2] ou [9] )Il admet un point-fixe v dans K o Alors u = Fx(v) est 

solution de (I) au sens de 1°énoncé du théorème 2 0 où au= -v o 

Si de plus A= a~ 
membre - e dans u 

et p~2 au est solution faible avec second 
2 L {o.T,H) et u est donc solution forteo 

On achève la démonstration comme pour le théorème 1, en tenant compte 

des résultats de 1uexposé précédento 

Remarque 2o2o En particulier 1 le Théorème 2 permet de résoudre 
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l 11équation 

du . 
Bu3f ... B est borné nîA> et r dans dt + Au + ou SoCoSo sur 

Lp(0 0 TiH) ( l<p<+=) 0 

u(O) = X 

il suffit de poser B(t 11x) = B(x) - :r ( t) 0 

Si en outre on supprime l. 8 hypothèse B borné sur D(A) a on 
' obtient suivant le raisonnement du corollaire lol 1 un théorème localo 

Remarque 2o3o Le théorème 2 reste vrai si l~on remplace l 0 hypothèse 

A maximal monotone par 1°hypothèse Aëel.(w) ~ Ceci permet de rem­

placer luhypothèse y) de CP par y 0 ) g il existe un réel w tel 

que la famille B1 (t~x) = B(t~x) + wx satisfasse à y)o 



- 15 -

BIBLIOGRAPHIE 

Po BENILAN et Ho BREZIS: Solutions faibles d'équations d'évo­
lutions dans les espaces de Hilbert {à paraître)~ 

[2] Co BERGE Espaces topologiques 9 fonctions multivoques 1 Paris 
Dunod 1959 9 2ème édition. 

[3] He BREZIS Problèmes unilatéraux (à paraître)o 

[4] Ho BREZIS Monotonicity methods in Hilbert Spaces and so.me 
applications to non linear partial differential 
equationso Symposium of Non linear Functional An~­
lysis Madison Wis.i April 19710 

[5] 

[6] 

[7] 

[8J 

H. BREZIS : Opérateurs maximaux monotones et semi-groupes non 
linéairesG Cours de 3ème cycle rédigé-par Po Benilan 1 

Paris 1970. 

Ko BREZIS: Propriétés régularisantes de certains semi-groupes 
non linéaireso Israël Journal of Math. (à paraître). 

Ho BREZIS g Semi-groupes non linéaires et applicationso Sympo­
sium sur les problèmes d'évolutiona Instituto Nazio­
nale d 1 Alta Matematica 0 Rome 0 Mai 19100 

Ho BREZIS et Ao PAZY Semi-groupes of non linear contractions 
on convex sets. Journal of ~unctional Analysis 9 19700 

Fo BROWDER g The fixed point theory of multivalued mappings in 
topological vector spacesc Math. Annalen 177, ppQ 
283-301 ( 1968) C 

[10J Cho CASTAING g Sur les multi-applications mesurables o 

Revu~ d'Informatique et de Recherche Opérationnelle 
n°1, 1967a PPo 91-1260 

[11] Cho CASTAING et Mo VALADIER g Equations différentieiles multi­
voques dans les espaces vectoriels localement convexeso 
CoReAoSo 266 (1968)0 pp,g85-87. 

[1~ No DUNFORD-JcSCHWARTZ. g Linear Operators •. Interscienceo 

[13] Co HENRY g Differential equations with discontinuouà right hand 
side in·Mathematical economicso Labo d 8 Econométrieo 
Ecole Polytechnique. Paris, juin 19700 

[14] 

[15] 

Co HENRY: Equations différentie1les non continues, Labo d 9 Econo­
métrieo Ecole Polytechnique 9 Parie, mars 19710 

To KATO Non linear semi-groupa and evolution equationso 
Jo Matho Soc. Japan. V61 19 1 n°4, 19670 



[16] T o KATO 

Ll 7] A o LASO TA 

Accretive Operators and non linear evolution equations 
in Banach spaces ô Non linear functional Analysis 9 

Proco Sympo Pure Matho 18 0 ppo138-161, AoMoSc; (l.970)-o 

Une généralisation du premier théorème de Fredholm et 
ses applications à la théorie des opérations diffé­
rentielles ordinaires, Anno Polo Matho 18 (1960)e 

[18] Ao LASOTA et Zo OPIAL g An application of the Kakutani Xy Fan 
theorem in the th~ory of ordinary differential. 
equationso Bulle Acad, Pol~ des Sciences 13 (1965}0 

RoTo ROCKAFELLAR g On the maximality or the suma of non linear 
monotone operators 9 (à paraître dans ToAoMoSo)o 

[20J SEMINAIRE SEMI-GROUPES ET OPERATEURS NON LINEAIRESo (1970-71) 
Publications Mathématiques d'Oraayo 

[21] Mo VALADIER g Sur 1 1 intégration d 9 ensembles convexes compacts en 
dimension infinieoCoRoAoSo to266 {1968) ppol4-16o 

Ho ATTOUCH EoNoSoEoTo Cachan 

Ao DAMLAMIAN Département de Mathématiques 
Université Paris-Sud 
Centre d'Orsay 

Juin 1971 



Séminaire sur les semi-groupes 

et les opérateurs non linéaires 

0 r s ay 19 7 0- 7 l 

Exposé n°8 

SOLUTIONB PERIODIQUES 

Ph. BENILAN 

Nous nous proposons d'étudier les solutions d'équation de la forme 

::(t) + A(t,u(t)) 3 0 • u(O) = u(T) • 

Dans la partie I, nous supposerons A(t,x) = Ax - f(t) où 

operateur m-accrétif d'un espace de Banach réflexif X et 

A est un 

fe. L
1

(0 0 T;X) 

généralisant les résultats de [1] • Dans la partie :rr, nous supposerons 

A(t 1 x) = Ax + B(t,x) où A est un opérateur maximal monotone coercif 

d'un espace de Hilbert de dimension finie H et B un opérateur s,c.s •• 

ut~lisant les méthodes de l'exposé n°7, 

Nous utiliserons sans rappel les notations et notions de l'exposé 
• 

I - Cas d'un espace de Banach réflexif, 

Dans cette partie X désigne un espace de Banach réflexif et A 

un opérateur m-accré~if de X , 

Proposition 1, Supposons qu'il 
1 Alors pour tout fE. L (O,T;X) 

existe w>O tel que A-wI 

il existe uE.'é:'( [o,T] ;X) 

soit accré-tif, 

solution faible 
du· 

de dt + Au 3 f unique telle que u(O) = u(T) , 

tout 

De plus .si 

te: [o, T] , 

En effet soient u et V 

, u est lipschitzienne, u(t)e D(A) 
1

-wT {v[o,T1f + lf(T-0)-f(+O) 1} • 
1- e .J 

nour 
~ 

deux solutions faibles de ~ + Au :3f • 
dt 

D'après l'exposé n°6 1 proposition l, lu(T)~v(T) 1 ~ e-wTlu(O)-v(O) 1 • Donc 

l'application S : x e. D(A) ~ Sx , valeur en T de la solution faible 
du . 

de dt + Au '3 f telle que u(O) = x , est une contraction stricte de 



- 2 -

D( A) dans lui-mtme et admet donc un point fixe unique. 

Lorsque feVB(O,T;X) ~ prolongeons u par période de longueur 
A/ ,V 

ainsi que f ; nous noterons 

l'exposé n°6, proposition l 1 

u et f ces prolongements, On a dtapr~s 

t+T 
l~(T+t+h)-u(T+t) 1 ~ e-wTlti(t+h)-u(t) 1 + j e-w(t+T-") jf('t+h)-f(T) ldT 

t . 

T-h T 
soit lu(t+h)-u(t)I~ 1.-wT <J jf(t+h)-f(t)jdT + JT-hlf(T+h)-f(T) dî 

1-e o 

d'où u est lipchitzienne et 

lim ,lu(t+h)-u(t) 1 ~ 
hio h 

l 
-wT 

1-e 

Proposition 2. Soit . l~p~+œ • Notons 4>p = { [u,f] E.ce( [O,T] ;X) x Lp(O,T; 
----- ·7irdu 

u(O) = u(T) ~ u solution faible de dt+ Au 3f} • Alors 

l) p _. t _.t'f d cl> est un opera eur m-accre 1 e w 
2) ~ lfp<+co 1 4>! est· la fermeture dans '-G'( [o,T] ;X) x 1P( O,T;X) 

{ (u,r] E.'(;( [o,T] .x) x LP(O,T;X) ; u(O) = u(T) et u solution forte de 
a.u dt + Au 3 f} • 

Lemme l. Soit avec -
= !u(T) !P - lu(O) jP 

P llull P;.
2 

L 

On a en effet 
À 

= JT I u ( t ) + >-¾t ( t ) 1 p - 1 u ( t ) 1 p 

0 À 

or lim 
>..+o 
À> 0 

du p p 
1 u c t > + Àdt c t > 1 - 1 u c t > 1 

À 

du p 
. . 1 u c t. > + Àëft c t , 1 - 1 u c t > 1 P = p ju(t) Jp-2 <!~(t) ,u(t)>i = lim ______ " _____ _ 

'A+o 
À<O 

t €JO, T [ , donc compte ~en u du théorème de Lèbe sgue 

du p p 
11 u+ >..a:t Il P - 11 u Il 

L Lp lim ___ _,;;; ____ _ 

)..➔O 

>..#o 
J

T d p 
= 

0 

dtlu(t)I dt= 

dt 
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Pi~~~=~:~!f~~-~~-!~_E!~E~=f!i~~-g : Soient d'abord 

et v solutions li~schitziennes de 
du 
dt+Au ::::> f et 

f , g e VB ( 0 , T ; X ) , u 
dv · 
dt+Av & g • Pour 

l~p<+oo le prolongement ...,-t, de A 

exposé n°1), on a 

d'où 

<f-g 1 u-v> 
s,LP(o,T;X) 

.... 
a 

Etant donnés f 1 g Ê LP(o,T;X) , ü 

LP(0 9 T,X) étant accrétif (cr. 

et V solutions faibles de 
du dv dt+ AU ~ f et dt+ A V 3 g t Î l e X Ï St e f t g € VB(0 9 TïX) 1 u 9 v solutions 

du· 
lip sch i tz ienne s de --2:.+ Au 3 f 

dt n n 

gn -+ g dans LP(O,T;X) , un 

Donc puisque 

<f-g 1 U-V> 

s,LP(o,T;X) 

et 

n n . n n 
dv 

n 
dt+Av n :;> gn tels que f ri 

U t V n -+ V dans 

Donc ~p est accrétif, C'est vrai aussi pour p=+ 00 , en utilisant ·w 
l\f Il .,, = . l im llr Il P , 

L (O,T;X) p~+oo L {O,T;X) 

D'après la proposition 1 9 ~p est m-accrétif, . w 

f ' 

D'après la proposition 1, notant 'l'P = {[u,f]E c.C([o,T] ;X)'/.. 1P(o,T;X); 
du u{O) = u{T) et u solution forte· de dt+Au ::3 f} , on a 

R(I+X'!'p):, VB(O,T,X) .• D'autre part étant donné [u,r] et [v 1 g] e: q,P , 

prolongeons u, v, f 1 g par pério~e de longueur 
~ du - ~ ~ ~ 

On a û, v solutions faibles de Àdt+>,Au+u:;. u+>.f à 

~on c xh I û < t )- v < t > 1 + 1 u < t·)- v < t > ! ~ 1 c u c t > +). r ( t > 
T+t 

t e: IR d'où >. e --r-, u ( t )- v ( t) 1 ~ >.et/), 1 u ( t )- v ( t) 1 

T notés ü, v, f, g • 
dv ~ ~ ~ ~ >.dt+).Av+v:1v+).g I et 

- (v(t)+>.g(t>I P•P• 

t+T 
+ J t et/ À 1 ( Û ( T ) + À f ( T ) - (v ( T ) + À g ( T ) 1 d î V te m • 

T 
Jol(u(1)+Àf(1) - (v(1)+>.g(1)jdT 'f te: [o,TJ Soit 1 U ( t )- V ( t ) j ~ l 

" ·( -Tix) 
À. 1-e 
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et en d~finitive 9 

Il u- v llce( [ o , T] ; X ) 

Donc notant 'PP la fer'meture de 'l'P 

R(I+À~p) = fermeture de VB(O,T;.!2 

'Pp est donc m-accrétif 9 d'où ~p = 

dans 'f?( [o,T] ;X) j( Lp(O,T;X) • 

dans Lp(O,T;X) , Lorsque l~p<+œ 9 

q>p • 
w 

Théor~me 1. Supposons X uniformément convexe et A coercif au sens 

suivant 

] [x tY ] e X x X , 
. 0 0 

lim 
[x,y]E:A r X 1 ~ +o:1 

<y-y ,x-x > 
0 0 .s 

jx-x 1 = 
0 

+oo • 

Alors pour tout fe 

faible d du A f u _!:. n+ u 3> 

l 
L (O,T;X) 

telle que 

9 il existe au moins une solution 

u(O) = u(T) • 

Lemme 2, SuEposons A 
du 

coercif et soient u 
n 

solution faible de 

~+Au :a f telles g_ue 
dt n n -

{f} soit bornée dans et 

est bornée {lu (O)!-lu (T)j} 
n n 

'e([o,TJ;x). 

n 
soit majorée dan~ œ • Alors {u} 

n 

En effet on peut toujours supposer u 
n 

solution forte de 

dans 

du n -+Au :3 f 
dt n . n et [o,o]eA,Ona lu (T)I -n lu (t)I~ lu (O)l+c 1 • n n 

V te [o,T] en posant c 1 = supllr Il 1 • 
du n L 

D'autre part <f (t)-dtn(t)-y ,u (t}-x > ~ (c 1+1y I Hlu (t}-x 1) n o n o s o n o 
l d · 2 

- - -lu ·(t)-x I p,p.t. Si {u} n'était pas borné dans .:.C([o.T] ;X) , 
2 dt n o n 

1 u c t )- x · I n o 

est donc·majoré I ce qui est contradictoire, 



Lemme 

-f'e rmé 

~ 

- 5 -

3. [2] • Su12gosons X uniformément convex·e. Soient C un 

de X et s contraction de C dans C • Il existe XG:C 

Sx = X s,s.i, il existe X e:.C tel 9,ue { Snx} soit 

La condition est évidemment nécessaire, Supposons 

M • 

borné, 

convexe 

tel -

par 

Soit C = n { X e: C 1 1 x- Sn X 1 ~ 1 X 1 + M t 
0 0 

vide borné par lx l+2M, La suite 
0 

Y m?n} : c'est un convexe fermé non 

C étant croissante, C' = UC est n · n 
un convexe fermé borné. D'autre part SC c C 

1
. , donc C' est invariar1t n n+ 

par S • On peut donc supposer C borné et donc faiblement compact, 

La famille des convexes fermés non vides de C invariants par S 

est inductive par compacité et admet donc un élément minimal 
--

C 
0 

• On a 

Cl = conv SC C C et sc
1 

c c
1 

donc C = 
0 

conv SC , Supposons C non 
0 0 0 0 

réduit ' point et donc de diamètre a un ô>O • Soit x
1

,x
2

s C
0 

tels que 

lx1-x2 I ô xl+x2 
Puisque X ~ - et X = • 2 2 

est uniformément convexe 9 il 

existe ô < ô tel que 
0 

ô 
~ 1 F.1- t;2 I < 2 • 

On 1:1, alors 

V yeC}, 
0 

1 y- x 1 .:;. ô pour tout y e: C , Considérant 
0 0 

{F_E:C
0 

; IE;-YI 
c'est un convexe fermé non vide strictement contenu dans 

mais il est invariant par s car si 1 F.-y 1 ~ ô l 
pour tout y E: C • 

0 

1 SE;-z I.::; o
1 

pour tout z e: conv SC = C • D'où la contradiction. 
0 0 

Démonstration du théorème 1 .. Considérons C = D(A) (c'est un con vexe ---------------------------
fermé d'après le lemme 2 de l'exposé n°3) et s . XëC ~ valeur en . 
de la solution faible de du u(O) Puisque s '-+Au :::;1f 

' 
= X • est une dt 

contraction de C dans C 9 il suffit de démontrer d'après le lemme 3 
n 

pour x €: C fixé, {S x} est bornéo Or ceci est vrai d'après le lemme 2 

Puisque notant u la solution de ~+Au 3 f telle u (0) = Snx • n dt que n • 

on a lu (O)j-ju (T·)I = lsnxj-jsn+lxl~ lx-sxl , 
n n 

II - Cas d'un espace de Hilbert de dimension finie, 

T 

Dans cette partie H est un espace de Hilbert de dimension finie 

et A un opérateur maximal monotone coercif de H • Nous utiliserons le - ,-
théorème de point fixe de Von-Neumann 11 Ky-Fan (cf, par exemple [3] 9 

théorème 1.2.2,): 
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Soient K1 (resp. K2 ) convexe compact d'un evtlcs E
1 

(resp. E
2

) 

et 4>
1 

(resp. <1>
2

) partie fermée de K
1 

x K
2 

telle que -pour tout x
2 

E. K
2 

{resp, x
1

€K
1

) e {x
1

E:K
1

; [x
1

,x
2

]..s<!>
1

} (resp,(~
2

eK
2 

• [x
1

,x
2
]<=1>

2
}) 

s o i t un c on v e x e no n v i de , Al o r s $ 
1 

ri <I> 
2 

"f ~ • 

P,roposition 3, Posons .<l>ur = {[u,f]E: w1
•

1
(o~T9H) x L

1
{0 1 T;H) ; u(O) = u(T) 

et ¾t<t) + Au(t)3 f(t}} , Alors 

l) V fs L1 (0 9 T;H) , {u E.W1 • 1 (0 9 T;H) ; [u,rJ Ë <li } est un convexe 
uJ" 

compact non vide de ce( [o,T] ;H) • 

2) Il existe C(r) fonction croissante de dans 1R telle 
~ 

Nous utilisons les résultats de l'exposé n°6 (théorème 3 et note 

de la page 14), On.vérifie immédiatement que <!> est maximal monotone .., , l lif JT dans L ( 0 , T ; H ) x L ( 0 9 T ; H ) mi s en du al i té par < u 9 f > = 
0 

( u ( t ) 9 f ( t ) ) dt , · 

du ltl( ) puisque tout u solution faible de dt+ Au ::if est dans W 0 1 T;!i 

(exposé n°6, note page 14); Donc {u€.w 1 • 1
(0,T;H) ; [u 9 f] e: <l>w} est un 

convexe fermé de ~( [o,T] ;H) , non vide d'après le théorème 1 et borné 

d'après le lemme 2 9 donc compact ca~-étant donné us W191 (0 9 T;H) tel 
n 

que [u,f] €. <!> 9 il existe nk suite extraite telle que u (0) ~ x, 
ur nk 

mais alors u converge uniformément, n 

D'après le lemme 2 9 il existe c
1 

(r) tel que s1 [u,r] e <l>w et 

Il f Il L 1 ( 0 , T • H ) ~ r al o r s Il ·u /1 L€ ( [ 0 0 
T] • H ) ~ C 1 ( r ) • D ' autre p art d ' a p r è s 

l'exposé n°6, théorème 3 9 il existe une constante C telle que 

Il ¾t Il 
1 

~ C { ( l + Il f Il 1 ) ( l • 1/ u Il 
00 

) + 1 u ( 0 ) 1 
2

} e d ' où 2 ) e n p r e n an t 
L (O,T;H) L L 

C{r) = C{(l+r)(l+C
1

(r))+C
1

(r)} + c
1

(r)T, 

Th~orème 2. Soit B(t,x) un opérateur (multivoque) de ]0 9 T(xD(A) 

dans H vérifiant -
a) p.p. t E.]0 9 T[ l'opérateur x i-+: B(t·,x) 

convexes compactes non vide) ; 

est s,c,s, (à valeurs -----
B) V x es D(A) l'opérateur t ..,.... B(t 9 x) est mesurable ; 
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à) Il existe p>l et be: Lp(0 1 T;IR) 1:_els qu~ 

P•P• t <ê. ]o,T[, Y y€ B(t,x) , IYI ~ b(t) • 

Alors il existe u E w1
•

1
(o.T;H) , f(t) mesurable tel que 

u{O) = u(T) • 

f{t) eB(t,u(t)) P•P• t E=]O,T[, 

:~(t) + Au(t) + f(t):à'O P•P• tt:]ü,T[, 

Considérons muni de la topolosie forte, 

E
2 

= LP(0 1 T;H) muni de la topologie faible, 

Alors 

a) K1 .(resp. K2 ) est un convexe compact de E
1 

(resp. E2 ) • 

b) ~l est fermé dans K
1 

x K
2 

puisque Lp(O,T;H) étant de norme 

différentiable, l'opérateur m-accrétif ~-i (Proposition 2) est demi­

fermé. 

c) t 2 est fermé dans K1 x K2 (expos~ n°7, Proposition 2,1,) 

d) Pour tout fE K
2 

, {u E K
1

, [u,r] e 11>
1

} est convexe non vide 

(Proposition 3), 

e) Pour tout U€K
1

, {fe K
2

,[u,f] Ell>
2

} est convexe non vide 

(exposé n°7, Proposition 2,2,), 

Donc 4'
1 

(î <P
2 

-:/- r/J , qui est la conclusion du théorème. 

On obtient de la même 

Proposition 4, Soit 

vérifiant : 

B(t,x) 

.... 
maniere : 

une application de Jo,T[ x D(A) dans H -
a)~• te]o,T[ ,·l'application x ~ B(t,x) est continue, 

B ) V x e: D ( A,) • 1 1 a pp 1 i c a t i o n t i-->- B ( t • x ) e s t rn e s u rab 1 e 
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.y) Il existe 

V xe.D(A) • 

l b e: L ( 0, T ;IR) tel que 

Alors il existe 
l l 

UE:W 1 (O,T,H) 

1 B ( t, X ) J ~ b ( t ) ~ t .;] 0, T [ 1 

tel que 

u ( 0 )· = u ( T) ·• Tt ( t) + Au ( t) + B ( t, u ( t)) => 0 p, p • t E:] 0 ~ T [ , 

Considérons dans l 
E = L (o,T.H) le convexe compact 

. 1 1 . . -- E 
K = {ueW • (O,T,H), u(t)e D(A) P•P• tE]ü,Tl, llull 

11 
.:; C(llbll 

1
)} 

W 1 (O,T;H) L 

Etant donné 

considérons 

uE:J{, l'application 

G: ue:K i---+-- {ve:K, 

B u : t 1--!,o est intégrable; 

[v,-Bu] .s4> } 
1iY • 

D'après la Proposition 3, pour tout u <ë: K 9 Gu est un convexe 

fermé non vid·e, D'autre part soit u E K • v .::: Gu tel que u - u 
et V n 

V 

l n n n n 
dans L • On peut toujours supposer après éventuellement 

extraction d'une sous-suite, u (t) 
n 

---+- u(t) 

puisque B est continue en x, Bu n 
converge uniformément vers la solution de 

Donc v € Gu • 

Bu 
dv -dt 

P•P• t et 

dans 11 

+ Av 3 -Bu 

V ( Ü) -->-
n 

et donc V 
n 

9 V (0) = V 
0 

Il existe donc ue:: K tel que Gu= u , qui est la conclusion de 

la Proposition• 

Enfin : 

Proposition 5, Supposons D(A) fermé et A
0 

borné sur les bornés et 

soient l-,p..:S+m et B(t 9 x) un opérateur (multivoque) de ]O,T[x D(A) 

dans H vérifiant 

~) .l2..:.P. , t e- ] 0 , T [. , l ' op ê r a te u r x ~ B ( t 9 x ) e s t s , c , s • 

(3) V XE:. D(A) , l'opérateur t 1-4- B(t,x) est mesurable. 

y) Il existe b Ê LP(0 9 T;fR) telle aue 

Alors il existe u-=:: w1
•P(o,T.H) • .f«= 1P(o,T;H) tels que 

u(O) = u(T) 

r(t) e B(t,u(t)) .E.!.12• t € Jo,T[ 

V 
0 

; 
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~(t) + Au(t) + f{t) 3 0 P•P• t €Jo.T[ • 
dt 

D'après l'exposé n°6, Proposition 4, il suffit de le montrer pour 

p=l • 

Soit. M(p) = sup{IA
0

x!,x€ D{A), lxl~p} • Etant donné [ u, rJ € $ 
ur 

avec 1 f ( t) ko ( t) p. p. te: JO t T r on a lu ( t) k C ( !lb Il l ) T = p 
L o 

't/ t .:: [ 0, Tj 

et donc l*(t)I~ jr(t)I+ M(p
0

)~b
0

(t) en posant b (t) = 
0 

b(t) + M(p ) 
0 

Considérons E
1 

= <e( [0 9 T] ;H) muni de la topologie de la convergence 

uniforme, E
2 

= L1 (0 1 T;H) muni de la topologie vague o(E 2 ,E
1

) , 

Kl = {u ab sol umen t continue; u(t) e: D(A) 9 lu(t)l~P Vtc [o,T] 
0 ' 

l¾t(t)l~bo(t) 
El 

P•P• t1::]0,T[} 

1 
lr(t)l~b(t) 

E2 
K2 = {f € L (O,T;H) ; P•P• te]0 9 T[} • 

4>
1 

= 4>'lirnK
1

x K
2 

et 4>
2 

= {[u,f]eK
1

x K
2 

•·f(t)e:: B(t,u(t)) P•P• tE]O,T[} 

Alors 

a) K
1 

(resp, K2 ) sont des convexes compacts de E
1 

(resp. E2 ) • 

b) 4>
1 

est fermé dans K
1 

x K2 . car cj>"[jj est un opérateur maximal 

monotone de E
1 

x E
2 

• 

c) \/ f€K
2

, {u€K
1 

; [u,rJ E:cli
1

} convexe non vide d'après la Propo­

sition 3 et le choix de K
1

, K2 , 

d) 4>
2 

est fermé dans K
1

" K
2 

et ·Vue:: K
1 

, {fE. K2 ; [u,r] c:: <1>2 } 

convexe non vide en reprenaat la démonstration des Propositions 2,1 et 

2,2 de l'exposé n°7. 

Donc ci,
1 

tî <P
2 

=J r/) , ce qui est la conclusion de la Proposition. 

Remarque 1. Cette proposition reste valable pour un opérateur A 

m-B- accrétif d'un espace de dimension finie .strictement convexe, ainsi 

d'ailleurs que son homologue dans le probl~me avec condition initiale, 
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