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Séminaire sur les semi-groupes 

et les équations d'évolution 

Orsay 1971-1972 

Exposé de Alain DAMLAMIAN 

"OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES 

ET EQUATIONS D0 EVOLUTION" 

I - Opérateurs (multivogues)o 

I o l. 

Définitionso On dit que 

multivoque de E dans 

est une application de 

tf, est une multiapplication ou ùn opérateur 

F 9 de domaine D(tf,) si et seulement si tf, 

E à valeurs dans ~(F) o On identifie toujours 

t avec "son graphe" dans Ex F et 1°on écrit indifféremment g 

ye:111i{x) ou [x 0y] s. tf, o On définit D(tf,) par D(~) = {x:.tf>x ,p (IJ} o 

On dé.finit également l O image de tf> par R ( tf,) = U ~x o 

XEE 

o Opérations sur l.es multiapplicationso 

Par définition est une mu1tiapplication de F dans E à 

domaine R(tf,) et à image D(tf,) o Son graphe est le symétrique du 

graphe de tf, o Si F est un espace vectoriel. 9 on définit de manière 

évidente 1°opérateur multivoque Àtf,l. + µtf,2 lorsque <t>1 et <t>2 sont 

des multiapplications de E dans F 8 avec la convention suivante g 

~ + P = ~ pour tout Peg'(F) 

0 o ~ = {O} o 

0 On appelle section de tf> toute application univoque y;D(tf,) ••➔.•. F 

tell.e que y(x)€ tf,(x) 9 \:/ xe.E o 



r.2 

II - .QJ2érateurs monotones dans un espace de Hilbert li réelo = 

On note la norme et le produit scalaire de li par l ol et 

2olo Définitiono On dit que A est un opérateur monotone dans H 9 si 

A est une multiapplication de li dans lui-même et si on a g 

2o2o Définition équivalenteo A est monotone dans H si et seulement 

( - A est dit dissipatif)o 

Démonstration elle provient immédiatement de l'égalité 

Corollaireo Si -- A est une a&plication 

univoque contractante pour tout À ~ositif défini sur son domaineo 

Démonstration 

z.e:D((I+ÀA)- 1 ) < > 3[x. 9 y.]e:A 0 x.+Ày. = z. et 
l. l. l, l. l. l. 

Z. = X. 
l. l. 

D0 où 1°univocité de 

2o3o Définitiono Un opérateur A est dit maximal monotone s 0 il est 

maximal parmi les opérateurs monotones 0 ordonné par l'inclusion de leurs 

graphes dans li x H o 

2o4o Exemples g.Graphes monotones g f g rn =+ rn croissante définit un 

opérateur f g X i=+ [f(:x:-},,f{x+}] nIR qui est monotoneo 

• Sur un Hilbert H g Si J est une contraction de De H 

alors I~J est monotoneo 



I-o 3 

S . A t t 0 1 t d • d A-l~ \A (\~O) • i es mono one 9 i en es e meme e u A A~ 

de la fermeture de A au sens des graphes 0 dans li x Hv ainsi que celle 

de A dans Hv x H ; de l' opéra~eur A défini par 
,,.., 
Ax = conv Ax o 

.Soit A un opérateur multivoque sur H espace de 

Hil.berto Soit gie = L
2

(0 0 T;H} o L 9 opérateur d suivant appelé prolonge­

ment canonique de A à 3e 

J:u = {V€ Jg9 V { t) €. Au. ( t) 

est monotone sur H o 

est monotone sur ,:/f; dès que A 

.Si ~ est une fonction convexe Socoio propre sur H 0 

son sous=différentiel a~ est monotoneo 

0 

Caractérisation des opérateurs maximaux monotoneso 

2o5o Théorème de Mintyo ~ H 

équivalents g 

un espace de Hilbert (réel)a Sont 
~ 

l) A est maximal monotone dans H 

2) JA = {I+>.A)-l est une contraction partout dé :finie de H pour 
À ~ 

tout À positif ou nul o 
~ 

3) A est monotone et il existe À positif tel que (I+>.A) est 
~ 

surjectif a 

Pour une démonstration 9 voir [2] exposé n°3o 

Exemple d 0 opérateura maximaux monotones ~ les graphes maximaux monotoneso 

Propriétés élémentaires des opérateurs maximaux monotoneso 

2060 ~ropositiono fil A est maximal monotone 8 le sont aussi 
I'\, 

et l 9 on a A= A= A (fermeture de A dans H)(Hw) donc A 
.-===>= ~ 

valeurs convexes ferméesy et est fermé dans H x Hw et Hw ,c. H o 
""""" 

2oîo .. Proposition o D(A) est et 'vxeH lim A proj convexe JÀx = X 0 

>.\o nîA> 
A 

Démonstration Soit XE:H 9 XÀ = JÀx 0 C = conv D(A) 0 
<iZCl!E>IZ)cr,-~aEl-----:i~ 

x-x 
3 tel X À+ À'y À c 0 est-à-dire i\ 

y À E AxÀ que = X Il YÀ = --r=" ê Ax À 0 
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Soit 

lier g 

(x 09 Y 0] e: A 9 on a alors 
x-x <=r=1-x

0
e x>..-x

0
)~0 o Donc en particu-

En majorant les produits scalaires 0 on voit que est borné. 

Soit donc Àn une suite décroissant vers O telle que x>.. 
n 

.,,,:d!,._ x' o 

Il est clair que xvE C car un convexe fermé est faiblement fermée 

Passant à la limite dans (2.8) on obtient : 

jx 0 1
2 ~ limlxÀ 1

2 ~ (xl)x'-x
0

) + (x 0 ,x
0

) 

n 
pour tout X e:D(A) 

0 

et par continuité et convexité pour tout x € C • Ceci montre que 
0 

est la projection de - X sur C 9 donc ==!!o.. x O o Fa i sons a.lors 
>."lto 

dans (2.8) on obtient 

vers xg o 

Mais alors comme xÀ €: D(A} 0 x 9 e: D(A) et donc C = D(A) o 

Notation g Si C est un convexe fermé 0 c0 représente la projection 

de O sur C et 1 C 1 = 1c0 1 o 

Définitiono On note A
0 1°opérateur x 1=-:1>- (Ax) 0 défini sur D(A) o 

2o9o L 0 aPJ2rosimation Yosidao Ainsi que dans le cas linéaire on associe 

à A la famille résolvante JÀ et 1°approximation Yosida 
1 

A). = '! ( I-J >..) o 

L 0 équation résolvante est remplacée par 

À 9 1,1 ) 0 -=-} J À X = J µ ( rx I À~µ J À X ) o 

2ol0o Proposition.~ 

i) AÀ c AJ À 

ii) AÀ est maximal monotone univoque" libchitzien de rapport 1/À 

iii) (AÀ)µ = AÀ+µ pour >.1 µ positifs 



iv} V X€D(A) 9 À\O ~ IAÀxl f IA
0
·xl et AÀx -=j,. A

0
x 

v) V x'~ D(A) , IA~xl f + 00 (À\0) o 

x. = z.+>..y. 
l. l. l. 

avec [z.,y.]e.A 
l. l. 

définition de donc y. = A x o E Az. g 
l. Àl. l. 

Comme AÀ xi E. AJ À xi 9 et que A est monotone on a 

par 

d 0 où lx 1-x 2 1 ~ ÀIAÀx 1 -AÀx 2 1 o Donc AÀ est lipchitzien de rapport l/À 

AÀ est monotone car I-JÀ 1°esto 

Enfin AÀ est maximal monotone car pour y dans H on peut résoudre 

(I+ÀAÀ}x =y(=) 2x-JÀx = y o En effet ceci revient à dire que x est 

point fixe de l 9 application 

de H de constante de lipschitz 1 • 2 .p X 

qui est une contraction 

existe donc et est uniqueo 

iii} est évident car [xeY]e:AÀ < > [x-Ày 9 y]E:A o 

iv) si xe:. D(A) on a AÀxe AJÀx donc 

(A
0

x-AÀx,x-JÀx)1rO d 0 où puisque x-JÀx = ÀAÀx ~ 

IAÀxl
2 ~ (A

0
x 9 AÀx) et IAÀxl ~ IA

0
xl = IAxl o 

Substituant Aµ à A on a Yxe:H IA>..+1,1:içl ~ IAIJxl 9 V À0 µ>0 9 

(donc IAÀxl 

majorée) et 

est décroissante en À et convergente dès qu'elle est 

IAÀ+µxl
2 ~ {Aµx 9 AÀ+µx) 9 donc 

En conséquence si IAÀxl est majorée {AÀx} est de Cauchy et donc 

convergente vers un élément y o Mais 

X - J X = 
À 

0 donc 

et comme A est fermé [ x O y] e: A O x e D (A) 9 y e. Ax o 

Mais alors implique 0 
Y : A X 0 



2cllo Propositiono .§.i I·nt(conv D(A)) :/- (/J , on a 

1) Int D(A) = Int D(A) = Int(conv D(A)) :/- (/J 

2) A est borné sur tout com;eact de Int D(A). 

Ce résultat valide dans le cas général est démontré pour dim H <+œ o 

E~~~~!~!~~i~~ : l) Soit C = conv D(A) = D(A) 

On suppose donc C' :/- (/J o Montrons que C'c D(A) 

et CO = Int C o 

• Soit en effet XE:. C' O 

0 
Si A À x est borné 11 x G. D (A) 0 Supposons donc 

YÀ 
non borné et 

soit À 
n 

une suite telle que ~ ~. z t 

IY À 1 
n 

lzl = 1 e 

Montrons que z=O pour aboutir à une impossibilité : 

Soit x 0 - J x' • À - À o Comme 

x' 
À 

lorsque À (par 2olO)o On a 

et y O e. Ax 9 

µ µ o Donc : 

faisons À= À et passons à la limite 
n on obtient 

(z 0 x-x 0 ) ~ 0 o Passons à la limite µ ~ 0 0 µ 

(z 0 x-x') ~ 0 o Ceci a _lieu pour tout x 9 e:. c 0 o 

C'c D(A) 

Mais comme C' est ouverte il existe un t>O tel que. x+tz E. C' o 

On en déduit avec x' = x+tz 

(z 0 -tz) ~ 0 d 0 où z=O 0 

Ceci démontre que Int D(A) c. D(À) c D(A) et donc Int D(A) = Int D(A) 

est convexe comme intérieur d'un convexeo 

du point x
0 

X 
n 

2) Supposons que A n'est pas borné· au voisinage 

intérieur à D(A) : il existe [ x t;iY Je: A tels que n n 

on a X -X)),:. 0 
n 

avec 

et à la limite 

1 z 1 = l o 

( Z o X -X)~ 0 o 
0 

Comme précédemment on en déduit z=O 8 d'où l'absurditéo 

Al>.Plicationo Majoration de IAxl pour xe.D(A) : 

est borné par M sur une boule B(x 9 p) 
0 

on a 



Passant au supremum du membre de gauche 0 lorsque u varie dans 

B(x 9 p) on obtient 
0 

Ioî 

III - Résolutions d 9 équations d 0 évolution associée à des o~érateurs 

maximaux monotones. 

On veut résoudre ici l 9 équation du dt + Au 3 f ( I) au sens suivant : 

La fonction u continue sur [0 9 TJ est solution forte de (I) s.scio 

a) u est absolument continue sur tout compact de ]O0Tl et donc 

presque partout différentiable sur ]O 0 T [ 

b) u(t) r,;: D(A) pour P,resque tout t de ]0 0 T [ 

c) ~(t) + 
dt 

Au(t) 3 f(t) pour presque tout t de ]O 0 T-[ o. 

l On notera ~ 1°opérateur multivoque "solution forte" de L (O,T;~) 

à valeurs daI?, s ce ( [o 9 T] iH) o On notera g; l O opérateur dont le graphe 

est 1°adhérence de celui de~ 0 on appellera ~ l 0 opérateur "solution 

faible" c 0 est-à-dire [fgu] €. ~ se dira g. u est solution faible de (IJ 

associée à f e 

Propriétés des solutions forte et faibleo 

sont dans "Y ou ~ on a --= 
t 

i) V O~s~t~T lu(t)-v(t)j ~ ju(s)-v(s)I + Jslf(a)-g(a)I da 

ii) V O~s~t~T 9 V/ [xoy]EA c 

Démonstration g Il suffit de vérifier ces relations pour <§ 0 elles ~-----~------passent à St par continuité 9 il suff'it également de les vérifier pour 

OcsEt~T par continuitéo La fonction lu-vj 2 est absolument continue e~ 

l 9 on a 



par la monotonie de 

On en tire : 

A o 

d 
dtlu(t)-v(t) 1 ~ jf{t)-g(t) 1 9 

d 0 où on déduit i)o Lvinégalité ii) s 9 obtient à partir de (3ol5) avec 

v:x=cte 0 gEy 8 la première inégalité de ii) étant élémentaireo 

3o2o Corollaireo Il y a unicité de la solution forte (respo faible) 
l associée à une fonction f ~ L (0 1 T;H) avec condition initiale 

imposéeo 

Démontrons 1°existence de solutions forteso 

3o3o Théorèmeo fil il existe une solution 

forte unique de 

caractérisée par 

du dt + Au 3 f e u ( 0) = 

i) u(t)e.D(A) 9 Vte.[O;T] 

u 
0 

o Plus 

ii) u(t) est lipschitzienne sur [0 0 T] 

iii) u est dérivable à droite sur [00 T[ 

iv) 

v) 

::(t) + Au(t) 3f(t) 

u{O) = u o 
0 

»our presque tout 

précisément u 

De plus on a 
+ 

~(t) + (Au(t)-f(t)) 0 = 0 o dt 

est === 

Démonstration : Soit At= A-f(t) qui est aussi ma~imal monotone 

(à ne pas confondre avec· 

d'ailleurs pas utilisé par la suite). 

qui ne sera 

Alors AÀ(t) est continu en x et t O lipchitzien en x d..e rapport 

1/À (et maximal monotone) : en effet on a 

J1x = JÀ(x+Àf(t)) et 

AÀ(t)x = AÀ(x+Àf(t)) - f(t) • 
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On peut donc par la théorie c1assique trouver uÀ de classe c1 

duÀ 
solution de ~ + AÀ(t)uÀ(t) = 0 0 uÀi~) = _u

0 
o Remarquons que 

vÀ(t) = uÀ(t)+Àf(t) est solution\de dt·À + AÀvÀ = f(t) + Àf 9 (t) 9 

= u + Àf ( 0) • 
0 

a) Majoration des 

= -

x luÀ(t+h)-uÀ(t)I 

~ -½luÀ(t+h)-uÀ(t)l
2 

+ f(luÀ(t+h)-uÀ(t)l+Àlf(t+h)-f(t)l)fuÀ(t+h) 

= lr(t+h)-r(t)lluÀ(t+h)-uÀ(t)I. 

On en déduit O~s<t~T-h 

t 
luÀ(t+h)-uÀ(t)I ~ luÀ(s+h)-uÀ(s)I + Jslr(a+h)-f{a)I dv 

duÀ duÀ Jt 
I ëit"" ( t ) 1 ~ l d"t ( s ) 1 + s I f' ( a ) 1 da o 

Conclusion 
duÀ du t 

t E: l O D T J -} 1 dt ( t ) 1 ~ 1 dt À ( 0 ) 1 + f O I f ' ( (r ) l d c:r 0 

Or l(Au -r(o))
0

1 
0 

par 2ol0o(iv) 0 donc 



b) Convergence dans 

On a 

des dérivées ~ 
dt- o 

1 d ! ) 12 ( 
2 dt uÀ(t -uµ(t) = ~ AÀ(t)uÀ(t)-Aµ(t)uµ(t) 0 uÀ(t)-uµ(t)) 

= - (AÀ(t)uÀ(t)-Aµ(t)uµ{t) 9 uÀ(t)-J1uÀ(t)-(uµ(t)-J!uµ(t)) 

t t 
= (A, (t)u,(t)-A (t)u (t) 9 J,u,(t) - J u (t)) o 

A A µ µ A A µ µ· 

IolO 

Ce dernier terme est négatif ou nul par la monotonie de AÀ(t) 9 d9nc 

- µA ( t) u ( t) ) , µ µ 

l d j 
1
2 - - u {t)-u (t) 

2 dt À µ 

Intégrant sur [o,tJ 0 on obtient ; 

A fortiori pour (À~µ) 

De (303 9 3) on déduit en prenant t = T 

lu; 1
2 est une fonction décroissante en À (qui croît 

2 
L (OeTtll) 

lorsque À\0) et ma.j orée par c2 T O donc convergente lorsque À "10 o 
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1 U V·-u 1 12 ~ ~llu'l 2 - luil 2 1 ,< 11U9 12 
- 1 u~ 1

2 
1 

lJ À 2 ).+µ µ 2 
L2 lJ 2 L2 L L L 

donc uo 2 o+ est convergente dans L (0 0 T;H) lorsque À tend vers . 
À 

. 
soit w ( t) sa limiteo 

c) Convergence des 

Il est clair que + Jo
t 

= u u~(a) d~ . 0 I\ 
converge alors unifora 

mément 

u(t) = 

(voir 3~3 04) vers une fonction u qui vérifie 
t 

u + J w(a) .da o Donc u est PoPo dérivable de dérivée 
0 0 

V o 

CO 

Par ailleurs comme les u O sont bornées par C dans L O il est 
À 

c1air que u est lipschitzienne de_ constante in~érieure ou égale l C o 

En extrayant une sous-suite Àn 9 on 8 w(t) = ui(t) = lim ur (t) c 

PoPo n 

Plaçons-nous en un poirit t oa· u'(t) = lim· ut (t) o 

On a u(t) lim uÀ (t) 

et comme IJ1 uÀ(t) - uÀ(t)I = >.IAÀ(t) uÀ(t)I-$- ÀC 

lim Jt uÀ(t) = u(t) c 

À'\ 0 À 
n 

n 

De plus - u{ (t) = AÀ (t) uÀ {t) e: At J1 converge vers - u'(t)o 
n n n n 

Donci comme le graphe de At est fermé (puisque demi-fermé) 9 

t - u 0 (t) E A u(~) c'est-i-dire que pour presque tout t 

on a 

~(t) + At u(t) 3 0 
dt 

QU ~ + Au(t) 3 f(t) c 
dt 

V te: [0 0 T] 0 V ).>0 Par ailleurs on a IAÀ(t)uÀ(t)l~c 0 

1 u À ·c t ) - u ( t . ) 1 ~ À C 
2 

T ( 3 • 3 D 4 ) 0 CO mm e est lipchitzien de rapport 

( 2 o 10 o i i ) ;) on a 

Donc par 2010.iv et v) 0 on a 

u(t) e:D(A) o 

1 
! 



Iol2 

d) Propriété de la dérivée à droite de u o 

Soit s tel que frCs) + Au(s)3f(s) ait lieu 0 et soit y~Au(s) Il 

la proposition 3oloi) donne avec v(t) E u{s) 0 g(t) E y 

t 
lu(t)-u(s)I ~ J

8

1f(a)-ylda 9 d 0 où 

1 Tt ( s ) 1 ~ 1 f ( s ) -:' y I V y <:. Au ( s ) don c 

ITt(s)I ...,< l(f'(s)-Au(s)) 0 1 o Or 'Îr(s)e:Au(s)-f(s) 

donc ¾r ( s ) = ( f' { s )-Au ( s ) ) o p o p o [ 0 9 T] o 
t 

Par suite u(t)..;u(s) = Js (f(a)-Au(a)) 0 da et pour montrer que V te: [0 9 T[ 

+ 
~{t) 

dt existe et satisfait à 
-+ 

~(t) + (Au(t)-f{t)) 0 = O 
dt 

de montrer la continuité à droite de 

{Au(t)-f(t) ) 0 (qui est majoré par C}. 

il suffit 

Soit alors y un point l.imite faible de (Au(t )-f(t) ) 0 lorsque t\O 

comme u(t) -+- u
0 0 par la demi :fermeture de A on a 

y€. Au - f ( 0) • donc 
0 

IYI ~ l{Au ~r(o))
0 j o 

0 

t 
lu;_(t)I ~ l;A

0
(o)u

0
I + J lr 0 (a)j da e 

t t O 
Or -ut(t) = AÀ(t)uÀ(t) € A JÀuÀ(t) o 

Loraque À~O comme J1uÀ{t) .,...... u(t) on en déduit (toujours par la 

demi fermeture de At) que 

1 ( At u ( t ) o 1 ~ 1 im I u ~ ( t ) 1 ~ 1 ( Au - f ( 0 )) o 1 
À~O A 0 

t 
+ j 

O 
I f O 

( a ) 1 da o 

Faisant alors t\O on obtient 

l im I AÎi ( t ) 1 ~ 1 (Au - f ( 0) ) o I o 

t\o 0 

Tout point limite :fai.ble y de (Au(t)-f(t)) 0 satisfait donc 

IYI ,< 1 (Au -f'(0)) 0
1 c Comparant à 3o.3e.5 on voit que y est unique égal 

- 0 

à (Au -f(0)) 0 et que la convergence a lieu dans H fort donc 
-'? 0 

dd:(o) = (f(O)-Au
0

)
0 o Par translation à droite et unicité on déduit la 
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relation pour t quelconque de celle pour t=O o 

3o4o Théorèmeo Si u Ê D ( A ) 9 f €. L 1 ( 0 9 T 9 li ) 9 i 1 ex i s te une s o 1 ut ion 
0 

faible unique de du dt + Au 3 f 9 u ( 0) = u
0 

o 

~§~~~!~!~~!~~ g Il suffit dijappliquer le théorème 3o3 en remarquant 

que D(A) est dense dans D(A) 9 W191 (0 0 TïH) dense dans L1 (o 9 T 0H) 

et que par 3oloi) appliqué avec s=O t la convergen~e des conditions 

initiales et des seconds membres de l O équation n + Au 3 f implique 

la convergence des solutions forteso 

3o5c Propositiono ,fil A0 x est borné par M sur la boule B{x 0 p) 
0 

toute solution faible de (I) est à variations bornêeso De manière plus 

précise si [u 9 f] s. 5' 8 on a pour O~s~t~T 

(306) pju(t)-u{s)J 
t 

J lu(a)-x I Clr(a)j+M) da 
s 0 

+ ½[lu(O)-xol2-lu(o);..xol2]. 

Démonstration g Il suffit de démontrer la proposition pour [u 0 f] 
-c:,-i,_,_..,_,_-:i_aa;,,=:i.-. 

dans 5-' 9 s=O 9 mais alors f - ~ e Au(t) presque partout et par 
dt 

(2ol2) on a g 

Par 3oloi) on a 

t 
!u(t)-x

0
J ~ !u(O)-x

0
j + J

0 

(jr{~)j+M) ds d 0 où avec 

vu([OeT]) ~-(llrll,
1

+MT) + ;lu(O)-x
0

l(llrll_
1

+MT) + ;<llrll:1 +MT)
2 

+ L
2

. (ju(O)-x j 2 - ju{T)-x j 2 ) o 
p O 0 
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IV - Identité entre les solutions faibles et les solutions fortes en 

dimension finieo 

Nous allons démontrer le théorème suivant g 

4.lo Théorèmeo fil, H est de dimension finie, A maximal monotone 0 

1 8 opérateur g.;- admet un graphe fermé dans 

Il s 0 agit donc de montrer qu 0 une solution faible est fort~ pour (I) 

du l ) dt+ Au.=>feL (OgT,H avec u(O) = u e. D(A) o 
0 

4o2c Remarqueo On peut toujours se ramener au cas Int D(A); ~ o 

Soit en effet H1 le sous=espace affine fermé engendré par D(A) ~ 

on a et projettant 1°équation du dt + Au~ f sur et 

I s 0 écrit 

Ort il est aisé de voir par la maximalité et la monotonie de A 
J. 

que Ax + B1 = Ax o Donc la deuxième équation est identiquement vérifiée 

et la première s 9 écrit dans 

est trivialement maximai monotone dans (considéré comme identifié 

à son espace vectoriel des translations)o 

On est alors ramené au cas Int(D{A)) # ~ dvaprès 2ol1 car 

Int(conv D(A)) # ~ (Intérieur relatif d 8 un convexe non vide)o Donc 

en particulier A est borné sur tout compact de Int (D{A)) o 

Pour préciser cette majoration 0 on utilise le lemme suivant dû à 

Ph o Ben il.an g 

4o3o Lemme géométriqueo ~ H un espace de Hilbert réel de dimension 

finie 8 C un ouvert convexe non vide de H 8 ~ 

Il existe alors k>O tel que 1 8 on a \:/ x e. K ,, 

i) dist(r,; 9 aC) ~ kjx-r,;I 

K un com;eact de 

] r,; €. C 

ii) t/ ze:.C lz~r;l
2 

- lx-r,;1
2 ~ lz-xl

2 

(z-x 1 r;-x) 3:--0) o 

(ou de manière équivalente 

C o 



Démonstration g Soit x dans C O on désigne par rx le cône de 

sommet x défini par (z=x 0 r;-x) ~ 0 pour tout z de C 9 c 0 est=à-dire 

1°ensemble des r; vérifiant la condition ii)o x-rx est le cône 

conjugué à C et C en x o 

On va montrer 

il en résultera, puisque la fonction 

que k = Inf sup 
XGK r;e.C n I'x 

dist(ç,ac) 
ix=r; 1 

> 0 0 

X ~ est SoCoio 

Pour simplifier la démonstration de (403 9 5) on prend x=O fixé 

dans C o Soit C = 
l U >.C 

À~l 
cône engendré par C en x=O o 

Il est immédiat que si r; est fixé dans CD on a 

par la convexité de C 0 donc t dist(tçqaC) 
t 

est décroissante en 

D0 autre part par homothétie de rapport t on voit que 

et par suite lim dia t <;>Qac) existe 
t\o 

et est inférieure ou égale à dist(r;~~C) o Mais 1 9 inégalité· inverse a 

lieu 

dans 

Soit en effet p <dist(z; 1 ac
1

) 8 B(,; 0 p) boule fermée-est incluse 

Ü,ÀC = c
1 

a et est compacte, donc il existe À 0 ➔1 tel que 
À-~l 

B(r; 0 p)cÀ C 
0 

et donc dist(r; 9 A ac)~ p 
0 

mais alors dist(f- 1 ac) ?- r et lim dist(tç@ac) ~ P o On a donc 
t~o t 

en définitive 

sup 
r; e: C 

(resp C nr ) 
0 

0 0 

dist(ç,ac) = 
1 t 1 

sup 
l';E:Cl 

re sp ( c
1 

f) r 
O

) 

dist(1;; 8 ac1.) 

111 0 



On est ainsi ramené à prendre pour C un cône ouvert de sommet O o 

=r est le cône conjugué de C et l 9 on veut montrer 
0 

dist(r;llac) sup - = 
r,; €.C j r,; 1 

Soit 

sup 
1;1:: c n r 

0 

sa projection sur r o r,;-r,; 
0 0 

est dans -C qui est 1e 

cône conjugué de +r • cionc 
0 

r,;e:C 9 r,; -r,;e:C 
0 

donc r,;eC+C=CQ 
0 

soit finalement r; e:. C () r o On a évidemment I t 1 ~ 1 r; 1 a 
0 0 0 

On va montrer pour achever la démonstration que 

dist(r,; ,ac)~ dist(r,; 9 aC) o 
0 

Soit P<dist(r,; 0 ac) • la boule B(r,; 9 p)cC I donc 

avec 

donc B(r,; 9 p)cC donc dist(r,; 0 aC)->P o 
0 0 

4o4e Majoration portant sur les solutions faibles de (I)o 

Appliquons le lemme 4o3 avec C = Int D(A) 9 K = u([OQT]) ~ 

x = u(t) o Il existe alors k>O 9 tel que 

(406) 

la boule B(r,;t,pt) c Int D(A) et par (2oll)., A 

cette borne, Utilisons alors (3.6)0 On obtient 

y est borné ; soit Mt 

0~ s~t~T 

t t 
(4o7) Ptlu(t)-u(s)I-.$- pt J/lr(a)l+Mt)da + Js(lu(a)-r,;tl)(lf{a)l~Mt).da 

+ ½<lu(s)-r,;tl2-lu(t)-r,;tl2) 0 
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Or par (4o5) avec z = u(s) on obtient 

t 
Ptlu(t)-u(s)I ~ ptJs (jf(a)l+Mt)da 

t 
+ Js ( lu(a)-r,;tl )( lt(a) j+Mt)da 

+ ½ ju(s)-u(t)1
2 

o 

Par la continuité de u e il existe ôt tel que 

h e.[0 11ôt[ =) lu(t)-u(t-h) 1 ~ pt et 

par (408) V se:]t •. ôt 9 t] 9 

t t 
(4o9) ½Ptlu(t)-u(s)l~Pt Js·c1r(a)+Mt)da + fslu(a)-z;tl(lf(a)f+Mt)do 0 

Puisque ½lu(t)-l;tl~ Pt 9 par (4o5) on a 

lu(a)-,;tl
2

~ luCt)-z;tl
2 + lu(a)-u(t)l

2 
donc 

1 1
2 4 2 2 2 2 

u ( a )- l; t ~ 2 pt + pt = pt ,c. k l d 9 où 
k 

d~na (4o9) après simplification par 

( 4010) 

ho2lo Propositiono Sous le..s conditions précédentes u est absolument 

continue a Vir [o 9 T] o 

Démonstration ~ Si on montre que u est scalairement absolument 

continue~ comme u est à variations bornées par (3o5) 1 absolument 

continue sur [08 T] par un résultat de l'exposé n°l (dwailleurs comme 

dim H <+'"' & scalairement Absocontinue oet AbS•ocontinu sont équivalents) 

Montrons en effet que u est scalairement absolument continue g 

soient weli D lwl=l et g(t) = (u(t) 0 w) - K J:lf(a)lda o 

Pour K = l+.k 1 g satisfait à 

(4ol2) 



Iol8 

4ol3o Lemmeo Si 
"""""' 

satisfait à (4ol2) alors V te: [0 0 T] 

g(t )-g(O) ·~ 1: g'·(a) da 

~ g 0 est la dérivée Ronctuelleo 

E§~~!!!~!?~.!~~ g Si g e: VB [o Il T] on sait que g O e. L 
1 [o e T] 1> et 

est définie presque partoutb Il suffit de prouver le lemme pour 

Soit • :f ( t) égale g' ( t) presque 

partout 9 donc f est mesurable et intégrable c 

Il existe alors par le théorème de Vitali-Caratheodoryg pour tout 

e:>O 9 une :fonction f 
e: f~f semi-continue inférieurement telle que 

T ·T 

et JO fe:(t) dt~ JO f(t) dt+ 

Mais la fonction ~ (t) = 
e: 

vérifie partout g 

$ (t)-41 (t-h) 
-1· e: e: 

im h 
h\o 

donc on a pour tout te:] 0 0 T] 

e: e 

t 
g ( t ) - J

O 
f c ( a ) da qui est continue 

car f e: est S.o C.C/ i o 9 

e: 

_ $ (t)-41 (t~h) 
lim e: h e: ~ rv (t) - f (t) ~ 0 9 donc par le théorème des 
h\o e: 

accroissements finis 

$ ( T·) - $(0) ,$ 0 c 0 est-à-dire 

T T 
g{"T) - g{O) .:5-J

0
r(t) dt + e: = Jog'{t) dt + e: ô 

Ceci ayant lieu pour tout t>O 9 on a donc 

T 
g(T) - g(O) ~ J g 0 (t)dt O 

0 t 
Appliquons ce lemme à g(t) = (u(t) 9w) - K J

0 

f(a) da 

g 9 (t) = <¾r(t}1 w) - K!f(t)l et donc 

Jt Jt Jt du ft d ( u { t )- u. ( o) 9 w) ~ 
0 

K 1. :f (a) 1 da + 
0 

g' ( a ) da ~ 
0 

C-;rr ( a ) 9 w) da = ( 
0 

d: ( a ) da~ w) o 
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Remplaçan~ v par -v on obtient l'inégalité renversée 0 donc 

J
t d 

( u ( t )-u ( 0 ) 0 v) = 
0 

( Tt ( a ) 0 w) da O donc u est scalairement absolument 

continueo 

La proposition suivante achève la démonstration du thé~rème 4olo 

4ol4 Propositiono Une solution faible absolument continue est solution 

forteo 

l Jt+h 
tel que lim h t f(a)da = f(t) 

h\io 
Démonstration : So i•t 

(on aait que ceci a lieu presque partout par le théorème de Lebesgue)o 

Soit a= ~(t) o On a (proposition 3,loi)) dt 

t+h · 
(u{t+h)-u(t) 9 u(t)-x) ~ Jt (f(~)-y) 0 u(a)-x) 

Divisons par h et faisons h~O o On obtient 

do- o 

Par suite [u(t)uf(t)-a] e:. A (par la maximalité de A) et donc 

u(t)e:D(A) 8 f(t)-ae;Au{t) 9 cec_i s 9 exprime par u(t)eD(A) et 

1t<t) + Au(t) ~ f (t) pour presque tout t 9 donc u est sol ut ion forte 

de du dt + Au 3 f' o 
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Séminaire sur les semi=groupes 

et lea équations d 9 êvolution 

Orsay 1971-1972 

(N °2) Exposé de Jeah=Pîerre ROTH 

"OPERATEURS DISSIPATIFS INVARIANTS PAR TRANSLATION'e 

I = Théorème de Godement=Plancherelo 

Préliminaires g 

IIol 

Définitiono Une algèbre steliaire A est une algèbre de Banach sur œ 
munie d 0 une invoiution x ~ x* telle quion ait llxf = llxx4 11 pour 

tout xe:A (on rappelle qu 0 une involution sur A est caractérisée 

par les relations 

ExemRleo E espace de Hilbert sur œ ; A= ~(E) est une algèbre ste1= 

l.aire pour u ~ u* (opérateur adjoint de u) o 

Dé:finitiono x € A est hermitien si x = x * o 

Théorème de Gel:fand=Neumarko Soit A une algèbre stellaire commutative 

avec élément unité e ~ 0 o 

Le spectre Sp A (ensemble des caractères de A) est ~omp~cto 

L O application ~ qui 1 à tout ~iément x e. A 0 ass_ocie 1a .. f'Onction 

X F4 -x(x) continue sur Sp A Il est un isomorphisme isométrique de A 

su;r '€(Sp A) tel que 0 pour tout XE-A on ait <gx~ =i ~lt o 
==. 

Pour la démonstratione cfo Dieudonné= Elémtnts d 0 analysell tome 2 0 pa304 

ou Bourbaki= Théories spectrales 0 chapcI et II& po67o 



IIo2 

Définitiono Une algèbre unitaire A est une algèbre A sur a: (en 

général sans élément unité§) munie d 0 une involution x ~ x* et 

d 0 un produit scalaire (x~y) 

axiomes g 

(non nécessairement séparé) vérifiant ies 

2) V x ~A, L(x) g y _,... xy est continueo 

3) les sommes finies Ex.y. 
l. l. 

sont denses dans A. 

Dans ce qui suit 0 on supposera A commutativeo 

Un caractère de A est un homomorphisme ç de A sur œ tel que g 

V xe:A, lç(x)I°' IIL{x)I! o 

z; est dit hermitien si V x~A, r,;(x*) = ç(x) o 

L 0 ensemble Z des caractères hermitiens sur A 0 muni de la topologie 

faible~ est un espace localement compact 

Théorème de Godement~Plancherelo Soit A une algèbre unitaire commu­

~ativeo Il existe un sous~espace S de Z dont 1°adhérence dans a:A 

~ S ~ S U{O} 0 et une mesure positive unique m sur - s tels que 

1es fonctions x g S -+ a: forment un ensemble partout dense de 

~
2

{S 0 dm) et vérifient 

V x 0 y e:. A , ( x P y ) = J x ( z; ) y ( z; ) dm ( ç ) o 

De plus {xls0 xeA} est partout dense dans teo(S) O 

E!~2~!!!~~1~~ g On se placera dans le cas où (o~o) est séparé (ce qui 

§Uff'ira pour la suite)o Lorsque (ogo) n°est pas séparé 0 on prend le 

quotient de A par l'idéal. des se:A tels que (s 11s) = 0 o 

Soit li 1°espace de Hilbert complété de 1°espace préhilbertien A o 

L(x) g A ~ A se prclonge continûment en U(x) g B """'+ H 

Soit Cl\l.= {U(x)
9 

xe:A}~{H) 

~ est une algèbre commutative 9 fermée dans ~(H) 

~ e~t auto adj ointe~ en effet on a g 

(U(x))* = U(x*) 

et 



IIo3 

Donc U(x) 
1'-
~ U(x*) se prolonge continûment à 'U.. o 

Soit_ à"= '\l ❖ a: IdH e c.,t; est une algèbre commutative 0 autoadjointe" 

:fermée dans Jf(H) (car œ IdH est de dilifension f'inie) 0 avec élément 

unité vi est donc une algèbre stellaire 9 commuta~ive 0 avec élément 

unitéo 

On noterR. qJd6 1 9 isomorphisme de Gelfand-Neumark de &, sur ce(sp A) o 

a) L 9 application x ~ U(x) est un morphisme d 0 algèbre invol.utive 

de A dans do U est injective • en e:ffet 

soit x tel que U ( x ) = 0 alors V y€ A , xy = 0 

V Y e Z e: A , ( X e Y Z ) . = ( xy * Il Z ) = 0 

comme 1°ensemble des yz est total dans A 0 on a x = 0 o 

b) Si x est un caractère de üf; t x o U est un carac:tère hermitien 

de A {s 0 il n°est pas nul) et on a 

1 x o U(x) 1 = 1 x(U(x)) 1 ~ llu(x) Il = IIL(x) Il o 

On notera A 1°application t ~ { 0 U de Sp ot dans z U·lol 
A e·st inJective 0 soient en effet X et X o e: Sp ci; vérifiant 0 

xcU = Xe -o U 0 X et xo coïncident sur les U(x·) donc sur 'U e et 

on a x(IdH) = X o ( IdH) = l Il donc -X = xo. 

0 

A est continue (c 0 est évident) ; soit so = A ( Sp ~) ~ A est un homéo= 

morphisme de Sp c.t sur s 0 o On en déduit un isomorphisme r de 

<e ( Sp ,J;) sur ce ( S O ) 0 

a) et b) se résument dans le diagramme suivant s 

Jt: tJtt 

uj '\, 

A ÎA . 
ctlall:CCOCZ CC!CCCl:tl~C:C~ 

(x 

ce ( Sp ot) 

'\, Jr 
<t'( s O ) 

:, so) 

le diagramme est commutatif' 

(vérification purement formelle) 

Lorsque s 0 contient O on a i(o) = O o 

Notons s = s 0 ,{0} o On a cgA(A)cc.e
0

(s) 

{U(x) ❖ ). I-dH /x eA} es\ partout dense dans c..t 

donc {~ct(U(x)) + ). / x e A} est partout dense dans c:e(sp vi,) 

donc {r(~ti4;(U(x))) + A /xsA} est partout dense dans ce(s0
) 

donc {~lso + À /xeA} est partout dense dans -t'(s 0 ). 



Deux cas se présentent ~ 

ou bien 9 I~ts:U O alors les constantes adhèrent à {xl 69 } et on a la 

densité des x.16 dans <e(S} (S=S 0 } ? 

ou bien 9 I~ E$: U 9 alors U est un hyperplan fermé et un idéal de Jt 
donc un idéal maximalo Il existe alors ~ e Sp üt siannu1ant 

0 

s ur '\I. 9 don c O e:. S 9 c 

On a encore la densité des xis dans c.e
0

(S) (Si = S U{O}) 

Dans tous les cas g les xis forment un ensemble partoùt dense dans 

~
0

(s) o 

Notons [~] la sous=algèbre dense de A engendrée (algébriquement) 

par la partie B = {ye: Al]Y 1 eY2 e A Y= Y
1

Y2 } 

Soit y€ B ë x I S :- i=+ (x 9 y) est bien. dé f'inie et est continue 11 ca.r on a 

l(x,y)I = !Cx0Y1Y2)I = l(xyîl)Y2>I = l(L(x)(y~)9y2)l~IIL{x)lrn·Y1IIIIY21l 

! (xoy) 1 ~ IIY1IIIIY2llll~II... 

donc V ye: [B] x18 
Fixons y e [B] 

~ (x 0 y) est ,déf'inie et continueo 

; il existe une mesure bornée 

que 
V xe:.A, = Ji<r;} (x;iy) dm ( r; ) 

y 

V X 0Y E: [B], 'rj z €.A' J s z X <zyil0x*> dm = <zx 9 y> = y 

Les "' ce < s > donc z I s ... sont denses dans ; on a 
0. ; 

(l) V X9y €: [B], /'<- A 
X dm = y dm y X 

Soit n = {r;e:.S Il x Cr;) ~ O} 
X 

dm est concentrée sur O ; en ef'fet 
X X 

5t dm = 0 o y 

dm y 

= Jsz 
0 
0 

{y I y e: [B]} ::> {z
1 
z

2 
,1 z

1 
et z

2 
e: A} qui est dense dàns 

calcul f'acile à partir de la densité de {z.l z e A} dans 

Donc dm est portée par O o 

sur s telle· 

:;.:: 
dm y X.,. o 

X X dm /o 
D9 après (1) les mestires ; 70x vérifient la condition de recolle-

. X 

mento Les O recouvrant S 9 on peut recoller en une mesure dm sur So 
X 
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On a 
,,.. 

dm = x dm i en effet les deux membres eont des mesures 
X 

portées par 0 
X 

et elles co1ncident sur g 
X 

Donc 

Donc 

V X €. r B l 0 X 6 ~l (Sa dm) o 

V y G. ~ : y e: ~ 2 
( Sa dm) o 

On a donc g 

( 2) V x e A , V y € [ B J J ( x 9 y ) = J x ? dm o 

Il nous restera à étendre cette formule au cas x t::: .j.. et y e A o 

dm est positive g V x 1> y e: A ( xy I xy) = J 19 12 1 x 12 
dm~ 0 o 

x étant fixé 0 lx12 dm est une mesure _bornéeo D 0 ap_rès la densité des 

!Y 12 
df,lnS _ceo (sl)œ.J .(facile à montrer) on voit que \/Ji;€ A t lx 12 dm 

es-t.::une:··m:e-sur-e positiveo D·0 après la densité des lxl 2 q.ans ~
0

(S.i1R) 

on voit que dm est positiveo 

gour xsB sont denses dans Fe !K. ( S) t i1 

existe un élément Û =Ex. i. qui ne s 0 annule pas ~ijr Supp F 0 
J. l. J. 

don~ il existe G e.j,t(S) tel que F = GÛ o 

Or il existe y e:. A tel que 
2 

de ~ ( S 0 dm) o 

Donc J1F(x)~û(x)y(x)l 2 dm(x) 

dm est unique g c 0 est une conséquence de la densit~o 

Prolongement de. la formule (2) g Soit 

d 0 éléments {y }a[B] convergeant ver~ 
n 

de Cauchy , d 8 après-la formule (2) 

y e: A 9 il exiate une suite 

dans A o La suite 

eet de Cau~hy dans 

~oit f sa limite o Pour tout x « A on a 

(x 9 y) = Ji f dm~ 

norme 

n°autre part pour tout xeB on a (x.,y) = Jx y dm ., <)JOmme {xlxe.B} 
2 est dense dans 'l (S~dm) on a 

f = y 

finalement on a bien 

Bibliographie g 
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II= Fonctions sphériquesc 

Introductiono Soit G un groupe localement compact unimodulaire 

(ds = d(s~ 1 )) o Soit K sous-groupe compact de Go Soient µ et 

deux mesures sur Go 

On définit la convolée de µ et v 9 quand elie existe 0 par g 

Si f et g sont des fonctions 9 on a en particulier 

f ~ g(x) = J
0

f(y- 1x) g(y) dy o 

V 

On a aussi f if e.s(x) = f(s- 1 x) o On al.es notion.a d 9 invariance à droite!> 

à gauchell de biinvariance par les éléments de K o 

Si ~ est un espace de fonctions pu de mesures sur G on not~ g 

~ -t = { a e ~ ; V ke..K e a 11- Ek = a} 

~q= {a e ·t ô V k e:. K Il êk Jt a = a} 

~~b!i= { a e '& . V k -e:. K a 1) Sk ~ a = a* ek = a} 0 

On note L = !if(G) o 

Dan~ tout ce qui suit on supposera que la convolution ~ est commutative 
$Ur 1:, L ~ o 

Détinitiono , est une fonction sphérique sur G si + e~t continueQ 

non nulle sur G et vérifie 

où dk désigne la mesure de Haar sur K o 

Théorème la fil ~ est une mesure sur G biinvariante 2 non nulleQ et 

si l 8 application f ~ ~(f) = Jf(s) d~(s) est un homomorphisme de 

~L~ ~ œ alors il existe une fonction sphérique ~ telle que 

ç = ~{s) ds o Réciproquement pour toute fonction sphérique , 0 

;(s) ds a les propriétés de ~ o 

Démonstration g l) Partons d 9 une fonction sphérique 



donc , est biinvariante par Ko 

~>z; = ct>(s) ds est une mesure biinvariante par K 

' ~ontinue # 0 2> z; 'F 0 

f et g ~ 9L ~ 8 f' ~ g{x) = J G f(y-
1

x) g(y) dy 

J G ( f ,. g )( x ) , ( x ) dx = J G ( J G :f ( y -1. x ) g ( y ) dy ) ,Cx) dx 

= f G J
0

r(z) g(y) ,Cyz) dy dz 

= JG fo JKr(z) g(y) cp(ykz) dy dz dk 

= { J G f' ( z ) , { z ) dz ) ( J 
0

g ( y ) ~ ( y ) dy ) 0 

2) Partons d 0 une mesu~e r; biinvariante sur G Q 

vérifiant l.es conditions de lijénoncéo 

Soit g e: L notons "1' g 9 l.a fonction tel.l.e que 

9 g 9(x) = JJ g (kxk O
) dk dk O 

· o 

KxK 

Soit f'e. ~Ll:i o On a ti(:f * g).,. = f' Jt l:ig 9 et 

ç; ( f' * g) = r; ( ~ ( f' il' g) tJ) = r; (_ :f' * l:i g 9) = r; ( f ) r; _( g) 0 

IIo7 

D0 après l.e théorème de Fubini on a z;(f ~ g) = Ji;(f * €.
8

) g(s) ds o 

Soit fe:qLq tel.le que r;(f') ;1 b o 

r;(f,i,E
8

) 

POBons ,Cs)= z;(f} o 

dl' 

' 
ql 

est 

e,it 

e !St 

continue et on a 

non nulle car r; 

b iin variante par 

r; ( g) = f Gg(s) ,Cs) ds 

=, 0 

K {car f' et z; le sont) 

Vf'gg e.l:iL~ 0 JIGxGf'(y) g(z) <JKcf>(ykz)dk) dy dz 

= JJ f ( y ) g { z ) , ( y ) cf> { z ) dy dz o 

GiG 

c@est encore vrai pour tout f' et tout g de L O donc 

(J K, ( yk z) dk) dy dz = cf> (y) , ( z) dy dz O d O où 

J K cf> (ykz) dk = cf> (y) cf> ( z) o 

Théo~ème 2o Si G est un groupe de Lien les fonctions sphériques s~r 

G ~ont les fonctions cf> sur G telles que 



• est biinvariante par K 

He) = 1 

<j, est fonction propre de tous les opérateurs dif'férentiel8 biinva­
riants sur Go 

Démonstration g voir Helgason (on ne se servira pas de ce théorème dans 

la suite) o 

Théorème 3 o .§,2i1 g.' 1 °.ensemble des, fonctions sphériques sur G bornées 

muni de la topolo§ieJde la ~onvergence uniforme sur les ~ompacts de G o 

Soit Z 

1 r; ( f) 1 ~ J j f~ ds 

1°ensemble des caractères ç ,o sur - tels que 

muni de la topo1ogie de 1a convergence faib1eo 

Soit j 

j t' ( s) ♦ ( s) ds ) 

j est un homéomorphisme de q- ~ Z o 

Démonstration g l) j est bien une application 0 en effet la relation 
a:;a:,~a::,~ Cll'laDICCCC:C~C!JQIID 

fonctionnelle entraîne que 0 si • est bornée 9 on a ij•Q=1 0 d 0 oa 

1 ,; { f ) 1 ~ J I f' .( s )l d s o 

2) .j est continue g c 0 est évident o 

3 ) j est in j e c t ive 9 • i et cj, 2 € <:F te 1 s que 

Jr(s) 4'
1 

(s) ds = Jf'(s) • 2 Cs) ds; c 0 est enc.o.r.e ... _vr.aL;p<>ur. tout 

donc 4i1 = • 2 o 

f dans L 

une mesure 

soit ' ( s) = 
11 r Il' 1 

L par 

t ( f') 'F 0 i w 

G ~ L1 (G) 

s ~ f ;t E 
s 

= 

} 

4) j est surjective g soit r;e.Z., r; se prolonge en 

~ biinvariant~ 0 non nulle.~~après le théorème l 

, on a r;0 = cj,(s)ds et • est sphérique bornée 

5) continuité de .-1 
J g r; = j (.) 0 Soit f' e. t,L 9 tel que 

{ÇO 0 ,;o (f') ; O} est un ouvert de z 0 

est continue 0 

Soit K compactcG O {f>'E:
59 

se.K} est un compact de L
1 

11 Z est 

équicontinue sur L1 (G) c La topologie de la convergence simpie coîn= 
~ide avec la topologie de la convergence compacteo 
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Donc converge unifo~~ément pour s e K vers r; ( f ~ c ) 
B 

.lorsque r,; v ~ z; dans W o Donc 

4>0 =-=>- 4> uniformément sur K lorsque ,; 0 ~ r; dans W 0 

Bibliographie 
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Séminaire Bourbaki 56-57P exposé 1440 

III - Thiorème de Plancherel - Transformation de Fouriero 

M~mes notations que dans·les chapJtres précédents5 

sur G est·de type positif si 

Yre.L, 

Pr~priétéo Si lj) est une fonction sphérique de type positif 9 alors 

I 
) pour tout él.ément s e· t;·. 

Théorème de Plancherel_o ~ µ un.e .. me.sur.e_.de type po.sitif s.ur G o 

Alors il. existe un so.us~e.s.p.ac.e. i.J de l. ~.enaemb.l.e .. . de.s .. fonc:t-ions sphé= 

rique• de type positif sur G JUi est localement compact pour la 

topologie de la convergence uniforme sur les compacts de G et il existe 

une mesure positive µ unique sur cJ telle que 9 6i on note 

f(4>) = jr(x) 4>(x) dx Rour lj) €. <;f 0 on ait 

1) {f
9

f e.~L 9 }L
2

(µ) = t 2 (µ) 

2) 'vf 0 g e:qL 9 , µ(f1t g) = jr(4>) ~(~) dµ(4>) o 

Remarques g 

ment dit 

~ si ô 
e 

on obtient le théorème de Plancherel propre-

~ si µ = q,(x)dx avec 4> continue de type positif'~ on 

obtient le théorème de Bochnero 

Démonstration du théorème g On se place dans le cas µ = S (c 0 est le 
~~~~~~--~-~~-~~---~~~~~~= e 
cas qu 0i nous est utile dans la suite) o 
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Soit '=IL!:; muni de * et du produit scal.aire (fgg) = ô
8

(f'*g) et de 

l 11involution f' i=+- f o 9 Ll:i est une algèbre unitaire commutative g 

o (f'-11-g 0 h) 

O (f'9g) = 

o Soit ;Je 1° espace hilbertien complété de ~L 1::1 ( t:it 9 est s_éparé) 

f' e g E. "vL I:; 9 L ( g )( f ) = g 1t f' 

r ~ g = J<r ~ Es) g(s) ds (intégrale vectoriel.le) 

Il r ~ g Il ,$ j Il r * E: s llî s < s > 1 d s = Il f' Il J r s < s > 1 d s • 

Donc L(g) est continue et IIL(s)ll ~Jls(s)!ds 

oLes f'*S sont denses dans qLtJo 

On applique alors le théorème de Plancherel abstrait à ~Lq o On obtientg 

f S sous-ensemble de caractères de t:rL ~ o S localement @ompact 

lm mesure·positive sur s· 

,; e: S -···) I ,; ( f') 1 ~ Il L ( f) Il ~JI f' ( x) I dx o 

Donc ScZ o 

Posons , j ~ = j-~ ( s) 

l a = r~ <m> o 

En faits les fonctions de '-S sont de type positif~ en ef~et g 

$0 i t ' e: CS Il j ( ' ) = r;; 0 

Il. s O agit de montrer V g € L 0 

z;;(lq(g ~ g)q) ~ O· C 

o L( 9(g~g)I:,) est hermitien positif; 

~ 0 0 

o f' e 9 L q 0 L ( f ) hermitien positif' t) z;; ( r) ~ O ; 

Soit Œ, .1°algèbre fermée engendrée dans ~(~) par les L{h) pour 

h €. qL ~ ; 1 z; < h > 1 ~ 11 t < h > 11 c 

Posons t(L(h)) = ,;{h) o t se prolonge continûment sur ~ en un 

caractère hermitieno On a le théorème suivant g 
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Si une algèbre fermée d 0 opérateurs d 0 un espace de Hilbert contient 

un opérateur hermitien positif~ elle contient aussi sa racine carrée 

une démonstration élémentaire est donnée dans le livre g Analyse fonc­

tionnelle de Riesz et Nagyo 

Donc 

alors g 

]B s 0 te.l que B hermitien positif et 
2 

B = L { f) o On a 

Théorème (transformation de Fourier) g Soit G un groupe localement 

compact unimodulaire~ K un sous-groupe compact,,~ etant ·eomm1l.::tat.i ve sur 

li1,, 9 Al.ors il existe un sous=espace l.oc.a1ement compact '8 de 1°espace 

dea fonctions sphériques de type positif sur 

de la convergence- ·ùn±fo·rme S"Ur · les e;ompacts~ de 

Roeitive tels que 

G. muni de la topologie 

G et une mesure d ♦ 

il existe une isométrie i:.L2(G)ti -=+- j/ { ':f ~ d~) vérifiant 
f ~ 

i) V f e i:i [L 1 ( G) n L 2 ( G)] tr f ( lj,) = Jf(x) ♦ (x) d.x 

ii) V f è: Ll. (-5) () L 2 (~) f (x) :g Ji(~) ~ (x) d ♦ 

iii) V f €."qL l:i V g € 9 L2 (G)'=I 
_;._...,,--_ ,.., ,,,.. 
f lt g = f g , 

Démonstration i) et iii) sont immédiatso 

ii) f€1:!L 2
¼:i ~ fe:L 1 (•:.nnL 2 (~) 

notons F(x) = Jr(~) ,(x) d~ o Soit g e q[L 1 {G) ()L 2 (G)]~ 

:.J t' ( X ) g ( X ) dx = J f ( 4> ) i ( ~ ) d 4> 

f F ( x) g ( x) dx = Jf f ( <I>) 4> ( x) g ( x) dx d cl> = J f ( 4' ) g ( 4>) d <t> 

donc 

Bibliographie g 
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IV ~ -Opérateurs invariants par translationso 

G ftroupe abélien localement. compact unimodulairell K aous=groupe compact 

de G c 

G 
1T 
~ G/K o Notons i = 1T{g) 

ùf; une fonction F définie sur G et invariante à droite par K ù on 
a$SOcie la fonction f obtenue à p~rtir de F par passage au quotiente 

Propositiono F I=+ f est une biJection de !JC(G) 9 ~ %(G/K) ~ 

~{G)~ est stable par convolution~ donc on peut définir la convolée de 

deux fonctions de X(G/K) o ~ (f * g)("B) ~ J
0

r(y=l.t,) g(yi) dy o 

Supposons que la convolution soit commutative aur l:tlt(G/K) c 0 est-à­

dire sur "":R(G)q o 

Condition suffisante pour que la convolution soit @omm~tative 

Il existe u automorphisme involutif de G tel que g 

V x e. o 11 3 k € K il 3 P e: a il x = kp 1i 

Démonstration g Pour F e.l:ij\'.,(G) l::i on a 

pour 0 

so (3) 
Exemples g 1) la sphère s2 = S0( 2 J o Notons îT la ~ymétrie par rapport 

au plan diamétral invariant par S0(2) o 

On prend pour <r 1°automorphisme :R, 1==>- îtolto1îo 

2} Les sommets de 1°o@taèdre considéré @omme quotient des 

·déplacements.de ljocta~dreo 

considéré comme quotient du groupe des similitudes 

laissant 1°origine invarianteo 

Théorèmeo ~ A un opérateur non partout défini sur ce'(G/K) ., .2i!, G 

est compactQ tel que g 

l) D(A) est dense dans ~ ( G/K) 0 ., 

2) A est dissi~atif i 

3) A est invariant iar G 0 

Alo 1: a Im( I=A) est dense dans ce(G/K) 0 
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Dé-monstration 0 On parlera indifféremment de F ou de f 0 0 
c:,CCCICIU,a:>COD:),C;D- Cii c::D--=tCZl 

a) Soit 
/V 

pe:tit fermé A le plus prolongement de A Il on a 

V f 9 g·e~D(A) î<r*g) 
/V /V 

0 = A(f') * g = f*A(g) D 

V f'0g €-1:iD(A) 
~ ,,,,,_,,,,,,....__ 

G A(f)g = f A(g} 0 

Donc il existe une fonction unique I continue telle que V fe. 9 D(A) 0 
~ A 

A ( :f) = ff o 

Soit fJi' (G/K) = {f e.~L 2 {G/K) 0 feJî,(S)} 
0 

~ (G/K)€'-e{G/K) 
0 

~{G/K) = 1°espace· engendré·par le~ °t f' 0 
g 

b) Lemmeo Il existe une base {Vi} de voisinages compacts de i 

invariants par K et des · <l(i c\:i'e{G/K) tel.les q;ue g 

a. >;,O 9 l. 

Si f €<é'(G/K) 9 

Supp aie V i o 

a.~ r -....- r dans 't?{G/K) o 
l. --

. Démonstration g Soit V un vo_i.s.inage o_u:ver:t re.lat.ivement compact de 

Supposons que f\ kV ne· soit~pas un voisinage de & 
keK 

k.x. ~ ~ o 
l. l. 

On prend la limite suivant•un ultrafiltre plus f±n 

k ~ .....+- k € K g donc X• ==-+- X 'f V s d O où i = kx Il 
l. l. 

don~ k-
1 ê = ê = xef.V 0 d 0 où contradiction (1°existence des 

facile à montrer)o 

f 

Soit f€'-e{G/K), 

(a.* f-f')(a) = J [a. (y~ 1
â) f(yê-) "" t{a) «

1
. (y"":Li.)] d;1 

l. G l. 

est uniformément continue 

> & e. yV. 
l. 

et 

e: ~ v. 
l. 

y~·e. yV. 
l. 

1 ( a O ~ fez f' )( â) 1 < e: 0 
l. 

c) 'Y (G/K) ést dense dans ~<e(G/K) g 
0 

donc 

Cé'(G/K} d 0 après 1e lemme, 

01 • 
l, 

est 

tel que h ~'J'.t ( S) et Il âif=h 111 < e " 

al.ors Il a. ~ f'-h Il ~ e: o 
l. 
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<y(G/K) est dense dans <e(G/K) g 

f'e'é'(G/K) ., a. il f ~ f dans <6(G/K) o Soit s. €.'T (G/K) tel que 
l. l. 0 

Il ai - B i 11... < e: o Alors Il ai ~ f = 6 i * f ll,
10 
~ e: J I f ( y ) 1 dy O d O au t r e part 

è. * f = fcs. * e: ) f(y) dy E. ~{G/K) o 
l. l. y 

"" d) D(A):::>~(G/K) o 

ô r E-"=iL
2

(G/K) tel. que fe:~(s) 0 Il su:ffit de voir D(A) ::,S,
0

(G/K) 

3 f' e"'D(A) tel que Supp f et 
n n 

,A 

Supp f c H compact fixe et tel que 
,A A 

f ~ f uniformémenta n 
n+co 

En effet 

g e.l:iD(A) 

soit h e. ~L2 (G/K) tel que h e3t(H) et h f = i II soi.t 

n 
,,.. " .,.. 
f = g h n n 

tel que llî .., ri!«>~.! C On prend f' : g Ah O On a 
n llh Il n n n 

et lltn = rll"" T 0 

On a al.ors 

r' A ~l '€( G/K) ~ f dans :f ~ :f dans n ~1}-:'), n 
A ..... 

~( G/K) !f' ~ 1:r dans Af ~g dans n n 

D0 où fe:.D(A) 0 

e) Soient cj, et 1j, E. ~ g 

cl> * 1j, ( t ) = J cj, ( x - l t ) tlJ ( x ) dx = If) ( t ) f cj, ( x.., l ) 1j, ( x ) dx 

= 1j, ( t ) J tlJ ( X - l ) 4' ( X ) dx 

si ~ ~ 1j, alors. J,(x-
1

) lj,(x) dx = Î(Î) = 1(}.t = 0 ~ dîautre part 

iTi)>O oDonc cj,~<;f l'> ~eD(A) etona Â(_cj,)=li ■ I(l)i o 

0 

Donc A(cj,) = ~(i)cl> {$ est fonction propre de A) 0 ceci est vrai pour 

tout opérateur A préfermé 8 à domaine dense 0 et invariant par trans= 

J.ation o 

:f) A é.tant .. dissipatif g 

A(cj,){e) = E(î) cj,(e.) = l:(î) et 9l.e A(cj,)(e)-' 0 P donc V 4' e'-5 ~ I(~) ~Oo 

g) :Ji(G/K) c Im(I-A) 

Il suffit de montrer St (G/K) c Im(I~A) 
02 

translationo Soit f E:.qL '(G/K) tel que 
..... 
f l~I e. ~{S) donc 

f = {I-A){g) o 

3ge.o/{G/K) tel que 
0 

d 0 après 1°invariance de A 
f E: Jt( s) -----­r = {l-f)g 0 f = (I-A)(g) 

par 



Remarque lo On a le même résultat avec A codissipatifo 

Remarque 2o Vr~ D(A) 0 Jr Î(f) dx = JI lf°l2
dcj, 0 

(~ I ~ 0) <~~ · ( 't/ f e D ( A) 9le J f A ( f) dx ~ 0) 

{et on a un résultat analogue dans le cas A codissipatif)o 

IIol5 

Remarque 3o Si 

i l ré s ul te que ~ Im A est dense ; ceci est vrai pour A préfermé~ à 

domaine dense 9 invariant par translationo 

Bibliographie ~ 

Le point de départ de cette étude est 1°article de g 

FARAUT et HARZALLAH ~ Semi-groupes deopérateurs invariants et opérateurs 
dissipatifs invariants (ûniversité de Tunie)o 



Séminaire sur les semi-groupes 

et les équations d'évolution 

Orsay 1971-1972 

Exposé de Alain DAMLAMIAN 

11
METHODE DE MONOTONIE DANS CERTAINS PROBLEMES D0 EVOLUTION 

. " NON LINEAIRES DEPENDANT DU TEMPSo UN RESULTAT DE Ho BREZIS 

IIIol 

Soit H un espace de Hilbert réeL 9 de norme I oie et de produit 

a~alaire (o 0 o)ll (A(t))te:.[Ol)T] une famille d 0 opérateurs monotones 

sur H o On s 0 intéresse au problème (P) suivant g 

Etant données f dans un 

trouver u dans <t;( [OeT] 9H) 

LP(ol)T~H) et u dans li e peut=on 
0 

absolument continue sur tout compact de 

]0 9 T[ 1> telle que presque partout sur Jol)T[ 

~ (_.t·) + A ( t) u ( t) 3 f(t) u(O) = 0 o 

I = Etude fonctionnelleo 

Il s 0 agit ici de voir dans quelle mesure les méthodes fonctionnelles 

utilisées dans le cas quasi=autonome (A(t) = A indépendant_de t) 

[voir à ce sujet [2] chapitre III z voir aussi [4]] peuvent s 0 étendre 

au cas dépendant du tempso 

l) "Prolongement canonique" à 

( A ( t ) ) t é [ 0 Il T] .o 

(1ol) Définitiono Soit A(t) une 

de H lil dé finis pour presque 'tout 

d 0 une famille d 0 opérateuts 

famille d 0 opérateurs (multivoques) 

t de [os T] Il on appellera prolan-

gement canoniqûe de ( A( t)) à 2 L (0 0 T 5H) (en abrégé PoCo de A( t) 

' L 2) 1°opéra.teur fonction el ~ ainsi défini graphe a a, par 6011 0 

v(t) €. A(t) u(t). Po Po} o 
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(lo2) Remarque .lo Il .é 9 agit d 0 une généralisation immédiate du cas 

indépendant du_ tempso Il est· clair que cfe peut avoir un domaine vide o 

Remarque 2o On pourrait définir un proiongement canonique de A(t) 

depuis, LP(o 0 T;H) dans. Lq(0. 0 .T .• HJ , .Tout.ef'o.is .. il .. n°aur:ait d'intérêt 

que pour 1 + .! = l. , (p#.l.e 00 ) e situation dans l.aquel.le on peut utiliser p q 
les propriétés de monotoni~o Nous nous reJtreindrons ici au cas p=q=2 

2 pour lequel L (0 0 T;H) est encore un espace de Hilbert (réel)o Nous 

noterons son produit scalaire (0 8 0) 
2 

o 

L 
On a le résultat évident suivant g 

(lo3) Proposit.io.no ~ A.{tJ _e_at._ mono:t.olle-da.n..s H pour -gresaue tout 
t ~ I O, T] , d- est monotone dans rl ( 0, 1.T'1H) o 

(l.o4) Corol.laireo fil A(t) est monotone dans H J;>OU-r.presque tout t 

~ [0 0 T] 9 il. y a unicité del.a Sol.utipn du problème (P) 

du dt + A(t) u(t) 3 r(t) pour tout da.na 

Démonstratiort : Si sont solution du problème ci-dessus 9 

donc: 

PCi>.sons µ = u
1 

-u
2 

o 

Or ( du ) JT l d 1 ( t), 2 dt 0 u 2 = 2 dt u 
L o 

Or u(O) = u1 (o) = u2 (o) • O o On en conclut que u1 (T) = u2 (T) o 

Ceci a 1.ieu aussi pour tout t €- [OeT] 0 d 8 où 1°unicitéo 

0 0 

(lo5) Remarqueo Le même raisonnement montre que l 0 opérateur B défini 

ci-dessous est monotone 

du Bu=~ 
dt 

où 

Voici les conditions de maxima.lité de ~ o 

u(O)=u} o 
0 

(1t) w102 (0JT;H) = {u€"t?(0 1 T;H) ; u absolument continue et !:e.L
2

(0 9 T;H)jj 
cf o [1 
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(lo6) Propositiono Supposons que A(t) est maximal monotone pour presque 
< 

tout = t o 'So·nt ê-quivalents g 

i) d:, est maximal monotone 

ii) J À>O 

(J! est la résolvante d 0 indice À ~ A}o 

iii) V. À>O l) 't/ UEL 2 (o·,T·oH) il (t I=+ if(t) u(t-) e- L2 (09TpH) 0 

De plus, la résolvante d 0 indice À 

canafiique" de la famille JA(t) -
associé à <fi; ~ st le "Prolongem~nt 

). 0 

•. } A(t} ~ .... ·:;, :n ~-(En ef':fet t ~ J À _ x est egal a 

t si v(~) + ÀA(t) y(~} ~X Po Po on a Po Po 

v(t) = (I+).A(t))"" 1 x o 

ii) .........a) ii.i) o En e:ff'a.t_ il. existe un À positif-

J
A( t) 

tel que JÀ(t 0 ~) = À x satisfait aux conditions de Ca~atheodory 

(puisque contractante en .x pour pre~que tout t) o 

Donc pour tout u mesurable 0 

1 
t ,-,..+ J À (t 9 u(t)) est mesurableo 

De plusp lorsque u est dans on ai en fixant x dans H 9 

pour presque tout t 

est dans 
2 

L ( 0 ID T ;H) 0 

Enfin 9 puisque vt" est monotone" 1°existence d 0 un À positif pour 

lequel J~ est une contraction partout définie implique que cèc i est 

vrai pour tout À positifo 

iii) ) i) o Car al.ors pour tout À positif 

est une contraction partout définieo 

2) Prolongement canonique d 0 une famille de fonctions convexe Socoio 

{~(t)) définie sur H o 

(loî) Définitiono Soit (ci,(t) )te[OeT] 

définie) de fonctions convexes SoCoio 

canonique" (PoCo) de la famille 

une famille (presque partout 

sur 

à 

H o On appelle "prolongement 

L2 (0 0 T 1H) la fonction i 
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sinon. 

Cette notion ne présente aucun intêr~t Ëi pour prcoquc tout t lm 

fonction •(t) n'est pas propre {c 9 est-l-dire ~ non identiquement 

+ 00 ) • Ceci ne garantit toutefois pas que ~ soit ccnvexeo 

On peut se poser la g_ue sti on du rappo :rt, de si avec o-t prolongcnen t 

' 1onique de A(t) = ~~(t) ~ L2 (0 8T~H) 

(1.8) Proposi.}:~E,o Soit (Q(t))tE.IO TÏ une famille de fon~tions {p-::"el".'aue 
- e • 

partout) convexe socoio propre sur H ~ telle aue pour to1Jt 1.1. di;s 
~ 

L (o.T,H) il t ~ ~(t ~ u(t)) eBt mesurablf'!o Sei~; 0-ê. =1E._pro<u;:cu~enent 

associe à la famille (él<P{t))te[o.,T] C On suppose 9,.!J,€;. dt egt;.._r.:.p.x:i'_r.;_fÜ 

monotone, et que D(~) () D(rk) ers:t non vide a 

Démonstration g L 9hypoth~ee de meaurabilit€ &!Bure que 

convexe ; l 9 hypoth~se sur le domaine non vide implique que ! eut 

propre o 

~ôntrons que 2 est SoCo1o 

11 existe u 
n 

tendant vers u 

avec p = lim §(u) o Il ~uffit 
n 

On soit a <ê D ( œ ) () D ( vt) et s o i t 

dan s L 
2 

( 0 e T ~ H ) 

de mont:rer que 

2 
L 

et presque partoutm 

lim r.(i,,: }>,,ij(u} o 
X ll -

B ~J:a O on a alors PoPot 

dème q,(t~v(t)) - (v(t)sf3(t}} 9 Q(tE>a(t)/) = (a(t)Q6(-:;}} o 

Pl3.r suite cp(t,v(t)) - (v(t)E~(t)) est minorée :pa.:r une fo:n~tion de 
l 

(ODT) ô 

ar le lemme de Fatou. on a donc 

lim(q,(tzU (t)) ~ (u {t,)~S(t}) 3, ip(t~u(t)} = (u{t}~S(t)} o 
- n n 

Puisque 4i(tsu(t)) est mesurable on eim déduit donc que 
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On en déduit aua&i que I(u)={u 9 8) 2 
L 

que Be at(a) 11 c'est=à=dire que at 

}· ~(a)=(a~B) 2 o Ceci montre bien 
L 

prolonge d; o Par la maxima.lité 

de c..,'t a on dé duit tt = a œ o 

3) Un théorème d 8 existence sans aucun intérêto 

Pour résoudre le problème (P) on-peut 1°écrire sous la forme 

Bu + d-u 3 f où B a été défini dans (lo5) o 

L'opérate~r (B+~) est maximal monotone sous certaines conditiona et 

~urjectif sous certaines autreso Voici un exemple d 0 utilisation de ces 

conditions :(pour plus de dé.t.ails sur ce type de condition 0 se référer 

à {2] chapitre II)o 

(lo9) Propositiono On suppose les hiRothèses de (lo8) vérifiéeso On 

BUP;EOBe de plus qu'il existe une constante. C telle que pour tout '-
• • . 2 p \ 

)?O si t 11' et tout u ~ L , 0 , T ; H I on a 

.(l olO) 

T 
~CÀ~ J

0

,(t~u(t)) dt o 

Alor~ B+~ est surjectif et maximal monotoneo Eh particulier pour tout 

f de L2 (0 9 T;H) il existe u sol.ution unique de 

~(t) + A(t) u{t) 3 f{t) PoPot u(O) = u
0 

o 

E!;~~!~!!~!~~ g L'hypothèse lolO exprime que f(J~u) ~ f{u) + AC 

où J
1 

est la résolvante d 0 indice l ·de B o Cette condition implique 

qut B+ai est maximal monotone et que jBul ~ /ë + I {~B)
0

ul o 
l 

(c!o [2J paIIo30=31 0 proposition 2olT)o 

IBuj 

lul 

Or 1 * 1 2 ~ 1 u.., u 1 2 
L o L 

=z;b. +m l.orsque lui 

~ + CID 0 

/W par lQinégalité de Schwarz~ donc 

-===,,. +co o Donc 1 (~B) 0 u! ~ -4-oo l.orsque 

Ceci implique (c!o [2] poIIol.3~ théor~me 2a3 et corollaire 2o3) que 

ci+B est surjecti!o 

Remarqueo Comme on le voit 9 la condition (l.olO) implique que B+..:t est 

bijectif donc univoque 9 donc ci est univoquea Don~ ~ette condition est 

très strictea En fait 9 elle n°est intéressante que dans le ca~ ,Ct) 



· indépendant de t (voir à ce propos [2J poIIIo 20-241> théorème 306)0 

II - Un résultat de Brézis g Un théorème d 9 existenceo 

On suppose que A(t) = a 4P + aIK(t) où (K(t))t€[0
0

T] est une 

famille de convexes fermés de H dépendant de t 0 

.Nous noterons ~(t) = ~ + IK (t) (où IK (t) est la fonction indicatrice 

de K(t) égale .... 
0 sur K(t) .... +m ailleurs) et A = a(> Il a 9 a 0 

Nous utiliserons des hypothèses supplémentaires que nous allons 

E?XPlicitero 

Hypothèse 

(2ol) Il existe a(t) dans tel que p .o p o t 

(I+.>.(A=a(t)))-~ K(t)c K(t) o Ceci s 0 écrit au2ni 

(I + .>.A)=l (K(t)+.>.a(t)) cK(t-) o 

Conséquence de (2ol) g (par [2] propositio~ 2ol7il poII 30=31.)ll 

PoPot 9 A - a(t) + aIK(t) est le sous-différentiel de 

x ~ 4>(x) ... (a(t) 9 x} + IK{t)x Q et donc PoPotil A(t) = a(~+IK(t)) 

est maximal monotoneo De pl.us D(4)) OK(t) = D{~) ()K(t) pour ces 

valeurs de t o 

Hypothèse 

(2-o2) Il existe une fonction w de m• dans ~+ bornée ~ur 1es 

bornés telle que g 

V l 2 ve:W. 0 (O,T;H} 
2 

P(t}u(t)I 

on a 

(où P{t) est la projection sur K{t) D c 9 est aussi la résolvante 

J
1K(t) ). pour tout .>. positif')o 

De plus 0 si w n°est pas bornée sur ra+ D il existe 

w1
D
1 (0 0 T;H) (ioeo absolument contïnue et à dérivée dans 

l et c dans L (0 0 Tëh) tels que popot 

b(t)e: D(A)nK(t) et c(t)€A b(t) popot o 

(2o3) Remarque.le La condition (~o2) implique 0 en particulier que pour 



et 1ft, P(t)zl 2 ~ w(lzl) 
L 
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(cfo [1] )., 

2o De plus elle exprime une cer~aine "continuité" de 

la famille K{t) au sens suivant g 

Pour tout t~ 

X= lim P(t)z} 
t-t-t 

"' de [0 9 T] on définit K(t ) = {X€. H ; 3 z e: H avec 
,.._,, 0 

o Il est c~air que K(t
0

) ~st convexeo De plus si 

0 

K ( t ) est défini 
0 

(K (t) l~est a priori seulement presque partout)o 

L0 ensemble des t
0 

tels que est de mesure nulle 

(cfo la remarque l 

défini sur· [011TJ 
ci-dessus)o On peut donc supposer 

et ay~nt la propriété de continuité 

K ( t ) ::; tx g] Z € H 9 X : lim p ( t )z} O 

O t+t 
0 

K(t) partout 

C 0 est c,e que nous supposerons dans toute la suite de ce paragrapheo 

Enfin~ si on suppose ~ 

de K(t) par rapport à 

bornée par une constante C 0 la dépendaqce 
• i 

t devient holderienne lorsqu 0 on la mesure 

par :I:a distance de Hansdorff 

&(K(t) 9 K(s)) = sup {sup dist(x1K(s)} 0 jup diat(x 0 K(t)) o 

X€K(t) X€K(s) 

Or dist(x 0 K(s)) = lx= P(s)xl = IP(t)x - P(s)xl lorsque ~ est 

dans K(t) o Or 1~ p(t>xl 2 ~ W ( 1 X 1) ~ C don~ 
L 

IP(t)x - P(s)xl -$ ~I 1,h p(t>xl 2 ~ C /1 t=.s 1 0 

L 

3o Sous la m~me condition (2o2) pour toute u ~e 

W192 (0 9 T;H) 11 la fonction t 1-=-->- P(t) u(t) est (presque partout 

égale à) un élément de w102 (0pT;H} o 

En effet supposant que K(t) est défini com•e dans 1a remarque 

2 ci-dessus 11 il est clair que t ~ P(t) u(t) est continue si u 

1°esto Il suffit alors de vérifier {cfo [1J) qu 0 il exiéte C(u) 

indépendant de h tel que 
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Or IP(t+h) a(t+h) - P(t) u{t)I ~ jP(t+h) u(t+h) = P(t+h) u(t)j 
, 

+ IP(t+h) u(t) = P(t) u(t)i o 

Utilisant le fait que P(t+h) est une contraction 9 on en· déduit que 

Puisque on a 1
u(t+h) - u(t)I ~ 

h L 2 (0 0 Th) 

donc 

+ wC lul > o 
Cl) 

Voici le résultat de Brezis que nous allons montrero 

(2o4) Théorèmeo Sous le~ 

L2 (0 0 T 0H) 0 tout u de = 0 = 

h~po~hèses (2ol) et {2o2) 0 Rour toute f ~ 

D(q,) f"\K(O) 0 il existe une unigue ronction u 

~ <{?( [o O T] i,H) 0 sol ut ion de du dt+ aq,u + arK(t)u 3 r ~ u(O) = u o 
0 

De manière plus précise, il existe une fonction 

telle que P•Pot on a f(t) - ::(t) - z(t) ~ Au(t) et 

y V€K(t) o 

z 
2 de L ( 0 0 T ;H) 9 

( z ( t) 0 v-u ( t)) ~ 0 

De plus u(t)E:D(A)()K(t) popot 0 u(t)e:D(~)nK(t) 11 \ft>O et 

/t ~: E. L
2

(0 0 T 0H) o 

La démonstration se fait en plusieurs étapes 0 chacune concernant 

un passage à la limite dijune régularisation Yosidao 

Notons 

B ( t) 0 ~ le 

B(t) = ar B (t) = I-P(t) approximation Yosida de 
K(t) 9 µ 1.1 

prolongement canonique de A= a~ à L2 (0 9 T;H) 0 <B le 
2 

prolongement canonique de (B(t))te[OoT] à L (OeT;H) o Ces deux 

opérateurs sont des opérateurs maximaux monotones 0 le premier par suite 

d'un résultat classique~ ~e second d'après la propositi~n {lo6) i en 

effet l'hypothèse (2o2) implique que (lo6)ii) est vérifiéeo Par la 

proposition (l.8) on vérifie également que œ est un sous différentiel, 

le même résultat pour dt est encore classiqueo Nous utiliserons en 

particulier la propriété de demi-fermeture de d; et œ o 

Soient À et µ positifs , on note u la solution (dépendant aussi 
µ 

de À) de 
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(2Q6) Lemmeo (2o5) admet une solution 
t 

En ~ffet 0 soit g(t) = J
0

r(T) dT 

v doit vérifier :; + F(t 0 v(t)) = 0 

u µ 

D et 

où 

V ( t ) = U ( t ). = g ( t ) 
µ 

F(t 0 ~) = AÀ(x-g(t)) + Bµ(x-g(t)) o 

Or F(t 0 x) est lipschitzien de rapport ½ + ~ par rapport à x et 

continue par rapport à t (en utilisant le fait que g est continue 9 

et AÀ et Bµ lipchitziens)o Par le théorème classique de Cauchy 0 il 

existe donc v de classe c1 répondant à la question, g étant dans 

W102 (0 0 T 8H) 0 il' en résulte que ul-t ést aussi q.ans W
1

"
2

(0 9 T~H) o 

du 
Nous allons obtenir des estimations sur 1~ + AÀ u 1 

2 
o 

µ L 

Nous utiliserons à cet effet deux lemmes 

(2o7) Lemmeo Sous l'hypothèse (2ol)n.__Pour tout z de H on a 
= 

(AÀz 0 B (t)z) ~ - ja(t)IIB (t)zl o µ µ 

E!!2~!!!!!!2~ : On a (AÀz 0 z-P(t)z) = (AÀz-AÀ P(t}z 0 z-P(t)z) 

+ (AÀ P(t)z 1 z-P(t)z) 
1 A A A 
~{P(t)z-JÀ(P{t}z+Àa(t))+JÀ{P(t)z+Àa(t))-JÀ(P(t)z) 0 z=P(t)z) o 

Or J!(P(t)z+Àa(t))e:K(t) car P(t)<SK(t) 0 donc 

(P(t)z-J1(P(t)z+Àa(t)) 0 z-P(t)z)) ~O et 

(AÀz 0 z-P(t)~) ~ - ½IJ1(P(t)z+Àa(t))-~(P(t)z)l lz-P(t)zj 

~ - ~IÀa(t)I lz-P(t)zl = - la(t)l lz-P(t)zl o 

(208) Corollaireo 

T 

J (AÀ u (t) 9 B (t) u (t)) ~ - lal 
o µ µ µ L 2 IB (t) u 1 2 0 

µ µ L 

u de w102 (0 9 T;H) 
=-

JT d 1 2 

0 

(Ttou(t)-P(t) u(t)dt ~ 2 ju(T)-P(T) u(T)I 
l . 2 - 2 1u(O)-P(O) u(o)j 

- (.\) ( 1 U I CO ) 1 u- p ( t ) U 1 2 0 

L 

on a = 
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Démonstration ~ Par {2o3}o3 
da~:--;ï; 2-:=~~;c en dérivant 

P(t) u(t) est absolument continue et 

t ~ lu(t)-P(t) u(t)l 2 

u(t))dt = ½lu(T)-P{T)l
2 

- ½lu(O)-P(O) u{O)l
2 

+ {<fï{P(t) u(t)),u(t)-P{t) u(t))dt , 

Il sur·ri t donc de montrer ~ue 

J
T d 
o (dtP{t) 

d 
Or dt P(t) u(t) est la limite dans 

0 de P(t+h) u(t+h) = P(t) u(t) 
h 

{où 

Ill ( 1 U 1 , • ..> ( U- p ( t ) U t 2 1> 

L 

u(t) et P(t) u(t) 

prolongés en t<O et en t>T de manière constante)o 

Or 1:(P(t+h) u(t+:) - P(t) u(t), u(t)-P(t) u(t))dt 

tend vers 

ont été 

= 1: P(t+h) u(t+h~ - P(t) u(t+h)
0 

u(t)-P(t) u(t))dt 

+ 1: (P(t) u(t+h)h- P(t) u(t), u{t)-P(t) u(t))dt • 

Or (P(t) u(t+b) - P.{t). u(t) 8 u(t) - P{t) :-ii(t)) ~ 0 donc faisant h<O 

on obtient 

JT d 

0 

{dt P(t) u{t) 9 u(t)-P(t) u(t))dt 

?, lim JT (P(t+h) u(t+h)·- P{t) u·{t+h)o u(t)-P(t)u(t)dt 
h-+o- o h 

lim(P(t+h) u{t+h) - P{t) u{t+h)I 2lu(t)-P(t)u(t)j 2" 
h-+é6 h L L 

Or 

limlP(t+h) u(t+h) - P{t) u(t+h)I = lim 
h-+o- h 

1
2 h-+o+ 

est majoré par w{lulco) o 

En effet, par hypothèse u e: D{'P) ()K(O) 
0 

IP(t) u(t) ~ P(t+h) u(t)I 

L2 

donc 

Démonstration du théorème (2o4). Par (208) et {2.10) on àéduit 9 en --~----------------------------



IIIoll 

multipliant (2o5) par et en intégrant sur 

c 0 est-à-dire 

AÀu 1 2 [1f'I 2+lal 2+u,(lul.., >] 
µ ~ L L 

+ lf'I 2(lal'2+ (lu I ... » 0 

L L µ 

D0 après 1°hypothèse (2o2) ou bien w(lu 1 ) est borné indépendamment µ ... 
de À et µ 0 ou bien luµI ... est borné indépendamment de À et µ 

comme on va le voir ci-dessous 0 ce qui mont.re alors que u,( lu 1 ) est µ QI) 

aussi borné indépendamment de À et µ o Par (2oll) alors 0 on voit que 

du 
IF+ AÀu 1 2 

µ L 

, 0 , • 

est borne independamment de À et µ • 

(2o12) Lemmeo Si u, n 9 est pas borné sur ~+ 0 l'hypothèse (2o2) 

impJ.ique que 

En ef'f'et on a 

u est borné indépendamment de À et 
µ 

1 d 1 12 du db 
- -= u (t)-b'{t) = (u -b 9 ~ - =) 2 dt µ µ dt dt 

u -P(t)u 

µ o-

= (u-b 0 f'­
µ 

H µ µ _ A~uµ ~ 

Or (u -P(t)u fl u -b)~O car b(t)E..K(t) popote et µ µ µ 

(AÀuµ 9 uµ~b(t)) ~ (AÀb(t) 9 uµ-b(t)) par la monotonie de AÀ 9 donc 

1 d 
1 1

2 1 db 
2 dt u)l(t)-b(t) ~ luµ(t)-b(t)I lf'(t) - (AÀb(t) 9 uµ-b) - (dt 0 uµ-b) 

~ luµ(t)b(t)l(lf'(t)l+l¾%1+1AÀb(t)I) o Or 

On en déduit que uµ est unif'ormément borné en À et µ o 

On en concl.ut donc qu 9 il existe une constante M indépendante 

de et 

(2 ol.3) 

(et aussi de u 
0 

d an s D ( cf> ) (Î K ( 0 ) ) telle que 

et IB u 1 2 ..._.ç M 0 
µ µ L 
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1er passage à la limite g µ 

Avec des simplifications dgécriture évidente·on a 

(t) 
(B u -B lu l 0 J u 

µ µ µ µ µ µ 

-J(t)u ) 
1 1 

µ µ 

Or B u (t)E..B(t) J{t)u donc pàr la monotonie de B(t) 9 on obtient 
µ µ µ µ 

Donc u 
µ 

1 (Bu -B 1 u l~µB u ~µ B 
µ µ µ µ µ µ 

est une suite de Cauchy dans 

lu l) ~ 
µ µ 

et'( 0 9 T DH) 

2 1 
2M ( µ+µ ) o 

9 de limite u dans 

<-e(09 T,H) o (Nota g ici u dépend de · À et sera noté ultérieurement 

UÀ ) o 

Comme AÀ est lipschitzien 9 A,.uµ -=>- AÀ u uniformément 0 donc 

du 

l~l 2 
L 

reste borné dans 2 
L (0 9 T;H) e Classiquement alors 0 

du 
..,J. 
dt 

du 
dt dans 

converge faiblement vers r -

o Or le premier membre 

2 4ans L (0 9 T;H) • Quant à 

JBu 9 il converge fortement vers u dans µ µ 
2 

L (0 0 T;H) car 

B u -Ju =µœ 
µ µ µ µ 

Paria demi fermeture de 

on en déduit que 

Concluons g ]M 9 Y >.>O 9 il existe une solution 

(2 014) 

u(O) = u 
0 

et 

M o 

B u µ µ 
converge dans 

œ 

(2ol5) Remarqueo On aurait pu montrer que 

fort et utiliser uniquement la fermeture de (B en utilisant le lemme 
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élémentaire ci=dessous g 

Lemmeo ~ z une application µ 
telle que {z,-z ~ ÀZÀ-µz ) ~ 0 D 

- I\ µ" µE.· p 

de R+ dans un espace de Hilbert E 0 

V À 0 µ>0 o 

Alors lzÀI est décro~ssante en ( ""'t , ___,._ o+ ) cro 1. lorsg ue I\ ----,.--- et si 

lzÀI est bornén la fonction 

À ~ o+ o 

admet une limite lorsque 

2ème passage à la limite g À --> 0 + o 

On se ramène d 0 abord au cas ~ positive 

• étant minor,e par une fonction affine coqtinue 0 il existe a et B 

tels que Î(x) = •<a)~(a 0 x)-a ~O o Alors a•= aî+a o Il suffit donc 

de changer f en f+a pour se ramener à une équation du même type 

avec Î positif ou nulo De ~lus les ~ypothèses (201) et (2o2) sont 

vérifiées par 

Supposons 

UÀ satisfait ' a 

où 4>À(x) = inf 
ZE.li 

Par le théorème 

Donc 

même 

K ( t) si elles le sont par et K ( t) " 

maintenant u dans D(4>)0·K(O) 0 
0 

duÀ 
a4>ÀuÀ.= IPÀI 2~M dt+ PÀ 

L 
<hlx-zl2+<j>(z)) 0 (On sai~ que AÀ =a• À 

) 0 

306 de [2] (page IIIo2O) on a 

est borné indépendamment de À , il en est alors de 

on en dédu~t que : 
duÀ 
~ - AÀ u). e: œu). 

(AÀuÀ-A .u 0 JÀuÀ-J ,u,) 
À

9 .x' ).9 
Ào 

- (AÀuÀ-A ,li 0 ÀAÀuÀ~À'A 1 u 1 ) o 
).' À 1 Àq Ào 

Par l.a monotonie de A 9 ° puisque AÀ uÀ e: AJ À uÀ on obtient : 

(2ol6) ½ ¾t<uÀ-uÀ~ )
2 ~ - (AÀu.À-AÀ

9 
uÀ,uÀAÀuÀ-.xvAÀ,uÀ;) ~ 2(.X+.X' )suplAÀu~

2
o 

Donc uÀ est de Cauchy dans ce'(O 0 T,H) o Soit u sa limiteo 

De (2ol6) on tire que g 

~ 0 0 
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Pa.r le lemme (2ol5) on en déduit que AÀuÀ converge dans L
2

{0 0 T';H) 

(On pourrait aussi 9 sans utiliser le lemme 2ol5 0 démontrer que A~u~ 
2 

converge faiblement dans L (0 0 T~H) o 

Comme AÀuÀ€.dJÀuÀ et que I J À u À - u À 1 = >.IAÀuÀI on voit que 
2 

~ .JÀuÀ converge vers u dans L (0 0 T,H) et par la :fermeture de 

(ou sa demi fermeture) la limite V de AÀ UÀ est dans du Il 

du). 
est borné 9 classiquement 

du). du Comme ld't° 1 2 ~ 
~ = dans dt 

L 
du>.. 2 faiblement du L (0 9 T 9H) et donc f - =- AÀuÀ converge vers f - -dt dt 

Or est dans ŒuÀ 9 donc par la demi fermeture de œ 

du ~ f - = .. vs:<Bu O c 0 est=à-dire qu 0 il existe ve:u1,u 9 we:CBu tels que ·dt 

(2cl7) du 
V + W f et ,~ + vl M lwl 2~M dt + = 1) 2~ 0 0 dt 

L L 

Prenons maintenant u dans D(4>)1ÎK(O) et soit x e:D(<j,)ÎIK(O) 
0 n 

telle •que X ~ u dans H 0 Soit u la sol ut ion de 
n 0 n 

du 
{~ + V + w - f u ( 0) = X • V e. <Âu 1) w E œu } 0 dt n n - 0 n · n • n n n n 

Par la monotonie de ob et œ on déduit que 

lu (t)-u (t)I ~ lx -x 1 9 c 0 est-à-dire que u est de Cauchy donc n m n m n 

convergente dans u sa limite 9 on a 

De plus 8 par le théorème 306 de [2] (poIIIo20) on a 

u(O) = u 
0 

0 

= 

·21/T M + cte o 

du 
On en déduit donc que 1 /t dt n j 2 est borné indépendamment de n et 

du L 

ft dtn lt~ 2 faibleo A si donc ~ dans L (0 0 T;H) De meme w est dt 
2 un point limite faible de {w } dans L (0 0 T 9H) et g un point 

du n 
limite :faible de ldtn + vnl dans L

2
(0 8 TiH) atteint simultanément 

(w et g existent par (2ol7)) 0 on en déduit 9 par la demi fermeture 

d A <B du A ( d .... e et de B que w e: u 8 et que v = g - dt e:. u e man l. e r e 

plus précise utiliser la demi fermeture de ut sur [ô 0 TJ pour tout 

ô>O) a 

du Par suite on a dt+ v + w = f 9 U ( 0) = U. 
0 

où w e. <Bu 

v(t)E Au(t) (/t v(t)e:L 2 (o,T.H) 

soit dans L2 (0 9 TïH)) o 

0 mais il n 9 est pas vrai que 

Vo 
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Les propriétés régularisantes des équations d'évolutions associées 

à une sous différentielle indépendante du temps s'appliquent a.lors à 

:: + c3cj,U3f~weL
2

{0 9 T~H) 9 u{O) = u
0 

ce qui donne les propriétés 

supplémentaires du théorème {204) • 

.!,PJ?).icationo Soit n~mn un ouvert borné de frontière régulière et 

Q = n x]0 8 T[ 8 soit 1jie:L
2

{0 8 T;H
2 (n)) avec *é:L

2
(Q) et ljJ~O sur 

n x]0 9 T[. 

Pour tout f de L
2 (Q) et tout u de L

2
{n) 0 tel que 

0 

O~u (x)~iji(x ) 
0 0 

u(t)6:H 0 (n) 
0 

i 1 e Xi s te une f on c t ion u { X O t ) dan s <e ( [ 0 9 T] ~ L 
2 

{ '1 ) ) 

pour t > O 9 vérifiant lt u ( x 9 t ) e L 
2 

( ( O 9 T) 1? { n )) 
- du 2 

/t dt ( X 0 t} € L ( Q) P•P• sur et p_o_P o sur 

J n { n ( X 9 t )- l!i X U { X g t ) = f (Xe t ) eV { X )- U ( X O t ) ) d X ~ 0 pour t OU t 

tel que O~v(x),iji(x 1 t) PoPo sur n o 

0 ' 2 2 Si de plus u
0

€ H
0

(n) a.lors Utt([0 0 +J ;H
0

{n)) n L {0 9 T 1H {n)) 

au 2 { ) ate:L Q o 

On applique le théorème précédent avec A= ac1> où 

cl> ( u) 

K(t) 

0 

si UE.H (n) 
0 

ailleurs 

et 

2 = {u e:: L (n) , u(x) ~ 1jJ{x9 t) 

sur 

p,p.t sur n} • 

V de 

et 

On a P{t) v(x) = min(v(x)D1jJ(x 9 t)) 
2 

et la condition (2.2) est satisfaite 

avec w = cte = Jll l • 
at 1 2(Q) 

La condition (2ol) est vérifiée avec a{t) = -âljJ{x 0 t) et grâce au 

principe du maximum~ en effet 

I + À{-ti+tiljJ(t) )-l K(t)c. K(t) exprime que 

si 

Comme de ,pl us projectionc K(t)c K(t) c'est-à-dire 
0 

{I+Àarc )- 1 K(t) c. K(t) on en déduit que 
0 

{ I +-À ( - â + fl 1ji ( t ) + a I C ) ) - l K ( t ) c K ( t ) o 

0 
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Séminaire sur les semi-groupes 

et les équations d'évolution 

Orsay 1971-1972 

(N°4) Exposé de Hedy ATTOUCH 

""RAFLE" PAR UN CONVEXE VA:RIABLE1 D 0 APRES JoJo MOREAU" 

Introductiono 

IVol 

On se propose d'étudier dans un espace hilbertien réel 0 l'équation 

du évolution 

où pour chaque t dans 

~ + A(t )u(t) 3 0 
dt 

[o,T] 9 A(t) désigne le sous-différentiel de 

la fonction indicatrice d'un convexe fermé non vide C(t) o On reprend 

ici une technique due à MOREAU [3], qui, moyennant des hypothèses de 

régularité sur la dépendance du convexe C(t) en fonction de t 0 

énonce un théorè~e d 9 existence et d 0 unicité (pour une condition initiale 

dans C(0))o Cette méthode a été généralisée par JoCo PERALBA [4], au 

cas plus général où A(t) est le sous-différentiel d'une fonction 

convexe SoCoio propre ~(t,o) o 

la Préliminairea 

o Soit H un espace de Hilbert réel. 

o Etant donné un convexe fe~mé non vide C dans H 9 on note 

fonction indicatrice g 

Xe: C 

et l 9 on désigne par yc sa foh~tion duale (ou fonction d 9 ap~ui du 

I sa 
C 



co~vexe c) o 

y (x) = sup<x,y> o 
C ye.C 

IVo2 

o On notera arC(t) le sousddifférentiel de la fonction indicatrice 

du convexe fermé C(t) o 

0 On considère 1 9 ensemble E des convexes fermés non vides de H 9 

que l 0 on munit de la métrique de Hausdor:f:f s (métrique &U sens l.arge 9 

car prenant éventuellement la valeur +ao ) 

ô ( Ci> C v ) = s up [ s up d ( x 8 C
O ) ~ s up d ( x 9 C)] 

X€C X€C 0 

= inf (p/CcC 0 + Bp ; C 0 c C + Bp] 

où d(x 9 C) désigne la distance du point x au convexe C et Bp l.a 

boule fermée (par exemple) centrée à l'origine et de rayon p o 

Montrons comment la distance de .Hansdor:ff de deux convexes C et 

c 0 s 0 exprime en termes de leurs fo"i1ctions d 0 appui yc et y~ o Tout 

d O abord de façon évidente~ Cc C O + Bp et C O c C + Bp entraîne que 

pour tout x dans H il yc(x}~yc 0 (x) + plxl et Yè 11 (J'!)~.Yc(~) + Plxl o 

Réciproquement, soit p tel que pQur tout x dans H on ait ces 

deux inégalités o Montrons par exemple que Cc C O + Bp o Supposons qu O il 

existe x
0 

dans C n°appartenant pas à c 0 + Bp o On sépare alors x
0 

du convese fermé c 0 + Bp par un hype~plan et donc il existe y
0 

dans 

H tel. que <y 8 x >>y O (y ) + p !Y I o PVi~sque x appartient à C 9 0 0 C O o· 0 

ceci entraîne que yc{y
0

) > yc 0 {y
0

) ·+ PIY
0
l Il d 0 où la contradictiono 

Donc est fini seulement si Yc et ont mêl_!lè domaine D 

et ~ 0 on a alors g 

lxl=l 
On remarque dvautre part que si ô(C 8 C 0 ) est finie alors l.es ensembles 

C et C' ont même cône asymptotique o ( Cela tient au fait que l O adhé"' 

rence du domaine de yc est le c8ne polaire du cène asymptotique de C)o 

Soit t ~ C(t) une m._ulti'.appl.ication de [0 9 T] dans H ~ à 

valeurs convexes fermées non videso Pour décrire cette multiapplication 
.,,. ,,, 0 

on peut avantageusement considérer C(t) comme un element de 1°ensemble 



IVo3 

E (muni de la métrique de Hausdorff)oOn peut alors parler de variation 0 

absolue cont.inuité ooo du convexe C(o) sur [0 1 TJ o 

Si C(o) est à variation bornée 0 la dist~nce ~(C(s) 0 C(t)) est 

finie quels que soient s et t dans 

la f'onction d 0 app.ui -y(t. 9 .o) d.u c.onvexe 

Il résulte de (lol) qu 0 en désignant par 

[ 0 9 t.J !l on a 

[o.,T] 
C(t) 

v(t) 

et donc le domaine D de 

est indépendant de t o 

la variation de C(o) sur 

Notons d 0 autre part que la multiapplication t __.,_ C( t) est absolument 

continue si et seulement si sa variation v est absolument continue 

(à valeurs numériques)o Suivant la terminologie de MOREAU on dira que 
dv dt est. la ivvitesse numérique" du convexe "mobile" C( o) o 

2o '0 Raf'len par un convexe absolument continuo 

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant 

Théorèmeo ~ t =+- C(t) une multiapplication de [o~T] ~ H Il 

à valeurs convexes fermées non vides 8 et absolument continue (au sens de 

la métrigue de Hausdorff)o Etant donné u
0 

dans C(O) 8 il existe u 

unique@ absolument .continue de [0 0 T] ~ H solution de 

De pl.us 

(P) 

ë>I C ( t) u ( t) :;, 0 

u(O) = 

a) V t € [0 0 T] Il u(t) <:: C(t) 

popot e:]OgT[ l¾rl ~ :~ b) 

rigue~ du convexe C(o) c 

où dv 
dt dé signe la 10 vite u1e numé= 

L 0 unicité fésuite immédiatement de·l~argu~ent classique utilis. pour 

les équations d 9 évolution régies par un opérateur monotoneo On va étudier 

le problème (P) par la méthode d 9 approximation de Yo si dao Rappelon~ que 

!!li 1°on At 
aiC(t) Jt(x)· = P(t)x t X=P{t)x 

pose = on a ét A'A (x) = 0 ). ;\ 

où P(t)(o) désigne la projection sur le convexe C(t) 0 



On considère donc le problème approché 

j 
duÀ uÀ(t) = P(t) uÀ(t) 
dt+ . À = 0 

1 UÀ (0}_ = u 0 
0 

Pour appliquer le théorè.me. d O exis.t.ence .de· Cauchy au probième ( PÀ) il 

suffit de montrer que pour z donné d,ns H 9 1° appiication t ~ P(t)z 

est continue de [0 9 T] dans H o En fait on a beaucoup pluso C0 est 

1°objet de la proposition suivante g 

Proposition 1o Soit C(o) un convexe !~mobile' 0 absolument continuo Pour 

.tout 
==-i 

z dans H 0 il existe une constante 
=-=-== 

M(z) telle que 1°on ait g 

De pl.us 1°application z ~ M(z) est contractanteo 

Démonstration g On se fixe z dans H o Considérons la 

i 2 
1 { t ) g Y ~ 2 1 Z=Y 1 + Y ( t 8 Y ) o 

Ce~te fonctionelle est strictement convexe 9 socoio et tend vers 

1°inf'ini quand )y I tend vers 1°infinio Elle atteint donc son minimum 

en un unique point y{t) qui vérifiera (le théorème d 0additivité des 

sous=dif'férentiels s 0 appliquant ici g cfb par exemple [5]) 
y(t) - z + ôy(t9y{t)) 3 0 0 

D0 où en tenant compte que 

pa23 par exemple) on obtient 

,=l [ ] ôy(t) = (ôIC(t)1 (cro l. 9 chapitre II 

y(t) = z = P(t)z o Ecrivons alors que 

z ~ y(t) appartient à ôy(t~y(t)) o 

Prenant ~ = y(s) dans la première inégalité et ; = y(t) dans la 

~eéonde 9 on obtient en ajoutant g 

[y(t 9 y{s))=y(sty(s))J + (y(sgy(t))=y(t 9 :y(t))] ~ jy(t)-y(s)l
2 

o 

Soit en tenant compte de (lo2) 



IVo5 
; 

l;r(t)=y(s) 12 ~ [ly(t) I+ l;r(s) I] o lvC-t)-v(s) 1 

d 9 où 1°on déduit immédiatement que t -=+ y(t-) est continue et en 

posant M(z) = sup lz-P(t)zl on obtient g 

te:ToQT] 

IP(t)z ... p(_s)zl 2 ~ 2M(z) lv(t)=v(s)I ce qui achève la démonstrationo 

Revenant ·au problème approché C-P, ~qui admet donc une solution unique 
l " u,_ (de classe ce ) 1 suivant la méthode classique on cherche~ établir 

du,_ 
une estimation sur hrr=I 0 

. du, 
Mùltîpiîant (P,_) par rt on obtient 

2 du -,~, 
dt 

On est donc ameh~ à considérer 1° applic~ 1tion 

fÀ g t ~ ¾luÀ (t)-P(t) uA (t) 12 
o 

Si comme dans 1°exposê précédent 0 1°abS"olue continuité de f;\ découle 

de 1°absolue continuité de 1°appli:ca.-tion t ~ P(t) u,_(t) 0 il n°en 

est plus de A meme icio On a cependant 

Proposit.ion 2o So.ient C(o) un convexemObile a.bsolument continu et u 

une fonction absolument continue de [0 9 T] ~ H o Alors 1.v-application 

t g t ~ ½lu{t)=P(t) u(t) 12 est absolument continue de dérivée 

(2o2) fO (t) = du 
<---=i) 

dt 

désigne la dérivée au point t de 1°application t ~ y{t 0 ~)) o 

Démonstration g Posons c 0 (t) = C(t1 = u{t) o c::D---a:tc=--CII cm CO CD c»cm 

On a alors f(t.) - ![d(u(t)eC(t))J 2 = ![d(OgC 9 (t))J
2 

o 

Le convexe mobil~ c 0 (t) est encore absolument con~inu i en effet 



~e qui exprime que ô{C 0 (t) 0 C0 (t )) ~ lv{t}=v{t )l+lu(t)..,u(t )1 o 
0 0 0 

Désignons par z(t} la projection de O sur ci(t) 0 c 8 est-à-dire 

z(t} = P(t)u(t}-u(t) o On a donc f(t) = ½lz(t)l
2 

o 

Considérons l'expression 

f(t)=f(t )+12 1z(t)-z(t )12 = lz(t)l 2 
... <z(t) 0 z(t )> 

O 0 0 

que nous allons majorer g 

= :c 2,.( t) ~ z ( t )= z ( t ) > 
0 

Le point z{t) projection de O sur ~ 0 (t) est caractérisé par 

0 

D0 autre part 0 d 0 après le définition de la fonction d 0 appui 

et en échangeant t et t 
0 

on obtient par conséquen~ la double inégalité: 

Tenant compte de la continuité de 1°application t ~ z(t) 0 on 

déduit d 0 une part que f est absolument continue puisque 

1 f ( t).,. f' ( t O ) 1 f ( S Up I Z ( t ) ;00 fi V { t) = V ( t O ) 1 + 1 u·( t) = U ( t O ) I] 
te.[Oi,T] 

et d 8 autre part on obtient pour dérivée de f au point t 
0 

0 
a 

( t ) = _ y 9 ( t 9 - z ( t ) } = - y ( t 0 u ( t } = P ( t u ( t ) } + <.!L,dut ( t ) a u ( t ) .., P ( t ) u ( t } > o 
Q C O O C O O O O O O O 0 

Nous sommes à présent en mesure de démontrer le théorèmeo 

De (2o2) on tirez compte tenu de la définition de uÀ 



d 0 où 0 d 0 après (i,.,2) 

2 
duÀ 

lcitl 

a) Dans une première 

wite~~e numérique dans 

étape 0 on va supposer le convexe mobile 
2 

L (0 9 T) o 

IV,.,7 

Intégrant (2,.,3) et appliquant l- 0 inégalité d 0 Holder au ~e~ond membrell 

on obtient 

à 

1/2 

0 

On termine alor~ la démonstration par une argumentation cla~gique ~ on 

peut se r6férer à la démonstration donnée dans 1°expo$~ pr,aédento On 

t:!!:"OJU'lrE~ donc une foncti9n u absolument continue de [0 0 TJ dan~ H Il 

solution de (P)o Dé plus par passage à la iimite sur (2o4) on obtient 

D0 autre part~ u(t) appartient à C(t) pour tout t pui~que la 

fon~tion t ~ lu(t)=P(t)u(t)I est continue d 0 aprèt la propo~ition lg 

et e$t égale à zéro presque partout~ u étant solution de (P)o Soit t
0 

un point de [0 9 T[ o La fonction u est solution sur [t
0

,,T] de 

i 0 éq~ation ¾r + iHC(t)u(t) 31 0 avec dondition initià.le u.(t
0

) i\ 

Appliquant on déduit que 

généralement on a donc 

,~, 
dt 2 . 

L (t 0 T;H) 
0 

~gxu1équent Il presque pour tout t de JO Il T[ Il. 

et pl.us 

o Par 



En particulier si C(o) est à vitesse numérique dans L
00

(0 0 T) g la 

~ol.ution u du problème (P) est lipchitzienneo 

1, ) On se place .... présent a 

:aeuJ.ement C(o) absolument 

dans le cadre 

continue. On 

initial1> .... a 

pose alors 

savoir on suppose 

c(t) = r(v(t)) " 

E (cela a un sens 

puisque v(t
1

) = v(t
2

) entraîne C(t
1

) = C(t 2 )) o D0 autre part r(o) 

où r est donc une application de [oi)v(T)'] dans 

eB.t à vitesse numérique dans 1
00

(.0.gTJ ; en. ef.fe.t 

D0 après la partie a) il existe donc une fonction w 9 contractante" 

~ol.ution sur [o.,v(T)] de 

( 2 0 7) 
( =dw + I 0 ; de a r ( e) ~ 3 

{ w(O) = u 
0 

Po~ons alors u(t) = w(v(t)) o La fonction u est absolument continue 

(car w est un~ contraction) et sa dérivée ~st égale presque partout·~ 

~(v(t))ov 0 (t) (ce qui se démontre simplement ici en utilisant la règie 

de dérivation d 0 une fonction composée et~l~ fait que v est crois~ante 1 

on P.eut se référer plus généralement à [2] )o Prenant 0 = v(t) dans 

(2oî) que 1°on multiplie par v.°(t) (positif ou nul) 0 et remarquant que 

air(v(t))w(v(t)) est un c8ne convexe 0 • on~ obtient finalement 

{

~ + ar ( )·u(t) 3 o 
dt C .t 

u(O) = u 
0 

(cette relation ayant lieu presque partout par le même argument que pré~ 

cé demmen t) o 

J [ du dw dv dv 
n°autre part pour presque tout t de OoT lrtl = lre(v(t))loTt~ëit 

ce qui achève la démonstration du théorème. 

Exempl.eo Prenons H = L2 (n) où n est un ouvert de m0 
o 

On se donne 1j, une application de [o 9 TJ dans L2 (o) à valeurs 

po~itives et 1°on pose g C(t) = {ue::L 2
(n); O-$u(x).$1j,(x 9 t) pope xe:n} 

C(t) est un convexe fermé non vide de L2 (o) et ~tant donné t 

0 



IVc9 

dans L
2

{n) on a P{t)({x) = Inf[(+(x);1j,{x 9 t)J ; on en déduit simplement 

.les inégalités g 

On voit donc que 1°bypothèse de régularité faite sur le convexe C{o) 

revient dans ce cas particulier important 0 à supposer 1°application 

t ~ -1j,(t9 o) absolument continue de [0 8 T] dans L2 (n) o 
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Exposé de Thierry de GR0MARD 

"ESPACES BV(n)" 

La notion de fonction à variation bornée de plusieurs ~ariables 

étudiée - conjointement avec celle d'ensemble de pêrimèt~e fini 

Utn = par De Giorgi 0 Federer; Miranda~ Vol 0 pert~ etcooo " sa 

première application est 1°étude des surfaces minimalesc Une autre 

a'pplicatio·n est la recherche de solutions à variation bornée pour des 

é1uations quasilinéaires du premier ordreo 

Dans la première partie~ on expose les premières propriétés des 
0 

fOn~tions de BV(n) en reprenant partiellement [M1] et [M2] o 

La deuxième partie est consacrée à la formule de Green peur les 

e~,semble s de péri mètres finis généraux du après [DG
1 
j et [na

2
J ~ 

on démontre enfin un r~sultat relatif à 1°hypographe d 9 une fonction de 

BV(n) o 

I - Espaces BV(n) ~ Eremières propriétêso 

le Notations et définitionso 

Définition lo Soit fl un ouvert de mn o 
wmrs:w:wwwm 

Une fonction l 
U€ L

1 
(n) 

oc est dite à variation localement bornée dans n 
si ses dérivées partielles au sens des distributions sont des mesures 

(de Radon) 6Ur fl o On note BV(n) 1eensemble de ces fonctionso 



Notations o On note BV ( n) 1 9 ensemble des fonctions u e:. BV { n) dont les 

d&rivées partielles sont des mesures bornées sur no 

Si UE:BV(O) ~ on note Du= (D
1

u, D2 u., _ 000 0 Dnu) la mesure 

(vectorielle} ayant pour composantes les dérivées partielles D1 u 9 oooo 

Du~ de u o On note lnuj la mesure variation totale associée 0 la 
Il 

norme loi étant la norme euclidienne. sur m~ ~ 

Définition Soient l 
2o A u.n ouvert de n et U E L

1 
( 0) 0 oc 

On appelle variation de u sur A et on pose 0 
0 

JAIDul = Sup{Ju div4' dx~ 4'e:!2>(A)
11

gl4>l ~ l} 0 

Remarques o 

l) On sait que ue.BV(O) si et seulement si 0 pour tout A appar~ 

tenant à lQensemble o'l.(n) des ouverts d 0 adhérence compacte contenue 

dan s n 0 on a J A I Du 1 < co o 

Cette notation désigne alor~ la variation totale sur A de la 

mesure Du également notée lnul (A) e 

2) Si A est un ouvert borné et si u~ce 1 (A) 1, on a 

JAIDuj = JAIDu(x)ldx oa Du(x) = (D 1 u(x) 0 oooQDnu(x)) 

\ 
Démonstration 
=c,i::ccoc:ic:;ic:10c:,eoa::)-=,cc,IE:)-,:, 

Par Fubini et in~égrations par parties 8 on a 

(i) JAIDul = Sup{Jt: q,i(x) D1u(x)dx 0 

i=l 

On a d 6 une part 

n 

E 
i=l 

2 4'. ~ l} 
l. 

D0 autre part 8 dans la borne supérieure ci-dessus (i) 0 on peut remp1acer 

l.a ©ondi t ion 4i e: S) ( A ) 0 par l.a condition i q, mesurable ( à val.eurs dans 

m0
) et nulle hors de A I en particu1ierg on peut prendre i 



~.(x) = 
l. 

0 si 

} Diu(x) 

) 1 Du(x) 1 

IDu(x·) l=O · 

si lnu(x) j;Eo 9 

Définition 3o Soit E un ensemble mesurable de '2 0 

On appelle -- .,,,. . ' de E dans '2 et note PO (E) JnlnxEI où per1.metre on = 9 

XE est la fonction caractéristique de E 0 

Si a = IRn 9 P(E) = P (E) est appelé périmètre de E c 
. IRn 

Si xEe:BV(Sl) (respo xEe:BV(n)) 11 on dit que E est de périmètre 

localement fini (respo de périmètre fini) dans '2 o 

R.e.ma~&ue g Cas _ngl o On montre fa.~ilement 

variation d 0 une fonction ue:LÎoc(Ja 0 q[) 
la variàtion totale (au sens usuel) de u 

(i) 

que dans le cas n=l 9 la 

(-~~-<bE+ 00 )g colncide avec 

sur I = ] a 9 b [ g 

(V1{u) désigne la borne inférieurè des variations totales v 1 (f) des 

1'onct:i,on s °f égaies à u P·o p o g 

n 
= s up {~ 1 r ( t . )- f ( t . 

1 
) 1 

~ l. 1.-
~=l 

; a<t <t < o o o <t <b}) o 
o l n 

a) Cas: -œ<a<b<+ 00 o On sait que les deux membres de {i) sont simultané-= 
c== 

ment ou finis ou infinis (voir Schwartzg Distributions 9 chapo2}o On 

peut donc les,supposer finis tous deuxo 

Des propriétés de 1°intégrale de Stieljes 9 on tire g J1 1Duj~ v1(u)o, 

Pour l'inégalité opposée, on prend l J:x:+h f(x) = lim Th' u(t)dt et on 
h~o x~h 

pose e:(t))= sgn [f(t.)-f(t. 
1

)] 
0 l. l= 

si 

n 
e:(t) = 0 si te:]a 9 b[,{_U]ti-leti[) o 

1=1 
n. 

On a Je:oDu = Je:{t) df{t) = ~jf(ti)-f(ti~l)I 

i=l. 

pourvu que les t. 
l. 

soient des points de continuité de f o Or 9 la fonction f vérifiant 



f'(x-0) ~ f'(x) ~ :f'(x+O) 0 sa variation totale peut être calculée en se 

limitant à des partages où les t. &ont des points de continuitéo 
l. 

On en conclut g 

v 1 (:r) ~ Sup{J~0Du 0 ~ borélienne sur I 1 l~l~l} = 

~ Sup{J~oDu; lf,e;b(I) 0 l~l~l-} = J1 1Duj o 

Et en résumé i v1 (u) = v 1 (u) = J1 1Dul 

l Jx+h 
avec u(x) = lim 2h u(x}dx o 

h-+o x~h 

b) En:f'in la formule (i) s 0 étend au cas g - 00 ~a<b$+<» en posant 

0D 

I = U Ik, les I_k étai:it deJs inte,rva.lle:s ou.vert~ bprn~s emboît~s. 
k=l 

et en remarquant quJon a par définit~on 

S up V- ( u) ,;. V--'( u) e 

k Ik I 

2o Propriétés d 0 approximationo 

Proposition lo Soient l 
U€Ll {n) o et oc -= 

une.sùite convergeant vers 

u ~ L~
00

(n) c ~ 

Démo-nstration i ,11::Jœic,C::,cm:,m;,,i::,m-=:, ___ _, __ 

Pour toute ~e:.!D(n)
0 

9 1vapplication u ~ fnu div~ dx est 

continue sur L1
1 

(n) o L 0 enveloppe supérieure de ces applicatio~s oc 
pour ~ variant dans ~(n)n 9 est donc Socoio 

Proposition 2; Soient ueLÎ
00

(Sl) 1 Ae:c:t(n) ~ (Th) 

larisanteo L 0 application uh = u -i:i- Th est définie sur 

h > dist(A 01R
0 ,n)- 1 et l 9 on a 

( i) J AI Duh j ~ J Ah I Du j 

( i i) l im JA I Duh 1 ~ J_ 1 Du 1 
h-+m A 

( iii) JA I Du 1. = J.im+ lli J r l·Duh 1 = lim lim JAr I Duh 1 
h+m A + h-+00 

r+O r+O 

où .l 0 on a posé : 

une sui te ré gu­

A pour 
~ 



~t pour tout fermé F 0 contenu dans n g 

JF!nul = Inf{jvlDul ; V ouvert 0 Fe Ven}~ +o 

•bémon:strat ion g IIICCCCIICO ______ • __ _ 

(i) On peut supposer JAhlDuj <CD 9 sinon 1°inégalité est évidente ; 

alors la restriction de la distribution Du à l 8 ouvert ~ est une 

mesure (bornée} Den utilisant la remarque du paragraphe 1 0 on a donc 

JA1n'-1tl = JAIDuh(x)jdx = JAIJTh(y~x) Du(dy)ldx 

~ JA<JTh(y~x)jDuj(dy))dx = f <JATh(y=x)dx)-jDuj(dy) c 

La f.ori et ion 

'DO où g 

est. majorée·,,par l_et éRt nullè hors de Ah• 

J joui o 

Ah 

( ii) On peut encore supposer J A i·-Du 1 < CD o 

Alors la restriction de Du à ~n voisinage de i - qui contient évi­

demment Ah pour h assez grand - est une mesure (bornée)~ les en­

sembles ¾ forment une suite décroissante dffouverts d 0 intersection Ao 

D0 après Beppo-Lévi on a donc 

lim J joui = J AIDuj 
h-+-CD Ah 

ce qui donne avec (i) g 

lim J AI Duh 1 ~ j AI Du 1 0 

h+CD 

(iii} De (i) et (ii) 8 il résulte, pour tout r>O g 

Les ensembles Ar forment une famille cr:oi•s:s.ante d 8 ouverts de réunion Ao 

D0 après la définition (§ol) 0 on a donc 

f jDuj = J joui o 

Ar A 



On obtient g 

lim lim J I Duh 1 
r+o h+"" A r~l 

lim l-im == r+o h-.ao 

Remarqueso 1) Dan~ les propositions (1) et {2)~ on peut remplacer 

Li
0

@(n) par ;})9 (0) en posant pour TE:S) 0 {n) g 

et pour . ûn :f'ermé F c n 

JF!DTj = In.tiJvlDTI , V ouvert., Fe Ven} .o 

2) En faisant n =A= mn dans les propositions let 2(i)~ 

on trouve pour u e: LÎoc (mn) et uh = u *Th g 

JI Dul = lim JI Düh 1 .. 
h+= 

3) Avec les notations de la proposition 2 0 il résulte de (i) 
i 

qùe 9 si on a 

JA IDul <.., 
ho 

alo:ir~ les distributions Duh O qui convergent vers Du dans !]) 0 {A) 0 

~onvergent va·guement ( comme mesures sur A) V(!rs Du o 

4) Dans tout ce par.a.graphe 0 on aurait pu remplacer D par 

un opérateur de dérivation Da = {D. 90 o o 0 D. ) 9 associant à une dis-
il . ik 

tribution T la distributi~n {vectorielle) DaT = (D. T 9 ooo~D. T) o 
1 1 l.k 

On conviendra d O appeler 9 dans la sui te 9 un t.el opérateur Da 8 

un opérateur diff.érent.iel d 0 ordre. l o Natu.rel.lemen1:tt>- ion pose 

k 
. a 

<div 4> e T> L <D. 4> • ,T> <chD T~ = C, = c:, 

a l. 1 

q=l. q q 

k 
,.2 1 •. , = L 0 

1. 

q=l q 



5) La déf'inition suivante 9 utiJ.isée au paragraphe suivant 0 

se dé gage alors g 

Déf:initiono Soit S€.~ 0 (n)k o On appelle masse de lasdiêtr_ibution 

on note J
0
1s1 = Sup{<~ 9 S> 

- k 
i<î> oë!D(n) el<i>,l~l} ~ 

dans 

Soit 

6) Soit T une contraction 0 ioeo une application de 

1R vérifiant -r(O) = O et jT(s)=T(t) 1 $ ls=tl (s 0 t€.m) 
l 

u c:: L 
10 

c ( n) o On a 

Démonstration g Soit A€ dl;{ n) 0 montrons d O abord que g 

soit une régularisation de 

IR 

s~ et 

e~t .lipschitzie~ne sur A et (p
1
0Po x e A) jDa(T o '1i) (x) 1 ~ IDa~ (x) 1 o 

Donc JA!Da(,r o ~) 1 = jAIDa(,: o uh)_(x) ldx ~ J AIDauh(x) ldx = JAIDauhl o 

En remarquant que tend vers T o U dans L
1
1 (A) 9 on a oc 

Soit maintenant (A.) une suite croissante dans c!(n) avec 
J 

LJ A. = Oo 
J 

Il ré~ulte de la définition que 

J01Daul = Sjp JA. lnaul = Sjp JA. IDaul 

J J 

(et de même pour T o u) o 

D0 après ce qui précéde 9 on a 

J ID
01

(Tou)I 
A. 

J 

Conséquenceo L 0 espace BV(n) est invariant par les contractionso 



3o Caractérisation par les sectionso 

Ao Notationso Si u est une fonction définie sur un ensemble a de 
ffip+m -- mn a m { } { p { } } w. ~on pose pour y€.m i Sly = xem i x 0y en 

pour x €. _n {y) g uY ( x) = u { x 8 y } o 

On suppose n ouvert dans fin o Alors n{y) est ouvert dans ffip o 

On note ô y 1°application qui à <j)E:.~{n) associe <j)ye:.Q){O{y)) o 

Lemme lo Soit T e..m0 (O(y) )k o Alors S = T o ô e:,!lP(n)k et on a 
y 

J ITI = j lsl o 
n {y) n 

immédiat g si <j). tend vers 
l. 

0 tend 

vers O dans .,S) (nY) k et T étant une distribution 8 <<j). 0 S> = <<j)~ 0 T> 
l. l. 

tend vers O o Donc S est une distributiono 

Par définition 9 on a Ja(y) jTj ~ J
0

1sl o De plus 9 si $E:~(O(y})k 0 

avec lwl~l 0 il existe <j)€S)(n)k avec l,l,1 0 tell.e que ip = 4,Y ; 

en effet g soit ae:!l>(n) Il O~a~l 1> a= l sur (Supp ljl} x {y} o 

On pose 4>{x0 z) = lj,(x) a(xgz) o 

Propo~ition lo Soient et 

La fonction y ~ Jo(y)ID
01

uYI est mesurable sur lRm et on a 

{ i) J IDaul = j' dy f jDauyl 
n mm n(y) 

n(y) = ~ 0 on pose J IDauyl = 0) o 

n(y) 

Démonstration 

(a) Mesurabilitéo Dwaprès le lemme 0 

Or 0 par définition 9 il existe une suite 

on a J O(y) lnauy 1 

cf>. e: !D{ n )k telle 
J . 

J 
0

lnauy o ôyl = !!: j u(xlly) div 01 ~j(x 8 y)dx o 

que 

On obtient une suite de fonctions de y 0 mesurables d 0 après Fubinio 

Leur iimite est donc mesurableo 



(b) L O inégali t·é résulte de Fubini g 

a avec 1, l~l 9 alors avec Si 

et div u 
a = Jdy Ju(x 9 y) 

JolDaul ➔ 

di V a~ ( x 9 y ) dx ~ J dy JO ( y ) 1 Da uY I o 

( C) Montron.s 
JIR

mdy J IDauyl o 

O(y) 

Soit uh une régularisation de u o D 0 après §02 9 propo2 0 on a 

Or 9 pour uh 1 1végalité (i) résulte de Fubini g 

Par Fatoup on ~n déduit i 

Jdy lim J IDa(~)YI 
h-+co ·0 r(y) 

0 

Pour presque tout y (tel que O(y) ~ ~) 1 (~)Y converge vers 

lim 
ii'.+:' f lna(uh)Yj q J lnauyl o 

o~ (y) or (y) 

Maia les ouverts 

Ü Or{y) = O(y) 
r~o 

Or(y} formant une suite croissante de réunion 

il résulte de la définition (§ol) que 

tend en c-roiesant vers f I Dauyl 
O(y) 

En appliquant encore Beppo-Levi 9 on obtient 

lim 
+ 

r-+o 

D0 où 1°inégalité (c) et la propositiono 

( quand r \to ) 



VolO 

Remarqueso 

1) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 

U€.L 1
1 (0) appartienne à BV{O) est que : oc 

Si 

x! 
(a) PcPo x!ê!Rn-l O u 1 e:BV(O(x!)) 

l. l. 

( B ) 

(en notant x = (x. 9 x!) s 1R "JRn-l. ) 
l. l.J X 2 

la fonction N.(x2) = . ln.u 1 1 
l. l,, 0 ( x~'! ) l. l. 

(prolongée par O si O(x!) = ~) l. 
,, . 1 ( n~l) verifie N.e:.L_ IR o 

l. 

est de la forme 
n 

n = rr 
i=l 

I. 8 I. 
l. l. 

intervalle ouvert de IR o 

cette condition $ 0 é~rit {pour i=l 0 2~ooo 9 n) 

(a) 

( B ) 

XV 
PoPo x 9 €: Il I. 9 VI (u ) <"" 

j;'i J i 
0 

la fonction . N .• (x 0 ) = VI (ux ) 
l. • . l. 

vérifie. 1 N.E:L (II I.) 
l. j~i J 

2) Pour un ensemble mesurable E de n 9 on a 9 en terme de 

périmètre : 

Bo On note K(O) 1°en.s.embl.e. d.e.s :fonèt.ion_s. réelles continues à 

support co~pact _dans n 0 Ylc,'(rt) 1 9 e.ns_emble de_s mesures de Radon réelles 

sur n ~ ô 1°application de K(n) dans K(O(y)) telle que 
y 

Ô (') = ~y 0 y 

Si µe:Jf'c(n(y)) et ~e:K{O) 8 on note 

On vérifie sans difficulté le lemme suivant~ 

Lemme 2 o Soi_t 

lvl = jµloô y 

alors V = 

1) 

2 ) r est dans L1 (v) si et seulement si 

dans ce cas J:r dv = JrY dµ o 

On .a alors la proposition 

et on a 

et 



Proposition 2o ~ ueBV(n) (ou simpl.ement ueL~
0

c(n) 

Dau e:.Jit(o)k) o Alors 9 PoPo ye:mm O Da uy e:.)li(o(y-))k o 

avec = 

Et 8 si fe:. L 1 (Dau) ~ ~ 

l) m 
PoPo yeIR 9 

rY e: L 1 (Da uy) 

2) fr Dau= J dy Jf(x 9 y) Da uy(dx) 

!Rm 
3) JfJDauJ = J dy Jr<xey>fDa uY I: ( dx) 

IRm 

(avec la convention Da uY = 0 si 0 (y) = ~) 0 

Démonstrat:ion g 
cz::::ic:=c,a:;iac,,=,~c:::,a:o.:,<ao-,G:D 

La propo i appliquée à une suite exhaustive 

donne 

Da uY e: YI<.{ n ( y )) k (pop o y e IRm) 0 

Posonl3 
Da uy o ô si Da u1 e~G(O(y) )k 

À = f y 
y l o si Da uY Ef Jit ( n ( y ) ) k e 

D 0 après le lemme 2i k 
À E:.)t"t(n) 8 pour tout y 

m 
Ye:IR ·o-

Pour cl> E K(n)k O 1°application y I=+ À (~) 
y 

·est mesurable , 

. k 
4>.e:2)(n) une régularisation de cl> o 

J 

A. E. d(n-) 
J 

en effet 

On a À (If,)= lim À (cj>.) o Or g y ~ À (4>.) 
Y j-,..oo Y J Y J 

= J div 4>.(x 0 y) u(x 0 y)dx 
a J 

est mesurable (par Fubini)o De plus 0 1°application y ~ 1 Ày 1 ( 4> ) 8 

pour cjl€-K(O) • est mesurable car -g 

avec 

D0 aprèa le lemme let la proposition 1 0 on a 

ip.e.K(n) set 
J 

Donc 0 pour cjle:K{n) 11 les applications 

sont intégrab1es sur ffim 9 et 

y ~ À {4>) y . et 

définissent des mesures sur n g À ~)ic.(n)k 9 a E:)ÎL+(~) o 



Vol2 

D0 après ([BJ g choVo §o3o Théorème 1) 0 y ~ 1 À I étant une 
y 

famille de mesures ➔O sur O scalairement dy-intégrable 9 (ce qui 

entraîne qu 0 e,lle est aussi vaguement dy-mesurable d 0 après ( rB] choVIo 

§olo Propol))~ pour toute fe:L 1 (a) 0 l'ensemble des y tels que 

f4: L
1

( IÀ 1) est dy-négligeable 0 la fonction y ~ Jf dl À I est y y 
dy-intégrable et on a 

En particulier 9 si Ae-ct(n) 0 on a g 

a(A) = J.1 Ày 1 (A) dy 

d 0 où a(A) = lnauj(A) d 0 après (i) ci-dessus et 

a = 1 Dau I o 

En rassemblant ce qui précède on obtient les affirmations 1) et 3) de 

la proposition. 

Pour démontrer le 2)z on remarque d 0 abord que d 0 après Fubini g 

'r/ ct,e$(n)k 9 Jet, dÀ = J>.Y(cj,)dy = Jdy Jct,Y Dauy = 

= = J div a cf, (x O y ) u ( x O y ) dx dy 

On a donc 1°égalité des mesures : 
a 

À=Duo 

Jdiva<f,(x 9 y)u(x 9 y)dx 

a 
D u o 

D0 autre part 9 d 0 après la defiriition d'une mesure l valeurs dans 

!Rk & t . . on peu ici supposer k=l O en considérant chaque composanteo 

Pour <f,e K( n) 0 on a démontré que les applications 

y ~ À (et,) 
y 

et 

les applications 

y 

y 

~ IÀ;yl(<t>) sont intégrables sur IRm ê 

+ 
~ >..-(cf,) sont donc aussi intégrables sur (Rm 0 y 

et on peut appliquer le résultat d 0 intégration 
+ 

de [BJ énoncé ci-dessus 

aux familles de mesures ~ 0 i y ~ À- • 
y 



Posons 8 pour <j,~K(n) 

on a évidemment g 

Vo_l3 

D 0 autre part 

montré que 

dwoù 

a 

et comme on a 

y 

9 À= Du O on a g 

Soit fe: Ll.(>,) o On a 

~ ( J:r dÀ; - -J f dÀ;) = 

Jr dÀ = Jr dÀJ. - Jf dÀ2 

f e L l ( À+ ) fÎ L l ( À - ) ( p o p o y ~ IRm) , . y y Jr dÀY est dy-intégrable et 

= J dy ( J f d>.; - J f d>.;) = J dy J f dÀY 

4o Premières rel.ations a·vec l. 0 hyp~grapheo 

Définitiono Soit u une fonction définie sur O o L 0 hypographe de u 

est l'ensemble de OXIR déf'ini par G = {(x;y)e:S"l>tm u(x)>y} o 

On note p la projection de n x IR sur O g p(x 0 y) = x 

U 1°application de n dans OitlR g U(x} = (x 9 u(x)) 

m l.a mesure de Lebesgue sur n 

D X X G l & di St 2" Î b Ut i On ( ve C t Or Î elle ) ( Dl ·x G 9 o o o Il D n ,X G ) ( S Î G 

mesurable) 

Dy X.a = Dn+l ;(G 

Da.= (Di 1 oeoo 11Dik) (i 1 <ooo<ik~n) une dérivation d!ordre l. par 

rapport à la variable x o 

Proposi-tiono ~ ue.Lioc(n) ~ G son hYpographeo Alors 

l) La distribution -D x est toujours une mesure ~O et 1.von a y G 

-poD X =m (1) • y G 

2) Pour tout ouvert Ac n 9 on a 
--==-

D X =Uom y G 
( 2 ) 



( i i ) u es: B v ( o ) <==-::> V A e c:.:t( n ) • J I D x G 1 
Ai<IR X 

< ... 

(iii) Si ue:BV(O) 9 on a 1a relation g 
-= 

PoD 
X 

= Du ( l 9 ). 0 

V 014. 

3) ~ u est continue sur O 9 alors (1°) est vérit:iée au sens 

des distributions ; u aJ)I)artient à BV(O) si et seulement si G est 
~ 

de périmètre localement :fini dans O x m o 

Dans ceB conditions on a D X = U o Du ( 2 i ) 
X G 

Démonstration de la proposition g 
=~~==~=~~-~~~-~-~~~~~=~--~~~~~= 

l) On montre d 0 abord la relation (2)o 

Soit ~ E:.$(0 x IR) o On a 9 par Fubini g 

-J~ D il = J D ~ (x eY) dx dy y G G y 

On en conclut que - Dy x0 est la mesure-image Uomo 

La rel.ation (1) se déduit de (2) g on a f."<:: L
1

(DY x0 ) si et seulement si 

1' g U E: L 
1 

{m) et dans c·e cas g ~ J t: Dy xG = J-r o U dm o 

Soit ~€.K(O) o Si on pose g t: = ~op 9 on a 

f O u : ~ o 

l (" ) On a donc 4> o p e-. L Dy X.a. 0 et =J (·~ o p) DY x0 = J 4> dm o 

admet m comme image par p o Ce qui montre que = Dy XG 

2 ) ( a ) 0 n s up po se que V Ae:c1"t(n) 9 J ID Xol < 00
0 D XG est 

AxIR X X 

donc une mesure sur n x IR qui 0 de plus 0 admet une image par p o 

Montrons 1°égalité dans ,!ô 0 (n) g 

Note 
-==-

a o µ désigne 1°image de la mesure µ par 1°application e O si 
elle existeo 



t si -e:<y<& 
Soit $e:~(n) 0 On pose ne:(y) = et on prolonge n 

si IY 1 >e: 

continûment en une fonction linéaire sur les interva+les [- e:-11) - & J et 

[e:0 e:+l.] o On a 

Jq,(x) Di xG(dx dy) = 

Or J ne:(y) _4>(x) Di xG(dx dy) = -JDi4>(xHJne:(y)x 0 (x 0 y)dy)dx ce qui peut 

se déduire du §o3 Propc2 ou plus simplement du lemme ci-dessouse 

Le nombre cJne(y)xG(xDy)dy-c-½) vaut u(x) pour E > !u(x)I .et est 

majoré en val.eÙr ab_sol.ue par· 1+2·,lu(x) 1 o 

Comme on a évidemment JDi 4>(x)[=&=½]dx = 0 0 on trouve g 

J' (X) Di XG ( dx dy) = . -J u (X) Di cf, (X) dx 

par passage à la limite quand e: ~ +co O ce qui prouve (1°) dans 

5i)O ( Ü ) C 

Mais (p o Dx x,G) est une mesure 8 donc Du aussi et ue: BV(n) o 

En posant k(x 8 y) = ne:(y) $(x) 0 f = xG 9 on a utilisé le g 

Lemmeo Si k est un~ fonction continue à support compact dans O,clR 0 

admettant des dérivées partielles 

fe.BV(Ox lR)., on a 

D.k 
1. 

{ i=l ll2 9 c oc 0 n) 

Démonstration g Soit une régularisation de r o 

On a Jk Dif = lim Jk Di fh c 
h+co 

continues, et si 

C 

D0 autre part Jk Difh = J~(xgy) Difh(x 0 y) dx dy = -Jrh(x 0y) Dik(x 9 y)dx dy 0 

Enfin lim -Jrh(XoY> Dik(XoY> dx dy: -Jr<x,y) Dik(XoY) dx dy 0 

h+ o:, 

(b) Montrona que pour tout ouvert Ac n 9 on a 

J I Da XG 1 ~ J I Dau 1 
A.itlR A 

(avec 

Soit cj,e,.!i}(AxlR)k 11 14>!~1 9 et Be:..Jt(A) tel que p(supp q,)cB o 

Soit une régularisation de u et Gh = { ( X O y ) e B x IR g ~ ( x ) >y} 



J lxG-x 1 =.J lu.-ul n don.c 
BxlR Gh B n 

J div 4> = 
G a 

J diva <I> 

Gh 

lim J diva <j, o Par la formule de Green classique on a 
h-+ 00 G 

kh 

= J 2'.::! <j,i (x 11uh{x)) 
q=l q 

ce qui établit 1°inégalité désirée et montre que si ue:BV(n) 0 alors ~ 

'r/ AE::oi(n) 1) J ID xGI < GO 0 

Ax!R X 

(c) On vient d 0 établir (ii) et (iii) du 2) de la propositiono 

Pour montrer {i) 8 il nous reste à voir que si uE:L 1
1 

(Q.) 0 on a 
oc 

.f!!_ u bornée 

Supposons lu(x)l<M pour tout x<::A et soit ae:.9>(1R) telle que 

a (y) = l si I y 1 ~ M e I a 1 ~ 1 o 

+M 
On a évidemment u(x) = M +J xG(x,y) dy o 

. -M 
Soit </>E:.$(A)k 9 l<1>l ~ l 9 et i € fi

10
ooo 0 ik} o 

M 
Ju(x) Di. <j,i(x) dx = J<M + J_MxG(x 11y)dy) Di <j,i (x) dx 

M : In J_MxG(XoY> Di <l>i (.x) dy dx 0 

Posons tj1{x 0 y) = <j,(x)oa(y) o On a t/le:.$(AxW)k O lt/11 ~ l O et 

<j, i ( x ) dx = J G Di t/1 . ( X Il Y ) dx dy o 
l. 

Car 

<j,. (x)a(y) dy 
l. = <J D. n i 

<j,. (x)dx) <J a(y) dy) = 0 
l. IYl>M 
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On en conclut en sommant de q=l à q=k et en passant au sup g 

et en fait, d 0 après (b) g 

Ca.s général g 

Posons pour N>O 9 

et 

On a 

et 

_ § u(x) 
UN (x) - 1 0 

uN(x) > y} o 

si 

si 

si 

si 

si 

0 

j u ( x) 1 $N 

1 U (X) 1 >N 

On en diduit J lnax 0 1 = lim J lnaxG I et cette limite est croissant~ 
Ax~ N+ 00 Ax~ N 

D0 autre part 8 tend vers u daris 

Propol 8 et en résumant ce qui précède 8 on a 

f Al Daul ~ lim f IDauNI 
N+ 00 A 

L
1
1 

(A) o D'après le §o2o oc 

J IDauNI = J IDaxG 1 
A AxlR N 

qui croît vers J I DaxG 1 (N+œ) o 

AxfR 

D0 où le résultat JAIDaul ~ J IDaxGI et 1végalité (i)t avec (b)o 
Ax[R 

Remarqueo Notons au passage qu 0 il résulte de cette démonstration que 

JAIDauNI ~ JAIDaul 

i~= JAIDauNI = JAID
0

ul o 



Vol8 

..... 
N ieme Si on interprète la troncature comme une contraction 0 on 

que 0 pour cette contraction particulière 9 la semi~norme 

est dimiriuée pour tout Da d 8 ordre l {voir §02 0 Remarque 6))0 
~ 

3) On suppose maintenant u continue sur no Montrons l'égalité 

dans SJ' ( n) 

La distribution image p o Dx xG est bien dé fi'nie car le support de l.a 

distribution Dx x
0 

est contenu dans le graphe de u sur 

dont l. 0 intersection avec toute bande K )( IR (K compact de 

compacte dans n x IR o 

et Gh Soit 

2 )b) 9 et 

<fi e....!D (n) Il uh une régularisation de u 

Lh le graphe de uh sur no On pose S = Supp 

Comme u est continue 9 uh 

et il existe un voisinage 

que 0 pour h assez grand 

converge uniformément vers 

V de L0p-l.{S) contenu dans 

Lhnp- 1 (s)cV o 

u 

Soit lj,e..$('2x~) 11 tel que Vze.V O ip(z) = ♦ op(z) o 

( i= l 9 2 9 " o e n n ) o 

Or d 0 après la formule de Green classique 0 on a 

< l/1 e D • X > = -J D • lJI ( x ~ y ) dx dy 
1 Gh G 1 

= Jip(x 9 uh(x)) Di uh(x)·dx 

n 9 soit 

n) est 

comme en 

sur 

n x IR 

s 0 

tel. 

L D 

h 
= J<fi(x) Di uh(x) dx = -Juh(x) Di+(x)dx o 

De plus lim <lJleDiGh> = <lj, 9 D.G> 
h-,,aa l. 

lim Juh D. ♦ dx = 
Ju D.4> dx 

h+aa 
l. l. 

( l O ) o d 0 où la relation 

Al.ors 9 si G est de périmètre localement 

ue:BV(O)o La réciproque résulte de 2) (ii)o 

Reste à montrer la formule (2V)o 

On suppose u continue sur n et u e BV(n) o 

fini sur n x IR 0 on a 

D0 abord 0 l'image de D.u par U est bien définie puisque pour ♦ 
l. 

continue à support compact dans n x IR O +(x 9 u(x)) est continue à support 

compact contenu d~ns p(supp <fi) o 
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Soit cj)e:.2>(f2x m) , Be: dt(f2) , B.:::> p(supp 4>) • Soit uh une régul,ari-

sation de u sur B (h > di st (B ,!Rn, n )- 1 ) 

On ail comme en 2 )b) 0 

lim J 
h-+œ G 

h 

= .J D. cj) o 
G 1 

Comme u est continue 9 uh tend vers u uniformément sur B , 

donc cj>(x0 uh(x)) tend vers ~(x 9 u(x)) uniformément sur no 

convergent vaguement vers D.u 
1 

De plus les mesures Di¾ 

(on a la majoration g JAIDiuhl ~ 0 h >h 9 A e: .i-( f2)) o 
0 

On en déduit g 

li m J cj) ( X 9 ~ ( X ) ) dx = J lj> ( X a U ( X ) ) dx o 

h-+œ n n 

La formule de Green classique permet d 9 écrire 

ce qui achève de démontrer la propositiono 

ExemR1eo L 0 assertion 3) de la proposition ci~dessus permet de donner 

l 0 exemple dr,ensembles ouverts de m2 de périmètre infini g 

La. fonction u(x) = x2 sin 1
2 (xe]o 1 1[) est continue et non à 

X 

variation bornée sur JO 0 1[ o Son hypograpbe G est donc de périmètre 

infini dans JO 0 1 [x [R et a fortiori dans m2 
o 

Co roll.aire 1 ~ Soit ueL
1
1 

{n) et A ouvert dans O o 
0 C -==-

L 0 application y ......... JAIDaxG(y)I est mesurable et 1°on a 

tlDaul = J::dy LIDaxG(y)I , 

En particul.ier et --= U<=.BV(f2) si et seulement si 
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+oo 

\/ Ae:d;(n) 9 J_a:PA(G(y) }dy < 00 o 

Démonstration g Cela résulte du 2) de la proposition ci-dessus et du §o3 

Propolo 

Exempleo Soit 

u(x) = lx l-l/ 2 
n = B(0 9 l) boule unitê de mn {n>l) o La fonction 

(xe: n) est dans BV{n) 9 car 
.2 ( 1-n) 

{ 

wn-l y si y>l 

et n°estas bornée o 0 Si y~l. D 6 

(w 
1 

= aire de la sphère unité de fin) 
n= 

Corollaire 2o Si ueBV(n) 9 on a 
= 

et si on pose 

Enfin, si on a seulement ue:L 1
1 

{n) 9 la distribution v vérifie oc 

D,.. t t· S ue:.BV(n) o nvapre's· 2).;) de la propos.;t.;on 11 =~~~~!-!~-~~~ g upposons u • ~. 

on a 

cela implique g 

La relation p o D,cG =" " résulte des relations {l) et (l.v) de l.a 

proposition o 

On en déduit lvl ~ p o lnxal o En reprenant le 2)b) de la démonstration 

de la proposition 9 on a 

V A E c.,i( n >· o 1"' 1 {A) ? { P o I nxG 1 ) (A) 

D0 où 1°égalité 
lvl = po lnx0 1 o 

u est seulement dans L1
1 

{n) 9 et si AE.d{n) 0 on a oc 

= 0D 

puisqu 0 on a toujours 



sont f in i s 9 al o r s u e. B V ( A ) et ce s 

nombres sont égaux d 11après la relation p 0 lnx
0

1 = lv I c 

Remarqueo Dans [M2] on montre que ·ai U€.BV(O) 0 u continue 9 si 

A€.ci(n) 9 et A de frontière lvl-négligeable 9 alors lvl(A) co'încide 

avec l 11aire de Lebesgue de la surface non paramétrique définie par u 

au-dessus de A O ioeo g 

1. 
fh~--e (A)ll lim fh = f uniformément sur A } o 

h+a1t 

l a l ( a Corollaire 3o Soit U€.BV(O) o Si f'~L (Du) 0 alors fe:.L D 'i'lG(y)) 

(pope yE:œ) 9 les applications y l==l>- Jf'(x) Da?(.G(y)(dx) ~ 
y ~ J f ( x ) 1 Dax G ( Y ) 1 ( dx ) sont in té gr ables sur m et on a 

J f Dau = Jm dy j f { x ) Dax G ( Y ) ( dx ) 

J f' 1 Dau 1 = J !R dy J f ( X ) 1 Da X G ( y ) 1 ( dx ) o 

!;!~~~~!~!!!.!~~ g D0 après le 2)(iii) de la proposition 0 fe:L
1

(Dau) si 

et seulement si f'.o pe.L 1 (Dax
0

) et on a Jr Dau= j(fo p)DaXG o 

D0 après la proposition 2 du §o3 appliquée à la fonction x
0

eBV(O ~DR) ., 

on a J ( f o p ) Da X G = J IR dy J f' ( x ) Da X G ( y ) ( d x ) o 

On opère de même pour jD 0 ul , d 0 après le coroll.aire 2 g 

JflDaul = J(f'o p)Jnax 0 1 et d 0 après la proposition 2 du §o3 

Jf'oplD
0

xal = JIRdy Jf(x)IDaxG(y)l(dx) o 

Remarques sur la proJ.?osition g l) On peut aussi montrer ( [M
2
]) que si u 

est une fonction mesurable sur n O la condition 

V A Ec.Jt.(n) o < ... 

entraîne que u appartient La démonstration repose sur 

une inégal.ité isopérimétrique dans la bouleo 
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2) La fo r:mule 

u e:. B V { n ) 0 admet 

Dx ?(G = _UoDu 9 valable 

lôrsque u est côntinue et 

u èst seulement dans BV(n) 

une généra1isation lorsque 

o c 0 est 1vobjet d'un paragraphe ul.térieuro 

5o Une caractérisation par les translationso 

. . . l ( ) . . ,. . . Propoisitiono ~ u eLloc n o Une condition necessaire et s;qft;1sanu 

pour que ueBV(n) est quep pour tout Ae:~(n) 11 il. existe C>O ll 
a>O tel que JAiu(x+k)=u(x)jdx ~ Cjkl (i) pour tout ke:Œn tel que 

jkl<a o 

Cela résul.te de deux lemmes g 

Lemme l.oSoit ueL 1
1 

{n) 21 Aeôê(n) et ke:ffin tel. que A+kc.O o oc 

Al.ors .J lu(x+k) = u(x)ldx ~ lkl J- jDuj o 
A A+k 

Démonstration g Soit (uh) une régularisation de µ 

l. 
uh(x+k) - uh(x) = J

0 

koDuh(x+tk) dt 

JAl"i,(x+k)-"i,(x)ldx _, lkl f /J:IDuh(x+tk)dt) dx = 

_, lkl J: dt JAIDuh(x+tk)I dx 

~ lkl J jDuh(x)ldx = lkl J ID~I 0 

A+k A+k 

On obtient 

lk I lim J I Duh 1 
h-+œ A+k 

Lemme 2o Soit ue.L 1
1 (n) D At:ù't(n) et C>O et a>O vérifiant la oc 

condition (i)o Alors JAIDul, n Co 



Démonstration 
CIZl,C)CZ).:Jc:::1)-,...,CD~CKlca!- l:m 

J u div 4i dx = 
n J 4i.(x+te.)-4>(x) 

lim ~ u(x) l. t l. · · 

t+o f:-r 

= li m ~ J -t,,,. ( X) 
t-i.o 4=:l 1 

y,(x-te i )=u(x) 

t 
1.=l. 

dx 

dx 

par passage à la limite dans une intégrale et changement de variable 

= [Cei)~=l. désigne la base canonique de mn] -

JA l
u(x=teti)=u(x) 

Pour tout t tel que jtj<a 9 on a =-==-======= du~ Co D 0 où 

Ju div 4i dx ~CI: l~il= et 

JA I nul ~ n C o 

Remarqueso l) Si n ~ l 9 JAIDul est 1a pluà petite constante C 

vérifiant ( i) o 

·2) s1· 1 ( n) ue:Lloc lR 

(pour tout kE:.lRn) 0 

3) Comme conséquence immédiate de la proposition~ on retrouve 

que BV(O) est invariant par les contractions ~ en particulier 0 si 

uc;:BV('1) 0 il en est de même de u+ 0 u et lul ; de plus si u et v 

appartiennent à BV(O) 0 il en est de mime de Sup(u 0 v) et lnf(u 8 v) o 

Enfin, si E et F sont des ensembles de ,p1érimètre fini relativement 

à O 8 il en est de même de EOF et EUF 0 il y a évidemment 

stabilité par intersection et réunion f'inies 0 mais pas en général. par 

intersection ou réunion in:finie o 

Traitons à titre d 9 exemple le cas de l 9 intersection in~inieo 
2 l ] -l On pose g u(x) = x sin 2 0 x e: Olll o G l 9 hypographe de u o 

X 

Soit (x.) la suite décroissante des maxima de u , 
l, 

u. (x) = u(x) 
1 

u.(x) = u(x.) si xe:]a 9 x.] 
l. l. l. 

G. 1°hypographe de u. o On a G = () G. o 
l. l. l. 

On sait que 

fini (dans 

G est ~e périmètre infini et que les 

]0!)1[~1R) 0 

G. 
1 

sont de périmètre 
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60 Propriétés de compacitéo A:nlicationo 

Proposition lo ~ a ~ y deux fonctioµ ~O définies sur üt(n) o 

Alors l 0 enl6iemble qf des f'onctionS ue.Lioc(n) 9,ui vérifient g 

est compact dans l 
Ll. ( n) o oc 

Démonatration 0 D 0 aprèia le critère de Ao Weil ~ Po52-54] o et la 0 
~=<:::)C:C,,::)C:OCOCDO:OdCc::,C:,a:c 

propo~ition §o4 8 'Jt est relativement compact dans Lioc(n) 0 Enfin g:-

eat ferm~ dans L~oc(n) d 0 après l.~ § o 2 8 prol)osition lo 

Remarqueo Une condition plu~ fine de compacité dans L~
0

c(n) figure 

dans iM1] g 

Prot2oaiition (1°)0 ~ nj l.a suite {finie ou non} de,s composantes 

connexes de no Soit· A.€-c..--t(n.) 8 o. ;:-0 et y une fonction ~O 
.....,,,,.,_,,, J J J -== 

L 0 ensembl.e g:- des .fonctions ueL~
0

c(n) 9,ui vérifient 

e~t compact dans l L
1 

(0) o 
oc 

Si i· 0 on admet également 1°inégalité "de Poincaré" 

Inégalité de Poincaré g Pour toute 

Qe:c::t(n) ~ de côté s O on a 

JQlu-aldx-< • ?:{ f QIDiul 

avec ~ = l~I JQu(x)dx g 

On obtient la proposition g 

Note (l.)o Un cube cartésien de côté s désigne 

Q = {(x 1 poo&.xn) 

point quelconque 

0 0 } Ù g x. "'x. <X.+s o 
l. l. l. n de IIR o 

et to~t cube cartésien(l) 

pour nous un ensemble 

xo = {x~0ooo~x:> est un 



Proposition 2o Soit (o.) la suite (finie ou non) des composantes J ... 
connexes de O o Soit (Q.) des cubes cartésiens tels gue Q.eA(o.) 0 J J J 
et soit y une l'onction ~o définie sur c:t(n) o 

Soit 
== 

<Ji = { u € L
1
1 

( 0) 1 oc 

Alors 1vensemble ~ est compact dans 

xe:Q.} o 
J 

E~~2 ~ ! ~ E ~ z .!~ ~- Si Q. est de côté s, on at par l 0 inégalité de 
J J 

Poincaré g 

En posant 

J I u{x) 1 dx 
Q, 

J 

pour un ensemble B. e ,jt( Q. ) 
J J 

tel que 

"" B, :::> Q. 9 on peut appliquer la proposition (1°) à ':F o 
J J 

Comme conséquence immédiate 9 toujours en suivant [M1] 0 on a 

Théorèmeo Toute distribution dont les dérivées premières sont des 

mesures est une ~onctiono Plus précis~ment 

Soit 
1-= 

u e: L
1 

( Q) 
oc 

TE:~O(Q) 

tel que 

tel que DT soit une mesure ; alors il existe 

V ♦ eS)(O) 0 <4>0 T> = J4>{x) u{x)dx o 

Démonstration --~.-::i-•--,--,.::,---Soit une suite régularisanteo On a dvaprès le §01 0 

pol.t'l' r>O ~ 

VAc.fr.(nr) 9 JAID(Th* T)l ·~ J
0

rjDTj {pour 

Soit (n:) la suite des composantes connexes de Oro 
J 

D'après la proposition 2 9 il existe des consta~te~ (c{j)) 
h h .l >-=-r 

telles 

que la sui te {Th* T - c(j)} soit relativement compacte dans 
h h>.!, 

Lioc (oj) " 
r 

Comme la suite Th ,t T converge dans S)o(nr) vers T Q on en déduit 

la suite {c(j)} est bornée i et donc la suite {Th 'lt_ T} 
l 

est 
h h>l h>-==-

r r 

que 
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relativement compacte dans 

diagonale 

L 
1
1 

( n: ) 0 s o i t dan s 
oc J 

Soit u E:.L1 (nr) 
r loc une valeur d 0 adhérence de cette suiteo On a 

On en déduit 

ue:L 1
1 

(0) 
oc 

< cl> e T> = J cl> 

u O (x) = r 

u dx o r 

U (X) 
r si r 0 <r et 1°existence de 

tel. què 

u(x) = u (x) 
r 

r 
Po Po xe: 0 

et u vérifie 1°égalité du théorèmeo 

Remarques g 

l) Des résultats analogues sont établis pour O = m0 dans 

Schwartz g Distributionsp chapoVI 0 3ème éditiono 

2) L~ théorème ci-dessus peut-itre précisé ainsi I toute fonction 

u e: BV(O) appartient à L
1
P (0) avec p = ~ o La démonstration de 

oc n-1 
ce résultat 9 dû à Fecie-rerl) util.ise en particulier une inégalité isopé-

rimétrique pour les ensembles de périmètre finie 

3) La propo~ition l de compacité - d 0 ailleurs démontrée directement 

par De Giorgi dans le cas où les fonctions u sont des fonctions carac­

téristiques d 0 ensembles - est utilisée dans 1°étude des ensembles de 

périmètre fini, qui est l'objet de la deuxième partieo 
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Séminaire sur les semi-groupes 
et les équations d 0 évolution 

Orsay 1971-1972 

Expos~ de Philippe BE~ILAN 

"EQUATIONS D0 EVO+'UTION DU -SECOND ORDRE" 

où 

Nous étudions le problème de, la forme 

2 
~(t) e A(t) u(t) D u(O) = 
dt 2 u 

0 
Il U borné sur 

VIol. 

Ce problème a été notamment étudié par V o Barbu [1] et Ho Bré z is [2] 
dans le cas d 0 un opérateur maximal monotone dgun espace de Hilbert 

indépendant de t c Dans une première partie 9 nous développons pour ce. 

problème une théorie d 0 approximation type "Yosida" dans un convexe 

fermé d 0 un espace de Banach quelconqueo Dans une deuxième partie nous 

étudions le problème pour une famille dijopérateurs monotones d 0 un 

Hilbert dépendant de t 9 

Io Etude dans un espace de Banacho 

X désigne un espace de Banach de norme 1 o 1 0 de produit 

[xf)y] e: X" X \=-li,-

d 0 application de dualité F 0 

= lim 
H·o 

Jx+).Yl2 - lxL: 
2). 9 

Démontrons d 0 abord le lemme général suivant g 
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Lœmme lo Soit 4> une fonction convexe continue sur 1e Banach X et -== 

tel. que d
2

u l(· ) ~ e L 0 9 T;X o Al.ors la fonction 
dt 

t ~ 4>(u(t)) est dérivable à droite en tout t <s: [0 9 T [ 
+ 

d d dt 4>(u~t)) = eup {<d:{t) 11w> 0 we: a4>(u(t))} • la f'onction 

eDt à variation bornée et pour tout 

jt d d+ 

s dt (dt 

il UO(t) 

4>(u(t))) dt e Enfin en tout point 

sont dérivables® on a 

Démonstration 

Donc 

avec e:(h) """"'?' O J.orsque h ~ O o 

t(u(t+h)) - t(u(t)) = t(u(t))+hu 0 (t)) ... p{u(t)) 

h h 
c 

+ t(u(t)+huw(t)+he:(h)) - t(u(t)+hu~(t)) 

h 

D 0 une part 8 on sait (cfo MOREAU [3]) que 

t ( u ( t ) + h u 
O 

( t ) ) - P ( u ( t ) ) ,,,_,.. s up { ·< u O ( t ) 
0 
w > ; w e a 4> ( u ( t ) ) } lors que h ~ O 

h 

d 0 auire part 4> est localement lip&chitzienne 8 donc il existe k et 

ô>O tel que pour lhl~ô , 

Jp(u(t+h)) -, p(u(t)+hu 0
(t))I ~ kle:(h)I ~ o lorsque h ~ 0 o D0 où 

h 
la première partie du.lemmeo 

Soit maintenant O~s~tc:T o Choisissons w c:s a4>(u(t)) et 

v e: a 4> { u { s ) ) tel. s que 

u dt (u(t)) = <uv(t) 9 w> et 

d+ d+ 
dt4>(u(t)) - dt4>(u(s)) = <u'(t)-u 0 (s) 9 w> + <u 8 (s) 0 w-v> o 

Or u(t)-u(s) 
t 

= (t-s) u 0(s) + J
8

(t-T) u"(T) dT 8 d 0oa par monotonie de 



Donc qui 

démontre la deuxième partie du lemme (cfo [4] 0 Appendice)o 

Enfin si 
d+ 
7t4>(u{t)) et sont dérivables en t ., on a 

lim ~(u(t+h)) + 4>(u(t-h)) - 2f(u(t)) 

h•o 2h
2 et 

"'°(t) 1 . u(t+h) + u(t=h) = 2u(t) ... = J.m 

h~o 2h 2 o Or pour W€ a4>(u(t)) fixé 0 

•<u(t+h)+ ♦ (u(t-h))-2•(u(t)) ➔ cu(t+h)+u(t-h)-2u(t)ew> pour tout h 9 

d 0 où la dernière partie du lemmeo 

Rappelons qu 0 un opérateur A de X est •=accrétif si 

Co~ollaire 2o Soient 

de X et -
(ioeo 

d2 
~(t) e: A(t 9 u(t)) 
dt 

t ~ 4(u(t)=v(t)) 

o Alors la fonction 

est convexe o 

Proposition 3o Soient C un convexe fermé de X O 3(t 9 x) une applica= 

tion de J Oil+cx,[ x C ~ C vérifiant g 

PoPo te;]0 9 +<»[ il x ~ J(ti)x) e~t contractante 

V€ C II t (t»x) est mesurabl.eo 

On suppose de plus que 1°.une dea deux condition;a suivantes est 

vérifiée 

(i) C est bornéeo 

{ii) il existe 

Al.ors pour tout 

X e: C 
0 

u(O) = u , u bornée 
0 

tel que 

que 
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De plus pour tout t e. ro e+m [ Il on a 
- -=--= 

si û est solution correspondant à G O la ·fonction 
0 

t ~ lu(t)-û(t)\ 

est décroissanteQ 

et sous l 0 hypothèse ii) Il !lu-x Il ~ lu -x 1 + J03

tlx -l(t 9 x )ldt c o tm o o 
O 

o o 

E!!2!!~!!!!~2-~~-!!~E!2i2!!~~~!-~ : D
0 après le corollaire 2 0 si u et 

û sont des solutions correspondant à u
0 

et û
0 0 la fonction 

t ~ lu(:t)=û(t} 1 est convexe O étant bornée el.le est décroissanteo 

En particulier on a unicitéo 

Pour tout· u 

est bien définie et 

continue de dans C o On a de plus Il Tul. =Tu 2 li 00 
~ k llul. -u 2 jl .,.. 

L L 

_où k est un rapport 
d2 1. . 
.......... 

2 
(Tu) <S L

1 
_ (.O e+•CII .X) 

dt oc 

de lipschitz commun à tous les l(t 0 o) 0 et 
d2 

avec ~ (Tu) { t ) = u ( t ) - 3 ( t eu ( t ) ) pop o t o 
.,4t2 

.2 
Utilisant le lemme 1 0 on a ½ITu(t)=x 1 ~ -lx =J(.t 9 x )J 

dt o o o 
et 

CO 

donc IITu-x ~ <S lu =X 1 + J tlx =l(t 0 x )jdt o On en déduit l.orsque 
o Lco o o 

O 
o o 

k<l • J. 0 existence {et 1°unicité) d 0 une fonction ue:<-eb([0 8 +m[;C) telle 

que Tu = u o 

Considérons alors pour 
1+ t 

où X 
0 

eiet 

le point sélectionné sous l. 0 hypothèse ii) et un point quelconque de C 

sous 1°hypothèse i}o La fonction 3e: vérifie. les hypothèses de la 
l Proposition 3 et est de rapport de lipschitz -====- <l o Il existe donc 

l+e: 
d

2 u 
._,, l [ e: u e. ~ ( 0 9 + m [ • C J uni que tel que ======= = u · 

c dt2 é 
U Il 

0 

u borné o e: 

Compte tenu du deuxième paragraphe 0 u est uniformément borné 0 e: 
soit Il ue: Il m ~ M o Utilisant le lemme l 0 

L 



~ - 1&=€0 1Jx
0

1 et la fonction 

t2 
t t===9- lu&(t)~ue 0 (t) 1 + le-ce I jx

0
j 2 est convexeo 

VIo5 

On a donc lu (t)=u O (t) 1 ~ 1L!u (L)-u w (L) I + le~e0 I lx lt L pour tout 
& e e & o 

O~t~L<+o:a soit en :fixant T>O 8 !lu -u 0 11 ~ ~ + T{x )(c-eQ) L 
e c Lm(O~T) L o 

V L>T o Donc u converge uniformément sur iout compacte Par passage 
€ 

à la limite dan:a 

u ( t) 
& 

on obtient la Propositiono 

Coroll:aire 4o Soient C convexe :fermé de X e(A(t)).t<ë]01i+m[ ~ 
famille d 8 opérateura ac@~étif~ de X tels que 

(I+J.A(t)){C) J C 

On suppose de plus que 1°une des deux conditions suivantes est réaliséeg 

i) C est barnéeo 

Jm /' ii) Il existe X eC tel que 
0

tlA(t)x
0

jdt < 
0 

Alors pour tout u e: C et tout ;\>O Q il existe 
0 

uniiue teJ. si, ue 

u À ( O ) = u 
O O u. À b o rn é o 

.,,D_e....,.P,..,l=u=s==s.,.o=u=s===l=-=0 h_,y-p=o=t=h=è=s ... e_.,,.i .... i) 0 Il u À - x Il ~ 
o Loo J

a, ,...,,...._ 

lu =X 1 + tlA{t)x I dt o 
0 0 0 

0 

Il su:f:fit d 0 appliquer la Proposition 3 à la :fon@tion VÀ (t) = UÀ (t/>:) 0 

0 
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Remarque 5o Lorsque A(t) = A indépendant de t I l 0 hypothèse ii) 

exprime que A- 1 (0) () C :# {lJ e étant donné x E: A=1 (o) ()C O (I+ÀA)- 1 
0 

1aisse invariant le convexe · { 1x-x
0
1 ~ 1 u

0
=X

0
1} () C et on est ainsi 

ramené à 1vhypothèse i) 
1°hypothèse i) implique 

t lorsque X est uniformément convexe 

A=
1 co)nc,;." o 

Lorsque· A(t) =A+ f(t) 8 l 0 hypothèse ii) est en particulier 

vérifiée s 9 il existe y e:A(C) tel que J ... tly +f(t)jdt < +co o Nous 
0 0 0 

avons dans ce cas 1eapproximati~n 

Corollaire 60 Soient A un opérateur m=accréti:f 

f . Joe+co[ ~ X mesurable tels que o· R(A) . 1) 

Alors pour t,out u e:. X et tout ·l'>O • il existe 
0 

unique tel que 

u 1 (o) = u
0 

t uÀ bornée 

De p1us alors Uu1-x
0
UL& ~ !u

0
-x

0
p + J:tjf'(t)j dt 

est soiution correspondant à f et - ,.. 
u 1) 

0 

de X et -
et 1 "" t I f' ( t ) !, dt +m 

0 

u:>.. e-e ( [o 0 +o [,·X) 

Mis à par~ le cas hilbertien 11 nous ne savons démontrer la convergence 

que dan~ dea cas très particulierso 

Proposition îo ~ C un convexe :fermé de 

On suppose g 

X et A = 

popot e:]0 0 +co[ 9 x ~ A(tex) est accrétif 9 uniformément continu sur 

les bornés de C et pour tout À>O c éI+~A(t 9 o))= 1 (C).:> C 

Y x € C 8 V i\>O 0 la f'on~tion t ~ (I+ÀA(t1i o) )= 1 .x est mesurable g 

il existe Mg [oo+œ[ ~ [oo+:.r continue telle que IA(t.,x)l~M(lxl) 

Popote V x 0 enfin l~une des deux conditions 

i) C eBt borné o 

CD 

ii) Il existe X e:C tel. que J
0

tjA(t 9 x
0

)jdt < +ao 0 
0 

Alors pour tout u êC 9 il exiiste u e<e( [ol)+œ[,c) unique tel gue 
0 



u borné o 

2 
~(t) = 
dt 2 
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A(t.,u(t)) 

1e corollaire 4 9 il existe uÀE-c.t'([01i+=[ïC) unique tel que 

mément borné o 

On a .$ M = M ( s up ( u À ( t )) ) o 

À .,t, 

Donc IJ-µ(t)uÀ(t)I ~ luÀ(t)\ + M~ est uni.formément borné et 

Etant donné E>O ~ i1 existe donc ~>O tel que pour ). 0 µ~r on ait 

IAÀ{t)u 1 (t) - Aµ{t)u
1

(t)! ~ 2E et donc la fonction 

t ~ lù,(t)-u (t)I + e::t
2 

convexeo Reprenant le même argument qu 0 à la 
A µ . 

Proposition 3, uÀ converge uniformément sur tout compact de [oGi+co[ o 

La limite est évidemment solution du problèmec L 0 unicité de la solution 

résulte du corollaire 2o 

Proposition Bo~ ~A le générateur infinitésima1 d 0 un semi-groux>,; 

linéaire équicontinu de classe (C ) o Pour tout u € D(A) Q ·il existe 
2 0 0 . 

ue<e ([0 0 +..,[1x) .unique tel qûe u(O) = u
0 0 u borné., u"(t) = Au{t) 

V te: [ou+'"'[ o 

E~~~~!~!!~~~~ g On peut toujours supposer 0 en renormant 1 9 espace 0 

A m-acc~étifo Posant s
1

-(t)u
0 

1a solution de 
2 

d u 1 
dt2 = AÀuÀ D uÀ{O) = uo O UÀ bornée on a SÀ{t)Aµ = AµSÀ(t) en effet 

2 
= A cL u, c t » = 

µ dt2 A 

A u 
µ 0 



A uÀ(t) = SÀ(t)A u o µ . µ 0 

~ -IA u -Au 1 0 
À O 1.1 0 

Supposant u ~ D(A) 0 AÀu -=> Au lorsque À ~ 0 et donc u, 
0 0 0 ~ 

converge uni:formément sur tout compact de [o ll+ 00 [ ; soit 

u{t) = S(t)u sa limiteo 
0 

SÀ (t)AÀu -=+- S(t)Au uniformément sur tout compact 
0 0 2 

u E. te
2 

( [ 0 9 + a:> [ • X ) et d ~ ( t ) = S { t ) Au o Mai s on a 
dt o 

AÀS(t) = S(t)AÀ et donc S(t)A = AS(t) ce qui achève la démonstrationo 

~emarque 9o On peut trouver simplement ce résultat en utilisant la 

théorie des puissances fractionnaires d~un opérateur; cependant cette 

démonstration semble un moyen de développer d 0 une autre manière cette 

théorieo 

IIo ~tude dans un espace de Hilberto 

Dans toute cette partie H désigne un espace de Hilbert réel de 

Produit scalaire (ollo) et de norme lol o 

Nous nous donnons (A(t))tŒ]Oll+=[ famille dQopérateurs monotones 

de H de domaine contenu dans un convexe :fermé Cc Nous supposons 

(H2) Il existe K 

tout ue.ce 1 ([ol)+ 00 [,c) nLCG{o~00 .c) Il pour tout ).>0 11 la :fonction 

t f=-}. lÀ(t)u(t) = {I+ÀA(t))- 1 u(t) soit mesurable et 

(H3) Il existe X e: C 
0 

tel que tlA(t)
0 x ldt < + 00 o 

0 
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Remarquons que la condltion (H2) implique que pour tout xe: C et 

tout ).>O 9 t ~ lÀ (t)x est à variation bornéeo Posons 
,V ~ ,A(t)x = lim ess, 'À(t+h)x. La fonction t ~ 

h+o 
:IÀ(t)x est continue~ 

~ droite 1 'À(t}x = ~À(t)x popot et donc pour ue:<(f{(0 9 +-=[,c} 11 

,V 

lÀ{t)u(t) = JÀ(t)u(t) popot et V À>O a par passage à la limite la 

~ fami1le Ji(t) vérifie ~ 

il existe donc A{t) monotone unique tel que 3À(t) = (I+).A(t))= 1 c 

La. fa.mille (A(t))te.[Oti+""[ vérifie (Hl 9 2 0 3) 0 enfin si uecë([o 0 + ... [~C) 8 

Â(t)u(t) = A(t)u(t) papct €]0 9 +œ[ · o On peut donc supposer 0 sans 

restreindre la généralité, A(t) défini pour tout tc[0 0 +œ[ 0 -!1:,__(t) 

défini pour tout te: [o 9 +m [ et t ~ !JÀ (t;)x continue à droite pour 

tout x €: C ~ 

Remarquons enfin que la condition (H2) implique aussi que pour 

tout x~c 9 tout À>O 11 !A(t)Àx - A(s)Àxl ~ K(lxl} 'r/ sflt~O 

et donc que D(A(t)) est indépendant de t a nous noterons D ce 

domaine o 

Théorème lo Sous les hypothèses précédentes 0 pour tout 

UE'.ct'{ [0Sl+ 00 [ 1C) unique telle que 

d2 u l 2 
== e L

1 
(O~+œ 0H) 1) ~(t) c:: A(t)u(t) 

dt 2 oc dt
2 

u_(-0) = u u borné o 
0 0 

rt du /43 d2 u 2 De pl.us -== et 
dt 2 e L (0 0 +œ 8H) 

dt 

si du d2 u 2 et u €. D • = et 
dt 2 €:. L (0 8 œ;H) 0 ·o dt """"" 

u eD 
0 

il. existe 
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E~~~~!~!!~i~~-2~-~~§~!~~=-±o On peut toujours supposer x 0 = 0 : 

D 0 après le corollaire Io4e pour tout ).>0 0 il existe u)..:<é'{ [0 0 + .. [;c) 
d

2 u 
soiution de~= A(t)ÀuÀ 9 uÀ(O) = 0 9 u). bornée Nous savons de p1us 

dt 

que ~uÀII.., ~ lu
0

I + J:tlA(t)>.x
0

ldt .$. M = lu
0

1+ J:_t!A(t)
0

x
0

ldt o 

D 0 après (H2) 9 IA{t)ÀuÀ(t)I ~ IA(s)).x
0

1 + IA(s)ÀuÀ(t)=A{s)Àx
0

1 + K(luÀ(t)I) 

et donc utilisant (H3) 9 1/u~II.., ~ K(M) + '! 0 en particulier 

continue sur [08 +=[ o Enfin u'r est continue à droite sur 

Estimations de o On a 
du). 2 

= ldtl + (A(t)ÀUÀ9UÀ) 

dui\ 2 
~ lëît"'I + (A(t)ÀX09UÀ) o 

On en tire et donc 

est convaxe~ &tant born6e elle est 

particulier 

Donnons-nous y g [00+œ[ ->- [oll+m[ croissante de classe c
2 

0 

en int6grant deux fois par parties 

J:y(t)lu~(t)J
2

dt ~ MJ:y(t)IA(t)
0

xol + y(T)(ur(T),uA(T)) y(O)(ur(o),uo) 

- y'(T)½l ■,(T)l 2 
+ y'(o>½luol 2 

+ s:y•(t)luA(t)! 2 dt, 

Prenant y(t} = l O on obtient 

Prenant y{t) = t I on a 
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Estimations de u; o On a 

d
2 

l 2 2 ~ 2 1u).(t+h)-uÀ(t)I = lu;_(t+h)-ul(trj_. +.(A).(t+h)u,_(t+h)-AÀ(t)u,_(t) 0 
dt 

u,_(t+h)-u).(t)) ~ lu;_(t+h)-ur(t)l 2 

+ (AÀ(t+h)u).(t)-AÀ(t)uÀ(t) 0 uÀ(t+h)-u,_(t)) o 

Multipliant par y et intégrant par parties 0 on obtient g 

JTy(t)/ul(t+h)-uA(t)j 2
dt ~ K{M) sup y{tJluÀ{t+h)-u,_(t)I 

o [0 11T] 1+t 

+ y{T)(ul(T+h)-ul(T)9uÀ(T+h)-u,_(T)) - y(O)(ur(h)=u;_(o)ouÀ(h)-uÀ(O)} 

- y 0 (T)½luÀ(T+h)-uÀ(T)l
2 

+ yv(o>½luÀ(h)=uÀ(o)l 2 

T 
+ j

0

y"(t)½luÀ(t+h)-uÀ(t)j 2 dt 0 

divisant par h2 et faisant h~O O on obtient donc 

T 

Jo
y(t)lui(t)l 2 dt ,< K(M) sup J.itllu 0 (t)I + y(T)(u"(T) 0 u 0 (T)) 

[01>T] 1+t2 À À À 

T 

- y ( 0 ) { A ( 0 ) À u O 1) u l ( 0 ) ) + ½r O 
( 0 ) 1 u r ( 0 ) 1 2 

+ JO y Il ( t >½ 1 u r ( t ) 1
2 

dt 0 

Prenant d O abord y(t) = 1 0 on obtient puisque 1im (u';_(t) 0 ul(t))~O 

car u" e:. L 
À 

... 
et 0 2 

UÀ €. L 9 

t-+-m 

J
... 1 u O 

( t) 1 
lui(t)l 2dt ~ K(M) sup À 2 - (A(O)Àuoour(o)) 0 

o [011+00 [ l+t 

J+= / J+oo / 
0 r I u r ( t ) 12 ~ 2 ( t I U À ( T ) 1

2 
dt ) l 2 ( t I U i ( T ) 1

2 d T ) l 
2 

9 d o où 

lluill~ ~ K(M)l2llu111;
12

11uil1;12 - (A(O)ÀuOl\ur(o)) et 

(3) llu~IJ2 ~ (No K(M)l/3llull/!/6 + l(A(O)Àuoeu!(O))jl/4)2 

où N 
0 

est une constante numérique (N 
2. l/6 ( fi+l.) 

= . l /3 - ) 0 

4 0 
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Prenons y(t) = (l+t)a avec a>O o On a 

JT(l+t) 0 lui(t)l 2 dt ~ K(M) sup (l+tJalul(t)I + (l+T)a(u;(T) 0 u!(T)) 
o [o 9 T] l+t 

T 
- (A(O)ÀUOoul(O)) + ½<ur(o)~

2 
+ JO a(;-

1
>c1+t)a=

2
1ur(t)l

2
dt 0 

Pui s que ( 1 + t ) 1 / 2 
u l ( t ) e L 

2 
8 

on a (l+t)a- 3 / 2 u~(t)e L2 ~ lim (l+t)acu;(t)eul(t)) ,< 0 , 
+-+m 

d 0 autre part 
+m +m 

(l+t)a= 2 (u~(t)) ,< 12cJ {l+t)ju 8 (t)l 2 dt) 114 cJ (l+t) 2 a- 3 l2 1u"{t)f 2 dt) 114
9 

I\ t >.. t 1À 

donc (l+t)a- 3 / 4 u~(t) e:L 2 . > (l+tJalu~(t)I eL"'" a enfin 
l+t 

T 
a~3 > limJ a(;-1.) (l+t) 01=2 1u~(t)l 2 dt < += o 

T+m o 

En dé.finitive si a.S3 9 (l+t)«- 3 / 2 u~(t)E:L 2 > (l+t)a/ 2 u~(t)e:L 2 
0 

On ·en déduit . ( l+t) <1/2 ur e: L 2 pour tout a<3 o 

On a al.ors (l.+t)a=
2

1u;.(t)I ~ 1211c1.+t) 112 utll! 12 11c1+t) 012 u~ll! 12 et donc 

ll(l+t) 0(/2 ui 112 borné indépenq.amment de a o On en déduit 

(l+t) 312 u; e.L
2 

o 

Estimons alors llt 312 u~ll2 o Prenant y(t) = t 3 
11 on a 

et donc 

(4) Il t 312 u~ 1121 ~ M
3 

ne dépendant que de K(M) et M
1 

2 
(M3 = (No K(M)l/3 M~/2 +. M}/4). o 

On a tlul (t) l ~ ✓211/tul ll;12 
llt

312
ui llî

12 
9 et donc 

( 5 ) 

Faisant y(t) = t ~ on a 



m 

(6) J
0

tlu';_(t)l
2

dt.s K{M) M4 + ½lui{o)J
2 

Estimation de uÀ {O) o On a 

et donc si u e:. D 
0 

Passage à la limiteo On a 

l d
2 

2 ""'===-lu (t,)-u {t)I 3- {A(t),u,{t)-A{t) u (t) 0 u,{t)-u (t)) 
2 dt2 >. µ · ,,. ,,. . µ µ ,,. µ 

VIol.3 

~ ( A ( t) À u À { t )-A (.t) µ uµ ( t ), 0 >.A { t) À \1 À ( t )- µA ( t) µ ul-1 { t) ) 

~ À;µ[IA(t)ÀuÀ{t)-A(t)µuµ(t)l
2

+1A(t)>..u>..(t)l
2 

- 1 A ( t ) u ( t ) 1 
2

] 
µ lJ 

et donc pour À~µ>O 9 

Supposant u
0

e:D O on a donc d'après (6) et (7), uÀ converge unifor­

mément sur [o O +m [ sa limite o 

D0 autre part on a pour tout t>O 9 

1:d■ 1:~IAl•l~u1 (,)J
2

d, f 1orsque ai 

et pour >..~µ>O • 
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d 0 où faisant tendre t ~ +œ et divisant par t et .faisant t =4>- o 0 

l.orsque À,1,0 

et pour À;).µ>0 0 

J:(l+t)IA(t)ÀuÀ(t)-A(t)•u•(t)l
2

dt ~ J:(l+t)IA(t)XuA(t)l 2
dt 

- Jm ( l. + t ) 1 A ( t ) u ( t ) 1
2 

dt o 
0 µ µ 

... 
Lorsque u.

0
e:D 9 J

0

(l+t}IA(t)ÀuÀ(t)l
2

dt est borné d 0 après (3) 0 (6) 0 (7) 

et don~i(l+t)AÀ(t)uÀ(t) converge fortement dans L
2

(ot+ 09 ~H) o 

Donc Y(l+t)u~(t) ~V(l.+t)u'v dans L
2 (0 0

00 9H) o 

Enfin IJÀ(t)uÀ(t)-uÀ(t)I ~ ÀjA(t}ÀuÀ(t)I et donc JÀ(t)uÀ(t) ~ u(t) 

dans Li
0

c([o 0 +oe[ 0H) o Ceci montre que u'v(t)e:A(t 0 u(t)) popote::]01>+a[ 0 

~ar l. 0 opérateur A(t) est fermé dans H c 

Considérons alors u e:. D o Etant donné 
0 

@orrespondante on a ~lû=ull ... ~-lu
0

-û
0

I , donc 

sur [01>+""[ ~ soit 'If sa limiteo 

Û
0 

e: D et ÛÀ la solution 

u converge uniformément 

Soient ô>O et À ,4,0 o Il existe d 0 après (4) t e:]0 0 ô[ tel que n o 

borné o On a 'v t~t 9 et donc 
0 

uniformément sur [t
011

+m [o D 0 où puisque u(t
0

) e D 9 

1a démonstrationo 

Remarque 2o On obtiendrait le même résultat en prenant à la pl.ace de 

la condition (H2) la condition g 

[0 9 +m[ t=+. [0 9 +œI croissante telle que pour 

tout x e:-C 9 tout À>O .i 
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Corollaire 3o Soient A un opérateur maximal monotone de H avec 
~ 

0 e: R(A) 9 ~ f g [0 0 + 00 [ i=,,+- H mesurable vérif'iant 

J:tlf(t}ldt < +oo 

J:c1+t
2

) lr(t+h·)-r(t) !dt < += V h>O o 

Pour -tout u
0 

e D{A) 0 il existe uE:ce( [01>+00 [ 9H) unique tel. que 

d
2 u -

dt 2 

u(O) = 

On a de 

et si 

l 
e:L

1 
(O~+oo;H) 

oc 

u ~ u bornée 
0 

plus lt~ 
dt 

u e:: D(A) du 
Il """"" 0 dt 

0 

et 

" 

d2 
;(t)e:.Au(t) + f{t) P•Pot e:]OQ+œ[ 

dt 

Remarque 4o Etant donné A maximal monotone avec O eR(A) et 

f g [0 0 .... [ ....,. H mesurable vérifiant f00

tlf(t)ldt < += 0 on peut 
o 2 

définir une solution faibl.e au sena de [5] du problème d ; ë.A + f 0 
dt 

u(O) = u ~ u bornéo D0 après (1) cette solution véritie 
0 

~ du 2 
t~ dt€ L (0 8 oo;H) c 

Corollaire 5o Soit C convexe fermé borné et A un opérateur monotone 

~ H telle que pour tout À >O Q ( I+ ).A) ( C) ::> C o Alors pour tout 

u e: D(A) n C , il existe uece'( [o 0 +<»[8C) unique solution de 
0 . 

d
2

u 
- € Au 9 u ( 0 ) = u II u borné o 
dt2 o 

Suivant [1J et [2] étant donné A 

u borné c 

maximal monotone avec 

d
2 u 

--==-= eAu O u(O) = u ~ 
dt2 o 

Oe:R(A) 9 

s1i 2 (t) est un semi=groupe de contraction sur D(A) 0 on note A
112 

son générateuro 
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Po~e.nt D = {u e.D(A) 
a o 

des estimations de la démonstration du théorème 1 0 les inclusions 

suivantes g 

Da croît lorsque a croît de O à 3/2 et n312 = D(A) o 

= D("A)c D 
0 

0 

U Dac D(AJ./ 2 ) c D1 / 2 a~l/2 

- Da= {UOE: D(A) a ta~l !t s1/2(t)uo e:L
2

(0, 03 iH)} o \f a>l/2 c 

Con6idérant S
18112

(t) le semi-groupé éngend~fi par (A1 ) 112 - A1 ;
112 

, 

on a obtenu les convergences 

lorsque 1.-i, 0 9 

lorsque 

dans 

À ~ 0 0 

VueD(A) 
0 

Vu e. D(A) 
0 

lorsque 

= s1 .i 1 / 2 (t)u~ =+ s 112 (t)u
0 

uniformément lorsque À """"'l>- O 

et si u
0

e:.D(A)ll js 1 , 112 (t)u
0

-s 112 (t)u
0
l ~ /1jA 0 u

0
jdist(u 01 A- 1o) 0 

V t;,.o 9 Y 1 >o o 

borné 

Il serait intéressant de démontrer la réciproqueo Notons quvelle est 

vraie lorsque A= acp avec cp convexe socoio p_ropre- positive 0 car 

alors IA1.Ql/ 2 u
9

j = l2cpÀ(u
0

) t lorsque 1.+ o On a alors 

A À ~ 1 / 2 u. o ~- A~/ 2 u o 0 

Théorème 60 Etant donné R 

li 0 (AP{t)){t9p)E:[Oo+oe[xR 

contenu dans C vérifiant 

un espace métrique 9 C un convexe fermé de 

famille d 0 opérateurs monotones de domaine 
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t ~ Ji(t) u(t) est mesurable et continue à droite 

~ s:(l.+t
2

)1:Ji(t+h) u(t) - :Ji(t) u(t)ldt:~"Ah K(j\ull,..) 9 V h>O 

et donc D(AP(t)) est indépendant de t ~ on le notera D o 
p 

- il existe p ~ xp borné et K constante tel.a que 
0 0 

... J
O 

t j Ap { t ) o X~ 1 dt ~ K g Vp 
0 

= \1 ).>0 , V t O V p l=;l>,- xp continu avec 

~ P 1-==?-~ i ( t ) xp continue c 

Al.ors pour tout 

les aRplications p 

p \=+ 

i=,,,+ up et p 

continu avec up e: D pour tout 
0 p 

~ :~~": sont continues de R 

P e 

<e( [oe+""fac) et ~(]0 0 +mJ i)C) respectivement muni de la topologie de la 

convergence uniforme sur tout compact 9 où up est la solution de 
d2 p 
~ e. AP ( t ) up 

9 
up ( 0 ) = up • up borné o 

dt2 o 

Notons to~t de suite le corollaire compte tenu des résultats de ~]o 

n ,, 
Coro1laire Îo Soient ~ 9 A v,erateurs maximaux monotones de H 

vérifiant ~ 0 e. R(A) 9 ô e: R(An) . et ( (An )-l ) 0 (0) est borné" 

D(A) C n 
n 

Alors l (I+i\A
112

) x 0 

Démonstration dwthéor~~e 6e Soit Pn 
~~---~------~-~-~-~~~~~~~=~ 

p 
A(t) = A 0 (t) 0 xn 

0 

Fixons T>O o 

•x' 
D' 0 

e,o n 
= X D U 

0 0 

p o Posant 
0 

9 u 
0 

= ,lo 
0 0 
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Çonsidérons V 8 V 
n 

les solutions respectives de 

rl
2 2 ~V ., un n d v n 

- 2 eA (t)u 9 -====2 = A(t),v 1>-=== --

dt n dt " dt 2 
qui sont bornées et 

prennent les valeurs respectives 

donc il existe M indépendant de n et À majorant toutes fonctions 

Iule lu le lvl, lv 1 0 n n 

D 0 après (8) 8 (6) et (7) on a 

llun=vnlJm ~ lun·=v~I + Àl/2(Cl+c2jAn(O)ov~.jl./2) 

lfu-vllm ,< lu
O
-v

O
l + À

112 (c
1

+c 2 1'A(0)
O v

O
1·112

) 

où c
1 

et c
2 

spnt indépendants de >. et n o 

D0 autre part on a 
d2 
dt 2 jvn{t)=v(t)j ~ =IA

0
(t)Àv-A{t)Àvl 0 

Fixons L➔ T et posons M = sup 1An(t)>.v-A(t) 1 vl i remarquons que 
n ~o~ , . 

dépend de À et L O mais que pour À et L f'ixés 0 M ~ 0 
n 

lorsque n ~ m o On a 

Utilisant toutes ces estimations on a 

lim Uun-ull.,. ~ 2lu
O
-v

0
l + 2À

112
(c 1 +c 2 1A(O) v

O
ll./ 2

) + 
2

~T 
n➔m L (0 0 T) 

car JAn(o~
O

v:I ~ IAn(O)À_li:I ~ jA(O)Àv
0
l o 

M 
n 

CeGi étant vrai pour tout 

mément sur [o O T] o 

À>O et tout L ➔ T O on a u ~ u 
n 

uni for-
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