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JOURNEES DE THEORIE ANALYTIQUE ET ELEMENTAIRE DES
NOMBRES
ORSAY., 2 ET 3 JuIlN 1980

Des jowwnBes de ThiZorie Analytique et ELZmentaire des Nombres
ont 22 organisies a Onsay Les 7 et 3 juin 1980, avec L'aide financilre
‘de £La Socigté Mathématique de France.

Ces fournBes ont runi une cinquantaine de participants, dont
5 gtnangerns : P.D.T.A. ELZ{ott (Boulder), G. Greaves (Cardiff), H. Iwanied
(Varsovde), R.W.K. Odoni (Exeter), W. Schmidt (Bouldenr).

Nous avons nassemblZ dans ce fascicule Les tfextes des différentes
conférences sauf celle de W. Schmidt, qui sera publiZe ailleurs.
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SUR UNE CONSTANTE LIEE A LA DISCREPANCE DES SUITES.

R. BEJIAN

Soient x>0, k wun intervalle du tore T et u.==(un)n une suite sur T ;
notons A(k,x,u) 1le nombre des entiers nsx pour lesquels u, appartient & k.

L'écart correspondant est la quantité définie par

E(k,x,u) = A(k,x,u) - xa(k)
ol 2(k) désigne la longueur de 1'intervalle k.

Les discrépances D(x,u) et D*(x,u) & 1'origine sont définies par
D(x,u) = sup |E(k,x,u)|
k

D*(x,u) = sup1 |E([0,a[,x,u)}.

O<a<

Nous définissons de méme la discrépance en x relativement 3 un intervalle I du
tore en posant

Dy (x,u) = sup [E(k,x,u)| .
kcl

W. Schmidt (1) a montré 1'existence d'une constante C*Z;T%E telle que pour toute
E——— * 1
suite u on ait Tim D1og’n > C . Par ailleurs pour Ta suite de Van der Corput nous
N
avons 1im D*(N) < 1 = 0,48 Ceci prouve que Ta minoration précédente est
N Tlog N 7 3 Tog 2 piTeee e

la meilleure possible en ce qui concerne le logarithme, et que nous avons 1'encadre-

ment 0,01 < C* < 0,48, Nous pouvons donc chercher une meilleure estimation de C* ;



2. R, Béjian

comme D* < D < 2D*, i1 existe une constante C telle que pour toute suite u,

Tim ?églﬁl z C et le méme probléme se pose pour C .
N
Nous avons les encadrements.

0,06... < C* < 0,22...

0,12... < C 0,38... .

in

Les majorations sont dues a H. Faure (2) et les minorations résultant du

théoréme suivant :

THEOREME.- Pour tout intervalle 1 et toute suite u du tore, on a

e W_T_a-z 0,1203
im > sup - = 0, ces o
N Tog N a>?2 a-1)log a

La démonstration du théoréme repose sur deux grands lemmes. Le premier est
ana]ogue au lemme principal de W. Schmidt. Soit u une suite donnée ; notons K, L,
L' trois intervalles du tore avec L et L' contenus dans K ; soit N un entier
positif fixé et considérons la restriction & [O,N[ de la fonction x —> Dy(x) 3
notons UN le tore modulo N et soient x et y deux,éléments de HNV Nous
introduisons la quantité h(L;L';x,y) définie comme étant le maximum des quatre

quantités suivantes :

inf E([0,a[1x:3]) = sup E([0,a.Jxy])
acL ael'

inf E([0,a[,]x.¥]) - sup E([0,a[,]x,¥])
aeL aelL

inf E([0,a[,]y,x]) - sup E([0,a[,]y:x])
acl : ael'

inf E( [O’a[’].y’x:l) = sup E(‘[O’a[’]y’x])o
a€L’ | ael
CLEWME 1. Dy(x) +Dy(y) 2 BOL(X¥D_ ()40 s ()40 (1)} + h(L,L*x,9).

Posons h*(L,L',x,y) = sup{0, h(L,L',x,¥)} ;
comme LK, nous avons DL(x) < DK(x) et par suite le Temme 1 est encore vrai avec

h (L,L',x,Y).
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LEMME 2. Soient a > 2, e€]0, _%égTj[ , g un rationnel de |0,1[ ,
sous sa. forme irréductible et t un entier positif,

Posons Nt = [aqt] la partie entiere de aqt et soit K =’[a,8[ un-
intervalle contenu dans 1, de longueur &L%l avec 0 < i s pt-1.

Posons L=[oc,oc+ &gﬁl[ et L' 2 [B-laﬂ)-, B[ .

Alors il existe tO tel gque pour tout t > tO‘ on ait :

(4) MOKN,) 2 3 OM(LLNL) + M(L',N)) *"E%:§T7 - €
_ Tog N
(i1) MmN 2 B (R - o ogr

N

D, (x)dx.
0 K

Dans ces minorations M(K,N) est la moyenne définie par %J

Par itération la premiére minoration implique Ta seconde, et de la seconde
résulte le théoréme d'une maniére assez classique. Le travail le plus long et le plus
technique consiste & &tablir la minoration (i) ;

soient Ia un intervalle contenu dans. TTN, m,~son milieu, x un point

de Ia et y==2mu-x 3 il résulte du Temme 1 que

JI DK(x)dx > %'{JI DL(x)dx +~JI D+ (x)dx} +-%‘JI h+(L,L',x,2ma-x)dx .

a o ¢4 a

Envisageons une partition de 'UN par une famille finie d'intervalles Ia 3

en sommant sur o et en divisant par N Tla minoration précédente, nous obtenons

: N |. 1 +; [ "
M(K,N) > % {M(L,NY + M(L',N)3 + gﬂ-§; [I WP (L,L' x,2m ~ x)dx .

Le probléme consiste & trouver une partition de 'UN pour laquelle-la minoration
correspondante fournisse un terme compliémentaire %N Z:i[

h+(L,L',x,2m - X)dx
OLIO‘ &

qui soit le plus grand possibie.

Les critéres nécessaires pour obfenir une bonne partition de 1TN résultent

du lTemme 1.
(1) SCHMIDT W. Irnregularnities of distriibution VITI. Acta Anith. £. 21 p. 45-60 (1972).
(2) FAURE H, Di&cnépance des suites associes a un systéme de numérnation (& paraitre)

R. BEJIAN
Univensite de. Provence .

13331 MARSEILLE Cedex 3



THEORIE ADDITIVE ET POINTS ENTIERS SUR LES COURBES

J«M. DESHOUILLERS ET F. DRESS

Soit 4= {0 < ay <...< aL}b une suite finie strictement croissante
de L entiers positifs et ﬁ;ZN) Te nombre de maniéres d'écrire 1'entier N
comme somme de deux éléments de 4 ; le lecteur se convaincra sans peine de
la validité de la majoration

fg(N) s L = Card A

et de ce que cette majoration est meilleure possible (en éhoisissant
4 =1{1,2,3,...,L} et N-=L+1).

Nous nous proposons ici d'indiquer comment ce résultat peut étre amé-
1ioré lorsque 1'on suppose la suite A%4=={a2-a1,..., aLéaL_l} des différences
premiéres de la suite A strictement croissanté, ce que 1'on peut également
visualiser ainsi :

11 existe une fonction f : [1;L] — R croissante et strictement
concave telle qué pour tout entier n€[l,L], onait f(n) = a, » interprétation

qui sera utile par la suite.

THEOREME 1.- Pour toute suite finie A dont la suite A1:4 des

différences premiéres est strictement croissante, on a YN:

r-(N) < 4(Card 402/3.
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Ce résultat est le meilleur possible en cela gqu'il existe une constante
absolue positive C telle que pour tout entier | on peut trouver une suite
inie a éléments, telle que - soit strictement croissante et telle
finie A & L éléments, tell Al A it strictement issante et tell
gu'on ait :

Y,

IN rz(Nj > c(Card,4)2/3 .

Le résultat suivant montre que 1'exposant 2/3 de la majoration du
théoréme 1 ne peut pas étre arbitrairement réduit, méme si 1'on suppose que la

suite a4 (o n est en entier "grand") des différences n-iémes

(i.e. A4 = Al(An'lA )) est strictement croissante.

THEOREME 2.- Pour tout entier | suffisamment grand et tout entier
positif n , il existe une suite finie A4 ade cardinal L telle gque
(i) A 4 est strictement croissante

(ii) 1N Ay » L2

IT résulte du théoréme 1 que 1'exposant 1/2 de la minoration (ii)
ne peut pas étre remplacé par un nombre strictement supérieur @ 2/3 et nous

sommes préts a parier qu'en fait 1/2 est le meilleur exposant possible... .

Nous démontrerons successivement la premiére partie du théoréme 1,
puis le théoréme 2, puis la seconde partie du théoréme 1 ol nous réutiliserons,
dans un contexte un peu plus sophistiqué le rapport qui apparait entre la

géométrie des nombres et la théorie additive.

§ 1. THEOREME 1 : démonstration de la majoration.

Soient 4 une suite finie de L entiers positifs telle que la suite
AIA' soit strictement croissante et N un entier positif. On notera
by < by, < ...< by Tla sous-suite des &léments de A au plus €gaux a g
et tels que N -bk soit également élément de 4 ; on a bien sir rg(N) < 2K
et i1 suffit donc d'établir la majoration

K < 21273 .



6. J.M. DESHOUTLLERS & F. DRESS

Soit k un entier de 1'intervalle [1,K-1[ ; le nombre d'@léments
de la suite 4 dans 1'intervalle ]bk, bk+i] sera noté¢ g ; on notera de
méme p, le nombre d'@léments de la suite 4 dans 1'intervalle [N-by ;. N-b [ ;
enfin, la longueur de 1'intervalle ]bk, bk+1] sera notée &, ; c'est également
Ta 1ongueur de 1'intervalle DN-bk+1, N-bk[. Ces différentes notations sont

résumées dans la figure ci-dessous

N
5 a astip=a N
g___________ _____ ‘fr fF t k ft.l-pk ____________ ——
' ] )
. | |
| | |
; i i
Y a 4 a — -~ a 'L
ﬁ """""""" g ) 1 _‘r """"""" —
= a
. S+q
Le quotient 55 qui représente 1'écart moyen entre deux éléments
, k 2
de 4 de 1'intervalle ]bk’bk+lj est strictement inférieur & aﬁi% puisque
+ .
[}
la suite AlA» est strictement croissante, et de méme le quotient 55 est
' 2 k
strictement supérieur & _ktl ; on a donc
Pre1
2 2 2 %
Kk kil ot ko Tktl
U sl P Prsl
d'ol 1'on déduit
Url _ Feel  Phed
I k Pk
et donc
P Pal
% Y+
k-1 s . k-1
Par le méme argument, le quotient 30 - est strictement inférieur a o et
K-1 K-1
Py.
donc K-1 1.
9%-1
On a la minoration
(1) L > qq + oeeeee Qg TPyt ... * Pt 1

et en outre la relation
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1. _ %1 s
27 Pgap ¥ Ugog P1+9
Définissons 1'entier M par la relation
(2) 2(1 42+ ... +M) s K-1 < 2(1+2 +...+ (M+ 1)).

Parmi les nombres Pyt Gyse-es Pyogtagoq > dénominateurs de ratfonne]s
distincts de 1'intervalle ]%,1[ » au plus 1 est égal @ 3 et 14a 4, au plus 2
sont égaux & 5 et 243 6, etc... . Puisqu'il .y en a au moins 2(1+2+...+M),
on a :

PL+ Ay +eeet Py ¥ G g > 13+1.442.54 . + M (M4 1) + M. (2M+2)

d'ol 1'on déduit, grace a (1) :

Ls M(M+1)é8M+13) + 1.

11 résulte de (2) que 1'on a K < (M+1)(M+2) +2 ce qui entraine en
particulier K < 2.L2/3.
On notera que 1'on peut bien siir raffiner et améliorer la constante.
De toute fagon i1 faut commencer par introduire 1'indicateur d'Euler pour obtenir

une valeur optimale.

§ 2. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.

Soit L un entier positif suffisamment grand ; on pose M=[V/L] +3

et on considére la fonction f : [1,L] — R définie par f(x) = M- M2—x .

La fonction f est de classe ®° sur [1,L], toutes ses dérivées

y sont strictement positives, et en outre f(Mz-zz) (qui vaut M-g) est entier

pour tout entier 2 de 1'intervalle [%, %M] .

L'entier n é&tant donné, on peut, en perturbant 1égérement 1a fonction

(n+1)

f, obtenir une fonction ¢ de classe © sur [1,L] telle que :



8. J.M. DESHOUTLLERS & F. DRESS

(3) Ymentl, V¥xe[lt] : ¢™(x)>o0
(4) Ve[ Al gM2 - 22y = M-y
(5) Vee[l,l] n N, g(2)eQ .

I1 nous reste a démontrer que la suite 4= {D g(2), 2e[1,L]a N} ,
oi D désigne un multiple commun aux dénominateurs des nombres rationnels
g(e) (2 =1,...,L) satisfait les conditions du Théoréme 2. La premiére condi-

tion étant une conséquence facile de (3), nous nous attacherons & la deuxiéme.

On pose N : = DM. Pour tout entier g€ [%,%yj , 11 en est de méme pour M-2 et
on a
DM = D(M-2) + D(M-(M-2))
= Dg(M-27) + Dg(M- (M-2)?)
4 M 1 1/2
et donc r2(N) >3 - 1 5 L / .
§ 3. THEOREME 1 (suite) : démonstration de la minoration.

Cette démonstration est bas@e sur le résultat suivant :

PROPOSITION (Jarnik, 1925).- Il existe deux constantes strictement
positives C1 et CZ telles que pour tout entier positif M , on peut trouver

une fonction f : [0,M] =R telle que 1'on ait :

(6) £(0) =0, f'(0) >0, f'(t) >0 pour - te[0,M]
(7) f(M) < c,.M
(8) § l<up<.o<cu<M: ueN, flu)eN, K>c; M2/3,

Nous allons démontrer que pour tout entier L de la forme [2M4-c2M-k1]
on peut trouver une suite A satisfaisant les conditions requises (avec en
outre ¢ = ¢ (2+c )-2/3).
1 2
3.1. Nous commencerons par indiquer sans démonstration un résultat concer-

nant la stabilité d'une "fonction de Jarnik" aux petites perturbations
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LEMME.- Ssoit M un entier positif donné et f une fonction de
I:O,M] dans R satisfaisant (6), (7), (8).

Il existe un nombre réel positif e tel que pour tout M-uplet
(yl,...,yM) de réels satisfaisant 0 < Yin -f(m) < ¢ , on peut trouver
g: [O,M] — R satisfaisant (6), (7) et :

(9) pour me[O,M]AN , on a g(m) = Y

3.2. On pose R : = Dw+-c2M-+1] et on choisit un rationnel positif
tel que (M-+R)26 < min(1 ,g), ol e est associé & la fonction de Jarnik par
le lemme ci-dessus.

Pour me€ [0,M], on choisit alors Y, rationnel dans 1'intervalle

[f(m), f(m)+e[ avec les contraintes supplémentaires

Yo =0 .

y; > (2R-1).8 (Toisible car f(1) >0 et (2R-1)8 < ¢ )
2 2

Yy, = Tl +2(R+M)%s - R%s = (R-uy - F(u))° 8

(et alors on notera que Yu est bien rationnel).
k

3.3. On considére alors une fonction g satisfaisant (6), (7) et (9)
et on pose
ay = 1+ - (ReM)Zs
ag = R+ R% - (ReM)Zs |
= R+0+g(0) +R% - (ReM)Zs
- R4 25 - (RHl)?
QMM—R+M+gm)+R6-(-+)6.

Tous ces termes étant rationnels, on en choisit un dénominateur commun

D, et on pose

oy = D.aJ (l<jsl,avec L =RM= [cZM-+2M-+1]).
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3.4. Pour montrer que la suite A= {a1 < ... < aL} est telle que AIA

soit strictement croissante, on remarque

. que pour 1 < j < R-1, Ta quantité =1+ (2j+1)s. est

"1
une fonction strictement croissante de J,

. que pour 1 < i <M, il existe 81> 895 03 positifs tels que

Gpris] " e = LT 9(1+1) - g(i) = 1+g'(i+e,)

Ui T ORei-1 C 1+g(i) - g(i-1) l-Fg'(i-ez)
et donc

Wil T 2O%Ri FORei-1 = 8 (1#89) - g7 (i - )

If

(61'92) 9"(63) >0

. et qu'enfin

0LR+1-20LR+OLR_1 =1+g(l)~-1-(2R-1)s >0

par construction de g(1).

3.5. IT suffit maintenant de démontrer que 2DR est somme d'au moins K facons
de deux éléments de 4, ou que 2R est somme d'au moins K facons de deux &léments oy
Pour tout entier k de 1'intervalle [1,K], on a en effet, d'aprés le choix Yy, etde
g(uy) : ) ) “ )
aR+uk + uR’“k'f(uk) = R-+uk-+g(uk)-rR § = (RtM)=s + R-uk-f(uk)4-(R—uk-f(uk)) s

- (R+M)%s = 2R .

J.M, DESHOUILLERS et F. DRESS

U.t.R. Mathematique et Infoamatique
Laboratoine associé au C.N.R.S. n® 226
Universite de Bordeaux T

F 33405 TALENCE Cedex



11.

RELATION DE SZEGO SUR LA DERIVEE D’UN POLYNOME

ALAIN DURAND

1. Si P est un polyndme & coefficients complexes de degré n, un
cé]ébre théoréme di & Bernstein établit que

(*) max [P'(z)l< n max [P(z)l.
FAES! lzl<

Ce résultat est & 1'origine d'une masse importante de travaux, tant sur les
polyndmes algébriques P(z) = E%g ay zk, que sur les polynSmes trigonométriques
f(e) = EE: (ak cos k o + bk si; k ). Un grand nombre de ces travaux ont visé
a obfen§;odes inégalités plus précises que (x) en faisant, par exemple, des
hypothéses sur la localisation des racines du polyndme P. I1 se trouve QUe ces
derniers résultats peuvent étre déduits, pour certains d'entre eux, d'une rela-

tion fondamentale, bien qu'hélas assez peu tonnue, et due 3 Szegd [91 (voir aussi

de Bruijn [31). Pour la formuler, convenons d'appeler région circulaire 1'image

du disque unité (ouvert ou fermé) par une transformation homographique non dégé-

az+b
cz+d

région circulaire est donc. un disque ou son complémentaire, ou encore un demi-

nérée z~ y(z) = . (Suivant Ta position du pdle éventuel de vy, une

plan). La relation de Szegd s'énonce ainsi

THEOREME.- soit © une région circulaire. Soient P un polyndme de
degré nz21 et
S={P(z)/ze®}.

Alors pour tout couple (0,z)e 8x8, on a

(a-z) 2 4 p(z)es .
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Notre but ici est de démontrer ce théoréme et en donner quelques

applications.

2. INEGALITE DE BASE.

La preuve donnée ici de la relation de Szegd s'appuie sur le résultat

suivant
LEMME.- soient w{s+-+s 0, des nombres complexes tels que
A = 1sL.lp ijlsl et w; #-1 (j=1,...,n) . alors
<<
B e
1<j<n 1<jsn *7%j
Preuve. En écrivant ws = A og (j=1,...,n), on doit donc montrer que
o .
; 1
o | s -
l 1sjsn1+z“j ‘ ‘ 1g§£n 1+Zaj|
pour tout (@gs0ers052) € el ter que max |a | <1 et |z|] <1 (cette

1<js<n
re]at1on sera alors aussi vérifiée, par continuité, si |[z| =1 avec 205 -1

pour j=1,...,n). On raisonne par récurrence sur n =1, le cas n=1 é&tant

. évident. A T'ordre n+l (n 2 1), par hypothése de récurrence on peut alors écrire

. T " T
2<j<n+l o5 ¥
avec y tel que |y| < 1. On doit donc montrer que

n
|

L —_ o D
I - I1+alz * 1+yz

s
T:EEE l+yz
pour ]all <1, |y] =1 et |z| <1, c'est-a-dire, sous les mémes hypothéses,
f(zsapey)| s 1

ol f est définie par

+
o

f(ZSG'l"Y) = cz
ny+o.. y+na1
avec a =oqy , b=-—7= et ¢c=—44

Pour z fixé, |z| <1, la fonction (ay,v) > f(z,ay5y) est analytique

+
-

dans le polydisque |oq] =<1, lv| <1. Donc
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sup If(z,ot )| = sup [f(z,a oY) |+
Jaglst,fy]st Jagl=lyl=1
Or pour faq| = [y] =1, 0na b=ac et |a]=1, d'ol
.2
lf(Z,al,y)l = lci.l_c]_l <

puisque |z| <1 et |c| =1

3. PREUVE DU THEOREME.

Soit (c,z)eBxB et posons w = (a-z) E%\Q +P(z). Si w#S, alors
le polyndme Q(u) = P(u)-w vérifie Q(u) # 0O pour tout ue®%. Pour obtenir
une contradiction, il suffit donc de montrer que pour un tel polyndme
(e-u) T4 qqu) # 0
pour tout (8,u) eBx6. (Cela revient 3 traduire le cas 0¢S). Comme ceci est
trivial si B =u, on peut supposer B#u et en introduisant le polyndme
T(y) =Q(uty(8-u))
pbur (Bsu) e Ex6 fixé, i1 suffit par conséquent de montrer que si G, est une
région circulaire contenant 0 et 1 (Bl est ici 1'image de % par la similitude

w —-—) et si T est un polyndme de degré n ne s'annulant pas dans 1‘31, alors

(%) v | I_i_l + T(0) # 0.
Remarquons que si Ugseses O sont les racines de T, on a
T (y) 1

) 15z vy

Ecrire que o, n'appartient pas a Bl revient & écrire (en tenant compte du fait

J
que Oebl et 1e®B;) :
0Z -1
(-%-J: 1+(1-c)(5-zj.+—1] pour j=l,...,n ol c#l, |a| <1, |b] <1, |sz <1 et

max {|zj|, |sz|} < 1. (La transformation homographique associée a \31 est ici

z»fga avec d=b+af{l-c) ).

Sous ces hypothéses, la re]ation () devient

a. Y2 1+bz I 1+bz ,

1<j<n 1l<j<n

ce qui est une conséquence directe du lemme précédent.
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4. QUELQUES RESULTATS SUR LES POLYNOMES ALGEBRIQUES.

Si PeClx] est de degré n, on note

P(2) = 2" B2}  (P(2)=P(Z) pour Izi=1) et [IPIl= sup P(2)1-
. . lz|<
Pour |z]=1, i1 est facile de vérifier que

IP*'(z)| = In P(z) -z P'(2)].

4.1. D'aprés 1a relation de Szegd, pour tout z, |z|=1, le disque fermé
de centre P(z)-z ElﬁZl et de rayon lEl£Zli est contenu dans 1'ensemble
S=1{P(z) / lzI =1} . En écrivant que S est contenu dans le disque fermé de
centre 0 et de rayon |[P{l , ou encore que S est contenu dans la bande

{wel / |IRe w| < sup IRe(P(z))]}, on obtient ainsi
zl<1

LEMME 1~ soit Pel[x] un polynéme de degré n . Alors pour |z|=1

n 1P(z)| < [P'(2)] + IP"'(2)] < nlIP]]
et
n [Re(P(z))| < IP'(z)| + IRe(n P(z)-z P'(z))]I < n . sup |Re(P(z))Il.
lz|<1
En particulier
[IP*Il<n - sup [Re(P(z))I < nllPll.
fz]<1
Remarquons au passage que si P* = P, Ael (ce qui implique [Ar] = 1),
donc en particulier si P a toutes ses racines sur le cercle |[z| = 1, alors

P Il = 5 1IPII .

4.2, Supposons a présent que . P n'ait pas de racines dans le disque

Izl <k (k =1). D'aprés la relation de Szegd, on a donc pour z fixé, |z] < k,
(a-z) L2 4 p(z) # 0

pour tout o tel que |al < k. On en daduit que la fonction continue

r-+r|P'(z)] - In P(z)-z P'(z)] ne s'annule pas sur [0,k[, donc garde un signe

constant et par suite r|P'(z)| < InP(z)-z P'(z)| pour rel[0,k[, d'ol

kIP'(z)] < In P(z)-z P'(z)|. Cette ihéga]ité étant vérifiée pour |[z]| < k, elle

est aussi vérifiée a la limite pour |[z]=1 (puisque k = 1). On a donc obtenu

LEMME 2.~ soit Pel[X] un polynéme non nul n'ayant pas de racines dans

le disque - |z| <k {k 2 1) . alors pour |z]=1
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KIP'(z)1 < IP"'(2)].
Compte-tenu du Temme 1, on en déduit

LEMME 3.- soit Pel[lx] un polynéme de degré n = 1 n’ayant pas de
racines dans le disque |z| <k (k=1). alors

Pl < NI

En considérant le polyndme P*, le Temme 3 permet de minorer |[[P'}|
si on suppose que P a toutes ses racines dans le disque [z| <k (k < 1). On

obtient en effet

T (5 &
| el = el
si P(z) =zJ Pl(z) avec Pl(O) #0.

En fait, une meilleure minoration peut &tre facilement obtenue.

LEMME 4.- soit Pe(lXx] un polyndéme non nul ayant toutes ses racines

dans le disque |z| < 1. Alors pour |z| =

Pl [ m——[] P(2)].-

o,P(a)=0

Preuve : La relation est immédiate si 2z est racine de P. Sinon on écrit :

%Té_e] |z p! z‘l-—lRe( z%:) . Ize Tz

IT suffit alors de remarquer que

1- Re(B) 1

si |B] <1, B # 1.

Note : L'inégalité |IP'|l < nlP|| est connue sous le nom de théoréme de Bernstein.
On pourra se reporter par exemple aux livres de Bernstein [11 (Chap. I. § 10)
et de Lorentz [7] (p. 40), ou encore & un article de Boas [2] (pour une forme
généralisée de ce théoréme).

L'inégalité meilleure |[P'|l< n li?gl IRe(P(z))] a quant & elle été

obtenue par Szegd [101].

Les lemmes 2 et 3 sont dis a4 Malik [8] (ainsi que le principe de
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démonstration de ces lemmes). Par le résultat énoncé dans le Temme 3, Malik
généralisait un théoréme de Lax [6] (dont 1'énoncé correspond au cas k=1).

Le lemme 4 se trouve énoncé dans Giroux et al. [4], alors que la
relation déduite du lemme 3 (avec k=1) est due & Turan [117.

Parmi les tré&s nombreux travaux concernant le thé&oréme de Bernstein,

citons, par exemple, ceux de Giroux, Rahman et Schmeisser ([4] et [5]).

5. DEUX INEGALITES SUR LES POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES.
n
Si f(t) =a + E (3, cos kt+b, sin kt)

est un polyndme trigonométrique de degré n, on note
n
F(t)= 7 (3,sin kt-b, cos kt)
k=1

et

HFIl= sup [f(t)I.
,it tEIR
Remarquons que pour z=e °, Oh a
2" f(t) = 2" P(z) +P*(2)
a n_(a,-ib,)
avec P(z) = —29 + —-k—é—-k— zk .
k=

5.1. Inégalité de Schaake. Van der Corput.

Soit T un polynéme trigonométrique & ceofficients rdels de degré n.

Alors pour tout te R
(£ (£))2 + n?(f(£))2 < n? 115112
n .
s _ . it
Preuve : Si f(t) =a  + kgl (a cos kt+ b sin kt), ona pour z=e
2" f(t) =2" P(z) +P*(2) =Q(2)
n (ak-ibk) k
(=1 2
Donc Q est de degré 2n vérifiant Q" =Q et IIQll = IIfll . I1 vient

Q(eit) - e1'nt £(t),

Y
avec P(z)= 5 +

-~

d'ol

; eitQ’(eit) - eint(fl(t) +inf(t)),
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et par conséquent, compte-tenu du lTemme 1

. . 2
(£ ()2 +n’ () = 10 (e 12 < (B a2 =n?uien 2

5.2. Inégalité de Szegod.

Soit f wun polyndme trigonométrique & coefficients réels de degré n.

Alors pour tout te R

In £(t) - F ()1 + JF(£))2 + (B (1)) < nlIFNl .

Preuve : La encore, on écrit pour z==e1t

(1) v 2" f(t) = 2" P(z) +P*(2) = 22" Re(P(z)).

Donc P est de degré n vérifiant sup [Re(P(z)l = %llf” . On obtient alors
lzl=1 ‘

(2) F1(t) = 2 Re(i el T Pr(elty).

D'autre part, d'aprés la définition de T', on a pour z==-eit
2" ¥ (t) = 2" Py(2) + PY(2)

avec Pljz) =z P'(z), d'ol

(3) Fr(t) =2 Re(elt P‘(eit) ).

Des relations (2) et (3), on tire donc

VE )2 + (P (1) = 2ip' (e 1.

D'autre part, des relations (1) et (3), on déduit
In £(t) -F' ()] = 2IRe(n P(e't) TP (e'ty).
L'inégalité de 1'énoncé-se déduit du Temme 1 en notant que

sup IRe(P(2))] = 3 IIfIl .
[z]=1
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RECENT RESULTS IN THE THEORY OF ARITHMETIC FUNCTIONS.

P.D.T A, ELLIOTT"

An arithmetic function f(n) 1is said to be additive if it satisfies
the relation f(ab) = f(a) + f(b) for every pair of integers a,b with

(a,b) = 1. An arithmetic function g(n) is said to be multiplicative if in

the same circumstances it satisfies g(ab) = g(a)g(b). For our purposes nothing
is lost if we restrict additive functions to having real values. Multiplicative
functions may assume complex values.

This survey is based -upon an invited address given at the two day
meeting held in Orsay, Paris, on June the second and third, 1980. It is in two

parts.

ADDITIVE FUNCTIONS.

The classical problems involving such functions are mainly concerned
with value distribution, of the type considered in the theory of probability.
An important early account of this study may be found in Kubilius [19]. More
recenfly there is a short book of Babu [2], written in the spirit of Novoselov,
and an extensive historical account by the author, E1liott [7], in two volumes.
Taken together with the paper of Philipp [22] on the arithmetic simulation of

Brownian motion, these cover the area quite well. Accordingly I shall move on to

Supported by a John Simon Guggenheim Foundatiom Fellowship.
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discuss the newer and not-fully-developed study of the differences of additive
functions.

Here (as oft-times before) there is a pioneéring result of Erdds ﬁz],
who proved that if f(n+l)-f(n).— 0 as n-= « then f(n) must have the form
A log n for some constant A, for all positive intégers n. He could obtain
the same result if, instead, f(n) was assumed to be non-decreasing with n.

In . his paper Erdds raised a number of questions, two of which interest us here.

(1) Does the assumption

1 T [f(#1) - F(n)| = 0, x = = ,
n<x

force f(n)=A logn ?

(2) If |f(n+l) - f(n)| <c¢q for some constant c; -and all n > 1,

must there be constants A and Cy SO that [f(n) -A log n| < Cy for all n>17?

The solution of these questions réquired new ideas. Question (1) was
independently settled in the affirmative by Kitai [16] and Wirsing [24]. In fact
Wirsing proved slightly more in the same papér.

Question (2) provéd to be more difficult, and was settled by Wirsing [25],
using a characteristically ingenious approach. Intéresting]y enough, a simple
statistical model played an important role in his proof.

Two developments were pursued. The first is exemplified by the follo-

wing two questions of Katai [17].

(3) Characterize those additive functions fi(n), i=1,....k, (k> 2)
for which
fl(n+1)+-...4-fk(n+k) - 0,
as n —w,
(4) If a>0,b, A>0, B are integérs, lg Ql # 0, characterize

those additive functions f(n) for which
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f(an+b) - f(An+B) — C
as n — « , C a constant.

Progress in this area was mainly confined to k=2, and small values
of a,b , with A=1, B=0. See, for example, Katai [17], Mauclaire [20].

The second line of development was due to Wirsing and Suck. Improving
the work of Suck, Wirsing showed, in particular, that if f(n) 1is completely
additive (f(ab)=f(a)+f(b) for every pair of integers a,b ) and satisfies
f(ﬁ+1)- f(n) = o(logn) as n — « , then f(n) = A Tog n+o(log n). This result
is in a sense best-possible. Surprisingly a simple conclusion of this type cannot
be drawn if we assume only that f(n) ié additive. Broadly speaking, Wirsing's
method, which applies the theory of Markov chains, is successful if
f(n+l) - f(n) =0(8(n)) where B(n) does not exceed a not-too-large fixed power
of log n. An account of it is to appeér in the printed proceedings of the confe-
rence in Number Theory held in Durham, England in the summer of 1979.

Independently, the present author developed a mean-square method
which, besides giving similar results, allows questions of type (4) to be settled.
For convenience of exposition we state two (typical) results for strongly-additive

functions, those additive functions f(n) which satisfy f(pm)='F(p), p, m > 2.

THEOREM 1 (E1liott).- zet g(x) > O be an unbounded non-decrasing

function of x (>1) which satisfies

lim sup g(x")/8(x) < w

X =—r

ﬁ él # 0 , and let

for each fixed y >0 . Let . a >0, A> 0, B be integers,

(5) L 5 |f(an+b) - F(An+B)[? >0, X ~ w.
Xg(x)" n<x
Then there is a decomposition.
(6) 7= EHe) <o (x) +0,(x)

px P

where for each fixed y > 0 ,
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ap () = yar(x) + 0(8(x)) s op(xY) = ay(x) + o(B(x))
as X => « , Moreover,

1 1 ap () 2 |
= p) - Tog X log p) =0, X =,

7
) B(x)° pex P

Conversely, (6) with (7) imply the validity of (5).

From this result, by means of the Selberg sieve method, one may readily

deduce

THEOREM 2. (E11iott).- In the notation of theorem 1 let
f(an+b) - f(An+B) = o(B(n))
hold as N = = ,
Then there is a decomposition of the type at (6) , and

f(n) = a;(n) + o(8(n))

as n =ro ,

It follows that if for some y > 1 we have

Tim sup B(xy)/B(x) <Yy,

X >

then al(n) must have the form D log n + o(B(n)). (See, for example, Elliott [7],

volume II, Temma (11.8), pp. 8-11). Hence if f(n+l) - f(n) = o((log n)*) for

o <1 then f(n) =D logn + o((log n)a). If o >1 then a similar hypothesis
leads to the (best-possible) conclusion f(n) = o((Tog n)a). However, from

f(n+l) - f(n) = o(log n) we may conclude that f(n) = al(n) + o(7og n), where

ul(xy) = yal(x) + 0(B{(x)). Thus al(x) behaves like a logarithm, but need not

be one. This is consistent with (and gives another proof for) the result of Wirsing.

The same methods give

THEOREM 3 (E1l14iott).- et f(an+b) - f(An+B) = 0(1) for all n >N,

for an additive function f(n) . Then there is a constant D so that

f(n) =D log n+0(1) for a1l n (> n1) which are prime to (a,A).
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This result enables one to settle question (4) of K4tai. The condition
that n 1is prime to (a,A) 1is necessary. For example if a=A=3, b=1, B=2,
then the hypothesis of theorem 3 tells us nothing about the behaviour of f(n)
on the powers 3,

The proof method of these three theorems works equally well if we
consider two additive functions f(an+b) - f'(An+B).

Most of these results are not yet published, although part of the
proof of theorem 3 may be found in E1liott [11] (see also Elliott [10]).

More generally, one should now investigate functions of the form

L(n) = fl(a1n+b1) L fk(akn+bk), k>2,

ai bi

where £0 if 1 <1 <J <k . Furthermore a weaker hypothesis than

3 bj
that of (5) should be studied ; for example "L(n) is small in frequency."

One may view our results so far in terms of a larger program.
Consider the class of completely additive arithmetic functions f(n). We extend

the definition of f( ) to positive rational numbers by f(a/b) = f(a) - f(b).

It then satisfies f(rs) = f(r)+f(s) for every pair of positive rational numbers
r and s. Let h(x) be a rational function of x with rational coefficients.

The program now consists of characterizing in terms of their behaviour
on the prime numbers, those additive functions for which f(h(n)) increases

slowly in some sense, e.g.

2
> f(h(n))" = 0(x),
n<x
or f(h(n)) = 0(1).
The early results of this century considered the case h(x) = x .
Our mdre recent studies of the differences of additive functions enable us to

now consider h(x) = (ax+b)/(Ax+B). Many questions naturally suggest themselves ;

here are four.

1
(8) If ’-‘ﬁ?x' |f(an+b) - f(An+B)| — 0, (x = «),
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must f(n) =D logn for (n,a,A) =1 ? This quéstion is still open as far as
I know. For a survey of results in this direction see Mauclaire [20].

(9) if L s el - 0, x e,
n<x ‘

must f(p) = 0 for every prime p =1 (mod 4) ?
(10) If f(nS+1) = 0(1) s f(p) = O(1) for each prime p ?

(11) If f(n3+-2) = 0(1) 1is f(p) = 0(1l) for those primes p which

divide some integer of the form n3-+2 ?

I conclude this part of the survey by noting that there is an intimate
connection between this larger study, and the representation of positive rational
numbers r 1in the form

‘ k €
r= T h(s;)
i=1 -
where the s; are positive rational integers, and each € is +1 or -1.
This connection was indicated by Wolke [27], Dress and Wolkmann [6]. Here an
impOrtant role is played by Katai's notion [}8] of "sets of uniqueness."

Moreovér, such representations are very helpful in the study of
Dirichlet characters. Suppose, for example, that when r s an integer we can
find suitable S5 in the range 1 <85 5_ch » S; an integer. Let x be a
character defined to the prime modulus p . If x(h(m)) =1 for all positive
integers m j_CHQ then x(r) =1 for all positive integers r < H. According

p1/4+e)

to a result of Burgess [3] one must have H = 0_( for each fixed e > 0.

Hence there exists an m exceeding o€(p6/4*'€) for which x(h{(m)) # 1.

MULTIPLICATIVE FUNCTIONS.

The classical and still unsolved problem is to give necessary and
sufficient conditions in order that a multiplicative function g(n) has a finite

mean valuye

(12) As Ty 5 a(n)
| Xww MR
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There is an interesting application of these ideas to Ramanujan's

t-function. This function is defined by the identity

S oa(m)x" = x 1 (1 -xj)24 .
=1 j=1

It was conjectured by Ramanujan and proved by Mordell [21] that <(n) ds multi-

plicative. Hardy [14] proved that
dlx12 <y T(n)2 g_dle2 , x>1,
n<x
for positive constant d;, d, , and Rankin |23| sharpened this to an asymptotic

estimate
S T(n)2 = Fx? 4 0(x12 )

for a certain u > 0.

Accordingly the function g(n) = [r(n)}n'll/2

2

is multiplicative and
belongs to the class L™ . In fact an integration by parts shows that gz( )
has a non-zero mean value.

The general theory of multiplicative arithmetic functions now allows

us to assert that either

Ve 2 50, x—e,
n<x :
or the series
-1 2
P (i{%?%l - 1)

taken over the prime numbers, converges, and not both.

11/2

Without the use of Deligne's result that |t(p)| < 2p we obtain

THEOREM 4 (E11iott).- Let 0 < § < 2 hold. Then

-1 n)|,%
Ay = Tim x Y (—l%%7%l)

X+ ® n<x n
exists and is finite. Moreover, either every A5 = 0 or the series
Zp ( p11/2- )

converges.
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We do not even know what the conditions should Took Tike. For general references
see Hardy and Wright [15], Chapters 16, 17, 18, and Atkinson and Cherwell [1].

Assuming that [g(n)| <1 for every positive n, Delange [5] gave
necessary and sufficient conditions in order that g¢( ) should possess a non-zero
mean-value.

Under the same condition on g( ) the case A =0 was dealt with by
Wirsing [26], when g( ) is essentially real, and Halasz [13], in general. Their
proofs were quite novel and changed our view of things considerably.

A detailed account of the relevant works of these three authors may be
found in Volume one of the author's book, El1Tiott [7].

More recently the class L% of arithmetic functions for which

lim sup X"+ > lg(n)|®
X > o n<x

is finite have been studied.

The author, E1Tiott [8] (see also Elliott [7], Volume 1, Chapter 10)
gave necessary and sufficient conditions in order that a multiplicative function
g(n) belongs to the class L2 and has a non-zero mean-value. Alternative proofs
of the necessity part of the argument were given by Daboussi and Delange [4], and of
the sufficiency part by W. Schwarz (Frankfurt).

More generally, the corresponding problem (with A # 0) has been settled
for o > 1 by the author (Elliott [9]) and by H. Daboussi (Orsay).

For the case A =0 [ have a slightly weaker result. Assume at the
outset that g( ) belongs to the class L%, for some o > 1. Then necessary
and sufficient conditions can be given in order for it to have the mean-value zero,
(ETliott [9]).

In these results the methods of Wirsing and Haldsz play an important
role, along with various ideas and results from the probabilistic theory of numbers.

We do not know a necessary and sufficient condition that a given multi-

plicative function belongs to the class L* , a > O.
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It follows from a conjecture of Sato and Tate.that

oo ) [p 122 1)% w2 Toglog X, x =
px .
One would therefore lay ones money on the possibility .that the AG s 0<s<2,

are.all. zero.
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GRANDES VALEURS D'UNE FONCTION LIEE AU PRODUIT D'ENTIERS CONSECUTIFS

P, ERROS & J.,L. NICOLAS

1. INTRODUCTION.

Soit m=21, k 2 1. On pose = = n(m,k) = (m1)...(m+k) et pour

. m, k
1s1sk,n?=n?(m,k)=ﬂﬁ.
On appelle P(m,k) 1'ensemble des n tels que nim et V¥ i, 1<ic<k,
nln:. Si neP(mk), ona Vi, l<ick, (mi,n)>1. Si neP(m,k), ¥ i, 1<i=<k,
~la valuation g-adique.

jq premier, qin tel que vq(n) >V ('rr:f), en désignant par v

q q
Pour n fixé, on appelle f(n) 1le plus grand k pour lequel il existe

m tel que neP(m,k). Ona f(n) <n et coome m=m" mod n entraine

P(m,k) =P(m',k), on a :

f(n) = max{k ;neP(m,k) ; l<ms<n;l<ks<n} .

Exemple : Soit n=t!. On a de fagon évidente t!eP(1,t-1), ce qui entraine
f(t!)>t-1. D'autre part, pour tout m=1, t!|n(m,t), ce qui entraine que
Ymx1, t! £P(m,t+1) et donc f(t!)<t. P. Erdos avait >conjecturé que pour
n> 2k, (E) avait un diviseur de la forme n-i, 0<i<k-1. Dans 1'article [Schl,
A. Schinzel donnait le contre-exemple n=99215, k=15, et A. Schinzel et

P. Erdds démontraient que la conjecture était fausse pour une infinité de n.
Peut &tre existe-t-il une constante c¢>0 telle que (E) a un diviseur d
vérifiant cnsds<n. I1 en résulte pour la fonction f : pour 1<t<14,

f(t!) = t-1, f(15!) = 15, car 15! ¢ P(99200, 15) et pour une infinité de t, on

a f(t!) = t.
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L'&tude de la fonction. f est une généralisation du:probléme de

Jacobstahl (cf. [Erdl), qui propose d'étudier C(n) 1la longueur de 1a plus

longue suite d'entiers tous non premiers‘avec n. On a : f(n) <C(n). Le théoréme 1

nous donnera une estimation asymptotique pour 1'ordre maximum de f(n). On connait

beaucoup moins sur C(n). (cf. [Iwal). On trouvera d'autres résultats sur des

sujets voisins dans [Sell et [Gril.

Nous obtenons les résultats suivants :

THEOREME 1.~ soit ‘w(n) =3 san)=3_v(n); w(n) = i 1

pIn pn P pIn,p>u(n)
Alors on a : w(n) < f(n) < o(n) pour tout n, et Y f(n) =(1+o(1))x Tog Tog x .
n<x ’

IT est faux que w(n) < f(n) : f(120) = 3.

THEOREME 2.- L'ordre maximum de la fonction f(n) est :

¥/2 Y
e log n + e log n 1+0(1)
2 /Tog Tog n 4 Tog log n ( )

ol Yy est la constante d'Euler, ce qui veut dire que f(n) est toujours inférieur
ou égal & cette quantité, et qu'il y a égalité pour une infinité de n .
THEOREME 3.- on dit que n est f-hautement abondant si n'<n=f(n')<f(n)
Il existe des constantes Cl et. C2>0 telles que, pour un nombre n f-h.a. assez
grand, on ait, en posant k = f(n) :
i) Si p premier vérifie
Tog p < e Y2 /Tog X (1,.1__51__.)
_ Vlog k
alors p divise n.
ii) Si p premier vérifie v
e Y2 /iog & (1+z—c-2—) <log p et psk/2
v/1og k
alors p ne divise pas n .
iii) Si pln et si p>k , alors tous les nombres premiers ( tels que
k<g<p ‘divisent n et le plus grand facteur premier P de n vérifie :

p ~ é— %‘109 n
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Pour étudier les grandes valeurs de la fonction f, nous avons défini,
aprés Ramanujan (cf. [Raml), les nombres f- h.a.. Les premiéres valeurs sont
2, 6, 24, 120, 560. On a 560 = 24.5.76:P(73,5), et c'est la forme de ce nombre,
non multiple de 3 qui a fait deviner Ta forme générale des nombres f- h.a. donnée
par le théoréme 3.

La précision des résultats des théorémes 2 et 3 est surprenante, si
1'on compare avec ceux obtenus sur le probiéme de Jacobstahl par exemple
(cf. [Erd]). De méme si 1'on considére la restriction fQ de f a l'ensemble
@ =1{n; p<q = vp(n) zvq(n)} il est impossible de donner un équivalent pour
1'ordre maximum de fQ . On peut démontrer : fQ(n).sT%Elggaﬂﬁ (1+0(1)) pour
tout n. Mais on ne peut pas affirmer pour le moment 1'existence de k entiers

1-¢

consécutifs tous multiples d'un nombre premier p<k . La meilleure minoration

est donc - fQ(n) ZTB%Q%BS—E (1+0(1l)) pour une infinité de n (comprenant les
valeurs n=t!).
L'outil fondamental dans les démonstrations des théorémes 2 et 3 est

e lemme suivant qui est un lemme de crible linéaire, et nous remercions H. Iwaniec

pour ses remarques sur ce sujet.

LEMME de crible.- soit A un ensemble de X nombres entiers consécu-

tifs. Soit 3 un ensemble de nombres premiers tels gque :

logp ., /Tog X

=X P
pefP 1
ot ) est un nombre positif fixé. on pose W(z) = TI (1-5).
p<z
peP

Soit f(a‘?,ﬁ’,z) I'ensemble des éléments de A divisibles par aucun nombre premier

pF.g’,_ pez, et S(AP,z) = Card F(AP,z) ; alors on a : pour 1<z<X exp(-/Tog X) :

Ly
viog X

SA,T,z) = X W(z)(1+0(

et pour 1<z<X :

S(A,Tz) = X W(z) (1 + 0(—2L 100Xy,
v log X

ot les 0 dépendent de A, mais sont uniformes par rapport a ﬂ,?,z
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Ma]heureusement'nous ne donnons pas de valeurs numériques aux
constantes qui figurent dans les 0, car elles sont difficilement calculables ;
cela nous empéche d'expliciter ¢y et Cy dans le théoréme 3. On ne peut donc
pas utiliser i et 1ii de ce théoréme pour construire un algorithme de calcul
des nombres f -h.a.

Le lemme suivant nous est également utile :

LEMME.- soit P une famille finie de nombres premiers. On pose :

W) = T-0) 5 S) = TSR R = uP) S(9).
peT P peP P

Il existe une constance (>0 telle que l'on ait :

- c
F@) 2e ¥ - 363)

ou Y est la constante d'Euler;
Avec les résultats de Rosser et Schoenfeld, la fonction ¥ est crois-

sante sur les ensembles des nombres premiers < .
£ p

On peut noter que la structure des nombres f-h.a. est trés différente
de celle des nombres hautement composés de Ramanujan, avec essentiellement deux
blocs de facteurs premiers : les petits nombres premiers d'une part, et ceux plus
grands que k/2 d'autre part. Notons aussi qu'au prix de calculs plus longs
il est possible d'améliorer le développement asymptotique donné par le théoréme 2.

Quelques problémes non résolus : Désignant par NqaNoseeesNisnn. la

J’

suite des nombres f-h.a. i1 ne nous a pas &té possible de répondre aux questions
: . -t - 5 - = ? 8 -

suivantes : A-t-on toujours f(nj+1) f(nj) 1 ? ou méme seulement f(nj+1) f(nj)

o
est-elle bornée ? Existe-t-il c >0 tel que nj+1/"j = 0(log "j) ?
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UN RESULTAT VOISIN DU THEOREME DE BOMBIERI-VINOGRADOV

E. FOUVRY

1. NOTATIONS ET RESULTATS.

Si & est une suite d'entiers, on désigne par &(x), Eq et E(x;q,a)
1a suite des termes de. & respectivement

inférieurs ou égaux a X,

divisibles par q,

inférieurs ou €gaux & x et congrus @ .a 'modulo .q.

La Tettre p désignant toujours un nombre premier, .on définit les fonctions

m(x,z) = Y 1

n=x

p|n= p=z
et
m(x,z39,a) = 3 1
n<x
nza(mod q)
pln = p>z
Pour a entier, on considére 1'inégalité :
L 1 N A
(1) VA g;% |T(x,z 5 q,a) Q) n(x,z)| <<y x (Tog x) " .
(qaa)=1

(Q s‘'appelle le niveau de distribution,paramétre important dans les applications
de méthodes de crible).

Le théoréme de Bombieri-Vinogradov ([11,[71) .affirme que (1) est vraie

1/2-¢

pour Q = X et z = xl/2 (en fait, ils traitaient la fonction =(x;q,a) et
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Bombieri trouva un résultat un peu plus fort). La valeur de Q .n'a pas &té

- ot 7z = x!/?

améliorée et on conjecture que (1) est vraie pour Q = X
(conjecture d'Halberstam et Richert [5]).
Iwaniec et 1'auteur ont montré qu'on peut dépasser la valeur % - €

de 1'exposant de Q, mais pour des valeurs de 1'exposant de z trés petites.
11 L
. _ L2l 883 ., .. '
THEOREME 1.- si 1 < |a] <X, Q=x"" et z <X 1'inégalité (1)

est vraie.
La méthode employée s'applique a d'autres suites. Ainsi, soient
Jbhec N verifiant
(1) Jc M2x)1 - IA(x)] >> x {Tog x)™°
(ii) ¥g=22 VA lﬂ%(x)l <<, x(1og x) ™A
et ' N _vérifiant la condition (i) et
(iii) YA ¥ (a,q) =1 I#Mx;q,a)l = l%g{é%i + 05(x(10g x)'A).
A 1'aide de M et & on construit la suite finie o =A(/t,a4”,M,N) des
entiers mn+a ol m eMnIM,2M]1 et n eHMnIN,2NI (M,N = 2).
Rappelons la majoration des sommes de Kloosterman obtenue gréce aux
travaux de A. Weil :
LEMME.- pPour O < 62'51 <b, on a
5= ed fy << (0,0)2 b2 (b)10g 2b.
£1<k5£2
(k,b)=1
Hooley a émis 1'hypothése, que dans le lemme précédent on peut tenir

compte de 1'intervalle de sommation. Plus précisément

HYPOTHESE R* ([41).- Pour 0 < Er-Eq < b, on a

172 (4,b)

3= e(df) << (5p- )
gi<kS£2

(k,b)=1

1/2 bE .

Sous cette hypothése, on démontre :
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THEOREME 2.- Avec 1'hypothése R*, et en supposant

-..60

< lal <MV et M<N=M °(8,>0) ona

Ve _14) A
YA Ye>0 S llAql W) <, MN(Tog MN)T.

qSN1-€
(g,a)=1
Ainsi, en prenant N = M3 , on voit que 1a suite A, dont le cardinal
Z-2
et les termes sont de 1'ordre de MN, a pour niveau de distribution (MN)7 © .

Enfin le dernier théoréme n'utilise pas la conjecture R*, mais donne

un résultat lorsque N =9 suite des nombres premiers.

THEOREME 3.~ Avec les notations précédentes, en prenant N=F et en

supposant 1 < ]al < lVi;lQ
-8
0
et M<N<M (60>0)
on a
VA ¥e>0 3T Il - l"4'|<< _ MN(log ) ™A
qul €
(q,aFl
'19_5 %8 -2¢
De méme pour N = M 9,4 a pour niveau de distribution (MN) .

On va donner quelques indications sur la démonstration de ces théo-

rémes ([21,[31).

2. DEMONSTRATION.

I1 faut d'abord remarquer que le théoréme 1 se traite de la méme fagon
que les deux autres. En app]iquant un lemme combinatoire ({21 lemme 1) obtenu
par itération de 1'identité de Buchstab, on exprime w=(x,z;q,a) et =(x,z) comme

des formes bilinéaires. Puis en découpant chacune des sommes, on doit majorer

R K’LQQ = a -
. Q<a<2Q K<g_<:f\K | L%ZL O] ngﬂ %,
(g,a)=1  (k,g)=1  ek=(modq) @ ,q)=1

ou I“z‘ < 1. (Pour le théoréme 1, o, =1 ou O suivant que tous les diviseurs

%
premiers de & sont supérieurs d un certain z; ou non. Pour les théorémes 2 et 3,

o, est la fonction caractéristique de ).
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Par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

2 ‘ 1 2
RE(K,L,Q) =< QK | a, - o
Q<§;;Q K<g£;K Bz NI C) L<§£;L 2
(d,a)1  (k,q)<l  gk=-a(mod q) (2,9F1
= QK {W(Q) - 2v(Q) + U(Q)}

en développant le carré.

Chacun des termes W(Q), V(Q) et U(Q) est évalué sous forme d'un

terme principal et d'un terme d'erreur. W(Q) est le plus délicat a traiter. Par

définition WQ) = > S o, o
Q<q<2Q K<k<2K  L<fq,0,<2L 172
(a:3)=1  (k,q)=1 2qk=2,k=-a(mod q
= Z : o o : 1
Q<q=2Q L<fqisf,<2L %1 %2 K<Kk=2K
(g,a)=1 12 k=-a%, (mod q)
> L Ezz(modq) !
Mais %21 259)"
| - [2K+-a21] _ [Ki-a£1]= K {2K4—a21} . {K-razl}
KSK=E2K q q q q q
kE-aEE(modq)
Le terme g est la partie principale, les deux autres termes sont des termes

d'erreur pour lesquels on ne peut se contenter de 1a majoration O0(1).

On développe donc les parties fractionnaires en série de Fourier.

Aprés diverses transformations,on est ramené & majorer la forme bilinéaire

L

S = S(h,L) = o, a, e(ah =) (heZ”)
L<21,z252L 1 *2 %0
(21,22)= 1 )
pour laquelle une majoration triviale est S << L™ , et on remarque qu'il
suffit de montrer :
(2) S << LV x(h) (v <2)

pour dépasser la valeur critique % de 1'exposant du niveau de distribution.

Par 1'inégalité de Cauchy Schwarz :
L. 2, 172
s<< M2 3> | T efan(F- 2
L<22,2'<2L L<sq<2L 2 2

5%
(zl,zzzé)=1
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Pour simplifier 1'exposé, on ne considére que la contribution S' des (zz,gé)

avec (zz,zé) =1,

2, L. . 2.
V 1 Y 1
st = | e(ah(z - )= IO 7 e(ah(1y=25) )
L<syiip<al | LIl IR ' Lesgripsal | L<iZoL 27270k, 1
(zz,zé)=1 (21?2225)=1 (zz,zé)=1 (zl,zzzé)=1

<< L3+€r(h) (d'aprés le lemme).
On obtient pour S une majoration pire que la majoration triviale.

Par contre avec 1'hypothése R*, on a

5
2+€

t(h)

et Ta relation (2) est vérifie avec vy = i + e .

S' << L

Dans le cas du théoréme 3, on peut prendre

ocgz =:A(22)

et appliquer 1'identité de Vaughan & 1a somme

2
: 1
A(R,) e(ah = ),
L<:£2$2L (2p) e(ah 2 )

(22921)=1

N

Quant au théoréme 1, on applique de nouveau le Temme combinatoire déja mentionné,

pour arriver a la majoration de

)

Ny M

S;=2, 2_ I 22 8 e(ah
S Y o= R K s T

(22,21)=1
%= 0(mod g)

ol IB“zl 1 et 6=L% (5>0).
Par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

1/2

P
to | 3= e(ah(E - gD
L<22,2552L L<z1s2L 2 2

zzzzéEO(modg) (zl,zzzé)=1

1/2
Sl << L

On se contente d'étudier 1a contribution des couples (zz,zé) avec (zz,zé) = g.

.. -1
Dans ce cas le dénominateur commun est zzzé g,
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\ i—l‘ 2_1 i "'1 1 "1 Q/_]-.
> e(ah(z - 5)) = 3 e(ah(ey g ap9) —— )
L<21s2L 2 z L<2132L zzzé g
(zl,zzzé)=1 (zl,gzmé)=1
1 1
+ € =
<< (ng 1)2 (h,2,25 g'l)2 par le Temme.
On a donc la majoration (2) avec vy = 2 - zte
Le terme principal de W(Q) -2V{(Q)+U(Q) s'écrit
2
1 1
M e D B IV - ) D ENC T
0420 °(q) A(mod q) Lzt YA Gy

(q,a)kl

et se majore avec 1'inégalité de

(2,q)=1 (2,9)=1

grand crible, Te théoréme de Siegel-Walfisz ou

2=2(mod q)

1a condition (iii), d'une fagon analogue & la démonstration du théoréme de Barban-

Davenport-Halberstam.
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WEIGHTED SIEVES

G:. GREAVES

1.  INTRODUCTION.

In the sieve method we may study sets 4 ='¢X of integers (X-«)

such that

(A1) > 1 =% 5(d) + E(X,q)
ac#az0 mod d

(A2) v elp)Togp y g4 2001
wgp<z  p-p(p)

2 X
(A3 pe(d) |E(X,d)| = 0(—2=—)
) dg<D | ) 1ogK+1x

cf. Halberstam & Richert [3], where many examples of such 4 are presented.

The important constant K is the dimension of the sieve, and I will
discuss only the case K=1.

Having decided this, further properties of o are unimportant, and
- I will gain brevity with no real loss of generality by fixing p(p) = 1.
This is not sufficient for many important applications, but it does provfde

a sufficient framework in which to study the one-dimensional sieve method.
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The condition (A3) estimates the error terms E(X,d) "“trivially"
i.e. via their absolute values. Especially since the publication of [3],
much work has been done on "non trivial" estimations. of the error terms in the
sieve : see eg [4]. In the sieve with weights, we will see that there is much
work to be done on the main tefm : accordingly I am happy not to worry too
much as yet about the error terms.

For informal discussion, we may abbreviate the conditions (Al)-(A3) to

X .
1~% when dgD-=0D,.
5t d X
a=0Omod d

In this situation we may take any A(d) and form

m(a) = >, A(d).
d<D
Then
- A(d
> oma) ~x Yo 24
ac4 d<D
Thus if -
= Ml o,
d<D

with sufficient uniformity in X to cover our neglect of E - terms, then some
a in 4 has m{a) > 0. We should construct A(d) so that this property
m(a) > 0 1is "interesting".

In the unweighted sieve, "interesting" means that a has no
prime factors < z (to be chosen) and the main term is completely known in
the 1-dimensional case. That is to say there is the- theorem that subject

“to (Al)-(A3)

~-S
= 15X T (-8l tr(s) +o(ZEpmrro(25), (1)
| aeAbl/s p<z log™ "z log™X
pla=»p> =z

and a similar upper bound with f replaced by F. The function f(s) satis-
fies a certain integral equation, and has the property

f(s) >0 & s > 2.
An example due to Selberg shows that this number 2, and indeed the functions

F, f, are best possible.
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2. WEIGHTED SIEVES : SUMMARY OF RESULTS.

We now impose the extra condition
(A4) ae 4 = a < DI

The number ¢ 1is the degree of the weighted sieve problem. Trivially,
g >1 always.

The notation PR will denote a number having at most R prime
factors, where for present purposes we agree to count each repeated prime
factor once only.

The unweighted sieve shows that if g < R/2 then some a is a PR’
if X 1ds large enough. In view of the failure of this method in the most
interesting case R=1, we alter our requirements and ask that for specified
R some a should be a PR without demanding that it should be free of small
prime factors.

The available results in this subject are that if

g<R=-6,=4A

R R
then some a 1is a PR‘ The standard conjecture is that these results are true
if hp = R, and an example of Selberg shows that this would be best possible.

However the available theorems only lead to results as summarised in this table :

sp (a1l R) 8,
Richert [6] 1l 0,262... 0,167...
(by Richert'smethod)|| 0,178... 0,136...
Laborde [5] 0,144... 0,108...
Greaves [1] 0,124... 0,0636...
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3. WEIGHTED SIEVES : OUTLINE OF METHODS.

We sketch the weighting device of Richert, which also plays a

réle in all subsequent work. Consider

- - - weJles p
m(a) = W(1) r);a (1) - W(—]-ng-]l;—)} .

p<D
The simplest example is W(x) = x. Then (where we denote the number of prime

factors of a by v(a))

ma)sl -3 (1- }—gg—,‘§> < 1-v(a)+g.
p|a v

So m{(a) >0 = v(a) < g+l. In particular when g = R we have
m(a) >0 = wv(a) <R.

Thus this function W 1is appropriate if we were hoping to prove Ag = R in (2).

If however we proceed as in § 1 we obtain

dom(a) v X {1-3 1-log Pé]og‘D-} n - X log log D,
a p<D

so that the method fails in a divergent way because of the factor log log D.
This factor arises from the small primes P ( < DS, say) so in Richert's paper
this device is applied to those a from A, forming.a,set.Ai* say, that
have no prime factor,smai]er than a suitably chosen z = DS. The unweighted

sieve is used to perform the estimation.

This (and similar) methods suffef from the important defect that
they reject a certain proportion of those PR that we seek, namely those
having a small prime factor p < z. It is not surprising that we do not
obtain Ap = R by this approach, and that we have to use a function W(x)

differing from x. Richert takes
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W(1) = U-V V<U<1,%<U,
W(x) s¢(x=-V(0<x3;V<x<U}p\V+RUgg R
W(1l) (U< x<1

using a combinatorial argument of the type described above, and thus shows

that we may take Ay = RU+V with U< 1 and V (< 0) suitably specified.

I cannot say much here about the proof of the unweighted sieve theorem (1)
save that it is based upon the ideas of Viggo Brun. Brun modified Legendre's

identity (where we imply z > Py > Py ees)

O 1=§1-p}_r1+p: 1+ YO 1-...

1- ,
pla=p>z 1P2la  pipoPsla pip,papg|a
= 2 u(d)
dla

S 1s>)y1- ;1+ ;1- Yo ol+ Yy 1-...
pla=pzz a pila  piBla  pipopgla  pypoPaRy,

p2<B2 p2<B2 p2<82

p4<B4
=Y up(d), say.
R

My approach to this problem incorporates the weight function at the outset,

to

and begins with an expression

A(d) = ug(d) ﬂdl)—% wﬁg—e— (3)

We shall see that this represents an only partiaily successful attempt to avoid
the defect noted above resulting from the earlier methods reliance on the

unweighted sieve. I had to work with a function

W(l) = U -V

W(p)

x-V (F<x<U)
x- (1-U)/3 (T < x < })
0 0 <x<T)
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where V< U <1, % < U, V+ RU < g (again, and for the same reasons) and
also 3V+Ug 1. This is because once again a positive estimate did not result
when W(x) = x.

One can prove that with this W and A(d) as in (3) that
m(a) = }__ A(d) 1is positive only if a is a Pr- The main term gives

dla
(QI being the least prime_factor of a)

T, n(0)) 5 roay W),

cA
a=PR
where 1 1
1 2 A
W(1)-W d
o - e e v o

Nol—

Here, a function h(x,s) satisfies a certain integral equation. When

W(x) = x, this reduces to the (negative) quantity
1 :

4
- J h(x,1) dx.
0
One can prove h(x,1) 4 1og(x'1) as x — 0, and this integral is conver-
‘gent. Thus, if applied when W(x) = x , the method does not fail in the diver-
gent manner of earlier methods. On the other hand h(x,1) > 1/(1-x) for smaller
X, S0 it is better to take W(x).= 0 for these x. The method then shares

the undesirable property, of refusing to count some of the PR that we seek.

The fact that h(x,1) >~ as x — 0 can be appreciated by consi-
dering the coefficient of say W (log 2/1og D) 1in the expression for 2:;x(d)/d
arising from (3). This may be related to the fact that f(s) in the unweighted
sieve theorem (1) 1is already zero for s as large as 2. One may therefore
speculate that the failure of our method to establish the conjecture Ag = R
stems from the fact that it still rests too heavily on the notions of the

established sieve method, and that some completely new approach may be required.
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SUITES DE RUDIN-SHAPIRO ET PAPIERS PLIES

M. MENDES-FRANCE

L'essentiel de mon exposé est tiré de deux articles d paraitre. Le premier
"Principe de la symétrie perturbée" doit é&tre publié dans le Séminaire de Théorie
des Nombres (Delange, Pisot, Poitou), 1979-1980. Le second doit paraitre au
Bulletin de la Société Mathématique de France (en commun avec G. Tenenbaum :
Dimension des courbes planes, papiers pliés et suites de Rudin-Shapiro).

Itérer une infinité de fois 1'opération de plier une feuille de papier
sur elle-méme engendre, par dépliage une suite infinie 3 deux &léments "plis
rentrant", "plis sortant". Codées de facon convenable, ces suites donnent lieu
d des courbes polygonales infinies dont on peut calculer la "dimension". Elles
ont un comportement & la Peano, ce qui se traduit par le fait qu'elles ont pour

dimension 2. Ce calcul est en rapport étroit avec les suites de Rudin-Shapiro.
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ENSEMBLES D'UNICITE POUR LES FONCTIONS ADDITIVES.
ETUDE ANALOGUE DANS LE CAS DES FONCTIONS MULTIPLICATIVES.

JACQUES MEYER

NOTATIONS.

® dasigne 1'ensemble des nombres premiers et @' 1'ensemble des puis-
sances de nombres premiers :
9 = {p' ; peP, renN*} .
Soit n unentier » 1 et p un &lément de ¥ . On désigne par vy(n)
1'exposant de p dans la décomposition de n en facteurs premiers.
Soit pr un élément de %'. On dit que pr divise exactement un

entier n > 1 (et 1'on note ern) si et seulement si r = vp(n).
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1. INTRODUCTION.
1.1. La notion d'ensemble d'unicité pour les fonctions complétement additives

a été introduite par Katai [1] : Une fonction arithmétique complétement additive
est déterminée par sa restriction a 1'ensemble % -des nombres premiers. D'autres

parties de N* vérifient cette propriété, et Katai Tes nomme "ensembles d'unicité".

Autrement dit une partie A de N* est un ensemble d'unicité (pour
Tes fonctions complétement additives) si la seule fonction complétement additive
qui soit nulle sur A est la fonction identiquement nulle. Cette définition se
généralise aux fonctions additives : une partie A de N* est un ensemble
d'unicité (pour les fonctions additives) si la seule fonction additive qui soit
nulle sur A est Ta fonction identiquement nulle. Les premiers travaux sur les
ensembles d'unicité ont consisté a démontrer qu'un ensemble donné était ensemble
d'unicité [1,2,3]. Par une approche différente, F. Dress et B. Wolkmann [4] et,
indépendamment, D. Wolke [5] ont &tabli une condition nécessaire et suffisante
pour qu'une partie de IN* soit ensemble d'unicité (pour les fonctions compléte-
ment additives).

Utilisant 1a méme approche, on établit ici des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'une partie de N soit ensemble d'unicité pour les fonctions
additives. De plus on résoud le probléme analogue pour les fonctions multiplica-

tives.
1.2. Rappelons le résultat de Dress-Wolkmann-Wolke.

*
de N .est un ensemble

PROPOSITION 1.- Une partie A = {ai}ieI

d'unicité pour les fonctions completement additives si et seulement si tout

entier naturel n » 1 peut se mettre sous la forme

1 1 1
1 2 k
ot les a;. (1l s J s k) sont des éléments de A, les a;.: (1< j < k) sont

1] 13
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des nombres rationnels et K un entier dépendant de n.
Cette proposition peut également s'@noncer ainsi :

Une partie A= {ai} est un ensemble d'unicité si et seulement si,

i€l
pour tout entier naturel nh > 1, il existe une suite (c>c1-(n))1.€I d'éléments de

Q, presque tous nuls, telle que :

¥ pe? v_(n) = : oc_i(n) v
P Tel
Plai

La démonstration de cette proposition repose sur le fait suivant :

A est ensemble d'unicité si et seulement si la famille {Log a}aeA est géné-

ratrice du Q-espace vectoriel engendré par {Log p}peg).

1.3. A ce sujet une remarque.

| Dans 1'article d&ja cité [1], Katai remarque que si 1'on se donne un
sous-ensemble qa de & et une suite quelconque de nombres complexes {xp}pﬁga s
i1 existe (au moins) une fonction complétement additive f telle que

¥ pef) f(p) = x

Et i1 ajoute : "It is easy to prove that a set of natural numbers A=={a1,a2,."}
has the last property if and only if ass aj are relatively prime for all i # j.
Thus the structural survey of these sets is not difficult".

Cette affirmation est cependant inexacte, comme le montre 1'exemple
suivant :

Prenons A = {2,6}. Deux nombres complexes quelconques X5 et Xg étant
donnés, il existe une infinité de fonctions complétement additives telles que
f(2) = X, et f(6) = Xg ¢ ce sont les fonctions complétement additives vérifiant

f(2) = x,, f(3) = x5 - X5, f(p) quelconque pour p > 5.

IIT

Appelons "ensemble compatible" toute partie A = {as} de N* telle que,

iel

pour les fonctions complétement additives.



Ensembles d'unicité powr Les gonctions additives. 53.
Etude analogue dans Le cas des fenctions muliiplicatives.
pour toute suite quelconque de nombres complexes (xi)icf » 11 existe (au moins)
une fanction complétement additive vérifiant
¥ icl fla.) = x;
IT ressort de 1& démonstration de la proposition 1 [ainsf gu'on 1'expliquera
plus clairement dans 1a démonstration analogue dans le cas des fonctions addi-

tives] que 1'on a le résultat suivant :

A est un ensemble compatible si et seulement si {Log a}aeA

est une partie du Q-espace vectoriel engendré par {Log p}p€9 .

2. LE CAS DES FONCTIONS ADDITIVES (& valeurs dans R).

2.1. Nous allons démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 2.- soit A = {&i}

iel une partie de N¥. 11 est éguivalent

de dire :
i) A est un ensemble d'unicité (pour les fonctions additives}.
ii) Pour tout entier naturel n » 1, il existe une suite (ai(n))i€1

d'éléments de ([ , presque tous nuls, telle gque

) | (1 s p'|n
¥ pe?, ¥ reN 2:: aglm) =¢ ry.
el 0 si pln
prllat

iii) Toute fbnction.additive; dont la restriction sur A est & valeurs

dans (§ , est & valeurs dans Q@ .

2.2. Démonstration de . ii) = 1iii).
Soit f une fonction additive. Pour tout entier n > 1, on a les

égalités :
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=3 T e f(eh)

peEP  rxl iel
p'lla;

=T o(n) T T (P

iel - peF rzl
Pr”ai
f(n) = ) _ a;(n) f(a

el

o

vl o}

De cette derniére égalité, il ressort clairement que si f(A)c @, alors

f(n)e @ pour tout entier n 3 1.

2.3. Démonstration de iii) = 1i).
Soit f wune fonction additive telle que f(A) = {0}. Ceci implique,
d'aprés iii) que f(n)e @ pour tout entier n > 1. Considérons la fonction

additive g = ; g estnulle sur A et, par conséquent, g(n)e @ pour

W |§||"”

tout entier n > 1.
Pour que g(n) et f(n) appartiennent simultanément & Q, i1 faut

que
f(n) =g(n) =

On a montré ainsi que f est identiquement nulle.

2.4. Démonstration de i) = ii).

Soit (gk)kzl une suite de nombrés réels Q-linéairement indépendants
et 9 = {pi, pé,..., bﬁ""} 1'ensemble des puissances de nombres premiers
rangés dans 1'ordre naturel :

P = 12,3,22,5,7,...} .
On définit une fonction additive L par

L(p) = & Yk,

et on appelle. VL le Q-espace vectoriel engendré par {L(pﬁ)}kal'



Ensembles d'unicite pouwr Les gonctions additives. 55
Etude analogue dans Le cas des fonctions multiplicatives. ’

Cet espace vectoriel présente Tes propriétés suivantes.
‘est une base de VL .

b. Pour toute application linéaire ¢ de VL dans R, la fonction
arithmétique g¢ = ¢oL est additive.

Pour démontrer la propriété b, il suffit de voir que, pour tous les
nombres entiers m et n > 1 tels que (m.,n) =1, on a: |
¢(L(m) +L(n)) =¢oL{m)+¢°L(n)

9y (m) +9¢(n)»

gz(mn) = ¢ oL(mn)

c. ‘Pour toute fonction additive g, i1 existe une application linéaire

¢g de VL

dans R telle que :
= o L.

g ¢g
Pour démontrer la propriété c, il suffit de voir que 1'application linéaire ¢ ,
définie par ses valeurs sur la base '{L(p&)}kal par ¢(L(pi))’=g(pﬁ) Vks>l,
vérifie
¥nxl oL(n) = L)) = T 9" = g(n).

p'In pln
Considérons maintenant UL le Q-sous-espace vectoriel de VL engendreé

par: {L(ai)} et montrons que i) implique

i€l
UL = VL.

Pour cela supposons que U ? VL' I1 existe alors un élément pé de ' tel
que L(pé) £ U . Soit B/ une base de U , BO(J{L(pé)} peut étre complété
en une base B de VL‘

Soit 94 la fonction additive associée a 1'application 1inéaire ¢ de

V, dans R définie par :

{¢(b) =0 YV beB-{L(p)))
o(L(pY)) = 1.

L

Pour tout entier n » 1, il existe des coefficients rationnels (sb(n))be B
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presque tous nuls tels que

L(n)= 2. 8,(n)b,
beB

de telle sorte que

g,(n) = ¢( 3 8 (n)b) = B, (n)e(b).

¢ b beb D
Ainsi on a construit une fonction additive nulle sur A [car si aeA, L(a)ely et
g¢(a) = 0] sans étre identiquement nulle [car g¢(p6) = 1] . Donc A ne peut
étre ensemble d'unicité.

On a donc montré que i) = UL = VL'

D'aprés cette derniére égalité, il existe, pour tout entier n > 1, des

coefficients rationnels (“i(n))iel presque tous nuls tels que :

L(n) =}, o(n) L(as).

i€l

D'aprés la propriété c, la fonction additive ¢ P (ou pr est un élément quel-
p .
conque de ') définie par
{1 si p'n

§ (n) =

p’ 0 si p'in,
verifie § (n) =Y as(n) & (a;).

pr & i pr i

Ceci prouve 1'affirmation 1ii) et achéve la démonstration de 1a proposition 2.

2.5. Appelons "ensemble compatible" (pour les fonctions additives) toute

partie A = {a,} der N* telle que, pour toute suite quelconque de nombres

i‘iel
réels (Xi)ieI’ il existe (au moins) une fonction additive vérifiant

¥ i€l f(ai) = Xs.
‘Les propriétés b et ¢ du paragraphe précédent montrent que la donnée d'une fonc-
tion additive (@ valeurs dans R ) est équivalente & la donnée d'une application

lingaire de V dans R, autrement dit est équivalente & la donnée de la valeur

de cette application linéaire sur une base de VL . Ainsi nous avons la proposition
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PROPOSITION 3.- Une partie A = {a

C.Ompatlble s1 et Seulement S1 L(a . ) ’

je] €St une partie libre de VL .

Remarque. Pour une partie A donnée de N*, le fait que {L(ai)}iel soit une
famille 1ibre ou 1i€e est indépendant de la fonction L choisie. En effet,
soit A = {ai}iel une partie de N*. I1 est aisé de démontrer que A est

une famille 1iée si et seulement si i1 existe un indice ioeI et des coeffi-

cients rationnels (ai)iEIF{io} presque tous nuls tels que :

1 sj vprﬂai
Y peP, ¥ reN* y a; = { L0
iel-1i )} 0 si pla;
Pr“ai °
3. LE CAS DES FONCTIONS MULTIPLICATIVES (& valeurs dans ().
3.1, ~L'analogue, pour les fonctions multipiicatives, de la notion d'ensem-

ble d'unicité (pour les fonctions additives) est la notion d'ensemble unitaire.
Nous dirons qu'une partie A de N* est un ensemble unitaire (pour
les fonctions multiplicatives) si la seule fonction multiplicative qui prenne la

valeur 1 en tout point de A est la fonction identiquement égale a 1.

PROPOSITION 4.- soit A = {a;} une partie de N* . Il est équivalent

itiel
de dire :
i) A est un ensemble unitaire (pour les fonctions multiplicatives).
ii) Toute fonctiofz additive, dont la restriction & A est & valeurs
dans X, est a valeurs dans .

iii) Pour tout entier naturel N 3 1, il existe une suite (c)t_i(n))iCI

d'éléments de 7L, presque tous nuls, telle gue :
. 1 si .p‘”[ln
Y pe?, Y re N E oc_i(n) = . r
el 0 si pin
Prla,
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3.2. Démonstration de 1) = ii).

Soit f wune fonction additive telle que
¥ aeA, f(a)eZ.
: _o2inf e

La fonction multiplicative g=e vérifie

Y a€A, g(a) =1
et conme A est un ensemble unitaire,

¥ neN*, | g(n) =1,
On en déduit :

¥ neN¥, f(n)e Z .

3.3. Démonstration de ii) = iii).

Remarquons tout d'abord que 1a condition ii) implique que A est un
ensemble d'unicité pour les fonctions additives. En effet, soit f une fonction

additive telle que f(A) = {0}. Ceci implique, d'aprés ii) que f(n)€Z pour
' kil
V2

tout entier n > 1. Considérons la fonction additive g = ; g est nulle sur

‘A et, par conséquent, g(n)e€Z pour tout entier n > 1.
Pour que f(n) et g(n) appartiennent simultanément & Z, il faut
que f(n) = g(n) = 0.

On a ainsi montré que f est identiquement nulle.

Désignons par ML le Z -module engendré par {L(plz)}k>1.

Ce module présente les propriétés suivantes :
a - ’ {L(p"()}k>1 est une base de ML » car, rappelons-le, cette famille est
par définition Q-libre.
b - Pour toute application linéaire ¢ de ML dans R, la fonction arith-

métique g(b = ¢olL est additive.
La démonstration de cette propriété est identique a celle de la propriété b
du paragraphe 2.4.

c - Pour toute fonction additive g, i1 existe une application linéaire q>g
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de ML dans R telle que
g=¢c°L.
La démonstration de cette propriété est identique a celle de la propriété c du
paragraphe 2.4.
Considérons maintenant NL le sous-module de ML engendré par

{L(ai)} et montrons que 1ii) implique

iel
NL = ML.
Pour cela supposons que NL i ML' IT existe un élément p(') de ' tel que
L(py) £ N -
Soit {uk}keN une base de NL (qui est Tibre comme sous-module d'un

module Tlibre sur un anneau principal) {”k}ke]N est aussi une base du (Q-sous-
espace vectoriel UL (engendré,rappelons-le, par {:‘L(ai)}iel) qui est identique
au Q-espace vy (engendré par {L(pl'()}kal) car, d'aprés la remarque faite au
début du paragraphe, A est un ensemble d'unicité. Par suite, i1 existe des
coefficients rationnels (“k(pc':))kelN presque tous nuls tels que

L(pt) = . o (p')u, , et il en existe au moins un, appelons-le o, , qui
0 k*" o’ "k ko

n'appartient pas & Z.
Soit 9 la fonction additive associée & 1'application Tinéaire ¢
de VL dans R vérifiant
{¢(uko) =1
o(u ) =0 ¥ keN -{ko} .
Pour tout élément a de A, i1 existe une suite (o‘k(a))kem d'éléments de Z,

presque tous nuls, telle qUe

L = o .
@) = T gy

Ainsi : g¢(a) = cxko(a)e y/A

On a donc construit une fonction additive gd) dont la restriction @ A est &

valeurs dans Z sans é&tre toujours & valeurs dans Z (car g¢(pc')') = oy £ 7).
o
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Par conséquent on a montré que ii) = NL = ML'
D'aprés cette derniére égalité, il existé, pour tout entier n » 1, des

coefficients entiers relatifs (“i(n))iel’ presque tous nuls, tel que
L(n) =32 as(n)L(ay).
i€l
I1 suffit maintenant de remarquer que la fonction additive ¢ v (ol pr
P

est
un élément quelconque de P') vérifie

Gpr(n) = g%% a;(n) 6pr(ai)

pour prouver la condition iii).

3.4. Démonstration de 1iii) = 1i).

E1le commence par un lemme.

LEMME.- soit AcN* un ensemble d'unicité. Toute fonction multiplica-

tive vérifiant flA = 1 est de module égal & 1.

I1 convient de commencer la démonstration du lemme par la remarqgue
suivante :
Soit pr un élément quelconque de %' ; il existe alors (au moins) un élément
a de A tel que
p"la.

En effet, 1a condition i1) de la proposition 2 implique que

r
Os =1,

by )
Y‘na.

P iay

ce qui prouve qu'il existe (au moins) un &lément de A divisible exactement par p'
Soit maintenant une fonction multiplicative f dont la restriction & A,

fIA ,vaut 1. Ceci implique, d'aprés la remarque précédente, que f(n) # 0 VY n > 1.

La fonction additive Log|[f| est alors partout définie et sa restriction
a A estnulle. D'aprés 1'hypothése (A ensemble d'unicité) elle est identiquement

nulle et, par conséquent,
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|f(n)| =1 ¥ neN".
Une derniére remarque avant de démontrer que iii) = 1) :
la condition iii1) entraine trivialement la condition ii) de la proposition 2.
Ainsi la condition iii) implique que A est un ensemble d'unicité.
Soit maintenant une fonction multiplicative f dont la restriction a A
est égale a 1. D'aprés la remarque précédente, on peut appliquer le lemme et dire
que f est de module égal a 1.

Deéfinissons une fonction additive g par
iq(p’
vpPed, £(ph) = I 0 g(p") < 1.

AMors, ¥ n»1, f(n) = e2im9(n)

On a les égalités suivantes : .
g uivantes _ 2im Z: g(pr)

]

AR} eZing(pr) = e pY‘”n
p"in

2in T 0 (T og(m) a(e")

pef r:l jel

¥Y¥nxl f(n)

= e
erai
2in T oa;(m) T o(p")
- e i€l peP r>1
‘erai
2im a;(n) g(a;)
_ i€l
=e
2ing(ay)_ 1M
= [e ]
i€l
as(n)
= T f(ay) ]
i€l
= 1.

Ce qui prouve que A est un ensemble unitaire et achéve la démonstration de la

proposition 4.
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3.5. On aurait pu restreindre 1'étude au cas des fonctions complétement

multiplicatives et obtenir la proposition :

PROPOSITION 5.- une partie A = {ai}i(I de _N* est un ensemble unitaire

(pour les fonctions complétement multiplicatives) si et seulement si tout entier

n>1 peut se mettre sous la forme

a 0 o
R WY Tk
n=a; “a; " ...a
1 2 k
ou les 333 (1 <« J < k) sont des éléments de A , les % 5 (1 £ J <k)

sont des éléments deé Z et k un entier dépendant de n .

La démonstration de la proposition repose sur le fait suivant :
A est un ensemble unitaire (pour les fonctions complétement multiplicatives)
si et seulement si le Z -module engendré par {Log a}aeA est égal au Z -module

engendré par {Log p}péj“

4. REMARQUES.

4.1. Comme on 1'a vu tout ensemble unitaire est un ensemble d'unicité. La
réciproque est, bien entendu, fausse. I1 existe méme des ensembles trés sembla-

bles dont 1'un est ensemble unitaire et 1'autre est (seulement) ensemble d'unicité.

Exemple : Soit A, (3%, a1} u{3k+l, k » 0}

A 3%, ax1ru{3k+2, k > 0}

2
A2 est un ensemble unitaire mais A1 est seulement un ensemble d'unicité.

Montrons que A2 est un ensemble unitaire. Soit f une fonction multi-
plicative dont la restriction a A2 est la fonction 1. Tout entier m se met

sous la forme

1

m=3"m" o0 m'=2(3) ou m=1¢(3);

de telle sorte que f(m) = f(m').
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Si m' =2 (3), il est clair que f(m) = f(m') = 1.

Si m' =1 (3), on peut trouver un nombre m" tel que
(m'sm") =1 et m" =2 (3).

Ainsi f(m) = f(m') = f(m')f(n") = f(m'm") =1,

car m'm €A2.
Montrons que A1 est un ensemble d'unicité. Soit g une fonction
additive dont la restriction a A1 est la fonction nulle. Reprenant 1a décom-

position précédente de tout entier m 3 1, i1 est clair que le seul cas a

Ht

Btudier est celui des entiers n = 2 (3). On peut alors trouver deux entiers
n, et n, congrus a 2 modulo 3 tels qué : |

(nl,n) = (n2,n) = (nl,nz) = 1.

Ainsi : 2f(n) = f(ng) + f(n) + f(n,) + f(n)-[f(n1)+f(n2)|
F(n) =3 f(nn) + 3(nyn) - 3F(nqn,)
=0.

A1 n'est pas un ensemble unitaire. En effet Ta fonction multiplicative

h définie par

=2 (3)

-
—
~
-~
~—
Il
S
]
= -
w wv
— -—te
©
H

"=1(3) ousi p=3,

=]
i

est égale da 1 sur Al’

4.2. I1 semble trés difficile de montrer que 1'ensemble B = {ptl ; peFP?
est un ensemble unitaire. Le meilleur résultat "accessible™ est, semble-t-il,

le suivant :

PROPOSITION 6.~ 11 existe un entier a > 1 tel que, quelle que soit

la fonction multiplicative f dont la restriction & 1'ensemble {p+l ; ped?

vaut 1

Ynsl (f(n)]? = 1.
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La démonstration de cette proposition utilise le résultat suivant qui

est une simple généralisation d'un résultat antérieur de Katai [2] :

PROPOSITION 7.~ 11 existe un entier N et une partie S de '

vérifiant 'Z:S FTlr < o , tels que pour tout élément p' de 9"—5 supérieur
ou égal a IF\;E, il existe un nombre premier P tel gque
ptl = d p'
ot tout diviseur q' de d appartenant a ' vérifie
'

q' <p' et q'éS.

Soit maintenant une fonction multiplicative f dont la restriction

d B vaut 1 et g 1la fonction additive définie par :
Y oples', f(p') = e21M9(PT) 0 ¢ g(pr) < 1.

Comme 1'ensemble B est ensemble d'unicité (la démonstration, due a Elliott,
figure dans [3]), on peut appliquer la proposition 2 et dire que, pour tout
élément p' de @' ‘inférieur & N, il existe une suite (ap(p'))peg, de

nombres rationnels presque tous nuls tels que
2ri 2, ap(p') 9(p+l)

f(pr) = 2IOP') Lo PEF
Par suite il existe une suite d'entiers (Bp(p'))peﬁ’ presque tous nuls et
un entier ap. > 1 tels que :
. 2 . 7 1 +1 .
f(p') = e = T1 [f(p+1)] = 1.
, pe?
Posons a = p.p.c.m. (ap.»; p' < N), de telle sorte que
Y p' <N, f(p')? = 1.
La'proposition 7, permet alors, par récurrence, de dire que
Yplep' -S, f(p')? = 1.
Pour montrer enfin que les éléments p' de S vérifient Ta méme relation, on

peut utiliser un résultat obtenu dans [ﬁ] et dire que, pour chacun de ces
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éléments, il existe une infinité de nombres premiers p.- tels que 1'on ait :
p+l = 2p'm
ol m est sans facteur carré, est premier avec 2p' et n'a aucun facteur

premier dans S.

Ainsi f(m)a - 1, et par conséquent f(2p‘)af= 1. I1 suffit alors

de remarquer que f(2) =;%§$%% = 1 pour obtenir 1a proposition 6.

On peut également obtenir cette proposition d partir de résultats
obtenus par Wirsing ([7]) mais cette derniére méthode, pas plus que celle

exposée ici, ne permet de donner une estimation de la valeur de a.

65.
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GENERALISATIONS DU THEOREME DE LANDAU SUR LES SOMMES DE DEUX CARRES :
LA METHODE DE FONCTIONS FROBENIENNES.

R:W.K: ODONI

0. INTRODUCTION.

Soit donnée une répartition des puissances des nombres premiers dans
une famille finie {BJ.}J. €?= G de c1§sses. On pose, pour tout je} et
tout entier n > 1, vj(n) = nombre des pk"n pour lesquels pk<;6j. Alors on
obtient un "vecteur des multiplicités" v(n) = {Vj(”)}j€@,’ dont chaque coordonnée
est un entier = 0, ou, en d'autres termes, v(n) appartient au secteur positif
de Z} . Soit maintenant J un sous-ensemble quelconque de ZZ?; je considére

le probléme d'obtenir un développement asymptotique de

(0.1) N(x 3F) = 21,
déf l<ngx
\)(I’])ego
quand x tend vers 1'infini ; on verra facilement que plusieurs questions concrétes
et naturelles se raménent au probléme posé.‘

Introduisons la série génératrice de Dirichlet

0.2 F(s ;T) = -S,
(©-2) (s )déf v(ﬁfn

s étant une variable complexe dont Ta partie réelle o > 1 ; sous cette restriction

F(s ;J) est une fonction holomorphe de s, et on aura 1'identité

0.3 log 2 = = J X F(s ;T) ds ,
(0-3) 1éEx Sh % 2 cmio 82 ( )
v(n)e ¥

ol « >13 (0.3) découle de 1a formule sommatoire de Mellin-Perron.
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La formule (0.3) ne sera pas utile & moins que 1'on connaisse le
comportement de F (ou de son prolongement holomorphe (s'il en existe) & gauche
de o =1) prés de ses singularités, ainsi que sa croissance pour |Ims| » » .
La nécessité d'introduire Tes sommes et intégrales "& poids" dans (0.3) devient
claire en considérant le cas pafticu]ier oo J= Z} , pour lequel f(s ;J) = ¢(s),
la fonction zéta de Riemann. De toute facon, si 1'on a un développement asymptotique
convenable de la partie gauche de (0.3), on peut en déduire celui de (0.1) par une
méthode bien connue (voir, par exemple, [11 pp. 6-7 ou 233-235).

Pour atteindre notre but, i1 nous faut maintenant étudier la fonction
F de (0.2). On commence par introduire des variables complexes auxi]iaires_ Zj

(i %), et on définit un produit eulérien

(0.4) E(ssz38) = TU {1+ 3> Z; P P_ks} s
| déf p i< K
p € Cj

qui converge absolument et uniformément pour o >1+ ¢, ¢ >0 ; ici p par-
court 1'ensemble des nombres premiers. La fonction E(s;z3;8) est holomorphe
pbur o> 1, et, comme fonction de z =‘{Zj}j€3,, elle est entiére. On peut

développer E comme série de Dirichlet.

(0.5) E(s;256) =5 ns22M (45 1),
v:(n)
oa z°(M veut dire 1 sz
J

Nous voudrions établir un rapport entre E et F. Pour cela on consi-
dére la série génératrice de 7T , c'est-a-dire

(0.6) S(z) =5 2"

med

m>0
on peut supposer dans (0.6) que tout Izjl < 1, ce qui assure la convergence et
l'hoiomorphie de S. On peut également écrire S(z) =) e(m)zm, ol e(m) est

m=0

1a fonction indicatrice de . Alors on a 1'identité
dz.

(0.7) F(s39) = i) # [ L [essa s oA
r NI

- -1 < s
ol z L {zj }jeg/, et T est le cycle-produit dans mg’ , dont le j~iéme

composant est le cercle Izj[ = o < 1, avec T'orientation habituelle. (0.7) repré-
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sente un cas particulier de 1'identité classique d'Hadamard (voir, par exemple, [21,
pp. 157-159) ; elle relie Tes séries de puissances "Z: anz", o bnzn et

Y anbnzn (ou, plutdt, sa généralisation simple :aux séries multiples).

On voit maintenant, en vertu de (0.7), que 1'étude de F se réduit
aux €tudes de E et de S. Comme posé ci-dessus, le probléme de Ta détermination
de (0.1) est trop général et difficile & résoudre, parce que les fonctions E et
S qui interviennent dans (0.7) auront, en général, des singu]arités compliquées.
Par exemple, il est possible que E n'ait aucun prolongement holomorphe (comme
fonction de s), ce qui rendrait inutile la formule (0.3). Dans le § 1, nous

imposerons quelques conditions assez naturelles qui nous aideront & exploiter (0.7).

1. LE CAS FROBENIEN.

Considérons maintenant un cas particulier du probléme du § O, qui se
présente souvent dans plusieurs applications. Soit donnée une extension finie
galoisienne K/Q , non ramifiée au dehors de 1'ensemble des diviseurs premiers

D)

de 1'entier D = 1. Soit © une application du monoide N( (des entiers

positifs premiers @ D) dans un monoide commutatif fini M. On appelle 6

multiplicative (resp. totalement multiplicative) si ©o(ab)=6(a)e(b) pour tous
Tes entiers a, b 21 tels que (a,D)=(b,D)=1 et (a,b)=1 (resp. @ 1'excep-

tion de la derniére condition). On appelle & multiplicative frobénienne si

elle est multiplicative et satisfait & 1a condition

(F) : Pour tout nombre premier P , P X D, et tout n =1, la valeur de

G(pn) ne dépend que de N et de la classe [Kégj de Frobenius de P dans

G = Gal K/Q.

(On se rappelie que [Kégj est la classe de conjugaison dans G qui

contient, pour chaque idéal premier p de K qui divise p, 1'automorphisme de

xP (mod p) pour ‘tout entier x de K).

Frobenius v = $p pour lequel @(x)

Exemples. (a) Soit k = 1 -entier, M = groupe des racines w(k)-iémes de 1'unité

dans [, D = 2k, K= Q(z) (z = racine k-ieme primitive de 1), 6(a) = x(a),
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ol x est un caractére de Dirichlet (mod k). La multiplicativité totale de o
est triviale, tandis que T1a propriété frobénienne résulte du fait que 1a classe
[Eé@] ne dépend que de la classe résiduelle de p (mod k).

(b) Soit F un corps de nombres algébriques, ayant pour groupe de
classes d'idéaux Te groupe (fini, abélien) I. On prend pour M 1'ensemble 2I
des sous-ensembles de I, muni de 1'opération binaire

AoB = {ab ; acA, beB} .

On convient de définir AoP =0 pour tout A M, si @ désigne 1'ensemble
vide. Alors M devient un monoide commutatif fini dont 1'unité est I. Soit
maintenant D le discriminant de F/Q ; si (n,D) = 1, on pose
(1.1) 6(n) = {classes qui contiennent des idéaux oL tels que N&=n} ,
ot N = norme absolue. Alors on voit facilement que o est multiplicative. La pro-
priété frobénienne sedéduit de la théorie des corps de classes ; on considére 1'exten-

sion K/Q = enveloppe galoisienne du corps de classes hilbertien H de F ;

les propriétés fonctorielles de 1'automorphisme de Frobenius, et Ta loi de

réciprocité d'Artin nous donnent que e(pt).= e(qt) pour tout t > 1, si
[Eégj = [KéQ] , p et q é&tant nombres premiers qui ne divisent pas D.

Nous allons montrer que le probléme général du § O est résoluble

quand la répartition -[Cj} est associée & une fonction frobénienne d'une

Jeg
facon naturelle. On remarque immédiatement que le formalisme du § O n'est changé
que trivialement si 1'on veut omettre un ensemble fini de nombres premiers, avant
de faire la répartition. Omettons donc les nombres premiers qui divisent D ;

on donne aux éléments de M Tes étiquettes j (Jjej)) et on pose

(1.2) &; =055, e(pk) = m} .

Considérons maintenant (0.7) (o0 E vrecoit la modification triviale
de 1'omission des facteurs premiers de D). Le comportement de E devient clair
en prenant le logarithme (principal) du produit eulérien (0.4) ; en supposant
z borné, on utilise le développement de Taylor de log(l+w) (w petit), ce

qui montre que les singularités de E sont dies & la série
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. . -k . -
(1.3) Dy D s e o
piD e kk J P
p GCJ- p 68‘]-
A ce point on se rappelle que o est frobénienne ; alors on peut
invoquer le théoréme de Cebotarev - Hecke - Artin (voir [3], [4]). On a

(1.4) T pS - B qoq L= R (s)
Ky # G =1
p

o < t > désigne la classe de conjugaison engendrée par teG, et la fonction
RT(s) posséde un prolongement holomorphe dans une région

(1.5) Rio>l-—Lo | (c;>0),

Tog(4+t™)
(ol s=o0 + it, t réel), tandis que dans R 1la croissance de RT(s) est

dominée par (log ]og(4+t2))C2 quand t2 + o 3 ici, Tes constantes ¢y et
¢, ne dépendent que du corps K. Ce théoréme nous donne la connaissance des
singularités de E nécessaire ipour 1'utilisation de (0.7).

Passons maintenant a la question du comportement de 1a fonction
génératrice S(z) ; pour la simplicité je me borne au cas o v(n)eJ & o(n) =y ,
u  €étant un élément fixe quelconque de M. Dans ce cas on peut donner une des-
vcription assez précise de S(z). I1 s'agit de déterminer tous les vecteurs
v o= {Vj}jeg d'exposants non-négatifi.pour Tesquels.

(1.6) T ougd =,

Je g
M &tant un monoide fini, pour tout Jjej 1la suite {ug} ,n=20,1,2,...,
se répéte (éventuellement). On peut donc associer & chaque relation (1.6) une
relation "réduite", dans 1aque11e tous Tles exposants sont absolument bornés ;
i1l ne faut que soustraire de chaque v. Tle multiple propre de 1a "période

J
éventuelle" fj de u. . (Ce multiple peut étre 0 si V3 appartient & la

J
"queue antérieure", ou au "premier cycle", de Ta suite {ug} ). Alors 1'ensemble
des relations réduites de (1.6) est fini ; la somme S(z) se décompose naturel-
Tement selon les relations réduites, tandis que toutes les sous-sommes corres-
pondantes ont la forme d'une série géométrique, multipliée par un mondme en z.

IT en résulte que S(z) (pour z assez petit) est une fonction rationnelle de
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la forme
(1.7) Pl
IT (1“ZJJ)
Jef
oiu P est un polyndme. (Rappelons que fj est la période éventuelle de “j)‘

La formule (1.7) nous donne le prolongement de S(z) & une fonction
méromorphe dans Eg/ dont la variété polaire se décompose par rapport aux dif-
férentes variables. Ce prolongement nous permet de faire une déformation du tyc]e
I qui intervient dans (0.7) ; on se rappelle que E(s;w ;&) est entiére (comme
fonction de w). Nous voudrions élargir 1, en faisant tendre vers 1'infini Te
rayon o des cercles composants. Grdce a la séparabilité des pdles de S(z),
le calcul des résidus peut étre accompli une variable a la fois. Les pdles pro-

viennent des vecteurs ¢ ='{cj}j , ol Cj est ou bien une racine fj-iéme de 1,

€

ou bien (peut é&tre) « (les dernig;s étant dis au numérateur P(z) de (1.7), si

Zj y intervient). Si L est une racine.de 1'unité le zj-p61e correspondant

sera d'ordre < 1, tandis que, si Ly = s 1'ordre sera :sdj-l, ol P(z) a le

degré dj relativement a Zj .
Un calcul €lémentaire nous montre maintenant que (0.7), en faisant

p >~ » , rend une combinaison Tinéaire finie de termes du typé

(1.8) (s 527 1) .

oi 8 est un opérateur différentiel & coefficients constants, et d'ordre fini,

par rapport & z. En tenant compte de (1.3)-(1.5), on voit que les termes (1.8)

ont, en général, la forme » - Z:.sj C}l

(1.9) Q(log gy) (s-1)

au voisinage de s =1, ol Q(T) est un po]ynﬁmé en T dont les coefficients

sont.des fonctions de s holomorphes dans la région R de (1.5), d'une crois-

sance bornée par |t[8 (e > 0) quand t2 + o dans R , tandis que aj

est la densité de Dirichlet des p pour lesquels &(p) = My Bien entendu, les

aj sont des nombres rationnels non négatifs, dont les dénominateurs divisent

[K:Q1 . Si T'exposant }; ¢ 1

J

i CS = 0, i1 est possible que (1.8) soit holomorphe
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au voisinage de s=1; par exemple, les aj peuvent étre 0 pour tout j
avec Cj = =3 alors le role de s =1 sera joué par s=1/2, ou 1/3, ou 1/4, etc.,
si deg Q = 0.

En suivant la procédure de [51, on déforme le contour vertical de « -ie
k+ 1o , qui se présente dans (0.3), en un contour qui s'approche du bord gauche
de R , en évitant la coupure que 1'on doit faire sur la ligne réelle, & la gauche
de s=1, pour que les logarithmes soient holomorphes et univalents sur le nouveau
contour. On obtient alors le développement voulu de (0.3) dans le cas frobénien ;

chaque pdle de S(z) nous donne une combinaison linéaire finie de développements

asymptotiques de 1'espéce

1,

E 5.;-. _ _1 -n
{coi-c1(1og x) +.”+cn(109 X) T4},

d-1 373

(1.10) x(1og log x)~ “(log x)
ot 1 <d<degP(z) (P(z) défini par (1.7)), pourvu que s=1 soit une singu-
larité de OE(s ;c-l; &) ; dans le cas dégénéré, o 9E est holomorphe prés de
s=1, T'exposant de x peut se changer en 1/2, ou 1/3, etc. Le terme d'erreur

pour ces développements sera ou bien

(1.11) O (x exp(-¢c(K) ¥ Tog x))
(dans le cas normal), ou bien
(1.12) o (x™ exp(-c(K) v Tog X))

(m = 2) (dans les cas dégénérés).

2. QUELQUES APPLICATIONS.
(a) Généralisations du théoréme de Landau sur les sommes de deux carrés.
Soient F ..,Fk des corps de nombres algébriques, soit donné dans

1°°

Fy un Z -module Mi de rang maximal, contenu dans 1'anneau Cq des entiers

de Fi , et soit o€ Cq . On considére les n =1 dans Z pour lesquels

(2.1) n = NFi/Q(ai + “i) (avec ﬁie:Mi)

est résoluble pour tout i, 1 <1 < k ; on voudrait Teur répartition.

Le cas o k=1 et F=Q(/~1) fut &tudié par Landau [7] ; ses résultats furent
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généralisés aux corps quadratiques quelconques par Bernays [ 81. Pour tous ces
cas la théorie classique des formes binaires quadratiques suffit pour la réso-
Tution. Cependant, pour les corps plus généraux, i1 nous faut introduire des
idées plus profondes. Pour le cas général, on commence par se ramener au pro-
bléme suivant : déterminer la répartition des n pour lesquels on peut satis-
faire simultanément aux conditions

(2.2) n

N‘OH .
11ﬁ étant un idéal qui appartient & une classe (mod* F}) donnée dans Fi R
ol F} est Te plus grand ideal de Oi contenu dans Mi' Ce probléme est

discuté en détail dans [91, [101, ol j'ai démontré qu'il est réductible, grace
a la théorie des corps de classes, @ un probléme concernant une fonction multi-
plicative frobénienne du type du § 1 ; quelques problémes encore plus généraux
sont traités dans [10]. Dans tous les cas on obtient Tes déve]oppemenfs asymp-

totiques du § 1.

(b) Problémes qui concernent les coefficients des formes modulaires.

Dans [13 Serre a énoncé quelques résultats et problémes associés aux
formes modulaires "tordues" par les caractéres impairs de Dirichlet. Dans certains
cas on sait comment associer a une telle forme modulaire une famille de.fonctions
L d'Artin, en utilisant les opérateurs de Hecke et la transformation de Mellin.
De cette maniére on peut quelquefois étudier la répartition des coefficients de
1a forme modulaire qui satisfont a certaines conditions de congruence etc., par
réduction & un probléme concernant une fonction multiplicative frobénienne. J'ai

discuté de telles questions dans [111 et [121, auxquels le lecteur intéressé

pourra se référer.



Géndralisations du théonbme de Landau suwr Les sommes de deux carrés : 75
La méthode de fonctions frobeniennes. .

3. REMARQUES EN CONCLUSION.

On peut songer a généraliser nos résultats ; par exemple, on voudrait
peut-&tre admettre une famille infinie ﬂﬁj}jeg' dans § 0 ; i1 est possible que
1'on puisse attaquer de telles questions en utilisant quelques techniques de
1'analyse fonctionnelle pour 1'étude des fonctions génératrices d'une infinité
de variables complexes ; sans doute, ce serait un probléme assez difficile. Qu
encore, dans le cas frobénien, on peut retenir la condition ¥ finie, tandis que
1'on permet que le monoide M soit infini. On connait quelques exemples ol S(z)
est encore rationnelle, mais n'est plus séparable ; cette circonstance se présente
si M est infini, mais engendré par un sous-ensemble fini. Pour ces exemples on
doit utiliser la théorie générale des résidus (& plusieurs variables complexes),
due & Leray [131, pour 1'exploitation de (0.7).

En conclusion, je voudrais remercier le Professeur H. DELANGE, qui

m'a signalé une certaine ressemblance entre certaines de mes méthodes et celles

de ses oeuvres [51, [6].
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SUR DES CONJECTURES D’ERDOS ET MONTGOMERY
CONCERNANT LES DIVISEURS D'UN ENTIER

G. TENENBAUM

Nous nous proposons ici de présenter certains résultats d'un travail en
commun avec P. Erdds [6].

Le point de départ de notfe étude réside en une conjecture d'Erdds datant
de plus de quarante ans :

Cl : Presque tout entier N posséde au moins deux diviseurs d et d'

satisfaisant a d < d' g.2d.

En 1948, Erdds a montré que la suite des entiers possédant cette propriété
a effectivement une densité asymptotique, mais sa méthode ne permet pas d'établir que
cette densité a pour valeur 1 [1].
Une justification heuristique de (1 peut &tre formulée ainsi : comme le
nombre des valeurs distinctes des quantités log d'/d, d et d' parcourant les divi-
seurs de n, est égal a
u(n) = card{d|n, d'[n : (d,d') = 1} = T{ (2w1),

. p¥[In
on a, pour tout entier n,

3“(”) < u(n) g 39(n)
ol 2(n) (resp.w(n)) désigne le nombre des facteurs premiers de n comptés avec

(resp. sans) leur ordre de multiplicité ; de 1'évaluation
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Q(n) ~ w(n) ~ Tog log n
valable pour presque tout n, on tire donc

u(n) = (log n)]og 3+0(1)
pour presque tout n ; ainsi, on peut s'attendre & ce qu'un intervalle inclus dans

[-1og n, log n] et de longueur A contienne usuellement A(log n)]Og 3-1+0(1)

points
Tog d'|d distincts ; la conjecture Cl exprive quedans le cas I = [-log 2,709 2] Te

nombre de ces points est au moins égal a 2.

Cet argument a conduit Erdds a formuler la conjecture plus forte suivante,

qu'il a annoncé pour pouvoir &tablir en 1964 [2].

C2 : pour tout réel positif € et presque tout entier n , on a

1+ (log n)l-log 3¢ . min{%; :djn, d'|n, d < d'} < 1+ (log n)l-log 3+e

Malheureusement, alors que 1'inégalité de gauche a été récemment prouvée,
sous une forme 1égérement plus précise, par Erdds et Hall (5], celle de droite doit
encore rester conjecturale.

Fondée sur le méme argument heuristique, une autre conjecture est &noncée

par Hall et 1'auteur dans [7] :

C3 : pour tout réel o de [0,1] et presque tout entier nh , on a

)1093-1+a+o(L

U(n,a) : = card{d|n,d'|n : (d,d') =1, |log %%I < (Tog )% =(log n

Dans cet article, nbus établissons que 1'inégalité
U(n,o) < (1og n)109 3-1+o+0(1)
a effectivement lieu pour presque tout n, mais nous n'obtenons pas la borne inférieure
souhaitée.
'Désignons par t(n) Tle nombre des diviseurs d'un entier n ; dans le but de
prouver Cl, Erdds a introduit la fonction arithmétique r+(n), égale au nombre des
entiers k pour lesquels 1'intervalle [?k,2k+1[ contient au moins un diviseur de n.

On a toujours 'T+(n) < t(n) et i1 suffirait, pour prouver C1l, d'établir, pour presque

tout n, 1'inégalité stricte. Cela a conduit Erdos (voir par exemple [3]) a émettre la
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conjecture suivante

C4 : ouitte & négliger une suite d'entiers de densité nulle, le rapport

+
T (n)/t(n) tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Dans [6], nous obtenons le résultat suivant qui, non seulement réfute C4,
+
mais implique méme que toute suite A telle que lim ;Fiﬂ% = 0 est de densité nulle

ned TN

THEOREME 1. Pour tout réel positif e , il existe une constante C(e)
telle que, pour tout réel o , 0 € o ¢ 1, la densité supérieure de la suite des en-

tiers n satisfaisant a T+(ﬂ) ¢ a 1(n) ne dépasse pas C(s)al-go

Notons 1=d1 < d2 <eoo< dT = n la suite croissante des diviseurs d'un

entier générique n ; et posons
d;

p(n) : = max{log —%il : 1 <1 g1}

i
f(n) : = card{i(l < i ¢ t=1) : (di’di+1) = 1}
g(n) : = card{i(l ¢ i< t-1) : dildi+1}°

D'une maniére générale les résultats impliquant les rapports entre di et d1.+1
sont difficiles & obtenir. Dans [8], nous montrons que w(n)/log n posséde une fonc-
tion de répartition continue sur [0,1] et "voisine" de 1'identité. Dans [4], Erdds
et Hall, fournissent une minoration non triviale de 1'ordre maximal de f(n). Dans [6],

nous établissons le résultat suivant

‘THEOREME 2. Pour tout réel o de [0,1], désignons par A(a) Ila densité
supérieure de la suite des entiers N satisfaisant a
g(n) < a t(n)

Alors on a lim A(e) = 0.
a0

Ce résultat avait été conjecturé par Montgomery Tors du Symposium de Théorie
analytique des nombres de Durham en 1979. Son argument heuristique était le suivant :
soit n un entier et p son p]us petit facteur premier ; quitte & négliger une suite

o(1)

de n de densité nulie, on peut supposer 1log p < (log n) ; de plus, Ta moitié au
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moins des diviseurs de n divisent n/p et, si diI?T mais difd on a

i+l

d <p di » or la mesure de W 110g di’ log p dif ne dépasse pas

dil(n/P)

t(n) log p, elle est donc presque toujours < (log n)

i+l

log 2+o(1) et 1'on peut s'at-

tendre a ce que la proportion des Tlog d1.+1 contenus dans cette réunion tende vers 0

log 2-1+0(1)

comme (log n) ; le résultat conjecturé nécessite seulement qu'elle soit

majorée par une constante <

Nl =
°

Ainsi une méme idée sous-tend les théorémes 1 et 2 : les diviseurs d'un
‘entier ne sont pas trop souvent trop proches. Le schéma de la démonstration du
théoréme 2 est le suivant : soit n=pm un entier dont le plus petit facteur pre-
mier est p ; un argument voisin de celui qui est utilisé dans la preuve du théoréme 1
permet d'établir, quitte a négliger une suite d'entiers n de densité supérieure
tendant vers 0 avec ¢ , qu'une proportion positive ¢ des diviseurs § de m
sont tels que 1'intervalle ]g ,PpS[ ne contienne aucun diviseur de m autre que

§ 3 cela implique, en posant § = di s di‘n, que d1+1 =D di’ d'ol

g(n) > ¢z t(m) > % t(n).
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