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INTRODUCTION:

A la suife des travaux de R, H. KRAICHNAN sur la turbulence (cf. par exem-
ple [ﬂ), U. FRISCH et M. LESIEUR introduisent et &tudient en [1] un modéle
de turbulénce dit modélé MRCM (Markovian Random Coupling Model). Le MRCM est
appliqué aux équations de Navier-Stokes déérivgnt lé comportement de mombreux
écoulements et applicable & de nombreux autres problémes d'évolution non liné-
aire de la Physique mathématique.

Par 1'introduction adéquate de coefficients de copplage aldatoires dans
les termes non linéaires, on cherche & préservér la plupart des propriétés
stucturelles des équations (propriétés d'invariancé, de COnservatién, coe)

' au niveau des moments d'ordre

et 3 rendre le probléme cxactement ''soluble’
deuwx. Ainsi, la fonction de covariance des vitesses est la solution d'une é-

quation maftresse qui se présente sous la forme d'une &quation d'évolution

d'un type non classique.

Nous nous proposons d'étudier cette &quation maltresse dans le cas unidi-

mensionnel ol elle est associde au moddle simplifié de 1'équation de Burgers:

(1 v = L(u)

Les fonctions u = u(t,x) étant définies par x ¢ R et t » 0, et L &tant 1'o-

pérateur aux dérivées partielles non linéaire .

@ L = [u,0 -

Il convient de noter qu'alors u(.,0) joue le role de 1'énergie et est une des

non linéarités caractéristiques de cette &quation.



Associé aux €quations de Navier-Stokes, dans le cas tridimensionnel, 1féqua-
tion maltresse ne se préte pas au meme fofmalisme explicite (cf. [4]).

Des résultats d'existénce ét de régularité de la solution de (1) (2) sont
obtenus dans un cadre fonctiomnel naturel que nous allons préciser et qui ne

semble pas devoir étre Te cadre habituel.

Lorsque l'opérateur L est du type
3) L = [fW],

1'étude de 1'équation (1) correspondante reléve de la classique méthode de vis-
cosité: On introduit un terme de viscosité vu et on fait tendre v vers O.

On définit donc des solutions faibles généralisées, ainsi dans E. HOPF [S] s

b ~ - -~ .

0.A. OLEINIK [6] [7], S.N. KRUZKOV [B] .o En l'absence de phénoméne de dis-
sipation (ou de viscosité), méme avec une condition initiale tré&s réguliére,

il n'est pas possible de trouver (pour tout t » O) des solutions réguliéres:

le probléme admet en effet des solutions pour lesquelles se développent des

singularités.

Nous nous intéressons ici & la recherche des solutions généralisées pour

1'équation (1) (2), vérifiant en outre les conditions aux limites et initiales.

+
u(,,x) =——* 0 quand x ~—*r = @

(4)

u(0 = u

( ,‘) o)

I1 est intéressant de reécrire 1'équation maltresse avec viscosité sous
la forme

Ju

(5) 3 (6x) - ai {v + 2(u(t,0) - u(t,x) ) )-%E (t,x)} =0



et il apparait alors que cette &quation est parabolique pour v > O tant que

u(t,0) > u(t,x) pour tout x e R .

Cette propriété est en fait liée au caractére physique intrinséque de 1'é-
quation: La fonction u represente une covariance, elle est donc pour tout t
une fonction dé type positif et il est bien connu que telles fonctions atteignent
-leur maximum 3 1'origine. Nous &établirons tout d'abord que le probléme aux li-
mites (5) (4) est un probléme bien posé dans 1é cone des fonctions de type po—
sitif.

C'est 1'objet du chapitre I, ol nous construisons une solution approchée
en utilisant une méthode .de Galerkin pour 1'é&quation transformée de Fourier de
(5).

Le chapitre iII est oconsacré a &tablir des résultats de différentiabilité
de 1a solution de (4) (5) par rapport & x. Nous procédons par dérivation réité- .
:éé des €quations et nous en déduisons des résultats de régularité. La justifi-
cation rigoureuse tient & une régularisation parabolique de 1'équation (5):

Nous considérons une équation maitresse perturbée par l'introduction d'un ter-

2
) . . . g
me d'ordre 4, ¢ —~% ( € > 0 arbitrairement petit) et nous 8tudions le compor-

X
tement de ses solutions de type positif lorsque ¢ tend vers O,

Les points abordés dans les autres chapitres sont 1'existence et la té-
gularité des solutiomns (4) (5) & viscosité nulle v = O, |
Au chapitre II, 1'étude du comportement des solutions "visqueuses" lors-
que v tend vers 0, permet de donner un résultat d'existence. Le passage 3 la
limite est fondé sur un théor&me de compacité d& & J.A. DUBINSKII @ﬂ.
I1 est alors naturel de poser la question de 1'existence de solutions

plus régulidres. La réponse est négative au chapitre IV, 1'équation maitresse
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ne posséde pas de solutions de classe>Cw ni meéme Ca, plus préci§ément nous &-
tablissons que ses solutions sont nécessairement irréguliéres aprés un temps
fini Ty ¢ c'est la notion d'existence d'un seull de singulafité. Les singula-
rités apparaissent alors ét se développent en x = 0, les solutions ne sont plus

-~

différentiables par rapport i x et uXx(t,.) devient infini., Le tem?s $*. est
détermind a-partir des conditions initiales.

Les solutions sont en fait de élasse ¢ sur 1'intervalle de temps (O,T* Jet
il y a conservation de 1‘énergié —— Conservation de 1'énergie donc pour les
solutions différentiables ——. Ensuite -1'énergie n'est plus conservée: Du point
de vue du modéle de turbulence, c'est la notion de "catastrophe énérgétique"
liée a 1'apparition effective de la turbulence. Nous donnons une équation sui-
vant x = 0 permettant‘de mieux cerner la proprié&té de discontinuité et>appor—
“tant une précision supplementaire relative & la dissipation d'énergie.

Au chapitre V enfin, nous &tudions la régulérité des solutions aprés'la
"cataétrophe" et nous obtenons qu'en dehors de x = 0, élles résteﬁt trds ré-
gulidres en espace.

Nous dénnons d'autre part une réponse partiélle au probléme de 1'unicité:
L'équation maitresse admet une solution unique sous une hy?otﬁése de type con-
servation de 1'énergie et une hypoth&se de régularité relatiﬁe'é uxx(t")'

Ces hypothéses, naturellement, sont satisfaites sur [O,T*[xIR et 11 est pos-—
sible de donner alors un développement asymptotique de la solution (chapitre IV).

Des essais numériques ont permis de rendre compte avec une bonne précision

de ces notions de seuil de singularité et de "catastrophe 8nergétique".



Le plan sera le suivant :

INTRODUCTION

CHAPITRE I. - Résultats d'existence i vigcosité non nulle (v > o fikée) .
.1 - fhéoréme d'existence .
1.2 - Fonctions de type positif et espaces ﬂfﬂp(ﬁ}) .
I.3 - Misé en oeuvre de la méthode de Galerkin .
I.4 - Estimations & priori .
I.5 - Passage 3 la limite .

1.6 — Remarque sur la dépendance en v et principe de maximum .

.CHAPITRE II. - Résultats d'existence & viscosité nulle (v = 0) .
II.1 - Résultats d'existence et estimations 3 priori (v - o) .

II.2 - Passage 3 la limite .

CHAPITRE IIT. - Unicité et régularité & viscosité v > o fixée .

III.1 - Premiers résultats de régularité (v > o). Théoréme d'existence
et unicité .

‘II1.2 - Unicité 3 viscosité v > o fixée .

111.3

Régularité C” & viscositd. v > o fixée .
CHAPITRE IV. = Seuil de singularité et "catastrophe énergétique" & viscosité v=o
' IV.1 - Non existence de solutions c” sur [b,w[ X ﬁ? .
IV.2 - Premiers résultats de régularité 8 v = o .
IV.3 - Discontinuité en x = o. _
IV.4 - Seuil de singularité . "Catastrophe énergétique" .
1V.5 - Démonstration du théoréme IV.4 .

IV.6 - Unicité et développement asymptotique sur (0,T,.) x [} -
CHAPITRE V. - Résultats de régularité globaux 3 viscosité v = o .

V.1 - Nouveaux résultats globaux &8 v = o .

V.2 - Régularité C en x # o .

ANNEXE 1. = Illustration numérique .

ANNEXE 2. - Commentaires .

APPENDICE - Le modéle retenu par U. FRISCH et M. LESIEUR
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CHAPITRE I  Résultats d'existence i viscositd non nulle (v>0 fixée)

I, 1 THEOREME D'EXISTENCE

A viscosité v > O fixée, u = u. = u (t,x) est donc défini sur

v
{0, = [x R par

@1 -2 () - 2 ¢ [v* 2(u(t,0) = u(t,x) )] 2 (e,3) =0

ot Ix 8x -
(1.2) u (t,x) +0 quand |x|.> o
(I.3) u (0,x) = u (x)
Théoréme I.1 Pour tout v > 0 fixé&, pour u donné avec

2
(1'4) uo€L(R>9
[ S . N (])

(1.5) u > 0 c'est-a-dire u 2 0 s

I1 existe u solution du probléme (1.1)(X.2)(1.3) telle que :

o 2 2
@e  wer"(oo[ 3 RN, 35 e’ o[ xR,
(I.7) u(t,.) >> 0, 4(t,.) 2 0 VYt >0.
Si on suppose en outre que 3
® 2
(L.8) u e L(R)n L(R) ,
Alors :

(1.9) u € Lw(]o,m[x R )

et

(X.10) llull - < |u ! o
/ Lo, [xR) °L(R)

(1) cf. § 1.2




Certains caractéres fondamentaux de 1'équation considérée étant liés i la
transformée de Fourier de u (en x , & t fix8), il est clair que 1l'équation
transformée de Fourier de (I.1) sera intéressante a considérer. En fait la méthode
que nous employons pour démontrer l'existence est la suivante : construction d'une
solution approchée en utilisant une méthode de Galerkin pour l'équation transformée

de Fourier de (I.1) et passage & la limite par compacité.

Dans ce qui suit nous commengons par quelques remarques sur les espaces
P . . . .
EF'H (R ) , nous explicitons la transformée de Fourier de (I.1) et nous mettons

ensuite en oeuvre la méthode de Galerkin.

1.2 FONCTIONS DE TYPE POSITIF ET ESPACES § H (R ).

On rappelle qu'une fonction o est de type positif, notée o >> 0 , si
la forme quadratique

N —
AJ’-'O"AN——'_—T .z G(Xi - XJ’) Ai Aj
1,3=1

est semi~définie positive pour tout ensemble fini de points Xyeeeey¥y dans R .
‘Conséquences immédiates de la défini;ion, on a les propriétés :
o(x) = o(x)
o(o) est réel positif

Ic(x)l < o(o) pour tout x € R.(N=2, x =0, x =x, A1=l=fA2)

1 2

Ces fonctions sont bien connues en Analyse mathématique et ont fait 1'objet
de nombreuses &tudes (cf. par exemple L.H. LOOMIS El], BOCHNER EZ])(l)
_‘le

Ainsi en particulier, les fonctions fp(x) =@ sont de type positif

pour tout p tel que O < p £ 2 (la propriété n'étant plus vraie pour p > 2).

Plus généralement, lorsque o est une fonction continue si o(0)=0 et
¢ >> 0, alors nécessairement o est identiquement nulle ; si a(o) =,0(xo) et

o >> 0, alors nécessairement ¢ est périodique de période X

D'autre part, en vertu du théor@me de Bochner, une fonction o >> O peut etre
caractérisée par le fait que sa transformée de Fourier, notée & , est positive

ou nulle.

PRESEUEENERSE .

(1) cf. aussi L. SCHWARTZ [13] pour des distributions de type positif.



En vue de 1'étude du probléme (I.1) (I.2) (I.3), nous introduisons donc
1'espace HI(EQ) et son image, F Hl(ﬁ{) , par transformation de Fourier, qui
sera 1l'espace naturel de travail (a t £ixé). Nous utiliserons aussi parfois
les espaces Hp(}{), p entier 3 o, et leurs images de Fourier ¢ HP(HQ). On
rappelle que P (R) désigne l'espace de Hiibert des fonctions de R —— R ,
de carré sommable, ainsi que leurs dérivées d'ordre £ p. On notera u = u(x) ,

-~

‘'v(x) des fonctions appartenant par exemple & LZCE{x) et ¢ = ¢(&) ou

I

v

12

Ainsi 1'espace & HP(R) désigne l'espace des fonctions complexes ¥ ,

(&) des fonctions appartenant i l'espace des transformées de Fourier Lz(Eig).

@ e RO TED = 0@ [ (v DR | pofas < + o)
R

Il est de Hilbert pour la norme :
{ I a+eHP | w2 anyt/? .
R ;

L'espace & Hp(ﬁa) contient d'aprés_(I.ll) toutes les fonctidns'étagées
i support compact vérifiant V(=€) = (&) . Nous verrons que ces fonctions
forment un sous—~espace dense de 37 HP(B{) (cf. Lemme I.1), et nousvmettrons en
oeuvre la méthode de Galerkin, dans des sous~e$péces de j? Hl(ﬂz) , formés de

telles fonctions {(cf. § I.3).
De maniére plus précise nous introduisons les espaces -¢h suivants :

Soit N un entier > 0 , h = 2“N et soit @ﬁ( le sous—espace de g Hl(ﬁ?)
formé des fonctions &tagées, constantes sur des intervalles de longueur h
centrés aux points jh , ¥jI < M(h) = i§'= 22N (1) , et nulles en dehors de ces

intervalles. h

. . s s . i 1
Désignant par ¥ la fonction caractéristique de 1l'intervalle (- T ¥ E& ,

on définit Qh comme 1'espace des fonctions ¢ telles que :

(1.12) 48 = o

£ _ .
¢, x G- 1, ¢.=¢() e C
- j=-M(h) | ] h - J

(1.13)  ¢C8 =98 Ve clest-a-dire ¢, =¢; .

Nous avons :

pr——

PR

(1) On peut remplacer M(h) par n'importe quel autre entier tel que h M(h) =+ «
lorque h - O.
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Lemme I.! Pour tout entier p > o fixé ,

(I.14) (h) ¢h est dense dans § P (R)

(1.15) f_](tg ¢h) est dense dans HP(R) .

Démonstration

I1 suffit de démontrer (I.14).

Pour tout ¢ € ?HPCR), et pour tout h donn&, on considére la fonction

\bh € ¢h définie par :

(+3)h
(I.16) ¥y, (3B) ___% J 1 ¥(e) dg il < M(n) .
(j"_ -Z')h

On vérifie que wh(-'jh) = ‘Ph(jh) . Ainsi 1'_app1‘i.cét':ion ¢'+-1ph est linéaire

de . T HP(IR) dans @_ et on vérifie par un calcul &lémentaire que :

h

@i lyll < o [l

FHP(R) F P (R)

Le résultat sera &tabli si nous montrons que pour tout ¢ € 7 HP(R) s

(1.18) —+ § dans § HP(R) , lorsque h = o .

n
D'aprés (I.17) , il suffit de démontrer (I.18) pour tous les Yy d'un
sous—espace dense de F Hp(lR) , donc pour ¢ ¢’ a support compact en vertu

du lemme I.2. ci~aprés. Et pour de telles fonctions, on vérifie trés aisément que:

f a+ e [y @ - 6@ e —>0 (0.
R

Lemme 1.2

D (']Rg) est dense dans ¥ BP(R) .

Démonstration

Puisque D (]Rx) est demse dans HY(R), par transformation de Fourier,

. o w - . .
les fonctions C sont denses dans J Hp(R). On se raméne ensuite aux fonctions
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i support compact par troncature :
Soit 6 e D (Hzg) » 05851, telle que :

6 =1 pour IEI 1 et ©8=0 pour |g|] 32 ;

/A

On vérifie que pour tout ¢ € fF HP(EQ) et pour tout ¢ > 0 ,
6(e)p(*) ¢ ¥ BP(R) et lorsque e+ 0,

(I.19)  0(e*)y(+) —> ¢ dans F BP(R) .

I. 3 MISE EN OEUVRE DE LA METHODE DE GALERKIN

Soit u = u(t,x) une solution de (I.1) et soit. ¢ = ¢(t,&) 1la

transformée de Fourier en x de u.
L'équation (I.1) s'écrit sous la forme :

2 32 32 2
(1'20) at(t’u) - (\) + zu(t,o)) l21 (C,X) + 2[(u(t,x)) ] = 0
9x X

A
. - . . -1
et devient aprés transformation de Fourier (on notera u = gf ¢ = ¢)

@2 Be,n) vt o+ 2 $6,00006,8) = 41 £ ¢ % 9(,0)

Pour ¢ et ¢y donnés, on définit, lorsque ces intégrales ont un sens,

. .
(¢,9) = $(&) y(g) dg
4]R .
2 2 —
(1.22) a(,¥) = a7 P(g) y(&) dg
. R
[ 2 2 e
B(¢,V) = br” g7 ¢ % ¢ (8) Y(E) dE
‘R
Dans les espaces ¢h précédents, nous allons chercher une approximation
de u(t,.) = ¢(t,&) sous la forme :
+M(h) £
¢, (£,8) = Z ¢ (£) x(E = 3)
b j=-M(n) OB h

Les fonctions (o,Th) — ¢h seront solutions de :

o *

Top(t), ¥ + 0+ 2§ (6,0)) alen(0), ) = B (), ¥) Yo, e 8,
(1.23)
¢h(o) e'¢h donné
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Avant d'étudier ce systéme différentiel, précisons le choix fait en (I.23)

relativement aux conditions initiales. Par hypothése u, € LZ(EQ) et donc

”~

2 - - . PR
u e L (EQE). D'aprés la démonstration du lemme I.l, nous pouvons définir pour
tout h , un &lément ﬁoh; dans ¢h.’ a8 valeurs réelles, tel que :

luohl s_]uol et Uy, T Uy dans L (ﬂag) lorsque h -+ o .

En outre, d'aprds (I.11) et (I.5) , th >0 .

Nous choisissons donc en (1.23)

A
(1.24) ¢h(o) = uoh.> 0.
Lemme I.3 Le systéme différentiel (I.23) ‘est équivalent au systéme

différentiel :

S 0n(® + 4 GE P o + 28 (606 (0

_, 2 _+M(h)
(1.25) - ‘”‘k,i:_M(h) Oikg Prg () 9gp ()
b (@) = Gy 2 0
ol
(j+1/2)h : )
(1.26) G.kz = I X #*X (E-+ k + &) £7 d&
) (i=1/2)n

Il posséde une solution maximale définie sur un intervalle (o,Th[ s

O<Th$+°°),

En outre :

(1.27) ¢, (t,8) 2 0 ¥eeR , Yecr .

Démonstration

Pour obtenir le systéme‘différentiei (I.25) & partir de sa forme

variationnelle (1.23), nous prenons wh défini par :
=1 (& _
‘bh(E) =% X('ljl‘ - 3)

Un calcul élémentaire montre que :
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40, b = Ly o [N
w0, ) = g £ ax
h h h jh (i-1/2)h

w? v G g 64 (0

z:-i*M(h) 2 (j+1/2)n

4

B(¢, (£)5 ¥, )
B B e=mmy R fkn(®) 4 (® J

2
Xp1. ¥ Xov (E)ET dE
G-1/2)h kh* *gh

B (B) = xE = K

Mais

i

Xy, ¥ Xgpy (B) JR xGEL - 10 x@ - 2) dn

h[ X =k = £ = n) x(n) dn
R
h x % X (%—- k- 2)

et le résultat suit.

Pour démontrer 1'existence d'une solution de (I.25), il suffit de montrer

que 1'application lindaire :
8 -1
b ¥ = (F v (0
est continue de ¢h. dans € , et cela est tout a fait élémentaire.

Pour montrer que (I.25) admet une solution réelle positive, on applique

le raisonnement qui précéde au systéme

(1.25 bis) oo (0) + or 07 5T+ O+ 2E (0 ]) 0y (0
= 2 +M(h) R :
o a1 )

avec la méme condition initiale.

Or toute solution de (I.25 Bis) est réelle positive. Il est facile de voir
qu'elle est nécessairement réelle. Pour vérifier qu'elle est positive, nous remar-

quons que les ijl sont positifs et que :
4. (0) + o, (£) 6., (t) 30
at *jh h jhit Z

2

o (£) = w252 + I -+ 2[§, (e,00]) 3 0

ceci implique

t
¢jh(t) 2 ¢jhﬁ0) expf- Jo ph(o) do}

donc 2 O,



_14 -—

Ayant observé qu'une solution de (I.25 bis) est réelle positive, nous
affirmons que c'est aussi une solution de (I.25). En effet, les seconds membres
. . X . ., N,
sont identiques et dans le membre de gauche on a bien l¢h(t,o)l = ¢h(t,o)

gh(t,-) est de type positif

et Eh(t") e P(R) , Vp>0 , en particulier s'annule 3 1'infini en
sorte que :

3 h‘(t’o) = Sup %h(t,.) > O.

I. 4 ESTIMATIONS A PRIORI

Nous allons &tablir & présent les estimations & priori qui nous permettront
de montrer que Th = + o et qui permettront ensuite le passage i la limite
h——> 0 (§ L.5).

Au préalable, nous donnons une autre forme de 1'équation du systéme (I.23) :

Lemme I.4 Avec les notatioms :

uh(t,'> = Eh(t:') = g'-l q)h(t:')

4V
v () = )

et
auh(t) dv
h
(1.28) a(uh(t), vh) = I ryralOi dx
R
Nous avons @
o
(1.29) BE(uh(t)’ vp) + (v + 2y (t,0)) a(uh(t), vy)
auh dv
h
= 2 J uh(t,x) 3;—(t,x) E§~(X) dx
R
Démonstration
Dans (I.23), il suffit de transformer l'équation & 1'aide du théoréme de
Parseval.

En effet, nous avons successivement ,

& o (0, v) J 34 (6,0) 00 d
R

it

I %E-uh(t,x) vh(x) dx
R



’

u(¢h(t), wh>

inle? ¢, (£,8) T (O ds

ro. . dvh
= I v (t,x) T (x) dx

r

g e e by (60 T a

B, (), B,)

»

Jg @ing epe o, (6,8) (ZnE ¥ (8) ) df

r

= R£ {( uh(t,X))Z} ;f; vh(X) dx

= 9 dv,
- [@ u, (t,%) % (t,%) E;E (x) dx

Nous établissons maintenant les majorations & priori.

Lemme I.5 On a

et lorsque h > O
(ii) Les fonctions ¢h demeurent dans des ensembles bornés de
1°Jo,=[ 5 PRy er t2o,=[ 5 T (R) ).
(iii) Les fonctions u = %h demeurént dans des ensembles bornés de.

°Jo,al 5 P@®) ) et 12 Jo,e[ 5 H(R) .

Démonstration

I1 convient de mnoter que (i) résulte immédiatement de (iii).
Soit d'abord t fixé, 0 < t < Th’ nous prenons v, = uh(t) dans (1.29),

ce qui correspond i %h = ¢h(t) dans (I.23) :

9
7 3 1O v vam®, g ®) 2 J{R (u, (€,0) - uh(t,x))(—g;} (t,2))%ax = 0
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Utilisant le fait que uh(t,.) > > 0, nous avons

Uh(tyo) z Uh(t:x) VX e
et nous obtenons alors en particulier

lo, % < |y @]

Ce qui montre nécessairement Th = +w , Intégrons maintenant de
03as (s>0 quelconque) :
s
2 2
[u, ()7 + 2v [ a (u (6), u(t) ) dt < [y (0]
o

Le lemme I.1, (I.24) et le théoréme de Parseval justifiant 1‘'inéga-

lité [uh(O)l2 = [ﬁohlz < lﬁofz, nous obtenons finalement
(1.30) Iu.h(s)[ < |u0|2 Vs> o0
® 9
(1.31) J l —5;}—‘ @)% < 5 lul?
' o

Le lemme est établi.

I1 nous manque maintenant une estimation & priori sur la dérivée

par rapport & t de W ce qui est 1'objet du lemme:

Lemme I.6 Lorsque h » O,

auh'
< 4/3 L
¢~ demeure dans un borné de L, - Jo,=[ 38 "(R) )
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Démonstration

Soit T > 0 quelconque,

(T du, 4/3
Nous considérons L = I [ EE_(t) Iln_l(ﬁz) dt
o

Via la transformation de Fourier et parce que

+M(h) £
., (t,8) = 4 (t,.) == é..(t) ¥ ( +-3) , nous avons
her T PRIVRRNRS | h

(T .. 3¢ : v 2/3
I = {J (5t (6,9 )0 =) ar
g

J 1+
o
rT +M(h) dé. (j+l/2)h 253
= {z (P 07 ¢ J ) a
‘o j=-M(h) (j-1/2)h 1 + &
T +M(h) dé. 2/3
s[ {z v, ()% de
0 3="M(h)
" h
ot v.(h) = .
J 1+ (§ - 1/2)%0%
d¢.h
La recherche d'une équation "explicite" donnant ~E%~(t) en (1.25)

(la démonstration du lemme I.3) fut menée 3 bien par choix de

ey ol L E_ .
¢jh(5) =5 x(g-3)
dans
@32 g a0 = (v 2 4 (5,00) o (), bi) + B (D), by

Les formes ¢ et B sont données en (I.22) et calculées dans la démons—
tration du lemme I.3. Procé&dant ici un peu différemment, nous avons d'aprés

1'inégalité de Schwarz,
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B f(j+1/2)h

2 2 .2 2.2 2
a(¢, (£), ¥.. )" s 4r'h (G + =) . 4n”e" (4, (£,8)]
et Vg, 1277 JG-1/2)m h

PRI
2 f an’e? (3, 0, (£,0)] 7 d

| 8, (©), v..0]% < 4r?h (5% + <D,
R 27 Jg-/am

Poursuivant le travail de majoration de Ih’ nous regroupons les iné-
galités précédentes d'aprés (I.32), alors

(une constante sera notée indifféremment C)

+M(h)

z v;(h) (g

| 2
ey dt jh(t) )

< ca+ el . J an’e? (o, (£,6))% az
®
*C Jm i’ g % 6 (6,5)]7

£ ¢+ ueol® . LR <-EE (£ ) 2

+C%(3§¢ﬁ&m)ﬂd

I1 faut ensuite utiliser la majoration classique

.33 v oz VM2 Ly 12 Vv e BENR)
e @) * P@)

et le fait que uh(t,.) > > 0, c'est-d~dire uh(t 0) > uh(t x) VYV x.
f trn v (Lo 3
o< R IR AR

T IV 3 L 2/3
$ j tolst @l +c (oM. [ 20 [V22 2%
(o]

T 3 T 3
<C I | h (t)la/3 dt + C J l.uh(t)lz/3 . lg-;th-(t)lz dt
[8) ! o
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]
T Yh d
sCI | &) [P a4 CJ lu, (6)]%/3 l--~—~3:‘ ©1]% a
o .
3x

Nous terminons avec le lemme I.5 (iii):

Ih‘< C = C (T) indépendante de h.

1.5 PASSAGE A LA LIMITE

Il existe une suite H' +~0 ,

Il existe u ¢ Lm'(] °°[ L R) ) avec -g-:—: el (]0 w[xR)

tels que:

Y :—-—-—*u dans L (]o,w[ s L2 @R) ) faible étoile
(1.34)
.Blfh' du

2 .
T 5% dans. L (]o,w[le) faible

En raison du 1emﬁ1e 1.6 et d'un théoréme de compacité d*Aubin , nous
avons des propriétés de convergence forte de W, Vers u:

Nous savons que 1! m_]ectlon de H ([ -M, +M ]) dans H ([—M +M])
est compacte pour tout M > 0, pour tout s, 0 < s < 1; alors nous avons par

exemple

H3/4

(1.35) u.h.‘——%* u dans L2 ([o,T] ([—M, +M])) fort Y > 0, Yu> o0 .

or 85 ®) s'injecte contintment dans Co(R) sis>1/2 ,

Donc

(1.36) W — u dans L2 ([O,T) ;C“([—M, +M]) ) fort VTA > 0, VM >0.

En particulier 5

(1.37) uh,(.,O) > u(.,,0) dans L [O oo[ ) fort .



Comme d‘'habitude, partant des éciuations approchées (1.29), les
convergences faibles données en (I.34) suffisent pour justifier le passage
3 1a limite dans les termes linéaires, et les convergences fortes (I.36)
(I.37)lnous permettent de passer 3 la limite dans les termes non linéaires.
Plﬁs précisement, soit v c%(R) et ¢ = V. Nous savons trouver pour
tout h' des éléments wh' € ¢h' tels que 'd)hf' —r ¢ dans ?HI (R) lorsque
h'* > 0 . '
- = ghi :

——> v dans H1 ®)

On.pose v, —‘g"lp

et par conséquent X

Avec ce choix de v+ Dous déduisons de (I.34),

(o, (t), v, ) =~ (u(t), v)
(1.38) " h™ |

a( uh'(t) s V ' ) """"" a (u(t), v)

Alors, grice 3 (1.37),
(1.39) w500 & (4,(), v,) — ul.,0) a (u(.), V)

dans L ( ]o w[) faible

et donc en particulier au sens des distributions sur ]0, w[ .

-~

I1 reste 3 justifier le passage 3 la iimite dans les termes non li-

néaires du second membre de (I.29) ¢

Lemme 1.7 | - Lorsque h' + 0 »
o dv e ,
(1.40) J W (esx) v (e x) = () dx —— I u(-,X) (-, ) (X) dx
'R ' ' R

au sens des distributions sur ]o,w[ .
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Démonstration

' Le choix des fOnC.thIlS Vit n'en fait pas nécessairement des fonctions

& support compact, toutefois supp(v) C [—M, +M] » (M > 0 pour fixer les id&es).

Nous avons

uh, 'dw?h,
‘{!x{ >M uh,(t,x) 3% (t,x) dx

dvh

omoumemmiwn 4 L1 cmmee————

~ luh' () ILm(ﬁ)l 9x Lz(@) ! dx f Lz( -M, +M)

La fonction c(t) est localement bornée en t (cf.(iii) Lemme I.5)

étant donnd que Yyt TV dans H1 (), nous avons

dvh 4

R —~— 0 , lorsque b'»> 0

dx  LE(-M, +M)
Dfautre part,
auh' - dv >v | ‘
w. (€, x) == (t,x) (x) dx ——-«——»I u(t, x) (t x) (x; dx
Ix] <

I x| «

(au sens des distributions) . Cela résulte immédiatement. des résultats de con~

vergence (I.34) (I.36).

Fin de la démonstration du Théoréme d'existence I.1

A la limite, u vérifie donc
@s)  wer” Jo, o3 2@ N1 Joo[ s H@ )
(1L42) 2= (), v + (vt 2u (£,0) ) a (u(t), V)

=2*Iu(t,x) ct; )%(x)’dx=0
R



‘V ¥ € @(R) et par cox}tinuité, VYve Hl R . ( V’t > 0)
ou encore l'équation-(I.1) . .
La fonction u(t,‘.) ést du tfpé‘positif, puisqu'il en est ainsi des
fonétions uh.(t, D ¥Yt> 0 d'ol (I.7).
Nous avons également
(L83)  w, (0, .) — u(0, .) = u(.) dans K "(R) faible.
Cela résulte aisément du lemme I.6 et du choix de §h en (I.23) (I.24)

et cela termine la démonstration de 1'existence d'une solution lorsque ue L%ﬂ{) .

.X.6 REMARQUE SUR LA DEPENDANCE EN v et PRINCIPE DU MAXIMUM .

I1 est intéressant pour la suite (cf. $ I1.1) de remarquer que les
fonctions u, et donc la fonction u, vérifient des estimations indépendantes de ¥ .

En effet au cours de la démonstration du lemme I.5, nous avions,

‘ qu.. . : ]
RIZE- o, (1% + v}-é-lih; (1% + z] (u, (£,0) = u (£,%) ) <~a—xu—“-<t,x) ) dx =0
R

d'ol

(e 0 <lul?

3 , 2
.6 4 v -.;J—h; \ < 2]
L°( Jo,=[xR)

2 ’{( (t,0) - u (t ))(?-ul‘—(t'))zd dtg 1/2| 12
2], ] 80 = o (2 Yax gk 172l

Des inégalités analogues pour u sont obtenues par un passage i la li-

mite utilisant la semi~continuité inférieure:
. 2 2
(oo} < [u]

(1.65)  { vE-»-g-E- & 172]u |?

L2 Jo,=[xR)

\ E JR (u(t,0) = u (£,) (2 (£,%) )7 dx at g 1/4]u |
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Principe du maximum .

Si on suppose en outre que u e L”R) n LZ(R), la démonstration de
(1.9) (I.ié)_repose‘sur le principe. du maximum,

On posé
(1.46) | a, (u) (ﬁ,x) =v+ 2 (u (£,0) = u(t,x) )2 v>0

Sachant que u € ﬂ”(]o,w[ : Lz(R) ) et %ﬁ € Lz(jo,w[xﬁz)

il vient (cf. (1.33) ) ,

T 4 T 2, 13 2
[0 fu(e) !C"(R) dt sﬁ'j lu(t)lLZ(R) ]—5§ (t){chmdt <+o ,¥YT>0.
(o] ;

Ainsi,

@ ey eti(fo,r] CW)H, Vrso.

Considérons 1'équation (I.1) qui s'écrit simplement

du 3 3u . e e
— — ) = 3 & : E
T3t (uv . ) =0 , comme une &quation linéaire en u . lle

posséde une solution unique u qui vérifie les conditions (I.2) (I.3) et
T

(1.48) [OI a (t,x) ( -g—:—:- (t,x) )2 dx dt < +»
R

Cette solution est limite des fonctions un solutions de

du du
.-—..—...n - —a.-. ( R— = 0
ot ox n 9ox
(1.49)
; 0) =
uh (0) v‘uon

' : (s
oﬁ,an‘et U, sont des approximations C de a, et'u

respectivement lorsque § =——> 0
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{(1.50) an > Vv et an—--+civ dans Ll’([O,T]-; R) ) ¥YT>0

(1.51) et u. ~—*ru dans Lz(\f’\)

luonlcf(@ y S Iuole(g) oh

Comme il est clair que le principe du maximum classique est appli-

cable a un, nous observons que un converge bien vers u lorsque n > O et que

4 .
I, ”L°°([0,TJ xR) S legnlimegy < I%li=g)

" A la limite nous obtenons (I.9) (I.10) .

Remarque 1.1

On peut aussi obtenir le principe du maximum pour u en utilisant

d'autres régularisations de - 1'équation (cf. chapitre III).
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CHAPITRE II Résultats d'existence 4 viscosité nulle (v = 0).

II.1 RESULTATS D'EXISTENCE ET ESTIMATIONS A PRIORI (v - 0).

Pour v > O, nous désignons désormais par u  une solution du théoré-
me I.1. Le comportement de U, lorsque v + 0, est précisé par le théoréme II.1
qui permet aussi de donner un résultat d'existence relatif au probléme (I.1)

(I.2) (I.3) i viscosité@ nulle.

Théoreme II.1 Les hypothéses faites sont

(1L.1) u e () N L2@R)

(11.2) u, > 0

Soit [uv[v>0 la famille des solutions données par le théoréme I.1,

il existe une suite v' -+ 0 et une fonction u telles que

(1I1.3) u ——u ‘dans Lw(]O,w[ ;LZ(GK) ) et Lw(]O,w[ x® ) faibles—étoile,

a4  uw e Jo,[ 12(@®) ynr do,=[ xR)

(11.5) u(t,.) > > 0, V t30

Ine) 2 en - 252 [(u6,0 - uen ) 2 (e0)] =0
(11.7) u(0,x) = ub(x)

(11.8)

” u [le(]O’oo[ xR) < Iuole({R)

bt du 2 1 2
(I1.9) jo LR (u(t,0) - u(t,x) ) ( 3;‘(t,x) )© dx dt < Z'Iub[
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Le choix de 1'hypothése (I1.1) est essentiel. La démonstration du
théoréme IT.1 résulte d'une part des remarques du § I.6 reprises dans le lemme
IT.1 ( en particulier (I.9) et (I.10) nous donnent une majoration de u, pour

la norme uniforme) ; elle résulte d'autre part du lemme II.2 suivant qui donne
su

une estimation de atv également indépendante de v.
Lemme IT,1 Lorsque v + O, les u, démeurent dans des ensemﬁles bornés de
o 9 - o . .‘auv
L (]O,m[; L"R) ) et de L (lo,m[xR); \[\7 oy demeure dans un ensem—

ble borné de LZ(IO,“[Xﬁ\); et enfin

ox

(I1.10) . ou 9
Jm f (uv(t,O) - u (t,x)) ( v(t,x) Ydx dt £ C .
0 'R v :

Lemme II.2 Lorsque v =+ O,
%u, - 2 -1
T demeure dans un ensemble borné de L (lo,w[ s H R ).
Démonstration

Dans 1'équation (I.1) nous écrivons
3uv azu du

v 9 \Y
=V 9 .9 - -1
3t ax 2 x {(“v(t’o) uv) 9% }

ol ce membre de droite demeure borné dans L2([O,w{; H*IGR) ).

En effet nous avons:

32u\) 2 -1
v 5 borné dans L ([03é[ s H R
ox” .
qu 9 :
et (Uv,(t,o) - uv) . borné dans L-(IO,w[ gﬁi).

I1I.2 PASSAGE A LA LIMITE

Nous déduisons aisément du lemme II.1 qu'il existe une suite

v' + 0 et wme Tonction u, avec
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ue1”(J0,°[; L2Z® ) n 17(]0,=[ xR)

I ull, € Ty,
et

uv,<—+ u dans Lm(lo,w[; LZGR) ) et Lm(!O,w{xE{) faibles- atoile

Nous avons aussi,

Lemme II.3 La suite v' + O peut @tre choisie en sorte que
(11.11) u,e > u dans 20,1 ; X [, +M])) fort , ¥T1>0, Vir>0 .
Démonstration

Nous utilisons le th&oréme de compacité de J.A. Dubinskii @é] ﬁS]
sous la forme donnée. dans J.L.Lions [9] (chap.1 §12).

Des notations analogues impliquent ici, pour M, T fixés :

B = C°([—M, +M])
B, = H ' ([-,41)
pO 3’ pl = 2’

M) = ¢ J v ax 12 i [ lv0) = vl & n? axy?/3
x| <M xl< -

S ={v [v e Bo yI(v) < ; o}

I1 s'agit de démontrer que l'ensemble

(ar12) B ={v|ves ,Mw <1}

est relativement compact dans B = C([-M, +Mﬂ),
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Alors nous serons en mesure de conclure grice au résultat de compacité mentionné:
la suite extraite des uv,(t,.) restreints i [—M', +M] sera relativement compac-—
te dans LZ(O,T ; C°(-M, +M)), d'oi (II.11).

Nous allons montrer qu'une suite {vm} .telle que m(vm) < 1 contient

une sous~suite fortement convergente dans C°([—M, +MJ).

m (o) = 1 [ (v, (0 )7 axyt?

|x] <M

. [__a_ (v ) = v 6 WIv (©) = v D) et/

3x

+(-_§;)2’3'{fl |
X

A

/A
-t
.

- La suite.{vm} est donc dans L2(—M, +M) et il existe une suite m' + o,

telle que

A B dans L2 (-M, +M) faible.

.3 . B ‘
La suite e {(Vm(o) vm)\”vm(O) v I} est également bornée dans

L2(~M, +M); L'inégalité de Poincaré aidant, la suite (vm(O) - vn?‘“vm(o) - vml :

} 1 ) . . .
est bornée dans H (-M, +M) et par conséquent relativement compacte dans
3/4

B (M, +#M) et dans C°([-M, +M]) .
Alors 1l existe une suite m' — =, telle qué
Vo>V dans Lz(—M, +M) faible
(1I1.13)

e (= v WTv, (0 = v [— ¥ aans c* ([-4, +1]) fore .



Nous savons que pour a, b e R ,
!alal-1/3 _ Blbl“1/3lé-c la _ bl2/3

ol C = cste indépendante de a et b

On en déduit que si vo= ¢le ¢ | converge uniformément vers ¥,
- alors ¢m = Wm[le—I/B converge uniformément vers ¢ = WIWFI/B
et donc

. ' -1/3
v (0) = v, — vy /3 ans c([-, +M]) fort
(IIf14)
V1 (0) —— = v(0)
Ce dernier résultat découle de ce que la suite'{Vﬁ(O)} est bornée,
. _ - - . o 12,
sans quoi v = (vh vﬁ(o) )y + Vﬁ(O) ne serait pas bornée dans L7 (-M, +M) .

F1/3

Dé (11.13) et (II.14) on déduit que WIW A -V

avec (A - v)(0) =0 d'oi A = v(0) .
Finalement,

1/3

(11.15) v, —> -¥[¥| 77 + v(0) = v dans C([-M, +M]) fort

Nous avons &tabli que‘j3 en (IT1.12) est relativement compact dans

c([-M, +M]) .

Appliquons le lemme II.3,

(11.16). uv,(., 0) —— "u(., O)‘dané LZ(O,T) fort, Y T>0
(11.17) uv,(., 0) = u(., 0) -~ u dans LZ(O,T H C([-M, +Mﬂ) fort

- YT>o0, YM>0

(I1.10) donne 3 la limite lorsque v = O
(II.18) [; IR (u(£,0) - u(t,x) (=2 (£,%))° dx dt g C

I1 n'y a plus aucune difficulté dans 1'équation (I-1) lorsque

v <+ 0., A la limite, on trouve:
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Ju 3 ‘du
5t 2 5% {u(t,0) u) 5 = 0

On voit facilement que:

-1
uv,(O, ) o= u ——* u(0, .) = u dans HE "(R)

et par conséquent le théoréme II,1 est complétement démontré .
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CHAPITRE IIT Unicité et régularité & viscosité v > 0 fixée.

111.1 PREMIERS RESULTATS DE REGULARITE (v > O). THEOREME D'EXISTENCE ET

D'UNICITE.

Nous allons faire apparaftre dans le théoréme III.1 les premiers ré-
_sultats de régularité sur u solution du probléme (I.1) (I.2) (I.3). Ils nous
permettent en particulier de précisér le théorémé d'existénce du chapitre I
dans Ze cas ol la donnéé initialé u est de type positif et appartient 3 Hl(GQ).

Poursuivant le raisonnement avec une donnée initiale trés régulié-

(D
re, u >> 0 et 2 ( . . - . .
) et v € i)L (R) , nous obtiendrons une suite d'équations véri-

fiées par les dérivées spatiales sucessives de u .

Théoréme III.1 Soit v > 0 fixé et u donné avec

(IIL.1)  u e H]‘(Rf

u > > 0
o

Alors le probléme (I.,1) (I.2) (I.3) posséde une solution u unique,

qui vérifie en outre:

woe (0, s (R) )
du, 2 1
(I11.3) | 5— € L ([o,=[ sH"@®) )

(1I1.4) u(t,.) >> 0, Ve3> 0

ou

(IIL.5) ¢ (u) = 2u (-,0) = u) = € 1?(fo,=[ s B'@®) )

. auv : 2
(111.6)  5— € 1°([0,=[ xR).

1 . e ges s . o
&) Espace des fonctions indé&finiment dérivables, dont toutes les dérivées

appartiennent a Lz(ﬁ?).
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Démonstration

La méthode de démonstration est fondée sur une régularisation para-
bolique de 1l'équation (I.1). Pour € > O donnéd arbitrairement petit, nous nous.

intéressons au probléme approché:

; 2 4
Ju 3 u 3 u 3 Ju . _
LD 5 Vo7 e T @ @g) =0
x 9x

ol a(u) (t,x) =2 (u(t,0) - u(ﬁ,i) )

u(t,x) ——'0 quand ]x{' > o

.(III.S)

u(0,x) = uo(x5

Dans un premier temps,sous les hypothéses (I.4) (I.5) du théore-~

me I.1, nous avons l'existence de u = U solution de(II1.7) (III.8) telle que

u_ (€, 0 >> o, Vtszo,

u_ e 1°(fo,%; 1°®) )

ve

(111.9) du
= e o[ E®)

En effet, la démonstration du théorséme I.1 s'adapte aisément 3d ce
cas:
L'équation transformée de Fourier de (III.7) s'écrit (notant ¢= G

ve) ®

2 (t,6) + 4x’E" (v +eba’EE + 2 §(e, O)o(L,E)

= 470 pxe  (5,8)
" Pour ‘4> et ¥ donnés, on pose comme précédemment
6,9) = JRé(s;). 7o at
alo V) = [Ra #e% 4(8) T

) =] 4% by 0(E) TTE) de
R .
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" et en outre
o, ($,9) = Llsn"z[‘ ¢(2) V(&) dE

Nous construisons une solution approchée positive - par la méthode

de Galerkin (cf. chapitee I)
- e & s
b (6,8) =26 (0 X (- §)

En particulier, cf. (I.23) et le lemme I.3, lorsque nous prenons

L o E oy i1
wh =% X( i j) , il - vient

2,2 (j+1/2)n
0y = L) 4
| (3+1/2)h
2,2 Zh 2k .2k, 1 52k
= )" ¢Jh(t)2k 0 G5 3705

d'oll e systéme différentiel approché

a% ¢jh(t) + {(v + 2’$Ih(t,0) P, (h) +e p4(h')} ¢jh(t)
(111.10) _

) .
= 4“‘5;165k1 byn (€) 61, (0

et la condition initiale ¢jh(0) = Top, (jh)> O

.22 ,.2 1
avec Pz(h) = 4q0°h" (37 + 15
4 4 .4 .2

It

PPL I | A
Pa(h) = 16ph (37 +-5 3 +35)

ejkl donné en (I.26)

Ce systéme approché est écrit sous la forme:

¢jh(t) + ph(t) ¢jh(t) >0

'a1
el

avec ¢jh(0) >0 et ph(t) > 0 , on a donc exactement comme au

chapitre I, 1'existence d'une solution ¢ (t) 0 définie sur un intervalle

[.0» Th[ (.1)

(1) I1 était important de s'assurer aussi que le probléme perturb& restait bien
posé dans le cOne des fopctions de type positif,



Comme au I.4, le thZoréme de Parseval raméne le travail de recherche

d'estimations & priori sur 1'équation.

5 (u (0, v,) + va(u (8, ) + ea,(u (£), vp)

‘ ' Buh dvh
+ 2 u (£,0) a(y (£), v) - 2[ u (£) =2 (8) —dx = 0
R y

ol ( ) u —‘? 1 = $h

3 dv.
L :
2
: 8 dv,
a,(u (6), v,) —[ :“ (£) —= dx
9x dx

I1 est facile de voir que nous avons 1l'équivalent des lemmes I.5
et 1.6, de plus les fonctions w demeurent, lorsque h -+ O, dans un ensemble
‘borné de Lioc (]O,w[; HZ(R) ). Alors le passage d la limite lorsque h =+ 0 se
fait comme au §I.5. Le point est acquis.

, I1 s'agit dans ce second tempsde préciser, 3 l'aide de (1II.1)

la différentabilité de u en la variable d'espace ( on a seulement utilisé jusqu'a

présent u € LZ(R) et u > > 0)

.y . %,
ous POSOHS u = ere—
ve + 9xX

et nous savons que

eh)

VE

e L2Jo,[; B ® )

4 (1) : 2 .
Nous observons que cz(uve ) L est dans L ([O,T}cR ),VT > 03

pour cela nous utilisons le lemme

Lemme III.1 Pour tout v dans Hz(R), on a la majoration
N7 3/4 a%y 1/4
“'lc (R) l"l 2| 2
(R) dx”' L"(R)

(1) En fait une notation fidéle ferait trop chargéé d'indices uv%h(t,x)
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Démonstration
2 . }
| & - f £2]9) | 2z = [ 1ocey | 82]9¢e) | dx
$ ( f lo@)]|? ag )% ¢ f e |2 ag ) V2
R R
d'ol .
)
(111.11) dvy 2 . dv
l x2S M2 gy l dle 2
LR LR

Or, d'aprés (I.33)

1/2

2| v
!VIC°(R) S \’?IVILZCR) ‘ LZ(R)

dx

Donc .
. 2 1/4
: 4
Ieleowy < V2 I li—}l

Nous appliquons ce. lemme :

laqu, ) (e,0) ol (]2 € 4 lu, ®leo g luél)(t)lLZ(R)

< 4 V2 x_ (0

avec (1)

u 1/4

x (0 = |u,_(e) |27 IR REG]

X

De (I1I.1) et (III.11), on déduit immédiatement que

¢)) 4 L2
u\’s € L ([0,00[ s L (R))°
D'autre part, de (III.9) nous déduisons,.

Iuve(')le(R) € Lw([o,w[)
2,

9 L 5
6x2

1/4 g o
2® € U (fo,=D
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Donc
.8/3 1,11 3
X (el ([0,  (s+gry o=F)
et o
aCu) u\()? e 1%[o,7] xR), ¥r>0.
tI11.12)

afu ) uf,? e 183([o,o[; L2(R) >

Par suite utilisant les résultats sur la régularité des solutions
des 8quations paraboliques lindaires (cf. par exemple J.L. Lions, E. Magenes

[18 chap. 4), nous trouvons :

3 uve 2 uvs ? uve 3 "auve 2, =1
(III.7 bis) = Y e e = e (uve) e L (R))
ax 9x
(I11.13) U € Lz([Q,T] ; H3(R) y, ¥> 0.

En opérant la dérivation -5-)8—(- dans 1'é&quation (III.7 bis), nous obte~

nons que u(1) € Lz([O,T] 3 Hz(IR) ), VT > 0 et vérifie

ve
i) D otD 2 W
(I1L.14) -2 -v—% +e—% = 1o (a(uve) u ']
) ; 9x 9x X (1)
: ou
I1 est facile de voir que - atve € LZ([O,T] s H _Z(JR) ) et qu'alors
du |
(1) _ o 2
(IIL15) u ’(0,.) = —= e LY(R), |
et on a évidemment u\gi) € Lm([O,T] H Lz(R))nLZ([O,T] s HZ(R)),\{T'> 0.
Nous multiplions maintenant (‘JEII.? bis) par u\’e(t,x) et (IIT.14) par‘
1,
u(l)(t,x) ; nous intégrons en espace et intégrons par parties:( )

Ve

(1) - I1 résulte aisément de (III.9) et du lemme III.1, que u\()::) € 'L?([O,T]XR),

¥T > 0, et par ailleurs cette fonction &tant impaire (puisque u‘Ei) (ty.) > > 0),

ta_ .=
1'intégrale f (u(

vi)(t,x))3dx est nullé. I.a régularité supplémentaire de u

ve

par rapport i u est essentielle et nous permet de justifier 1‘'élimination de

cette intégrale.



8D
Ju
L 2], @+ ‘“(t)l o st o] - | ‘t’l}
.‘ézu 2 Bzu(l) lZ
] P L e
(111.16) ’ X 29X
\ a2 . pull) 2
+ 2 I (uvs('.’o) - uve)\ ( —%}-g—-e)dx + 2[ (uvs(‘,()) - u )( 3x £y dx =0

R

Nous avons alors des estimations & priori indépendantes de e

N v, demeure dans un borné de Lw([o,w[; Hl(lR) )
o iauSi)
® (u detd (u ) =20u (.,0) —u ) demeurent dans .
(111317) 0" ve 1 ve ve vE 9x
des bornés de Lz([(),m[x R) ,
. 32u 2
demeure dans un -borné de L ([O,W[X]R )
X 2
: 172 % %e
(en fait v — cf. la remarque III;3)
ox
5
. .du .
31/2 .........;.’.E demeure dans un borné de Lz([O,oo[ <K »
\ ox
11 résulte de (III.17) que,v > O &tant fixd et € tendant vers o,
(u\ssl:))2 reste dans un borné de Lz([o,m[xR) et par voie de conséquence Qo(uve)_

. reste dans un borné (1) de Lz([O,w[ : Hl(lR) )

en effet

52' Qo(uve) = (u ) -2 (U(l))z du

ot

Enfin, 1l est clair d'aprés (I1I.7bis) que edemeure, lorsque
& -~ 0O, dans un borné deLz([O,T} 3 H-l(R) Y \IT > 0,
L'existence dans le théoréme III.1 se déduit de ce qui précdde par

un passage & 1a limite facile lorsque ¢ -+ O,

1 b - )
€) On a aussi ‘I’o(uve) demeure dans un borné de L8/3([O,w[ : LZGK) ) et donc

2 la limite, lorsque € > O, tbo(uv) € L8/3([0,a$[; LE(R) ).
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A la limite on note que

du azu
by L% ) 2,0
ET %> T % ¢o(“v) e 1o, [ *R)

L'unicité dans le théoréme III.1 fait 1'objet du §III.2.

Remarque III.1 Ae > 0 fixé, la solution de (III.?) (ITI.8) est natu- .

rellement plus réguligre:

: 2 &
A, du du,. 3 $ 2
ol S R Ry SIS N CWORE IR A CRI RS
3x ax
2 auve 5
Si u € H, alors u € loc ([0 ”[ H (R) ) et 5T € L ([0,”[X¥2)

Remarque III.2.| Pour justifier 1'@criture du "probléme dérivé" (III.14)

(I11.15), le point important est (III.12). Il était nécessaire d'avoir re-
cours au lemme III.1, puisque nous avions alors U dans L ([0 w[ H {(R»M

[} : . -
seulement, et non dans L ([O,w[xﬂ?); ce dernlier résultat est contenu dans

les estimations (III.17).

Remarque III.3 | Il est intéressant pour la suite (cf. §IV.1) de remarquer

que les fonctions U, s et donc 3 la limite les fonctions U, vérifient
en raison de (III.17) des estifiations indépendantes de v:

u demeure dans un borné de Lw([O,w[ ;Hl(ﬁi) )
3 u '

~—§- demeure dans un borné de L ([0 N[xﬁ{)
ox }

vI/Z

¢°(uv) et éi(uv) demeurent dans des bornés dg Lz([ﬁ,m[ xﬂ?)

..du o
5?2' demeure dans wn borné de L ([0 m[ H 1(32) ).

Remarque III.4 | La démonstration du théoréme‘III.lﬂfait apparaitre un rai-

sonnement qu'on peut réitérer sous des initiales plus réguliéres. Nous ob-
tiendrons toutes les équations gouvernant les dérivées successives de u
et nous montrerons aussi que u s respectivement s lorsque € + 0, sont

indéfiniment.différentiables, Il conviendra de noter le rdle privildgid
m+]

joué par les formes ¢ (u) = 2(u(.,0) ~ u) ~——= A .
m axm+1
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Avant de développer ce point, nous montrons le résultat d'unicité

dans 1la classe des solutions du théoréme III.1.

I11I1.2 " UNICITE A VISCOSITE v -0 FIXEE .

Comme én (1.46) notons a, (u} (t,x) = v + 2(u(t,0) - u(t,x) ) avec

Soient u et u, deux solutions du théoréme III.1 et notons u leur

différence u; ~ u,, nous avons
‘ ..8u
9x

nis) 2 - e ) By - L 20,0 - w

ot }= 0

Effectuons le produit de (III.18) par u(t,x) et intégrons en R ,

% :;?; [uct)] +vl (t){ IZ(ul(t,O) - ul(t,x))(-g—% (t,x) )2dx
R .
3u
f 2 (u(t,0) - u(t,x) ) (t, x) (t,x) dx =

R

I1 nous suffit de majorer convenablement le module de cette dernié-
re intégrale, noté . I(t)

I(t) 2fu(e)] l

du
o (t)\

(t)l
<2 Zluo | V2| <)11’21 2 2 (]| 32 )

£ (par 1'inégalité de Young)
- 3
du. 2 2 4 2
v 5] + ¢l 1" fued|®
I1 vient

du, ' ~
a3 o2 luml? ¢ ol 52 @14 uo )
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ou o ]
Sachant notamment que —— est dans L ([O,w[ 3 LZGR) ) , nous ar-
9x
rivons a
d 2 2
—z [v®" < ¢ uw]

Nous appliquons le lemme de Gronwall pour en déduire 1l'unicité dans

le théoréme III.1 et plus généralement:

Théoréme III.2 Pour tout v > 0 fixé, soit u donné avec u > > 0 et

u e L2(R), le probléme (I.1) (I.2) (I.3) admet au plus une solution dans

o 1
L ([o,[ ; H R) ).

Remarque III.5

Si donc u e HIOR)‘et u > > 0, i1 y a existence et unicité de u
solution dev(I.l) (1.2) (I.3) dans Lw([O, w[ : Hl(Rj ) (Théorémé iT1.1).
I1 est intéressant d'observér alors qu'il n'éxistekd'autre solution qui véri-
fie (1.9) (I.10) : il suffit de reprendre le raisonmement ci-desses, u, u,

étant les solutions vérifiant (I.9) (I.10) d'une part, et (III.3) d'autre part.

I11.3 REGULARITE C A VISCOSITE v > O FIXEE.

Noué nous proposons ici d'obtenif des résultats de régularité pour
les dérivées de tous ordresde U, (jusqu'ad la régularité ¢ ). Nous procédons
comme annoncé & la remarque III.4 par dérivations réitérées des équations.

Nous voulons au préalable systématiser les notations

L@ 20

(>}
=

|

B

ox

& (uv) =2 (u(.,0) - u)

@, (uv) = v+ (v

T
@m(u) = au) T
()

_ Ju
Qm,v (w) = av(u) ox




(Ev)’ resp. (E), désignera 1'équation (I.1l) avec v > O, resp. avec

(m) (m)

(Em,v)’ resp. (Em},désignera 1%équation régissant u, ", resp. u ",

c'est-3~dire 1'équation (Ev)’ resp. (E), derivée m fois. cf. Lemme III.2.

(E ) désignera cette méme équation (E_._) ol l'on a introduit
m,V,€ L myv
un terme d'ordre 4, ¢ 3 T c'est-3d-dire 1'équation (III.7) derivée m fois.
Ix :

Nous commengons par un lemme &lémentaire qui décrit formellement les

(m)

équations successivement vérififes par les derivées u, . Ensuite nous &tabli-
rons les estimations 3 priori et les propriétés de différentiabilité permettant

de donner un sens 3 toutes ces quantitésintroduites. ( cf. théorgme III.3).

- Lemme III.2 u=u dtant la solution de 1'équation (Ev)’ ses dérivées
ﬁ(m)= jiii satisfont formellement aux équations:
' ax
(m)
Ju 3 :
o or—ra——— - ——— 4 -
(gm,v) 3t )4 ¢ m,V (w) fm 0
avec ,
- —m P (p)  (m-p+2)
fm 2 z Cm+1 u™ ,m 21
- p=l
Démonstration
L'équation (IIIJ4) avec € = 0 correspond trés exactement 3 (Ei v):

1) 2

du 3 ] -4 D (2)
v axz Qo,v (u)_ = o él’v(u) 4 utu ",

I1 suffit donc de calculer les dérivations de (gv) i 1'aide-de 1la
formule de Leibniz.
au(™ 5 (m)

ot Y Qo,v ()

(111.20)
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N 1]
Q(zzv (v = 2 o {[v + a(u)]u(l)}
x
= [+ 200,00 < g W@ 4 g7 P W) @R
{II1.21) =e, - ng c? u (»). ,(m+1-p).

Il reste i preciser im:

. (m+1) = __3_ -
¢ 0,V (w) 9x ém,v (u) fm
_ - (1) (m+1) _
= ¢m+1,v (W) -2 u o u fm
- - mtl  p (p) _ (m+2-p)
- ¢m+1,v (u}_ 2 p§1 Cm+1 u u

d'aprés [III.21) & 1'ordrerm +1

dlod

- m .p (p) , (m+2-p)
(111.22) fm 2 p£1 Cm+1 u’t’,u

Portant cela dans (III.20), nous trouvons bien (Em v)'
3

D'aprés (III.21) ééalement, nous avons

P B B OGS

s = 2 B @ )
(I1I.22 bis) n = 5= fm—l + 2 P {u . u’}

Tous les résultats de régularité et différentiabilité sont maintenant

contenus dans le théoréme qui suit:

Théoréme I1I.3 Pour tout v > O fixé, m entier 2 1 et u > > 0 donné avec

(II1.23) u e H'®)
Alors la solution u du probléme associé a (Ev) donnée par le

théoréme III;1 vérifie




(1I1.24) u\(,m) € Lz([o,m[ ; chR) ) n -Ii'”([o,m[ s LZ_(R) )

(I11.25) @m’v (u) € Lz([o,w[xR)

(iu.26) 3_1_1_@ e Lz([o,m[x}R).
3t

Démonstration

Pour m = 1, le résultat est celui du théoréme III.1 ,

Soit n entier > 2 donné, ét supposons le résultat acquis pour
mgn- 1. Nous montrons qué lé théorémé vaut encore POUr M = N »
Nous observons que fﬁ—l € Lz([O,m[ xR, fnrl étant donné par le lem—
me IIL.2. |

En effet, tous les termes de fn-l sont de la forme-

u(p) ) u(n-pﬂ)

N v avec l1lgpgn-~1

(1)

et par conséquent, d'aprds 1'hypoth&se de récurrence' ’, se trouvent toujours

dans Lm(fo,w[xR) pour 3 < p < n -2, et dans Lz([o,w[xjg ) pour p =1, 2, n -1

WD (@ O e

v Y] v

- n . v 4 7 - .
Nous supposons u donné dans H (R) et nous considérpns 1'équation

(Enrl,v,s):
(1) gl (n=1) 3 .
vt~ - 2 (g =-f
9t 3x4 9x n-l,v ~1
ou encore, A
(n~1) 2 (n-1) 4 (n-1) (n-1)
(rrn.27) e oy 2Ty 2e B e g
st Ix 3x X Ix o
avec
' ~1 u
-1 ar v
o™ Do, 1y = —2 ¢ H'®)
dx

(en fait u = u » v> 0 fixd,e > 0 arbitraire, est donné par (IIL.7)).
Nous allons dériver 1'8quation (III.27) et montrer par récurrence
(n)
-
que lorsque e =+ O, u
demeure dans un borné de Lz([o,m[ xR).

demeure dans un borné de Lz([o,ﬁ[ 3 HlaR) ) et @n(uve)

(1) trés exactement (III.24)pour m g n-1 .
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Indispensable pour le travail avec n = 1, 1'équation perturbée en &

1'est encore pour m > 2: En effet 1'opérateur d'ordre 2 de 1'équation (En—l’§
ne nous permettrait pas d'obtenir suffisamment de régularité sur U, plus pré-

(n~

cisément sur v 1); (puisqu'il apparailt dans 1'équation (En~1,V) le terme

b @) et (oo E ® ).

La suite de la démonstration est 3 rapprocher du point [::) dé ta
démonstration du théoréme III.1, Toutefois nous n'avons plus dans la récurrence
de difficulté analogue & celle rencontrée alors pour justifier la premiére
differentiabilité. (1)

Nous savons de fagon récurrente que

(I11.28) usz) est dans un espace borné de Lz([o,w[ xR) et que p(n)

€
ve

Lz([b, m[; HZ(R) ) puisque l'on a un résultat de régularité sur usz—l)

dans LZ(IO, [; R ).

En opérant 3% sur 1'équation (III.27), et d'aprés le lemme III.2,

il est clair que u(n

vérifie 1'équation (E_ )
ve ‘ n

sV, E
Alors en particulier
Bu(n)

—2 ¢ 1¥(o,«[ ; HZR) )
8t

de sorte que

onou
2
u(n)(o") .4 ___o e L°®.
Ve n
dx -
u(n) solution du probléme associé i (E )} est donc dans
' Ve ) NyV,E
L) 2 2 2 ’
L(fo,[; L°®R) ) n 1([o,~[; B°(R) ).
Nohs multiplions maintenant (E ) par u(n) (t,x), etlintégrant
n,v,e vE
en espace, nous avons
(n) 2 (n)
. Ju 3 u
1 d n 2 Ve 12 v 2
3 @ bl O w2 OF + 3t ]
8 x _

1 | )
() cf. 1la remarque IIT.2, relative i @o(pve) € Lz([o,m[ xR .
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(n) : (n) :
: Cdu; g 1 . du
v VE (2), (n),2
+ ] a(uve) (._:T_E ) dx = ) [ fn~1' ——;;m— dx + 2 j Uoe (uve ) Tdx
R * R R
d'oli, 3 cause de (III.28) et des hypothésés de récurrence,
~ (n) 2 (n)
- su 3 u
1 d m), 12 ;1 = ve 12 vE 2
(111.29) = = |[u"™@)f vz v [—=|"+ e | —=— ®]
2 ‘dt ve 2 ax ax2
Cw )
du 2
'+.]o<(u y (—2%)2axgc = ¢, O
ve 9% v

Ces estimations sont indépendantes de € ,
. ) _
usz) dans des bornés de Lw([o,w[ 5 LZGR) ) et de L ({ng{;&‘(ﬁ))

2 (n)
SIL,ZZ.._B,uV8

2

dans un borné de Lz([O,w[ xRY.
= '

@n(uve) dans un borné de Lz([(},w[ xR).

o3 ' P .
et par retour & 1'équation CEn,v,e)
buge) 2 -1
dans un borné de L ([O,w[ s HOMR) ).
ot ‘ -
Elles justifient parfaitement le passage 3 la limite dans (E )

lorsque € =+ 0 ; nous avons donc

¥

{201, 30) ué?) e L7([o,~[ ; ® ) o~ 12o,=] s E®)

() cf. (IIT.22 bis) , £ = — £ +23 [u(l) u(n)}
n n-1
9x 9x

(2) Insistons sur le fait que la viscosité v > 0 est fixBe, dans toute cette

partie .
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au(n) aZu(n)
(111.31) Y ey - L p(u)+f =0
; at sz . 9% n v: n
d"u
et u\(’n) {(0,.) = 2
dxn

11L.32) o (u) e L2([0,e[ xR) et o _ (we LE(f0,o[ H® )

I1 faut revenir 3 1léquation (E ) pour obtenir
(n-1) n~1,v
Ju

(111.33) Y e 1Xo,s[ xR .
ot

4 L e
Nous allons conclure ce paragraphe en montratnt la regularité C ,

dans le théoréme III.4 qui est un corollaire du théoréme 1II.3 précédent.

Notation:

ﬁ 1P désigne 1'espace des fonctions indéfiniment dérivables, dont ¢

toutes les dérivées appartiennent 3 Lp, I1gpg+o=, (1),

Théoreme I1IT.4 Pour tout v > O fixé; si u > > 0 est donné dans szR)

alors la solution u du proBléme (I.1) (T.2) (1.3) ést dansZ)L-z ([O,TJXIR),

YT > 0 et dans SDL«’([O,W[ xR).

Démonstration }

I1 apparalt dans les théorémes III.1 et III.3 que

w e 12 (Jo,o[ ;H® ),

v loc

et pour tout m > 1 ,

W™ e °(Jo,e[ 5 P® ) a tE([ore] s B ® )
3u(m','1)

—_—V . . LZ([O,«,[ xR)
ot

‘ (1) ) est dense dans Z)Lp (p < +») et @Lq D@Lp » Q2P .




d'oli, pour tout p * O, pour toutm > 1,

(1I11.34)

(II1.35)

- (III.36)

(111.37)

(II1.38)

(I11.39)

(I11.40)

u, € L§o§ ([O, m[; HPGR)') et usm) € LZ([O,w[ s Hp(ﬁ) )
au(m"l) .

—2 ¢ 1Xo,e] ; BP®)

at
Donc, en particulier
u\(’m) € CO([O,T] 3 Cm(IR)") Yr>0, Ym0 .

D'autre part, d'aprés le lemme III.2,

3“£m) P
= — 9 (u) - £
ot x m,v -V n
- _ @+2) , _ @+2) _, (1) (w+l) _
= Z(uv (.,0) u ) u + YUV 2uv u fm
d'ol
au @
Y € Co([O,Tj 3 CwGR) ) VT > o, Vn 2 0 ( en convenant que
ot ' - ,‘:‘0 = 0)

et par consequent, v
u_\(’m) e ci(o,1] ; C"® ) ¥Yr>0, Ymzo0.
I1 faut revenir eny(iII.B?) pour voir que

o e (fo,1] ; C®) Yr>o¥uzo,

et itérant ce procédé, on a alors

u, € Cw([O,’I‘] xR) \7,'1‘ >.9.

On termine aisément la démonstration en notant que

o

e L"([0,=[xR) Ymzo .
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CHAPITRE IV  Seuil de singularité et “catastrophe &nergétique" & viscosi-

té v =0,

INTRODUCTION.

Dans le §IV.1 nous démontrons par une méthode remarquablement simple,
que 1'&quation maitresse (E§ ne posséde pas de solution ¢” , ni néme Ca,sur
[0, w[x R .

Aprés ce résultat négatif, on établira des résultats de régularité:

régularité des solutions de (E) sur un intervalle [O,T*[ les solutions sont

. alors aussi réguliéres que les données,

C'est 1'objet de ce chapitre qui &tablit doné 1'existence d'un seuil

de.  singularité pour (E) , T parfaitement détermind dans le texte.

*

L'étude de la régularité au-deld de T, s ou ce qui revient'au_méme
pour t € tO, w[, fait 1'objet du chapitre V.

" I1 nous semble utile d'insister sur cette particularité importante
de 1'équation (E) qui, bien que essentiellement,parabolique dans le cone des
fonctions de type positif, "généré" obligatoirémént au bout d'un temps fini, des
éolutions irréguliérés. L'apparition d'lmé discontiﬁuité est liée du point de
vue du modéle de turbulence i la "éatastrophe énergétique", et 3 1'apparition

effective .de la turbulence.

IV.1 Non existence de solution €. sur O,m[_x'R.

On a le théoréme

Théoréme IV,1 L'équation (E) ne posséde pas de solution de type positif

dans Cé([(),m[ xR).

Démonstration

Supposons que (E) posséde une solution u e'Cl’([O,w[x R). On peut

alors dériver deux fois en x 1'8quation (E);



on trouve

3 4 3 a2
R e R SRR R S e D R
dtdx ’ X 9x ax

=

On fait alors x = 0 et on pose

32u
‘_'2- (tio)

X

D(t) =

*

Comme u(t,.) > > 0,D(t) > 0 et comme les dérivées impaires

s'annulent, Il reste

d(t) 4 epZ(e) = 0

dt
d'oli en intégrant

D
0

1+ 6tD
o

D(t) =

D(t) tend vers + » qugnd t tend vers - ;l-(D
6D
o

234-1.u

—————.

s (60
x

o < 0). Il y a donc contradiction -

avec 1'hypothé&se que u est réguliére pour tout t.

Remarque IV,1

Notons pour la suite le temps T* = -";f;z} . (c£. §IV.3).
' “d‘ﬁ;
6 ——3— (0)
dx
IV.2 - PREMIERS RESULTATS DE REGULARITE A v = O,

Dorénavant u est la solution du probléme associé a 1'8quation :paitresse

(Ev) v > 0 avec une condition initiale donnée

u > > 0, dans Hl(ﬁ{). Et u

désigne une solution du probléme associé 3 1'équation (E)v=0 donnée par le

théoréme II.1.
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Sous 1'hypothése faite que u € HI(F(), nous pouvons améliorer le

théoréme IIL.1 :

Théoréme IV.2 Soit u > > 0 donné avec

(IV.l) ' u, € HIGR) »
Alors i1l existe uné solution u du problémé (I1.6) (II.7) telle que

u(t,.) >>0, Yt o0
(1Iv.2) ue ﬁ”([o,w[ 3 HlaR) )

% (u) et Ql(us € Lz([p,w[ xR)

Si on suppose en outre que

du -
(1V.3) -2 e "M

dx
Alors
9%

(IV.4) du ¢ (o, xR)

a.s) e @ e 2,5 B'® ) r(fo,e[ xR)

av.e) 2 e ’(fo,[ xR)
Démonstration

Nous reprenons cértains points &tablis dans la démonstration du thé-

oréme III.1. Plus précisément, d%aprés la remarque III.3, nous avons

Lemme IV.1 Lorsque v+ O ,

u, demeure dans un borné de Lm([O,m[ HICR) )

v;lz uéz) demeure dans un borné de ch[o,m[ xR)



51 -

@o(uv) et Ql(uv) demeurent dans des bornés de Lz([o,m[ *R)

u ,
%zz - demeure dans un borné de L ([O [ H GR) ).

-

- La premiére partie du théor@me IV.2 résulte alors du passage 3 la

limite dans 1'équation (Ev) lorsque v + 0 .

A présent, lorsque la condition initiale est telle que

‘duo 2 -
S— e LR)n L R) s
dx ,

. nous obtenons

(1)
o <
Hey ™l 2=l xRy | 5 dx iL R
par un raisonnemént de principe du maximum (comparable a celui du§I.6)

sur 1'équation

augl) o .BzuS;) (1) (1) Bugl)'= 0
€ ) — - v—3 - —-{aCu) R N
’ ot ox o9x ax 9%
N . @
d'ol (IV.4) et par suite (IV.5) (IV.6) .
Cela achéve la démonstration du théorémé.
Remarque IV.2 Le théoréme IV.2 améliore de fagon sensible le théoreme d'exis-

tence du chapitre II:
On peut trouver une suite v' > o et une fonction u solution du pro-
bléme associ& 3 1'8quation maltresse (E) telles que

u, — u dans Lm([O, w[; LZCR) ) et Lm([O,w[ xR) faibles-étoile

v
éuv,"> . éﬁ.

— s dans 17({o0, oo[ L2@® ) et 1”0, o[ xR) faibles-
ox ’

et011e

( ) Noter que sous la seule hypothé&se. (IV 1) u e HiOR), St Lé(o,w ;LIGR»'f

+ 120, = ; 12W) .
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IV.3 DISCONTINUITE EN X =0 .

Nous précisons la situation en X = 0, notamment la non~-différentiabi-
1ité par rapport 3 X, en x = 0, des solutions obtenues et son interprétation
s N N
en terme d'énérgie. () ()

La dissipation d'énergie s'exprime par

-a—aé[u(t,())] puisque U(t,Oj joué le role de 1'énergie (cf. Introduction)

Nous avons le théoréme:

Théoréme IV.3 Les hypothéses sont celles du théoréme IV.2 : (IVA.l) et (IV.3),

Soit u une Solution de 1'équation maitresse (E) (donnée par la remarque IV.2).

Alors, pour presque tout t 3 O,

(w.7) -g-;—; (t,.) est une fonction continue sur R - {0}

La discontinuité en X = O &tant 1liée 3 1'énergie par 1'équation

| 3 [ du + ]2’ _
(V.8) 5o [u(e,0] +2 2 (e,0N)% =0
et tant que u(t,.) est différentiable en X =0, on a
. 3u 3\! * T ’ -
(1Iv.9) I (t,0) = 0 et 3t (t,0) = 0 (conservation de 1'énergie)
Démnatrétion

Nous avons done (cf. théoréme IV.2) : _

g, = o gE e ti(foels H® ).

.(1) cf. les paragraphes suivants et la remarqué v.3.

: (2) - 1949 : L. Onsager conjecture que les équétions d'Euler pour un fluide
parfait incompressible peuvent admettre des éolutions "turbulentes"
non réguliéres pour lesquelles 1'énergie n'est pas conse.rvée.v

cf. M. Lesieur et U.Frisch [3] [4]-
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Tenant compte du type positif de u et u(t,.) € Hl(R), on a ('), a(u)(.,x) # 0

V x # 0 ; on en déduit en particulier que, pour presque tout t > O, %E (tye)

est une fonction continue sur R- {0} , soit -g—}% € Lz (0, 3 C°(R~- {O}).

Nous démontrons maintenant (IV.8) .

§ - > O &tant donné, arbitrairement petit, nous posoms.

-

L
L (t) = -2—5[_6 u (t,x) d#

1 (¥
s (t) B — J u (t,x) dx
28 -§

‘De 1'@quation maltresse (Ev) que nous réécrivons sous la forme

2

du - R | 4 du
v 3 v 3 vy
T [v + Zuv(.,c)] ———--axz + 2 = (uv e Yy = O

nous déduisons

' 3 1 ' auv auv
(I.10) 3= m (1) -5 [v+ 2u (t,0)] G (£a8) = 57 (£,-8) )

1 .auv _au'\.);“_
v { . - - —— - =
+ 5 (u\’ \tss) 3% (t,ﬁ) u.\) (t’ ) % (t: 6)) 0 ‘

Ou encore, vu que u, {t,.) est une fonction paire (1) ,

du u {t,8) - u (t,0) du
. 3 v v s v ? vo? v _
(IV.10 bis) T mﬁ\)(t) 3 (t,8) + 2 5 * 7= (t,8) =0

Rappelons des estimations 3 priori obtenues lorsque v + O (cf. re-
marque III.3) : _
u reste borné dans L ([O,m{ s H®) )
3.’y |

v 38X

1"(2‘ reste borné dars Lz([O,w[ 3 HIG?\) )

T 1,
Qo ‘(uv) reste bornéd dans L ([O,w[ s HER )

('1) Si ¢ >>0 et ¢$(0) = ¢$(E), alors ¢ est périodique de période £ , ce

qui est impossible si 4 est en outre dans HI(R) .
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o 3 ‘ ~
Nous en déduisons que Tsy (t) , 5€'m6v(t) et @o(uv) (t,8) =
' auv. ' 2
Z(UU(t,O) - u, (£,9) ) . e (t,8) demeurent dans des bornés de L ([p,w[)

(& > 0 fixé).

A la limite, lorsque v+ 0 ,

1
(o]

WaD 5 w0 + 3 (u(e,8) - w (6,0 ) 8 (5,8

(IV.8) et le théoréme en résultent en faisant 3 pré%ent tendre §

’ 9 N . ' P
vers 0 ; on a (IV.7), 32 (t,.) est continue sur R~ {0} et évidemment
- X

mﬁ(t) —— u(t,0) pp. dans {t > O} .

Remarque IV.3

Le résultat du théor&me IV.3 vaut i viscosit@ nulle seulement.

Remarque IV.4

Quand on prend x = O dans 1'équation maitresse avec viscosité (Ev)’

on a

auv o Bzuv
9x

d'oll le phénoméne de dissipation . énergétique bien connu .( Vusz)(t,O) < 0)

Et lorsque v + O, on a

Ju
v

1
(Iv.12) TS (t,0) ———%-%% (t,0) pour 1a topologie vague de'nl(lo,m!)( ).
En effet

T auv _
-IQ-é—t—- (t¢,0) dt = uo(O) - uv (Tr,0) , V T>0

et par suite
32uv '




~55.

IV.4 SEUIL DE SINGUIMITE . "CATASTROPHE ENERGETIQUE."

Nous allons voir que les discontinuités en Xx = 0 (cf. (IV.9) et le
théoréme 1IV.3) apparaissent au bout d'un temps fini T* et que les solutions
de (E) sont trés réguliéres sur [0,2*[XIR .

Les résultats sont les suivants:

Théoréme IV.4 Soit wu une solution de 1'équation maitresse (E) donnée par

la remarque IV.2. On suppose la donnée initiale u > > 0 telle que

(IV.13)  u e H(R)
Z3\

d"u 1 :
(1V;14) = € L(R)
dx 2

Alors il existe ty > O tel que

(IV.15)  u ¢ L”([o,t*[ s B2 (R) ).

Théoréme IV.5 Les hypoth&ses {IV.13) (IV.14) étant satisfaites, on suppose

en outre que

(1IV.16) | u e HA(D?)

Alors il existe t, > 0 tel que

.17  w e (o, £, H*R) ) .

Théoréme IV.6 Si la donnée initiale est dans C:(}{), alors il existe.
T =~ ; tel que
* d u,
6 0)
dx?

(w18 uw e c (fo,1, [xR).
Plus précisément si u EC/D'LZ(R), alors

(Iv.19) u eD‘L-els ([O,T* xR).
. ocC
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Nous renvoyons au §IV.5 pour la démonstration du théoréme IV.4.,
L'ensemble des notations a été fixé au début du §III.3,

Nous donnons la démonstration des théorémes IV.5 et IV.6. Pour ce fai-

re nous étudions,lorsque v -+ 0, le comportement de usz) en x = 0, que décrivent
les quatre . lemmes ci-aprés.
LLemme Iv.2 A viscosité v > 0 fixée et sous les hypoth&ses de régularité

du théoréme IV.6 ( en fait les hypothéses du théoréme IV.5 suffisent),.

W@

.,0) satisfait a

d (2) (2) 2_ (4) =
(1.20) = u70(.,0) + 6 [uv (.,0)]"= v u, 7 (.,0) =0
(2) dz,uo
(Iv.21) u7(0,0) = (0) <0
v 2
dx
Si C est une constanté réelle donnée avec 0 < C < = —i—l———', alors
du
o
(0)
dx2
(1v.22) J t. = t, (u,C) tel que 0 > u(z)(t 0) > - L pour 0 £ 't & t, -
. * * o’ q v H C ~ N *
Démonstration.

Compte tenu des résultats de régularité du chapitre III, tous les

termes de 1'équation (EZ v) sont parfaitement définis en x = O. Nous avons
H

done (IV.20) et (IV.21).

I1 suffit de remarquer que si uv(t,.), resp. u_, est du type positif,
) d%y o pme ()
alors -y, (t,.) , resp. — =0 , est du type positif; de méme u (t,.) est du

dx2

type positif, ete¢ .ecs..3 €t on a

a.2 D' @0 - o Pem rz 0 Vx, Yezo, Vi

av.2s)  nl 050 Yezo .
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Alors

(IV.25) | u\(’z_)(t,O) <0 et u\()[')(t,o)» 0

et nous déduisons facilement de (IV,.20)

- (1IV.26) -a—%'{—-—(—i-j—l———.}+ 6>0
u' 7 (t,0)
v
d'ol
(1V.27) —-(-i-)—l———-— 5 - —a— - 6t
u. 7 (t,0) . d7u..
v 0
52 (0)
dx
Soit C» O donné tel que C < - 5 L ,
d'u
57— (0)
dx
Soit t tel que - -—2-}——-—- -6t>C s
.dAuo
(0)
dx2
On déduit de (IV,.27) la majoration (IV.22) du lemme pur
Lt {——2 - c}
6 2
d u
(0)
de
Lemme IV.3 | (Estimation 3 priori (I) )
Lorsque v + 0, sous les hypothéses de régularité du théoréme IV.6
( en fait u € H(R) suffit), te = bty (uo,C) étant donné par le lemme IV.2,
on a

u‘(’z) demeure dans un borné de Lm([O,t*] ;LZ(R) )
. (3) . © 2
u;’ demeure dans un borné de L ([O,t*] sL°(R) )

@Z(Uv), @B(u\)) demeurént dans des bornés de LZ([O,t*] xR)
A au(z)

It

demeure dans un borné de LZ([O;t*] xR) .



Démonstration
‘ (2) (2)
du dsu
3 R 3 - (1) (2)
2,v " 0% v v - 9% v v

Effectuons le produit de - (E:2 v) par u\(,z) puis intégrons sur R,
b4
3a®
1 d 2 2 - 2 2 3
av2) = =2 WP +I o, (u) (5> )7 dx+ 3] (ul ) (e,%))3dx = 0

R R

Puisque u

(vz)(t,.) est du type négatif (cf.(IV.23)) ,

, u\(’Z) (t,x) > u\()z)(t,O) Vx >0, Ve 2> O. Supprimant en outre

la seconde intégrale dans (IV.28), nous déduisons

4

(1v.29) T

[ ]2 + 6 P (e,0 [P ®)]* < o

et il résulte du lemme de Gronwall que

d"u t
(1V.30) [u\(’z)(t)lzs | —2 % = exp. {- 6[ (0,00 a0} .
dx™ o

Nous déduisons de (iV.30) et de (IV.22):

' (2) 2 d2uo ¥2 . bty .
(I.31)  [ul (@) |%g | === 1" ~ exp.{ } , Vet <t .
v 2 *
dx Cc
Nous avons aussi 1'inégalité (cf. (IV.28))
t d2u 6t
* ; 2 *
[ I o<v(t\,)(u\(,3)) dx dt i%‘ |—> 1% a +~g— exp{ =} )
o 'R T odx
, ) )
Donc Qz’v(uv) reste borné dans L ([O,t*] xR).
Nous intégrons maintenant sur R le produit de (E3 “) par u\ES)
4
3 3)
du du 3)
SR R I A (2) (3 (1) du
(E3,") ot ox { av(uv) X }+ 20 YWY + 8 Y — =0

ox
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L'estimation sur || uéB)IILf(L2) est obtenue en utilisant 3 nouveau
le lem@e de Gronwdll: il suffit au préalable de majorer 1l'expression
v Bu(B)
F (t) = 40 u(z)(t,x) (u(3) (t,x))zdx + 16 u(l) (t,x) -2 (t,x) u(B)(t,x)dx
3,v v v v dx v
R : R
- 32{ W0 (o e,x? ax
R
gy o (3) (]2
]F3’v ()] ¢ - 32 u,”’ (£,0) Iuv (g)l
Alors comme en CIV2295, il vient
d 1. (3,12 (2) 1.03) 412
3;- Iuv ()] + 32 u (t,0) Iuv ()]s o
et _ 3
d"u - rt
(3) ;v 2 0 12 ¢ (2)
(IV.32) ‘luv ] ¢ ldx3 [ “exp{- 32 o U (0,0) do }
d'ou : 3
d7u 32t '
3) 2 o 12 % .
(1v.33) {uv O {;—-—5—-{ exp{ =} , Vegt, .
, x -
- Nous avons également
.3
&% . (4)\2 1, 9% 2,0 32 3265)
= 4 22tk
‘I° @ (u) (u'")%dx dt ¢ 3 | 3 [“@ + & expl=g }
R dx
auﬁz)
La derniére estimation du lemme IV.3 ; Yy dans un borné de
Lz([b,t* JxR) est immédiate en retournant i 1'équation E, v) .
s
Lemme IV.4 ( Estimations & priori (II))
Lorsque v =+ 0, sous les hypoth&ses de régularitéd du théoréme'IV.G,
on a:
uéé) et-ués).demeurent dans des bornés de Lw([O,t*];LZ(EQ) ),
b, =ty (ub,C) étant donné par le lemme IV.2 .
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Démonstration

Ecrivons les équationmns (E4,v) et (ES’V?

au®) | . 312 (1)au(4)
3 - ~ O . 3 _
(€, at? T [¢4,v (“v)] + 30_u£ )ué ) & 20[ u, ?) + 10 u 5;2 - 0
(5
Ju )
(ES sV ) atv - -5% [ QS,\, (u\))} + 42 u\()z)u\()s) +70 u\(’s)u\sa) + 12 u\sl) 2:\) =.D

'~ Nous continuons le travail de recherche d'estimations 3 priori, et

4y  (5)

pour cela nous intégrons sur R 1le produit resp. par u' ', u des &quations
v

v
(E4,v% ’ (ES,v)’

I1 suffit d'estimer les expressions

Fp () = 25 L u\(’z)[ u\()4)]2 dx + 20!}2[1153)]2_\ u\(f*) dx
= 25 J uéz)[ “54)]2 dx , (puisque I 3%'{[u§3)]3} dx = 0)
R R
o ® =36 | SO o 1of o o O

R

Nous avons

- (2) ) 2
(IV.34 a) |F4’v(t)l $ - 25 u (t,O)-[uv ()] 2(R)

av.34 ) |F, ()] < [— 36 “52) (£,0) + 35 [u£3)(t)ILm(ﬂa))|u£5)(t)!52(ﬂa)
et alors
(Iv.35 a) 5 _-é% ‘lusé)(t)['z g |F4’v(t)|;

a3 o o s 75 (0]
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Les estimations 3 priori (II) résultent de (IV.22) et du lemme de

Gronwall, appliqué en (IV.35 a et b).

Remarque IV.5 l En fait nous avons &également des estimations relatives i
G
oy v(uv) > 05, (u) et -—JZ , comme 3 la fin de la démonstration du lemme IV.3.
’
ot
Remarque IV.6 | On pourrait s'attendre 3 rechercher des informations sur

les équations — dérivées <E21 v) prises en x = O, pour poursuivre le travail
. -

de majoration 3 priori. Le lemme IV.4 prouve qu'il n'en est rien, et que les

propriétés essentielles sont: usz)(t,.) du type négatif Yt 2 0 et (IV.22).

I1 est donc possible de donner le lemme:

Lemme IV.5 (Estimations 3 priori (III) )

Lorsque v + O, sous les hypoth&ses du théoréme IV.6, ty =ty (uo,cb

étant donné par le lemme IV.2, on a pour tout m entier > 4:

5 m) demeure dans un borné de L ([O t ] L R))
(m)

) . 2
Qm(uv) et 52?- demeurent dans des bornés de L ([O,t*] xR) .

Démonstration

‘Rappelons le lemme III.2

(m)
du
v ]
(Em,v) 3t ax [ m, v(uv)} v - 0
ol
(1v.36) f = 232 (P u(p) u(m—p+2)
o,V pP=1 m+.1 v AY

Nous avons de fagon standard,

.3y 1 2 )2 J aytay) [P ax e r (o) -
R



Nous procédons par récurrénce surm : le lemme est supposé acquis jus-
qu'ad 1'ordre m - 1,
D'aprés les lemmes d'estimations i priori (I) et (II), sl suffit
4 s F =
d'estimer m,v(t) [é

v(t) sont du type (i) ou (ii) suivant :

fm v(t,x) uém)(t,x) dx., Or tous les termes intervénant
»

dans F
m,

. (2) (m)2

1) [ u " [uv } dx
R .

et alors puisque uiz)(t,.) est du type négatif (cf. IV.23), et en raison de

(IV.ZZ)':

l [ ugfl [ﬁim)JZ dx £ - ugz)(t,O)-‘uim)(t)fz

< %- {u\gm)(t)lz pour t € t_ .

(ii) LR uskz u§m+2“k) usm) dx avec ¥ ¢ k s[%} + 1

et alors
k 2- g - 2 2,

l fg W (20 gl 2 1B 0] (w2 0] + [w® 01%

Au type () c&rrespondent,‘cf.(IV.36), les valeurs de p égales 1, 2, m,
soit exéctement 2 {C;+1 + C2+1 - %- C;+1} = (m + 1)2 termes.

-Au type (ii) correspondent les valeurs de p, 3 < p & m -~ 1, soit pour

~ b

chaque k, 3 £k & Eﬂ + 1, exactement

2 {c* .+ ™k

‘m+l m+l = 2 (k,m) termes .

Nous déduisons en particulier de (IV.37) :

(IV.38 a) %f-g-t Iu\(ﬁl)(t)l'z < Ir, @]

(1V.38 b) %—-—g-t Iuﬁ?‘)(t)lz

/A

-2 (m+ 1)2 usz)(t,ﬂ) Iuém)(t)lz

+ 3

1,,(k) (m) 2
k=3 (k,m) luv ‘t>liu ()]
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3] +1 ), (m+2-k) , |2
' Xin]s Haemy Toy” ©la oy ®]

Nous utilisons {IV.22), 0 < - u\()?‘)(t,O) <%— pour t & t* , et

les estimations supposées établies dans la récurrence pour t £ ty s

| ﬁ(\?k)(t) le <Cet [ugn+2-k) (t)!z < C, C designant des constantes dependant

de exp {% let de u_. Nous obtenons

(IV.38 c) —-%t [u\(f’“)(t)l2 < d lu\(,m)(t)lzZ * a

1 2

- t L4 .
oli di = di( exp {——é} , m, uo) i=1,2 .

A partir de (IV.38 ¢), le lemme de Gronwall fournira donc un résul-

tat de la forme

m 2 :
Iu\(’ )(t)l g C=C<uo, m, t*) pour t § t,
d'ol

u(m)

_ ) - 2
» demeure dans un borné de L ([O,t_},} s L°(RY) ) .

Revenant a (IV.37) nous avons

. .
IO*I a, (u,) [u\()mﬂ) 2 dx dt < C

‘et par suite @m(uv) demeure dans un borné de Lz([O,t*] xR).
) (m-1)

En retournant 3 1'équation (Em_1 v) on déduit que -—8-—2-“ reste
’

borné dans Lz([o,t*]x R).

AN

Remarque IV.7 , I1 ne semble pas que 1'on puisse s'affranchir du parametre

C, 0<(C<-~- 5 1 dans ty =ty (u ,C) et dans les estimations (I)(II)(III},
_ atu o

(9]
52 (0)

dx

cela est 1ié 3 la convergence de 1'intégrale (cf. (IV.30)(IV.32) etc...)
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Te
I W 0,00 40  on T, = —5=1 '

Fin de la démonstration 'des théorémes IV.5 et IV.6

Nous avons ainsi 