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INTERPOLATION DANS LE POLYDISQUE DE en. 

INTRODUCTION. 

Soit ID le disque unité de (C et 1I' = {z E (C ; \z \ = 1} le tore de dimension 

un muni de la mesure de Lebesgue À • 

On note, pour p positif, Hp{À) les classes de Hardy: 

Hp(À) = {f analytique dans ID, t.q. 

H
00

(À) = {f analytique dans ID, t .q. 

sup \ !t(rz) f cU.(z) = llff <+ 00 } ; 

r<l j p 

sup \f(z) 1 = llfllac, < + 00 } • 

z EID 

Soit o une suite dans ID, o = {zk, kEN}, et considérons l'opérateur Tp 

1 

Y f E HP(À.), T f = {(1-!z. i2)P f(z.), i EN} ; p l l 

L. Carleson [9 J a caractérisé les suites cr qui sont d'interpolation H
00

(À), 

z.-z. 
c.à.d. telles que T

00
H

00
().) = €

00
(1N): il faut et il suffit que inf TI 1 1 J 1~ 6>0 (C). 

iEN jfi 1-z.z. 
l J 

H. Shapiro et A.L. Shields [12] ont montré que la condition (C) était également 

nécessaire et suffisante pour que, pour p;?: 1, TPHP(>J = eP(JN) et V. Kabaila [13] 

a obtenu le même réstùtat pour O < p < 1 ; de plus P. Beurling [14 J a montré que si (C) 



était vérifiée alors il y avait extension linéaire bornée de € 
00

(N) dans H00
(.~.), 

c. à. d. il existe un opérateur U 
00 

borné de €°0(ll'J) dans H
00

(À) tel que 

T U = identité de t'(N). 
00 00 

0.2 

Dans ce travail on étudie ce type de problèmes dans le polydisque unité Dn 

de (tn. Après avoir défini convenablement les classes de Hardy HP(>.. ) et 11 opérateur n 

T p associé à une suite de lDn on obtient tout d' abord le : 

THEOREME 1 • Soit cr une suite d'interpolation pour H
00

(Àn) et T p 11 opéra­

teur associé ; on a alors, pour tout p positif : 

li) il existe une extension linéaire bornée Up de f {N) dans HP(>..n). 

On utilise, pour montrer ce théorème l'étude que nous avons faite dans [3] et 

le théorème d'extension linéaire de e°0(N) dans H
00

(À ) dû à A. Bernard [2] et qui n . 

généralise le résultat de P. Beurling. 

On peut remarquer que même dans le cas du disque Il) le résultat il) n I était 

pas connu, de plus, avec essentiellement la même preuve le théorème 1 reste valable 

en remplaçant le polydisque de <Cn par un domaine n strictement pseudo-convexe. 

Dans le cas n = 1 on a rappelé que la réciproque du théorème 1 était vraie 

mais si n ;::::: 2 il n I en est plus de même à cause du contre-exemple étudié dans [ 1 ] , le 

THEOREME 2. Il existe une suite cr dans 102 gui est telle gue T 
2
H2(À

2
) = €2(N) 

mais gui n'est pas d I interpolation H
00

(½). 

On introduit ensuite, comme dans [4], la notion d'ensemble de type S dans IDn 

et on caractérise de plusieurs manières les suites cr situées dans W xD, où W est 



O.J 

n-1 p .P de type S dans ID , qui sont telles que T H (À ) = e-(N) ; on montre en particulier le p n 

THEOREME J. Soit cr une suite dans W x D , où W est de type S dans IDn- l 

alors si jX>Ur un p > O, T Hp(À ) = €p(JN), cr est d'interpolation H
00

(Àn). 
P n 

Enfin dans le dernier paragraphe on montre que tous nos résultats se généra-

lisent aux fonctions analytiques à valeurs vectorielles. 



1. NOTATIONS ET PREMIERES DEFINITIONS. 

. n { ( 1 n) n j 1 Soit ID = z = z , .... , z E: <C , zi < 1 , i = 1, 2, ... n} le polydisque 

unité de <Cn, Tn = {~ = (z 1, .. , zn) E: <Cn, 1 zi 1 =1, i= 1, 2, ••• n} le tore de dimension 

n que 1' on munit de la mesure de Lebesgue normalisée À . 
n 

Pour p > 0 on note HP(À ) les espaces de Hardy classiques : n 

Hp(À n) = {t analytique dans ,on t. q. sup J. 1 f (rz) 1 P dÀ (z) = llt IIP < +oo} 
r<1 Tn - n - P 

et H
00 

(À n) = {t analytique dans IDn t. q. sup If(~) 1 = I If 11
00 

< +oo} . 
zE:[)n 

Soit a = {~ , kE:N} une suite dans On et p t. q. 0 < p :5 +oo, on note 

1 

Tp l'opérateur défini sur HP(Àn) ainsi: Tpf = {(1- I~ 11f f(~), kE:N} pour 

f E: Hp(À n) et avec la convention : V ~ E: IDn, ~ = (z 1, .. , zn), on pose 

2 n · 2 
( 1 - 1 z j )) = Il ( 1 - j ZJ 1 ) . 

- j=1 

DEFINITIONS. i) On dit que a est d'interpolation HP(À ) si T (HP(À ) ) ~ eqN) 
n p n 

ii) On dit que a est fortement d' interpolation 

c > o avec V f E: HP(À ), IIT fil :5 cllrll . 
n P P P 

HP(À ) si, de plus, il existe n 



2. 

iii) On dit que a a la propriété d'extension linéaire bornée si il existe un opéra-

teur linéaire U de e P(N) dans HP(À ) et une constante 
P n D > 0 tels que : 

T u (w) = w et llu (w)II ::; ollw!I . p p p p p 

Il est clair que la propriété d'extension linéaire bornée implique celle d' interpola-

tion. 

2 
p (0) = 2 1 - r 

z 1+r -2r cos(e -cp) 
On note, 'ef z = reicp E: D, V 0 E: [o, 21r] , le 

( 1 n) n ( 1 n) noyau de Poisson de z ; de 1!1ême si ~ = z , ... , z E: ID et ~ = e , ... , e 

on note P (e) = P (e1) ... p (en). z- n 

noté 

z z 

Soit p > 1 et zE:O, le noyau de Cauchy-Szego normalisé dans HP(À 
1 
) sera 

1 

e(p)(C) = c(z,p) (l- lz l
2fi , l + l = 1 et la constante c(z) = c(z,p) vérifiant 

2 (1-z7;'> P q 

0 < cx(p)::; c(z,p)::; .B(p) où ex et f3 ne dépendent pas de zffi ; dans On il vient 

1 
alors : 

\. (p) ((1-lzl
2)l 

e(p)(C) = e(p, ( C 1 ) ••• e 0:'.n) = c(z) -
z - z 1 Zn - (( 1 - i ~ ) 

avec c(~) = c(z 1) ••• c(zn) et (( 1 - z. C)) = ~ ( 1 - ~ Cj) • 
- - j=l 

2. RESULTATS GENERAUX 

On va montrer le théorème suivant. 

00 

THEOREME 2 1 . Soit a une suite d'interpolation H (À ) alors : n 

a) pour tout p > 0, a a la propriété d'extension linéaire bornée ; 

b) pour tout p > O, l'opérateur T est borné de Hp(À ) dans e P(N), 
p n --

c 'est--à-dire a est fortement d'interpolation Hp(À ) . 
·--------~-- n 



3. 

Dans le cas n = 1 , si a est d'interpolation HP(À 
1
), pour un p > O, alors 

00 
o est d'interpolation H (>, 

1
) ; ce n'est plus vrai pour n > 1 à cause de 

THEOREME 2. 2. Il existe une suite a 2 dans D qui est fortement d' interpola-

00 
mais qui n'est pas d'interpolation H (À')). 

" 

Le théorème 2 . 2 a été démontré dans L 1 ] ; montrons le théorème 2 . 1 

a) Supposons d'abord p > 1, soit a = {z.' -1 
une suite d'interpolation 

dans H
00

(Àn) de constante C > O, c'est-à-dire V w E: e.00

(N), l f E: H
00

(Àn) t. q. 

T 
00
f = w et I If IL, ::s; Cl lw ! !

00 
; une telle constante existe toujours grâce au théorème de 

1' application ouverte . 

On sait qu'alors il existe une suite de fonctions 

telles que ~ ] 

V i,jE:N , E.(z.) = ô.. et 
1 -J lJ 

On définit alors l'opérateur u 
p 

; 1 E.(z) 1 ::s c2 , 
. 1 1 -l= 

comme suit : 

w = (w., iE:N), 
1 

U (w)(() = !; W. 
p - . 1 1 

1= 

(2. 1 ) . 

1 

on a alors, grâce à (2.1) et au fait que e~! (~i) = c(~i) «1 - l~i 1
2)-P, TPUP(w) = w; 

-1 

d'autre part llup(w)II: = Ji_; wi c(~ir
1 

e~) (f) E/f) IP dÀn(f), par Holder 
1=1 -1 

llup(w)II: ::s; J(~ 1 wi c(~ir 
1 

e~:) (f) 1 ~~ 1 E/f) 1 qt/q dÀn' mais (2. 1) implique 
1 -1 l 

(t I E.(I;:) 1 qf/ q ::s; c2P et e(p) est normalisé dans HP(À ) donc 
. 1 - z. n 
l -1 

!lu (w)l!P ::s c2P a:-np(p)llwJ!P puisque c(z.f 1 ::s; a:-n. 
p p p -1 

Supposons que O < p ::s; 1 , il existe un entier m tel que p' = mp > 1 posons 



4. 

~ € on, f € on. On a, bien sûr, 
1 

f (z) = (e(p' )(z))m = cm(z,p') ((1- lz 1
2 ))-p 

z- z - - -
(2. 2) 

00 

Posons alors U (w) = ~ w. c-m(z. ,p') f (() E.(C), V w = {w
1
. ,iE:N} € eP(N). 

p . l -1 z. - l -
1=1 -1 

Clairement (2.2) ~T U (w) = w; calculons !lu (w)llp: 
p p p p 

llup(w)II:- Jt 5,"'i c-m(~i'p') f~/i;l e;(f) 1 P dÀ
0
(f) mais par Héilder, 

mp 

1; w. f i Jmp :S (; lw. f jmp)(; IE. lq')q' avec q' conjugué de p' = mp 
. l 1 Z. . l l Z. . l l 
l= l l= -1 l= 

d'où prenant les racines me : 1 ~ w. f E. 1 P :S (~ J w. f I mp( ; JE. 1 q' t/q 1 

. 1 Z. 1 l z. . l 1 
1 1 l -1 l= 

mais, puisque m ~ 2, on a (~ /w. f /Pm) in :S ~ lw. f !P 
l z. l z. 

-1 -1 

et (2. 1) implique (~ 1 E. J q' fi q' :S c2P on en déduit donc 
1 

!lu (w)l!P :S c2P cx-mpnJJw{, puisque, par (2.2) lit IIP = 1, ce qui achève la preuve 
p p ·p ~p 

du a). 

Montrons le b), nous ferons la démonstration dans le cas général se montrant 

de manière identique. 

Nous aurons besoin de deux lemmes. 

LEMME 2. 1. Soit a 1 = { (zk, wk)' kEl'1} une suite de 1? fortement d' interpo­

lation H
2

() .. 2). Alors les suites a 2 = { (zk, wk), k€N}, a J = { (zk' wk), k€N}, 

a 4 = { (zk , w k) , k€N} sont aussi fortement d'interpolation H2 (À 2) et pour les 

mêmes constantes que a 
1 

. 

Preuve Utilisant [ 3, chap. II § J] , on sait que a fortement d' interpola­

tion H
2

(.X 2) est équivalent au fait qu'il existe une base orthonormale { fk , k€N} 



1' espace engendré par { 
(2) } 2 

Îzk' wJ, k€N dans H (À 2) et un opérateur 

linéaire Q de .,[,(E
0

) tels que : "tf k€N ~(2) - Q L On en déduit que 
\Zk' wJ - 7<' 

l'opérateur Q*Q a pour matrice, dans la base orthonormale { fk , kE: N}, 

Dire que cr est fortement d'interpolation est donc équivalent au fait que 

M(cr) et M(o f 1 sont bornEfes. Mais ici on a : 

5. 

donc puisque M(o-
1

) est bornée et d'inverse bornée il en est de même de M(o i) et de 

M(o . r 1 
, i = 2, 3, 4 et ce par les mêmes constantes. On en déduit le lemme 1 . (Pour 

l 

plus de détail, voir [ 3 chap. rr] ). 

Soit maintenant o une suite d'interpolation 
00 

H (À 2) de constante C > O ; 

on sait [ 3 chap. u] qu'alors a est fortement d'interpolation H2(À2) de 

constante c2 . 

la mesure associée, 

2 ,.,; 
f E: L (À 2), notons f l'intégrale de 

On a alors le 

LEMME 2. 2. Pour toute f dans f positive, on a l'inégalité : 

A 

Preuve. Soit f la transformée de Fourier de f et posons, e ,cp €. [o,2rr]: 



t/8 ,<P) = :B f(e ,m} ei(ee+m<P} ; fie ,<P) = :B f(i,m) ei(ea+mc.o)_ 
e<o,m~O e<o,m<O 

On remarque que, les fi étant orthogonales dans L 2(>..2) on a: 

f = r, + ... + f4 et lldl: = ;~,llr;ll; (2.J) 
~ " e m et f1(z,w) = I: f(e ,m) z w 

e~o,~o 
....... ) "( e-m f2 ( z , w = :B f t , -m} z w 

t~O,m>O 
,V " e -e m f2(z,w)= I: f(- ,m)z w 

e>o,~o 
~ ( ) "'( } -e -m et f4 z,w= :B f-P..,-mzw. 

f->O,m>O 

~ Posons enfin : g
1 
(z, w} = f

1 
(z, w) 

(2 .4). 

; d'où : 

(2. 5) 

mais le lemme 2. 1 nous affirme que a 2 = { (zk, wk), kE:N} est aussi fortement 

d'interpolation H2 (>.. 2) et pour la même constante que a = a 1 , donc : 

J 172 1
2 

dµ :5 c2 
l lg2 II~ et de même pour i = 3 et 4 ; portant cela dans (2. 5) il vient 

Jï2 dµ s 2 c2 ;!,llg;IG ; utilisant (2.4) puis (2.J) on a enfin: jï2dµ :S 2c2lirll;. 

6. 

Preuve du b} du théorème 2. 1. Soit cr = { (zk' wk)' kE:N} une suite de o2 
qui 

00 
est d'interpolation H (>.. 2) ; pour p > 0 

désigne les valeurs au bord de f, posons 

considérons f E: HP(>.. ), et, si f* n 

1 l
p/2 2 

g = f* ; g est dans L (>.. 2) et 



positive et on peut donc lui appliquer le lemme 2. 2. 

I; ((1 - 1~ 12)) lg(~) 12 s 2c
2 l!gll~ = 2c

2lltll~. 
k 

Mais If I p/ 2 est pluri-sousharmonique donc If(~) 1 p/
2 

::; 1 g(~) 1 et 

I; (( 1- I ~, 1
2 )) 1 f(~) 1 P ::; 2c 2 lltl jP, ce qui achève la preuve du théorème 2. 1 . 

kE:N ~ p 

3. ENSEMBLES DE TYPE S DANS [)n. 

Les résultats de ce paragraphe ont tous été montrès dans [ 4 ] • 

Soit a une suite dans [)n ; on dit que a est séparée si il existe ô > 0 

7. 

d(z,w)~ô, 
g- -

où d désigne la distance de Gleason g 

DEFINITION . Soit W c [)n. On dit que W est un ensemble de type S dans 

On si on a l'équivalence, pour toute suite a dans W : 

{ a est d'interpolation H
00

(À ) } ~ { a est séparée} . 

Le théorème suivant, dû à N. Th. Varopoulos [ 6 Théorème 1 '] , nous permet-

tra de montrer qu' une union finie d'ensembles de type S est de type S . 

THEOREME 3. 1 . [N. Varopoulos] . Soit A une algèbre uniforme sur X et 

Ei c X, i = 1, 2 deux ensembles d'interpolation de constantes Ci, i = 1, 2, tels 

que E 
1 

U E2 soit totalement disconnecté ; supposons de plus qu'il existe e > 0 tel 

que la distance de Gleason de deux points distincts de E 
1 

U E
2 

soit supérieure à e . 

Alors l'ensemble E 1U E2 est un ensemble d'interpolation de constante 



8. 

C = c(e, c 1, c2) ne dépendant que de c 1, c2 , e. 

En effet, ce théorème admet le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 3. 1 . Si a 
1 

et a 
2 

sont deux suites d'interpolation pour H
00

(À ) 

telles que a 
1 

U a 
2 

soit séparée, alors est d'interpolation pour 

Un énoncé plus général se trouve dans [ 3 chap. rr]. 

Preuve. Il suffit de tronquer les suites : 

al= {.~i' i€N} 

(12 = {~i' i€N} 

o\k) = {~i , i $k} 

a tk) = { w i' i $k} alors 

00 
H (À). 

vérifient les hypothèses du théorème d'où interpolation avec une constante indépendante 

de k. Il ne reste plus qu'à utiliser la propriété de Montel que vérifie 
00 

H (>..) pour 

conclure. 

COROLLAIRE J. 2. Une union finie d'ensemble de type S dans Dn est de 

type s. 

Preuve. Evidente avec le corollaire 1 . 

J.b) EXEMPLES. On dira que r c () est un cône de sommet z € T et 
~ 0 

d'angle et Arg(z - z
0

) € [-ex , +aJ. On voit facilement que 

est de type S. Plus généralement, si est une suite de réels tendant 

iB 
vers e exponentiellement, soit { r~cx) , nE:N} la famille de cônes de sommet e n 

et d'angles ex telle que ur~cx) n T = { ei8 n , nE:N} u{ eiB}, alors on a montré que 



PROPOSITION 3. 1 . \V = U r( a:) est un ensemble de type S dans O. 
n n 

De même on a montré le 

THEOREME 3. 2. Soit w., i = 1, ... , n, une suite d'ensembles de type S 
-- 1 

dans O. Alors W = W 
1 

X W 
2 

x ... x W n est de type S dans l)n. 

9. 

Soit maintenant a une suite dans 1) x W où W est de type S n-1 dans O . 

Partitionnons W en cellules à la Carleson [7 J, { ck , kE:N}, disjointes et telles 

d (z , w) < ô , où dg représente la distance de g- -

Gleason dans H
0°(À n- l) ; on peut faire cela pour tout ô > 0, la famille { <i , kE:t-l'} 

dépendant évidemment de ô • 

Posons V k € N, ak = a n(o X Ck) et êrk = { z € O, t. q. ï € Ck avec 

(~, 1) € ak} 

c'est-à-dire que êrk est le projection sur la première coordonnée de 
k 

(j • 

Utilisant alors le théorème de N. Varopoulos [ 6] et celui de A. Bernard [ 2] 

on a montré le 

THEOREME 3. 3. Soit a une suite dans ID x W où W est un ensemble de 

type s - n-1 dans ID • Pour que a soit d'interpolation H
00

(À ) il faut et il suffit n 

i) a soit séparée 

ii) 3: ô > 0 tel que V k € N la suite a k soit d'interpolation pour H
00

(À 
1
) 

de constante indépendante de k, c I est-à-dire V k € N, inf k Il k 
zE:a wE:a 

z-w 

1 - zw 
~ ô' >O 

6 ' indépendant de k. w!z 



10. 

Ce théorème donne une description 11concrète 11 des suites d'interpolation a de 

D )(W. Utilisant un théorème d'approximation dû à E • Kronstadt L 8 ] on a aussi obtenu 

une description abstraite de ces suites 1 

THEOREME 3 .4. Soit a c ID W où W est un ensemble de type S dans 

n:::r-1 • Pour gue cr soit d'interpolation H
00

(Àn) il faut et il suffit que les idempotents 

00 
élémentaires soient uniformément bornés dans H (Xn). 

Rappelons que si cr = {fi, i EN} , les idempotents élémentaires dans H
00

(Àn) 

sont des fonctions { ~, i E 1N} telles que ~ (fj) = ôij et ~ E H
00

(Àn) \J i E 1N. 

Les résultats rappelés dans cette section généralisent des résultats dû 

à E • Kronstadt [ 8 J, et ce par des méthodes très diliérentes. 

4. INTERPOLATION HP 

Dans le disque unité ID considérons 11 ensemble suivant 

0 <h < 1, 8E [0,277[ 

introduit par L. Carleson [ 7 J. Dans IDn nous considérons les produits de tels 

sh 0 = sh t:J X sh e X • • • X sh e . 
-'- 1' 0 1 2' 2 n' n 

Soit alors µ une mesure positive dans IDn, on dit que µ est une mesure de 

Carleson dans Dn si il existe C > 0 t. q. 

On est maintenant en mesure d'énoncer le 



11. 

THEOREME 4. 1. Soit µ une mesure sur IDn, positive et telle que pour un 

p positif µ vérifie 11 inégalité Hp(À ) , alors µ est une mesure de Carleson dans n --

La réciproque de ce théorème, vraie dans le cas n= 1 [ 9 J, est fausse en 

général pour n > 1 à cause d'un contre exemple de L. Carleson (10]. 

Preuve du théorème. Supposons d'abord p > 1. Soit alors 11 ensemble Sh 8 _,_ 
i8 i8 

et considérons le point ~ = zh 
8 

= ((1-h
1
)e 1, .•• , (1-hn}e n) ; associons lui le _,_ 

noyau de Cauchy Szegë normalisé dans HP(À ) 
1 n 

j 2 q 
e (p) = c(z) ~ (l-lz 1 ) • Il est facile de vérifier que pour 

~ - j= 1 ( 1-zj 2 ) 
on a 

1 . ~ ô. 
2 

, ô étant une constante strictement positive absolue. On en 
11-zlcll (1-\zll) j 2! 
déduit que 'v'CESh e' \e~)(c)I ~oa(n,p) -~ (l-lz .11 = ôa_H 1 

-'- - J=1 (1- lzJ 1 ) J=l (l- lzj 12)~ 

mais ~ = zh 
9 

donc V~ E Sh 
8

, \e~p)(~) 1 ~ ~ 1 
1 • Appliquons à 

_,_ _,_ - 2P (h1h2" •• hn)P 

e(p) 11 inégalité Hp(À ) de l'hypothèse, il vient 
z n 

clle(p)IIP~Ç' le(p)IPdµ ~ \ le(p)(dlP dµ(c)~ ôPcf µ(sh,; 
~ p j n ~ j S ~ - - 2 h 1h2 . •• hn • 

ID !!,~ 

Comme e(p) est normalisé il vient µ(Sh 
9

)::; ~ h 1h
2 

.•• h , donc µ est bien 
z _,_ ôPcf n 

de Carleson. 

Soit maintenant O < p < 1 . Il existe un entier m E 1l'J tel que p' = mp > 1 • 

et 11 on est ramené à la preuve ci-dessus. Pour p = 2 ceci est un cas très parti-

culier de 11 étude [ 3 chap. III J, et la preuve est analogue. 

On va maintenant donner une réciproque de ce théorème dans le cas où la 



12. 

n-1 
mesure µ est dans D x W où W est de type S dans ID • 

THEOREME 4 .2. Soit µ une mesure positive portée par ID x W où W est 

n-1 un ensemble de type S dans ID • Alors si µ est de Carleson elle vérifie les 

inégalités Hp(À ) , V p > 0. n 

Ce théorème sera conséquence des lemmes suivants. 

Considérons la partition de ID en "cellules" à la Carleson V kEJN, v'€E1N, €<2k, 

{ 
i8 -k-1 -k 27T€ 2rr ( )} ck e = Z=re EID, 2 <1-r::;2 , :iz-::; 8 < "]{ €+1 • 

' 2 '2 

Un calcul classique montre qu' il existe une constante absolue M > 0 telle que : 

Vk, ve,'r/zECk (JI ona P (e)::;MP (e), VeE (0,21r] (4.1). , (, z w 

De même, posant k = (k
1

, ••• , k ) E Nn, e = ( e
1

, ••• , e ) E 1Nn on recouvre - n - n 

Dn par les "cellules" Ck e = Ck e x ••• x Ck € • 
-'- 1' 1 n' n 

Soit maintenant W un ensemble de type S dans IDn et considérons la 

famille d'indices /1. = {Q~,g) t.q. Ck en W ! ~} . Pour tout (!f,1) E /1. notons _,_ 

zk e un point de Ck e n W ; notons aussi a la suite a= {zk e' (!f,.!) E /1.}. On a _,_ _,_ _,_ 

alors le lemme 

LEMME 4. 1. La suite a est 11 union d'au plus 4n sous-suites cr. telles 
1---

que, Yi= 1, ••• , 4n, ai soit séparée, donc d'interpolation H
00

(À). 

En effet, en une dimension posons : 

J
1 

= { (k, e) t.q. k =Û (mod 2), e = 0 (mod 2)} 

J
2 

= { (k, e) t .q. k =0 (mod 2), € = 1 (mod 2)} 

J
3 

= { (k, e) t.q. k = 1 (mod 2), € = 0 (mod 2)} 

JA = { (k, e) ... t.q • k = 1 (mod 2), € = 1 (mod 2) } • 
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Soit alors iE[1, .•. ,4] et (k,e)E J., (k',€')EJ., (k,e)1(k 1 ,e 1 ); onvoitfaci-
1 1 

lement qu' il existe une constante absolue O > O telle que V z E Ck, e , Y w E Ck, , €, , 

d (z, w) ~ ô > 0 • g 

Dans JDn, faisant tous les produits possibles, on obtient 4n familles d'indices 

K1, ••• jK vérifiant: ViE [1,2, .•. ,4n], V(k,e)EK., V(k',€') EK., (k',e') f. (k,€', 4n - _ 1 - - 1 - - - ~ 

'4 ~ E ck e, 'v Yl. E ck, e, on a di~,~~) ~ ô >o. _,_ - ' -
Posons alors, 'v i E [1 1 2, ••• ,4n], '\=An Ki et cri= {zk e , (~,g) E J,_} 

n _,_ 
4 

on a bien que cr= .U cr., et~ i E [1,2, ... ,4n] cr. est séparée. Comme de plus 
1=1 1 1 

cric W, ~ i E [1,2, ••. ,4n], et que W est de type S, cri est bien d'interpolation 

Preuve du théorème 4 .2. On fera la démonstration dans JDn+ 1 pour utiliser 

les notations ci-dessus. 

Soit µ une mesure de Carleson portée par W xD, où W est un ensemble 

n de type S dans ID • 

k Recouvrons W par les cellules Ck e , et posons, si k EN, e EN, e < 2 , _,_ 

Sk € = {z = ri 8 EJD, 0 < 1-r::; 2-k, 2
~€::; 0 < 2~ (€+1)}; de même dans JDn: 

' 2 2 

Sk € == Sk e Xo • • x Sk € ; on a, avec les notations du lemme 4.1, 
-' - 1' 1 n' n -k, -kn n 2 

(~k e E Ck en w), 2 ••• 2 ::; 2 ((1- l~k e 1 )) • Pour (~,i) E A définissons la _,_ _,_ _,_ 

mesure ~ e ainsi : pour tout borélien B de ID, on pose _,_ 

on voit que µk e est une mesure de Carleson dans ID de constante indépendante _,_ 

de (~,!) car; si sh, 0 est un ensemble de Carleson dans ID il vient : 
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où A est la constante de µ. 

Soit f continue sur 'II' n+1 et positive, f(~, w) son intégrale de Poisson 

n ~ ~ 
dans IDn xID; si ~ ED et w E 'II', on note encore f(~,w) = j nf(_ç,w)Pz(~)dÀn 

T -

de même si w ED et ~ E 'II'n, f(~, w) = ~ f(~, QP w(O dÀ/ç;). On a : 
T 

\1?ctµ = L Sc 't2(~,w)dµ$M
2

n L ((1-l~k €12))\12(~1r €,w)~ /w) (4.2) 
J (k 0E/\. k €XlD (k e)E/\. -'- '"ID ::,_ -' _, _,_ _,_ 

car f(z, w) = \ f P . P dÀ 
1 

et si z E Ck Il, par (4.1) itéré : 
- J ~ w n+ - -'~ 

"' n"' f(~,w) ~M f(~k €,w). _,_ 

Mais µk,l est de Carleson de constante 2nA donc 3 A1 > 0 t.q., V (~,J) E A, 

S ID 'r(~~, !' w) d,u~,J (w) $ A~ ~ ·r2(~~,J, w)dÀ,(w) ; portant dans (4 .2) il vient : 

sr2dµ$A~M
2

n L ((1-l~k el2)) s 12
(~k o,w)dÀ,(w) (4.3). 

(k e)EA -'- T -'~ _,_ 

Grâce au lemme 4.1 on peut diviser a en au plus 4n sous-suites a. qui soient 
l 

d'interpolation H
00

(À ) de constante r. ; posant C = supC. il vient, i = 1,2, .. . ,4n, n 7. l l 

I: ((1-l~k el
2

))''i2(~k €,w)$2C
2 S ''ï2(~,w)dÀ1(~_) (4.4), 

(~,!) E Ai -' - -' -' Tn 

grâce au lemme 2. 2, applicable car ai est d'interpolation H
00(Àn). 

Dans (4 .J) on échange somme et intégrale il vient : 
4n 

S"'2 2 2n \ 2 -v2 
f dµ$A 1 M }:; j I: {(1-l~k el ))f (~ k e,w)dÀ,(w); 

i=l T (k ~El\.. -'- -' -_,_ l 

en y portant (4.4) on arrive à: 

Sfdµ<A 2 M2n4n 2 c2 s jfj 2dl 
- 1 • • Tn+ 1 ·n+ 1 • 

Soit maintenant f dans L2(Tn+1,Àn+1), f ;?:0, et {fk, kEN} une suite 

de fonctions positives de t('II'n+ 1) qui converge vers f en norme L2(~+
1
). On a 
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que \ converge ponctuellement dans IDn+ 
1 

vers f. ; appliquant le lemme de Fatou 

il vient alors : 

~ Ir inf f~ dµ = s 12 
dµ $ ~ inf ~fi dµ 

d'où, puisque les fk sont dans & (1rn+ 1) : 

~12 
dµ $ 4n2 A~ M

2
n c2 l\f ij~, V f E L

2
(~+1)o (4o5) 

On achève alors la preuve du théorème 4 .2 comme celle du théorème 2 .1 : soit 
p 

p >O et f EHP(À 
1
) ; jf \2 est pluri-sous-harmonique donc appliquant (4.5) à 

n+ 
V Q 2 

g = \fi<"'\2 EL (~+ 1) on en déduit le théorème 4.2. 

On va donner encore une caractérisation des suites d' interpolation H
00

(Àn+ 
1
) 

contenue dans 1D x W où W est de type S dans IDn. 

A une suite cr = {~k' k E IN} on associe la mesure sur IDn+ 1 

) n+l j \2 
µ(cr = r: TI (1- \zk ) ôz • 

k EIN j=l -k 

THEOREME 4 .3. Soit cr une suite contenue dans lD x W, où W est un en­

semble de type S dans Dn. Pour que cr soit d'interpolation H
00

(Àn+l), il faut et 

il suffit que cr soit séparée et que µ(cr) soit de Carleson. 

Si cr est d'interpolation H
00

(À 1), cr est clairement séparée ; la mesure 
n+ 

associée µ(cr) est de Carleson comme cela a été montré, dans un cadre plus 

général, dans [ 11] et dans [3 chap. m]. 

( ) n+l Réciproquement supposons cr séparée et µ cr de Carleson dans 1D • 

Recouvrons IDn+l par les "cellules" Ck €. Puisque o est séparée, dans chaque _,_ 

cellule Ck € il y a au plus nk € points de cr avec nk ~ $ N < + 00 • On peut donc _,_ _,_ _,_ 
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diviser a en N sous-suites a. telles qu'il n'y ait qu'un point de a. dans cha-
1 l 

que cellule Ck €0 Grâce au corollaire J. 1 il suffit de montrer que cri est d'inter-_,_ 
00 

polation H (À 1). Appelons donc encore cr cette sous-suite cr .• Elle a la propriété 
n+ l 

suivante : si nous recouvrons \V par des "cellules" Dk e cIDn et si nous appelons _,_ 

cr!f'J= {(z,~) Ecr, ~EDk €} puis cr!f'!= {zEID, t.qo ~EDk e (z,~)Ecr}, _,_ _,_ 

c.à.d. la projection sur la première coordonnée de ~,.!, alors : la suite cr~'! est 

séparée uniformément par rapport à (~,_g) (406)0 

D'autre part, choisissons dans IDk €' le point : _,_ 
1 n j -kj-1 i211 ~2-kj 

w!f,l = {(w~,l' . .. , w~,j ; "E,!=(1-2 )e }. 

Alors, comme pour la preuve du théorème 4 .2 la mesure ll1( € ainsi définie : _,_ 

\J B borélien de ID, ~, /B) = µ(cr)[B x Dk, €] n l . 
- - - - TI (1- I~ 12) 

j =1 li, t 

est de Carleson 

2 dans ID de constante indépendante de ~, ! . Mais la mesure vk € = ~ ( 1- I z 1 ) ô 
-'- zG!f,! z 

est telle que vk € =5 µk €, grâce au choix de wk €, donc vk € est de Carleson _,_ _,_ _,_ _,_ 
dans D de constante indépendante de !f, ! : la suite cr!f, ! est donc d'interpolation 

H
00

(.x1) de constante indépendante de !f, t et on peut alors appliquer le théorème 3. 5 

pour conclure puisque cr est dans ID x W avec W de type S • 

COROLLAIRE 4. 1 . Soit cr une suite de ID x W, où W est de type S dans 

IDn- l . Pour que cr soit d'interpolation H
00

(À ) il faut et il suffit que cr soit for­n 

tement d I interpolation Hp(À ) pour un p > 0. n 

Si cr est d'interpolation H
00

(~) alors grâce au théorème 2 • 1 cr est d' in-
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Si cr est fortement d'interpolation HPC\n), p > 0, alors le théorème 4. 1 

nous affirme que µ(a) est de Carleson. Pour appliquer le théorème 4 .J il reste 

à vérifier que cr est séparée, ce qui est fait dans le lemme suivant : 

LEMME 4 .2. Soit cr une suite de IDn et p > 0 t .q. V z, w E cr, z -f:. w, il -- ----- - -- -- ---
1 

p 2 -
existe K>O et f EH (Àn) avec llf11p$K et ((1-1~\ ))Pf(~)= 1, f(\;Y_)=O, 

alors la suite cr est séparée. 

La preuve est très simple si p = 2 [3 chap.II] mais sans la factorisation en 

fonction intérieure et extérieure c'est plus long. Soit p > 0 et f E Hp(À ) alors : n 

(4. 7) 

en effet pour n = 1 la mesure (1- \z \2)5 est de Carleson dans ID donc vérifie z 

les inégalités Hp(.~_
1
), V p >O. 

Supposons la vraie dans IDn-1, et soit f E HP(À ) on a: 
n 

V~EIDn- 1, wEID: 1fr(~,w)IP((1-l~l 2))$CP(p,n ... 1) S \fr(_f,w)\P~_ 1(_q 
p 

avec fr(.f,11) = f(r_f, I'1]); mais, _f fixé, fr(_ç_,77) est dans H (À1) donc 

\fr(!,w) lp(l- lw 12) $ cP(p)s lfr(.f,11) lp dÀ,(11) d'où en reportant, Vr < 1, 

((1- \~ 12))(11 w 12) \t/~, w) IP < cP(p) cP(p,n-1) lfr Il~ 

d'où, laissant tendre r vers 1, l'inégalité cherchée avec C(p,n) = Cn(p). 

Soit O <h < 1 et (z,w) E CI:2 t.q. \z 1 $ 1-h; \w 1::;; 1-h; posons 

r = 1 - ~ et z' = ~, w' = ~ on a : 1 z=w 1 ~ ~ 1 z ':w 1 

\ (4 .8) 
1-zw 1-z'w' 

en effet posons p:;: l-h, on a lz-w \ = r \z'-w' 1, lz' w' 1 < p2 d'où r 
(.1.. - p2) 

l1-zwl=r 2
\ 1-z'w' j::;;r 2 r 2 

2 11-z'w' \$4rl1-z'w' 1 d'où (4.8). 
r 1-p 
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Soit alors cr, ~' ~ et f comme dans le lemme 4Ua preuve étant faite dans 

[f et supposons de plus que : 

) 1 2) 1 2 a ~ = (z ,z ; ~ = (w , w ) avec 
1 1 

lz 1 = 1-h 1 ; 1 - 2h 1 ~ lw 1 ~ 1-h 1 

et 1 z
2 i = 1-h 2 ; 1 - 2h2 ~ 1 w

2 
I ~ 1-h 2 • 

h1 h2 
Posons r 

1 
= 1 - 2 ; r 2 = 1 - 2 . 

l l 
Posons G(C,77)=f(r 1c,r 217)h~ h~ onapar(4.7) 

iG Il ~ 4C
2

(p) llfll ~ 4 c2
(p)K 

00 • p 

1 2 1 2 
d'autre part, posant z' = (~, ~); w' = (~,~),il vient G(z') ~! et G(w') = O 

- r 1 r
2 

- r
1 

r 2 - 4 -

donc il existe ô > 0 ne dépendant que de K, C(p) tel que, d (z ', w' ) ~ ô > O ; 
g- -

utilisant le fait que, 

b) Supposons que lz 1 \ = 1-h
1 

et lw
1 

\ < 1-2h
1

, 0 <h
1 

<~, alors on a 

1 1 1-h -(1-2h ) 
1 z -w 1 > 1 1 > l d d ( ) > 1 

1 1 - - 3 one g ~' ~ - J . 
1-z w 1-( 1-h )( 1-2h ) 

1 1 

Les autres cas se traitent comme a) ou b) et cela prouve le lemme 4 .2 et achève 

la preuve du corollaire 4. 1 . 

5. FONCTIONS ANALYTIQUES A VALEURS VECTORIELLES 

Soit E un espace de Banach de dimension strictement positive, E' le 

dual de E et E 1 la boule unité de E ' • 

On dit qu'une fonction f de IDn dans E est analytique à valeurs dans E si : 
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V e E E 1, eof(~) est une fonction numérique analytique dans IDn ; on note cet espace 

ô'(Dn ,E). 

'vp >O on définit: Hp(Àn,E) = {f Ee'(IDn,E); :~~ S l~rJ~ d>..n =llfll~,E <+ 00
} 

où f désigne la fonction f (z) = f(rz) et lla!IE est la norme de a dans E ; r r- -

H
00

(>.. ,E) = {f E fl(IDn,E), sup llfl!E = llfll E <+ 00 }. De même: 
n z EIDn oo, 

HP(x ,E)={fEô'([)n,E);sup sup\ le 0 f lpdX =llfllp*<+ 00 }. 

~~ n tEE' r<1 ~ r n P, 
1 

Pour P ~ 1, Il Il E et Il Il * sont des normes sur Hp(À , E) et H*P(>.. , E) qui 
P, P, n n 

llfll v :5 llfll E • Ces normes sont, en général, non p,-x- P, 

équivalentes • 

00 p 
De m~me, on définit: l(N,E) = { w. E E,.~ llw-11 = llwllp E <+ 00 } 

1 1=1 l E P, 
00 

eP*(1N,E)= {w.EE, sup .L le(wl.)IP= llc..:llpp *<+ 00 }. 
1 e E E, 1=1 , 

1 

et 

Ces deux espaces sont différents en général et, bien sôr, eP(N,E) c e~(N,E). 

Soit a une suite de IDn, cr = {zk, k EJl\1 '} et T l'opérateur linéaire ainsi - p 

défini: 

V r rnP(\,, E), T Pr ~ {(( 1- l~k J
2))~ r(~iJ, k E IN} ; 

de même T x. sera 11 opérateur : p,-;, 
1 

'Vf E H~(>..n,E), T p,J = {((1- l~k 12))15 f(~i), k EN}. 

DEFINITIONS. On dit que - cr est d'interpolation Hp(Xn,E) si 

TPHP(Àn,E) ~ eP(N,E). 

- cr est fortement d'interpolation HP(>..n, E), si, de plus 3c t.q. 



- a a la propriété d I extension linéaire bornée de 
si il existe un opérateur linéaire U de tp(N,E) dans p 
tel que: V w E €P(1N,E) 

De même avec HP eP et T 
*' * P,* . 
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l(JN,E) dans Hp(Àn,E) 

HP(Àn' E) 

THEOREME 5. 1 • Soit E un espace de Banach non trivial et cr une suite 

00 

d'interpolation H (.Xn, (t) alors : 

a) 0 < p::; + 00, cr a la propriété d'extension linéaire bornée de eP(N, E) dans 

b) 0 < p::; + 00 , cr est fortement d'interpolation Hp(Àn, E). 

a') 0 <p::; +oo, cr a la propriété d'extension linéaire bornée de e~(N,E) 

b') 0 < p::; +oo, cr est fortement d'interpolation H~(À , E). 
- -x- n 

De plus toutes les constantes sont indépendantes de l'espace de Banach E. 

Preuve. a) Avec les notations du § 2, soit d'abord p > 1 et soit 

w = {~, kEJN} E eP(JN,E); la fonction: UP(u.:) (~) = i: ~c(~k)- 1e~p)(~) Ek(~) 
kŒ !:.k 

résoud le problème ; en effet, posant f = Up(w) on a T pf = w : immédiat i 

et llf IIP E = (' Il~ w. c(zk)- 1e (p) (rçJ &_{rç)IIP dÀ ({;) 
r p, .) --K ~k -K E n 

utilisant alors Holder on obtient, comme dans le théorème 2 • 1 

00 
où C est la constante d'interpolation de H (À , (C ) ; faisant tendre r vers 1 n 

on en déduit a) pour p > 1 . 

0 < p < 1. On pose encore p' = mp > 1, ~ EJN et on introduit les 
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fz_(_f) = [e~')(ç_)Jm; soit wE l(N,E); w= {~, k EN}, alors 
-1 -1 

f = u (cJ = Ë w [c(z.,p 1 )rm f ~., 
p i= 1 ~ ~ -1 - ~i -1 

résoud le problème comme dans le théorème 2.1: IIU (w)llp E::; c 2P ~-npmllwllp E, 
P P, P, 

ce qui résoud a). 

b) Soit p > 0 et soit f E HP(Àn,E) ; puisque \lf(3:.)II! = sup I €of(!;.} 1~ et que 

p Q tEE 1 
chaque 

p 
1 €of(~) \2 est pluri-sous-harmonique, llf(~)II~ 11 est aussi et, clairement, 

llf(~)II! possède un majorant harmonique g, dans L2(À ) tel que llgl122 = llfllp E • n P, 

Appliquons à g le lemme 2.2, il vient : ~ ((1- l~k 12)) \g(~J 12 ::; 2 C
2

llgll~ , mais 
p 
2 2 P 2 P 

llf(~)IIE < g(z) donc : t: ((1- l~k 1 ))llf {~k) IIE::; 2C llfllp,E. 

a') Soit p> 1, w= {~, kEN} E ~(N,E) alors 

( )-1 (p) 
f = u (w) = I: Wi< C ~k e €k 

P,* kEN ~k 

résoud le problème, en effet : 

et 

mais 

T *f = w : immédiat i P, 

llfllPP,* = sup \ 1 I: €(wk) c(z ,- 1 e (p) E:k I P d À 
tEE' .., k Jç ~k n 

1 
U(wJ, k EN} appartient uniformément à €p(N,Œ:) on a donc par application 

directe du théorème 2. 1 

llfll~,*~c
2

P ~-npllwll~,*. 

Soit O < p < 1 et w E e~(N ,E), p' = mp > 1, m EN; on introduit encore 

les fonctions f et on pose, f = U (cd= I: w. [c(z.,p')]-m f €_j_ cette fonction 
~k p 1 -1 ~i 

résoud le problème T V f = w et on a encore P, -,_-
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b') Soit p >O et f E H~()..
0

,E) ; on applique le théorème 2.1, b) à la fonction 

~of où € E E 1 . On en déduit de suite 
1 

U{1- l~k 1
2

)) 1 €of{~k) 1 p = ~ {€[{1-l~k1
2i f{~k)] lp $ 2C

2
11fll~,* • 

Enfin l'extension linéaire dans H
00

(~,E) est: V wE €°0 (1N,E) on pose 

00 

f = U (w) = ~ w. e. qui résoud le problème avec 
00 • 1 1 1 

l= 
2 

llfl\00 $ C l!wl\00 E • , 

On peut donner une réciproque au théorème 5. 1 si cr se trouve dans un ensemble 

' ~, 
IDx W ou W est de type S dans ID • 

THEOREME 5 .2. §2!! cr ~ suite dans IDx W, où W ~ de ~ S ~ 

~, p 
ID • Alors si~ !!!l p >O, cr est fortement d'interpolation H (~,E) (~ 

H*p(À ,E)) alors cr est d'interpolation H
00

{À ,a:). n - - - n 

Preuve. Puisque E est non trivial, par composition avec un élément de 

E 1 on se ramène aisément au cas scalaire et on applique alors le corollaire 4. 1 • 
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