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Sur un théoreme d'Alpar

Bernard Connes

Alpar a démontré (1966) le théoreme suivant : soit g une fonction périodique dont
la série de Fourier est absolument convergente, et f un homdéomorphisme analytique du

tore sur jui-méme, alors la série de Fourier de g of est uniformément convergente.

Ce résultat est faux si la condition d'analyticité est remplacée par C~, comme 1'a
montré Y. Katznelson. Nous allons maintenant présenter un lemme, di a R. Kaufman, qui
permet d'étendre ce résultat a une classe de fonctions beaucoup plus vaste que les fonctions

analytiques, et qui a 1'avantage d'avoir d'autres applications.

réelle
THEOREME 1 (R. Kaufman). Si f estune fonction/aé/c—fe)lsse c? (n=2) sur

1'intervalle E—I‘ s r:] vérifiant : max If(n) ‘ < b min lf(n) I , alors

r elf(X)

lvpj —— dx | < C(n,b), ou C(n,b) nedépendnide f nide r.
-r .
La démonstration s'appuie sur les deux lemmes suivants :

LEMME 1. Pour n entier = 2 les deux implications suivantes sont équivélentes,

pour tout f de classe ch sur [—-r y r]




; f
(@) max lf(n)l < b min lf(n)l == 1VpJP 1X(X) dx l < C(n,b)
-

(b) 1 =< f(n) <b == n " n

Preuve. Il est clair que (a) = (b) car 1'hypothése de (b) entrafne celle de (a)
puisque [—r* s r] est compact.

(b) = (a) car, si maxvlf(n)l < b min ’f(n'\’ f , d'une part f.(n) ne peut changer de
signe donc peut étre supposé positif, d'autre part on peut alors trouver A tel que :

g(x) =ft(Ax) vérifie 1< g(n) <b sur [_ L r

AT AT
if(x) /x o iglx)
Alors : Ilvpjr eXX dxl = ijP elgx dx! < C(n,b) (b).
-1 -r/X

LEMME 2. Sous 1'hypothese que ]f(n) ‘2 1 sur un intervalle fermé I, ona:

(c):

v, ,
[ )4y I < C(n) pour tout couple u,v de I, ol C(n) nedépendnide I
Jn

ni de f£f.

Preuve. Pour n =2, ceciestune formulation du lemme de van der Corput. Pour
n> 2, onraisonne par récurrence, en supposant la propriété vraie pourr n-1. On remar-
que, en prolongeant f de fagon a avoir if(n)l >1 sur R, il suffit de prouver (c)

pour I=R. Alors f(n_n

s'annule pour une valeur X, carsa dérivée est soit = 1
soit < -1. 1l en résulte que If(n_” 12 1 sur [—oo, x0—1] et I:-XO-I-T y +oo] (accroisse-

ments finis). En majorant 1'exponentielle sur 1'intervalle restant, on obtient :

v o,
IJ elf(x) dx | < C(n-1)+2 + C(n-1) = 2 + 2C(n-1), ce qui prouve le lemme.
u

Preuve du théoreme. D'apres le lemme 1, il nous suffira de montrer la propriété, pour

n donné, en supposant que 1< f(n) <b sur -, P] . Maisalorssi r>1, ona:



vaP eif(X) dx = ijj1 eiff:() dx+J“1 . +JP .

- 1

J.p L) dxl _ I[ orim I )1 J1 12 prim oIt ).dX}
X

< C(n) + C{n) si1'on choisit 1a primitive qui s'annule en 1, d'apres le
lemme 2. On peut donc sé contenter de montrer la propriété pour 0<r < 1. La démonstra-
tion se fait par récurrence, le cas n=2 étant laissé pour la fin. Supposons donc la
propriété vraie pour 2, ..., n-1. Nous allons considérer deux cas :
- Premier cas : il existe 2<p<n telque: max lf(p ) 1< 2 min lf(p ) l . Alors

d'apres 1'hypothese de récurrence :

r
lvpj . l < C(p,2)< sup C(k,2).
-r 2< k< n-1
- Second cas : pourtout 2<p<n max ]f<p)l = 2 min lf(p) I . Alors par les

accroissements finis, pour 2 < k< n-1
(k+1) l = lf(k+1)(e) l -, max lf(k)i— min |f(k) l - max lf(k) I .

i
max - 7

n-2 n-2

Il en résulte que max !f(z) I =4 =~ max ‘f(n) ]< 47 ".b, caronasupposé 1< lf(n)l <b

et 0<r<i,

SE() _ iE(0) _ixt' (0) jix () n-3

.b. Donc
+O(X2) oi O nedépendquede n et b. Alorsposant f£'(0)=2

Alors , avec Iqo|<4

L) _ i£(0) _ixE'(0)

un changement de variable donne :
r 1f(x AT .

vp J < dx l J sn;{x dx ‘ +
-r o]

ce qui prouve aussi le cas n=2 donc le théoréme.

J: 0(x) dx‘ < C (n,b)

REMARQUE. Dans le théoréme, on peut remplacer 1'inégalité stricte :

(n)]

max lf(n) ]< b min lf , Dbar une inégalité au sens large. En effet, le seul cas difficile est



lf(n) l =0, ce qui implique : soit ff(p) l: a#0 pour 2<p<n, auquelcasla
propriété reste vraie, soit [f(z) l: 0. Dans ce dernier cas la fonction est linéaire, et le

dernier argument du théoreme s'applique, méme si r > 1.

A 1'aide du théoreme précédent le résultat d'Alpar se généralise de la maniére suivante,

THEOREME 2. Soient g une fonction périodique dont la série de Fourier est

absolument convergente, et f une fonction de classe C© (2<m< ), du tore dans

lui-méme, telle que en tout point 1'une de ses dérivées d'ordre supérieur ou égala 2 soit

non nuile. Alors gof est une fonction périodique dont la série de Fourier converge

uniformément.

Clairement, a 1'exception des fonctions linéaires, pour lesquelles la propriété est

triviale, les fonctions analytiques satisfont aux hypotheses de f.



 Preuve. Désignons génériquement par (¢), la série de Fourier de la fonction continue
périodique ¢, et par @, (veZ) 1le terme d'ordre v de cette série.
R (x)
On a pour x€T, gof(x)=5" arl et oll les a ~ sont les coefficients de Fourier
- OO
de g.

L'espace U des séries de Fourier uniformément convergentes étant un Banach pour

N .
la norme “(cp)” =sup|) | @, (x€T , NEN), sion monire que (emf) € U etque
-N

. + .
H(emf)” <A pourtout n, on pourraécrire (gof)=> " an(emf) € U (Cauchy).
- O

Puisque f est de classe C2, elnf est de classe C2, donc sa série de Fourier
est absolument (donc unifbrmément) convergente.,

Pour prouver gue H(emf)” < A, remarquons que puisque le tore est compact, il nous
suffira de prouver cette propriété au voisinage de tout point, on aura alors
H 1nf)H < sup ” inf |I H ol les Ik sont les intervalles du recouvrement fini.

k

Soit donc X, un point de 1'intervalle [—'n y 17] , il existe par hypothese p =2

tel que f(p ) #0, donc, par continuité, un intervalle (xo-20c , x0+20c) dans lequel :

max ]f(p ) ]< 2 min ]f(p ) l . Nous allons montrer que ”(einf) ]I”

J’T D (0 RENGEI l

est majorée, ou

inf
I= (xo—oc , xo+o:). H(em )IIH =N€NS:J£€I

oll DN est le noyau de Dirichlet.

. 1
”(emf) II” < sup U(x w einf(t-l-X) dt

- sin t—
2

N\ - Ve dt
ou A estindépendantde n et vaut: ZJ
vt lsin t? I

« 4 +i i(N %)t+1nf(t+x
i

+ A

H(einf)illl32 sup va dtl +B

+ .



& 1 1

ou B estindépendantde n et vaut: A+J T
- sinz— '2-

Posant h(t) = + (N + -21-)t +nf(t +x), h vérifie (puisque p=2) 1'hypothése :
max [h(p) [ < 2 min Ih(p) I sur [—-oc , oc:[ , d'apres le choix de 1'intervalle I. Le

premier théoreme donne H (em.f) [I“ < 2C(p,2) + B, ce qui achéve la preuve.



Analyse de Fourier et trajectoire du mouvement brownien

d'apres Robert Kaufman
par Youssef EL. HEL.QU

Soit E 1le support compact d'une mesure positive u vérifiant une condition de
Lipschitz d'exposant b > % : u(T) <<(diam T)b pour tout borélien T de R ; ce qui

signifie que la dimension de Hausdorff de E est au moins égalea b > 1 si X est

'2‘.
un mouvement brownien linéaire, on sait que, p. s., X(E) a une mesure de Lebesgue posi-

tive. Ce résultat peut &tre amélioré et le but de ce papier est de démontrer le résultat suivant

THEOREME. - Presque sfirement, 1'image par X de E aun intérieur non vide.

Plus précisément : p. s. 1'image par X de u est une mesure a densité continue par

rapport a la mesure de Lebésgue.

Pour prouver que la mesure image X =X(u) a une densité continue, nous utilisons
sa transformée de Fourier-Stieltjes E\(u) = je_im d\(t). Pour réobtenir A 2 partir
de )A&, nous choisissons et fixons une fonction <p€6°°(R), a suppor*t dans [—2,2] et
valant 1 sur E—1 , 1] , et nous notons : I(x,k)= j <p(k_1 .u).eiux.;\(u) du, pour x€R,
keN*. Nous savons alors que I(x,k) converge vers la mesure 2mdA(x) pour la topologie

*-faible des mesures ; et A aura une densité continue, s'il existe une sous-suite de

I(x,k) qui converge uniformément sur les ensembles compacts de 1'axe des X.

En regardant de prés, nous tirons la formule : I(x,k) = J k.o(kt - kx).dx(t) ; et

si m >0 estfixé arbitrairement, la décroissance rapide vers 0 al'w de la transformée



A

Fourier ¢ assure que : si lx-t ‘ > -1 , alors Ik,?p(kt - kx) l <y b pour toute
constante L., ettout k> k(n,L). Pour estimer la grandeur de I(x,k) quand k tend
vers + %, on estramené a évaluer la A-mesure totale des intervalles de longueur kn“1
On approche alors I(x,k) -I(x,2k) par la "fonction somme" d'une martingale ; ce qui nous
permet d'évaluer la norme LP de I(x,k) - I(x,2k) d'apres un théoréme de Burkholder
sur Ia "fonction carrée" d'une martingale.

Avant de commencer la: démonstration, rappelons les différentes écritures de
Tx, k) : 1(x, k) = Jmk”u).eiux.i(u)du - j dut) Jgo(k“u).e G-X) g, -

Jk.w(kX(t) - x) di(t) = jk - okt - kx) A (t).

1. On va démontrer deux lemmes préliminaires.

LEMME 1.~ Soit M(x,r) la u-mesure de {teR ; ‘X(t) —x[ < I‘} oi 0<r<1

et x€ER sont donnés. Alors toute norme 1P véritie : HM(x,r)Hp < Bp.r‘, p=1,2,3,.
En effet : (M(x,r))° = J j J 1{ s )_X)@ et gp}d“ ). .dut o
o= E 1 i d d t °
b J{t1st2$..stp} {(tW' s IX(t) x |<r, n=i 9p} ult u(p)

Or si IX(tn)—X\SI‘ pour n=1,...,p, onaalors: lX(tQ—x‘Sr? et

]X(tnﬂ) - X(tn) I <2r pour n=1,...,p~1. Ce qui donne la majoration :
{M(xgr-))pg p‘ij 1 _ du(t,). .duf
{t15t2g° . .Stp} {lX(t1)—x |SI‘, lX(th)_X(tn) IsZr,n-h .. pp—l} 1

Prenant le moment d'ordre p de M(x,r) et utilisant 1'indépendance des accroissemenis :

E((M(x,r))P) < p! f {t - } t)-x i<r]ﬂ HX(tn+1)—X(tn)t521"-])) du(t1),.du(tp}
=-

n= 1
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E(M(x,r))°) < p'.J t)-x |<r]).. P(ﬂX(tn+1)-X(tn) | <2r)). Apty). .t ).
st } p
Or X(t .)-X(t ) estune variable Gausienne de variance t .-t , d'ol:
n+1 B 5 n+1 n
(i, - xe)l =20y - 2 [T T awz i arle -1 17
L n+1 n - - T — o + n .dus< s ] . ,
n+1 n N

ce qui provient du fait que pour A=20: 2 J e ™ dv < Min(1,2)X). On intégre par
o

rapporta t en gardant tn fixe, puis on majore 1'intégrale obtenue par son suprémum

n+1

sur tous -les tn ; ceci donne une constante que 1'on fait sortir de 1'intégrale multiple ;

cette constante est : sup J Min(1,4r. lt-s 1"1/ 2) du(t). La derniere intégrale qui reste

u2
X4T =T

J P([lX(t})—XISF])dH(H). Or P([X(t1)—XISI‘])=~1— e b du <
R

2 ft, Jx-r
u

\!_ J t du = P( [X(t )l < r]) ;et 1'intégrale de cette derniére fonction est encore
ma |t | ~1/2 ol -
jorée par sup [Min(1,4r [t-s |~ /) du(t). D'ol:

s

, -1/2
E(M(x,r))P) < p! (supJMinU , 41 | t-s I_‘/Z) du ()P < p! .4p.rp.(supj |t-s | du (£))P
S s

=3 HM (x r‘)H < (p! )1/p 4.1r. supJ lt-s ’ -1/2 du(t)). Et le lemme sera démontre des que
s
1'on montre que le suprémum qui intervient est fini.

Montrons plus généralement que, vue 1'hypothese fait sur 4, pour tout £ tel que

0<f<b: J[t-s i T4 u(t) < C(f) constante ne dépendant que de f. En effet : on peut

supposer E c Lot, ,8:] et prendre le sup pour s [:oc, /8] . On intégre par parties :

B an) p)-we)P j u() - uis) TN
= gl BUZBS) gicc @lp-alP it ——— at).
jcx 'lt-slf |’c~s|f ] . 1 lt stf_” ° foo N Joc ’t—s[”f_b )

Or 0<14f-b<1=2t est intégrable pour dt sur Eoc,,B:[ ; et son

lt—s | 1+f—b

intégrale est une fonction continue de s, donc bornée sur [cx, ﬁ] . D'ou

) _ ).
a Jt-s |t




10.

LEMME 2. Soient Ej des ensembles fermés disjoints, et m = Max p,(EJ.).
2= _ 5
Soient Mj(x,r*) la p-mesure de {tEEj : ‘X(t) -x < r‘}, et M*(x,r) = sup Mj(x,r‘).
J

* / 2b -1
Alors HM (X,rﬂ)HpsBp,q.rmq pour tout ¢ <'=m—, et p=1,2,3,...

En effet, on commence par écrire (Mj(X,I‘))p sous la forme d'une intégrale multiple,

comme au lemme précédent, en ajoutant la condition tneEj ; ceci permet de majorer le

1
moment d'ordre p de Mj(x,r) par une grandeur comparable a P, (supj lt—-s | 2du (t)P.
1 s JE.

Je dis que pour tout g < 2%{;1 , supj |t—s | 2 du (t) < (u(Ej))q. En effet, si f est
s YE.
J
choisi tel que 2f soit le conjugué de cll quiest > 1, onagque:
gf vl=192f= _1q < ——p— =2b £ <b. Appliquant 1'inégalité de Holder, on a :
3 V- =5
-1/2 = f 1/2f 1/4 q 1/2f q
[RESTRETOE Jles 1fauen (o) Tt e )
E. ]
J
*
On en déduit que : (HMj(x,r)Hp)p << rp.(/.z(Ej))pq* Or (M (x,r))p <X (MJ.(X,I‘))D : ce
. j
qui donne : E((M (x,r))p) =z E((Mj(x,r'))p) ; d'ou:

J
* ‘ -
(Ijm (x,r)llp)p << P> (Ej))p 9 << P P ! ; cette derniere majoration provient du fait
J
que si s=1 et a=supa, alors 2 a;" < as_1.2 a.. Ici s=pq; il faudrait donc
j j i
que pg= 1, doncque p soit suffisamment grand. En premiere conclusion :

HM*(x,P)Hp«r.mq'Vp, P=Dy Pgtls -

De méme pour un q' telque gq<q'< ,2b2t; 1.

_ 1_1
HI\/I*(X,I‘)Hp << p.m1 /p, P=Pys p1+1, -
Deux cas se présentent :
¥ m=1 :>mq—1/pqu

-
*x m< 1=2q'-1/p dépasse q désque p=> Ps, et alors mY 1/pqu.



1.

Donc .__‘M*(x,r)Hp << r.m%, pour chaque p= sup(po, Pys p2). Si maintenant
* * R
p<sup(p,, Py, Py) ¢ |M (x,r‘)Hps 1% (x,I‘)Hp. pour tout p' = sup(p_, P;, P,), 2 cause
de ia croissance de la norme Lp. Le résultat final s'en déduit : HM*(x,r)Hp << r.mq,
p=1,2, 3...
Dans les paragraphes suivants, nous allons approcher I(x,k) - I(x,2k) par la

» *
"fonction semme" d'une martingale, et utiliser les estimations de M et M  déja trouvées.

2. Appelons T, 1'intervalle b, Ge '] ators I(x,k) - I(x,2k)  est
divisée en des intégrales sur les intervalles T 3 de 1'axe des t, que nous notons I‘j :

CIx,k) - Ix,2k)= BT, et T, = J du(t)j (o060 - o~y ] XD gy,
i ! IoJr,

Nous allons chercher une estimation de X~ 1“23. ; et les termes de rang impair sont traités
J

de 1a méme maniére.

Puisque I‘zj est mesurable par rapport a la ¢ -algebre 5‘23 engendrée par les

5123'_2 )

)

variables aléatoires X(s), s < (2;i+1)k'1 , les variables I‘zj-ﬁ(l‘z. forment

5

la suite des différences d'une martingales. Je dis que : lé(l‘z ] }5"23._2) | << k™ .u(sz)

pour un certain % >0. En effet, T est 1'intégrale par rapport a 4 sur T2j de :

2]
J[cp(k'1u) - <p(2-1k—1u)] e1u(x—X(t) )du ; nous allons donc donner une borne uniforme pour

t> 2jk_1 de 1'espérance conditionnelle de cette derniere intégrale ; pour borner

‘é(l“2 ’ Eng-z) il suffit de multiplier par u(sz).

D'apres la propriéi¢ de Markoff, le conditionnement dépend seulement de la variable

X((23—1)k"1) = X(v), et nous avons pour t> 2jk'1 1'inégalité t-v > k™', On est alors

£ A 7 Oy -—'LIX
ramene a trouver 1'espérance conditionnelle de e LuX(t) :



12.

£ X0 [x(4)) 2 e LX) (@ IUXOXE) gy - (mXE) ~1/20° [ v

car
p.s.
X(t) - X(v) et X(v) sontindépendantes.
| 2 1 -iuy _1/2(y—X V)’z
Posant o = It-v I , et remarquant que : —— Je . dy =
ovVarm

2.2
, on en déduit que :

. -X(v) 2
1 -1 ] lub-y) -1/2(2 ) ay du
‘é( J 2] 2 J d“(t)ff[w (k™ 'u) k U)]e e Uy 2'”.

oiuX(v) -1/2u"0

On écrit cette vamable aléatoire sous la forme :

0yl Fpy0)= [ w0 | ot - 100 - 2koterey - 210] e &y

2 R . o\2n

Nous allons faire deux intégrations par parties successives de 1'intégrale par rapport a y.

-X 2
17259,

r(s) = qo(s) 2<Ap(2s) est la transformée de Fourier dé ;b(’t) = ¢(t) - ©(t/2) qui est
~@°° et a support compact ; et chaque primitive de r, convenablement normalisée de maniére
a tendre Vérs 0 & 1'infini, est la transformée de Fourier d'une fonction 6% 3 support
compact : par exemple la transformée de Fourier de lsz(x) (qui est ‘6°° A support compact)
est une primitive de r(s)... etc. Appelons R une primitivede r, et R une primi-
tive de R, convenablement choisies. On a : jkr(ky - kx) dy = R(ky - kx), et
j R(ky - kx)dy = K R(ky - kx). 11y a donc un facteur K qui apparaft & chaque intégra-
tion.

Puisque les intégratiéns par parties se font sur R, et que les transformées de

Fourier sont nulles a 1'infini, le seul terme qui intervient apreés une deuxieéme intégration

par parties est ! J k! R(ky - kx).g(y)dy, ol g estla dérivée seconde de
R

oVam VD
-1/2(%20)
y —> e avec  y = X(v). Oor & estbornée, donc
1

—-——I k! Riky - kx) g(y)dy,<< K rw'g(y)ldy Mais
.n-\,:r. R ' ) | LI .
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o 120G 1/2o) Y-y 2
g(y) = 5l-s€ + e . (—0'0) . Un changement de variable permet
oYU /2 u2/2 -1
d'écrire : J ‘g(y) ldy <o~ (J + u’ .e Ydu) quiest <<¢ '. Comme

0'2 > k_1 , alors o~ 1< k1/ 2 . Finalement, 1'intégrale par rapport a y est majorée

par une grandeur comparable a k1/ 2 .k—1 k_1/ 2 .

D'oli : lé(l‘2j ISKZJ—Z) | << k"g ./.L(Tz.) pour un certain § > 0.

J

3. Nous passons a F2j et nous allons trouver des estimations des normes 1P de

Maxl T T l et Z)fl“.l2
] J j 4 j 4

Iy = | du(t)J [0 ) - o2k Je XD g - | [otextrion-2otaicco-2iod
J T T

| 2j 2 dp(t)
que je note J C(t) du(t) = J C(t) du(t) + J { it L} C(t) du(t) .
T,. -, T ﬂ t;Clt)=k
2] , jm{t C t) <M}
Or on sait que : s |> K" 3k. |r(s) ‘ <k pour k assez grand. D'ol :

{s s k Ir(s) |> k-L} c {s : ls|< kn}. Ce qui s'écrit aussi :
-L ~ n , .
{t : Clty=k } c {t ; IkX(t) ~kxl<k } Et tenant compte du fait que r(s) est borné,

ona:

-L . _ n-1
lrzj <k u(sz) + C.k.u(«ﬁ ; ‘X(t) x|<k }0T2J.) , pour k assez grand.

\ —L T]"]
1 . - . — =
D'ol: ‘1‘2j |<< K .N(sz) + k.Mj(x,k ). Prenant: n<1, E:i = T2j’ m m?x(/.t(sz)),
ona m<< k_‘b d'apres 1'hypothese faite sur u, Appliquant le lemme 2, 1a norme 1P

* - -1 .= -
de k.M (xv,k77 1) a une grandeur comparable a k.11 kP92 "9 prenant

n <bq, et L suffisamment grand, k™ est un infiniment petit devant k-ba quand

_6’

k tend vers 1'infini ; comme de plus kn_bq s'écrit k avec © > 0, on en déduit

que :

b

llm§x|T2j1|‘p<<k_ , pour uncertain § >0; etpour p=1,2,3,....
J .
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Oor T Mj(x,r) < M(x,r), avec les notations des lemmes. Utilisant alors le lemme 1 au lieu
j

du lemme 2 : HkM(xﬂ, kfr’_1 )Hp << kn ; et comme k-L est infiniment petit devant kn ,

ceci entrafne que : || ‘TZj )Hp <<k". Ensuite: T ]1‘ . ]2 < (mgx IT .]).(2]T2 ) d'ol:

2 2
] i P9
2
(Z'lF .\Z)p dP < | (max T .[)p.(E T .l)p.dPs(. (max‘l’ .‘)Zp)1/2.( (=1, 1) p)1/2
] 2] 3 2] 3 2] 3 2] 2j
et ceci d'apres 1'inégalité de Schwarz.

n

. 2 n-% . . .
D'ou: H?II‘ZjI Hps HM?XlrzjHIZp’HfIr2j|Hzp<<k . Et si on a pris soin
q i ‘bg e s . 12 -5
e choisir 1 < >, ceciimpliquera que 1 - § <0 et donc que: HE |I‘2j l Hp <<k

J
pour un certain o' > 0.

4. Nous allons utiliser dans ce paragraphe une inégalité sur les martingales pour
conclure.
h J 2 _8
i 2
D'aprés le § 2, ;E l_@(rzj | 9:23-2” et z;) lé(l“zj 13:23"—2 | sont <<k pour

un S > 0. Et donc la "fonction carrde" 52 =X [F2j - ’é(l‘2j lﬁ"zj_z) ‘2 associée a une
J

®

martingale a des normes P qui sont << Kk pour un o > 0. On applique alors un

n
théoréme de Burkholder ([2], Théo. 3.2) et 1'on tire que : sup HE(TZj -‘é(l‘zj 1‘523_2))”13
n 1

, p=1,2,3,... La somme est en réalité finie, et si 1'on pose

J(x,k) - J(x,2k) = T T, ona: 13 (x,k) - I (x,2k) - 2 %(1“23. l 523.,_2)11p << k0. Utilisant

J J

de nouveau le fait que || & (1“23. f€F2j_2) l Hp <<k_S , onen déduit que :

J

13 (x,k) - J(x,-2k)llp << k'g, p=1*%,2, 3,... D'oufinalement :

6

HI(xJ{) - I(x,2k)“p <<k ° pourun $>0; p=1,2,3,... Cherchons alors une
estimation de P( HI(x,k) - I(x,2k) |> k_yJ ) pourun Y qu'on choisira,

P( [lI(x,k) - 1(x,2k) |> k—7])= J1 (165, 1)-16x, 2K) |> 7P < JlI(x,k)—I(x,Zk) IP.kP7ap
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<<kp‘y»k_pg=kp(7_6)9 p=1,2,3,... Onchoisit y<9§, dou y-5§<0; et

N

p(y - ®) est arbitrairement voisin de - , quand p variede 1 a oo,

D'otr: P( [lI(ng) - 1(x,2k) | > k"’f:’ ) <<k_L, pour fout L >0, etpourun % >0,
Remarquons qu'il apparait clairement que les constantes intervenant dans toutes les

estimations - en particulier dans la précédente - ne dépendent pas de x. Je dis qu'ona

une- estimation semblable pour la probabilité de 1'événement lxs]?k | 1(x , k)-I(x,2k) > k—g]

pourun 9 > 0. Enetffet, il est facile de voir que la dérivée de 1I(x,k) - I(x,2k) par

rapport a x est << k—29 avec une constante ne dépendant ni de x ni du hasard.

Ecrivons pour simplifier : l-g» (I(x,k) - I(x,2k) | < k29 k=k .
|d% ? | (o}

Choisissons alors 5 : 0<% <y ; alors k:"S kL k"!6 ; et comme k"(5 >k_‘,y

% 1

onaque kK ° -k >k’ pour k assezgrand. D'un autre cdté, choisissons L > 4.

Subdivisons-1'intervalle E—kgk:J en k4 intervalles de longueur commune 2k"3 ;

. 4 i .
appelons X, 1= 1,...,k" les centres de ces intervalles. Je dis que pour k assez

grand, on a 1'inclusion suivante enire évenementis :
-9 i i : -y
&= sup l16x,k)-16x,2K) [> k70| U | |16x,k) - 10,200 [> k77 [ = B
x | <k - =1 ! !

En effet, le sup est atteint en un certain Xy qui est dans 1'un des petits intervalles,

de centre X; 3 la formule des accroissements fini entraine que :

](I(xo,k) - I(xo,Zk)) - (I(xigk) - I(xiQZR)) | < ]Xi_xo | .kg-s K3, 2 !

1

==>‘)juspk |1(x,k) - I(x,2K) | = II(xogk)-:[(xo,zk)l < ‘I(xi9k)—I(X192k)| +k ' etsi

5

sup  |I(x,k) - I(x,2k) |> kK ° alors [I(xi9k) - 1(x,,2K) >k k> 1. Drow

lx <k

AQc® pour k assez grand.
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On en déduit que :

— — - — ]
P([ sup  |1(x,k) - 1(x,2K) | > k 6})<<k4.k Lo L™ pour $>0 et L' > 0.

X i<k

Prenant alors k = 2J ;  le lemme de Borel-Cantelli assure que :

p. s., Tj, 1 (Vizi,) Rt I16x,2%) - 1(x,29*") | < 2707
X i<

Et donc, pour j= Jo et i>0:

S 11x,2%) - 102,21 | < 2703 1 278G, p-BGH-T)
=21

ou C estune consiante indépendanie de j et i.

Donc, presque slirement : lim ( | jup o 1x,29) - 1,27y ()= 0. Comme
J+oo

) iv+roo
{x ; &x 1323} contient fout compact donné a 1'avance, pour j assez grand, la suite
I(XQZJ) vérifie le critere de Cauchy uniforme sur tout compact. Il existe donc une sous-
suite de I(x,k) convergeant uniformément sur tout compact, avec la probabilité 1. Ceci

iermine la démonstration.
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Everywhere divergent Fourier series

T. W, Korner
Trinity Hall, Cambridge .

ABSTRACT.- We give an exposition of Kolmogorov's theorem using an idea of
Stein and Kahane. The material covered corresponds to pages 305 to 314 of Zygmund's
treatise on trigonomeiric series (volume I).

INTRODUCTION. We write T =R/27Z for the unit circle considered as the real
line with t+ 27 identified with t. If pu isameasureon T we write

Y n A
p(r):Jexp(—ix‘-x) du(x) and Sn(u,t)z T uplr)explirt). If f€L1(T) (i. e.if f

T I'=-n
A n A
is Lebesgue integrable on T) we write (1) =2-1-7-7-J ‘exp(~irx) dx , Sn(f,t) = © i(rlexp(irs)
T I'=-n

2
Carleson has shown L1 that if f€L (T) then Sn(f, ) +f almost everywhere with

respect to Lebesgue measure. On the other hand we have the famous theovem of Kolmogorof.

THEOREM A. There exists an f€L1(T) such that Sn(f, ) diverges unboundedly

everywhere.

The purpose of this paper is to give a proof of this and related resulis. The basic
idea remains that of Kolmogorov but the exposition is simplified by using modern notation
and by using a number theoretic result of Kronecker. The idea of using this occured to
Stein and Kahane independently ( Eﬂ s [3] ). We add a further simplification (as compared

say to the presentation of these ideas by Katznelson [‘5] Chapter 2) by using Lemma 1.2,
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This is the only originality claimed.

INDEPENDENCE. In this section we lay out the simple number theoretic results
that we need.
DEFINITION 1.1. We say-that X 15 Xppene ,xneT are independent if

n -
z m.x, = 0 with mj€Z [1 < j<nl only has the solution m, =
=1

m2=...=m =0.

Thus for example 1+%,1 are not independent since 2(1+%) + (-2).1 =0,
Independence is not presented under translation but, on thé other hand, translation

cannot introduce more than one relation.

LEMMA 1.2. Suppese X1s Xgpeens -xne’[‘ are independent and t€T. Then it

n n
T m(x-t)=0, T mix.-t)=0 with m,m€Z [1<j<n] wecantfinds k,8 € Z
j=’1 J J j=1 J ] - J° ] i

not both zero with kmj = Em:‘i’.

n n n

Proof. If T m.=0 then X m,(x,-t)=0 gives X mx.=0 so that
= AP A iz Jd
J=1 J=1 j=1
m, =m, =...=mn=0 and the result follows with k=1, =0. Thus we may assume
n n n
that T m,#0. Set k= T m!, €= X m,. then
=1 14 j=1 =1 Y
n 0 n Bn
2 (km, - édmi)x.=k Zmx.-t)-¢ Z mix,-t)=0
j=1( J ;]) J j=1 J(J ) j=1 J(J )

and so kmj— emJ!=0 [1stnJ as stated.

The basic result on independence that we need is due to Kronecker.

THEOREM 1.3. Suppose Xq9 Xpgaes xneT are independent. Then given

A1,A2,...,>\n€c with 11\11: lkzl-m...= IAn‘-—ﬂ and €>0 we can find
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meZ with
lexpimxj—)\j|<e [1Sj£n].

This result is intuitively plausible. Suppose we have several clocks running at
different speeds and we observe them once every second. Then unless there is some simple
relationship between the speeds (one clock is stopped or one clock runs exactly twice as
fast as anether and so on) we should expect to see every possible configuration (one clock
shewing 3. 15, the next 4.35, the next 4.37 and so) eventually approached arbitrarily
closely. Hardy and Wright give a discussion of the theorem together with three different
proofs in Chapter XXIII of 2. .

As a trivial consequence we have the following corollary.

LEMMA 1.4. Suppose X1s XpyoeesXy € T are independent. Then given

Tis Toseees Ty with Tj taking the value + 1, andgiven €>0 we can find an

mcZ with 1 r
lsin(m+z)xj-’rj|<s |_1Sj,<_l’1].

Proof. Take Aj = Tj i exp(~ % ixj) in Theorem 1.3.
Finally we need to know that we can always find enough independent points. This

is easy to show.

LEMMA 1.5. Suppose I1 s 12, ceey In are open intervals in T. Then we can

tind independent points x,, X X, with x, €T, Mi<j<nl.

CTRRRY

Proof. Pick rational numbers Qs Qpreees 9, such that 217qj€Ij and a

transcendental number Y. Thenif N is a positive integer the points xj = 277(qj+'yjN_1)
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are certainly independent and, provided we take N large enough, the xj c Ij

[1<j<nl.

2. The Basic Measure. Let us choose n = 106 and X19 Xpp ey X €T inde-

pendent peoints such that xj is close to 27j/n : to be more precise,

lxj - 2mi/n]| < e(n)

4 -1

where 0< gln)< 10 n_ (later we may require ne(n) +0 at some particular speed

as n o but for the proof of Theorem A the reader can take g(n) = 107" 1'). If

Sx is the Dirac unit point mass at X;i then

SXG(I‘) = exp(—ivxj)

J 1
in( (t-x.)
g Sm(SXj, sin m+§) X,

m
t)=2 exp(iv(t-xj)) = where,

] m sin -21-(‘t-x,)

. J

sm(m+z) s

————e—eeee D@8 the value 2m+1 when s =0,

sin 5 s

;D
)2 SX . We note at once that

r=1 j

We define our basic measure tobe U =n"
Hu H =1 andthat u is a positive measure. Further
s (u,)=n"" T s (5 ,

. 1
n sm(m+§)(t-xj)

(*).

Sl

= 1 '
r=1 sin -2-(t—xj)
How large is Sm(u ,t) 2 Observe that since [sinx| < |x | for Ix| < /2 we have
| sin %(t - xj) 1-1 >2|t- xj 1'1 .  Moreover since the X; are more or less uniformly
distributed round T so arethe 1t - Xj" In particular if we choose j(0) so that
t-x, < |t-x, l—1~°s then |t - x, t-x, < 4m
l J(O) I I ‘ L J l’l] ] . ( I J( I / n,

0)+1 P 0)-1
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It - Xi(0)2 I, It - Xi(0)-2 | < 6m/n and, in general,

n-2"J . .
It - X0 l, lt- X5(0)-r l<@r2)®/n D=r< T—J (making the obvious conven-

tion that x, =xj). Thus

J+n
n
rll 2 ____1_1_.__.__ 2% T 2n
r=1|sin 2-(t-xj) | 1 <r<(n-2)/2 (r+2)
1 1 log n
> - : - >
222 .

2<r<n/2
In other words, if we can choose m so that there is no cancelation in our formula (¥)
for Sm(u ,t) we can get |Sm(u ,t)| of the order of log n. Choosing the XJ. to be

independent ensures that we can always do this.

LEMMA 2.1. If u is chosen as above then

sup !Sm(u;,t)l > 10"" logn forall t€T.
mcZ

Proof. There are 4 possible cases to consider of which the first may be considered

typical.

CASE 1. All the (xj-t) are independent. Then by Lemma 1.4 we can findan m

such that sin(mﬁ-% Nt-x.) 5
7 L > 7 for all j
sin Z(t'xj) 3 lsm "?(t - xj) |
CASE 2. There exist m,, My, ..., m, integers of which at least 2 are non

zero such that Z mj(xj-t) =0, Choose j(0) tobea j with m:i #0 for which
Ixj -t | is greatest. Then |v5cj(0)-t | > 7/2n and so (since lsinx | =2 x |/17

i .1 1-1 .
for |x| <®/2) |sin Z(t - xj(O)) < 4n/m. But, by Lemma 1.1, the points xj—t

with j# j(0) must be independent and so we can find an m such that
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. 1
sm(m+§)(t-xj) . 5

. ] - .1
sin §(t—xj) 3 | sin i(t"xj) |

for all j# j(0) and so

-1
Sk st) =

54 o
- 55 2 > 10 'logn

= 5 2 A P
i#3(0) 3 | sin - ( ~X, )| |sm L (O))I M 4-1]sin z(t—x )|

r_11_ 5 2 1 1 2 1
J

CASE 3. There exists a j(0) such that mo(xj(o)-t) =0 for some m #0
but x. 50 )-t #0. Then, by Lemma 1.1, the points xj—t and so also the points

m 0(xj-’c) with j ;é j(0) must be independent. Thus by Theorem 1.3 we can find an
sm(m q + 2)(t—x )

integer q with — 12 I for all j# j(0). Then
sin §(t - xj) 3 |sin g(t - xj)
1 2 1 -1
qu(u,t)=r—12 7 +r_1210 log n.
o j#i(0) 3 |sin 5(t - x,) l

CASE 4. There exists a j(0) such that Xj(O) - t=0. Once again the points

X, - t with j#j(0) are independent and we can find an m such that

sinr(m+% )(t—xj) 2

%(t-xj) 3 | sin %(t-xj)l

for all j#3j(0). We have S_(u,t)=
. m
sin
2 + 2m+1

z 1 L 2 107 log n.
j#j(0) 3 Isin Z(t—xj) |

1
n

Since the 4 cases are exhaustive the lemma is proved.

3. The Basic Function. The contents of this section are routine third year

undergraduate analysis. Proofs are given for completeness but it is unlikely that the reader

will need to consult them.

LEMMA 3.1. If ¢4 isas in section 2 then we can findan M such that

| [-lp S (u t) = 20" 1ogn for all  t€T.
m
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Proof. For each t€T we canfind an m(t) such that Sm(t)(ugt) > 15_110g n.
Since Sm( 1.:)(/.t ,t) is a trigonometric polynomial and so a continuous function we can

find an n(t)> 0 such that Sm(t)(u ,8) = 20~ logn for all s € (t-n(t),t+n{t)).

r
Since T is compact we can find t1’, tyy...s &, such that kLm)1 (tk - n(tk) ,
t“k + n(tk)) =T. Setting M= max |m(k)| we have the result.

1<k<yr

Now we approximate our measure by a function.

LEMMA 3.2, There exists an infinitely differentiable positive function

f: T »R suchthat

(1) suppfc B (ZWj/n - 2g(n) , 27j/n + 2¢(n)

e iR
: 1 27Tj%]/n+-2§:(n) ) 1

t) dt = -
i jZTfj/n—Ze(n) n

(iit) sup lSm(f,t) | > 40_110g n.
m <M

Proof, Let h‘r : T »R  be an infinitely differentiable positive function such that

(@), swph,c [-n/c, n/r]

. 1 m/r ,
@) 5z J-»ﬂ'/r h (£} dt = 1.

Direct calculation shows that hr(m) > 1= So(m) and thus, writing

-1

n iy n
fp(t) =l % hr“) =n z h‘r(t - :xj) . fp(m) +»/(m) as 1 +o foreach fixed m.

j=1
Thus S m(f:r“ ) S m(u , ) uniformly as r »« for each fixed m. Moreover
-9
n _ . /n 1
suppf_c U Bcﬂ -n/r,x,+7/r] and o J J f(t) dt = = so the result follows
T = i i " - n

on taking 1 large enough and setting f=£ "

Finally we approximate our function by a trigonometric polynomial.
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LEMMA 3.3. There exists a trigonometric polynomial P given by

N
Pit)= T a, exp irt lteT] say such that
r=-N

@ JT |p(t) |at < 2

(ii) sup ISm(PQt) | > 40_1log n.

Im =N

Proof. Since the f of Lemma 3.2 is infinitely differentiable we may integrate

1

twice by papts to obtain  [t(m)| < Am™' [m#0] where A= 2—11-1 J [f"(t) ldt. In
T

particular we may findan N =M such that IE lf(m)| < 1. The Weierstrass M
m | >N
test now tells us that | IZ) f(m) exp imt converges uniformly to a continuous function
m | >N

g. Using uniform convergence we obtain at once g(m)=f(m) for lm >N, gm)=0

for |m| <N and 2_1'”j lg(t) |dt < T |tm)] < 1.
T lm [>N
N .
Set P(t)= Z f(r)expirt. Then P is a trigonometric polynomial and
r=-N

P (m) = f(m) for ‘m! <N, P(m)=0 ior lm| > N. In particular Sm(P,t)= Sm(f,t)

A

for |m| <N so(ii) follows from Lemma 3.2 (iii). Since (P+g) (m)=f(m) for all

m it follows by the uniqueness theorem for continuous functions that P+g =£f. Thus

J IP(t)Idts%T lf.(t)ldt+l-J le(t) ldt <2 and (1) holds.
T T T

1
27

2n

4, The prootf of Kolmogorov's Theorem. We can now prove Kolmogorof's Theorem

by the condensation of singularities. The proof, in fact, gives slightly more.

THEOREM A. 1. There exists an f€L1(’[‘) such that f(r)=0 for r<o

and such that Sn(f, ) diverges unboundedly everywhere.
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Proof. By Lemma 3.3 we can find trigonometric polynomials Pk and integers

N(k) such that

(i) f P, (t

(i) 2k

| mT<N(k)

(iii) f:k(p)=o for |r| > N(k).

k-1

for all t€T

Set Mk)= NEW1)+2 T (N(g)+1) and write ;}k(t) = exp(iM(k)t) Pk(t). Then

q=1
W s lQ(t)\dt<2

and since S m(Qk"t) = exp(iM(k)t) S

(i)' sup

IS _(Q, ,t)
m,n=0 mK

-s @t =

Automatically
(iii) Qk(r)=0 for

Now observe that since L1

Z) 2 le | to Y say. Since
k=1

say and

m-Mc) P’

is complete

lp() | =

t) [m=M(k)] we have

sup [S_(P,,1)] > 22K,

m=0

v - M(k) | = N(k) + 1.

22 Q converges in L1 to f

k=1

1

|» 2”

ka(t) | almost everywhere
k=1

we can use the dominated convergence theorem of Lebesgue to show that

fr)= T2 Qk(r) and so
k=1

(iv) f(r)=278Q (r) for
and f£(r)=0 otherwise.
Thus f(r)=0 for r<0 and

sup ]Sm(fgt) -8 (1)) =

sup
m, n=0 Mk )+N(k)}=m,n>=M

lr - M) | < N(k)

k> 1]

IS Q,t)-S(Q ,t
gt et T S |



26.

> 27K sup lsm(Pk,t)l
m=0
= 2k forall k= 0.

Thus Sm(f,t) diverges unboundedly for all tc€T.

5. Further Remarks on Kolmogorov's Theorem. This section contains remarks

of more specialised interest and should be omitted by the general reader.

REMARK 1. Minor variations of the condensation method used in Section 4 yield

minor variations of the theorem.

THEOREM A.2. There exists a real function f€L1(T) such that Sn(f , )

diverges everywhere.

Proof. Checking through the work of Section 3 we see thatthe P of Lemma 3.3
is, in fact, real. Thus proceding inductively we can find real trigonometric polynomials

P and a strictly increasing sequence of positive integers N(k) such that (writing

1

(i) o IPk(t) I <2
T , k-1
(i) sup ISm(Pk,t) lz K+ (NKk-1)+1)(1+ = sup  sup ISm(P ,O 1)
Im | <N(k) =1 |m|<N() teT

(iii) ka(r)=o for |r| > N(K).

Note that condition (i) implies \Pk(m) | <2 andso Ism(Pk"t) ] < 2m+1 < 2N(k~1)+1

oo .
for ’m | < N(k-1). Simple computation shows that I 2'2k'1(N(k—1)+1) P

k=1 k

in L' toarealfunction f suchthat lim sup ISm(f_,t) |=« forall tET.
msoco

converges
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REMARK 2. Our calculations do not tell us how fast Sn(f" ) diverges. Indeed
if the Xqs Xppe0ey X arE chosen arbitrarily then no bound can be put on the N of
Lemma 3.3. However if we take X, = 217(100'j +j/n) 1:1 <j< n—_l (though now the X
are not strictly speaking independent but only "almost independent") we can show using
the quantitative version of Kronecker's theorem given in Appendix V of Kahane and Salem

[4:] (or borehanded methods) and the arguments of section 3 that the following is true.

LEMMA 2.1', With the Xj chosen as in the paragraph above we have

sup{‘sm(upt)l : Iml< 100n} > 10—110g n forall t€T.

Next examining the approximations to the § function we get the following

result.

LEMMA 3.2'. There exists an infinitely differentiable positive function f: T >R

such that

i) 0 < £{t) = 100"

(1) ij(t) i = 1

(iii) sup { !Sm(f9t) m|< 100“} > 40™ '1og n.

£
°

This can be trivially rewritten as

LEMMAs3.2", There exists an infinitely differentiable positive function-

£: T +R such that
(i) oOo<ft)<N
(i1} j £(t) dt = 1
T

(iii) -sup{ ISm(f_Qt) 1 : lm ls N} > 107° tog log N.
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The argument of section 4 and the first remark of this section give

LEMMA 5.1. If $(n)=0(loglogn) as n-+>c« thenwe canfindan f¢€ L1(’l‘)

(which may be-taken to be real or to have f(r)=0 for r<0) such that

s (&,1)]
lim sup ———— = for all €T.

Mmoo 3 (m)

LEMMA 5.2. If 3 (x) = O(log log x) as X»>w thenwecanfindan f€ L’1(T)

(which may be taken to be real or to have £(r)=0 for r<0) such that

J l£t) | w(l£(t) ) dt < oo
T

but lim sup !Sm(fgt)l = forall t€T.
m-oo

We thus recover the results of Tandori [8] .
It is known (by a remark of Carleson expanded by Sjolin [6]) that
d(n) = 0O(log log n) cannot be replaced by (n) = 0(log n log log n). Better results

are claimed by M. and S. Tzumi but these are still controversial.

REMARK 3. By direct construction of suitable X:i with lxj—217j/ n l <

10'4/ n |_1 <j< n] we can prove the following result.

LEMMA 5.3, Suppose m(1), m(2), ... is a sequence of positive integers with

m(r) »«. Thengiven p=> 1 an integer we can find X19 Xgs ooy X and a collection

of positive integers; s(1), s(2), ..., s(nP) with m(s(r+1))> 10m(s(r)) such that

n
U= n"1 z SX has the following property. If (j-1)p+1< s < jp then

=1 73

IS )(u ;)1 = 4—0_1log n

m(r(s)

whenever t € [Xj-1 ,vXJJ , |t -27u/m(r(s)) | < (104 m(r*(s)))'1 for some integer u:
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(Here, as usual, Xy =X )

Repeating with minor modifications the construction used in the tirst remark of

this section we get a version of another theorem of Kolmogorof.

THEOREM 5.4. Given a sequence of positive integers m(r) »% we canfinda

real function f € L1(T) such that 1lim sup Sm(P)(tyt) = o for almost all t€T.
' r$00

some
It can be shown that if m(r+1)= Am(r) forall r=1 and > 1 then it

f€L1(T) and f#(k)=0 forall k<O it follows that Sm(r)(f,,t) converges almost
everywhere [-9_J Chap. XV § 4. It is also not very difficult to show that, provided
m(r) » o sufficiently fast then if f € L1(T) is a real function we canfind an x€T

such that Sm(v )(:E,,x) converges as I + o,

6. Bounded Divergence. A Theorem of Marcinkiewicz. Let us look again at the

basic function f of Lemma 3.2,

LEMMA 6.1. If 0 <n &(n) < (log n)"1 and f:T +R is an infinitely differen-

tiable positive function satisrying conditions (i) and (ii) of Lemma 3.2 then

n
(iv) l-sm(f,t) |< 40 log n provided only that t & .U1 ij/n - 4g(n) , 27j/n-debi;

j=
l |1 P |
Proof. ISm(fﬁ,t) |= |57 j’l‘ rlf_me.xp(m(t'—x)) f(x) dx |

f(x) dx |

1] j sin(m+-2[)(t—x) |
-2l T sin %(t-—x) |

27j/n+2€(n) sin(m+%)(t—x) I
j f(x) dx |

j=1 'J27j/n-2¢(n)  sin %(t-x)
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T ' n

< -(2nlogn+3 z )
n 0<r<n/2 2r+1

< 401logn

2

bearing in mind, first, that |sint| = -% for

|t| < 7/2 and, second, that if we

choose j(0) sothat |t-2mj(0)/n| < It-2mj/nl for 1<j<n then

[t - 27 GOM1)/nl, It-27G0)-1)/nl = n/n, [t-27GONK2)/nl, It-270)-2)/n] =
37/n and, in general |t - 27(j(0) +r)/n|, |t -27((0) - r)/n| = 2r-1) 7/n.
Finally we note that if |x - 27j(0)/n| < 2e(n) and It'—217j(0)/n i > 4¢(n) then

\x -t |,.‘z 2¢(n) = 2(n log 1"1)'1 which allows us to complete our estimate.

We can now sharpen Lemma 3.3 without further work.

LEMMA 6.2. There exist a trigonometric polynomial P and a closed set

[

such that

(i) Ql"JT IP(t)ldt<2 , [P@t)l<1 for t¢E

(i) sup Is_(P,t)] 2407 10gn
meZ

(iii) meas(E)< 8n'1log n
(iv) 50legn=> ISm(P;c) | forall t€ E, meZ.

Using this we get the remarkable theorem of Marcinkiewicz.

THEOREM B1. There exists an £€ L'(T) suchthat f(r)=0 for r <0

and such that Sr(f’ ) diverges boundedly almost everywhere and diverges everywhere.
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Proof. By Lemma 6.2 we can tind closed sets Ek9 trigonometric polynomials

P, and integers N(k) such that

k
@ <[ lela<2, [P <1 for t¢E
k k Kk
27 JT
. t -1 .k
(i) sup Sm(Pk,t)| > 407" 2
Im |<N(k)
(iii) Pk(r) =0 for 1> N(k)
. -k
(iv) meas E, < 2
k
(v) 50.2¢= |s (P ,t)| forall t¢E,, mez.
k-1
Set M(k)= (N(kM1)+2 Z (N(q)+1) and write Qk(t) = exp(iM(k)t) Pk(t).
g=1 o
As in the proof of Kolmogorov's theorem in Section 4 we see that Z 2"’k Qk converges

k=1

in L1 to a function f such that
vi) f(r)=2" or |r- < k=
(vi) f£(r) 2ka(k) f lr - M(K) | < N(k) x 1]
and f(r)=0 otherwise.

o0
Now suppose tg Z Ek' Thenif k=p we know from (i) and (vi) that
k=p

-k
| SnnG e = Sugongo B | =2 Q1) ]
=27 P, ()|

< ok

whilst if |r - M(k) | < N(k) we have from (i) and (v) by a silimar argument that

r ~
IS (&,1) - SM(k)_N(k)(f,t)l = ls::M(kiN(kg)gk(S) explist) |

x r-M(k)
= 2 | z Pk(s) exp(ist) ‘
s=-N(k)

Kk
=27%2 u Is_(P, ,t)1
lstlla\I(k) m" K

< 100.
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[oe}

Thus IS (£,1) - SM(p)nN(p)(f,tH < 200 + kz 2K~ 20| and Lim sup|S_(£,1) [< w.
0 [oe]
We have thus shown thatif t¢E= N UE_ then limsup|S (£1) | < oo,
p=1k=p AL
o] o0 ,I
But Ec UE_ soby (iv) meas E< I meas B, < 2P forall p=1, i.e.
k=p k=p

meas E =0,

Finally, just as in the proof of Kolmogorov's theorem (version Theorem A1)

we note that f(r)=0 for r< o0 and that

sup JS (f,t) - S (fgt)l > sup Z"KIS (@, ,t)-S_(Q, ,1) |
m,n>q n M(k )N (k)=m, n=M(k)-N(k) mkT T Tk
-k
> 2% s |s (P ?t)1
mz% m- K
> 40'19

forall k with M(k) - N(k) =2 q, sothat lim sup lSm(’fgt) - Sn(fgt) | > 407" for all
m, neeo

t€T and Sm(f9 ) diverges everywhere.

7. Further Remarks on Marcinkiewicz's theorem. This section, like Section 5,

is devoted to remarks of more specialised interest and should be omitited by the general

reader.

REMARK 1. Methods identical with those of Section 5 produce results correspon-

ding to Theorem A2, L.emma 5.2 and Theorem 5.4.

THEOREM B2, There exists a real tunction f€L1(T) such that Sn(f’ )

diverges boundedly almost everywhere and diverges everywhere,

LEMMA 7.1. If ¥ is a continuous positive function R >R with

$(x) =0(log log x) as x +~ thenwecanfindan f¢€ L1(T) (which may be taken to
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A

be real or to have f(r)=0 for r< 0) such that

J 1£2) |9 (1£() 1) dt < oo
T

but Sn(f9 ) diverges boundedly almost everywhere and diverges everywhere.

LEMMA 7.2. Given a sequence of positive integers m(r) s« we can find a real

function f€L1(T) such that S (f,t) diverges tor almost all t but sup|S_(f,t)
E— — mr) m>0 ™

< o for almost all t.

REMARK 2. The estimates of Lemma 6.1 and Lemma 3.2 (the latter depending

basically on the estimate of Lemma 2.1 can clearly be redefined without any difficulty.

LEMMA 7.3. Suppose we are given €(n), €'(n)>0 with nlogne(n)<1,

nlogne'(n) »». Then we can find positive infinitely differentiable functions

fn : T +R and positive numbers $(n) »0 such that

n .
(i) suppt ¢ U [217:|/n - 2e(n) , 2m3/n + 2eln)]
j=1

J_
1 273/n+2¢e(n)
(i) — £(t) dt = 1 G=1,2,...,n]
27 J273j/n-2¢(n)
4 1
(iii) sup lSm(fgt)I =>(1- S(n))j dt for all teT
m=0 1/n sint/2
i 1
(iv) sup lSm(f,t)| < (1+ 5(n)) J dt
m<0 1/n sin t/2

n_ -
forall t¢ U l_277j/n - 2¢g'(n), 27j/n + 25‘(n)] .
j=1

From this version of L.emma 6. 1 it is easy to get, by the methods of Section 6,

the following quantitative version of Theorem B.
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LEMMA 7-.4. Let h be anincreasing continuous function R +R with

h(0)=0 and h(t)=0(t log t_1) as t»>0+. Thenwe canfindaset E of Hausdorff

h-measure 0 and a function f€L1(T) (which may be taken to be real or to have

A

f(r)=0 for 1 <0) such that

lim sup \Sm(f?t) - Sn(f,,t) \ =1 forall t¢E
m,nsoo

and Sn(f, ) diverges everywhere.

In the next and final section we will give an argument of Marcinkiewicz which
shows that if f€L1(T) diverges aimost everywhere then it must diverge unboundedly
onaset E' whichis everywhere dense. It might, therefore, be interesting to investi-

gate the Hausdorff dimension of this résidual set E'.

8. A converse Theorem of Marcinkiewicz. We conclude this exposition by giving

a slightly expanded version of Zygmund's account of Marcinkiewicz's elegant converse

result.

THEOREM C. It feL.! and Sn(f, )} diverges almost everywhere (with respect

to Lebesgue measure) then Sn(f7 ) diverges unboundediy on a dense subset of T.

Thus we cannot improve Theorem B.
We require four results of which the first three are easy 1o prove but the last is

still very difticult.

LEMMA 8.1, If f1 5 f29 ... are continuous functions on T and we can find

an open interval such that sup'lfj(x) |< o toreach x€I then we can find an open
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interval Jc 1 anda K >0 such that Ifj(x) <K for all j=1, x€J.

Proof. By Baire's category theorem at least one ot the sets En = {XGI :

|fj(x) |s n forall j= 1} must have non empty interior.

1

LEMMA 8.2. If f€L’' and lim sup| Sn(f?x)l < K for almost all x€I an

nsoo
interval then 'f(x) \ < K for almost all x€I.

Proof. Since f€L1 we know that the Cesaro sums

Sof+S1f+ ...+Snf
cnfz + f
n+1

almost everywhere ( B:l p. 20 or [9] p. 90). The result follows

LEMMA 8.3 (Principle of localisaion). If f,g € L] , €>0 and f(t)=g(t)

for almost all t € Ec—s . x+g:|,_ then JSh(f,,x) - Sn(ggx) l >0.

Proof. See [9] p. 52.

THEOREM 8.4. (Carleson). I f€L° (and soin particular if f€L%) then

Sn(f, ) converges almost everywhere to f.
Proof. See [1l.

The proof of Theorem C is obtained by a simple application of these results.

Proof of Theorem C. Suppose fE—ZL1 and that Sn(fg ) does not diverge
unboundedly on a dense subset of T, i. e. that we’can find an open interval I such
that sup lSn(fgx) I <o foreach x€I. Bylemma8.1wecanfinda K >0 andan

n

open interval J such that lSn(f9x)| <K foreach n>1 and x&J.
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Define the characteristic function £; of J by 3 J(t) =1 if t€J,

£ J(t) =0 otherwise g=¢§& sf- By the Riemann localisation principle (Lemma 8.3)

Sn(g,'t) >0 forall t notinthe closureof J and lim sup ISn(g,t)l =

N»co

lim sup lSn(f,t)‘ <K foral t€J. But g€L1 so, by Lemma 8.2, lg(t)l <K

nco

for almost all t€T. Thus g€L” and so by Carleson's theorem (Theorem 8.4)

Sn(g, ) > ¢ almost everywhere. Using the localisation principle once again we obtain

Sn(f,t) +>g(t) = £(t) for almost ali t€J. Thus f cannot diverge almost everywhere

and the theorem is proved.

[4]
(2]

[5]
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LE THEOREME DES COMMUTATEURS DE CALDERON

par R. Coifman et Y. Meyer

THEOREME (Calderdn). Soient A :R »C telleque a=A'€L"(R) et

feL2R). Alors

(1) (x)= 1 A(x) -A(Y)f( yd
7 efil) J“ y-x ¢ (x—y):2 e
existe p. p. et

(2) lell, = liall_[lll.

Nous nous proposons de donner une nouvelle preuve de ce résultat. La méthode

employée donne des résultats plus précis dans le cas ci-dessus et permet de traiter le

2
double commutateur J[A((x) —)';‘(y):] f(y) dy ( [1] ).
X-y

Dans le théoreme, a estla dérivée de A au sens des distributions.
La preuve sera décomposée en trois paragraphes.
§1.Pour a et t€EPHR), ona ”gH4/3 < C‘la”zl}flu.
§2. Pour a et f€PR) ettout p€J1,+oo[ona
] < cto

§ 3. On montre la convergence de (1) et 1'inégalité (2) sous les hypothéses du



théoréme.

§ 1. Preuve de ”gH4/3_CHaH Hf” lorsque a et f € HR).

400
On va majorer I=J h(x) g(x) lorsque h€H vérifie HhH4S 1. En

écrivant A(y) - A(x) = Jy a(t)dt = j+oo [e( y-t) - e(x—t)] a(t)dt (oli e estla fonction
X

-0
400
caractéristique de [O,+oo [), il vient I= } a(t) J(t) dt avec
- OO
J(t) = JJ gy—t) e(x t) f(y) h(x) dy dx. On définit le noyau K{x,y)= w sur
{y-x)

R etl'ona J(t) = (K(x-t , y-t) , h(x)f(y)>. Lenoyau Kfx,v} a pour transfor-

mée de Fourier (au sens des distributions) cw(u,v) ; ¢ est une constante et  w(u,v}

1

est la fonction homogéne de degré 0 définie par w(u,v) = T3 siouzo, vz0,

si u<0, v=20 et w(-u,-v)=-w(u,v).

DOf —

w(u,v) = -
On a donc, par transformées de Fourier,
itlusv) 5 2 R s
Jt)=c|le f(u) g(v) w(u,v) du dv = J1(t) + Jz(t) + JB(t) + J4\t) ; J, estlintégrale

étenduea u=0, v=0, J2 concermne u<0, v=0 et JB comme porte

I
Y4
sur le second ou le quatrieme quadrant.

Remarquons que J3 est trivial : w(u,v) = - % implique J3(t} =cf (t) h+(t)

() =f si u<o0, (f)u)=0 si u>0
et de méme pour h L -
Essentiellement, f{ et h+ sont les transformées de Hilbert de deux fonctions
et leur produit appartien a C |
de L* et leur produit appartient 3 L2. On HJ L = cliell, lll,

Nous allons montrer que J1(t) € L2 et que “‘JTH C”i” Hh %4 La méme

preuve sera valable pour J2 .



RS e
H

¢ s f 5 A
Ona I }-{ﬂ = § e Hu) hiv) wlu, vl e av. Posons

ERGIRT N
T uy dtluw) N0
R,(t) = bo(—)e £{u) h(v) du dv.
0dg UH

Le raisonnement fait pour JB montre que

b, -, < clel, thl,

11 reste & majorer HR1 X
On fait le changement de variables u=u, s=u+v. IIvient

CO

=g c S A rs oG .
R, (t) = J elts 1 h{s-u) £(u) l—; du :ZJ S o(s)ds ot pls) = éj
O e " o

S A A
h(s-u) #{u) u du.
o

11 s'agit de montrer gue
H 3 I il
o loll, < c ll, .
Pour cela, on appelle ¢(t) une fonction €, nullesi t>2, égalea t si

0<t< 1. Ona donc (transformation de Mellin)

(=00

w(t)=J £ y(y)dy ob ¥ € SR).

ws QO

Finalement, p(s)=‘j+ p(y,s) p(y)dy

. s
ot ply,s)= S“WJ

h(s-u) uiyf(u) du=s"7(h * f,y)(s). On a pose t,y(u) =u? f(u).
o

D'apres le théoreme de Marcinkiewicz ( [:2] p. 108),

e [l < cas oy [ill,

et donc h:* {V i2 = Hh fsz < C(1 + lyl)HfH4 |IhH4. L'inégalité (3) résulte de
J+w (1+ l ‘)fl) Iw()’) ld'y < 4w, Dans cette démonstration, C et ¢ désignent des
Q0

constantes éventuellement différentes.

2. Méthodes réelles (a et f € DHR)).

Nous allons découper f en t1 + t2 ; tz habite loin de la singularité du noyau
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et 1'intégrale correspondante est estimée en termes des fonctions maximales de a el de
f (proposition ci~desscus),

Pour la partie f 4 qui vit pres de ia singularité, il fait tenir compte des compen-
sations dues aux changements de signes du noyau, c'est-a-dire uliliser 1'inégalité L4
du § 1.

Nous poserons, pourr tout € > 0,
AlvY - ]
€ (a, 1)(x) = f A) = 20 4iy) ay
ly-x|ze  (y=x)

et 6 (a,t)(x)=1lm € (a,f)x)
g0

€"(2,1)(x) = sup |6 (a,0)) .
e0

Dlautre part, pour toute fonction { iocalement dans 1P et tout X€ER, nous

poserons
X+E
(M 1)(x) = sup (zléj 1P ary!/P.
>0 X-€
PROPOSITION 1. Soient x€R, £ > 0, I llintervalle [_x s x+?] et J
1'intervalle [xuze R x+2€] .
c

Pour tout €D, soit f,=0 sur J, f,=f sur J.

Alors, pour toute fonction a €P et pour tous les x€I, x'€l et £€I, ona

) @5 - el,t)x)] < caXe)mxe).

De méme, on a

5) ) - €@, L)) | < ca)e)mexe).

Poscns  k(x,y) = A(y)«A(x)/(ya-x)z. En se servant de

}A(t) - A(e)l < ‘t - £ l(Ma)(e) pour tout tER, on obtient immédiatement, si yedc,
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(6) e,y - k) | = ¢ —E (va)e).
(y-x)

On en déduit

Uk(x,y) £,(y) dy ~Jk(X' »¥) £5(y) dy |< c(ma)(£) Ej c h(—y—)#lgdy = C'(Ma)(£)MEXE).
J7 (y-x)

La derniere inégalité est obtenue par le lemme

1

LEMME._ Soient £ € Lloc

et ¢ une fonction & variations bornées. Supposons

o0
que to(t) est nulle A 1'infini et que F lt td Icpl (t) < +0. Alors

w OO

+00 ' 4-co
j £(t) ot) dt, <2 (Mf)(o)j t]al el ).

OO - OO

PROPOSITION 2. Avec les hypotheses a et f€ D(R), ona

) fanwsc [M4 13 @060 + (Mza)(xxM,,,f)(x)} .

On applique la proposition 1 avec €= g. Soit x 1la fonction caractéristique

de J. Ilvient, x étantle centre de J,

(8) ﬁe(a,f)(x) = B(a,f,))x) = ‘€(a,12)(x') + O(Ma)(x)ME)x).
Or, si x'€lI,
€(a,t,Xx') = €(a,t)x') - E(a,xt)x’') = €(a,f)x') - C(xa , xi)x').
4/3 dx'

En prenant alors les normes L du second membre de (8) pour la mesure Tﬂ" on

obtient

e (@,000 1< M, ,; [6@,0]60 + m‘m lexa,xll, 5 + oMa)xMeXe).

A ce moment, on utilisele § 1. Ona donc



| | B
Iif(xa ’ xﬁf?iiﬁg_/n; < {ixall, bt

< 11142000 230,

Pour terminer, il suffil de remarguer que Ma < M;,a et Mi<M 4&

PROPOSITION 3,

lall, 'lrll

(9) Mes{ : €¥(a,f) = .?g} < C (
C'est une conséquence immédiate de 12 proposition 2.

PROPOSITION 4. Pour 0<vy < Yo On3, pour tout A >0,

Mes{x ;ﬁ*(a,f){x) > 21, (Mza)(M‘tt)(x) < 7A} <C )’4/3 Mes«{x H ﬁ*(a,ﬂ)(x) > A}.

Puisque 2,f € D(R), {x ;s €%(a,1)x) > A} - kgc L o L = ]ak,ak+6k[ est
un ouvert borné. On appelle J, 1'intervaile Ix - akl < 2'5k et x, lafonction
caractéristique de J, .

11 suffit de montrer que

Mes {x€L_; €*(a,1)> atsc ¥4/3 lxkl
pour Jes L contenant un ¢ tel que (Mza)(g)(M 4f)(€) < yA.

On décompose f=f, +f, comme dans la proposition 1. On a, gréce & la proposi-
tion 1,

[€¥a , L)) - €%(a , X | = c (MaXEXMEXE).

Cela entrafhe, pour taat x € Ik’
[¢*a, L)) | < l€*a,L)Ma) | +c, 7a.
Mais o étant le centre de Jyes le* (a,tz)(uk)’ < 'ﬂ*(a,r)(ak)' < A. Finalement

!'6*(a,f2}{x)! <A1+ Cz‘y) pour tout xelk.
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i yelo,y [ 6" |
Montrons que si yGJO,'yo , ona |6 (a,f1)(x), < a(1 - szy) sauf sur un
i 4/3 11 |
ensemble de x de mesure au plus Cvy Ik .
* +*

On a, en fait € (a,fw)(x) =€ (xka ) xkf)(x). En appliquant la proposition 3,

il vient

Mes {X 5 ‘6*{Xka 9 ka)(x) > A“ - Czy)}

I all,l 7472
- C[ A(1-C>;y) }

M,a)(& )M, E)(E) ]4/ ?

A(1-C2y)

<cly

sC'74/3]Ikl si YSZE""yo'

PROPOSITION 5. Si a€®, f€D et p>4, ilexiste C(p) tel que

(10) 1€"@, o)l < co) llall,, Tell.

En effet, 1'inégalité des bons X fournit
le*(a,0ll, < c@llonarnolly < collll_lagell

et le théoreme de Hardy-Littlewood permet alors de conclure.

PROPOSITION 6. Pourtout p> 1, ilexiste C(p) tel que

“1‘3(a,f)“p sC(p)”aHm”th.

En effet, pour a€c$ vérifiant ”a”oo <1, ona

‘x-x‘ ]
y-X
d'appliquer la méthode de Calderén-Zygmund (décomposition en une bonne et mauvaise

]k(x,y) - k(x! ,y)l <C quand 'y—xl >2 lx-x' ' Ceci et (10) permet

fonction) a f k(x , Y E(y)y.
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3. Existence de 1'intégrale dans le cas général.

Revenant aux notations de la proposition 1, on a
i
() b @00l = le@nun [+ 6@, )0 |+ ca) o).

On suppose maintenant Ha“w <=1 et Hf”z < 1. On veut alors majorer la
2 ¥* - . ] [
norme L° de € (a,f}(x). Pour celaonfixe p€ 1,2 et 1'on calcule la norme

L

1P  du second membre de (11) par rapport  la mesure % . 11 vient
I

e @000 l< M €@, 06+ (11772l 6@, )]+ comapome).
Pour majorer 11 I—l/p” €(a,f )Hp on utilise la proposition 6 ; il vient

[ =Pe@lll L) < c@lall 000, Enprenantie sup en e>0, ona
€' (a, 00 | < M € (a,f)x) + C' ”allm(Mpf)(X)‘

I1 ne reste plus qu'a remarquer que 1<p<gq et

gelLd— H Mngq < C(p,q)”g”q. On prend dans notre cas q =2 et 1'on obtient
l€*(a,ll, < cllall_Jkll,.

Nous revenons maintenant au cas a € LT(R) arbitraire et f¢€ L?"(R) arbitrair:

Soit aje.@, fjea@(R), j =0, telles que Iaj(x)l < lla“m, aj(x) +a(x)p. p.
(G ++2) et | L - il 5 >0 (§ ++o0).

On vérifie sans peine que, dans ces conditions, pour tout €> 0 fixé et tout

XER fixé,

‘Ge(aj,fj)(X) — € (a,1)x) (G —=>+0).

Donc sup l‘GE(a,f)(x)Islimint sup |‘€E(a.,f.)(x)’ pour tout x fixé. Ou encore
>0 joreo €0 U
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1*8 (a,f)(x) l < hm .mf 16 (a £, )(x) l 1 suffit alors d'appliquer le lemme de Fatou pour
avoir |/€" (a, f)” < CH ” Hf(l

Les techniques usuelles permettent d'en déduire 1'existence de lim € (a,f)x).

€+0
On peut remarquer que cette limite existe si a étant fixé, f€DR). Car

X+€
€ (a, 1)) = - [%é%%m]m iy - >e‘-‘-<§+>:i\§¥lfv<y> ay +
j a(y) £7) 4
X~y 125 X-y

(intégration par parties) et tous les termes ont des limites presque partout.

4. Un probleme ouvert,

Soit z(t} une fonction 2% périodique d'une variable réelle a valeurs complexes.
Supposons que z'(t) soit continue sur R et partout non nulle et que t » z(t) soit
injective sur [0 , 21r[, Appelons T 1la courbe fermée, sans point double, paramétrée
par t-+2z(t). Nous écrirons que f{: T -»C appartient & Lp(I‘) si (fozXt)€
LP [0,21[] )

Formons 1'intégrale de Cauchy F de f€ LP (T) : F est définie dans le domaine

A limité par T par

1 £(z)
(1) F(zo) =MJ z-z_ 92 -
T (o}
Le probleme est d'étudler F au bord et de savoir si F € LP(T).
Considérons la version "locale" de ce probléme. A 1'aide d'une partition de

1'unité convenable, on est ramené a étudier 1'intégrale singuli¢re

(2) Glt ) = f glt) at
o t-t +A() - A(L)
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o A'eL” et HA'HOO < ;1- La fonction g(t) estle produit de f(z(t)) z'(t) par
1'une des fonctions utilisées dans notre partition et en négligeant les constantes, z(t)
s'écrit localement comme la somme d'un terme linéaire et d‘uﬁ terme d'erreur dont la
dérivée est petite.

On écrit

1 i é o La® - att )]

- k+1
t- to +A(t) - A(to) (t-to)
et notre probléme se rameéne A celui d'obtenir des théoréme du type Calderdn pour tous
les k>0. Leterme k=0 donne dans (2) une transformée de Hilbert, k=1 est
le commutateur de Calderon, k=2 est obtenu dans [1] etlestermes k=3 n'ont

pas encore été étudiés.

[1] COIFMAN, R. and MEYER, Y. On commutators of singular integrals. (A paraftre}

[2:] STEIN, E. Singular integrals and differentiability properties of functions.
Princeton University Press 1970.



Rappels sur BMO

Soit Qo un cube fixé de R" et considérons le découpage dyadique de QO
encubes Q; silecbtéde Q o est d, les cOtés des 2" cubes Q dela premiere

génération seront d/2, les cdtés des 4" cubes de la seconde génération seront d/4

etc.
On pose pour tout  x€Q_ et toute fonctions f € L1(Q o)'
(1) #(x): sup —l—j 'f(t)—'m;Qf!dt
x€Q o |dg

ol le sup est pris sur tous les cubes dyadiques Q de la subdivision de Q 5 qui contien-
nent x ; 'm,Q f désigne la moyenne de f sur Q.

De méme on pose

(2) £*(x) = ! £(t) | dt.
Sa A

On a, de facon évidente f”!!(x) < 2f*¥(x). Nous allons prouver que si J f(t)at = 0,

QO

on a "presque' 1'inégalité en sens inverse

THEOREME 1. Pour tout p> 0, il existe une constante C(p)> 0 telle que pour

toute fonction continue f : Q o +€ telle que J f(t)dt =0, on ait

QO

B (| P ay/P<con| @Pan.
% %
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La condition de continuité imposée a f a pour seul rdle de donner un sens aux deux
membres de (3) pour tout p > 0. FElle peut étre remplacée par f# e L7 0)9 par exem-
ple.

La preuve du théoréme repose sur 1'inégalité des bons A suivante,

PROPOSITION 1.Pour tout A >0 ettout 7y € ]O,1 E on a, si j f(t)dt=0

Qo

{xeq , > A}I.

(4) {ero,f* > (2" +2) 2, i < 2 }’ <y

11 est bien connu que (4) entrafne (3) et nous allons nous limiter a la preuve de (4).
Deux cas sont possibles.
[ ol . pour tu # :
a) Si I—-—— f(t) [dt > X et si, pour tout x € Qog (x) >yA, alors le pre-
mier membre de (4) est nul et (4) est vérifié ; s'ilexisteun £ € Q o bour lequel

#(£)< yA, ona, en particulier, -l-j l#(t) |t < ¥ (carj f(t)dt =0 et
o | Jo Q

c'est la seule fois ol intervient cette hypothése). On applique a 5 1'inégalité de type
faible (dont la preuve est triviale dans ce contexte). On obtient

car, pour tout

{ero,f*>(2n+2)A}‘ AL \Q | <

(2" +2) ]\ {X€Q° Taay

X€Q, ona £*(x) > X,
b) Si T_—I j f(t \dt < A, onappelie Q k=1, les cubes maximaux de la

subdivision dyadlque pour lesquels on ait l——l f }f (t) tdt > X. Pour chacun de ces cubes
k

) de cété dk’ on-appelie Qk le cube de la subdivision dyadique de la précédente

k?

* o D \
et Q) existegrécea Q #Q o)'

génération contenant Qe (le coté de Qf est 2d,

Soit { la réunion des Qr ; les Q ont des intérieurs disjoints car ils sont dyadiques

k

et maximaux. Donc |Ql— z \Q I et enfin & est précisément 1'ensemble des XEQOI
k=1
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tels que £ > X. Si pour tout erW f# (x) > yX, cette valeur de k ne fournit pas
de contribution au premier membre de (4) et nous pourrons nous limiter aux k tels qu'il

existe un £€Qk pourr lequel 1# ()< yA. Appelons alors E _c Qk 1'ensemble des

k
*
x€Q, tels que f (x) > (2™ + 2)\ et montrons que
(5) |Ek\s7\Qk|.
On appelle f1 la fonction égale & f sur Qk eta O ailleurs et 1'on désigne

par m la moyenne de £, sur Qk; enfin f,=1f- f1 .

1

On a ‘—-;7 j % }f(t) ldt < A ce qui entraine J lf(t) ]dt < 2™ le I et, en
Q! Y O
particulier, !m l < 2"\. Par ailleurs, pour tout x € o8 v-f;(x) < ). Enfin, ona

yxzf%(g)z ! J lf-(t)-mldt. L'inégalité f*s(f -m) + \m|+f* montre que
’_Q_k-l o 1 2

*
Ek est contenu dans 1'ensemble des erk tels que (f1 -m) (x)> A. L'indgalité de
type faible donne alors (5).

Partons maintenant de la décomposition dyadique usuelle de R"  en cubes

(6) mj2k < X, < (mj + 1)2k9 mj629 KEZ.

Supposons que f € L1(n) et définissens féé (x) et f*(x) A 1'aide des formules (1) et
(2) ol Q décrit les cubes de la forme (6) contenant x. Alors la preuve du théoréme 1
fournit 1'inégalité

(7) 1‘»\f*”p = cpi-]-fféHp

pour tout p > 0 ; cette inégalité n'est plus vraie si p = +e ce qui conduit & la définition

de BMO.
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DEFINITION. Soit f:R"™ »C une fonction localement intégrable. Nous dirons que

f € BMO s'il existe une constante C > 0 telle que, pour tout cube Q de R" , on ait

(6) FE;LI JQ lf(t)-me\dtsc.

On définit alors comme la plus petite constante C telle que toutes les

Il

inégalités (6) soient vérifiées. On a alors

THEOREME 2. Pour tout p= 1, il existe une constante Cp telle que, pour toute

fonction f € BMO 9' on ait

(7) ([“Q]T JQ\f(t)-melp dt)

La preuve de (7) est immédiate, On fixe Q que l'on appelle Q o et 1'on définit -

1/p

< ¢ oy

F:Q +€ par F=f- me ; 4 F on applique (3).
Une derniere remarque importante pour ce qui suit est la proposition suivante.

PROPOSITION 2. Seoit K(x,y) un moyen ayant les propriétés suivantes :

i) 1'opérateur T défini par T(E}(x) = JK(xgy) i(y) dy est borné sur LZ(Rn)o

i) 17, k6wl = ¢yl

Alors pour toute fonction ¢ € L™@R"), o(x)= JK(x9y) o(y) dy appartient 3 BMO.

En fait ¢ est mal définie car 1'intégrale JK()@y) ©(y) dy n'est pas nécessaire-
ment convergente. Mais 1'espace BMO est défini modulo les fonctions constantes ; ainsi il
est naturel de poser ¥(x)= j [K(x-g,y) - K(xo,y)jgo(y) dy et 1'arbitraire du point X nta

pas d'importance - 1'intégrale écrite est convergente gréce & (ii).
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Pour prouver la proposition 2, soit Q un cube, X, son centre, Q* le cube
*
doublede Q, ¢ = 0, + 9, ol @4 est portée par 0" et o, est nulle sur Q .,

On a donc ;b=$1+zb2 et

(x) = jK(X,y)wz(y) dy

by(x) = a Kix,y) - K(xoyy)] 0, (y) dy.

(9}

11 en résulte que J |&,’.,>1l(x)ldxs lQ“/ZH%HZSCiQ‘H@%?m grace a (i). D'autre part
'Q

pour tout x€Q,

z,b'z(x:}l <C j c HX_XOH HwHOO dy =C, et celaentraine
O [ -yl ™ |

j lzl)(x)—CoIdstIQl et donc P € BMO.
Q



Opérateurs de Calderdn-Zygmund et BMO

R. Coifman

Soit n= 1 unentier, K(x,y) un noyau défini sur le complémentaire de la
"diagonale" y=x de R xR" et ayant les propriétés suivantes
1,20
(1) Kx,y)€ ¢ (R \D)

(2) pour tout y fixé, L K(x,y)=0
X | 3400

(3) ilexiste C>0 telque |V, K(x,y)ll < < -— et v K”S-—-—-—-—TC
X y-x ]n.1 y ”y—me
(4) 1'opérateur T défini par
T(E)(x) = jK(x9y> £(y) dy

. 2
envoie L sur L7,

THEOREME 1. Pour tout noyau K vérifiant les propriétés (1), (2), (3) et (4)

et pour toute fonction a€BMO, le commutateur L =aT - Ta envoie L2 dans L2,

Remarque 1. La démonstration qui suit fournit aussi que

L. est borné sur LP pour 1< p < 4o,

Remarque 2. Le noyau I{x,y) de L est ’__ a(x)—a(y)J K(x,y).
On désigne, dans les lemmes ci-dessous, par « un point de Rn9 par J

un cube de centre « et par I uncube contenant « dont le diametre ne dépasse pas
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le quart de celui de J. Pour toute fonction mesurable f: R" +C, f1 désigne le
produit de f et dela fonction caractéristique de J et f= f1 + f2 . On désigne
enfin par TV 1 opérateur maximal associé & T et défini par
(T )x) = sup ’ J )f(y)dy| ou Q)(;,:s est le complémentaire du cube de centre
x etdecbté e.

Avec ces notations, on a

LEMME 1. Pour tout x€I ettout ¢(€I, ona

(5) ITf2(x) | < C T*#(¢) + CE ().

On a désigné par f° 1la fonction maximale de Hardy et Littlewood :

*
= Sl;pg mf ’dt.

Pour prouver le lemme 1, on commence par majorer lez(x) - T.fz(g) l par
Ct*(£) en utilisant (3). On remarque ensuite que [Tf2(£) ] < TE(E) + Cf*(g) ; le
terme d'erreur provient de ce que J n'a pas pour centre €.

Pour énoncer le lemme 2, définissons, si b € L110 C(Rn), la fonction maximale

sulvante

( = p | 1

oli Q parcourt les cubes contenant x et ol me est la moyemme de b sur Q.

LEMME 2. Soient C>0, Q, Q"' , Q" descubestelsque QcQ", Q'cqQ",

!Q‘ECIQ"I, 1Q‘IZC|Q"I. Alors IQb me | b#(x) pour tout x€Q".

En effet b-m

l my ng\ < | Q(b mQ,,b)l l v(b -m ,,b)‘ <
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1 1 2 . #
B—IJQ" b-m ,,bldt+mj "lb-m b lat < 2 o¥(x).
LEMME 3. Soit

LY (8)(x) = sup U [__mIb - b(y)] K&, ) ty) dyl

ol Qx e est le cube de centre x etde c6té € etou I est défini par
b

xjsyj75xj+e/4, 1<j<n; x=(x1,...,xn), y=(y1,..,7yn). Alors si
p>1, g>1 et %+c11=1, on a H H HH
b f
(7) L %) > 2 | < c —B 39
A

Preuve. On utilise 1'inégalité triviale
+* *
L' (f)x) = b*&)T £)x) + T (bf).
Le premier terme est dans L1 et le second dans L1 faible avec un contrdle de

normes.

LEMME 4. Avec les notatlons du lemme 3, on a
lb (y) - mb ] l ' 4
A= EJQ c T f(y) Idy < C»fbp(xo) qu(xo)
X,€E y

lorsque Hx-x H <g/4; Q est le cube de centre x et de coté ¢ ;

X, €

—mb |P a)!/P q 4 1/a
)_ngi -I—I-J lbm bl dt) et enfin (Mf)(x)-sg@:{( J\Qlfl dat) /.

Preuve. En appliquant 1'inégalité de Holder, il vient

Ib(y) = mb [P 1/ 1/q
y) - my - P(EJ ) l#(y) 1@ .
Q

A< (ej dy)
Qx . HX_yHnH -y n+1

X, €

Le second terme est dominé par C(qu)(xo). Pour le premier, on utilise un découpage
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o0

dyadique de Q;' g ©n U Ek ol Ek est défini par Ek=1k\ Ik—1’ Ik est le
’ 1

cube de centre x et de cdté 2ke. On a, par applications répétées du lemme 2,

lmIkb-— mIk_1b | < Cb#(xo), |mI1b - mpb | < Cb#(xo)

ce qui entraine |mI b - mb l < C(k+1)b#(xo) et donc, si yeEk
k
lo(y) - my b9+ ¢ Gt )%

Ib(y)— mb 19< 4

[o(y)-mpp | kgy=n-1 J

De sorte que J dy< C (2
Ek Xy n-+1 q

+ @™ [g, | aeniotix,)

Ib(y) -m b lq dy

Ik k

< Cq@ ey x )9+ 25e) e Yo tx )

) <

Finalement, en ajoutant les inégalités précédentes et en tenant compte de b#(x o

bﬁ(xo), on obtient le lemme 4.

Définissons une fonction maximale S(x) associded fE€BMO et f€ L?oc
*

par S(x)= b:':(x) ET f(x) + (qu)(x)] . Nous allons maintenant nous limiter au cas ol

f €®(R), ou b estune fonction continue et o K(x,y) estnul si Hx—y]l >T.

Cette derniére condition pourra étre assurée en tronquant K par multiplication avec

o (% ,}y) ol 6 est une fonction fixée de H(R™), égaled 1 au voisinage de O,

Cette troncation n'affecte pas les autres propriétés de K.
*
Dans ces conditions L. (f) est une fonction s. ¢. i. a support compact et pour
*
tout A >0, l'ensemble des x telsque L (f)}x)> X est un ouvert borné, de mesure

finie.

PROPOSITION (inégalité des bons A). Ilexisteun C>0 etun Vo> 0

tels que si f€ H(R), si b est continue et si K(x,y)=0 lorsque Hx - yH > T,




onaitpourtout A >0 ettout vy € ]O ' Vo ‘_9

(8) L) x)> 20, skx)< yk,s Cy lL*(f)(x)> X,

Appelons £ 1l'ensemble des x € R" tels que L*(€)> X ; & estun ouvert

borné et a ce titre § est une réunion de cubes Qk’ d'intérieurs disjoints et tels que

distance (Qk , 0%) < 48 &, = diam Q-

k’ k

Appelons o un point, appartenant a 0F et tel que distance (Qk R ozk_) < 461{

et appelons Qi un cube de centre % et de coté 2061{.,
Nous pouvons nous limiter aux k pour lesquels il existe un ¢ € Qk tel que

S(€)=ya.

On appelle alors E, 1'ensemble des x € Qk tels que L*(f) >2A etl'onse

k

propose de prouver que IEk l < Cy IQK | , qui par addition donnera (8).

Enfin on décompose f en f1 + f2 ou f. estleproduitde f et de lafonciion

1

caractéristique de Qﬁ ; f2 est nulle sur Qil Nous allons prouver que, pour tout

{9) L'f(x)< X + C yx + R(x)
oll, pour notre A >0 ettout B8>0
. - Cy
(10) xeq.; RW>pal<Flgl.
Les inégalités (9) et (10) entrathent évidemment (8).

Onadlabord f=f +f

; % *
1 5 etdonc LIi<L f

* *
1+L5:®®+L%mn

Posons de méme b1(y) = (b(y).- inib) X Qﬁ(y)o Alors si x €Q,, ona, pour

tout €>0

jQC [ - b kG, £ ay = | o by - b K63 1) gy
X,€ X, €
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(On a deux cas possibles : si €< 205k et erk, mIb = mIb1 ; si g> 206k9 les
deux intégrales sont nulles).

Onadonc L (b, )(x-)=L*(b19 Jx) si xeqQ ; d'ou Ierk , L¥(E)) > A
CIQ |
B“X“b I Hf1Hq __X_ S(¢) < glekl comme annoncé,
Il reste a majorer L (f )= sup IL (f2) I(x) avec
0

Lg(fz)(x) = J c [mIb - b(y)] K(x,y) f2(y) dy ; I étant défini par X, < Y5 < X+ £/4,

ngg

1<j<n.

Nous allons prouver que
(1) O<e< 105k et x€ Qk impliquent lLS(fZ)(X) - L206k(f2)(cxk) < Cyx + Giz(x)
oli (RZ(X) vérifie (10).

Si 108, <e< 208k, on a, pour tout x € Q,,

=
L (8,)(x) - Ly (£ = ey
tandis que si €> 206k et x€Q, nous obtiendrons
(12) L (6)x) - L (5,) ) | < Cya.
si e2205,, ona L (5)e)l= L ()] <L @)<x ;5 (1)et (12)

terminent donc la preuve de (9).

Vérification de (11).

Appelons Q,  le cube défini par otz( <x < af( + 58k, 1<j<n,

cck::(ak? ces ocﬁ) Alors

L,.c (£ = mx b - b(y)K(x, d
205, ()% ij gy b - BTG, 1) @y,

Posons B(y) = b(y) - m3 b. Onaura, si 0<e< 10'5k
Kk .
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L (£,)(x) - Lzo‘ék(fz)(o‘k) = J [mIB - B(y)JK(x,y) £,(y) dy +j B(y) K(oq ,y) £,(y) dy
(1a limitation de 1'intervalle d'intégration définie par le support de f2 est plus précise,

si 0K g< 106k, que celle définie par Q;(: lorsque X € Q
9

£ k)'

Dol |L€(f2)(x)— Lyos (fz)(y)‘l <
IB(y) HfZ(y) |
-y

Gréce au lemme 1 et au lemme 4, on majore ceite somme par

lmIB HTf2 I(X) + CSk J dy.

lmIB f((T*f)(g) + Cf*(t’;')) +CyA. Enfinsi 0< eg< 10’6k et x€Q ona

mIB = mIB1 ou B1 = BXQ;;O

Posons Ginz(x)zBﬁ(x)((T*f)(g) + cf*(g) ); 1'inégalité S(&)=< yX fournit,
compte tenu du lemme 2, E(T*f)(g) + Cf*(g)jj lB1(x) |dx < Cyx. L'inégalité de
Q*
Kk

type faible pour B, implique (10).

1

Si 106k <eg< 2081{9 c'est beaucoup plus simple. On écrira

JQ;:C B(y) Koy ,y) Hy) dy - jQZC B(y) K(x,y) £(y) dy

- JR BY) Kix,3) (0 dy + | By) Kx,¥) (v) dy

R
+ (m@ b - mIb) j c K(x,y) f2(y) dy ou
k Qx e
)

c e *C C
R = Qxys\ Qk et R? =-Qk \ nge'

La premiére différence de (13) est O(yX) gréce au lemme 4 ; compte tenu de
] K(x,y) < S =, les deux autres termes sont 0(3 ;{H)J | B(y) £5(y) |dy <
y-x R,

k
C bﬁ(g) qu(éj,) < CyX. Enfin le dernier terme est estimé grice aux lemmes 1 et 2. Si
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enfin &> ZOSk , on change la définition de B en posant B(y)= b(y) - mb ou I

est le cube - PR S 1<j<n. Alors
%,k=Y5= %, 7 J

(14) L _(5,)e) - L (£)x) = jQC [K(oy. ) - K(x,5)]B) £(y) dy
B €

J K(x,3) Bly) ty) dy + | Klx,3) B(y) £3) dy
RE st

#lop-mp) | KO K3 dy ;
X, €

la troncation de f en f2 est rendue superflue par la restriction portant sur le domaine

d'intégration et J désigne le cube xj < yj < Xj +&/4, 1< j< n. Le premier terme de

(14) est encore estimé grice au lemme 4 en 0O(yX). Ona R_= Q¢ \q° et
e
R'=Q° \QS ; compte tenu de ‘K(xyy) | < CHy—xH-ng on estime les deux termes
£ T, € TXE

suivants de (14) par Cbﬁ;(g) qu(g) < CyA. Enfin le dernier terme se traite grice aux

lemmes 1 et 2. Pour démontrer le théoréme a 1'aide de 1'inégalité aux bons A, on

choisit 1<q<2. Alors f€L° implique Mt € 12, Parailleurs b € BMO =>

bﬁ € BMO. Donc on a, gréce a 1'inégalité des bons X,

ll, = I, < clisll, < clbll,olkl,.

o N rd I‘
On raisonne de méme pour prouver que L estbornésur L., r>1,

THEOREME 2. Soient Ry, ..., R les transformées de Riesz. Soit a :R" ¢

une fonction mesurable et A 1'opérateur de multiplication par a. Si les commutateurs

LA . Rj ] , 1<j=<n, sontbornés sur L29 alors nécessairement a € BMO.

La preuve débute par le lemme suivant.
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LEMME. L'ensemble E des opérateurs T : L2 ->L2 telsque T et

EA . T:l soient bornés sur L2 est une algebre.

Sieneffet S et TECE, ona
[A,sT]= [A,s]T +s [A,T].
Donc ST E€E.
Appelons Y,,..., Yy une base orthogonale d'harmoniques sphériques de degré n et
Y.(x)
considérons les opérateurs T,, 1<j<N, associés aux noyaux §.(x)= .
j ] L

En vertu du lemme I'A’Tj _! est borné sur L2 pour 1< j<N.

Soit Q uncubede R" de diamdtre $ et de centre €. Alorsona, si

X,y € R"
e 2% ey 0y
n =S P Y
N Y. (x-y)
"33 8 T S v-8)7 s
cette derniére égalité est obtenue en remarquant que x-y = (x-£) - (y - £) et en dévelop-
pant le polynéme 'Yj(X_Y) en mondmes - enfin o = (og1 ooy ocn)9 x% = XT1 e x::n ,

|oc’ IR et ]ocl + lBl =n,

Q.(x-y)
Donc ¢ =% —4—— ¢ _(x-£)%y-¢ )B et cela entraine
N eyl %8

a6 - | away=Dey g6ty 00

ol Z est une somme portant sur «,8,j et

_ a®) - al#) o (vovioo £38
fﬁ’j(x)— J_—“Hx-yH“ Qj(x YN y-£)"X o (¥)dy.

!Bhn

Montrons que J |t 8 j(x) lax < C§ Il en résultera que
Q 9

J [(x—é’)o‘] IfB j(x)fdxs C% IO‘IHBJH}:CSZH et Ceia entraine
Q ~9



J 1a(x)—mQa‘dx£C6n=C|Q|a
Q

Gréce a 1'inégalité de Schwarz, on a

- 1/2 2.1\1/2 1/2 -
J, l1g, o0 lax= 1ol 2] leg 60 P <1012l <

clal 1/ZH(y-€)8><Q(y)H2 <clals 8l
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La décomposition de 1'opérateur de Calderon

R. Coifman et Y. Meyer

Pour toute fonction f € LZ(R) et tout o 1réel, définissons fc& par

fa(y) = (sign y) ]y ’10‘ f(y) (-0 < y < +w). On a alors le théoreme

THEOREME. On peut trouver une fonction w, d'une variable réelle, a valeurs

complexes, appartenant 4 la classe O (R) de Schariz et telle que, pour toui couple

X
a,f de deux fonctions de Lz(R), on ait, en posant A(x) = J a(t) at ,
o

+o0
JAgi;)A(y)f(y) dy =j ;ici_g)_&_ﬂy) dy + j_oo {[a_(xg}ﬂf“} (x) wla) da.

Dans la seconde intégrale le commutateur { [a_(xﬁi-ﬂ f(x}(x) vaut aua(x)(ﬂf’m)(x} -
[H(a—ocfoc)] (x) ou H estla transformation de Hilbert ;: la seconde intégrale est prise
en «. L'identité (1) signifie que 1'opérateur de Calderon, si acL” et f€L2
s'obtient en prenant la transformée de Hilbert du produif af et en lui ajoutant une
moyenne de commutateurs Ea_“,Hj entre 1a multipiication par a_, € BMO etia
transformée de Hilbert. La norme de a_, dans BMO peut étre majorée de fagon

grossiere en 0 lo: ’3/2) (ch. II, prop. 2) ; celle de f  dans 12 est o(1) eiia

formule (1) donne, de facon évidente, la continuité du commutateur de Calderon sur P2 R,
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Preuve de (1).

On pose Qft,y) = .S.}g%(.l’l X { o<t /y<1}; c'est-a-dire que le noyau  est
y <1/ y<
impair, homogene de degré -2 et vaut ! si O0t=sy, - ! si u<t<0 et O
? 2 2
y y
ailleurs,

Un calcul immédiat donne

oo}

. Y
Qu,v) = =21 J 9—% J sin{ut + vy) dt
6 vy dJo

* cos(vy) - cos(u+v) “ 1 - cos
- -2i J tvy) - coslurvly g . o5 J = COS VY 4y
O .

&
uy o uy
*© [S v}
{1~ cos(uv)y l-cosx . 7
A 4 dy. Or 95X gx=1.
O uy o X
Onadonc §{u,v)=7i IV l—ul u-+v l

D'fautre part

TE)x) = J A = AG) gy :,J sign(y-x)

(x-y) {y=x) Jog&ﬁ<1

- - J j Qlt-x , y-x) alt) (y) dt dy =

- ML‘“):JJ eix(uw) &(—u , =V) ;(u) f(v) du dv =
4

. o | | ‘ ’ “ R
i ix{usv) (v~ jusv
- jj e e a(u) £(v) du dv.

Nous allons calculer successivement T(f+) puis T(f_) ol

A

“5; =f¥ {yzo} et f =X {y <O} ; de sorte que f+ et f sont respectivement les
parties analytiques et antianalytiques de f. On a évidemment f= f+ +1f_ diol

Tif) = ‘T(f_,rv) +T(f_); 1'intérét de cette décomposition est de pouvoir remplacer |v |

par soit v, soit =~v., En outre, nous ferons le changement de variable s =u+v, v =¥
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pour: obtenir
T =4 [ o Fe)as

v
vV

avec
sl ;

F(s) = j a(s-v) f(v) dv.

—o  S-V

La remarque suivante nous permetira de distinguer les cas s=20 et s<O0.
Appelons P et Q les opérateurs de 12 (R) définis par P(f) = £, Qf)=£f et

soient F, et F, deux fonctions de LZ(R) telles que

1

F1(s)=F(s) si s=0

F2(s)= F(s) si s<0.
T jex T jsx TP jex
Alors j e F(s)ds =P J et F1(s) ds| +Q j e ™" Fg(s) ds |.
-C0 -0 - -0

C'est évident.
Dans notre cas ]E‘1 sera 1'expression prise par F(s) quand s= 0, prolon~
gée de la facon la plus simple possible si s< 0. De méme pour F2 . Une seconde

o0
remarque estquesi 0<x<1, x= J x*w(a)de ot we€ S(R). Onpose, en
—C0

effet, x= e_t, t>0 etl'onappelle of(t) une fonction de la classe S3(R) coincidant

A

avec e ' sur [O s [_ 1l suffit alors de prendre w(ax) = 2 - o(-a).
Pour calculer T:ﬁ+9 on posera, pour tout s réel,
F‘1(s) =4fl'i J a(s-v) f+(v) dv de sorte que F1(s) =F(s) si s=0.

De méme on posera, pour tout s réel,

F‘Z(s) == Z-%-l J ;(s—v)f dv + 5= JJ

de sorte que F2(s) =F(s) si s<O0.

w(x) du dv

On a donc



65.

J‘eisx F1(s) ds = l—T a(x) f+(x)

isx m 27

Je Fz(s) ds = - i—a(x) f+(x) + T J(M_aa)(Maf+)(x) w(x) da
olil'on a appelé Mcx 1t opérateur de convolution correspondant au multiplicateur [y lm.
En appliquant alors notre premiere remarque, il vient

T(f+)_=- —171H(af+) +Q j (M_o‘a)(Maf+)(x) w(a) da
ol le facteur %lﬂ a été englobé dans w(a). Mais M_a et -a_ different seule-
ment par un terme "analytique" dont le p:r*oduit par M“f+ est analytique et qui finalement
disparaft aprés application de 1'opérateur "analytique" Q. On a donc

T(f+) =~ wiH(af+) -Q U a_a(x) Mcxf+(x) w(a) dcxj . On obtient de méme

T(f )=- miH(af )+ P Ba_a(x) Mocf-(x) w(ax) doc:l .

11 suffit maintenant de remarquer que

IT+H I-H
Mds M=ty » P=3— , Q===

pour obtenir (1).



A note on rearrangements of Fourier coefficients

Hugh L. Montgomery

Let {<pk} be a sequence of functions on T =R/Z, with the property that they

are uniformly bounded,

(1) H<pkasM,

1
Jot e
o

For the sake of simplicity we suppose that M has the same value in (1) and (2) ; this does

and satisfy a Bessels inequality

2
{2) T
Kk

< W f £12.

0

not occasion any loss of generality. Suppose that Z |ak 12 < o, Then
k

(3) f(x) = E a, @, (x)

is a member of L2(T)? since the dual of (2) asserts that

1
4) j IS a
o k

I 2

Kk Pk

l2sM221a
K k

in this note we obtain bounds for j If \2 in terms of the measure of the set E and the
E

numbers lak I . Following Hardy and Littlewood, we let the numbers a’g R a’f,, .
be the numbers \ak ‘ , permuted so that a; \. Then we set

* o0
{3} f(x)= Z ag cos 27Tnx.

n=0
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THEOREM 1. Let {(pk} be a sequence of functions satisfying (1) and (2),

let £ and f£* be defined by (3) and (5). Then for any measurable set E ¢ T, with

measure lE l: 20, we have

6
(6) J lflzszosz |¢% |2
E -6

It Ce L2(T), Cx) ~ 2 C, cos 2mnx, and if Cn\ , then C=C", so
n=0

JE c|? < 20J:|c 2,

where E cT, lE 1 =26 . Thus, although it is not necessarily true that C(x) is

(6) implies that

decreasing on [O,%), in a certain sense it is still the case that C is largest near O.
Using a simple inequality of A. Baernstein [2_1 , we shall derive from Theorem 1

the following

THEOREM 2. Let ¥ be a convex increasing function from [O ,) to R. Then,
in the above notation,

| 9
J ab(lf.[2)sJ 520 M2 | |2y,
E

Taking ¢(t) = tQ/ 2, we see from the above that

(7) Hqu < SMHf*Hq (q=2).

Inequalities of this type have a long history. Hardy and Littlewood E394] pPovéd that

(8) Hf'lq < chf.*Hq (q= 2)

in the case qok(x) = e2771kx’ ~0 < k< + o, Littlewood [6] has shown that q is

bounded in this case, and F'. R. Keogh [5:] has shown that cq +1 as g+, Inthe
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opposite direction, Littlewood [7] showed that cq > 1 except when q is an even integer.
Consequently, the constant 20 in Theorems 1 and 2 can not be replaced by 1. R. E. A. C.
Paley [9:] extended (7) to the case of arbitrary uniformly bounded orthonormal c,ok (see
Zygmund [1 1, XII 5] for a simple proof). Theorem 2 does not seem to follow from the

special case (7), since in general a convex increasing function ¥(t) is not comparable to

a
r
a sum Z-Grt , ¢. =0, a =1.

T

(o0}
If one were to consider, in place of f*, afunction f (x)= Z a; gon(x)g then
n=0

one does not in general expect the inequality

fll < c (If =2

I, < c il =2
to be valid, even when the gon are given in some natural order. (See G. A. Bachelis [1] .
and H. S. Shapiro DO]). However, in the special case of ordinary Dirichlet series,
there are good reasons to believe that something positive may be said. For example, we can

formulate a

CONJECTURE. Let €>0, and 2<q<4. Thenfor T>=2, N>N (e,q),

Jo

for arbitrary coefficients a, satisfying ian \ <1.

we have

N

> an
n=1

g
it |7 gt < (7 + NV2NI/2HE

The above is known to be true when q=2, q=4 ; thus by Holder's inequality it
suffices to consider the case T = Nq/ 2 . The Conjecture is of special interest in multipli-

cative number theory, since from it one can deduce (see Montgomery E85, Theorem 12 .6])

1
5+€

that the interval (x,x+x2 } contains a prime number, for all x> xo(s,).
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We now prove Theorem 1. We have only countably many functions Pps SO
without loss of generality we may suppose that 0 <k <, Let 7 be the permutation
x _ Teoy "] _rw) s
such that a¥.=ay (n)° Put N= |[(26) |, andset L =47(n):0<n<N . Thus
T 1is the set of indices of the N+1 coefficients of largest absolute value. Break the sum
(3) into- two parts,

f= Z + Z =f1+f29
nEmn n¢'n/

say. On one hand,

2 2 N2
JE g, 12 <, 2 jE =2 T ),

in view of (1). On the other hand, from (4) we see that

1
£ |25J £ [2< M T ax?.
JE 2 o “ n>N

For each x, ]f 12 <2 1f1 \2 + 2 lfz |29 so on combining the above we find that
2 N 2 2 2
(9) t] <46(M I a¥)"+2M" T a*”.
E n=0 n>N

It now remains to relate the right hand side above to J lf* lz . Let
-6

K(x) = max(0 , 1—|xl6_1) for lxl Then

l\)l-—-‘

6 1/2 N A
J |f* |2 > J K if* \2 = % z aa a;(K(m—n) + K(m-n)).

8 -1/2 m, n=0
Now Kf{(m)= 8(%11@-)2 S0
@ A 6 5
(10) 5 z afn a; K(m—n)s'J lf*! .
m,n=0 -6
I |m-n|l<N then
.
R sinsm
(11) K(m-n) = 6 (FRTNO? > 6( =) =an20,
-277
since N < (26 )"1 . But a*¥=0, so
2 1.2 iy
* - - * ¥
(12) o( = an) =z" z K(m-n) a ax .
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If 0<n-N=<m<n then a;*n > aEQ so from (11) we find that

T at Kmn) =477 O(N+1)a* = on~]

n-N<m<n

since N+1> (26 )_1. Hence

*
an,

(13) > a;2 < % 7° T K(m-n) ax ax .
n>N . n>N
n-N<m<n

Combining (9) with (12), (13), we find that

o ~
j If ‘2 < 2 oM° T aa a*ri K(m-n).
E m, n=0

But 2m2 < 20, so by (10) our proof is complete.

We note that once (9) is established, the remainder of the proof can be effected
in several ways. In proving (8), Hardy and Littlewood [3] established that
1

o0
J ‘f*lq -~ Eagq(nﬂ)q—z.
8] n=0

One can modify their proof of this (see also Keogh B] ) to show that

6
Z n_z( z a*)2<cJ |f*12.
m>6 0<m<n -6

Theorem 1 follows easily from the above and (9), apart from the values of constants.

To prove Theorem 2 we require the following result of A. Baernstein [2] .

LEMMA. For £€L'(T), 0<6 <5, let £(6)= supJ '£|, where the
E JE
supremum is taken over all measurable sets E < (0,1) such that IEI =26, For two
functions r,s € L1(’[‘) , the following are equivalent :

(a) Forall 6¢€ E),%),, r(0)<s(6);

(b) For-any ¢ (t), convex and increasing on _[-p,oo), we have

j;w(lrl) < f o(ls ).

(8]
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In the language of this lemma, wefind from Theorem 1 that
(1£1%y70) < (2om |#% 12)*(0). Hence |l 't l2)H1 < |lp(2om | £ ’2)H1., However,
with a little more care we obtain the full strength of Theorem 2. Let E < [09 1)

beasetwith |E|=20. Put r=|f]2x., s=20M |¢|%y . Then by
E ('696)

Theorem 1, r' <s’, so by the Lemma above, H ;b(r)”1 < Hz,b(s)Hr If ¥(0)=0,

then this asserts that
]
j »(lt1%) < J »oM? |+ |2).
E -6
To obtain this for general ¥ we have only to add a constant to both sides of the inequa-

lity. This completes the proof of Theorem 2.
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L'espace des fonctions presque-périodiques dont le spectre est
contenu dans un ensemble compact dénombrable a le propriété de Schur.

Francoise Piquard-Lust

L'objet de ce travail est de prouver son titre. Les notations sont celles de
Bourbaki, E.V.T. On désignera sysiématiquement par B un espace de Banach, par

B' son dual et par o(B,B') la topologie faible sur B définie par la dualité.

DEFINITION 1. Un espace de Banach B a la propriété de Schur si les parties

de B compactes pour la topologie o¢(B,B') sont compactes.

D'apres un théoréme de Smulian, il est équivalent de dire que les suites
convergeant vers 0 pour o(B,B') convergent en norme, H. P. Rosenthal ( [7])
vient de prouver que de toute suite bornée en norme X,» 1 =1, d'un tel espace, on
peut, soit extraire une sous-suite convergente, soit extraire une "sous-suite en @1“ :

|

k=1, telle que HE c et =
k=1 k=1

soient des normes équivalentes sur le sous-espace fermé de B engendré par X’n(

‘ N 0 - a
¢c'est a dire une sous-suife Xn( Kk Xn(k)”B

k)’

i)’
k=2 1.

On connait tres peu d'exemples de tels espaces : 1'espace 9;1 , les quotients de
1 . ]_’ ] . 1
@' qui sont duals de sous-espaces de <, 31, les sommes directes £ de tels
espaces, le produit tensoriel injectif d'un nombre fini de tels espaces [6] .

On va montrer, a 1'aide de techniques d'analyse harmonique, que certains espaces

invariants par translation de fonctions continues sur un groupe localement compact abélien
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ont la propriété de Schur.

Les notations sont celles du livre de Rudin ( [:11] ). Nous les rappelons pour la
commodité du lecteur,

On note

G un groupe topologique localement compact abélien (désigné par 1. c. a.)

T ou E; son dual

I le compactifié de Bohr de T.

G, legroupe G muni de la topologie discrete

d

engendré par un ensemble E c G

GpE le sous-groupe de G d

C(G) 1'espace des fonctions continues sur G, tendantvers O al'infini

CE(G) le sous-espace de C(G) formé des fonctions a specire dans un ensemble
EcT

Lg(G) le sous-espace de L™(G) formé des fonctions & spectre dans un ensem-
ble EcT

CE(K) la fermeture, pour la norme de C(K), de 1'espace quotient de C_(G)

-
par le sous espace des éléments nuls sur un compact K< G

M(G) 1le dualde C(G)

PM(G) 1'espace transformé de Fourier de L7(T')

A(G) 1'espace transformé de Fourier de L1(1“)

PM(E) 1le sous-espace de PM(G) formé des pseudomesures a support dans un
fermé E c G. C(C'est aussi l'espace transformé de Fourier de LE(I‘)

A(E) 1'algébre quotient de A(G) par1'idéal I(E) des fonctions nulles sur un
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fermé E ¢ G
PJ(E) 1'espace des mesures discretes sur un ensemble E ¢ G

81 (E) sa fermeture pour la norme de PM(G).

Le résultat essentiel de ce travail est le théoréme suivant :

THEOREME 1. Soit E un compact dénombrable dans un groupe G 1. c. a.

Alors l'espace PM(E) a la propiiété de Schur.

On rappelle [4] que si E est compact dénombrable, l'espace PM(E) est
le dual de A(E) et que 1'espace (’,1 (E) est dense pour la norme pseudomesure dans
PM(E). 1l enrésulte que PM(E) est 1l'espace transformé de Fourier de CE(l'“).
Pour étudier PM(E) on peut se limiter au cas ol G est méirique compact, comme le

monire le lemme suivant :

LEMME 1. Soit E un compact dénombrable dans un groupe G 1. c. a,

a) Sur (’,1 (E) les normes induites par PM(G) et PM(GpE) coihcident

b) Il existe un groupe métrique compact G1 tel que GpE‘ soit dense dans G1 ’

tel que sur 91(E) les normes induites par PM(G) et PM(G1) coincident et tel que

E soit encore compact dénombrable dans G1 .

La preuve du lemme 1 est trés simple. Nous 1a donnons pour la commodité du lecteur

- A
a) Les espaces CE(TL, CE(-—--l-:-—-I-), CE(GpE) sont isomorphes et sont fermés
(G.E)
P
vespectivement dans L™(T) et LOO(GPE)° Par transformation de Fourier,

cela signifie que sur PJ (E) 1les normes induites par PM(G) et PM(GpE)
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coincident.
b) L'ensemble E est compact dénombrable dans G, le compactifié de Bohr

de G, etdans G2, fermeture de GpE dans G. L'application canonique

T
T2 — 2 T
G E
G
I
est injective, d'image dense dans < qui est un groupe métrique compact isomorphe
G E
A ( p )
a GE,
p
Le groupe T, contient un sous-groupe dénombrable 1“19 d'image dense dans
1-:2
Son dual G, est métrique compact.
(G,E)

Les applications canoniques

GPE-—-—?G —> G

2 1

d'image dense, et l'ensemble E devient

détinissent une injection de GpE dans G,

un compact dénombrable de G,
En appliquant le résultat de a) successivement 4 GpE et G, puisa G pE
et G, on voit que sur (’J(E) les normes induites par PM(GpE)y PM(G), PM(G1)

coincident,

La définition suivante est due & .J.-P. Kahane ( [4_‘ ).

DEFINITION 2. Soient %/ un groupe abélien compact, A une partie de son

A

dual % et V une partie compacte de (2/ Onditque V estassociéa C A(%/)’

ou plus simplement, associé a A s'il existe une constante k > 0 telle que

(1) Vie CA(%) 9 Hf"c(%) = k”f]]C(V)"
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11 est clair alors que les espaces C A(%) et C,(V) sontisomorphes, et que

A

tout translaté de V est aussi associéa C A(%/).

DEFINITION 3. Dans les conditions de la définition 2, on dit que C A(%) est de

premiére espece s'il existe une constante k telle que, pour tout voisinage V de zéro

dans %, il existe une partie finie A < A vérifiant

(2) Vie CA\AO(%) s HfHC(%) = kaHC(V)'

Un résultat essentiel pour la construction de compacts associés est un lemme tres

utile de Varopoulos [__9] .

PROPOSITION 1 ( ]__9:1 ). 1l existe une constante m_ telle que pour tout groupe

G 1l.c.a., tout fermé E c G, toutcouple (y,y')ETxXT ettoutélément S € PM(E)

(3) i (S,y-y! >] < moHSHPM(E)Hy_y' HC(E)

Pour démontrer le théoréme 1 on aura besoin du théoréme 2 et du lemme 2 qui sui-
vent. La partie a) du théoréme 2 est due a Blei ( [21) et a été retrouvée indépendamme nt

par 1'auteur. Pour la clarté de 1'exposé on en donnera cependant la démonstration.

THEOREME 2. Soit E un compact dénombrable ayant un seul point d'accumulation

dans un groupe G 1. c. a. Soit GpE le sous-groupe discret engendré par E dans G.

Alors on a

a) [2:] 1'espace CE(GpE) est de premiére espece

b) 1l'espace PM(E) a la propriété de Schur.

En fait a) =% b) comme le prouve le lemme 2,
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LEMME 2, Soit G un groupe abélien métrique compact, E un sous-ensemble

de T, tel que CE(G) soit de premiére espece. Alors CE(G) a la propriété de Schur.

Démonstration du lemme 2. Soit (fn):10=1 € CE(G) une suite de fonctions convergeant

vers O pour la topologie ¢ (C(G),M(G)). En particulier c'est une suite bornée telle que

VecE fn(e) —3> 0,
Comme E est dénombrable, il existe une sous-suite (f:n _.);?_15, une suite (<pj);?_1 € CE(G)”
j - ==
et une suite (kj)go_1 strictement croissante d'entiers positifs telles que
. . 1
@ Viz1 b -oll. <+
g TICR(G)T 5]
(ii) Yi=1 support <Ap.c e goes © }
j { kj+1 kj+1
S'il existe m=> 0 tel que
> >
il est clair qu'il existe un entier ,]"1 tel que
o m
> > =
Viz 3, HcijCE(G)_ >
On va montrer que ¢'est impossible.
11 existe g4 € G tel que ij H = ]qoj (g1)l et il existe un voisinage O1 du
1 1
zérode G tel que
= m
Vecg, +0, lcpj (2| > 5%

1

ou k estla constante de la définition 3.

Soit O% un voisinage du zérode G tel que 5“1 c O1 . Il existe j2 tel que

_ﬂ ° o 7 A o _F
O} soit associé (avec la constante k) i CE—{e1 ..o }(G)a Dl existe g, € g+ o}

J
tel que 2
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+0!

1)sk]<ﬁe (g2)|

| .
H(pj2HC(G) < kllfijHC(g iy

1

puis O, telque g, + 62 cg,+0, et tel que

2
- m
VgegZ“}'Oz 9 l¢12(g)l2m°
N . . s . (o,0}
On construit ainsi par récurrence des suites (cpj 2)331 ’ (ge)z=1 , (OB) L

&0 . -
Soit g, un point d'accumulation de la suite (g@) b1 il est dans @ (g9/+ Og) n
en résulte que
| | 5 m
¥e =1 .(pj@(go)] =

Or la condition (i) entraine que la suite (cpj)g;

converge vers O ponctuellement sur G.
Démonstration du théoreme 2.
D'apres le lemme 1 on peut supposer que G est compact et que GpE est dense
dans G. On peut encore supposer que le point d'accumulation de E estle zérode G.
L."application canonique
. T A

[T —% ——— =G E
(GpE) p

est une injection d'image dense.

1 1, l'ensemble U ¥ +0
(GDE) veT
est un recouvrement ocuvert de ce groupe compact, dont on peut extraire un recouvrement fini
i=N
U ¥, +O. Comme la topologie de G est la topologie de dual de T ( [1 1] ), l'ensemble

f e B
==

a)Si O est un voisinage ouvert du zéro de

el ey -1l <5t 1=1,.. N}
O

~

@st un voisinage ouvert du zéro de G (mo est la constante définie dans la proposition 1).
11 existe un ensemble fini de points isolés dans E, soit E09 telque EN Eo

soit inclus dans ce voisinage. Pour toute pseudomesure S € PM(E\ EO), avec
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j=J
avec S = 2 q, be" il existe 70 €T tel que
j=1 j
(4) lsllppey =315t

et il existe ie{’l,,,.N} tel que }/0,€V1+O.

En posant y‘0=‘yi+y' (y*€0) ona:

VeeG (v ,e> = {v,e{y',e) ={v',e -y e (1 -y, ,e).

D'ol
g T a e =T adred U3 adyt e >
(5) S(yo}“jj?‘ ij <709ej =j=1 CXJ<7 ’ej "‘j=1 CXJ<‘)/ ;ejf”“ - <7}i’ej )
i ~ A AN
©)  lsllpyey =3 su_ Iso0] 4318y - 5710

YIEO

la relation (3) de la proposition 1 et la construction entrainent alors

IS/;ﬂ(o) - @"(71)\ s% HS')/‘HPM(E)=% HSHPM(E)'

D'ou
7) [53{—2Y <6 sup_ s,
PM(E) CE(GpE) Ve
AN 7
b} Le groupe GpE étant dénombrable, son dual G E = -————s  est méirique
(G E)
P

compact. Le lemme 2 et 1a partie a) du théoréme 2 entrainent que 1'espace CE'(GDE), qui

est isomorphe &2 PM(E), a la propriété de Schur.

COROLLAIRE 1. Soit E un compact dénombrable dansungroupe G 1, c. a.

Sile dérivé E' de E estfini, 'espace PM(E) a la propriété de Schur.

Cela résulte immédiatement du théoréme 2 et du facile

LEMME 3. Sous les hypothéses du corollaire 1, 1'espace PM(E) est somme directe

d'un nombre fini d'espaces PM(Ei) gt_x_ Ei c E est un compact dénombrable ayant un seul
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point d'accumulation.

Démonstration du lemme 3.
Soit {e1 con ~eN} 1l'ensemble E'. On choisit des voisinages ouverts v1(e1)

et w1({e2. . oeN}) dans G telsque vV, soitdisjointde Ww.. Il existe alors

1 1

®, € A(G) telle que

(i) ¢,=1 sur \_/'1

(i) ¢,=0 sur w
ceci parce que 1'algébre A(G) est normale.

On choisit ensuite dans w, des voisinages v2(e2) et Wg({e3 . eeN}) tels que
x_rz soit disjoint de \')\729 et on construit ¢, comme ®,. En répétant ce processus un

nombre fini de fois on obtient une partition de E

E=E U (161:1 T NE)=E U (161:] E’>
1= 1=

ol Eo est un ensemble fini. Pour tout é1ément S dans PM(E\ Eo) on a

i=N

S=Z So,.
. 1
i=1

Pour la démonstration du théoréme 1 on a besoin encore du

LEMME 4, Soit E un espace topologique compact dénombrable. 11 existe un ordi-

(x)

nal dénombrable « tel que le dérivé E soit un ensemble fini non vide.

Démonstration du lemme 4. D'apres le théoréme de Cantor-Bendixon [5] il existe

(v)

un ordinal dénombrable v tel que le dérivé E est vide. L'ensemble

{B IE(B ) # Qb} est une partie majorée de 1'ensemble des ordinaux qui admet un élément
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( (oot 1)

o a ° 3 o 3 7 L3

maximal 5 L'ensemble E 0) ne peut-contenir une infinite de points car E
: . . . . o _ .

ne serait pas-vide-et- Oy ne serait pas maximal. Donc, ou bien E( 0) est fini non vide,

ou bien E(%) est vide. Dans ce cas %, 2 ou non un prédécesseur., Si x, aun

prédécesseur, noté oco-1, 1'ensemble E(%—” ne peut &tre que fini non vide. Si o,

n'a pas de prédéecesseur, par définition E((xo) est 1'ensemble N E('B ), Les ensembles
<«
(B) ¢ — (8,) aﬁoe»ﬂ
E* étant compacts, il existe S o < oy tel que E'"0’ estvide, ce qui contrediti le fait

que o, est maximal.

Démonstration du théeréme 1,

A tout compact dénombrable E est associé€ d'apres le lemme 4 un ordinal « tel

()

que E est fini non vide. La démonstration se fait par récurrence transfinie sur «.
Le corollaire 1 du théoreéme 2 résoud le cas o« = 1. Etantdonné un «> 1 on suppose
démontré que pour tout compact dénombrable E ayant un dérivé fini non vide d'ordre

«' < o 1'espace PM(E) a la propriété de Schur. Soit maintenant E un compact dénom-

()

brable tel quer E*™ seit-fini non vide. Pour alléger la démonstration, on se ramene, gréce
au lemme 1, au cas ol G est méirique compact.
Soit (Sn):;1 une suite d'éléments de norme 1 dans PM(E), telle que

S, *0 pour c(PM(E) , PM(E)'). On va montrer que cette situation est impossible. On

(«)

note (e1 ...€_...) uneénumérationde E, avec E' /= (e1 RN ). On peut toujours
1

n

supposer', comme dans la démonstration du lemme 2, qu'il existe une suite croissante d'en-

o 040 [o0]
fiers positifs (kn)n=1 telle que

Vn>1 Support Sn < {ekn‘”? oo eknq}ﬂ

Soit (vi);; une suite décroissante d'ouverts de G tels que



82,

Yi=1 V. c Vv,

()

et formant une base-de veisinages de E“ .

Soit (gbi.);';1 une suite de fonctions dans A(G) telle que

(i) Vi=1 zpi =1 dans x'z:
iy g _ c
() Viz1 $;=0 dans v, ..

On est dans 1'alternative suivante :

a) Ou bien
(8) Je>0 Ti, IN VYn=N Hsn(1-zpio)HPM(E) > €.
La suite (Sn(1—¢)io));°=N est en fait dans PM(E N Vico) et converge faiblement
vers O dans cet espace. Or le dérivé d'ordre « de EN viC est vide. Cette situation
o
est impossible d'apres 1'hypothese de récurrence.
b) Ou bien
(9) Ve>0 Vi VN In =N Hsnﬂm - ‘bi)HPM(E)S £.

1

On construit alors une sous-suite (Srl );11 telle que
,i=

(10) Viz 1 s, (- 9)lloye s

A
i ot

Le support (fini) de chaque élément Sy zpi est dans v;_, N E. La réunion de ces

1

supports a ses points d'accumulation dans E . La suite (Snizbi)‘i”;1 est en fait dans
un espace PM(F)c PM(E) oll I est un compact dénombrable ayant un nombre fini de
points d'accumulation. Or elle converge faiblement vers 0, et est minorée en norme par
%= Cette situation est-impossible d'apres le corollaire 1 du théoréme 2.

Le théoreéme 1 peut étre utile méme dans le cas des groupes discrets comme le

monire la
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PROPOSITION 2. Soit G un groupe abélien localement compact, K< G un

ensemble compact et dénombrable, PM(K) 1'espace de Banach des distributions portées

par K  et-dent la transformée de Fourier est bornée, G d le groupe G muni de la

topologie discréte et PM(Kd) 1'espace de Banach des distributions portées par K & G

d

et dont la transformée de Fourier est bornée sur le compactifié de Bohr de G,

Alors PM(K d) = PM(K).

Pour prouver cette proposition, nous remarquerons d'abord que pour une mesuie
I, -avaleurs complexes, dont le support est une partie finie de K, 1les normes de u
dans PM(K) ou PM(K d) sont égales. D'autre part, d'apres un théoréme de Loomis,
tout éiément S € PM(K) est-limite, pour la norme de PM(K), d'une suite By, nz1,
de mesures a support fini. On a donc PM(K) ¢ PM(K d) et 1a norme de PM(K) est induite
par celle de PM(K d)'

Soit H le sous groupe dénombrable de G d engendré par K et soit D,
n= 1, une approximation de 1'identité pour A(H) ; c'est-a-dire que

(1) Dn(x) +1 (n=>+0) pour tout x€H

(2)  1e support de Dn est une partie finie Fn cH

(3) HDnHA(H)S C.

Alers on peut, dans le théoréme de Loomis mentionné ci-dessus, choisir pour Ky
le produit D _S. Ce produit a bien un sens car PM(K d) est un A(H)-module.

Pour prouver que PM(Kd) = PM(K), soit 4 € PM(Kd) et B,=D . Ona

n

“Dn“‘”pm(xf”Dn“HpM(Kd)SCH’*‘HPM(Kd)- Enfin PM(K) est1'espace dual de A(K)

car tout compact dénombrable est un ensemble de synthése spectrale. De la suite (u n) > 17
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bornée dans PM(K), on peut extraire une sous-suite (i n)n€ A convergente vers

S € PM(K), au sens de la topologie o (PM(K) , A(K)).

Seit v la différence U-S. Pour tout ordinal dénombrable «, appelons K(a)
le dérivé d'ordre o« de K etsoit I I1'ensemble des ordinaux dénombrables « tels que
ie support de v (qui est une partie de K) soit contenu dans K(o‘)g Nous allons démon-
trer que 1 estl'ensemble de tous les ordinaux denombrables ; alors il existera un o€l
tel que K(“) =) ce quientrainera U -S =0,

11 suffit de prouver que o€li=sa+1 €I etque B=suplcl.

Supposons donc que V¥V soit porté par K(o‘) et montrons que Vv est poriée par
K(%H)g le dérivé de K(o‘) ,

Soit xo € K(O‘)\ K(O‘H) ; il suffit de prouver que v{xo} =0 (v{x} a un sens
pour tout x€H car v € PM(H) et H est discret).

Soit f€ A(K), égalea 1 en X, eta O entout xeK(o‘)i distinct de X, -

()

Une telle fonction existe car X, est-un point isolé dans K' .
Ona ((u-s)D_, f> »0 (nEA, n +»+x). En effet, “SDn - SHPM(K) >0, et
<an,f> > {( S,£), (MEA, n>+wo) pourtout f € A(K).
D'autre part, puisque le support de K - S est contenu dans K(“)g le choix de
f montre que <{(4-S) Dn,f> > v{xo}e On a bien v{xo} =0 et vV estportée par
{0+
glorl),

Puisque le support L. de Vv vérifie L c K(o‘) pour tout o€, il vérifie

Le N K(CX)=K(B)°
(I
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THEOREME 3. Soit H un groupe abélien dénombrable, E une partie de H

et A le groupe compact dual - de H. Supposons qu'il existe un groupe abélien localement

compact G, une partie compacte et dénombrable K ¢ G et un homomorphisme h:H +G,

injectif, tel que h(E) < K.

Alors 1'espace C_(A) des fonctions continues sur A 2 spectredans E ala

E

propriété de Schur et est égal a L;EO(A)°

En effet LEO(A) s'identifie au sous-espace de PM(K,) formé des u nuls en

q
s oy £ - A | -—
tout x€K, x €h(E). L'égalité PM(K,)=PM(K) entraine que |l D - u HPM(K) +0

(n »+0). On a donc Lg(A) = CE(A)"

Exemples.
1. Soit dk’ k= 1, une suite d'entiers naturels tendant vers 1'infini, telle que

d1 =1 etque d_ divise d 1 pour tout k= 1. Supposons qu'une partie Ac &

k k
ait la propriété suivante : pour tout k= 1, il y a une partie finie Fk c Z telle que

AcF U d.Z. Alors C A(T) = Li(ri‘) et cet espace de Banach a la propriété de Schur,

En effet, soit G 1la limite projective des groupes finis 2/ de et soit
h:Z +»G 1'homomorphisme canonique. Alors h(A) est une suite d'éléments de G

tendant vers 0. Le théoreme 3 s'applique donc.

2. Partons de l'ensemble A construit ci-dessus et appelons kA 1'ensemble des

S, N o0
sommes XT +...+A,_ ol }“j €A, 1<j=< k. Alors CkA(T) = LkA(T) et cet espace

k

de Banach a la propriété de Schur.

L'exemple nO 1 est di 3 Y. Meyer qui m'en a donné une preuve différente. Le théore-
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me 1 admet la réciproque suivante :

PROPOSITION 3. a) Soit E un ensemble compact métrisable dans un groupe G

1. ¢, a. Si PM(E)c PM(G) ala propriété de Schur, 1'ensemble E est dénombrabie ;

en particulier (’,1 (E) est dense en norme dans PM(E).

a) Soit E un ensemble dans un groupe discret dénombrable T'. Si PM(E)c

PM(T) a la propriété de Schur, 91(E) est dense en norme dans PM(E).

En d'autres termes, si G est un groupe métrique compact et si L°°(G) ala

7

propriété de Schur, on a L°E°(G) = C(G).

Démonstration. a) Il résulte de DO] que tout compact parfait métrisable E dans
un groupe G 1. c. a. (non discret) contient un compact parfait E, quiest un ensemble
de Helson, cfest-a-dire que M(E1) est-fermé dans PM(E1), Or cet espace M(E1}
n'a pas la propriété de Schur. Si PM(E) a la propriété de Schur, 1'ensemble E ne
peut contenir aucun parfait donc est dénombrable.

b) Soit (K.)> . une approximation de 1'identité dans A(E) = AT) définie comme

n’n=1 EY °
dans la démonstration de la proposition 2. Si une sous-suite de (Kn) pouvait engendrer
dans A(E) un sous-espace isomorphe a p! , llespace dual PM(E) contiendrait d'apres
[8] un sous espace-isomorphe & M(T) et n'aurait pas la propriété de Schur.Ii résulte

du profond théoreme de Rosenthal [:7] qu'on peut extraire de (Km)c;lo___1 une suite

{Kn );1 de Cauchy pour la topologie ¢ (A(E),PM(E)). Tout élément S € PM(E) est

i~

iimite pour la topologie ¢ (PM(E),A(E)) de la-suite (SKn );';1 . Or cette suite est une
| i=

suite de Cauchy dans 61(E) pour cr(e1 (E), 01 (E)') donc converge en norme dans QK{E) .

nécessairement vers S,
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Un dernier résultat compléte le théoreme 3. Soit A  une pariie de Z et pour

A, €A

tout k= 1, appelons kA 1l'ensemble de toutes les sommes X1 oot A‘k’ .

THEOREME 4. Supposons que pour tout k= 1, 1l'espace C, ,(T) ne contienne

kA(

pas de sous-espaces fermés isomorphes a o Alors tout intervalie fermé de T, non

vréduit & un point, est associé a C A(T).,

Dans la preuve du théoréme 4, T=R/27Z, 1a loi du groupe T est notée additive-
ment et un intervalle fermé de T estnoté a<x<b lorsque b-a< 27 ; en fait
1'intervalle considéré est 1'image modulo 27Z de cet intervalle de R.

La preuve du théoréme 4 nécessite les lemmes suivants.

LEMME 1. Soit I unensemble méirisable compact, x  unélémentde I et

fn : I +C une suite de fonctions continues sur I telles que

a) 0O0<c, < an”mSc

1 2

b) f n(x o) +0 et pour toute partie compacte J < I, ne contenant pas X,

sup [fn [ 30 (n »+0). Alors on peut trouver une partie infinie A c N et deux constan~-
J

tes C3 et C 4 lelles que

c) C, sup ]clSsup T cf (x| <c sup ‘cio
3hen ™ T 1 pea 0O 4 hen M

1l s'agit du phénoméne classique de la "bosse glissante".

LEMME 2. On conserve les notations et les hypotheses du lemme 1 mais on supprime

1a condifion fn(x o) > 0. Alors on peut trouver deux suites n, < m, < n, <,..< . <
m, < ... telles qu'en posant gk(x) =f (x)-f_ (x), onait

e e
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C., sup lc !Ssup I T c g(x)lsc sup \c ‘
3,0 K T 1 ko KK Y20 K

Ou bien fn(xo) >0 et le lemme 1 s'applique. Sinon, quitte & extraire une sous-

suite on peut-supposer-que fn(x o) — § £0. Alors la sous-suite extraite n'est pas

une suite-de Cauchy dans 6(I). Ilexiste doncun % >0 et deux suites n, k=0
et m =0 tellesque n,<m,<n,<m,<... etque s?p ]fmk(x) - fnk(x),l > 5.

La suite gk(x), k= 0, vérifie donc les hypothéses du lemme 1.

LEMME 3. Les notations étani celles du lemme 1, soit X un sous-espace fermé

de C(I), ne contenant aucun sous-espace fermé isomorphe & «c¢ 5

Alors pour tout X, €1, il existe un voisinage ouvert V(xo) de x  telqu'en

posant J=1I\ V(xo)9 les normes sup lf ] et sup lf l soient équivalentes sur X.
- - 1 - J

Supposons en effet que la conclusion du lemme 3 ne soit pas satisfaite : il existerait
donc un systeme fondamental Vn , n=1, devoisinages de X, et une suite fn € X

telle que sup Ifnl=1 et que sup Ifnl-—x—oe

Vn I \Vn

Les hypotheses du lemme 2 sont donc satisfaites et X contient un sous-espace

fermé isomorphe a Cye

LEMME 4. Soit A unepartiede Z et E l'ensemble A+ A, On suppose

que CE(’I‘) ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe & ¢ o Soit [—L 7L:[

un intervalle associé a CE(T)‘, Alors pour tout £ > L [— ) s @_l est un intervalle

2 9

associéa C A(’l‘).

Remarquons d'abord qu'en appliquant 1¢ lemme 3 a2 X = CE(T) et I= E—’rr g 11:]
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ol -7 et 7 sontidentifiés a X,, on vérifie qu'il existe un L < 7 tel que
E—L 5 L] soit associé & E. En prenant cette fois X, = 0, on montre qu'il y a un
€> 0 tel que la réunion de E—L ) —s] et de EegL] soit associée 3 E = A+ A,
Soit d 1la borne inférieure des longueurs des intervalles associésa A. Ona
évidemment 0<d=<2L <27,
En raisonnant par 1'absurde, supposons d> L. Soit 7 > 0 un nombre assez
petit pour que 2L + 71 <27 etque 7 <d/3; considérons les deux intervalles

L= E—dg-»'rﬂ et I, = [:dﬂﬂ de T. Alors I, n'estpasassociéa A tandis

1

que I, 1'est. Il existe donc une suite f €C, telle que sup ]fnl >0, f(x)=1,

A n ' n
L
-n<x <N et s%p Ifn | < C(n). Formons gn(x) = fn(x - xn), On a
sup Ignl +0, gn(0)=1 et sup Ignls C. Posons hn(x)zgnl-x);
[+, -21] T
h €C sup lhnl >0, hn(0)= 1 et sup ‘hnl < C(n). Alors

9
A [277 9 d‘ﬂ T
F =gh € CE(T)9 converge uniformément vers O sur la réunion de l:—d+77 , =2 n]

et de [277 ’ d-'n:l etvaut 1 en 0. Si d>L, 27n<¢g€ et 7N<d-L -cecicontredit
ie fait que [—L,,—s] U Esng soit associé a CE(T)G
La preuve du théoréme 4 est maintenant évidente. Partant de [-17 s 17] associé a

C , on déduit, par applications répétées du lemme 4 que E—» I -lTE] est associé

9
oKp oK o

Ltidée d'utiliser le produit Fn = gnhn dans la preuve du théoréme 4 est due a

J.-F., Méla,
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