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I.l 

I - INTRODUCTION. 

Nous avons tenté dans ce travail de traiter deux types de problèmes se posant 

en optimisation des structures. Dans les deux cas la variable de contrôle est 

l'épaisseur de la structure et la fréquence fondamentale de vibration joue un rôle 

très important. 

Le premier type de problème peut s'énoncer ainsi minimiser le poids d'une 

structure tout en gardant la fréquence fondamentale de vibration identique à celle 

d'une structure d'épaisseur uniforme. Les travaux sur ce sujet sont nombreux, 

citons [18], [26], [1], [21, [8}, [9] ~ [2tJ, [29] . On trouvera dans [2] une 

bibliographie assez complète. 

Le deuxième type de problème est en quelque sorte le problème dual : 

maximiser la première fréquence de vibration d'une structure tout en gardant son 

poids constant. Citons ici les travaux de [11], [16], [22], [23], [24], [171. 
Le lien entre les deux problèmes dans le cas d'une barre étant fait dans [22]. 

Nous ne considérerons ici que les cas où la valeur propre est celle d'un 

opérateur elliptique du second ordre, le principe du maximum jouant un rôl@ très 

important. 

Indiquons maintenant brièvement le plan de cette étude et les résultats 

obtenus. 

Nous avons au cours du Chapitre I étudié les propriétés de la fréquence 

fondamentale de vibration. Si u est la fonction représentant l'épaisseur de la 

structure et si À(u) est la première valeur propre du problème spectral considéré, 

nous avons montré en particulier que la fonction: 

u __.À(u) 

00 

était différentiable dans L Ul) 
J 

étant la forme de la structure] et quasi-

concave. 

Dans le Chapitre III nous avons tout d'abord décrit, dans un cadre fonctionnel 

qui nous a semblé naturel, les deux types de problèmes indiqués auparavant, puis 

nous avons étudié ces problèmes. Nous avons montré, dans le cas où il n'y a 
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aucune contrainte sur l'épaisseur ou une contrainte portant sur l'épaisseur 

minimale de la structure, que les problèmes admettaient des conditions nécessaires 

et suffisantes d'optimalité. Dans le cas où l'épaisseur de la structure est 

comprise entre deux valeurs fixes, nous avons obtenu, en plus de ces conditions, 

des théorèmes d'existence. 

Le Chapitre IV traite de l'approximation de ces problèmes par la méthode des 

éléments finis. Nous avons montré, seulement dans certains cas, la convergence en 

un sens faible d'une solution du problème approché vers une solution du problème 

continu. La méthode dite du lagrangien augmenté a été utilisée pour résoudre le 

problème approché. 

Je tiens à remercier ici R. TEMAM pour les conseils et encouragements qu'il 

m'a prodigués pendant ce travail, ainsi que les membres de l'Equipe d 1Analyse 

Numérique d'Orsay avec qui j'ai eu de nombreuses et fructueuses discussions. 
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II - ETUDE.PU PROBLEME SPECTRAL. 

1 - ENONCE DU PROBLEME SPECTRAL. 

Soit Q un ouvert borné connexe de Rn de frontière r lipschitzienne. 

On désigne par 

H1(n)] , par 
0 

(.,.) [resp. ((.,.))] le produit scalaire dans L
2

(Q) [resp. 

11-11
0 

[resp. li-li] la norme de L
2

(n) [resp. H!(n)], par <,,,> 

le crochet de dualité entre H~ (Q) et son dual H-l (Q) et par J J
00 

la norme 
00 

de L (Q) . 

On considère deux fonctions 

à valeurs dans 1 1 ouvert 'lL de 

a et b définies sur un ouvért !D de 
00 

L (Q) défini par 

CU,= {u e: L
00

(Q) ; ] a(u) €. 1R tel que u(x) ,::. a(u) > 0 p.p.} 

Pour 

(1.2) a (w,~) = f a(u)(x) grad w(x).grad ~(x) dx. 
u Q 

On a 

(1.3) 

La forme bilinéaire continue coercive a 
u 

définit un isomorphisme A de H
1 (Q) 

U 0 

H-1 
sur 

(1.4) 

A · peut être ·considéré comme opérateur de L 
2 

(Q) dont le domaine est 
u 

2 A w e::. L (Q)} 
u 

Ori al)pellera G 1 'opérateur réciproque de A 
u u 

' 2 
Pour w e:. L (Q) , u e: C9 on pose 



II.2 

(1. 5) 

On a 

(1.6) 

On va s'intéresser au problème spectral 

(1. 7) A w = À B w u u 

Le problème est un problème classique de valeurs propres. On sait, cf. KATO [10] 
et MIKLIN [1.5] que son spectre est composé d'un ensemble dénombrable 

de plus 

(1.8) 

À -+- +00 quand n ~ 00 

n 

Inf 
1 

wa.H (Q) 
0 

wf.o 

<A w,w> 
u -,---,- = 

(B w,w) 
u 

<Auwl,wl> 

(Buwl ,wl) 

où est un vecteur propre associé à et les sous-espaces propres associés 

à deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux. 

Remarquons également que le problème (1,7) est équivalent à 

(1.9) (];_ I - G B )w = O . 
À u u 

Soit un vecteur propre àssocié à Àl • On désigne par 

lw1 J est un vecteur propre de (1.7) associé à Àl car 

STAMP AC HIA [20] , 

la fonction 
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Posons 

(1.10) 

(1.11) w(u) 

Lennne 1.1. 

(1. 12) w(u;x) > 0 p.p. dans Q 

(1.13) À(u) est~ valeur propre simple de (1.7). 

Démonstration ------------- Le principe fort du maximum STAMPACCHIA [zo] appliqué à 1 1 opéra-

teur A - À B montre que w(u;x) > 0 p.p. dans Q • Pour montrer que À(u) 
u u u 

est une valeur propre simple de (1.7) on va faire le raisonnement classique 

suivant : 

Soit v un second vecteur propre associé à À(u) , on peut supposer que v 

est orthogonal à w et donc d'après (1.12) 

(1. 14) 

)vJ est également un vecteur propre associé à À(u) 

c'est-à-dire 

(1. 15) 

puisque 

G 
u 

B 
u 

+ 
V + G 

u 

+ et V= V - V 

B 
u 

+ 
V 

Connne l'égalité (1.15) implique 

+ 
V = Ü OU V = Ü 

ce qui est en contradiction avec (1.14). 
1 

On vient donc de montrer la 



Proposition 1.1. 

Il existe~~~ seul couple (À(u) ,w(u)) e::. lR x H~(Q) tel que 

(1.16) A w(u) - À(u) B w(u) = 0 
u u 

(1. 17) w(u;x) ~ 0 p.p. dans Q 

(1.18) Il w < u) 11 = 1 . 
0 

De plus (A (u) ,w(u)) vérifie (1. 10), (1.12), (1. 13) ~ (1.8) • 

Cette dernière relation s'écrit, compte tenu des notations 

(1.19) 
<A w(u),w(u)> 

u 
À ( u) = ------ = (B w(u) ,w(u)) 

u 
Inf 

1 
we. H (Q) 

0 
W'f,0 

<A w,w> 
u 

(B w, w) 
u 

L'unicité est évidente car si (A,,w.) vérifie (1.7) alors 
J J 

w . ..L w(u) 
J 

ne peut avoir W. (x) ~ Ü 
J 

p.p. et 'W, 'f O • 
J 

2 - CONTINUITE BE A(u) ET w(ù) • 

00 

On va considérer tout d'abord la topologie forte de L (Q) . 

Proposition 2.1 . 

.QE, suppose que les applications 

(2.1) u ~ a(u) et u _,,.. b(u) sont continues dans éJ 

alors les applications 

u e: if) -+- A(u) e: 1R 

sont continues dans ~. 

Démonstration Soit u e: c9 tel que u -+ u E:. <9 c L
00

(Q) 
n n o 

II.4 

et donc on 

On notera (À ,w) 
n n 

le couple (A(u ),w(u )) et a [resp. 13 
0

] le scalaire 
n n o 
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(a(a(u )) [resp, a(b(u ))] . D'après (2.1) pour n assez grand on a 
0 0 

a 
(2.2) 0 

a(a(un)) ➔ 2 > 0 ' 

(2,3) 
so 

a. (b(un)) ? 2 > 0 . 

Soit 1 we:. H (n) 
0 

fixé. On a d'après (1.19), (1.4), (1.3), (1.6), (2,3), (2,2)· 

(2,4) 

et 

(2.5) 

00 

Or a(u) et b(u) sont bornées dans L (n) et par conséquent on déduit de n n 
(2,4) puis de (2,5) les majorations 

ste 
À ~ C n 

Il w Il ~ c s te . 
n 

On peut donc, des suites 

(w) , telles que 
n 

(w ), extraire des sous-suites, toujours notées 
n 

(2. 6) "n -,.. À.* dans !R , 

(2,7) faible et dans 12
(n) fort, 

(2.8) 

Le couple (À ,w) vérifie (1.16) pour u = u c'est-à-dire n n n 

(2. 9) f a(u )(x) Vw (x).Vw(x) dx = À f b(u )(x) wn(x) w(x) dx 
n n n n n n 

On passe à la limite dans l'équation (2.9) : 

(2. 10) J a(u )(x) vw.(x),Vw(x) dx = "* f b(u )(x) w*(x) w(x) dx n o n o 
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Par conséquent 

De plus, comme wn vérifie (1.17), (1.18) et que l'on a (2.7), (2,8), w* virifie 
également (1,17), (1.18). La Proposition 1.1 permet alors d'affirmer que 

W11r = w(u ) 
0 

et l'unicité de (>..(u ),w(u )) implique que ce sont les suites tout entières qui 
0 0 

convergent vers (À(u
0

),w(u
0

)) • 

On doit maintenant démontrer que 

(2, 11) .. w 
0 

fort, 

Calculons 

E = J a(u 1\(x) 117(w.(x)-w
0
(x))\

2 
dx 

D n" n1 n 

E * f a(u . .) (x) 117w (x)l
2 

dx + J. a(u ) lïlw (x)l2. dx ... 2f a.(u ) ïlw (x) .'i/w (x) dx , 
n Q ... n n n o n n n o 

Or l'on a d'après (2,9) et(l.19) 

f a(u ) (x) 1 Vw (x)l 1 dx = À J b(u ) (x) w2(x) dx , n n n nn n n 

J a(u )(x) 17w (x),Vw (x) dx = À J b(u )(x) w (x) w (x) dx, n n p o n n n n o 

f a(u ) (x)ll7w (x)l
2 

dx = À J b(u ) (x) w
0

2(x) dx • n o o o n o 

D'où la nouvelle expression de En 

où 

E1 = J (a(u )"'a(u ))(x)IVw (x)!1dx , ,n Q n O O 

E2,n = Àn In b(un)(x) wn(x)(wn(x)-w
0

(x)) dx, 



E3 = f (À b(u )(x) w (x) - À b(u )(x) w (x)) w (x) dx. ,n Q o o o n n n o 

On peut maintenant passer à la limite et constater que chacun des termes 

i = 1, 2, 3 tend vers zéro et donc 

E ~ 0 quand n ....+ 00 • n 

D'après (1.3), (2.2) on a, pour n assez grand 

a. 2 
2° li W -W Il ' E n o n 

ce qui démontre (2.11) . • 

II.7 

E. 1,n 

00 00 1 
On va maintenant munir L de la topologie faible* c'est-à-dire a(L ,L ) • 

00 

On notera cet espace topologique Lcr 
00 00 

Si l'on suppose a et b continues de Lcr dans Lcr on n'est pas assuré 

d'avoir (2.2) et l'on ne peut passer à la limite dans (2.9). Par suite on ne peut 

affirmer que les fonctions À(u) et w(u) sont continues pour la topologie 
00 1 

cr (L , L ) • 

Par contre si l'on suppose a indépendant· de u et b 

telle que dans 
00 

L cr alors, si 
00 

(u) 
n est une suite de L (Q) 

1 

u __.,_ u :"'·quand n -+ 00 

n o 

la démonstration précédente montre que 

D'où la 

Proposition 2.2. 

(2.12) 

À -+- À dans IR n o 

w -+ w dans H
1 

(Q) fort. 
n o o 

On suppose que 

a(u) = u, Vue:.~ 
·1 

continue de 

00 00 

(2 .13) u ~ b(u) ~ séguentiellement continue de 1
0 
~ Lcr 
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alors les applications À(u) et w(u) ~ séquentiellement continues pour la 
00 1 

topologie cr(L ,L) • 

Remarque 2,1, Le seul esemple où l'on appliquera cette proposition est le cas où 

b est affine. 

Remarque g. On verra dans la section 4 que, sous certaines hypothèses sur a 

et b , À (u) est faible* semi-continue supérieurement. 

3 - DERIVIBALITE DE A(u) !f. w(u) • 

On considère les fonctions 

u e. ~ -. À ( u) e IR 

où 

On va supposer que 

(3,1) a et b sont continument différentiables de © dans U. 

et l'on va montrer, comme dans MIGNOT (13], que les fonctions À(u) et w(u) 

sont différentiables. 

Considérons la fonction F de 

définie par 

(3. 2) F(u,w,>..) = Aw - À B w u u 

Soit u e.. 0 posons . . 
0 

w = w(u ) À = À(U) 
0 0 0 0 

= 

' 

-1 
H 

div(a(u) 

A = Au 
0 0 

'vw) - À b(u)w . 

B = Bu 
0 0 



Calculons les dérivées partielles de F par rapport à u, w, À au point 

(u , w , À ) 
0 0 0 

(3. 3) (2-!) w ~ H1
(n) ~ A w - À B we: H-l(Q) 

' aw 0 0 0 0 
0 

(3,4) (~) À e IR ~ - À B w e L2(Q) 
' ôÀ 0 0 

0 

(3.5) (~) h.s 1°°(n) ___.,... A w - À Bb' (u ) .h w au a'(u ),h o 0 0 
0 0 0 

Par conséquent F est continument différentiable sur ~. 

Posons 

Lemme 3.1. 

Y = (w,À) • 

~ ~ isomorphisme de IR x (Hl (\ w l) 
0 0 

l'orthogonalité .E!!.. rapport~ produit scalaire de 12
(n) • 

Démonstration On a 

( aF) .. <aF) w 
= ar /\ + aw 

0 0 

-1 
sur H où 

II.9 

1 désigne 

D'après (3.4) est un isomorphisme de [R sur IR B w 
0 0 

et, si l'on admet 

pour l'instant que 

(3. 6) 

où 

est un isomorphisme de Hl n wl 
0 0 

<v,w > = O} 
0 

le lemme est complètement démontré puisque 

0 -1 
tR B w (t) w = H • 

0 0 0 1 

0 sur w 
0 
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Démonstration g~ (3,6). On a 

(3. 7) 

Remarquons que B w 
0 0 

est un vecteur propre de (G B )~ = B G , associé 
0 0 0 0 

1 
à la valeur propre simple 'f et par conséquent, d 1après l'alternative de 

Freedholm, 
0 

1 
- I - G B est un isomorphisme de 
À 0 0 

0 

Hl (St) () w l H1 (St) () (B w ) et donc de sur 
0 0 0 0 0 

D'autre part A est un isomorphisme de 
0 

à (3,7) on en déduit (3.6) . • 

l . 

l 
w sur 

0 

l 
(B w) 

0 0 

0 sur w et donc grâce 
0 

Lemme 3.2. ~~point u de 9J.. c L
00 

(St) il existe ~ .boule D de centre 

u
0 
~~ fonction continue u~ique Y(u) définie~ D ,2!_ classe c1 telles 

que 

(3.8) 

(3, 9) Y(u) =(w ,À) 
0 0 0 

(3 .10) F(u,Y(u)) = 0 Vue:.D. 

Démonstration : D'après le Lemme 3.1 on peut appliquer le théorème des fonctions 

implicites à la fonction F définie sur 

~ Il existe donc une boule D de centre u et une fonction unique Y(u) définie 
0 

sur D de classe c1 vérifiant (3.9), (3.10) 

(3 .. 8) 

,V 

Si l'on normalise la première composante de Y(u) on obtient une fonction unique 

Y(u) de classe c1 vérifiant (3.8), (3.9) et (3.10) . • 
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Théorème 3.1. Si l'on suppose que a et b vérifient l'hypothèse (3,1) alors 

fil applications 

u __.. À(u) 

u _.... w(u) 

rn différentiables ~~point u
0 
~ (!) , ~ plus 

r,J(a'(u ).h)(x) l'vw (x)1 2 
- À (b'(u ),h)(x) w2 (x)} dx 

À'(u ),h = J~6 o o o o o 
0 I 2 b(u )(x) w (x) dx 

n o o 

(3 .12) 

où 

w = w(u ) 
0 0 

À = À(u) , 
0 0 

Posons 

D'après la Proposition 2,1 1'(u) est continue sur D , connne on a unicité de la 

fonction Y définie dans le Lennne 3.3 on en déduit que 

,,... 
Y(u) = Y(u) = (w(u),À(u)) 

et d'après (3.10) 

(3.13) (~r) (A' (u
0

) ,h) + (*) (w' (u
0

) ,h) 
0 0 

Compte tenu de (3.6) on a 

= -
âF 

< (-;::--) ,h,w > 
oU 0 

0 
0 

ce qui d'après (3,4), (3,5) nous donne (3.12). 
1 

= - (2!_) ,h au 
0 0 
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4 - PSEUDO-CONCAVITE ET FAIBLE* SEMI-CONTINUITE SUPERIEURE DE À (u) . 

Théorème 4.1. Soit C un convexe contenu dans ~. On suppose que 

(4.1) a et b sont continument différentiables de 0 dans 't.L 

(4. 2) b est convexe sur C relativement au cône des fonctions positives de 

(4.3) 

alors 

(4.4) 

00 

L (St) ; 

a est concave sur C relativement au même cône 

À(v) ~ À(u) + À1 (u).(v-u) 
Js-2b(u)(x) w

2
(u;x) dx 

JS"tb(v)(x) w
2

(u,x) dx 
V (u,v)e:. C x C. 

Démonstration Afin d'alléger l'écriture on supprime la variable d'intégration 

x. Appelons 8 la quantité située à droite dans l'inégalité (4.4). On a, d'après 

(3. 12) 

(4.5) e = 
À(u) f Stb(v) w

2
(u) dx + f St (a'(u).(v-u))JVw(u) J

2 
dx 

Et (4.2), (4.3) impliquent 

(4. 6) 

et 

(4. 7) 

r 2 j b(v) w (u) dx 
Çl 

- À(u) f St (b'(u).(v-u)) w
2

(u) dx 

Js-2 b(v) w
2

(u) dx 

a'(u).(v-u) 7 a(v) - a(u) 

b 1 (u).(v-u) ~ b(v) - b(u) , 

d'où, compte tenu de (1.19), 
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8 ?' 
1 

Remarque 4.1. Cette relation (4.4) est fondamentale car elle permettra au 

chapitre III de montrer que À est pseudoconcave et donc que l'ensemble 

est convexe où 

A = {ve:. C 
C 

À(v) >,;. c} 

On va admettre, pour l'instant, ce résultat pour pouvoir démontrer la 

A 
C 

Proposition 4.1. Soit C un convexe contenu dans O. On suppose que a et b 

vérifient (4.1), (4.2), (4.3) ~ que chacune des fonctions a et b vérifie les 

deux hypothèses suivantes (énoncées seulement pour a) 

(4.8) Si u e: C 
n u -+ ue::C p.p. alors a(u) - a(u) p.p. et 

n --- n 

(4. 9) 

alors 

Si u e: C 
n 

À(u) est faible* semi-continue supérieurement sur C . 

Démonstration: Il faut montrer que le convexe A est faible* fermé. 
------------- C 

Nous aurons besoin pour cela des deux résultats suivants : 

00 

Lennne 4. 1. Si Q est un ouvert borné de ?Rn , s1. A est~ convexe de L (Q) 

s1. u est~ point adhérent,! A 

une suite (u) d'éléments de A 
n 

pour ~ topologie 

telle que 

00 1 
cr(L ,L) alors il existe 

(4.10) V p? 1, p ~ 00 , 

( 4 .11) u - u pour la topologie n 
00 1 

cr (L , L ) . 

Lennne 4.2. Soit Q un ouvert borné de !Rn 
' Cvn) une suite d'éléments de 

00 

L (Q) 
00 

et VE:. L (Q) tels que 

Jv 1 ~ k 1 et V ~ V p .p • dans Q 
n oo n 

et 



alors 

00 

v ~ v dans L (Q) 
n pour la topologie 

II.14 

00 1 
cr (L , L ) • 

Admettons pour l'instant ces Lemmes et continuons la démonstration de la 

Proposition 4.1. Soit u un point adhérent à l'ensemble A , d'après le Lemme 
C 

4.1, il existe une suite (u) d'éléments de A vérifiant (4.10), (4.11). Cette 
n C 

dernière relation implique : 

(4.12) Ju 1 ~ k n V n • 
00 

D'après (4.10) on peut supposer, quitte à extraire une sous-suite, que 

(4.13) u ~ u 
n 

p.p. dans Q • 

Les hypothèses (4.8) et (4.9) montrent que l'on peut appliquer aux suites 

et b(u) le Lemme 4.2 et par suite 
n 

a(u ) ~ a(u) faible *, 
n 

b(u) -+- b(u) faible *· n 

D'autre part on a 

f a(u) Jvw(u)J
2 

dx 
Q n 

et, si l'on passe à la limite, on obtient 

C .$ À(u) • 

V n , 

Démonstration du Lemme 4.1. Voir Grothendieck [ 6] p.96. 

Démonstration du Lemme 4.2. ------------- 3 Q' c Q tel que mes (Q, Q ') = 0 et 

Vxe:.Q'. 

a(u) 
n 



(v (x) - v(x)) cj>(x) ~ 0 
n 

et donc, d'après le Théorème de Lebesgue, 

J (v (x) - v(x)) cp (x) dx - 0 • 
Q n ■ 

J (v (x) - v(x)) ~(x) dx -'l>-- 0 • n n . 
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Remarque 4.1. L'hypothèse (4.8) peut sembler artificielle mais cela provient du 
00 

fait que l'on a considéré des fonctions abstraites a et b de L (Q) dans 

L
00

(Q) . Dans le cas où les fonctions a et b sont construites à partir de 

fonctions de R dans R on verra, dans la prochaine section, que l'hypothèse se 

simplifie. 

00 ' 

Remarque 4.2. Soit (r
1

,r
2

) une partition de f . Soit ce L (r 2) tel que 

e (x) ;,:, a > 0 pop. x e:. r 
2 

• Posons 

(4.14) 

1 
W = {Ve:. H (Q) Vif 

1 

a (w,cp) = f a(u) Vw Vcp dx + 
u Q 

= o} 

y (W ;cp) €. W X W , 

Tout ce que l'on vient de faire dans ces quatre premières sections est 

valable si l'on prend cette nouvelle forme bilinéaire continue coercive sur W qui 

nous définit un isomorphisme Au de W sur W' • Si Q et a(u) sont suffi­

samment réguliers alors le problème (1. 7) est équivalent dans ce cas à 

- div (a(u)Vw) - À b(u)w = 0 

3w 1 {u 3n + e w} r2 = 0 

On peut supposer e = 0 si la mesure superficielle de r 1 est non nulle car sur 

W J Jvw(x)j
2 

dx est une norme équivalente à la norme habituelle, c'est-à-dire 
Q 
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celle induite par H1(Q) . 

5 - EXEMPLES. 

Compte tenu de la Remarque 4.2. Nous considèrerons ( )' S) une partition de 

r . On supposera toujours mes r 
1 

f O (il s'agit de la mesure superficielle), par 

contre r 2 pourra être de mesure nulle, la fonction e figurant dans (4.14) sera 

identiquement nulle. 

Exemple..!_. On suppose que 

(5 .1) (9 = u a (u) = u b(u) = l . 

Les relations (1.19), (3.12) et (4.4) deviennent dans ce cas : 

(5. 2) À (u) = Inf I Q u(x) 1 v'w(x) 1 2 dx = 1 u(x)!Vw(x,u)I 
2 dx 

Wë.W JQ 

llwll =l 
0 

(5. 3) h = JQ h(x)jv'w(u;x)j 
2 V h e:. 

00 

À' (u) dx L (Q) 

(5. 4) À (v) ~ À (u) + À' (u). (v-u) V (v,u)e: 'll x CU., 

Cette dernière relation montre que 

(5. 5) À est concave sur 'lL. 

L'hypothèse (4.4) étant vérifiée, À est faible* s.c.s. Enfin (5.3), (5.4) 

impliquent que si u ~ v alors \(u)? À(v) . 

D'où 

(5. 6) 

Exemple l· On suppose que 

(9 = 'lL 

\(u) = Inf 
wraW 

\Jwllo =l 

a(u) = 1 b(u) = u. 

fQJvw(x)j
2
dx JQ!vw(u;x) J

2
dx 

=--------
JQu(x) w

2
(x)dx JQu(x) w

2
(u;x)dx 
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(5. 7) À' (u) h = - À (u) 

Lt(x) w
2 

(u;x) dx 

Les relations (5.7) et (4.4) montrent que 

(5 .8) V ~ U ~ À (V) ~ À ( u) , 

D'après la Proposition 2.2 À(u) est faible* séquentiellement continue. 

Exemple l · r!J = "IL 
strictement positif. 

a(u) = u b(u) = u + & où 5 est un scalaire 

D'où 

(5. 9) 

(5 .10) 

À(u) = Inf 
W€W 

Jlwll =l 
0 

)...
1 (u).h = 

f Q{!Vw(u;x) 1
2 

JQu(x) IVw(u;x) 1
2

dx 

= 
JQ (u(x)+5) w

2
(u;x)dx 

- A(u) w
2(u;x)} h(x) dx 

D'après les résultats des sections précédentes "(u) est faible * s .c. s, sur 'li 

et pseudo concave sur tt . 

Avant de considérer un problème où b ne sera pas affine. On va étudier les 
CO 00 

propriétés des fonctions de L (Q) dans L (Q) construites à partir de fonctions 

numériques. 

Proposition 5.1. Soit m. une fonction continue de Jo,+ 00
[ dans ]o,+"'{ 

Pour u e. il ~ pose 

a ( u) x ~ â\.( u ( x) ) , 

i) Alors a(u) e: CU, !:.!. vérifie (4.8) ~~convexe 'lL ; 

ii) Si a'l. est localement lipschitzienne alors a est continue ~ 11; 

iii) Si âl. ~ de classe c1 
et à dérivée localement lipschitzienne alors 

a est de classe c1 
sur 'U, et 

a' (u) .h x € Q ~ §!.' (u(x)) .h(x) 
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iv) Si m. est concave [ resp. convexe] alors a est concave [resp, 

convexe 1 par rapport ~ cône des fonctions positives E.!..E.· ; 

v) Si a\. est croissante alors a vérifie (4.9) sur le convexe 91 

vi) Soit 

alors a vérifie (4.9) sur le convexe C 
a, 

Exemple~. (9 = 'Il a(u): 1 

c'est-à-dire 1 
lb(~) = 52 

convexe sur 'll. On a 

(5 .11) Â(u) = Inf 
w~w 

llwll =l 
0 

J Jvw(x)!
2 

dx 
Q 

f 
2 

w (x) d 
2 X 

JQ u (x) 

2 

1 b(u) = 2 
u 

b est donc de classe c1 sur \l,, 

r 1 '7w ( u ; x) i 2 
dx 

JQ 
= 

JQ 
2 w (u;x) dx 2 u (x) 

[ 2À(u) w (u;x) h(x) dx 
3 

(5. 12) ). '(u) .h 
J Q u (x) = 

f 
2 w (u;x) dx 2 

j !il u (x) 

Les relations (5.11) et (4.4) montrent que 

(5 .13) "/(u,v)Eil x 'U., v~ u ~ À(v) ~ A(u). 

Sur C l'hypothèse (4.9) est vérifiée pour b et par conséquent À(u) est 
a, 

faible-li- s.c.s. sur C 
a, 

Remarque 5.1. Constatons que dans tous les exemples A'(u) est un élément de 

L 1 (Q) • 
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III - OPTIMISATION EN THEORIE DES STRUCTURES. 

Avant d'énoncer et d'étudier les problèmes d'optimisation, nous allons 

rappeler quelques définitions et propriétés des fonctions pseudo-convexes et 

quasi-convexes sur un E.L.C.S, : E . On trouvera dans MANGASARIAN [12] le cas 

où E' est de dimension finie. 

1 - FONCTIONS PSEUDOCONVEXES ET QUASICONVEXES. 

Soient E un E.L,C.S. sur IR, G une fonction de E dans ~ et C 

un convexe de E • On pose pour tout c e::IR 

A : {ue:c 
C 

G(u) ~ c} . 

Définition 1.1. On dit que G est quasiconvexe sur C si 

convexe. 

V c e: lR , A est 
C 

On dit que G ~ quasiconcave sur C si -G est quasiconvexe. 

Remarque 1.1. La notion de quasiconvexité est indépendante de la topologie définie 

sur E • 

Proposition 1.1. On a les résultats suivants 

(i) G est quasico~yexe sur C si et seulement si 

V (u,v) e C x C , Y~ e::. [o,1] , G(~u + (1-~)v) ~ Max(G(v) ,G(u)) 

(ii) On suppose que G est Gateaux-différentiable sur C et on note G 1 
( u) 

sa Gateaux-différentielle (G'(u)E:E'); Gest quasiconvexe sur C si et seule-

ment si 

(1.2) V (u,v) e:: C X C tel que G(v) ~ G(u) alors G' (u). (v-u) ~ 0 • 

Démonstration ------------- (i) est évident. Quant à (ii) il suffit de regarder la démonstratior 

de [12] et de se rappeler qu'une fonction Gateaux-différentiable sur C est 

continue sur tout segment. [u,v} . • 
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Remarque 1.2. La propriété (1.2) est équivalente à 

(1.3) V (u, v) e: C x C tel que G' (u). (v-u) > 0 alors G(v) > G(u) • 

Définition 1.2. On dit que G est pseudoconvexe~ C si G est Gateaux­

différentiable sur C et si 

(1.4) V (u, v) e: C x C tel que G' (u). (v-u) ~ 0 alors on a G(v) ?- G(u) • 

On dit que G est pseudoconcave sur C si -G est pseudoconvexe sur C • 

Remarque 1.3. La propriété (1.4) est équivalente à 

(1.5) V (u,v) e:. C x C tel que G(v) < G(u) alors on a G' (u). (v-u) < 0 , 

Proposition 1.2. Si G est pseudoconvexe sur C alors G est quasiconvexe sur C 

et 

(1. 6) 
{
V (u,v) e:. C x C tel que 

pour tout l; e] O, 1] . 

G(v) < G(u) on a 

Démonstration ------------- Il faut montrer que la propriété (1.1) est vérifiée c'est-à-dire 

(L 7) 

On a 

(1.8) 

(1.9) 

G(w) -::: Max(G(u) ,G(v)) où w = E;,u + (1-i;)v , E;, e:. [0,1]. 

G'(w).(v-w) = l; G'(w).(v-u) et 

G' (w). (u-w) = - (1-E;,) G' (w). (v-u) 

Si G'(w).(v-u) 9 0 alors d'après (1.8), (1.4) 

G(v) ~ G(w) ; 

si G'(w).(v-u) < 0 alors d'après (1.9), (1.4) 

G(u) ;;:. G(w) 

Dans les deux cas (1.7) est vérifiée. 
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La démonstration de (1.6) se fait connue dans [12]. 

2 - FORMULATION DES PROBLEMES. 

Soit n n un ouvert borné connexe de ~ à frontière r lipschitzienne, 

On pose 

\l = {ue: L
00

(n) ; j a(u) > 0 u(x) ~ a(u) p.p, X€ n} 

Soient a et b deux applications continument différentiables de q,_L dans 1L , 

a étant concave et b convexe. On considère la fonction coût suivante : 

(2.1) J(u) = J n u(x) dx u e:: 'lL . 

On pose 

(2,2) À (u) 

J n a(u) (x) 1 f/w(x) 1
2 

dx 

= Inf ----------
w~W f nb(u)(x) w

2
(x) dx 

w:/=o 

où 

1 
W = {we: H (n) 

(r
1
,r 2) étant une partition de r telle que mes r 1 f,. 0. D'après le Chapitre II, 

est différentiable sur "11, sa dérivée étant donnée par II.(3.12) c'est-à-dire 

(2. 3) À 1 (u), V = 

J n {(a' (u) .v) (x) I Vw(u;x) 1
2 

- À(u) (b' (u) .v) (x) w
2

(u;x)} dx 

J 
2 b(u)(x) w (u;x) dx 

n 

De plus on a II.(4.4) c'est-à-dire 

ln b (u) (x) 2 dx w (u;x) 

(2. 4) À(v) ~ À(u) + À' (u). (v-u) Vcu,v)e: 91xci.i. 

In 
2 b (v) (x) w (u;x) dx 

Proposition 2 .1. La fonction À(u) est pseudoconcave ~ quasiconcave sur ~ . 

Démonstration: Cela résulte de (2.4), de la définition des fonctions pseudo­

concaves et de la Proposition 1.2. 
1 
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On va considérer une structure d'épaisseur uniforme u1 , par un changement de 

variable on peut supposer 

(2.5) 

On pose 

(2 0 6) 

Les problèmes auxquels on va s'intéresser sont les suivants 

et 

Inf J(u) 
uE:'LL 

Sup À(u) . 
UI?. '!1 

J(u)=Jl 

Remarque 2.1. La variable u représente l'épaisseur d'une structure et par 

conséquent pour des raisons technologiques on est obligé de rajouter à ces problèmes 

une contrainte supplémentaire 

u(x) ~ a 

où ot.. est fixé et vérifie 

(2. 7) 0 < a < 1 . 

Par conséquent on va introduire le convexe C défini par 
a 

(2,8) C = { u e:. 'lL u ( x) 3- a p • p • x e S1} a 

ainsi que les problèmes 

Inf J(u) 
ue:c· 

a 
À (u) =Àl 
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et 

Sup À (u) • 
ueCa 

J(u) = Jl 

Pour obtenir des résultats d'existence nous serons amenés à rajouter une 

contrainte supplémentaire 

U ( X) ~ f3 p • p , X e:: Q 

où S est fixé et vérifie 

(2. 9) 1 < S 

Si l'on pose 

(2 .10) C = { u e 'll ; a ~ u ( x) {; S p • p • x e:. Q} , 
a,S 

on appelle et les problèmes et où la contrainte 

a été remplacée par 

u e: C a 
a'µ 

Nous autoriserons S à valoir +00 et ainsi le problème ( (J ) sera (q> ) , de 
a a,.oo 

même pour (Cjt ). Mais nous préciserons toujours' dans l'énoncé des résultats obtenus 
a 

si l'hypothèse 

est intervenue. 

Si a et b 

{b , on supposera 

S < +oo 

sont définies par des fonctions de ]o,+ 00 [ 

2 
~ et lb de classe C , ®. concave et fu 

dans ] 0, +00 I : 131. et 

convexe. Sous ces 

hypothèses on a vu que a et b possédaient les propriétés que l'on a énoncées au 

début de ce paragraphe, de plus d'après la Proposition II.5.1 et II.4.1. 
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(2. 11) À (u) est faible* s.c.s. sur C (3 • a, 

3 - ETUDE DU PROBLEME g> • 
0 

Proposition 3.1. On suppose de plus que 

Si u est solution du problème g> 
0 

alors j :n E: IR tel que 

(3. 2) J'(u) + n À 1 (u) = 0 • 

Q~~~~~fE~f!~g: J et À étant Frechet-différentiables pour démontrer (3.2), il 

suffit de montrer que u est un point régulier pour À ; c'est-à-dire que 

À, eu) ,;, o • 

Supposons le contraire alors on a 

À 1 (u).(u -u) = 0 
y 

Et donc, d'après (2.4) cela implique 

ce qui est en contradiction avec (3.1). 
1 

Proposition 3.2. Soit ue:.t(. tel que 

À (u) = À 
' 1 

et 

3 n ~ o vérifiant 

alors u est solution du problème ( 5' ) 
0 

(3 .2) 

Démonstration Soit v vérifiant la contrainte -z-----------
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~ étant quasi-concave on a, d'après (1.2), 

À' (u) (v--u) :::- O 

et donc, puisque n ~ 0 , (3.2) implique 

J' (u). (v-u) 3- 0 

c'est-à-dire 

J(v) )- J(u) • 
1 

Remarque 3.1. Le caractère particulier de la fonctionnelle J n'est pas intervenu 

au cours de la démonstration. On n'a utilisé que la pseudoconvexité de J • 

On pose 

Proposi tian 3. 3. Si a et b sont définies par des fonctions 'à\ ~ lb ~ si 

l'hypothèse (3.1) est vérifiée alors us.V est solution du problème (<!}
0

) si 

3 ve: 1R vérifiant : 

(3.3) 

De plus si v est strictement positif la réciproque est vérifiée. 

Démonstration : Comme J' ( u) = 1 pour tout u e: <'U. , la cons tante T) intervenant 

dans (3.2) est différente de zero. Posons 

\) = 
Li lb(Ü(x)) w

2
(u;x) dx 

n 

alors les relations (2.3) et (3.2) impliquent (3.3). 

D'où le résultat . • 
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Si 

uy ( x) = y où y > 1 

alors, comme 

(3.1) est vérifiée. Et donc par application de la Proposition 3.3 on sait qu'il 

existe v e:. JR vérifiant 

j Vw(u;x) 1
2 

= v 

ce qui implique v > 0. De plus on a, d'après I.(5.2) 

\) f Q u(x) dx = À(u) 

Enonçons le résultat une condition nécessaire~ suffisante pour que u e:.7.r soit 

solution du problème g> 
0 

pour l'exemple !. est que w(u) (définie par la Proposition 

I.1.1) vérifie 

(3.4) 

où v est une constante strictement positive. 

On retrouve ainsi les résultats de [1] . 

Cette condition nécessaire et suffisante va nous permettre d'obtenir la 

solution. Si Q = Jo,1[ et 

On obtient 

et 

1 W = {w e H (Q) w(O) = O} . 

2 
Àl = ( Î ) ' v = 3 ' 

Àl 2 
U ( X) = - ( 1 - X ) , 

2 



Si l'on considère la fonction 

elle vérifie 

u (x) .s. y > 1 
y 
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Par suite, compte tenu de la Proposition 3.3 et de l'expression I.(5.10) de la 

dérivée, on sait qu'il existe ve; IB. tel que 

En multipliant par u(x) , en intégrant sur ~ et en utilisant la relation I,(5.9) 

on obtient 

À(u)o = v JQ Ü(x) dx. 

Cette relation implique v > 0 puisque o > 0 . 

Donc on vient de montrer: une condition nécessaire et suffisante pour que 

U ë.- '\r soit solution du problème CJ pou~ l'exemple 3 est que w(Ü) vérifie 
------- 0 

où " est~ constante strictement positive. 

Si 1 'on prend Q = ] 0, 1 [ et on obtient 

1 0 ~ 
1 

- sh µ 1x X~ 2 µl 
w(u;x) = 

1 
µl (1-x) 

1 1 -sh -< X~ 
µl 2 "' 
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2 l.11 
0 ch -

2 
( 2 - 1) 

ch 2 
µlx 

0 ~ X ~ 1/2 

u(x) = 2 ll1 
0 ch -

( 2 - 1) 
2 

ch2 µ
1 

(1-x) 

1/2 ~ X ~ 1 

et 

ô sh l.11 TT2 
J(u) = -2 ( -- - 1) ~ - < J(l) . 

l.11 12 

On trouvera dans [2] le calcul explicite de la solution dans le cas d'un ouvert 

rectangulaire. 

On considère toujours la même fonction µy et sur cet exemple elle vérifie 

Par conséquent d'après les résultats précédents J v e:. IR tel que 

2 -
A(u) w (u,x) = 

u3 (x) 
\) . 

Cette relation montre que \J > 0. Si on multiplie par u(x) cette égalité et si 

l'on intègre sur Q on obtient 

f jVw(u;x) 1
2 

dx = \J J Ü(x) dx. 
)Q Q 

On a donc sur cet exemple le résultat suivant: une condition nécessaire fil:_ 

suffisante pour que us ~ soit solution du problème q 
O 

pour l'exemple. i est 

que w(u) vérifie 

2 -
w (u,x) = \) 

u3 (x) 

où\, v >O • 
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4 - ETUDE DU PROBLEME ffi., • 
0 

Proposition 4.1. Soit u e:.U.. vérifiant la contrainte 

(4.1) 

une condition nécessairç ~t suffisante pour que u soit solution du problème 

est qu' i1-existe ne lR tel que 

m, 
0 

(4.2) À 1 (u) + n J' (u) = 0 • 

Démonstration : Soit u une solution de ~o . J et À étant différentiables sur 

1 'ouvert '1L et J' (u) f,. 0 , on sait qu'il existe n vérifiant (4.2). Etudions la 

réciproque. 

Soit v e: CU tel que· 

J(v) = J 1 = J(u) 

La relation (4.2) s'écrit 

Ce qui implique, puisque Â est pseudoconcave, 

Remarque 4 .1. Ici le caractèr~ linéaire de J est intervenu • Si on avait supposé 

seulement J pseudoconvexe, il aurait fallu faire l'hypothèse n ~ 0 pour démontrer 

la réciproque. 

Remarque 4.2. Si a et b sont définies par des fonctions â\ et lb alors, connne 

dans le paragraphe précédent, (4.2) peut être remplacé par: 

(4.3) = V 

~pJ:lication 4.1 : E~emple 4. 

Enonçons le résultat : une condition nécessaire et suffisante pour que 
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u e CU. vérifiant (4 .1) soit solution du problème ~o pour l'exemple 4 ~ que 

(),. (u) ,w(u)) vérifie : 

(4 .4) À (u) w
2 

(u;x) = V 

u3
(x) 

où V est une constante strictement positive. 

J .B. KELLER ~2] avait montré en admettant implicitement la différentiabilité 

(À(u),w(u)) , que cette condition (4.4) était nécessaire. 

Remarque 4.3. La fonction w(u) étant continue sur ~ , la relation (4.4) montre 

que u va s'annuler sur la partie du bord où w(u) sera nulle. Par suite u 

n'appartient pas à '11. 

Avant d'étudier les problèmes 

problèmes dans un cadre abstrait. 

5 - ETUDE DES PROBLEMES : CADRE ABSTRAIT. 

et 9\ 0 a,1-> 
nous allons considérer~~~ 

Soient E un E.L.C.S., C un convexe de E , J et À deux applications 

de C dans tR. On s'interesse aux problèmes d'optimisation suivants : 

et 

Problème g> 

Problème Q 

Problème 9l, 

Inf 
À (u) = \ 

ue:C 

Sup 
J(u)=J 

l 
ue:C 

5 .1. ETUDE DES PROBLEMES q ET Q • 

Proposition 5.1. On suppose que 

(S .1) J est pseudoconvexe sur C , 

J(u) 

J(u) 

À (u) 
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(5. 2) À !il continue~ rn segment [u,v] de C ' 

(5.3) l 
3 u c;:. C tel que À (u ) < Àl et 

et a 

pour rn uec ' u ,;, u9'. J(u) > J(ua.) 

alors les problèmes f! il Q.. ~ équivalents. 

On va tout d'abord démontrer le 

Lemme 5 .1, ~ fil mêmes hypothèses que ~ .!,!, Proposition 5 .1. on a 

(5,4) Inf Q = Inf $'. 

(5.5) Inf Q~ Inf C?, 

pour montrer le résultat il suffit de montrer que 1 'inégalité stricte est absurdeo 

Supposons donc que 

j ve: C tel que À(v) > >..
1 

et J(v) < Inf ~. 

Alors, d'après (5,3), (1.6), on a 

(5. 6) Vt;s]o,1[ 

L'hypothèse (5.2) montre que la fonction 

f(E;) = À(E;u + (1-t;)v) 
Cl 

est continue sur [o, 1] . Or 

et 

par conséquent 



Et par suite 

3 1; e: ] 0 , 1 [ te 1 que 
0 

Inf ~ ~ J(i; u + (1-1; )v) , 
0 Oi. 0 

inégalité qui contredit (5.6). 
1 
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Ce lemme montre que si u est solution du problème g, u est solution du 

problème Q,. Etudions la réciproque. 

Soit û une solution du problème ÇQ,. On a 

J(û) = Inf Q = Inf <! 

et 

Supposons que cette dernière inégalité soit stricte, alors par le même raisonnement 

que précédemment, on peut affirmer que 

3, 1;
0 

E: Jo,1[ tel que À(/; u + (1-1; )û) = Àl • 
0 Oi. 0 

Et, comme 

J(u ) < J(û) , 
0/, 

on a, en appliquant la Proposition 1.2 

J(i; u + (1-1; )Û) < J(û) = I~f q>; 
0 Oi. 0 QI, 

ce qui est absurde. 
1 

5.2. ETUDE DES CONDITIONS D'OPTIMALITE. 

Proposition 5.2. Sous les hypothèses (5.1), 
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(5. 7) A est pseudoconcave 

et 

(5. 8) 3 u e: C tel que A (u ) > A 
1 y - y 

alors u est solution du problème Q si et seulement si 3 

(5. 9) J' (u). (v-u) + n A '(u) . (v-u) ?' 0 V v e: C 

(5 .10) 

Démonstration ------------- (i) La condition est nécessaire. 

Soit u une solution du problème Q.. Alors d'après HALKIN [7]: 

(5 .11) 

(5.12) 

(5 .13) n 
O 

J 1 (u) • ( v-u) . - n l À 1 (u) . ( v-u) ~ 0 V v e:. C 

(5 .14) 

On va montrer que n
0 

est différent de zéro. 

Si n
1 

= 0 alors (5.11) implique ·11
0 

f,. 0 . Si n
1 

y, 0 (5.14) implique 

A(u) = Al • Supposons alors que n
0 

= 0. L'inéquation (5.13) s'écrit: 

A ' ( u) • ( v-u) .:::; 0 V v e:. C , 

et donc d'après (5.7) , 

À (V) ~ À (~) = À l Y V e. C 

inégalité qui contredit (5.8). 

On peut par conséquent diviser (5.13) par 11
0 

d'où (5.9) 



(ii) La condition est suffisante. 

Soit ue. C vérifiant (5.9), (5.10) où n ~ 0 et 

Si n = 0 alors (5.1) et (5.9) impliquent 

J(v) ~ J(Ü) Y v e:: C • 

Et donc u est solution du problème Q, 

Si n ~ 0 alors, d'après (5.10) , 

Soit ve C vérifiant la contrainte 

(5.7) et (1.2) impliquent 

À
1 (Ü) (v-Ü) ~ 0 , 

et donc 

' - -J (u).(v-u) ➔ 0 . 

Inégalité qui entraîne, compte tenu de l'hypothèse (5.1) 

J(v) ~ J(Ü) . 

Par suite u est solution du problème Q. 
1 
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Corollaire 5 .1. On suppose que les hypothèses (5 .1), (5 .3), (5. 7) ~ (5. 8) ~ 

vérifiées. Soit Ü e: C alors Ü est solution du problème Q. ~ du problème ff si 

et seulement si 3 n < 0 . tel que 

(5, 9) J'(Ü).(v-Ü) + n À 1 (u).(v-Ü) ~ O V V e: C • 
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~§~~g~fE~fi~g: D'après le Proposition 5.1, les problèmes ~ et Q, sont 

équivalents, par suite on peut appliquer la Proposition 5.2 au problème S' . Reste 
-à montrer que n < 0. 

Si n == 0 alors (5.1) et (5.9) impliquent 

J(v) ~ J(ÏÏ) Vve: C 

ce qui est en contradiction avec (5. 3.) • • 
Remarque 5.1. On ne peut déduire de (5.9) un principe du màximum car la somme de 

deux fonctions pseudoconvexes n'est pas nécessairement pseudoconvexe. 

5.3, DUALISATION DU PROBLEME Q. 

On va dualiser par les minimax le problème Q (cf. EKELAND-TEMAM [s] 
chapitre VI) . 

On a pour tout u e: C 

Sup {J(u) + p(À(u)-Â-
1

)} = 
p.;:o { 

+oo 

J(u) 

Ce qui permet d'écrire le problème Q 

(5.15) Inf Sup si (u,p) 
ueC p~o 

où 

(5.16) sg (u,p) = J(u) + p(À(u)-7i_) 

On appelle problème dual de Q le problème 

Bien entendu on a 

(5.17) 

Sup Inf ';;{,(u,p) • 
p~o UëC 

Sup &* ,$. Inf ~ • 



Posons 

(5 .18) h(p) = Inf sÏ(u,p) . 
ue:C 
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La fonction h est concave et s.c.s. puisque c'est l'enveloppe inférieure des 

fonctions affines : 

p e:. IR -+- SÎt( u , p ) • 

Jusqu'à présent nous n'avions pas fait d'hypothèse particulière sur J et ~ , 

Si l'on suppose que À vérifie (5.8) alors on a 

(5.19) h(p) ~ - 00 quand p -+- - 00 

En effet (5.16) et (5.18) impliquent 

(5. 20) h(p) ~ p(À(u) - À 1) + J(u) 
y y 

et, compte tenu de (5.8), cela implique (5.19). D'où la 

Proposition 5.3. Si la fonction Â vérifie la condition (5.8) alors~ problème 

(Q~ , dual de Q , admet une solution p . 

Proposition 5. 4. On suppose que~ !__'J_1yJ?_C?,thèse (5. 8) est vérifiée ~ que 

pour ~ p < 0 la fonction 

(5, 21) u --+ sf(u,p) est quasiconvexe, sur C 

(5.22) J est s.c.i. sur C 

(5. 23) À est s.c.s. sur C 

alors 

(5.24) Max Inf <:i{v ,p) = Inf Sup i(v ,p) 
ve.C p~o 

c'est-à-dire 
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Sup Q* • In:f: Q . 

(5.25) (Ü,p) point selle sur C x lR ~ 
[

P est solution de 
tcu,p)<==} - .!! -

u est solution de 

~~ID2~i~!!;i2B: L'égalité (5.24) résultera du principe du minimax de Ky-Fan 

(cf. [3]) , si on montre qu'il existe ve C et ~~ tR tels que 

(5. 26) ~ < Inf Q. 

et 

I; • {p ~ 0 ; c:.tc~,p) ➔ Osoi t compact • 

N 

Q.* 

Quel que soit ~ 

de (5,8), (5.16) : 

vérifiant (5.26) on a, si l'on prend V"" U y et compte tenu 

Donc I; est compact, 

(5.25) résulte de (5.24) et de la caractérisation suivante d'un point selle 

Lemme 5, l, .!:œ!, fonction <:! définie !!:!!. ,,fi. ,c ~ à valeurs réelles E._ossède ~ point 

selle sur J. x ~ si .!.E_ seulement si 

Max 
pe(B 

Inf 
ue~ 

't(u,p) = Min Sup ~(u,p) 
ueot pe:@., 

.!.E_ E.!. nombre ,!!! alors égal !, ~(Ü,p) • 

5, 4, ETUDE !ll[ PROBLEME (Jt , 

On peut si l'on fait les hypothèses similaires à celles faites dans les 

sections précédentes, appliquer les résultats obtenus. Par exemple l'équivalent de 

l'hypothèse (5,3) est 
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(5.27) 

u f u À(u) > À(u) . 
0 0 

Mais pour certains problèmes cette hypothèse n'est pas vérifiée; c'est le cas 

pour le problème d\, dans le cas où le problème spectral est donné par celui 
Ol 

décrit dans l'exemple 4 du paragraphe II.5. 

Si Inf tf > -oo et si l'on pose 

(5.28) J = Inf o/ 
1 

alors on va voir que les problèmes '!; et ôL sont liés. 

Proposition 5.5. Si~~ les hypothèses (5.1), (5.2) ~ (5.3) alors : 

(i) si u est solution du problème 5', u est solution du problème <A, et 

toute solution du problème (il, est solution du problème ~ . 

(ii) s l. u ~ solution du problème Cil et si alors u est 

solution du problème P. 

~§~~~~~!~~i2g: Supposons que u ne soit pas solution de Gl alors il existe 

v € C vérifiant 

et 

J(v) = J(l) = Inf g> 

Par suite v est solution de a2, et donc de ~ ce qui impose 

Cette relation contredit (5.29). 

Remarque 5. 2. L'équivalence des problèmes q et (i\ n I étant pas complète nous 

ferons dans le paragraphe 7 une étude du problème CR, indépendante de l 1étude du 
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problème 9. 

6 - ETUDE DES PROBLEMES g1a ,S 

On revient aux hypothèses et notations du paragraphe 2. On va introduire 

les problèmes suivants : 

Si l'on pose 

(6.1) 

d'après (2.1), (2.10) on a 

(6.2) 

u (x) = a a 

Proposition 6 .1. Si ~ suppose de plus que 

(6. 4) 

alors 

(i) les problèmes sont équivalents 

(ii) u e: C 
a,S 

si et seulement si 

(6.5) 

et 

(6. 6) I J(v) -

est solution du problème (!; 
a,S 

J (Ü) + n À 1 (u) • ( v-u) ?' 0 

(iii) l'ensemble S(~a,S) des solutions du problème ~a,S est convexe 
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et w(u) est indépendant de u pour u e S(!f Q) • a,µ 

(iv) Si S < +oo alors le problème qa,S admet au moins une solution. 

Démonstration: Par application de la Proposition 5.1 et du Corollaire 5.1, on 

obtient (i) et (ii). 

Posons S = s(g'a,S) . Soient (u,v) e:. S x S et ç; €:. [0,1] on pose 

J étant linéaire, on a 

J(u(s)) = Inf g->a S • 
' 

D'autre part, puisque À est pseudoconcave on a 

Et par suite u(ç;) est solution du problème !Qa,S et donc de g" Q • D'où 
a'µ 

ce qui implique 

(6. 7) \'(v)<u - v) =o. 

On pose 

La relation (6.7), compte tenu de (2.3), devient 

(6.8) r a' (v). (~-:;) (x) J Vw2 (x) 1
2 

dx = ,\l Li b' (:;) . (~-:;) (x) 
2 dx • w2(x) 

J &G 

Ce qui donne 

I&G 
(a(~) - a(v)) (x) Jvw2(x) 1

2 
~ Àl 

f&G 
(b (u) - b (v)) (x) 2 

w
2

(x) dx 
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puisque a est concave et b convexe. Par suite II(l.19) implique 

Et donc est un vecteur propre associé à u et Àl . Ce qui implique, d'après 

la Proposition II.1.1, 

Cela termine la démonstration de (iii). 
00 

Démontrons la propriété (iv). C est un convexe faible* fermé de L (Q) , a,B 
et connue B < +00 , il est faible .. compact. Posons 

00 

D'après (2.11) K est faible* compact. J étant faiblement-* continue sur L (Q) 

atteint donc son minimum en au moins un point de K. • 
Proposition 6.2. (Mêmes hypothèses que dans la Proposition 6.1. 

Si a et b sont définies ~ des fonctions al, et lb alors la relation 

(6.6) est équivalente_!: 

(6.9) 

et 

(6.10) 

où 

(6 .11) 

Démonstration """----------...... -

(6.12) 

3 e '7 0 vérifiant 

g(u;x) ~ e 

g(u;x) fr e P·P• X e: Q = t X E: Q ; U ( X) > Cl.} 
Cl, 

g(u;x) = âl.'(u(x)) jv'w(u;x) J
2 - Àl lb'(u(x)) w2(u;x) • 

On pose 

e = 
T) 



La relation (6.6) s'écrit alors 

l6,13) r {e - g(ii;x)}{v(x) - Ü(x)} dx ➔ 0 
) Q 
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YvÇ:;C ô" 
a,P 

Supposons que (6.9) ne soit pas vérifiée. Alors on peut considérer une partie Q.
1 

de Q~, de mesure non nulle, telle que 

( 6. 14) { e - g (u; x) } <. 0 p.p. XE: Ql 

Si l'on prend dans (6.13), comme fonction v, la fonction 

v(x) 

sur 

on obtient 

f { e - g (Ü; x) } dx ➔ 0 
J Q 

1 

ce qui contredit (6.14). 

On démontrerait de la même façon (6.10) . • 
Si B - +00 les relations se simplifient et on obtient 

Corollaire 6.1. Si S = +00 , la relation (6.6) est équivalente à 

3 e > 0 vérifiant 

(6.15) g(Ü;x) ~ e P•P• xe::.Q 

(6.16) (g(Ü;x) - e)(Ü(x) - a) = 0 p.p. xe:. Q 

où g est définie par (6.11). 

On pose 

(6.17) 
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Proposition 6.3. Sous les mêmes hypothèses que dans la Proposition 6.1 ~ si l'on 

suppose que : 

u 't(u,p) est quasiconvexe pour tout p ~ 0 

alors Ü e: C O t 1 t· d · bl' ~ (ou ·') ) si et seulement si a,., ~ so u ion~ pro eme a,!3 _ qa,(3 ______ _ (Ü,p) 

est point selle sur C O x !R de ':i(u,p) . De plus on ~ p < 0 . -- a,., 

~~!!!~!!~!:.E~!:.!.2!! : Le résultat énoncé, sauf p,;, 0 , est obtenu par application de 

la Proposition 5.4. 

Si p = 0 alors on a 

J(Ü) < J(v) 

ce qui est en contradiction avec (6.3), (6.2), • 
Corollaire 6. 2. (Mêmes hypothèses que la Proposition 6 .3). Soit Ü E: C 0 a,µ 
est solution du problème tj> 0 (_ou (!l_ 0 ) si et seulement si - a,., a,., --

(6.18) 

et J p vérifiant 

(6,19) 

(6.20) \/ ve. C a a,µ 

Démonstration La Proposition 6.3 montre que la condition est nécessaire. 

Montrons que la condition est suffisante. Soit 

contrainte 

alors (6.19) et (6.20) montrent que 

J(Ü) ~ J(v) 

Ve: C Q 
C. 'µ 

et donc u est solution du probleme f() 
'"'u , s et donc du problème 

vérifiant la 

q Q • a,µ 1 

alors -u 
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Remarque 6.1, 

<.i(u,p) sur 

Une condition nécessaire pour que soit point selle de 

est 

J(v) - J(u) + p À'(u).(v-u)? 0 Vve.c O • 
Cl,µ 

Par conséquent p est l'une des constantes ~ 

si n existe et est unique alors le problème 

de la Proposition 6.1. Et par suite, 

n* admet une seule solution. lo(.,o:, r, 

Ap~lication 6.1. Examele 1. On a 

et donc, d'après (2.7) , 

Si l'on choisit 

(6.21) 

et si l'on pose 

(6.22) 

on a 

1 < y < 6 

u (x) _ y 
y 

Vxe:.n 

Donc les hypothèses (6.3) et (6.4) sont vérifiées. On va pouvoir par conséquent 

appliquer les résultats qui précédent en distinguant les deux cas 6 < +00 et 

/3 = +oo 

1er cas. /3<+00, 

Le problème admet une solution au moins. 

Soit us. C /3 a, 
seulement si 

(6.23) 

et 

(6.24) 

vérifiant (6.5), u est solution du problème 

3 e ~ 0 tel que 

IVw(u(x);x) 1
2 ~ e P·P• 

P•P• Xe: Q 
Cl 

~ 
o; '6 

si et 
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Nous allons montrer que cette constante e est indépendante de la solution u, 

Soit 

6.1 on a 

-v une autre solution du problème 'f a • Alors d'après la Proposition a,µ 

De p 1 us 3 e ' > 0 te 1 que 

et 

Jvw(u(x);x)J
2 

7 e' 

Posons 

w(v) = w(u) 

P•P• 

p.p. XE. Q' = {x;v(x) > a,} 
a, 

Q2 = {x;v(x) 7 u(x)} 

Constatons que si u est différent de v alors mes Q1 et mes Q
2 

sont différentes 

de zéro puisque 

D'autre part on a 

XE:. Q_l => xËQ 
a, 
n Q 1 

s - ~ e ~ 1 Vw(u(x) ;x) 1
2 
~ e' P•P• X€ Ql 

et 

XE: S12 ~ X É Q~ () QS ) e '~ 1 Vw(u(x) ;x) J 
2 
~ e p.p. XE n

2 
. 

Toutes ces inégalités impliquent 

e = e' . 

2ème cas. S = +oo 

On ne sait pas si le problème 1a, admet une solution mais on sait 

caractériser cette solution. Soit ÜE C a vérifiant (6.5), Ü est une solution du 
a,'µ 
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problème ~a si et seulement si 

3 e > 0 tel que 

(6.25) p,p. XE: Q 

(6.26) (lvw(û"(x);x)l
2 

- e)(u(x) - a)= 0 p.p. xe:. Q. 

De même que dans le cas précédent on montrerait que e est indépendante de la 

solution u de qa 

On a 

On considère toujours la même fonction u~ définie par (6.22) avec ~ vérifiant 

(6.21). On a 

À(u) = _]_ (l+o) Àl > Àl . 
y a+à 

Par application des résultats obtenus dans ce paragraphe on obtient 

1er cas . - - - -

Le problème (f f3 admet une solution au moinso 
a, 

Soit ÏÏ€C f3 a, 
vérifiant (6.5), u est une solution du problème 0 

~ a, f3 
seulement si 3 e > 0 tel que 

(6.27) 

(6.28) Jvw(Ü(x);x) j 2 -- Ài w (u(x) ;x) ~ e 

p.p. 

P•P• X E:. Q • 
a 

si et 

Comme dans 1 'Application 6. l. on peut montrer que cette constante est unique. 

2ème cas . f3 = +oo. - ... 
.. 

On ne sait pas si l'on a existence de solutions du problème q . La 
a 
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wndition nécessaire et suffisante est la même, l'inégalité (6.28) étant remplacée 

par une égalité. C'est l'exemple que nous avions traité dans [9] mais nous n'avions 

pas démontré que e était strictement positive. L'idée de comparer les problèmes 

Q et q est due à D. SERRE. 

Remar9.ue 6.2. Dans les deux exemples qui précèdent, la condition 

suffisante pour que u soit solution de q 
a,S ne dépendait pas 

de u car a et b étaient des fonctions affines de u . Nous 

t~aiter un exemple où il n'en n'est plus ainsi. 

Les fonctions u et u vérifient 
a Y 

À ( u ) 
a 

À(u) = y
2 À > Àl . 

y 1 

Enonçons les résultats obtenus 

1er cas. S < +oo 

Le problème 

la condition suivante 

g> 
a ,/3 admet une et une seule solution u 

3 e > 0 tel que 

(6,29) 
2 -

w (u(x) ;x) 
~ e P•P• XE: QS -3 

u (x) 

(6,30) 
2 -

w (u(x) ;x) 
?:-e p.p. Xe::. Q 

-3 a u (x) 

nécessaire et 

exp li ci t emen t 

allons maintenant 

caractérisée par 

Le problème 

vérifiant 

<Q* S , dual de 
a, 

~ /3 , admet une et une seule solution p 
a, 

-1 
P = - e f 

2 -w (u(x) ;x) 
3 

dx. 
Q "u" (x) 
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2ème cas. 

Si le problème P admet une solution celle-ci est unique et elle est 
a 

caractérisée par la même condition; (6.30) étant remplacée par une égalité. 

Seule l'unicité de la solution reste à montrer. Soit v une seconde solution 

de alors 3 e 1 > 0 tel que 

(6.32) 
2 -w (u(x) ;x) 

~ e' P•P• XE: Q t = {x;v(x) < 8} 
-3 8 
V (x) 

(6.33) 
2 -c w (u x) ;x) :r e' P•P• xsQ' = {x;v(x) > cd 
-3 

C\\ 

V (x) 

Posons 

r2
1 

= {x;u(x) > v(x)} 

Q2 = {x;ü(x) < v(x)} . 

Supposons u # v, alors les ensembles r21 et r22 sont de mesures non nulles. 

-3 2 - , -3 e u (x) ~ w (u(x); x) ~ e v (x) 

et l'on en déduit que 

e < e' . 

De même comme Q2 c Q~ () Qs on a 

e' < e • 

On arrive ainsi à une contradiction. 

(e,Ü) étant unique, la relation (6.12) montre que n est unique ainsi que p 
d'après la Remarque 6.2. 



7 - ETUDE DES PROBLEMES (}ta ,B . 

Sous les hypothèses de la section 2 on a le résultat suivant 

Proposition 7.1. 

(7 .1) 

Soit ue. C Q vérifiant la contrainte 
a ,1-' 

alors u est solution du problème (ita ,B 

que 

si et seulement si il existe 

(7. 2) À 
1 (u). (v-u) + 11 (J(v) - J(u)) ~ 0 Vve:.C Q' 

Cl '1-' 
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11 e: JR 

(ii) L'ensemble S(âla,B) des solutions du problème sa,B est convexe et 

w(u) est indépendant de u pour u e: S(ûla,B) . 

(iii) Si B < +00 le problème Ol a admet au moins une solution. - ....____ a' 1-' 

Démonstration 

tel que 

D'après les résultats d 'HALKIN [7] , on sait que 

(7. 3) 

(7. 4) 

(7.5) - µl À' (u). (v-u) + µ
0 

J( (u). (v-u),;:; O 

Si µ 1 = 0 alors (7.5) s'écrit 

µ (J(v) - J(u)) ~ 0 
0 

Si µ < 0 cela implique 
0 

Tandis que, si µ
0 

> 0 , cela implique 

VvE.C f3 a, 

VvE:.C Q 
Cl' 1-' 

tel 



Vve.C a 
a ,t-> 

Dans les deux cas c'est incompatible avec la définition de J et de 

suite on a 

Et donc (7.5) implique (7.2). 
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C a • Par 
a ,t-> 

Réciproquement soient üe C a et ne:.~ vérifiant (7.1) et (7.2). Soit 
a ,t-> 

ve:. C vérifiant la contrainte (7.1) alors (7.2) s'écrit : 
a,13 

;\'(u).(v-u) ~ 0. 

Et donc, puisque À est pseudoconcave 

Cela termine la démonstration de (i). 

Démontrons la propriété (ii). On pose 

Soit (iï, v) e: S x S et E;, e: [o, 1} . Soit 

s = s ( (R, Q) • 
a ,t-> 

On a 

u(E;,) E C a 
a ,t-> 

(J étant linéaire) 

et 

À(u(~)) >;.. Min(À(u) ,À(v)) = Sup (K, a • 
a,t-> 

Par conséquent u(~) est solution du problème (i{, R • • On 
o., \J 

démonstration comme dans le cas de la Proposition 6.1. 

termine alors la 

Le résultat (iii) est évident puisque on maximise une fonction faible-* s.c.s. 
CO 

sur un compact faible-* de L (n) • 
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Proposition 7 .2. Si a et b sont définies par des fonctions ffl. et tb alors 

la relation (7.2) est équivalente à 

J e e1R vérifiant (6.9) et (6.10) 

où g est définie par 

(7. 6) g(u(x),x) = ID.'(Ü(x))!Vw(u(x),x)l 2 
- À(u) ll>'(u(x)) w2 (u(x);x) • 

Démonstration: On fait la démonstration conune dans le cas de la Proposition 6.2 

mais (6.12) est remplacée par 

(7. 7) e = - n r 2 -( lli(u(x)) w (u x),x) dx. 
JQ 1 

On peut appliquer les résultats qui précèdent et par conséquent si 

Ü E:. Ca ,B et vérifie (7 .1), Ü est solution du J?roblème 6-ta,B si et seulement si 

3 e e::. .IR tel que 

(7.8) 
2 -w (u(x) ;x) 

3 ~e 
Ü (x) 

P•P• 

(7. 9) 
2 -w (u(x) ;x) 

~e 
ü 3 (x) 

P•P• 

Conune u(x) = B n'est pas solution de ~a,i3 , on en déduit que. mes n8 ,fo 0 

et donc (7.8) implique 

e > 0 • 

On démontrerait conune dans le cas de l'application 6.3, que l'existence d'une 

solution implique l'unicité de cette solution. Et par conséquent si i3 < +~ on a 

existence et unicité de solution du problème C\,s 
Nous allons appliquer les résultats du paragraphe 5 au problème, c'est pourquoi 

nous supposerons que 

(7.10) 
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Et nous allons considérer les fonctions ua définie par (6.1) et uS définie par 

( 7 .11) 

Ces fonctions vérifient 

(7.12) pour tout UEi.C Q ex,µ et u 'f u.:, 

Nous supposerons que 

(7.13) pour tout 

On introduit le problème 

Constatons que les hypothèses (5,3) et (5.8) sont vérifiées. En effet 

et 

] u
0 

e: C tel que 

D'où 

J(u ) 
a 

et pour tout ue:.C a 
o.'µ 

Proposition 7.3. Sous les hypothèses (7.10), (7.13) alors 

(i) les problèmes ŒL 
o.' f3 

et ~ 
a' f3 

sont équivalents 

(ii) la constante n intervenant dans (7.2) est positive . 
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Montrons que, si S vérifie (7.10) alors on a (7.13). 

Soit u e:.ca,S , u ~ us , on a, d'après II.(1.12), II.(5.11)> 

f Q 
lvw(us,x) 1

2 dx 

À(u) ~ < À(u
13
) • 

2 

IQ 
w (us ,x) 

dx 2 u (x) 

Ce qui démontre (7.13), 
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IV - DISCRETISATION DES PROBLEMES PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS. 

Dans tout ce chapitre on suppose que les hypothèses de la section III.2 ainsi 

que III.(6.3) et III.(6.4) sont vérifiées ; a et b étant définies par des 

applications âl. et lb de ]o,+ 00 [ dans ]o,+ 00 [. D'autre part on supposera, bien 

que cela ne soit pas nécessaire, que le domaîne Q est à frontière polygonale. 

Enfin nous ne traiterons que l'approximation des problèmes 

Gta,S pouvant être résolus par des méthodes semblables. 

1 ... APPROXIMATION DES ESPACES. 

, les problèmes 

Soit fh une triangulation de Q • On suppose que cette triangulation 

vérifie les hypothèses habituelles suivantes : (cf. CIARLET [4], STRANG et FIX 

[2ï]) 

(i) la réunion des triangles fermés de CC h est , Q , 

(ii) tout triangle de '( h a un diamètre inférieur ou égal à h , 

(iii) deux triangles de %'h ont, soit une intersection vide, soit une 

intersection réduite à un côté commun ou à un sommet commun, 

(iv) 't'h est une suite réguliè.re de triangulations de Q , c'est-à-dire si 

~(h) est le plus petit des angles de tous les triangles de "Gh on a 

~(h) ~ e > 0 pour tout h , 

(v) si mes r
2 

~ 0 alors les extrémités communes de r 1 et r 2 sont des 

noeuds de la triangulation. Et elle vérifie l'hypothèse supplémentaire suivante 

(vi) si 8(h) est le plus grand des angles de tous les triangles de ~h on a 

On désigne par s 1 , s 2 , . . . , sM les sommets de la triangulation, par ':fh 

l'ensemble de ces sommets et par T1 , T2 , ... , Tp les triangles "Ch. Si N est le 

nombre de sommets de la triangulation 'G'h non situé sur r1 , on peut supposer, 



sans nuire à la généralité, que ces sommets sont s
1

, s
2

, ..• ,sN , 

Soit Wh l'ensemble des fonctions affines sur chaque triangle de ~h, 

continues sur ~ et nulles sur r
1 

. On a donc 

(1. 1) 

et 

dim Wh = N . 

IV,2 

On désignera par ~l,h, ~Z,h , ... , ~N,h la base habituelle de 

... , wN les composantes suivant cette base d'un vecteur wh de 

les relations 

Wh et par w1 , w2 , 

Wh. On a donc 

(1.2) 

(1.3) 

On écrira (1,3) sous la forme 

Pour tout 2 -
w e: '-és <~) n w 

où est la fonction de 

On a d'après [2s] 

Lemme 1.1. Pour tout ----
WE. %

2
(1î) , wh = rhw 

w e: w 
et 

on définit 

telle que 

w(s ,) 
J 

~, h. 
]. ' 

J = 

et tout h>O il existe 

converge vers w dans 

telle que si 

h tend vers 

00 

On va maintenant approximer en un sens faible le convexe ca,S de L (~) 

0 • 

Soit Uh l'ensemble des fonctions constantes sur chaque triangle de c(h. L'ensemble 
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(xh) des fonctions caractéristiques de ces triangles forme une base de Uh, On a 

(1.4) 

que l'on notera 

On pose 

p 

uh (x) = L uk xk (x) 

k=l 

C = C~,a () Uh. h,cx,S "" µ 

Pour tout ue:. C O on définit a,µ 

(1.5) 

où 

(1.6) r u(x) dx 
JT 

k=l, .•• ,P. 

k 

converge vers u dans L1 (Q) pour la 
00 

Lennne 1.2. Pour tout u e:. ca,S , qhu 

topologie forte~ qhu converge vers 

si s < +00 • 

u dans L (Q) pour la topolo~~L
00

,L
1

) 

Démonstration --·----------- On démontre facilement que 

fort . 

D'autre part donc est borné dans 
00 

L (Q) , par suite 

u dans 
00 

L (Q) • 
1 

Notation. On désignera par M (R) l'anneau des matrices carrées d'ordre m à 
m 

coefficients réels. On notera par ( , )e le produit scalaire habituel de Rm 

m 

(x,y)e = L xi Yi ' 
i=l 

l'orthogonalité par rapport à ce produit scalaire sera noté _J . 



2 - APPROXIMATION DU PROBLEME SPECTRAL. 

On va approximer le problème spectral par 

trouver (wh ,;\) e:: Wh x IR tel que 

(2 .1) 

Le système (2.1) s'écrit 

(2.2) V 1 = 1, ••• ,N 

où 

(2.3) a,. (uh) = ( a(¾) (x) 'ile/>, h(x)•'ilc/>. h(x) dx 
1J )Q 1' J' 

(2.4) b, . (uh) = fQb(¾)(x) c/>i,h(x) c/>. h(x) dx, 
1J J ' 

ce qui s'écrit 

(2.5) a, .(uh) = ~ fü(u.) f V~. h(x)•V~. h(x) dx 
1J G k )T 1, J, 

k=l K 

(2. 6) b .. (u.) = ~ Tb(u.) r c/>. h(x) 4>. h(x) dx . 
1,J h W k "T 1, J, 

k=l K 

On pose 

(2. 7) 
A 

A "' (aij(uh)) e:. ~(1R) 
uh 

(2 .8) 
A 

(b, . (uh)) e:. ~(1R) B = . 
uh 1J . 

Le problème spectral (2.2) s'écrit sous la forme matricielle suivante 

(2. 9) 

IV .4 

A 

Les matrices A 
¾ 

sont symétriques définies positives, Par conséquent 

le problème spectral (2.9) est classique. On sait qu'il admet N valeurs propres 

strictement positives et que les sous-espaces propres sont orthogonaux par rapport 

au produit scalaire défini par B ou par Â • Désignons par À h(uh) la plus 
uh ¾ 
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petite valeur propre/ on a 
1' 

(A wh, wh)e 
~ 

(2 .10) Àh (uh) = Inf = ,,.. 
wh)e wh.:.Wh (B Wh' 

uh 

Inf 
wh e: Wh JÔ. b (uh) (x) 

Wh =/: 0 

Lemme 2. 1. Il existe ~ ~ ~ seul couple (,\ (~), wh (uh)) e:. 1R x Wh vérifiant 

(2. 9) , 

(2 .11) 

et 

(2.12) 

De plus Àh(uh) est ~plus petite valeur propre du problème (2.9), elle est 

simple, elle vérifie 

(2. 13) 

et enfin on a 

(2.14) Vk=l, ... ,N 

Démonstration: On a unicité parceque les sous-espaces propres sont orthogonaux 
A 

par rapport au produit scalaire défini par B 
~ 

L'existence et les propriétés énoncées découleront du Théorème de Perron­

Frobenius appliqué à la matrice 
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parceque l'on a le résultat suivant 

Lemme 2.2. La matrice C est~ matrice strictement positive (c'est-à-dire 
uh 

les éléments de cette matrice sont strictement positifs). 

~§~~g~f!~!i2g : Nous allons montrer que les éléments non situés sur la diagonale 

de Î sont négatifs ou nuls. 
~ 
Les seuls éléments à considérer sont a .. (u.) dans le cas où s. s. est 

iJ n i J 
un côté d'un des triangles de 'G'h • 

s. 
i 

s. 
J 

Dans ce cas-là on a d'après (2.5) 

----+ ~ s s. s s. 
m i m J fü(u ) 

2 r 

ce qui, d'après l'hypothèse (vi) que l'on a faite, montre que 

a .. (u. ) = 
iJ n 

~ ---'- 11' 
si sisksj = sismsj = 2 

sinon. 

Remarquons que si a .. (uh) = 0 alors a. (u.) 1-0 et a . (u.) -:/= 0 • 
iJ im n mJ n 

On va maintenant montrer que 

Q étant connexe cela implique que 

est irréductible. 

s. s. est un côté d'un triangle de <Ch pour tout Q, = l, ••. ,m-1 • 
J Q, J Q,+ 1 

j = k et 
m 
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D'après la remarque précédente on peut supposer que 

V t = 1 , •.. , m- 1 

et par conséquent est irréductible. 

On peut alors appliquer le résultat de VARGA [28] p.85, et par suite 

/' 

Cormne B 
uh 

A 

est une matrice positive régulière, C 
uh 

strictement positive . • 
Lermne 2.3. Les applications 

sont continues. 

On a posé 'U.h = Uh n 'U, • 

est donc une matrice 

Q.§~~!!-~!:E~Ü~!!-: On ne notera pas, pour les éléments de Uh et Wh, l'indice ho 

Soit (n) ,- qJ__ 
u ,::.... h tel que 

Les applications âl et lb étant continues de ]o,+ 00 [ dans Jo,+ 00 [ on a 

où c est une constante indépendante de n. Cette relation montre que 

est borné dans lR. Il en est de même de w(u(n)) 

Donc on peut extraire une sous suite telle que 

(n.) 
Àh(u 1.) 

(n.) 
1. w(u ) 

* -->- À 

puisque 
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'iJ étant un opérateur linéaire de Wh dans un espace de dimension finie, 

on a aussi 

'ïJ 
(n.) 

1 
w(u ) 

Constatons que 

Les expressions de 

(n.) 
a .. (u 

1 
) 

lJ 

(n.) 
1 

b .. (u ) 
lJ 

et 

'vw*. 

(oo) 
a .. (u ) 

1J 

(oo) 
b .. (u ) • 

lJ 

montrent que 

Et donc si l'on passe à la limite, dans l'expression 

A (n.) 
A w(u 1

) 
(n.) 

l 
u 

on obtient 

Ce qui, d'après 

I\ * 
A (oo) w 

/\ 

= XYr B (oo) 
u u 

le Lemme 2.1 implique 

À 'k = À (u( 00
)) 

h 

* = w(u( 00
)) w . 

* w 

(n.) 
1 w(u ) 

L'unicité des limites montre que ce sont les suites toute entières qui 

convergent vers Ah(uœ) et w(u(
00

)) • ■ 

Comme dans le cas continu on va démontrer la 

Proposition 2.1. Les applications 



sont différentiables en~ point 

(2.15) À 1 (u(o)) v = 
h h ' h 

IV.9 

J~{fü'(~
0 )(x))iVw~ 0 )(x)l 2 - À~o) fu'(u~ 0 )(x)) w~0 )(x) 2} vh(x) dx 

f~ lli(~ 0 )(x)) w~0 )(x) 2 dx 

où 

et 

Démonstration: On ne notera pas l'indice h pour les éléments de Uh et Wh . 

On considère la fonction: 

de 

où 

Soit 

et 

A A 
Fh(u,y) = A w - AB w u u 

U X 
h 

(Wh X [R) dans Wh 

y = 

u(o) e: CU 
h 

on pose 

A(o) I' 

A = A loi ' 
u 

w(o) = w(u(o)) . 

(w, À) . 

,,.. 
B (o) ' 

u 

d - . - . 11 d . ( (o) (o) À(o)) Les erivees partie es e Fh au point u , w , 

3Fh 
(-) w e:. Wh 3w 

0 

3F 
h 

C 7ïr) À E- 1R 
0 

: u e 'Uh 

--+ 

~ 

--,.. 

'i!°i - i o ) B ( o ) w e. Wh 

- À i<0
) (o) W 

w e: h 

(b! .(u(o)),v) 
iJ 

Remarquons que d'après (2.5), si u(o) = (~o)) et V= 

sont 

on a 
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(2.16) a!. (u(o)) .v = f--, âl' (uk(o)) vk J V</>. h(x) .V<P. h(x) dx 
1J L T 1, J, 

k=l K 

(2 .17) 

De même 

Admettons pour l'instant le lemme suivant : 

Lemme 2.4. est~ isomorphisme de 
ft:> ( 0 ).li 
IL\. X W sur 

On peut alors appliquer le théorème des fonctions implicites à la fonction F 

définie sur 

Et on termine alors la démonstration comme dans le cas continu. ■ 

Démonstration du Lemme 2.4. -----~-----------. ---------- est un isomorphisme de 
(o) 11 

w sur 

est un isomorphisme de IR sur 1(o) w (o) . 

Par suite 

0 

est un isomorphisme de ~ X w 

il 
B(o)w(o) 0 w(o) 

(o)Jl. sur 

Proposition 2.2. La propriété suivante est vérifiée 

(2.18) 

Démonstration: 

f~~(uh(x)) w~(uh;x) dx 

J~~(vh(x) w~(uh;x) dx 

Elle est identique au cas continu. 

On en déduit: 



Corollaire 2 .1. Àh ~ pseudoconcave (~ donc quasiconcave) sur 'Uh . 

3 - APPROXIMATION DU PROBLEME q S . a, 

On pose 

Et l'on va approximer le problème q 
a,S 

par 

q> 
a,S,h Inf J(uh) . 

uhe:ca,Snuh 

Àh(uh) = Àh,l 

On introduit également le problème 

~ a, S ,h Inf 

uhe: ca,S riuh 

Àh(uh)~ Àh,l 

IV .11 

constatons que la fonction 

que : 

u 
a 

définie par 111(6.1) est un élément de , Uh et 

(3.1) 

Proposition J. l. Si EE_ suppose de plus que 

(3.2) 

(3 .3) 

alors 

(i) les problèmes g> S h et ~ sont équivalents a, , a,S,h 
-·~ ~ 

(ii) uh e:. ca,S () Uh est solution du pro]:>lème g'a,S,h ou Qa,S,h si et· 

seulement si 

(3 .4) 
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et 

(3. 5) 

(iii) 

et wh (Üh) 

l'ensemble sé'a,S,h) des solutions du problème qa,S,h est convexe 

~ indépendant de uh pour uh e:: S (~a S h) • 
' ' 

(iv) ~ problème ~ ,S ,h 
admet au moins 

une solution. 

p~monstration La démonstration de cette Proposition est identique à celle de la 

Proposition III.6.1. 

Si 8 = +oo on a existence car pour uh e Ca ,S ÎI Uh, J(uh) est une norme. 

Proposition 3.2. une solution de cg O h • On pose a,µ, 

(3. 6) 

où 

(3. 7) 

alors la condition (3.5) est équivalente à 

3 eh > 0 vérifiant 

(3.8) 

et 

(3. 9) 

Démonstration On pose 

• I [2 lb (uh (x)) 

e "" - -----------
h 
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la relation (3.5) est équivalente à 

p 

,L { eh - i\ ( Üh) 1 ( v k -Ük) ;,, 0 

k=l 

ce qui permet de déduire (3.8) et (3.9). • 
Par application de la Proposition 111.5.4 on montre le résultat suivant 

Proposition 3.3. Si l'on suppose~ pour tout p ~ 0 la fonction 

est quasiconvexe, alors 

et seulement si (~,ph) 

De plus ~ ~ ph < 0 • 

uh est solution du problème 

est point selle de !:th (u,p) 

() 
-a,3,h 

sur Ca, B (l 

Sl 

Nous allons maintenant étudier dans le cas de l'exemple 1 la convergence de 

ce problème <J lorsque le pas de discrétisation h tend vers zéro, a,B,h 

Proposition 3.4. 

résultat suivant 

(i) 

et 

Dans le cas de 1 'app lica tian III. 6 .1 ~ ~ 

= Inf f 
a,B 

B < +00 on a le 

(ii) ~ peut extraire de la suite uh une sous-suite convergeant~ une 

solution U du problème B'a,B • 

Nous allons tout d'abord établir quelques résultats préliminaires. 

Le:nme 3.1. et 

Démonstration voir ST?u\NG et FE •. 21' --------------

Lemme 3. 2. Pour tout 

lim 
h-o 

ll E:. C 
a:' B 

on a 

lim \, l = ).1 . 
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Démonstration: D'après (2.10) on a 

JQ qhu(x) Jvrh w(u;x)l
2 

dx 

Ah(qhu) ~ - J 2 
rh w(u;x) dx 

Q 

D'où 

Les c. désignent dans tout ce paragraphe des constantes indépendantes de h • 
1 

Comme 

on en déduit 

Et par conséquent on peut extraire, des suites Àh(qhu) et wh(qhu) , des sous­

suites Àh1 (qh,u) et wh1 (qh 1u) telles que 

- w* dans W faible et dans L
2

(Q) fort 

Si l'on écrit la relation (2.1) pour ce problème spectral avec wh = rhw 

où w e:. W on obtient 

( 
1 wh ,(qh ,u;x) rh, w(x) dx . 
.. n 

Or est constant sur chaque triangle de 'C h 
pour tout 

conséquent d'après (1.5), (1,6) le premier membre de cette égalité s'écrit 

r 
jr2u(x) Vwh1 (qh 1 u;x).Vrh 1 w(X) dx. 

On peut alors passer à la limite et, grâce aux Lemmes 1.1 et 1.2 on obtient 

et par 
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J St u(x) Vw*(x). yw(x) dx = À~ J St w1t-(x) w(x) dx 

et ceci pour tout w E:. W. 

Comme w* vérifie II.(1.17) et II.(1.18), la Proposition II.1.1 permet d'affirmer 

que 

A (u) 

w(u) 

* = À. 

et que ce sont toutes les suites ;\ (qhu) et wh (qhu) qui convergent vers >.(u) 

et w(u) • • 
Lemme 3. 3. Soit 

00 

de L (St) alors 

Démonstration 

uh E:. C Q , si o..,µ converge vers 

lim sup ,\(uh) .( À.(u) . 
h➔o 

D'après (2.10) on a 

(3 .11) 

JSG uh(x) lvrhw(u;x)l
2 

dx 

Àh(uh) ~ 

JSGJrh w(u;x)j
2 

dx 

Et en passant à la limite on obtient le résultat • 

u pour.!!!. topologie faible* 

• 
~émonstration de la ProEosition 3.4 Puisque Àh est concave sur ca,Sr1 Uh on a, 

d'après la Proposition 3.3 

(3.12) J(uh) ~ J(vh) + ph(,\Cvh) - '\, 1) 

Si l'on écrit cette inégalité pour 

où 

Vxe.SG 

on obtient alors 
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J(ua) - J(uf3) 

f3 - 1 

On peut donc extraire des suites 

telles que 

et ~ , des sous-suites 

,,.. 
dans L"°(Q) faible ~' --+ u * 

A. 

ph, p dans IR -
Soit ve:.C ~ 

oC.' ' si l'on passe à la limite dans (3 .12) 

on obtient, compte tenu des Lemmes 1.2, 3.1 et 3.2, 

(3. 13) J(Û) ~ J(v) + p(Â(v) - \) 

et ceci pour tout v €. c01,\'> • 

D'après le Lemme 3.3 on a 

(3 .14) 

avec 

Les relations (3.13), (3.14) et le Corollaire III.6.2 montrent que 

du problème !f~,~. 

IV .16 

et 

..... u est solutior 

Donc on vient de montrer la partie (ii) de la Proposition. Cette démonstratior 

montre que toute valeur d'adhérence faible* de uh est solution du problème 

et donc toute valeur d'adhérence de vaut Inf g' 0 h • L'unicité de 
Ci,µ, 

cette valeur implique (i) . 
1 
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~ - RESOLUTION DU PROBLEME DISCRETISE. 

On va utiliser la méthode du Lagrangien augmenté (cf. [19]). Nous allons 

décrire cette méthode dans le cadre abstrait du paragraphe III.5, et on fait les 

hypothèses 111.(5.1), 111.(5.3), 111.(5.8) et 111.(5.7) • Le Lagrangien jusqu'à 

présent considéré était celui défini par 111.(5.16) c'est-à-dire 

( 4 .1) (u,p) e:. C x IR._. 

Nous allons maintenant étudier celui défini par 

(4.2) 

pour (u,p)e:.C x(R_. 

Constatons que l'on a 

{

J(u) 

r-!i, (u,p) = 
E J(u) 

+ 1s(A(u)-A
1

)
2 

+ p(À(u)-A
1

) 

2 
-~ 

2 

si 

Proposition ~...:l.· Si (u,p) E.. C >< IR_ est point selle ~ C >< IR du Lagrangien 

~(u,p) alors (u,p) est point selle ~ C x IR~ de =i' s (u,p) • 

Démonstration : Si (u,p) est point selle de q/;,, (u,p) sur C ><-IR_ alors, 

il est.facile de voir que· 

et 

(4.5) 

Par suite 

(4. 6) V P ~ o 

t.J.,E (u,p) = 



or ~(u,p) -2 
{, J( U) - p E 

par conséquent 

(4. 7) 

A(u) - À ? - p E 
1 

Vu e:.C. 
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Les relations (4.5), (4.6) et (4.7) impliquent que (Ü,p) est point selle de 

r;f (u,p) 
f_ 1 

Proposition 4.2. Si (üe,Pe) est point selle sur C x IR de ~€.(u,p) alors uE 

est solution du Eroblème <J>. 

Démonstration: Soit (Üs,ps) un point selle sur C x R 

a les deux inéquations suivantes : 

(4.8) 

(4. 9) 

Deux cas sont à considérer: ps = 0 et Ps / 0 . 

1er cas 

( 4. 10) 

P = 0. Alors 
E 

,\ eu > ?:- ,\1 ; 
€. 

car si A (ÜE.) - A1 < 0 alors (4 .8) implique 

(4.9) s'écrit 

(4.11) 

de ~/u,p) alors on 

Cette relation et (4.10) impliquent que uÊ est solution du problème Q et donc 

du problème g> 

2ème cas Pe 1 0 . Alors on a 

(4.12) 



En effet si 

pour tout p 

,\ (Ü ) - Àl ~ E: 

<. - p ,E 
E. 

P c ,\ eu ) - À ) -:s: 
E: 1 

dans un voisinage de 

- PE: ,E: alors, (4 .8) 

2 - 2 
PE 

alors, (4.8) montre que, 

Ps ; et par suite on a 

implique 

- .E__ E. < 2 ... - --E: 
2 V p e:. [i>E: ,oJ 

ce qui est absurde. 

(4.9) s'écrit: 

J(u > 
E 

ce qui implique 
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( 4 .12) • Si 

(4.11) J(ÜE) ~ J(u) oour tout u appartenant à c vérifiant À(u) = Àl. 

Et donc la relation (4.12), (4.13) montre que u 
E:. 

est solution du problème q 
1 

Par conséquent si le problème ~• admet une solution au moins, et si l'on fait 

l'hypothèse supplémentaire (III.5.21), ~(u,p) alors, admet au moins un point selle 

(Proposition IH,5.4) et donc, d'après la Proposition 4.1, 'ié(u,p) admet un point 

selle et la première composante de tout point selle de ...,_j, (u,p) est solution du pro· 
E:. 0' ,.Q blème _1 • Pour trouver un point selle de \'.?. (u,p) on considère l'algorithme suivan1 E: 

on part de p (o) E: JR_ on calcule 
(1) (1) (n) (n) 

u ,p , ... ,u ,p' 

(4.14) 

et on pose 

(4.15) 

On de~term1.'ne u(n+l),...... C ' · • · C =- qui m1.n1.m1. se sur 

u 

(n+l) ( (n) p = p + 
Â(Un+l) - À 
_____ 1)_ 

E: 

Revenons à notre problème <i . On suppose que (3.2) et (3.3) sont vérifiés 
a ,S ,h 
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alors ce problème admet au moins une solution. En général (III.5.21) n'est pas 

vérifiée (sauf si À est concave) néanmoins on considèrera cette méthode, les 

essais numériques (cf. §.5) ayant montré que cette méthode pouvait nous donner 

de bons résultats. 

Le problème (4.14) admet au moins une solution sur ca,S n uh) V~ c ]1, +oo] 

car 

et 

+00 quand uh 

Pour résoudre le problème (4.14) on utilise une méthode de gradient, Et donc 

à chaque étape de cette méthode on doit calculer Àh(~) . D'après (2.15) on doit 

donc calculer 

c'est-à-dite calculer la plus petite valeur propre du problème spectral (2.9) et 

le vecteur propre positif correspondant. Pour déterminer cette valeur propre on 

utilise la méthode classique dite de la puissance inverse itérée . 

5 - RESULTATS NUMERIQUES. 

On a testé la méthode dans le cas de l'application III.6.2 où l'on a 

pris Q = Jo,1[ et comme conditions aux limites 

w(O) = w(l) = 0 . 

On a pris pour S 

S = +oo • 

Pour des raisons de symétrie on peut se limiter à 1 'ouvert ]o,1/2[ en prenant 

w'(l/2) = 0 • 
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On peut obtenir la solution explicitement en résolvant les conditions nécessaires 

et suffisantes III.(6.27) et III.(6.28) ; w(u) vérifiant 

(uw')' + Àl (u+ô)w = 0 

w(O) = 0 

w'(l/2) = 0 • 

On obtient 

s ch 2 1½ X ô ô 0 

ch
2 (2 +a) 2 

0 .$ X~ X 

~X 
0 

u(x),= 

l a xo ~ X~ 1/2 

et 

w(ü;x) = 

w o-------
cos µ(x - 1/2) 

1 
cos JJ(x - 2) X ,$ X~ 1/2 

0 

0 

où 

JJ 

x est la solution de 
0 

et 

On peut calculer 

M = 

On a pris 

1 

~ 
th n;: x 

1 
= - - cotg µ(x - 1/2) 

JJ 

w est obtenue par normalisation. 
0 

le poids minimal : 

rl sh 2n;: X ô 

JO 
u(x) dx 0 

( a) = . -+ 

~ 
2 

ô = 1 et Cl = o.,s 

(1-2x )a - ô + X 
0 0 



IV ,22 

et alors M = o.685 229 ... 

On a découpé l'intervalle [0,1] 

Pour les essais numériques on a pris 

en N
1 

intervalles de longueur h - 1 - N . 
N1 = 20, On a obtenu au bout de 5 itérltions 

dans la méthode de la puissance inverse itérée une valeur approchée de Àl,h 

"l,h * 4,944 78 • 

1 - cos 
(En fait <2 + cos 4. 944 957 3 ··••• 

alors que 

,rr2 . 
Àl = l+g = 4. 934 802 2,,.) 

On n'a fait qu'une seule étape dans 
N 

la méthode du &radient. Si l'on ·appelle 

(n+l) = (u~n+l) e:. IR 1 
uh i. 

le vecteur ainsi obtenu, celui-ci est défini par 

où 
(n) 

v. 
l. 

1 ~ i ~ N 
1 

est le gradient normalisé pris au point 

et 1[ est la projection sur [a,+ 00 [ , 

où 

On a pris pour test de convergence 

( (n+l)) 
g uh = Max 

l~i~Nl 

(n+l) > u. a 
l. 

1-3-'!, (u (n+l) 
3u. E,h h ' 

l. 

de la fonction 

On est sorti de l'algorithme au bout de 18 itérations en prenant 

p = 3 ' 
(o) 

p = = 10- 3 et 1 . 
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Les résultats obtenus sont indiqués par le tableau 1, et 

~ 
(18) u((i 1 

u, - -)h) 
1. 2 

1 o. 9920 0,9923 

2 0.9558 0.9561 

3 0.8867 0 .8871 

4 o. 7911 o. 7916 

5 0.6767 0.6774 

6 0.5517 0.5527 

7 0.5000 0.5000 

8 0.5000 0.5000 

9 •, 0.5000 0.5000 

10 o.5000 0,5000 

M 0.6854 0.6852 

TABLEAU 1 

On a également considéré le cas de l'application III.6.3 avec ~ = ]o,1[, 

B = +00 et comme conditions aux limites 

w(O) = w'(l) = 0. 

On peut donc comme dans le cas précédent, résoudre les conditions nécessaires et 

suffisantes : III.(6.29) et III.(6.30) w vérifiant 

w" + i\ ';;!_ = 0 
1 2 u 

w(O) = 0 

w' (1) = 0 



On pose 

Soit (x ,0 ) 
0 0 

la solution du système 

28 - sin 28 
0 

- 'If - 4 
0 

tg S X 
0 

a s 

sin 2 8 

a 

tg e 
o. 

0 ~ 0 - (x -1) = 
3 0 

On obtient alors pour l'épaisseur de la structure 

u(x) = 

a 

a 

. 2 8 sin 
sin(8 (x)) , 

0 

tandis que la vibration est donnée par 

w(x) = w 
0 

où 8(x) est solution de 

sin sx 

__ a __ sin 3 8(x) 
. 2 8 sin 

0 

Ü ~ X~ X 
0 

28 - sin 28 - 'If - µ(x-1) = 0 

et 

On obtient le poids minimal suivant 

M = J1 
u(x) dx = a x

0 
+ -.-~--

o sin 8 µ 
0 

8 ) 
0 

+ sin 28 
0 
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sin 48 

8 
o} 

Afin de considérer les mêmes données physiques que [8] nous avons pris 

4 
10 îî 

if[= 0.130 2940 
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et Cl= 0.05 , 

cela correspond au cas p = 1 000 livres des articles cités. Dans ce cas on a 
0 

M = 0.114 034 • 

On a fait la même discrétisation que dans le cas précédent avec N = 20 
1 

et on a obtenu au bout de 5 itérations de la méthode de la puissance inverse itérée 

Al,h = 0.041 912 • 

On a tout d'abord effectué un essai en ne faisant qu'une seule étape dans la 

méthode du gradient pour résoudre (4.14) mais on a constaté une oscillation de la 

fonction test(n) • Aussi a-t-on préféré faire quelques itérations dans la méthode 

du gradient. Le problème (4.14) est donc résolu de la manière suivante 

(n,q+l) 
Uo = 

1 

où (v~q)) est le gradient normalisé pris au point 
1 

de la fonction 

et n est la projection sur 

On sort de l'algorithme au bout de 

{ 

qmax si 

le premier 

> 8 
m 

q < q tel que 
max 

étapes où q 
n 

1, .•. ,q 
max 

é 
m 

est définie par 



On prend alors 

(n+l) 
~ 
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Nous avons effectué un essai avec p = 0,15 , e. = 0 .. 001, e = 0 1 001 et on est 
m 

sorti de l'algorithme global au bout de 4 itérations en obtenant pour q1 , q
2

, q
3 

et q4 respectivement 5, 5, 5 et 1, c'est-à-dire que l'on a calculé 16 fois 

une valeur propre c'est ce qui en gros mesure le coût du calcul. On a obtenu 

Àh(u~ 4)) = 0.419 36 

J: ~4
) dx a 0.114 123 

et la fonction u~4) est donnée par le Tableau 2 où elle est comparée avec la 

solution u du problème continu. 

Tableau 2 

~ 
(4) u( (i 

1 . 
Uo - -)h) 

l. 2 

1 0.0500 0.0500 

2 0.0500 0.0500 

3 0.0596 0.0594 

4 0.0729 0,0727 

5 0.0842 0.0840 

6 0.0939 000938 

7 0.1025 0,1024 

8 0 .1101 0.1100 

9 0.1168 0.1167 

10 0.1227 0.1226 

11 0.1279 0.1279 

12 Oal325 0.1325 

13 o.1365 0.1365 

14 0, 1399 0.1399 

15 0.1428 0.1428 

16 0.1452 0.1452 

17 0.1471 0.1471 

18 0.1485 0.1485 

19 0.1495 0.1495 

20 0.1499 0.1499 
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