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RESUME 

Ce tome contient quatre exposés : les deux premiers sont des exposés de séminaires sur 
les travaux de leurs auteurs, le troisième est un travail original, le quatrième est une rédaction 
détaillée d'un résultat de J. Bourgain paru ailleurs. 

1. C* algèbres et analyse harmonique, par R. Exel. On applique le théorème de 
F. et M. Riesz non commutatif à un problème lié au théorème de Sarason sur H 00 + C. 

2. Opérateurs p-nucléaires et strictement p-intégraux, par C. S. Cardassi. On 
donne des conditions portant sur X ou Y pour que les opérateurs strictement p-intégraux : 
X -+ Y soient compacts ou p-nucléaires. 

3. Des sous-espaces de C(G) invariants par translation qui ont la propriété de 
Schur forte, par W. Schachermayer. Soit G un groupe abélien métrique compact, soit A 
un sous ensemble de son dual. On donne une condition suffisante pour que l'espace CA ( G) 
des fonctions continues à spectre dans A ait la propriété de Schur forte. 

4. Existence de vrais A(p), par H. Queffelec, d'après J. Bourgain. Il existe des 
parties Ede Z qui sont A(p) mais pas A(p + E) (2 < p < oo). 
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ABSTRACT 

This volume contains four papers : the first two are expository papers on their authors' 
work. The third one is an original work. The fourth one is a detailed version of a result of J. 
Bourgain which is published elsewhere. 

1. C* algebras and harmonie analysis, by Ruy Exel. We show an -application of 
the non-commutative F. and M. Riesz theorem to a question related to Sarason's theorem on 
the closedness of H 00 + C. 

2. Strictly p-integral and p-nuclear operators by Carmen Silvia Cardassi. In 
this note we present conditions under which every strictly p-integral operator is compact or 
p-nuclear, first independently of the range space and afterwards of the domain. 

3. Sorne translation invariant subspaces of C(G) which have the strong Schur 
property by Walter Schachermayer. Let G be a compact metric abelian group and A 
a subset of the dual group. We give a condition which ensures that the space CA(G) of 
continuous functions on G with spectrum in A has the strong Schur property. 

4. There exist true A(p)'s, after J. BourgainJby Hervé Queffelec. We give a 
detailed proof of the recent result of J. Bourgain on the existence, for 2 < p < oo, of subsets 
E of Z which are A(p)-sets, but not A(p + €)-sets if e > O. 
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Exposé n°1 
Ruy EXEL* 

c* ALGEBRAS AND HARMONIC ANALYSIS 

Année 1987-1988 

Abstract. We show an application of the non-commutative F. and M. Riesz 

theorem to a question related to Sarason's theorem on the closedness of H
00 

+ C • 

INTRODUCTION. 

In this notes we shall show an application of the non-commutative F 

and M. Riesz theorem [ 2] to a question related to Sarason's theorem on the 
00 

closedness of H + C [ 4]. The main ingredient in the proof of Sarason's 

theorem is the following : if f is a continuous function on the unit circle 

then the distance from f to the space H
00 

(in the uniform norm) is the 

same as its distance to the space of continuous functions in 
00 

H • 

Our main interest will be a non-commutative generalization of this 

* fact. We shall work in the setting of C -algebras and analytic sub-algebras 

as defined in [ 2] which we briefly des cri be below. 

The results presented here were communicated at the Harmonie Analysis 

Seminar, Université de Paris-Sud, centre d'Orsay on April 27, 1987. The author 

wishes to express his thanks to Prof. Myriam Dechamps for the oportunity to 

speak at this seminar. 

PRELIMINARIES. 

We should fix, throughout, a unitar c*-algebra A with a positive 

normalized trace -r and an analytiè subalgebra B. In precise terms -r is a 

continuous linear functional on A satisfying 

* i ) -r( a a) ;,, 0 

i i ) -r( 1) = Il -rll = 1 

i i i ) -r( ab) = -r( ba) 

VaEA 

va, b E A 

(*) Partially supported by Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e 
Tecnologi co-CNP , Brazil q, 
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While B is a (possibly non-self adjoint) closed sub-algebra of A 

satisfying 

. * 1 ) B + B i s dense in A 

ii) lEB 

i i i ) -r( XY) = T ( X) T( y) vx,y E B 

The kernel of the restriction of -r to B will be denoted by Bo. 

The Gel fand-Naimark-Segal representation of A [ 3] will be denoted by 

(n,H,ç;). That is, H is a Hilbert-space, TI is a *-representation of A by 

bounded operators on H which admits s as a cyclic vector and moreover satisfy 

-r( a) = < n( a) s, s > va E A 

Let be the von Neumann al gebra generated by the range of n 

and let ~o be the ultra weak closure of n(B
0

). The problem we shall 

dea l wi th i s the foll owi ng eq ua li ty 

(*) dist(ïT(a),~) = dist(a,B ), aEA. 
0 0 

* Themair. example is obtained when A is the C algebra of continuous 

complex valued fonctions on the unit circle, -r is given by integration against 

Lebesgue measure and B is the dise algebra. In this case (*) is true 

and takes the form: 

dist(f,H;) = dist(f,H;nC), fEC 

where C denotes the spaces of continuous functions on the unit ci rcle and 
00 

H
0 

is the classical Hardy space of bounded analytic functions on the open 

unit dise vanishing at the ori gin. 

Sarason's theorem follows easily from this formula. 

Another basic source of examples is given by right ordered groups [ 2]. 

If G is s uch a grouiJ let A be i ts reduced c*-al gebra (here we assume G i s 

given the discrete topology), -r be the canonical trace on A [ 3] and B be 

the closed subal gebra of A generated by the positive group elements 

togetherwith the identity operator (see [2]). In this case(*) is true 
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provi ded G i s amen ab 1 e and a proof of thi s res ul t may be found in [ 1] • 

THE MAIN KESULTS 

As for as we know -{*) is not known to be universally valid. We shall 

nevertheless be able to obtain soiœ positive results in the general case. 

To start the argument observe that given aEA one has for all 

b EB 
0 

Il a-b Il ;;,,, Un( a )-TT( b) Il ;;,,, dis t( n{ a) , n{ B
O

) )~i s t( n{ a), g
O

) 

Soit is clear that 

A standard use of the Hahn-Banach extension theorem provi des a 

continuous linear functional <.p: A+ C such that 

i ) 11<.pll = 1 

i i) <-P(B ) = 0 
0 

iii) J<-P(a)J = dist(a,8
0

) 

By the non-commutative F. and M. Riesz theorem [2] we may wri te 

where 

i) <.pais absolutely continuous with respect to 1" 

ii) <.p
0 

is singular with respect to 1" 

i i i ) 11<.pll = Il <.p 11 + Il <.p Il 
a a 

i v) <-Pa(B
0

) = <.p
0

(B
0

) = 0 

v) <.p
0

( 1) = O 

1. Lemma l<-Pc/a) 1 = 11<.pa~ .dist(a,8
0

). 

Proof. It bis chosen in B
0 

such that lla-bll ,;;;;dist(a,B
0

) + e: we have 

di s t ( a , B
O 

) = 1 <-P( a ) 1 ,;;;; 1 <.p c/ a ) 1 + 1 <.p c./ a ) 1 = 

= J-.? (a-b)j + J<-P (a-b)J,;;;;11<.p lllla-bll + 11<.p lllla-bll,;;;; a a a a 

,;;;; ll<.pall(dist(a,B
0

)+e:) + ll<.p
O

ll(dist(a,B
0

)+e:) = dist(a,B
0

)+e: 

In this chain of inequalities the increase at each step cannot 
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the refore be by more than E: • So i t foll ows that 

114) ll(dist(a,B )+€) ~ 14) (a)l+E: a o a 

Taking € to the 1 i mit we con cl ude that 

Il 4) Il 
a dist(a,B ) ~ 14) (a) 1 o a 

and si nce the converse inequality isclearly true the lemma is proved. □ 

2. Lemma. If 4) 1-0 then 
a 

Proof. Given that 4) -,. 0 let 1JJ = 114) u-l 4) so that a · a a 

i) ljJis absolutely continuous with respectto -r 

i i ) 11 ljJII = 1 

i i i ) lJJ( B
O 

) = 0 

iv) llJJ(a)! = dis(a,8
0

). 

In other words we may have chosen, under our present hypothesis, an 

absolutely continuous lP at the very start. Therefore by [2], proposition 1, 

there exists a normal linear fonctional ~ on a. such that 

i ) Ïj,rr ( X) = lJJ( X) 

i i ) Il ~Il = 11 lJJII . 

VxEA 

I t fo 11 ows th a t ~( g 
O

) = 0 s o for a 11 xE g we have 
0 

IITT(a)-xll~l~(TT(a)-x)! = !~(TT(a))! = !1JJ(a)I = dist(a,B
0

) 

whence 

dis t( TT( a) ,g ) ~dis t( a ,B ) 
0 0 

concluding the proof. □ 

3. Lemma. Suppose a= a0 +>...1 , >..EŒ and that then 

dis t( a' B ) = dis t( TT( a)'~ ) . 
0 0 

Proof. In view of the last lemma it clearly suffices to show that 4) / O. 
a 

Suppose this is not the case so that 114)
0

11 = 1 and dist(a,B
0

) = j4)
0

(a) 1-

We then have 
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On the other hand 

dist(a,B
0

) = dist(a
0
+À,B

0
);;i,dist{).,8

0
)-dist(a

0
,B

0
) ;;i, IÀI - lla

0
11. 

Note that we have used that dist{).,B
0

) = IÀI, a fact that follows easily from 

-r(À) = À, -r(B
0

) = O and li-cil = 1. 

Comparing the last two inequalities we have 

IÀI..;; 2lla
0

11 

contradicting the hypothesis. □ 

Fix a
0 

in A and define for all ÀEC 

D(À) = dist(a
0

+À,B
0

) 

~(À) = dist(TT(a
0

+À),~
0

) . 

As we have just shown D = ~ for À sufficiently large. Otherwise we have 

4. Lemma. Suppose D(À) /:~(À). Then D attains its minimum at À. 

Proof. Let a = a
0 

+ À and choose 4J, 4J and 4J as before. By lemma 2 a a 
we must have 4J = O. Observe that for all µEO:, XEB a o 

D(>-.) = dist(a
0

+À,B
0

) = )4J
0

(a
0

+À)j = l4J
0

(a
0

+µ-X)l :s;;lla
0

+µ-XII. 

Taking the infimum for XEB we get 
0 

op,) ..;;dist(a
0

+µ,B
0

) = D(µ) . □ 

Putti ng together the previ ous res ul ts we have 

5. Theorem. For every a EA there is a (possi'bly empty) convex open set 
0 

of complex numbers contained in {ÀEŒ IÀI ..;;211a
0

11} and a real positive 

constant K (see figure 1) such that 

i) for À<f,0. 

dist(a
0
+À,8

0
) = dist(n(a

0
+À),5W

0
) 

ii) for ÀES°2 

dist(a +À,B ) ~ K and 
0 0 

dist(TT(a
0

+À),~
0

) <K 
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'-----· ------------
.Il 

figure 1. Comparison between D and qJ 

Proof. Let K = inf D(À) and let 
)..E C 

1.1 

l 
\l 

It is clear that Q is open and convex (even if it is empty). 

For >..EQ we have 9i(À)<K:s;;;O(>..) so lemma 4 gives D(>..) = K and 

l emma 3 gi ves IÀl:s:;;211a Il. 
0 

Fo·r À ~Q we must have 0()-,) = qJ(À) since otherwise lemma 4 will 

imply that 

6. Corollary. Suppose aEA and lla-lU <i then 

dist(a,B
0

) = dist(TT(a),.§W
0

) 

Proof. Let a
0 

= a-1 and À= 1. Then 

from lemma 3. □ 

an d the re s u lt fo 11 ows 
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C0NCLUDING REMARKS 

We were led to study the above question because of its relations to the 

theory of Hankel ma tri ces over ri ght ordered groups. In parti cul ar a positive 

answer to (*) will enable us to deduce Hartman's theorem from Nehari 1 s 

theorem (see [ 1]) for general riht ordered groups. 

A positive answer to (*) would also provide the closedness of 

rr( A) + g genera li zi ng Sara son' s theorem. 
0 

We believe it would be interesting to understand the obstructions, 

if any, to the validy of(*) from the point of view of geometry of 

Banach spaces . 
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Exposé n °2 

Carmen Silvia Cardassi 

STRICTLY p-INTEGKAL AND p-NUCLEAR OPERATORS 

ABSTRACT. In this note we present conditions under which every strictly p-integral 

operator is compact or p-nuclear, first independently of the range space 

and afterwards of the domain. 

I. DEFINITIONS AND EXAMPLES 

In all that follows X, Y and Z are Banach spaces and L(X,Y), K(X,Y) 

and W(X,Y) denote respectively the spaces_of all bounded linear operators, of 

the compact ope ra tors, and of the weak ly compact ope ra tors from X i nto Y. 

Also, RNP and wRNP are shortenings for the Radon-Nikodym and the weak 

Radon-1~ikodym properties, respecti,vely. 

OEFINITIO,~ I .1. A linear mapping T : X ➔ Y is p-nuclear, 1,,;;;;p ~ 00 , if there 

are sequences {x*} in 
n 

in Y such that 

( i) Tx = I: < x* x > yn , for eve ry x EX 
n n 

and 

(ii) I: llx*IIP<00 , if l,,;;;;p< 00 , 

n n 

1 i m Il x* Il = O , i f 
n n 

p = 00 

( i i i ) sup {supJ<y*,y >1 
n n 

: y* EBy*} = sup lly Il < oo , if 
n n 

p 

and sup{(I: I< y* ,y n >I q) 1/q : y* E By*} < OO , i f 1 < p ,,;;;;oo , 
n 

the conjugate exponent of p . 

In thi s case, the p-nuclear norm _of T is gi ven by 

n l ( T) = i nf{(I: Il x* Il ) s up Il y Il } , i f p = 1, 
n n n n 

np(T) = inf{(I: Il X~ Il p) l/ p s up ( L 1 ( y* ,y n } 1 q) l/ q : y* E By*}' if 
n n 

= 1, 

where 

l<p<oo 

= i n f{ ( s up !lx* Il ) s up {I: 1 < y* ,y > 1 : Y* E By*} , i f p = 00 , 

n n n n 

q is 

, and 
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where the infima are taken over all possible representations of T as in 

(i), satisfying (ii) and (iii). 

The set of p-nuclear linear mappings from X into Y is denoted 

DEFINITION I.2. A linear mapping T: X-+ Y is strictly p-integral, 1..;;p ..;;00 , 

if there is a cr-additive vector measure G :.§W(BX")-+Y such that 

X EX (i) Tx = f 
B )(1't 

< x*,x> dG(xJr), for every 

( i i ) If p < 00 , th ere e xis ts + µErCa (.§W(Btr)) such that 

l 1/p 
dµ J ' 

for e ve ry f E C ( B X") . 

In this case, the strictly p-integral norm of T is given by 

sip(T) = inf{µ(Bx*)_l/p: G and µ satisfy (i) (ii)} , if 1..;;p< 00 , and 

si
00

(T) = inf{IIGll(BX*) : G satis fies (i )}, if p = 00 

The set of strictly p-integral linear mappings from X into Y is 

denoted by SIP( X, Y). 

DEFINITION I .3. A linear mapping T : X-+ Y is p-integral, 1..;;p.,;;00 , if 

JY°T: X-+ Y** is strictly p-integral, where Jy is the canonical injection 

of Y i nto Y** 

In this case, the p-integral norm of T is given by i (T) = si (Jy 0 T). p p 

The set of p-integral linear mappings from X into Y is denoted by 

REMARK. It can be shown that Np(X,Y)cSIP(X,Y)cIP(X,Y)cL(X,Y), with 

11.11..;;; (.).;;;;si (.).;;;;n (.), and that all these sets of operators are Banach 
p p p 

spaces when endowed with their respective norms. 

Also, NP(X,Y), SIP(X,Y) and Ip(X,Y) have an ideal structure, ie, the 

corrposition either on the left or on the right side of an arbitrary operator 
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with one in any of these classes produces a new element of the same class. 

For this reason they are usually refered as operator ideals. 

lt is worthy to note that N (X,Y)cK(X,Y). Also, SI (X,Y)cW(X,Y) p - p 

and SIP(X,Y) cC(X,Y), where C(X,Y) denotes the set of completely continuous 

ope ra tors from X i nto Y. 

EXAMPLE I.4. Canonical p-nuclear operators, l:<p:< 00 • 

diagonal opera tors l::i. : Q, ➔ Q, 
' 

l~p < 00 , and 6 Q, ➔ C by p 00 p 00 00 0 

l::i.P {an}= {onan} , forall {an} E: ioo. 

Then 1::i.p s Np( i
00

,ip), 1 :< p <00 , and l::i. sN (i ,c ), with 111::i. Il = Il oil = 
CO COC:00 p p 

They are cal led canonical be cause every p-nuclear operator admi ts b.p 

as a factor ( Theo rem I. 7). 

n (6 ) . p p 

EXAMPLE 1.5. Canonical strictly p-integral operators, 1:<p:< 00 • 

+ Let K be a compact Hausdorff space, vsrca (§f(K)), (n,r,µ) be a finite 

measure space and Jp be either the inclusion of C(K) into Lp(K,v) or 

the inclusion of L
00

(rl,µ) into Lp(rl,µ), for 1:<p< 00 • Then Jp is a strictly 

p-integral operator, with 11-Jpll = sip(Jp). In the first case, sip(Jp) = v{K)l/p 

and in the second one, sip(JP) = µ(n) 11P. They are canonical because any 

strictly p-integral operator, 1:<p< 00 , admits Jp as a factor, for some 

compact Hausdorff space K and some finite measure space (n,r,µ) 

(Theorem I .8). 

For p = 00 , we have W(C(K),Y) = SI
00

(C(K),Y) and W(L
00

(µ),Y) = SI
00

(L
00

(µ),Y), 

for any Banach space Y, and li.li= si
00

(.). Any strictly 00 -integral operator 

T: X ➔ Y is such that T = BoA, where AsL(X,C(K)) and BsW(C(K),Y) 

for sorœ compact Hausdorff space K, or AsL(X,L
00

(µ)) and BsW(L
00

(µ),Y), for 

some finite measure space (n,r,µ) (Theorem I.8). 
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EXAMPLE I.6. 

Let ir i 1 ➔ ir, 2¾r< 00 and i
0 

i 1 ➔ c0 be the canonical 

inclusions. 

Then irc:SIP(.R- 1,ir), for any p, l<p¾oo , a nd i s S I ( i 1 , c ) , fo r 
0 p 0 

a ny p , 1 < p ¾ oo • 

Also, i 2 tsI 1(t 1,t 2 ), but Kt/i 2 c:SI 1(t 1,t
00

(B
22

)), where .Q.
00

(Bi} is 

the canonical injective space associated to i
2 

and K.R, is the canonical 
2 

injection of i
2 

into .R, (8
2 

). Recall that for 
00 2 

a Banach space Z , i
00

( Bz*) 

is the space of bounded families of scalars {a
2
*}z*sZ*, with norm 

~{a *}U = sup{ja *I : z* sz*} and that Z can be identified with a subspace z z 
of .R-

00
(8:z,ir) through the mapping Kz: Z ➔ Q.

00
(Bz*), given by 

K2 (z) = {z*(z)}z*s-z!c. 

THEO REM I .7 

I. Let l¾p< 00 • An operator T belongs to NP(X,Y) if and only if it 

admi ts a factori za ti on as 

where 

T X--~Y 

p l î Q 
.R, .R, 

CO L',p p 

P s L ( X, .R-
00

) , Q s L ( ip , Y ) and t. is a diagonal operator, ie, there is 
p 

II. An operator T be longs to N
00

(X,Y) if and only if it admits a 

factorization as 

T X---Y 

p l Î Q 

.R,oo--6--r CO 
(X) 

where Pc:L(X,.R-
00

), Qc:L(c
0

,Y) and 6
00 

is a diagonal operator as in 

Example I .4. 

that 

Moreover, given s>O, a factorization can be chosen in I or II such 

IIPII ¾ 1 , IIQII ¾1 and n (t. )¾np(T) + s. p p 
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THEOREM I .8. 

I. Let l~p < 00 • The following conditions are equivalent 

(1) TESIP(X,Y) 

(2) T admits a factorization as 

where K is a compact Hausdorff space, µErca+(~(K)), Jp is the canonical 

injection of C(K) into Lp(K,µ), A EL(X,L
00

(K,µ)) and B EL(Lp(rl,µ),Y) ; 

(3) T admits a factorization as 

where p:,Q,µ) is a finite measure space, JP is the canonical injection of 

L
00

(S1,µ) into Lp(Q,µ), AEL(X,L
00

(Q,µ)) and BEL(Lp(Q,µ),Y). 

In this case, given E>Ü, it is possible to choose a factorization as 

II. The following conditions are equivalent: 

(1) TE:SI (X,Y) 
(X) 

( 2) T admi ts a factori zation as 

X T y 

A\ /s 
C(K) 

where K is a compact Hausdorff space, A EL(X,C(K)) and B EW(C(K),Y) 

(3) T admits a factorization as 
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where (S1,L,µ) is a finite measure space, AEL(X.,L
00

(S1,µ)) and 

In this case, gi ven E > 0 , it is possible to choose a factorization 

as in (2) or (3) such that IIAII ~1 and 11811 = si
00

(B)~si
00

(T) + E. 

REMARK. More information about these operator ideals can be found in [ PP] 

and [ CA] . 

In this work, we present conditions under which SIP(X,.) = Np(X,.) 

and SIP(., Y) = NP(., Y), for 1 < p ~ 00 • These problems wère suggested by 

the following well-known results. 

II. SPACES X SUCHT THAT SIP(X,.) = Np(X,.) 

Our first result is a aharacterization of the spaces X for which 

5Ip(X,.) cK(X,.), for one or all p, l~p,;;;; 00 • It is interesting to note 

that the characterization does not depend on p, and that it is equivalent 

THEOREME II .1. The following conditions on X are equivalent 

( 1) Y!' has the weak Radon-Nikodym property ; 

( 2) 

( 3) 

(4) 

(5) 

(6) 

X i/J il ; 

for every p, 

there e xis ts 

for every p, 

the re e xi s ts 

l~p~ 00 , SIP(X,.)cK(X,.); 

p , 1 ..;; p ~ 00 , s u ch th a t S I p ( X , • ) c K ( X , • ) 

l~p~ 00 , Ip{X,.)cK(X,.); 

p, l~p~ 00 , such that Ip(X,.)cK(X,.). 

PROOF. ( 1) <> (2) It is well-known [ DUP-page 151). 

(2) => (3) Let p, 1..;;p~ 00 , Y and ÎESIP{X,Y) be given. 
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Then T = 8 0 A where AEL(X,C(K)) and B t:W(C(K),Y), for some compact 

Hausdorff space K. 

Let {xn} be a bounded sequence in X. Si nce X4> 21 , from Rosenthal 's 

Theorem it follows that {xn} has a weakly Cauchy subsequence {x } , so 
nk 

tha t {Ax } 
nk 

is a weakly Cauchy sequence in C(K). But W(C(K),Y) = C(C(K),Y) 

[ DU-VI .2.17] and then {Tx } = {B(Ax )} i s norm convergent in Y 
nk nk 

be cause 

B is completely continuous. Hence T is a compact operator. 

( 3) ⇒ ( 4) I t i s ob vi o us . 

(4) ⇒ (2) From Example I.6, for any p, l~p~ 00 , there are a space 

Y and an operator T: i 1 -+ Y such that T ESIP(i 1,Y) but T fK(.R.1,Y). 

Name ly, Y 

if p = 1. 

Then T admits a factorization T = 8 0 A, with At:L(t 1,L
00

(µ)) and 

Bt:L(L
00

(µ),Y), for some finite œasure space (Q,2:,µ). 

Suppose X~ i 1. By the extension property of Lco( µ)' there is 

opera tor AE L(X,L (µ)), such that Âl,Q, = A. 
00 

A 1 
The operator T = BoA: X -+ y i s stri ctly p-integral because 

and is not compact, otherwise Tj
2 

= T would be corrpact, tao. 
1 

This contra di cts ( 4) . Hence X+l> i 1. 

(3) ~ (5) and (4) ~ (6) Since Tt:I (X,Y) if and only if 
p 

an 

B i s' 

Jy 0 Tt:SIP(X,yirit"), for any p, l~p~ 00 , and Tt:K(X,Y) if and only if Jy 0 Tt:K{X~yirk) 

for Jy is an isoœtry, it follows that Ip(X,.)cK(X,.) if and only if 

SIP(X,.)CK(X,.). D 

While a necessary condition for SIP(X,.) = Np(X,.) is given by 

Theorem II.l, we have a sufficient condition in Theorem II .4, as a consequence 

of a multiplication theorem. 

DEFINITION II.2. An operator T X-+ Y is an Asplund operator if it admits 

a factorization as 
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X -.L+ y 

P \ /o 
w 

where PEL(X,W), Qc::L(W,Y) and w* has RNP (ie, W is an Asplund space). 

THEOREM II.3. Let 1..;;;p,;;;00 • If S EL(X,Y) is an Asplund operator, and 

îESIP(Y,Z), then îoSENP(X,Z) and np(T 0 S).;;;IISII sip(T). 

PROOF. Let p< 00 • If ÎESIP(Y,Z) and E>O are given, choose a factorization 

where (n,~,µ) is a finite rœasure space, AEL(Y,L
00

(µ)) IIAll ..;;;1, 

Bc::L(Lp(µ),Z), 11811..;;;1 and µ(Q)l/p,;;;sip(T) +E. 

Since S is an Asplund operator, it admits a factorization 

where w* has RNP, PsL(X,W), QEL(vJ,Y), IIQll .;;;1 and IIPll .;;;11S11 + E

Then 

Cons i der 

Si nce w* has 

g : n ➔ w* , 

X S y T z 

p\ fl l0 

W L
00

(µ)~ Lp(µ) 
p 

A0 Q : W ➔ L
00

(µ) and (AoQ)* : L
00

(µ)* ➔ W* . Let R = (AoQ)*IL
1

(µ). 

RNP, R is representable by a bounded µ-mesurable function 
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with llgllCXl = IIRII ~ll(AoQ)*II = IIAoQII ~ 1. 

Defining F: Q ➔ w* by 

< F(t),w> = [ (AoQ)w] (t) , for t EQ and w EW , 

one has < F(.) ,w > E L
00

( µ) for every w E W , so that the i ntegra l 

fs.~ f(t) <F(t),w> dµ(t) exists, for every fEL 1(µ) and WEW. 

But 

JQ f(t)<F(t),w>dµ(t) = In f(t)<(A 0 Q)w>(t)dµ(t) 

= ( f, ( A0 Q)w> = ( Rf ,w > , 

for every fEL
1
(µ) and WEW. 

Then <F(t),w> = <g(t),w>, µ-a.e. in Q, for every WEW. Hence 

F = g µ-a.e. and FEL
00

(µ,w*). 

Case 1. F has countable range. 

Let {u*: n Ei'J} be the set of distinct nonzero essential values of F. n 

Defining, for each n E:N , E = F- 1{u*} , one has that E is µ-rreasurable 
n n n 

and µ(En) >0. Moreover, {En} is a pairwise disjoint sequence in E . 

Let the sequences {w~} in w* and {fn} in Lp(µ) be given by 

* 1/p ~ -1/p 
wn = µ(En) u~ and fn = µ(En) xEn, 

for n e: :N • Th en 

E llw*llp = E llu*nP µ(E) = IIFIIP~nFIIP µ(Q), 
n n n n n p oo 

and, for h ELq(µ) = Lp(µ)* , 

and 

~J<h,fn>lq = ~ µ(En)-q/p 1JEn hdµJq 

~E µ(E fq/p f(f 1Pdµ)l/p ff lhlq dµ\)1/q]q 
n n L, E \ E 

-1 s up 1 < h, f > 1 = s up µ( E ) 
n n n -n 

n n 

1 JE hdµj ~ llhllCXl , if q = 00
• 

n 
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h c:: BL } ,;;;; 1 , i f 1 < q < co , 

q 

sup{supi<h,f >1 : h c::BL} ¾1 , if q = 00 , 

n n co 

so that {w*} and {f} satisfy (ii) and (iii) of Definition I.1. 
n n 

Since, for w EW , 

(JpoAoQ)w = <F(.),w> = E <u*,w) 
n n 

it follows that JpoAoQc::Np(W,Lp(µ)), with 

for IIFIICO = llgllco¾l. 

XE ( • ) = E < w*, w >f , 
n n n n 

n (J oAoQ) ¾ IIFII µ(n)l/p ¾Si (T) 
p p CO p 

+ E, 

Then T 0 S = 8 0 Jp 0 A0 Q0 P c:: Np(X,Z) and np(T 0 S) ¾(11S11 + c::)(sip(T) + E). Since 

c:: is arbitrary, np(T 0 S),;;;;IISllsip(T). 

Case 2. F does not have necessarily countable range. 

Since F is µ-rœasurable, therè is a sequence {Fn} in Lco(µ,W*), each 

Fn with countable range, such that IIF -FIi + 0 [ DU-II.1.3]. . n CO 

Defi ni ng Rn : W + Lco( µ) for each n sJN by 

R w = < F ( . ) ,w > , for w c:: W , 
n n 

one has IIR Il= IIF Il and J 0 R c::N (W,L (µ)), with n (J 0 R )¾IIF Il µ(n)l/p, 
n n co p n p p p p n n co 

from Case 1. Also, J 0 (R -R ) c::N (W,L (µ)), with n (J 0 (R -R )) ¾IIF -F Il µ(Q)l/p, 
p n m p p p p n m n m co 

for any n, m sJ\I , for the sarœ reason, so that {JpoRn} is a Cauchy sequence 

in NP(W,LP(µ)), thus np-norm convergent to some element in this space of 

operators. But {J 0 R} is norm convergent to J 0 AoQ and since 11.11 ¾n ( .), p n p p 

{J oR } converges in no rm to J oAoQ 
p n p 

Hence, JpoAoQ c::Np(W,Lp(µ)) and np(JpoAoQ)¾IIFIICO µ(n)
11

P¾Sip(T) + E. 

As before, it follows that T0 SEN (X,Z) and n (ToS)¾IISllsi (T). p p p 

Now let p = 00 Gi ven c:: > 0, choose facto ri zati ons for S and T 
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where w* has RNP, PsL(X,W), QEL(X,Y), IIQll¾l, IIPII ¾11S11 + s, (Q,Z::,µ) 

is a finite measure space, AsL(Y,L
00

(µ)), IIAll¾l, and BsW(L
00

(µ),Z) is 

represented by a o-additi ve vector measure G : E + Z , with 

IIGll(r.l)¾Si
00

(T) + E:. 

As before, the operator R = (AoO)*IL
1
(µ) is representable by a 

fonction F s L
00

(µ,W*) gi ven by 

< F(t),w > = [ (AoQ)w] (t), for t EQ and w EW, 

through 

f Q f ( t ) < F ( t) , w > dµ ( t ) = < f , ( A O Q ) w > = < R f, w > , 

for every fEL 1(µ) and wsW. 

Agai n, the re are two cases. 

Case l 1. F has countable range. 

Let {u* : n dü be the set of distinct nonzero essential values of F. 
n 

Defining, foreach nEN, En= F-l{u~} one has that {En} is a pairwise 

disjointsequence in E, with µ(En)>O, for nsJN. 

For w s W , 

(BoA0 Q)w = J
11 

[ (AoQ)w] (t)dG(t) = JQ <F(t),w)dG(t) 

= E < u* , w >G ( E ) , 
n n n 

and s upll u*II = Il Fl1
00

¾ Il A0 QII ¾ 1 • 
n n 
Since G is a-additive, and {En} is a pairwise disjoint sequence, 

sup {E !< z* ,G(E ) >I : z* EBZ*}..;; IIGll(Q) < 00 

n n 

and 

li m E 
n m>n 

l<z*,G(Em)>I = 0, uniformly in z*sBz* 

[DU-I.1.18]. Let cS>O be given and choose l¾n
1 

<n 2 < ••. such that 

E i<z*,G(En)>l¾6/kl, for kElN and z*sBz* 
n > nk_ 

Defining sequence {w*} in w* and 
n 

{z} 
n 

in Z by 



and 

-II.12-

= f G( En ) , i f 1 .,;; n .,;; n l , 

Zn ~ 
l kG(En) , if nk <n.,;;nk+l , for k;;;;.l, 

one has limllw*II = O , supllw*n.,;; 1 , because 
n n n n 

llw*II.,;; 
n 

a n d Il Fii 00 .,;; 1 ; a 1 s o , fa r e a ch z* e: B l"' , 

.,;; I: i < z* , G ( E ) > i + E k ( I: 
n n k > n 

1 < z*, G( E )> i ) n 
n k 

.,;; 11Gll(n) + E ko/kl = IIGll(n) + o 
k 

Then {w;} and {zn} satisfy (ii) and (iii) of Definition I.1 and 

since (B 0A0Q)w = E <u*,w>G(E) = E <w*,w>z, for we:W, it follows that 
n n n n n n 

B0A0Qe:N
00

(W,Z) with n
00

(B 0AoQ).,;;IIFll
00

IIGll(Q), since ô is arbitrary. 

It follows that îoS = B0AoQ0 PsN (X,Z) and 
00 

n
00

(ToS).,;;1lplln
00

(B0AoQ).,;;(IISII + e:)(si
00

(T) + e:). Since e: is arbitrary, 

n
00

(T 0S).,;; IISllsi
00

(T). 

Case 2 1
• F does not have necessari ly countable range. 

Again, from [ DU.II .1.3] there is a sequence {Fn} in L
00

(µ,W*), each 

Fn with countable range, such that 

Rn : W ➔ Z by 

Il F -Fil ➔ 0. Fôr each n oo 

R w = f <F (t),w>dG(t), for we:W, 
n Jn n 

sa that 

n d-.J, defi ne 



-II.13-

From Case l 1 , for any n, ms~ , R s N ( W, Z) and R - R s N (W., Z) , n c:o nm oo 

wi th and n (R -R )~IIF -F Il IIGll(Q). Then {Rn} is a 
OO n ffi n m 00 

Cauchy seq uen ce in N
00

( W, Z) tha t converges in n -norm to some element 
00 

{R} 
n 

converges in norm to BoAoQ 

and Il. Il~ n
00

(.), so that U = BoAoQ. Then T oS = BoAoQoP e:: N
00

( X,Z), with 

n
00

(T 0 S)~IIPIIIIGll(Q)~(si
00

(T) + s)(IISII + e::). Since e:: is arbitrary, 

n
00

(ToS)~IISllsi
00

(T). D 

THEOREM II .4. If ~ has RNP, then SIP(X, .) = Np(X,.), for every p, 

l~p~ 00 , with sip(.) = np(.). 

PROOF. Since X" has RNP, Idx is an Asplund operator and the result 

foll ows from Theo rem II. 3. □ 

REMARK. When ~ is complemented in a Banach lattice, RNP and wRNP coïncide 

in 'te and in this case Theorems II.1 and II.4 give a complete description 

of SIP(X, .) = Np(X, .) . Important classes of spaces are included in this 

situation, such as C(K)-spaces, Lp-spaces, Lorentz spaces, Orlicz spaces, 

Marcinkiewicz spaces, and Banach spaces with unconditional basis. 

III. SPACES Y SUCH THAT SIP( .,Y)= Np( .,Y). 

The problem SIP(.,Y) = Np(.,Y) defines completely different situations 

for p = 1 and p > 1. As example I .6 shows, when p > 1, wRNP , RNP, reflexi ve 

or even Hilbert spaces can fail to satisfy SIP(.,Y) = Np(.,Y). Moreover, 

RNP is nota necessary condition, either, since the space JH*, where 

JH is Hagler 1 s space, is nota RNP space, but it has Schur property, so 



- TI. 14 -

that SIP( .,JH*) = Np( . 1JH*) (Theorem III .3). 

Let us present first a sufficient condition for l<p~ 00 • For p =oo 

we will need the following Lemma. 

LEMMA III . 1. 

(a) N
00

(C(K),.) = 

Hausdorff space K ; 

K( C( K) , . ) , wi th n ( • ) = 
00 

o. n , for e ve ry compact 

(b) N
00

(L
00

( ),.) = K(L
00

( ),.), with n
00

(.) = U.11, for every finite 

measure space (n,r,µ). 

PROOF. 

(a) I t i s known tha t N;:,,( C( K), . ) c K( C( K), . ) , wi th Il. Il ~ n (.). 
00 

For the reverse inclusion and inequality, let Te::K(C(K),Y) be given, 

where Y is any Banach space . Since C(K)* has the approximation property, 

there is a sequence {Tn} of finite rank operators from C(K) into Y 

such that IIT -TU+ O. Also, C(K)* has lhemetric approximation property, so 
n 

that for any n, me::JN, si (T) = n (T) and si (T -T) = n (T -T) 
~ n 00 n 00 n m 00 n m 

[ PP-Lemrna 11) • 

From Example I.5 one has si (T ) = DT 11 
oo n n 

an d s i ( T - T ) = D T - T D , for 
00 n m n m 

any n, me::lN. Then {Tn} is a Cauchy sequence in N
00

(C(K),Y) that converges 

in norm to T. Therefore, T is also the limit in n -norm of {T } , so 
oo n 

that T e::Nœ(C(K),Y) and n
00

(T) = UTII. 

(b) It follows from (a) and the identification of any L
00

(µ), for a 

fini te measure space (n,E,µ), with C(K), for a convenient compact Hausdorff 

space K. □ 

THEOREME III.2. Let l<p~ 00 • If T SI (X,Y) and Se:C(Y,Z), then 
p 

S o T e: N ( X , Z ) , w ith n ( SO T ) ~ ll S Il s i ( T ) • 
p p p 

PROOF. Let p<ex>, Given Te::SIP(X,Y) and e::>0, choose a factorization 

of T as 
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where K i s a compact Hausdorff space, µErca + (BJ'( C(K))), Jp i s the inclusion, 

A E: L ( X, C ( K) ) , B E: L ( L p ( µ) , Y ) , Il A Il ¾ 1 , 11B Il ¾ 1 and si p ( J p) ¾ s \ ( T ) + E • 

Hence SaT has a factorization 

X Sa T z 

Al î S0 B 

C(K)~ L (µ) 
p p 

Since S is completely continuous and B is weakly compact, S0 8 is 

a compact operator. By the approximation property of L ( µ) = L ( µ}* there q p 

is a sequence {Rn} of finite rank operators in L(Lp(µ),Z), with 

IIR -S 0 811 -+ O. 
n 

Then {RnaJP} is a sequence of strictly p-integral finite rank 

operators from C(K) into Z. The rnetric approximation property of C(K)* 

and [ PP-Lemma 7) gi ve, for any n, m sN, 

n (R 0 J )¾Si (R 0 J )¾IIR llsi {J), p n p pn p n pp 

and 

n [(R -R ) 0 J] ¾Si [{R -R ) 0 J] ¾IIR -R llsi (J) p n m p p n m p n m p p 

so that {RnaJP} is a Cauchy sequence in np-norm, thus convergent to some 

element in Np{C(K),Z). 

But {RnaJP} converges in norm to S0 B0 Jp , and 11 .Il¾ np( .), so that 

SoBaJP sNP(C(K),Z), with np(S 0 8 0 Jp)¾IIS 0 Bllsip(Jp)¾IISll(sip(T) + s) Hence 

SoT = SoBoJ oAEN (X,Z) and n (S 0 T)¾IISllsi (T), since IIAll¾l and E: is 
p p p p 

arbitrary. 

Now let p = 00 • For given T ESI
00

(X,Y) and s >0, choose a factorization 

X __i_. y 

A\ /s 
C( K) 



-II.16-

where K is a compact Hausdorff space, A c:L(X,C(K)), IIAII..;; 1 , and B EW(C(K),Y) 

is given by Bf = JK fdG, with 11B11 = IIGll(K)~s\,JT) + E. 

Since B is weakly compact and S is completely continuous, 

S0B EK(C(K),Z). From Lemma III.1, S0BEN
00

(C(K),Z) and 

n
00

(S 0 B) = IIS0Bll..;;IISll(s\"'(T) + E). 

Hence Soî = SoBoAEN (X,Z) with n (Soî)¾IISllsi (T), since 
00 CO 00 

IIAll¾l and E is arbitrary. □ 

A moment of reflection about the precedint proof shows that the 

es~ential hypothesis was the compactness of SoB, When p = 00 , a L
00

(µ)-space 

could have been used instead of a C(K)-espace. These remarks lead us to the 

following theorem. 

THEOREM· III .3. 

(a) Let 1 < p< 00 • If L(Lp(µ),Y) = K(Lp(µ),Y) for every fini te measure 

space (rt,E,µ), then SIP( .,Y) = Np( .,Y), with sip( .) = np( .) . 

(b) If W(C(K),Y) = K(C(K),Y) for every compact Hausdorff space K 

or W(L (µ),Y)= K(L (µ),Y) for every finite measure space (rt,E,µ), then 
00 00 

SI ( • , Y) = N ( . , Y ) , w i th si ( . ) = n ( . ) • 
00 00 00 00 

PROOF. It fol l ows as in Theorem II I.2. D 

The next theorem gives a necessary condition to SIP(.,Y)cK(.,Y) and, 

in particular, to SIP(.,Y) = Np(.,Y), since p-nuclear operators are compact. 

THEOREM III.4. If for some r, l<r~ 00 , Sir(.,Y)cK(.,Y), then 

L(Lp(µ),Y) = K(Lp(µ),Y), for every p, 2¾p< 00 , and every finite measure space 

(Q,E,µ). 

PROOF. Let (Q,E,µ) be a fini te measure space and p, 2¾p < 00 , be a fixed 

index. 

Suppose that there is a non-compact operator T : Lp(µ) +Y. Then 

there is a bounded sequence {fn} in LP(µ) such that {Tfn} has no 
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norm convergent subsequence. Taking subsequence, translating and/or 

normalizing, one can assume that 

(i) {fn} is weakly convergent to zero, since Lp(µ) is reflexive ; 

(ii) there is an e:
0

>0 such that llf Il ;;;;.e; , for every ne::N, condition 
n p o 

that holds for some subsequence of {fn}' otherwise llf Il ➔ 0 and Tf + 0 n n 

( ... )llfll =l 
111 n p 

that Il g Il = 1 , for 
n P 

for n d'" , otherwise consider 

ne:lN, and still w g--+O. n 

g : f /Il f Il , so 
n n n p 

By Bessaga-Pelczynski Selection Principle [ DI-page 42 ], there is a 

subsequence of {f}, which can still be called {f }, that is a basic 
n n 

sequence, ie, it is a basis for the subspace it generates. Let Z be this 

subspace of Lp(µ), Z = [ f n] . 

If p = 2 , Z is isomorphic to i 2 , because Z is a separable Hilbert 

space. Moreove·r, the isomorhism takes the canonical basis of t 2 into the 

basis of Z. 

If 2 < p <=, Z contains a subspaces that is isomorphis to i
2 

or 

ip [ KP-Coro 11 ary 6] , and the i somorhi sm takes the canoni ca 1 bas i s of i
2 

or 

.Q,p into a sequence {f } , still a basic sequence, Although Kadec and 
- nk 

Pelczynski work only with Lp[0,1], they remark that their results hold for any 

measure space [ KP-page 162] . 

In any case, there i s an isomorphism R: t 2 + LP(µ) or R : Q,p + LP(µ) 

such that Rek = f , for any 
nk 

k e:l'J , where {ek} i s the basi s of ,11,2 or .Q,p, 

Defi ning an operator S : t
1 
➔ Y by S=î 0 Roi ,onehas,for p 

1 < r ~ 00 
, th a t S e: S I r ( t l' Y ) , s i n ce i P e: S I r ( t 1 , R-P ) , fo r p ;;;;.: 2. B ut S 

not a compact operator, because {Sek} = {Tf } and no subsequence of 
nk 

i s no rm con ve rgen t. 

This contradicts the hypothesis that there is r, l<r~ 00 , such 

that Sir(.,Y)cK(.,Y), so that there is no non-compact operator 

T: Lp(µ-) +Y, or L(Lp(µ),Y) = K(Lp(µ),Y). o 

i s 

{Tf } 
n 
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REMARK. Other necessary conditions to SIP( .,Y)= Np( .,Y), for any p, 

l<p¾ 00 , are that Y,1Jc
0 

and Yi/JQ,r, r~2, shown by Example I.6, and that 

Y.,7JL
1
[0,l], because J

1 
is strictly p-integral for any p, l¾p¾oo, but it 

is not compact. 

We have the following characterization of the spaces Y such that 

S I ( • , Y ) = N ( • , Y ) , wh en p ~ 2 • 
p p 

THEOREM II I.5. 

I. The fol l owing condi tians on Y are equi.va lent : 

(1) for every p, 2¾p<co, SIP(.,Y) = Np(.,Y), with sip(.) = np(.) 

(2) there exists p, 2¾p< 00 , such that Slp(qY) = Np(.,Y), with 

sip( .) = np( .) .; 

( 3 ) fo r e ve ry p , 2 ¾ p < 00 , S I ( . , Y ) = N ( . , Y ) ; p p 

(4) there exists p, 2¾p< 00 , such that SIP(.,Y) = Np(.,Y) 

(5) for every p, 1 <p < 00 , SIP( .,Y) cK( .,Y) ; 

(6) there exists p, l<p< 00 , such that SIP(.,Y)cK(.,Y) 

( 7) L ( i
2 

, Y ) = K ( i 2 , Y) ; 

( 8 ) L ( L 
2 

( µ } , Y ) = K ( L 2 ( µ ) , Y ) , f o r e ve ry fi n i te rœ as ure s p a ce ( S"2 , E , µ ) 

(9) for every p, 2¾p< 00 , L(Lp(µ),Y) = K(Lp(µ),Y), for every finite 

meas ure s pace (Q ,E, µ) ; 

(10) there exists p, 2¾p <00 , such that L(Lp(µ),Y) = K(Lp(µ),Y), 

for every fini te measure space (Q,E,:µ). 

II. If Y= z* for.some space Z, the conditions (1) to (10) imply 

(11) for every q, l<q¾2, L(Z,Lq(µ)) = K(Z,Lq(µ)), for every finite 

measure space (Q,E,µ) ; 

(12) there exists q, 1 <q¾2, such that L(Z,Lq(µ)) = K(Z,Lq(µ)), 

for every finite measure space (Q,E,µ) 

(13) L(Z,tz) = K(Z,tz)-



-II.19-

III. If Y is a reflexive space, conditions (1) to (13) are equivalent, 

where, in ( 11) to ( 13), Z = v* 

PROOF. 

I. The chains (1) ⇒ (2) ⇒ (4) ⇒ (6) and (1) • (3) ⇒ (4) ⇒ (6) and 

the implications (5) • (6) and (9) • (10) are trivial. 

(6) ⇒ (9) This is Theorem III.4. 

(10) ⇒ (7) From Theorem III.3 it follows that, for such a p, 

SIP( .,Y) cK(.,Y). The result follows then from Theorem III.4, applied to 

L2[ 0, 1] , whi ch i s i somorphi c to t 2 . 

(7) ⇒ (8) If there is a finite measure space (n,L,µ) and a non-compact 

operator T : L2(µ) -+ Y , the same argument of Theorem III .4 says that 

there is a normalized weakly convergent basic sequence {fn} in L2(µ) 

sucn that {Tf } 
n has no norm convergent subsequence and, moreover, Z == [ fn] 

is isomorphic to t 2 . Hence the operator S : t 2 -+ Y given by S = Tlz is 

not compact, which contradicts the hypothesis. 

( 8) ⇒ ( 5) From Theo rem III. 3 SI 
2 

( . , Y) c K( . , Y) . If 1 < p < 2, 

Slp(.,Y)cK(.,Y), since Sipcs1 2 . On the other hand, for 2:s;;;p<00 , it follows 

that L(Lp(µ),Y) = K(Lp(µ),Y), from Theorem III.4. Hence SIP(.,Y)cK(.,Y), 

2:s;;;p<cx:>[Theorem Ill.3]. 

lt remains to show that (6) => (1). But (6) is equivalent to (9), that 

implies (1), as seen in Theorem 111.4. 

II. Assume Y= z!c. 

To show (9) ⇒ (11), let q, l<q:s;;;2, a finite ~asure space (n,L,µ) 

and T e:L(Z,L (µ)) be given. Then T* e:K(L ( µ),Y), by hypothesis, because q p-

p, the conjugate exponent of q , is such that 2.;;;;p< 00 • Hence T is compact. 

The same argu~nt shows that (7) implies (13), and the implication 

( 11) ⇒ ( 12) is obvious. 

II I • As s urne th a t Y i s re fl e xi ve . 

From Il, it follows that the equivalent conditions (1) to (10) imply 
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( 11) to ( 13) , w ith Z = y* . 

To show that (12) implies (10), let a finite measure space (n,L,µ) be 

given and p be the conjugate exponent of the index q, l<q~2, that 

exists by nypothesis. If TE:L(L (µ),Y), then T*E:L(Y*,L (µ)), so that T* p q 

is compact. Hence TE:K(LP(µ),Y). 

The implication (13) ⇒ (7) follows the sarœ pattern and it is 

ob vi ous tha t ( 11) ⇒ ( 12). D 

REMARKS. Conditions (9) and (10) in Theorem III.5 can not be extended ta 

1 <p <2. Indeed, for these indices p, we do have L(i 2 ,ip) = K(i 2 ,ip), but 

L{LP[O,l] ,_ip)-; K(Lp[O,l] ,.11,p), since .11,p is complemented in LP[0,1] 

and the corresponding projection can not be compact. 

When 1 < p < 2, we .do not know a necessary and sufficient condition 

for SI p ( • , Y ) = Np ( • , Y ) ye t . 

For p = co, we have the following result. 

TH EOREM III .6. 

I. The following conditions on Y are equivalent: 

( 1) s I CO ( • 'y ) = Noo ( • 'y ) ' wi th si 00 ( • ) = nco ( . ) ; 

( 2) S !
00

{ • , Y) = N
00

( • , Y) 

(3) SIOO(.,Y)CK(.,Y); 

(4) L(C(K),Y) = K{C(K),Y), for every compact Hausdorff space K 

(5) W(C(K),Y) = K(C(K),Y), for every compact Hausdorff space K 

(6) L(Lco(µ),Y) = K(Lco(µ),Y), for every finite measure space (St,L,µ) , 

(7) W(Lco(µ),Y) = K(Lco(µ),Y), for every finite rœasure space (n,I,µ). 

II. If Y= z* for sorœ space Z, the conditions (1) to (7) imply 

(8·) L(Z,L 1(µ)) = K(Z,L
1
(µ)), for every finite rœasure space (n,I,µ) 

(9) W(Z,L1(µ)) = K(Z,L
1
(µ)), for every finite measure space (St,L,µ). 

III. If Y is reflexive, conditions (1) to (9) are equivalent, where, 

i n ( 8 ) a nd ( 9 ) , Z = y* . 
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PROOF. 

I. The chain (1) ⇒ (2) ⇒ (3) and the implications (4) ⇒ (5) and 

(6) ⇒ (7) are trivial. 

(3) ⇒ (4) Let X= C(K) in the hypothesis to get the inclusion 

W(C(K),Y)cK(C(K),Y), since SI,)C(K),Y) = W(C(K),Y), as seen in Example I.5. 

Moreover, Yi!)c
0 

, by the remark be fore Theorem III .5, so that 

L ( C ( K ) , Y ) = W ( C( K ) , Y ) [ DU-VI. 2 • 1. 5] • 

(3) ⇒ (6) Use the preceding argument with X= L
00

(µ). 

(5) ⇒ (7) It follows from the identification of L
00

(µ) with C(K), for 

a convenient compact Hausdorff space K. 

( 7) ⇒ ( 1) This is just Theorem III .3. 

II. Assume Y= z*. 

( 8) ⇒ ( 9) I t i s trivial . 

(6) ⇒ (9) Let a fini te measure space. (n,E,µ) be given. If T sL(Z,L
1
(µ)), 

then T*sL(L (µ),Y)= K(L (µ),Y), by hypothesis. Hence T is compact. 
00 00 

III. Assume Y reflexive. 

From II, the quivalent conditions (1) to (7) imply (8) and (9) and 

( 8) ⇒ ( 9), wi th Z = Y* . 

To show that (9) implies (5), let a compact Hausdorff space K and 

TE:W(C(K),Y) be given. Then T*E:L(Y*,L
1

(µ)), for some fini te measure space 

(n,E,µ). By hypothesis, T* is compact and sois T. D 
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Exposé n° 3 Année 1987-1988 

Walter Schachermayer 

SOME TRANSLATION INVARIANT SUBSPACES OF C( G) WHICH 

HAVE THE STRONG SCHUR PROPERTY 

Abstract : Let G be a compact metric abelian group and A a subset of 

the dual group. We give a condition which ensures that the space CA(G) 

of continuous functions on G with spectrum in A has the strong Schur 

property. 

Résumé : Soient G un groupe abélien métrique compact et A un sous 

ensemble du groupe dual. On donne une condition suffisante pour que l'espace 

CA(G) des fonctions continues sur G à spectre dans A ait la propriété 

de Scnur forte. 



SOME TRANSLATION INVARIANT SUBSPACES OF C(G) WHICH 

HAVE THE STRONG SCHUR PROPERTY 

by wal ter Schachermayer 

Let G be a compact rœtric abelian group, A a subset of the dual group 

r and CA(G) the closed subspace of C(G) spanned by the characters 

in A. We show (theorem A.) that if CA(G) is a space of first kind, ie 

if every neighborhood of {0} in G is associated to CA(G) in a wide 

sense (see definition 1 below) then CJ\(G) has the strong Schur property. 

Under the same assumption CA(G) was known to have the Schur property 

[ L. P 1 Lemma· 2 ] . 

The following question which F. Lust Piquard communicated to us remains open 

00 

under the sarœ assumption is it true that CA(G) = LA(G) ? 

Tneorem Ais implied by a more general result (theorem B) on i1 
subsel.Juences of some sequences of bounded continuous functions on a Polish 

spaœ. 

I. Notations, definitions, motivations, examples. 

All Banach spaces in this paper are vector spaces over the field [ 

of complex numbers. ID denotes the closed unit dise in (t. We denote by 

diam A = sup iz1-z 2 i zl'z 2 E A 
the di arœter of a s ubset A cfj 

1 
An t -sequence 

in a Banach space X is a bounded sequence (xn)n~l such that there 

exists o > 0 and 

N N 
Il I Àn x Il> o I 1Àn1 
n=l n n=l 

00 

Let G be a set. .R, ( G) de notes the space of bounded functi ons : G ➔ 0: • 

Let G be a topological space. For tEG V(t) denotes an open 

neighbor11ood of t. When G is assurœd to be a metric space B(t,p) denotes 
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the open ball centered at t with radius p. C(G) denotes the space 

of bounded continuous functions on G. 

Let G be a compact rœtri c group. L 1 
( G) de notes the space of eq ui valence 

classes of integrable functions on G with respect ta the Haar rœasure 

L
00

(G) denotes the dual space of L \G). 

Let A be a subset of the dual group r. CA(G) is the closed subspace 

C( G) s panned by the characters jn A, L~(G) is the cl os ure of CA(G) 

for cr (L
00

(G),L\G)), Li(G) i s the norm cl os ure of CA(G) in L1(G). 

Definition 1 : Let G be a compact abelian group. CA(G) is a space of 

first kina if every neighborhood of {O} in G is associated ta 

CJ\(G) in a wide sense i.e. there exists a constant K >O such that for 

every nei ghbornood V of {O} in G there exi s ts a fi ni te set A
0 

c A 

s uch tnat 

Il fil C( G) ..;; K Il fil C( V) 

It is easy to see [ DG p.70) that if CA(G) is a space of first kind then 

the pace of A tends to infini ty i.e. VF cr 

i s fi ni te. 

F fi ni te, 0 (/. F A+ F ri A 

of 

Definition 1 above was introduced in [Bl] for general CJ\(G) spaces, but 

was i ntroduced be fore in the speci al case of Si don sets i.e. when the 

cnaracters in A are an 1 
!l -sequence in (see for example 

[ DG. de fi ni ho n 1. 3, 5 . 2 , 5 . 3] ) . 

Exampl es of spaces of fi rst ki nd : 

By [a
1 

proposition 3.2] every Sidon set J\ is a finite union 
n 

J\ = u /\. 
. 1 l 1= 

such that the pace of each Sidon set /\. 
l 

tends to infinity. 

By [B 2 .part 3. Corollary 2] if the pace of a Sidon set A tends to infinity 

CA(G) is a space of first kind. As there are Sidon sets whose pace does 

not tend to + 00 , there are Sidon sets A such that CA(G) is nota 

s pace of fi rs t ki nd. 



- III.3 -

Apart from Sidon sets whose pace tends to infinity, a large class of 

spaces of first kind is available [Bl. proof of theorem B] or [L.P 1 

theorem 2] : Let ./\Cf. We assurœ that there exists a dense subgroup 

ocG such that the canonical injection r + Î'/a1, (r/ 01 is the compact 

dual group of the discrete group D) maps .1\ into a countable set 

with one limit point. Then CA(G) is a space of first kind. Moreover 

in this case CA(G) = L;(G) by Loomis'theorem [ L] and [ L.P2 thêorèrœ 2.2]. 

Definiti.on 2: A Banach space X has the Schur property if every 0(X,X 1
) 

1 convergent se(!uenœ is norm convergent. 

Let us recall Rosenthal 's theorem [ R] : every bounded sequence (x ) n n;;;,, 1 

in a Banach space X either has a weak Cauchy sequence or an t 1-subsequence. 

It follows that if X has the Schur property every bounded sequence in X 

either nas a norm convergent subsequence or an i 1-subsequence. 

Definition 3: (eg. Bg. Definition 7.3.11). A Banach space X has the 

strong Schur property if there exists C>O such that for every O<o.ç2 

every sequence (x) in X such that n n;;;,, 1 

( i ) llx Il .ç 1 
n 

n;;;,, 1 ( i i ) Il xn -xk Il ;;;,, o n c/ k 

has a 1 
( xn ) k;;;,, 1 such that .Q, -subsequence 

k K K 
V À l' ... , ÀK E 0: Il I \ x 11;;;,, Co i IÀkl n . 

k=l k k=l 

It is well known that t 1 (hence C/\.(G) if A is a Sidon set) has the 

strong Schur property. 

By [ J .O] ,[ J. L] there are Banach spaces whi ch have the Schur property but 

fail the strong Scnur property. We do not know whether there are CA(G) 

spaces having the Schur property and failing the strong Schur property. 
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II. The res ul ts 

Our purpose is to prove theorem A 

Theorem A : Let G be a compact l!l2tric abclian group. Let CJ\(G) be a space 

1 of fi rs t ki nd. The n CA ( G) has the s trong Schur property. 

Theorem A will be a consequence of theorem B below which might have its 

ow n i n te re s t : 

Theo rem B : Let G be a separable complete metri c space. Let ( f ) ...._ 
1 

be 
n n""' 

a sequence of conti nuous functions : G + ID . We assurœ that there exists 

p>O such that for every open set QcG and every infinite subset ScIN 

the re e xis ts n ES s uch tha t 

then there exists a 1 
.Q, -subseq uence ( f ) . ~ 1 such that 

n. J"" 
N J N 

r I À • f 11 ;;;. p/ 30 I I À . 1 

j=l J nj C(G) j=l J 

we fi rst show how theorem B implies theorem A : this will follow from 

the subsequent lemma 2. In order to prove lemma 2 we need the following 

l emma 1 : 

Lemma 1 : Let G be a compact metric abelian group. Let CJ\(G) be a 

space of first kind and let K;;;.1 be the constant appearing in the 

definition. Then for every open set QcG there exists a finite /\.
0

CJ\ 

such that 

VfECJ\\J\ {G) 
0 

2 
llfllC{G) ~4K diam f(O) 

Remark: As diam f(0)~2llfllC(O) we see that CJ\(G) is a space of first 

kind iff the conclusion of lemma 1 is satisfied. 
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Proof of lemma 1 : If the conclus ion of lemma 1 is false there exists an 

open set OcG such that for every finite subset FcA there exists 

fECA\F(G) such that llfllC(G) = 1 and diam f(O) <(4K
2

)-l 

As C.i\(G) is a space of first kind and as C.i\(G) is translation invariant 

let tEO and let A
0 

CA be a fini te set given by the definition for 

V = 0-t. 

There exists f in the unit ball of CJ\\A (G) such that 
0 

There exists a fini te set F
0 

cr and lP in the unit ball of L~ (G) 
0 

such that 

1< f, lfli;:,, 3/4 

Let F = A
0

U(AnF
0

). Again there exists g in the unit ball of CJ\\F(G) 

s uch that 

di am. g( 0) < ( 4K2 f 1 

As 

let 

F :::> A 
0 

-1 - -1 
llgllC(Ô);:,,K . Let t

0
EO be such that lg(t

0
)1;;;.K and 

-1 
h = f - f ( t

0
) g( t

0
) g 

Hence llhll;;;.i<h,~ J = J<f,~ J;;;.J/4 and as 

As h E C .i\ \ A ( G) we have 
0 

( i ) 3/ 4 ~ Il h Il C( G) ~ K Il h Il C( 5) 

h(t ) = 0 
0 

Il h Il C( 5) ~ di am h ( 0) . 

ii) llhllC(Ô)~diam h(O)~diam f(O) + K diam g(O)~l/2K which is impossible. 

Lemma 2 : let G be a compact metric abelian group. Let CA(G) be a 

space of first kind and let K;:,,1 be the constant appearing in the 

definition. Let o >O and let (f) ..___1 be a sequence in the unit ball n n~ 

of CA(G) such that 

Vn f k 

T11en for every open set ôcG and every infinite subset sc:N there 

exi sts n ES such that 
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Proof : Let A
0 

CA be defined as in lemma 1. There exists an infini te 

subset S' es such that the sequence (fn)nES' converges o(L;(G),L 1(G)), 

henœ there exists N>O 

Vn,p~ N 

For n~l let f~(t) = f (t) - l fn(À) À(t) (tEG). For every 
n À EA 

0 
n,p~N and n, pES' we get by lemma 1: 

diam f (0) + diam f (O)~diam(f -f )(O)~diam(f'-f' )(0)-(16K 2)-\s 
n p n p n p 

~ ( 8K2 )-lo 

Hence either diam fn(0)~(8K 2)- 1o or diam fp(O)~(âK 2f 1o. 

The rest of this paper is devoted to the proof of theorem B. This proof 

is inspired by Talagrand's proof of Rosenthal's theorem[T. chap. 14. 

Prop. 14; 1. 5 ] . 

We first recall the standard last two steps. 

00 

Lemma 3 : Let G be a set and (4J.) -~ 1 be a sequence in ,Q, (G). We assume that 
J J.,... 

there exist p>O, a, SEO: with ia-Si~p/3 such that for every N>O 

and every subset J of {l, ... ,N} = IN, there exists tEG such that 

VjEJ 14).(t)-al¾P/l5 
J 

Vj E IN\J l4Jj(t)-BI ¾p/15 

Then 
N N 

VN > 0 V À l' ... , ÀN E C Il l À .4).11 ~ p/30 I IÀ-1 
j= 1 J J ,Q,oo ( G) j=l J 

Proof Let us fi X N > O. We fi rs t prove that 

N 
( 1) I 1 À -1 ¾ 2 sup 1 I À· - 1 À -1 

j=l J JCI "EJ J "El \J J 
N J J N 

Inded let IÀ-1 = À- h(j) (l¾j¾N), which defines 
00 

h E ,Q,N. Let 
J J 

( 9k) 1 ¾ k ¾ 2N be an enumeration of the functions in 
CX> 

,Q,N whose range is 
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{+1,-1} . As Re h and lm h lie in the unit ball of i~, for every 

E > 0 there are fi nite sequences of rea l 

such that [ lak 1 ~ 1 , E I bk 1 1 and 
k k 

Hence 

N N 
I IÀj 1 = I À-h(j)~E: + II (ak+ibk) ~ 

j=l j=l J k 

wh i ch ob vi o us l y i mp l i es ( 1) . 

For e ve ry J c I N 

J 

numbers (ak)k~2N' (bk)k~2N 

llh - L ( ak +i bk) gk Il oo ~ €/ ~ IÀ-I 
k ,Q, j-1 J 

N -

N 
À • gk ( j ) j ~ E: + 2 s up I l ;\. gk( j )\ 
J k j=l J 

. 

N 2 N 
2 11 I À-lP-11 ;;;..diam( l À-tP-)(G);;;.. 1 L À-(a-S)+ I À-(S-a)l-15 PJ.I=

1
IÀJ- I 

j=l J J t
00

(G) j=l J J jEJ J jEIN\J J 

2 N N 
;;;,, 1 a - s I s up I l À. - l À -1 - - p l I À -1;;;,, p/30 I I À -1 

J jEJ J jE!'--J J lS j=l J j=l J 
N 

Lemma 4 : Let G be a topological space. Let (f) -.. 1 be a sequence in 
n n""' 

C(G). We assume that there exist p>0, a, SEO: such that la - s/;;;,,p/3 

and 0CG such that for every finite collection 0
1

, ... ,0k of open 

subsets of O and every N, there exists n;;;..N such that for every 

l~i~k fn(0;) meets 8(a,p/15) and B(B,p/15). 

Then there exists a subsequence (fn.)j;;;;, 1 of (fn)n;;;;,l such that the 
J 

sequence (lP-)J. 2 l = (f ) . 21 verifies the assumptionsof lemma 3. 
J ,,_ nj J-

Proof: We may choose n1 such that fn/0) meets B(a.,p/15) = 131 

8( B, p/15) = B2" As fn
1 

is conti nuous let o1, 1 = f~~(B 1) and 

and 

o1, 2 = f-\B 2) . We ma.y choose n2 > n
1 

such that f (0
1 1

) and f (0
1 2

) 
n 1 nz , n2 , 

. -1 -1 
meet 8 1 and 82 and we def1ne o2, 1 = fn/8 1)no 1, 1 , o2, 2 = fn/8_ 2)no 1, 1 

-1 -1 o2 , 3 = fn/8 1) no1, 2 , o2 ,4 = fn/8 2) no1,2 , and so on. ■ 

We will now prove that under the assumptions of theorem B there exist an 

infinite subset S
0

c:D'J, 0cG, a, SEO: with /a-sl;;;;,p/3 such that 

( f ) veri fies the n n ES 
0 
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assumptions of lemma 4. This will need some work. 

Definition 4: Let G be a topological space and let 

sequence of functions : G ➔ ID . 

( f ) .___ 1 be a n n 9 

Let S be an infinite subset of N. For every tEG we define 

F5(t) = {zEIDIVV(t) vN;;,,1 Vs>O 3uEV(t) 3nES, n;;,,N lfn(u)-zl <d 

The graph of the mapping t~>F
5

(t) is 

~ = {(t,z)itEG zEFs(t)}cG X Jij 

The properties of F5 are summarized in the fol lowing lemma. 

Lemma 5 : Let G , S, (fn)n;;,, 1 be as in definition 4. 

a ) For e ve ry t E G 

non empty s ubset of ID. 

(î 

V(t) 
u F

5
(s) and this is a closed 

s EV( t) 

b) The graph ~ is closed in G x ID . 

Lemma 5 implies that t~>F
5

(t) is an usco (upper semi continuous 

compact valued) mapping as defined in [S. Definition 3.3). 

Proof of lemma 5 : a) That n u F
5

(s) ::)F
5

(t) is obvious. Let us 
V(t) s EV(t) 

prove the converse inclusion. Let zE n u F
5

(s). Hence 
V(t) sEV(t) 

VV(t) Vs>O 3sEV(t) 32 1 EF 5(s) iz-z'i<s. 

For every V(t) and s >0, as V(t) contains a neighborhood of s, we 

get by the defini tian of F
5

(s) that for N;;,, 1 there exists 

uEV(t) and n;;,,N, nES such that iz'-fn(u)i <s hence lz-fn(u)I <s 

and 2EF5(t). 

F
5

(t) is non empty by definition and is closed in ID by the 

assertion above. 

b) Let t ➔ t in G and z E FS ( t ) a a a 
besuchthat z ➔ z.Then 

a 

zE n u F5(s). By a) zEF 5(t) which means that ~S is closed 
V(t) sEV(t) 
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in G x ID provi ded wi th the product topol ogy. 

Lemma 6 : Let G be a separable metric space. Let ( f ) :::;, 1 be a n n-

sequence in the unit ball of i
00

(G). There exists an infinite subset 

S c]N s uch that 
0 

vs i n fi ni te S c S vt E G 
0 

Proof : We wi 11 defi ne a fami ly (S ) of subsets of JN indexed by the 
a 

ordinal numbers of a countable set (we denote by n the set of these 

ordi nals) such that 

(c) if y<S 

Hence the grap/Js ( ~S ) of the mappi ngs F S form a decreasi ng fami ly of 
a a 

closed subsets of G .x ID . Let us put s
1 

= I'l , let aErl and let us 

assume that a family (S
1
)s<a verifying (c) has been defined. 

If a i s an ordinal of the form a = y+l ei ther there exi sts t E G 

and an infini te subset S of S such that F5 (t) ~ F5 (t), and we put 
y y 

S = S , or this is impossible and we stop the construction and put 
a 

S
0 

= SY • If a a limit ordinal let (an)n;;;;.l be an increasing sequence 

of ordi nals such tnat 

diagonal sequence of 

a= sup a 
n n 

( Sa ) ....._ 1 e .g. n nr 

n 2 i s the l e as t i n te ge r i n S n S 
al a2 

Then we take for S = (n .) ·:::;, 1 a 
Cl. J J-

nl is the least integer in S 
al 

which is bigger than n1 , and so on. 

Hence for every n;;;;.1 S \S ns is empty or finite. As for every S<a 
a a an 

there exists n such that B < a we get 
n 

VS< a S \ S n S i s empty or fi ni te. 
a a a 

n 

Let us assume that S has been defined for every aESG i.e. that the 
a 

stopping situation does not occur. (~ )aESG is a decreasing family 
a 

of closed sets in G xID. As G xID has a countable basis of open sets, 

there exists [ K. theorem 7 chap. IV.15] an ordi na 1 a ESG 
0 

such that 
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hence we should have stopped the construction at 

1 emma. 

a +1. This proves the 
0 

Lemma 7: Let G be a metric space , (fn)n>l a sequence in the unit 

ba 11 of 
00 

t (G), S an infinite subset of lN. We assurre that there exists 

p>O such that for every open set QcG and every N>l there exists 

nES, n>N such that diam fn(O) >p. Then 

-1 
Proof: For every tEG, and every B(t,-k )CG there exist nkES, 

-1 
nk >nk-l such that diam fn (B(t,k )) > p hence there exist sk , 

-1 k 
sk'EB(t,B(t,k ) such that If (sk)-f (sk')l>p ;let z and z 1 be 

nk nk 

cluster points of (fri/sk))k>l and (fn/sk))k>l respectively. Hence 

lz-z'l>p and z, z'EF
5

(t). 

Lemma 8 (selection lemma) : Let G be a complete rœtric space. Let (f) n n> 1 
00 

be a sequence in the unit ball of i (G). Let S be an infinite subset of 

ll'J. ~ve assume that there exists p >0 such that 

a) Then there exists a dense G
0 

subset AcG and two functions g, h A+ ID 

whi ch are conti nuous on A and veri fy 

( i) Vt E A 

( i i) Vt E A 

g(t)EFS(t) h(t)eF
5

(t) 

lg(t)-h(t)i >p/3. 

b) There exist a, SEŒ such that la - Si>p/3 and there exists an open 

set QcG such that 

Proof: a) we use twice the selection theorem [S. theorem 1.51] : by Baire 1 s 

theorem every countable intersection of dense open sets in G is dense 
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in G. As the graph ~S is closed in G x ID the selection theorem implies 

that there exista dense G
0 

subset A' c G and a continuous section 

g : A' -+ D such that g(t) E F
5

(t) for every tEA'. l1e now apply the 

selection theorem in A' x li5 to the set 

JfS = { ( t , z ) j t E A 1 

We may apply i t because every countable intersection of dense open sets in A' 

is dense in A' , F5(t)\B(g(t),p/3) is non empty for every tEA' by 

assumption and x5 is closed in A' x JÔ 

in ID and znEF 5(tn)\B(g(t),p/3) then 

the continuity of g 

A' , z -+ z 
n 

by lemma 5(b) and by 

jz-g(t)I = lim iz -!9'(t )l~p/3) 
n n n 

The selection theorem gives a dense G
0 

set A in A' (hence A is a 

dense G0 set in G) and a continuous section h : A-+ n such that 

(i), (ii) are verifieci. 

b) Let us take t
0

EA and let a= g(t
0

). By the continuity of g there 

exists an open subset 0 1 CG such that 

'v't EO' nA lg(t)-al < p/16 

Let S = h(t ) , hence la - BI ?,,p/3. By the continuity of h there exists 
0 

an open subset oco• such that 

VtE O nA jh(t) - Bl<p/16 

hence for every tEOnA F5(t) meets B(a,p/16) and B(B,p/16). 

As .A is a dense G0-subset of G , Olî./\ is dense in the complete metric 

space O. As the graph of Fs is closed by lemma 5(b) the lemma is proved. 

Lemma 9: Let G be a complete separable metric space. Let (f) ..__1 n n""' 
be a sequence in the unit ball of .{

0

(G). l~e assume that there exists p>O 

such that for every infini te subset S c]N 

Then there exist 

vt E G di am F s ( t) ?,, p 

an infini te s ubset S , a , SEC s uch tha t 
0 

and an open set OcG such that for every finite collection 0
1

, ... ,0k of 



1 

open subsets of 

very 
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0 and for every N~ 1 there exi s ts n ES , n ~ N 
0 

B(a,p/15) and B(S,p/15). 

such 

Proof : We define S
0 

as in lemma 6. a. ,S and O are defined for this S
0 

as in lemma 8(b). Let us assuire that the conclusion of lemma 9 is false. 

There exists a collection 0 1, ... ,0k of open subsets of O such that 

3N~ 1 Vn ~ N , n E so 

Hence there exist i
0

,;;;;k and an infinite subset s1cs 0 such that either 

or 

VnE Sl 

vn ES 1 

Let us ass urne that we are in the fi rst case for example. Hence 

But by the definition of S
0 

lemma 8( b). 

This is a contradiction. ■ 

F S ( t) = F S ( t) for e ve ry t E G and by 
1 0 

Obviously lemmas 7, 9, 4, 3 imply theorem B. 

Addendum : After this paper was written, theorem B has been used again to 

produce related examples of Banach spaces with the strong Schur property 

[F. Lust-Piquard: Means on CVP(G); subspaces of CVP(G) having the Radon

Nikodym and Schur property. To appear]. 

Johannes Kepler Universitat Linz 
A-4040 Linz - Austria 
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Exposé n°4 
Hervé QUEFFELEC 

Année 1987-1988 

RESUME. 

Existence de vrais J\(p) 

d'après J. Bourgain 

On détaille la preuve du résultat récent de J. Bourgain sur l'existence 

pour 2 < p <00 ,de parti es E de Z qui sont des ensemble J\(p), mais pas des 

ensembles J\( p+E:) si E: > 0. 

Abs tract. 

\~e gi ve a detai led proof of the recent resul t of J. Bourgai n on the existence, 

for 2 <p <00 , of subsets E of Z which are J\(p)-sets, but not J\(p+E:)-sets 

if E:>0. 

NOTATIONS, DEFINITIONS et INTRODUCTION. 

T désigne le cercle avec sa mesure de Haar dt 
dm(t) = 2-rr 

9 désigne l 'ensemble des polynômes trigonométriques sur T. 

f désigne la transformée de Fourier de fE9 , i.e. : f(n) = f f{t)e-intdm(t) 

si nEZ. 
4 

9Ê désigne l'ensemble des éléments f de 9 à spectre dans E (f(n) = O si 

n ~ E) ; E est une parti e de Z. 

Il fll p = (JI f ( t) 1 P dm( t) ) l/p ( 0 < p < 00 ) c'est une norme sur 9 si p;;;, 1 

ISI désigne le nombre des éléments del 'ensemble fini S. 

Si K1 , K2 sont deux parti es d'un espace v~ctori el V , on défi nit le nombre 

de recouvrement de K1 par K2 par l'égalité 

N(K1,K2) = inf {m;;;,l; il existe x1, ... ,xmEV avec 
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s
2 

désigne la boule unité euclidienne dans Rn (n fixé). 

Si & c Rn et t > 0, on pose : 

N 2 ( & , t ) = N ( & , tB 2 ) . 

Un espace de Banach V est dit de type 2 s'il existe une constante K telle 

que pour tout n et pour tous x1, ... , xn EV 

I 
n n 

Il ( ) Il ...1. • __,, K(._... li x
1
. li 2) 112 

L e:. w x. UJJ""' 1 l., l l l \l 
(La meilleure constante K se notant T2(V)) 

où (e:p···•e:n) est une suite de variables aléatoires indépendantes prenant 

les valeurs ±1 avec probabilité 1/2 (sui te de Rademacher). 

Si V est de type 2 et si ( gl' ... ,gn) est une sui te gaussienne standard 

(E(g.g.) = ô .. , E(g.) = 0) on a pour tout n et tous x1, ... ,xnEV 
1 J l J l 

Un espace LP(µ), où µ est une rœsure positive, est de type 2 si 2,s;;p< 00 • 

C désigne une constante numérique (mais qui peut varier de place en place). 

Définition: soit pE]0, 00 [ et EcZ; on dit que E est un ensemble de type 

J\(p) (en abrégé EEJ\(p)) s'il existe r<p et C
0 

<00 tels que 

( 1) Il fil ..;; C Il f II pour tout f E !?.E p o r 

(autrement dit les 11normes 11 Lp et Lr sont équivalentes sur ~E). 

Remarque 1 : La valeur de r est sans importance dans cette définition, si 

en effet 0<s<r, écrivons r-l = (1-8)s-l + 8p-l avec 0<8<1. Si 

fE 9E' on a d'après (1) et l'inégalité de Hèilder 

llfll ..;;c llfll ..;;c llfll1- 811fi18 , d'où: p o r o s p 
1 

llfll ..;;en llfll 
p O S 

Remarque 2: Si EEJ\(p) et si p>2, E vérifie nécessairement la condition 

de lacunarité suivante : 
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(2) IEn{l, ... ,N}l~C' N2/P 

(N entier arbitraire ;;;;,1 ; C' = 4C2 (2n}2 1P si 
0 

Posons en effet E nu, ... ,N} = {n1, ... ,nk} et 

k . t k k 
if(t)-kl ~ E leinj -li~ E ln -lt~kNltl ~ 2 si 

j=l j=l J 

Il fil ~c Il fll
2 

pour 
p 0 

~ e inj t = f( t) 
1 

1 
ltl ~2N, donc 

ltl~.l__ =>lf(t)l;;;;,k d'où llfllP;;;, (~l dt= (~)p_N_ , ce qui 
J 

-1 

2N 2 p I t 1 ~.l__ 2 2TT 2 2TT 
-l/p 2N 

implique ~
2 

N l/ ~llfll ~C llfll
2 

= C .Ji<, d'où v'k~2 C (2n)l/p Nl/p 
( 2n) P P o o o 

ce qui n'est autre que (2). 

Les remarques (1) et (2) sont desrappels de [R]. 

La notion d'ensemble J\(p) a été introduite par Rudin ( [R]) dans un article 

où il pose la question : 

Si pl< p2, existe-t-il E tel que EEJ\(p 1), mais E~ A(p2) ? 

Rudin répond affirmativement à cette question si p1 est un entier pair:;;;.4, 

sous la forme pl us pl us pré ci se sui vante : 

si p = 4,6,8 ... il existe E avec EEJ\(p), E~J\(p+s) si s >0. A la suite 

de cela, introduisons la 

Définition 2. On dira que ECZ est "un vrai J\(p)" si EEJ\(p), et 

E ~ J\( p+E ) s i E > 0 . 

En 1974, Bachelis et Ebenstein [B-E] (utilisant un article de Rosenthal sur les 

sous-espaces de Lp) ont démontré que si l~p < 2, il n'existe pas de vrai 

/1.(p) (autrement dit EE/1.(p) ~ EEJ\(p+s) pour au moins un E >O). 

En 1988, J. Bourgain a démontré qu'au contraire si 2 < p <00 il existe un 

vrai J\(p), ce que Rudin ne savait montrer pour les entiers pairs>4 c'est· 

cette construction de Bourgain qui est exposée en détail ici. 
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Les deux problèmes suivants restent ouverts 

i) Existe-t-il de vrais 1\(2) ? 

ii) Si l~p<2 et si EEJ\(p), a-t-on EEJ\(2)? 

(Il résulte de la construction de Bourgain que pour tout 

\avec EEJ\(2), E(jti\(2+e:), ce qui est plus faible que i). 

E > Ü il existe E ) 

No us a 11 ons do ne prouver le 

1 

/Théorème 1 si 2 < p < 00 , il existe un sous-ensemble E de Z qui est un vrai 
1 

1 
ll\(p). 
1 

--------------------------------------1 

Le théorème 1 résultera de la version finie-dimensionnelle suivante, qui 

peut-être considérée comme le "noyau dur 11 de la preuve 

Théorème 2: Soit (E,E,v) un espace de probabilité. Soit (c.p1, ... ,c.pn) un 

système orthonormal uniformément borné sur (E,E,v) (llc.p.11 ~M) et soit 
1 00 

2<p<oo. Il existe Sc{l, ... ,n} avec les deux propriétés 

a) ISl~an 21P (où a nedépendquede pet M) 

b) Il I a.c.p.11 ~S 
iES llp 

s tout (a.)E(t. 
1 

(où s ne dépend que de p et M) pour 

Le théorèrœ 2 entraîne le théorème 1 : en effet, on peut alors trouver pour 

tout j ~ 1 une partie Ej de [ 2j ,2j+l[ telle que IEj 1 ~a 2j/p et 

llfllp~Sllfll 2 si fE9Ê_ 
J 

00 j j/p 
Soit E = u E . • 1 E n { 1, 2, 3, ... , 2 -1} 1 ~ 1 E . 1 ~ a 2 , do ne si q > p, E ne 

j= 1 J J 

peut être J\(q) (La condition (2) de J\(q)-lacunarité est violée). Reste à 

montrer que E est J\(p) ; soit 
00 

f E .9E ; f SI écrit f : L f • 
j=l J 

avec 
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f.E9'E et d'après l'inégalité de Littlewood -Paley ( [K-P]) 
J j 

1/2 . 
llfll ~K 11(~ lf-12;\1/211 = K Il~ lf-1211 ~K (~ Il lf-121112)1/2 

p p J J p p J J p/2 p J J p 
(puisque 

= K fr. llf .112\1/2 ~K ((32 'f. llf.112\1/2 
p \j J p) p \ j J 2) 

Le théorème 2 sera prouvé seulement pour 2 < p~3 (les autres plages de 

valeurs de p s'en déduisent par des modifications simples). 

Le théorème 2 sera prouvé seulement pour des ~- réelles, ce qui suffira 
l 

pour les besoins du théorème 1 ; en effet, si les 

caractères distincts ~ 0 de Z, les deux familles 

( '") sont des '+'i 1 ~ i ~ n 

( v2 dt~-) et (./2 Im ~- ) 
1 l 

sont encore orthonormales et d'autre part, vu le caractère probabiliste de 

la preuve qui suivra, la plupart des parties S de cardinalité ;;;,a n21P 

vérifient le b) du théorème 2 ; on pourra donc trouver Sc {1, ... ,n} , de 

cardinalité ;;;,a n21P , qui vérifie à la fois 

L r. s a. <R~.11 ~ C ( 'f. i)l/2 v( a.) E R5 et 
l E l l p \i ES l 1 

L r. s a. I~.11 ~C ( 'f. i)l/2 V( a.) E R5 

1 E 1 l p i ES l l 

D1 où Il r. a -~-Il ~4c( r. la;l2)112 v( a. ) E a:5 
iES l l p iES l 

De toutes façons, il semble qu'on pourrait prouver directement 1 e théorème 2 

pour des ~- complexes, au prix seulement de notations plus compliquées. 
1 

La démonstration du théorème 2 utilise les trois ingrédients suivants, qui 

seront développés d 1 abord 

® Une inégalité probabiliste (version du théorème de majoration de Dudley 

pour 1 es processus gaussiens et sous-gaussiens). 

@ Une estimation d'entropie (destinée à exploiter l'inégalité précédente). 

© Un principe de découplage relativement simple. 

La construction de S n'est pas difficile, et on peut déjà l'indiquer 

p/2 > 1) 

soient ~l' ...• ~n des variables aléatoires indépendantes à valeurs O ou 1 
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( des sé1ecteurs ... ) avec E(s) = 0 ' où 0 est tel que on= n2/p. Soit 

n 
s = {j/E,;j(w) = 1} , si bien que 1 s 1 = L sj (w) et que w w 1 

E IS 1 =on= n21P. S sera de la forme s = Sw
0 , WC convenable , et on w 

aura automatiquement a). La difficulté sera de montrer que S, qui ne peut 

être un ensemble A( q) avec une constante raisonnable pour aucun q > p 

(à cause de a)), est quand même un ensemble /1.(p) ! (Ie vérifie b)} 

@ INEGALITE PROBABILISTE 

Dans cette partie, x = (x 1, ... ,xn) sur un é1ément de Rn et 

1 x 1 = (i x~)112 sa norme euclidienne. 

Théorème A: Soit &cR:, B = sup lxl ; soit 
xE& 

m un entier ..;;n, q
0 

un réel ;;;.1. Alors (les 

précédente) 

( A. l) 

s· 1 
étant celles de la page 

Avant de prouver cette inégalité, faisons quelques commentaires : 

(A.l) se présente comme une variante de l'inégalité de majoration de Dudley [D] 

p.our1es processus gaussiens et sous-gaussiens ; cette inégalité s'écrirait 

(si ÜE&) 

(A.1)' ~::~ i~l rixi~l<C B( .J1og Nz(&,t)dt 

(ri étant une suite de Rademacher). 

On voit apparaître ici trois difficultés supplémentaires 

1°) On prend des moments d'ordre q
0 

(dans la suite, q
0 

variera et sera 

arbitrairement grand) 
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2°) Les F;,. sont fortement biaisées (sur [0,1], on a la ,représentation 
l 

J=~-2r-~) 
3°) Il y a un sup supplémentaire (quoique moins violent que celui en x) par 

rapport aux A avec IA 1 ,;;;;m . (A. l) va résulter des deux lemmes suivants et 

d'un recopiage de la preuve de (A.l)'. 

Lemme 1 Soit Q, un entier ~ 1, q un réel ~ 1. Al ors 

(A.2) 
Q, 

Il r t-11 .;;;; c (oQ, + q ) 
l 1 q log (2 + ~Q,) 

Ce lemme est intéressant pour q petit devant Q, on y règle les di ffi cul tés 

1°) et 2°). Voici la preuve 

1°) q~2ôQ, : posons ~Q, = e-a avec a >0 et 

binômiale g(Q,,ô), donc 
Q, .Q, 

E(Xq) = L Kq cfoK(l-ô)'Q,-K,;;;;r 
K=l K=l 

Q, 

I 
K=l 

Q, 

X = E F;,. , X suit une loi 
1 l 

Il XII .;;;;.9. = q .;;;; C 
q a log ~.Q, 

q puisqu'ici q ~2ot 
log (2 + ~,e) 

2 °) q < 28.Q, . Soit q = 28.Q, . D'après le premier cas, on a s uccess i verne nt 
0 

C q C q
0 IIXllq.;;;;p~qo,;;;; __ o __ q_o_ = log 4 = Côt 

log (2 + M) 

1°) et 2°) mis ensemble donnent (A.2). 

Dans le lemme suivant, on va régler la difficulté 3°) tout en introduisant 

des coefficients quelconques (mais fixes) y 1, ... ,yn. 
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(A.3) Il sup f. E E;,iyi)II ,;;;;cf (c5m)
112 

JyJ + ( 109\ 70)
112 

IYI} 
tlJAl,;;;;m \lEA q .. 

Preuve . On peut supposer IY 1 = 1 soient pl' P2 à ajuster avec 0 < pl < P2 

coupons E E;, .y. 
i E A l l 

en trois 

E E;,.y. ¾ E E;,.y. + E E;,.y. + E E;,.y. 
iEA l l 

Yi ;;,,p2 
l l i E A l l 

pl < y i < P2 
l l 

Yi < P1 

(Si dans l I aj us terne nt qui suivra on avait pl ;;,,p2 , la troisième somrœ 

vide). D'après l 1inégalité de Tchebycheff pour la mesure de décompte 

l{i/y;;;..p 2}i,;;;;P; 2 1Yi2 
= o;2 . L'inégalité de Schwarz donne alors 

-1 -1 
L E;,iy i ¾ L y i ¾ P2 IY 1 = P2 

y i;;,, P2 y i ;;,,p2 

D'autre part 

( A.4) 

IAl,;;;;m => E 
i EA 

Yi < Pl 

E;,.y. ,;;;;mp
1 

. D'où l 1inégalité latticiélle 
l l 

serait 

Soit E l 1ensemble des entiers ,Q, qui sont des puissances de 5 et tels que 

-2 -2 o2 <R.<pl. Soit I = {i/pl <yi <p 2}. 

Décomposant I en ensembles de niveaux où y. 
l 

on a une réunion disjointe 

I = u I 
,Q,E E ,Q, 

. . t -1/2 vaut approx, mat, vemen 9a , 

L'inégalité de Tchebycheff entraîne JI,Q,l .-;;;,Q,lyl2 
= !l. (A.4) donne alors 

-l v'5 ~ Il ( A • 5 ) 11 Y Il ,;;;; o2 + mp l + E - Il E E;, • 
q ,Q,EEvi iEl l q 

,Q, 

J I J 

,;;;; o;/ + mo1 + E ~ Il i E;,-11 ,;;;; o/ + mo1 + E v15 Ili E;,-!! 
,Q, E E ✓i 1 1 q t E E ./i, 1 1 q 
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puisque les ç;i sont indépendantes équidistribuées positives. 

(A.5) et (A.2) donnent 

:s;;; P2 1 + mpl + C ) o.Jï + Cq E -2 ___ l ___ _ 
Q,;_-PÏ2 Q, > P2 ~ log (2 + 12) 

( Q, étant une puissance de 5). La der ni ère somme s I écrit 

~ K) avec ~ K) = 
1 

M log(2 + ~) 
o5 

1 og ( 2 + q \ 

si bien que 

~ 1 \ --;;r.; 1 

~ = VS log (2 + q ):s;;; VS 
sup 
X>O 

log (2+5x 
1 og 2+x 

\ o5 K+ 1 

car (2+x) 2 - (5x+2) = x2 - x + 2~7/4~0. Si 

Ko -2 
tel que 5 >p 2 , il s 1 ensuit que 

K est 1 e pl us petit entier 
0 

d 1 où finalement 

( A.6) -1 ( -1 qp2 ) cS P 1 ) + C P2 + 2 . 

( 
5qp2) 

log 2 +-
0
-

On choisit pl et p2 indépendamment de façon à mi ni miser les deux 

parenthèses ci-dessus. Le choix de pl est clair 

Le choix de p2 l 1 est moins mais on vérifie aisément que si 

1 Pz = q -1/2 (log ¾) 1/2 1 

les deux quantités 

( sqi) 
log 2 + y 

sont toutes deux du même ordre 
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de grandeur q
1I2 

(log lf 1I2 . Avec ces choix de p 1 et p2 , (A.6) s'écrit 

r 112 r q \ 1121 . • 
IIYllq,;;;;c L(cSm) + \_log l/cS) J, ce qui n est autre que (A.3) 

Avant de passer à la preuve de (A.1), on a encore besoin du 

Lemme A3 : soit (Xy)yE E une collection de variables aléatoires positives 

indexée par E fini ( JEJ = N) et soit q
0

;;..1. Alors 

(A. 7) Il s up Xyil q ,;;;; e s up Pyil q +log N 
y O y 0 

q 
Preuve : Soit M = sup X O et r;;..1. Par l'inégalité de Jensen 

y y 

(E(M))r,;;;;E(Mr),;;;;r E(X~0 r),;;;;N sup IIX nqor, d'où 
Y 1 1 Y y qor 

q rq 
Il sup X Il = ( E( M)) o ~ N o s up Il X Il 

Y Y qo y Y qor 
1 

On ajuste r;;..1 de façon que rq
0

;;..log N car alors 

On doit donc prendre 

D'où (A.7). 

rq ;;,. max ( q , l o g N ) , s o i t pa r e xe mp l e rq = q + l o g N . 
0 0 0 0 

Venons-en à la preuve de (A.l) ; on peut supposer 8 = 1 car les deux nombres 

sont des fonctions homogènes de & ; en effet, pour À > 0, on a 

[ ✓1 og N
2
(Àe.-,-t) dt = JF ✓1 og N

2
( &)-) dt = >..JF .j1 og N2( &,s) ds . 

0 O À 0 

-K Soi t N K = N 2 ( & , 2 ) ( K E N ) • 

K K K n -K 
Soit RK = {z ( 1),z (2), ... ,z (NK)} c R tel que &CRK -r 2 B2 

On peut prendre R
0 

= {z0 (1)} = {0} puisque B = 1. 

Soit x E & ; pour tout K ;.a, il existe jK E[ l,NK] tel que 

1 x - z K ( j K ) 1 ,;;;; 2 - K , d ' où x = ; [ z K ( j K) - l- 1 ( j K- 1 ) ] p ui s q ue z O 
( 1 ) = 0 . 

K=l 

D'autre part JzK(jK)-l-\jK_l)l,;;;;lzK(jK)-xl+lx-zK-\jK-l)J,;;;;2-K+2-K+l ~C 2-K 

K( .- ) K-1 . ) 2 et z JK - z (JK-l rend au pl us NK NK_1,;;;;NK valeurs ; on peut donc 

K K-1 -K 
poser z (jK) - z (jK-l) = C 2 y(K) avec y(K)EEK, EKcB 2 et 

IEKI ,;;;;N~ et tout élément x de & admet une représentation 



( A.8) 

z: 
i E A 

X = 

[;.x. 
1 1 

Posons XY = 

CO 

C Z: 2-K y(K) où 
K=l 
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sup ( z: [;. lY· 1';· Ainsi : 
IAl..;;;m\iEA 1 1 

00 

. sup z: ;.x . ..;;;c z: 2-K sup X . D'où via (A.7) 
j Ai :,;;;; m i E A 1 1 K= 1 y E EK y 
xE& 

D'après (A.3) et (A.8) ceci est majoré par 

f 1;2 f q \ 1;2 f i)-112 [ ,----~- l 
..;;;cl(ôm) + \logol/o} + \log 8 

0 
J1og N2(&,t)dtJ 

car puisque g(t) =Jlog N2(&,t) décroît: 

1 oo 2-K oo 2-K 

I g(t)dt;;;;. Z: f -K-1 g(t)dt;;;;. I g(2-K) I -K-1 
o K= 1 2 K= 1 2 

00 

dt= L · 2-K-l g(2-K) 
K=l 

® ESTIMATION D1 ENTROPIE 

□ 

Notations : Rappelons que (lP1, .•. ,q,n) est un système orthonormal uniformérrent 

borné (llq,.11 ..;;;M) sur un espace de probabilités (E,L,v). 
J 00 

Si a= (a 1, ... ,an)ERn, on pose lai= (Z:a~) 112 et llall
00 

= supjai 1-

0n pose également 

Lq = Lq(E,E,v) (q>2) 

B~ = boule unité du sous-espace de Lq engendré par les (J)i' iEA (AC{l, ... ,n}) 
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B = 8 {1, · · · 'n} = boule uni té 
q q du sous-espace de Lq engendré par tj)1, ... ,tj)n 

ITA = { L a. tj). ; J a J ,ç 1} . 
i E A 1 1 

9 = u IIA = {r a. tj). ; Jal~ 1 et )suppa J :Çm}. 
m IA 1 ~m , 1 

On se permettra dans la suite d'identifier f =ra. lP· E9. avec a= (a.) 
1 , m 1 

et on écrira aussi bien aE 9m. On pose supp f = suppa = {i/ai f O} , ainsi 

A 
que Nq(IIA,t) = N(IIA,tBq) et Nq( 9m,t) = N {9m,tBq) 

désignera une constante qui ne dépend que de q et C' 
q une constante 

qui ne dépend que de q et M = sup lltjJ.11 (elles peuvent varier de place 
j J CO 

en place). L'inégalité fondamentale ici est le 

Théorème 8. 

( 8 .1) 

La preuve de (8.1) se déduira des deux inégalités ponctuelles suivantes 

(8.2) log N (9 ,t):ÇC' m log n t-v si 
q m q 

(8.2) et (B.3) entraînent (8.1) puisque 

O<t:Çt 
0 

V = v( q) > 2) 

On va commencer par estimer Nq(IIA,t) ; ITA n'est autre que la copie d'une 

boule euclidienne en dimension JAi ; on va donc utiliser le lemme suivant 

(dit "estimation Sudakov duale") dû à Pajor-Tomczak et dont on reproduit 

une preuve simple dûe à Pajor- Tal a grand 

Lemme 1 : Soit d un entier ;;;;i: 1, B2 la boule unité euclidienne de Rd , B 

d . d -
la boule unité d'une norme Il Il sur R et M = E III g.e.11, ou (e

1
.) est la 

l 1 l 

base canonique de Rd et ( gi) une sui te gaussienne standard. Alors pour 

tout t > 0 
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(B .4) 

(B.5) 

Preuve : (B.5) est une conséquence immédiate de (B.4). 

(B.4) va résulter d'un argurœnt de volurœ, mais vis à vis de la probabilité 
2 

gaus:sienne µ = (2rr)-d 12cr, avec cr= exp(-~) dx1 ... dxd. L'inégalité 

fondarœntale est la suivante : soit K un convexe de Rd symétrique par 

rapport à O ; alors 

2 
{B.6) µ(K+y);:.;.exp(-1f.t.) µ(K) 

(D'après l'inégalité de Brûnn-Minkonski,on a toujours µ(K+y)¾µ(K)). Il 

suffit de prouver (B.6) avec cr à la place deµ: 

a(K+y) a JK exp(- lx+~l
2

) dx> JK exp [- ¾ ( lx+yl
2
+1y-xl

2
)] dx 

·(par Cauchy.;.Schwarz et le fait que K = -K) 

= JK exp[-½ (lxl
2

+Jyl
2

)] dx (par l'identité du parallélogramrœ) 

2 
= exp(-1ft.) cr(K). Avant de poursuivre, notons les deux inégalités 

(B.7) 

En effet, µ(Rd\2MB) = µ{x/llxll >2M}¾iM f11xlldµ(x) = ~MxM = ½ 

(B.8) llxll ¾2Mlxl (soit B2 c2MB) 

Soi t e n effet 

d. 
j tp{ X) j = 1 L X. 

1 l 

a ve C I X 1 = 1 et s O i t (p E ( Rd, Il Il t 
2\1/2 1 d 

llP(e1 )1 ) = Elgil El~ gi~(ei )1 

(Pour les banachistes, (B.8) est un cas particulier de llull ¾Ct(u)). 
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Soit alors x1, ... ,xN un système maximal de points de s
2 

avec llxi-xjll >t 

si i!j, si bien que les boules xi +; B· sont deux à deux disjointes, 

tout comme les boules >.) + À.i B (si >..>0). Ajustons À pour avoir 

U 4M 
2 = 2M , soit À = t , nous obtenons via (B .6) et (B. 7) puisque µ est 

une probab i 1 i té 

N . N i 2 N 
1;;;. L µ(À.X l +2MB);;;. L exp( - 1 À~ 1 ) µ( 2MB) ;;;. ➔ L 

i=l i=l i=l 

N 8M2 M 2 
= - exp(--) , d'où log N~log 2 + C(-t) . 

2 t2 

D'après la maximalité du système (xi), N(B
2

,tB) ~N d'où 

( B • 9 ) 1 o g N ( B 2, tB ) ~ 1 o g 2 + C ( ~ )2 . 
Pour t~2M, log 2~4 log 2(~y2, donc (B.9) entraîne (B.4). 

M 2 Pour t > 2M , (B.8) entraîne log N(B2,tB) = O~c( 1 ) . □ 

Remarque si on applique l'argument de vol urne précédent à la mesure de 

Lebesgue À sur Rd , on obtient l'inégalité classique, qu'on utilisera 

par 1 a sui te 

(B .4)' 

Soit en effet 1 N 
X , ••• , X un système maximal de points de B avec 

i j xi + _t
2 

B sont llx -x Il >t si ifj; les boules disjointes et contenues 

dans (1 + {)B d'où 

Corollaire 

(8.10) 

Preuve Sur R\ considérons la norme Il ail = Il L a. lj). Il 
iEA l l q 

rrA peut être 
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assimilée à la boule euclidienne de RA par l 1isomorphisme Ea . 4:> . ➔ Ea. e . . 
l l l l 

Donc (B.5) donne, puisque L q est de type 2 

(8.11) 

A 2 
E Il 4:>· Il 
1 l q 

t2 
(puisque lie.li= 114:>.II) 

l l q 

Enfin ll4:>.II ~ll4:>.II ~ M, donc (8.11) entraine (8.10) (avec 
l q l 00 

C~ = M2 cT2(Lq)). Signalons que (8.10) ne sera utilisé que pour t=l. 

Remarque : 

L'estimation immédiate déduite de (8.10) (cf. (B.16)), à savoir 

(B.10) 1 

log N (.9 ,t)~(m+l) log n + Cq' m2 ne peut s'intégrer sur R+. L'estimation 
q m t 

log N (.9 ,t)~·log Nq(II{l n}'t)~C ~2 ne convient pas non plus, surtout 
q m . ' ••• , q t 

parce que m a disparu. 

On a besoin del 1ingrédient supplémentaire suivant 

Lemme 2 soit t;;;, 1 et fE.9. On peut écrire (troncature de f au niveau 
m 

t) 

(8.12) 

où ] désigne la partie entière. 

La signification de (8.12) est la suivante tétant donné, on cherche à 

approcher avec une erreur ~ t un élément t de .9 ; quitte à faire une 
m 

une erreur de l I ordre de t (llgll ~C 1t). On q q peut remplacer f, par h OÙ 

1 e support de h est beaucoup plus petit que ce 1 ui de f ( et al ors (B.10) 1 

réussira) et où en contre-partie la norme Q,2 des coefficients de h a 

peut-être augmenté, mais pas pl us que d1 un facteur Cqt). 
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K-1 

Voici la preuve : soit KEN* tel que 2-Z ..;;t<2K/ 2 et soit 

1 2 K 
f = Z: a. c.p. E~. Si (E:

1
-), (E:.), ... ,(i::.) sont K suites de Rademacher 

iEA l l m l l 

indépendantes, on a successivement 

1 1 f = z: a. E:.<.p. + z: a. ( 1-E:-)<.p. = 
iEA 111 iEA l l l 

1 1 2 z: a.E·<-P· + z: a.(1-E:.)E·<-P· + 
iEA l l l iEA l l l l 

1 2 + Z: a.(1-E:-)(1-E.)<.p. = .•• = g + h avec 
iEA l l l l w w 

K 1 ,Q,-1 ,Q, 1 K 
g = Z: Z: a.(l-E:.) ... (1-E:. )E:-4)- et h = z: a.(l-E.) ... (1-E:.)<-P· 

W ,Q,: 1 i E A l l l l l W i E A l l l l 

(w étant le point générique de l'espace de probabilités o où habitent les K 

suites de Rademacher).Lq étant de type 2, on a pour sf, ... ,E:rl fixés, 

avec des nota tians évi <lentes : 

J~ 1 ,Q,-1 ,Q, ll ,Q, r 2 1 2 ,Q,-1 2 2\ 
112 

z: a.(l-E:.) ... (1-E:. )E:-<-P- dE: ..;;c I z: a.(1-s-) ... (1-E:. ) !lep.li) 
i E A l l l l l q q \i E A l 1 1 l q 

( 
\

1/2 
,;;::c• ._. 2(1 1)2 (1 . .R--1)2 E . t~ t t - 1 ,Q,-1 
""" L, a. -E:. . . . -E. ) . n ,n egran par rappor a s , ... ,s 

q iEA l 1 l 

fil 
1 t-1 ,Q, Il ,;;:: ·fr 2 2 2 ,Q,-1 2\

1
1

2 
Z: a.(l-E:.) ... (1-E:. )s.<.p. dw""C I Z: a.(1-E:,) ... (1-E. ) ) cLi 

i E A l 1 1 1 l q q \i E A l l l 

(Vu l'indépendance et le fait que J(l-s~) 2 dw = 2)..;;C' 2,Q,12 • D'après 
l q 

l'inégalité triangulaire dans Lq 

(8.13) 

D'autre part : 

Donc 

-K -K m 
Z: 2 ..;; m2 ¾--.r 

i E A ti:: 



- IV. 17 -

1 K D'autre part hw = I: b.(w)<.p. avec b.(w) = a.(l-E.) ... (1-E-) donc 
iEA l l l l l l 

(suivant un calcul déjà fait; on a posé b = {b 1(w), ... ,b (w)). En w n 

appliquant trois fois l'inégalité de Markov à partir de (8.13), (8.14), (8.15) 

on trouve un w
0 

pour lequel, simultanément : 

llgw Il ,.;;;c• t ; isupp hw l ,.;;;c• ~ ; lbw l ,s;;;Ct 
0 q q O q t'" 0 q 

DI où ( B . 12 ) avec g = 9w ,h = hw 
0 0 

. □ 

Avant de poursuivre, notons l'inégalité élémentaire, se prouvant par induction sur r 

(B. 16) I: cK,.;;; nm+ 1 ( n ~ 2) 
K,.;;;m n 

(pour passer de n-1 à n, on écrit 

E CK = 1 + I: (CK +CK-l) = 
K,.;;; m n 1,.;;; K,.;;; m n-1 n-1 

I: CK + I: 
n-1 K,.;;;m K,.;;;m-1 

. m+l m m m+l _ . 
,.;;; (n-1) + (n-1) = (n-1) n,.;;;n ). Nous en dedu1sons 

C'm 
soit aussi en remplaçant t par 1 et m par [7] 

(~, m +l\ \ ,~q 7 ) ( , m \ 
I) ,.;;; n exp\ C q -;} ) (8.17) 

D'après (B.12) 

.9 c CI t B + CI t -9.[ C, m ] . DI où 
m q q q q-:-2" 

t 

(8.18) 

N 

exactement (8. 10 J 1 
, 

avec ,6/[ C' m 1c _u ( f.+B ), d'où 
q -:Z J=l J q 

N 
& c u ( C 1 ·t: f . + C I t B + C I t B ) 

m j=l q J q q q q 

N t 
= u (C't f. + 2c't B )\ 

j=l q J q q ) 

(8.18) et (8.17) entraînent : 
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1 o g Nq ( .9m, 2 C' t ) ~J C' ~ + 1 \} 1 o g n + C ' ~ s i t ;;i, 1 . 
q \ q te q te 

Soit encore en remplaçant 2 C~t par t 

D'où 

(B. 20) logN(.9 t),s;;;C' mlogn si t~t• 
q m' q t2 o 

En effet, (8~20) découle de (B.19) si t~t4/riï tandi que log N (.9 ,t) = 0 
q m 

si t>Mv'm. Car si f = I: a. lP· 
i E A l l 

avec I a 1 ~ 1 et I A 1 ,;;;; m 

llfll ,s;;;llflloo,s;;; lai(\ I: ll(p.112 ) 1
1

2
~Mv'Ïn, 

q iEA 100 

à (B.2) par l'artifice suivant: soit 

donc .9 c Mv'Ïn B 
m q 

r = 2q ; interpolons 

On passe de (B.20) 

Lq entre L2 

et Lr suivant le schéma usuel, ~2--~-----r• 

0 <8 < 1. Nous avons l'inégalité 

-1 -1 -1 
q = (1-9)2 + 8r , 

(B.21) N ( ~ t) ,;;;; N ( .9_ (.!) 118 \ pour tout t > 0. 
q .::r m' r \ m' 2 } 

Soit en effet s >O 
N 

et N = N ( 9 ,s). On a une inclus ion r m 
.9 c u ( g .+s B ) et 

m j=l J r 
(g.+sB)n.9-#f/J 

J r m 

d'où une inclusion 
N 

!? CU (f. 
m j=l J 

+ 2s B ) r avec cette fois 

sinon on pourrait diminuer N, 

f.E .9_ 
J m 

Soit fE.9_ et j tel que llf-f.11 ,;;;;2s. Par Holder 
m J r 

llf-f}q~llf-fjllt
8 

llf-fl~,;;;;2
1
-

9 
(2s)

8 
= 2s

9 
(puisque 

llf-fj11
2

,s;;;nf11
2

+11fl
2

,s;;;2). Autrement dit: 

9 N (.9 ,2s ),s;;;N (!? ,s), ce qui prouve (B.21) 
q m r m 

(B.20) et (B.21) entraînent 

(B.22) 
, m. log n . 2 ,8 

log N ( = t)~C -'-------,.'-- Sl t;;i,t = t 
q .::::r m' ""' q t2 o o 



- IV. 19 -

(8.22) prouve (B.2) avec v = 29- 1. Pour (B.3) les choses sont heureusement 

pl us s i mp l es ( on n I a pas be s o i n du l e mme 2 ) . 

Soient t et A avec t<t
0 

et IAl..;;m. 

(B.10) 

( B .4) 1 

§1 C 
m 

=> TT C U ··A 
1 ,;;;; j ,;;;; exp ( C ~m) 

( f + BA) .A J, q 

⇒ BA c u z ( gK, A + t BA) . Do ne 
q 1..;;K..;;(1+ -)m q 

u 
IAI ,;;;;m 

1 ,;;;; j ,;;;; e xp ( C ~ m ) 

1..;;K..;;(1+ I)m 
t 

t 

(B .16) implique alors 

log Nq(.9m,t),;;;;(m+l)log n + C~ m + m log (1 + t) et chacun des trois termes 

du membre de droite admet une majoration de la forme C~ m log n log( 1 + ~) 

(puisquê t < t
0

), d'où (B.3). □ 

© INEGAL !TE DE DECOUPLAGE 

L'inégalité qui suit (inégalité (C.l)) est impro~rement appelée inégalité 

de découplage ; en réalité, elle permettra ultérieurement de procéder à un 

découplagé en faisant une erreur contrôlée. 

Soit (~ ) une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs · i 1,;;;; i ,;;;; n 

0 ou 1 avec E(n.) = 1/3 . 
l 

Soit (z;i ) 1 ,;;;;i ,;;;;n une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs 

0 ou 1 avec E( r,;i ) = 1/2. 

On suppose les sui tes (n.) et (r,;.) 
l l 

indépendantes et définies sur un espace 

de probabilités (T,dt). Si X1•···•XnER on a 

rn.x. + I(l-n. )r,;.x. + r(l-n. )(l-1',;.)x. 
11 l 11 l 1 l 

1 2 3 a ve c n . = n . ; n . = ( 1- n . ) ç . ; n . = ( 1- n . ) ( 1- ç . ) . 
1 l l 11 l l l 
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Posons alors : I a a½ EX; ; b a ½ l:Y; ; C a½ "'; 
ta'= Ih{Xi = a+E1 ; b' = Ih~yi = b+E2 C, "h 3 = L.. • Z. = C+E

3 
• 

1 l 

Remarquons que, puisque p-2 ~ 1 

(C.3) Jp(u) - p(v)J ~ Ju-vJ 

Nous avons donc p(c') = p(c) + E:3 avec IE:3I ~ JE3 J. Il vient alors 

a'b 1 p(c') - abp(c) = (E1bp(c) + E
2

ap(c) + s 3ab) + (E1E2p(c) + E
1
E3b + s 2E3a) 

t {E 1E2E3), d'où en intégrant : 

1Ja1 b 1 p(c')dt - abp(c)l = if(a'b'p(c')-abp(c))dtJ~ 

Il E 111 1 1 b p ( c ) l + IIE 211 1 1 a p ( c ) 1 + Il E 3111 1 ab 1 ) + ( Il E 1 s 2 Il 1 1 p ( c ) l + Il E 1 E 3 n 1 l b l + Il E 2 E 3 n 1 l a l ) + (Il E 1 E 2 s 3 

n 
_es variables E1,E2,E3 ont la forme i ai Xi du lemrœ précédent ; par 

n 1 1 1 2 1 1 2 
=Xemple El = I (h; - 3 )x; avec Jh; - 3 \ ~3~ 1 ,E(h; - 3 ) = 0 et Ex;~ 1 • 

)n peut alors aisément majorer les sept termes précédents. 

IE/l~IIE/ 2 ~1 (j = 1,2,3) 

IE.cll
1

~11E.ll
2

11E.11
2

~1. Enfin par Holder et (C.2) (qui ne sert qu'ici!) 
1 J 1 J 

3 
1 E

1
E

2
E

3
11

1 
~ 11 E

1
11 

3
11 E

2
11
3

11 c:
3

11
3 
~ c

3 
. 

)'autre part 

)(x)~l+Jxl puisque p-2~1. Donc 

Jbp(c)I~{ (JbJ 2+Jp(c)\
2

)~{ (lbJ 2+(1+\c\) 2 ). On a des majorations analogues 

Jour \ap(c)I, Jab\, d'où une inégalité de la forme 

1 J a 
I 
b 

I 
p ( C 

1 
) dt-ab p ( C ) 1 ~ C [ 1 + 1 a 1 + 1 b 1 + 1 C 1 ]2 + C [ 1 + 1 a 1 + 1 b 1 + 1 C 1 ] 

~ 2c[ l+Jal+Jbl+lcl]
2 

, d'où (C.1) □ 

@ REDUCTION DU PROBLEME 

Les notations sont celles des paragraphes précédents ; si<.!>, 1jJEL2(E,I,v) 

Jn posera (<.p,ljJ) = JE <.p(u)ljJ(u)dv(u) (Rappelons qu'on travaille avec des 

fonctions réelles). Si Sc{l, ... ,n}, on pose 
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K = sup ll ï a-l!>·II (a= (a 1, ••. ,an) ; lai = (ïa
2
1
.)

1
/ 2). 5 lal~l ni ES 1 1 P 

S sera un bon ensemble A{p) si K5 est bien contrôlé ; on va d'abord 

réduire, de façon pureITEnt déterministe, le contrôle de K
5 

à celui d'une 

autre express ion, qui sera el l e-rœme mal contrôlée en généra 1, mais le sera 

si S est choisi au hasard. Nous avons besoin des deux lemmes suivants : 

Lemme 1 : soient x, y ER. Al ors 

termes carrés termes rectangles 

Preuve : lx+ylP = Jx+ylp- 2(x+yl~( JxlP- 2+iyJP- 2 ){x+y/ (car p-2~ 1) 

~ IYlp- 2 (x+y? + (l+lxl)p- 2 (x+y) 2 
= IYlp- 2 (x+y) 2 + (l+lxl)p-Zx2 + 2xy(l+lxl)p- 2 

+ Y2(l+lxl)p- 2 

~ IYlp- 2 (x+y) 2 + (l+lxl)p + 2xy(l+lxl)p- 2 + Y2(l+lxl)p- 2 . □ 

(Dans les applications, x et y joueront des rôles très dissymétriques ; x sera 

grand et y petit ; le remplacement de Jxl par l+lxl est technique, 

destiné à privilégier les grandes valeurs de x). 

Soit y E ] O, 1 [ te 1 que 

p-2 

( D. 2) 2 -Z p def ( 1-y ) + y ;\ < 1 

> 
{Un tel y existe car quand y+ 0 le premier membre de (D.2) est 

1 - P/ y2 + o(y 2 ) et p >2). 

Lemme 2 : s o i t a = ( a i ) E Rn , a ve c I a 1 ~ 1 . I l e x i s te I , J c { 1, . . . , n} 

disjoints avec 

(a) {1, ... ,n}\(IUJ) a au plus un élément. 

( b) mi n I a . 1 ~ max I a • I 
I 1 J 1 

2 2 2 2 (c) î a.~y et î a.~1-y 
I l J l 

(Avec la convention min la-1 = 1 et 
<P , 

max 
<P 

1 a. 1 = 0). 
1 
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Preuve : On peut supposer a 
1 
~ .•. ~an ~0. 

n 2 2 2 
Si a 1~y, ~ai< 1-a 1 <1-y on prend I = cp , J = {2, ... ,n}. 

Si af + ... +a~< y
2 

, on prend I = {1, ... ,n} , J = cp • 

Si non, sait K ~ 2 

I = { 1, . . • , K - 1 } , J = { K + 1 , . . . , n } mi n I a . 1 = a K-
1 
~ max I a . 1 = a K 

1 
. □ 

I 1 J 1 + 

Dans les estimations qui suivent, on néglige l'indice éventuellement manqué 

par I UJ, qui donnerait pour KS une contribution au plus égale à 

sup llq:i/
00 

= M. Appliquant le lemme 2, avec Sc{l, ... ,n} au lieu de 

s 
{l, ... ,n} et avec a= (a 1.)ER (lal<l), écrivons z: a.lP.(u) = x(u)+y(u) 

i E $ l l 

où x(u) = L a.q:i.(u) , y(u) = I a.tP-(u). D'après (D.1) : 
I 1 l J l l 

( D. 3) JI x( u )+y. ( u) 1 p dv( u) < f ( x( u )+y ( u)) 
2

1 y( u) 1 p-
2 dv( u )+ f ( l+ 1 x( u) 1 ) p dv( u) 

+21 (y,xp(x) >1+1 <y,yp(x)> l <11 x+y11
2

11y11P-
2
+11 l+Jxl11P+21 (y,xp(x) >1+1 <y,yp(x) >1 p p p 

(Helder avec r = p/2, r' = P~2 ) 

Par définition : llx+yll~<K~ ; llyllp<(l-l)
112 K5 , 

lll+lxlllp<(l+llxll l = llxllP + p(llxll + sl-l (0<8<1) p p p p 

< llxll~ + CP Kr
1

...;yP ~+CP Krl. En reportant dans (D.3) 

p-2 

Il x+yllpp <K~ K~-
2 

( l-y
2

)
2 

+ yp K~ + C Kr
1 

+ 2 sup [ l<y,xp(x)> l+l<y,yp(x)> Il. 
p x,y , 

En prenant le sup du premier membre, on obtient donc : 

p-2 

KP...;KPr (1-y 2 )°2 + yPl + C Kp-l + 2 sup [ J<y,xç.(x)> l+J<y,yp(x)) Il s SL J p s x,y 
Soit 

p p-1 
( 1-" ) Ks < c K5 + 2 s up [ ... J 

p x,y 
D'après (D.2) on en déduit une 

inégalité de la forme: 
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Les variables n~ ont les 4 propriétés suivantes 
. . . K 1 2 3 

n~ = O ou 1 ; E(n~) = 1/3 ; n~n- = O si j I K n. + n. + n. = 1. 
1 1 11 1 1 1 

Si donc on pose, pour t ET 

R{ = { i E [ 1, n] 
j 1 2 3 

; ni~t) = 1} , [1,n] est l I union disjointe de Rt,Rt,Rt 

f IR{ 1 dt = 1 ; et E x. = E 1 x. + E 2 x. + E 
3 

x. , ce qui est une 
1 

1 
i E Rt 

1 
i E Rt 

1 
i E Rt 

1 

façon équitable de couper au hasard une somme en trois. 

Soit enfin p(x) = (l+lxll- 2 (2<p~3). 

Théorème C. 

Soient 

Al ors : 

= ( z.) 
1 

trois é 1 éme nts de Rn de norme euclidienne~ 1 

Nous avons besoin du 

Lemme (Paley-Zygmund) : soient Xl' ... ,Xn des variables aléatoires indépendantes 

2 
centrées telles que 1\1~1. Soit q~2 et a= (ai)l~i~n avec Eai~l. 

Alors 

n 
(C.2) IIE a. X. li ~ C . 

l 1 1 q q 

Preuve : Soit (X.) = (X. -X~) 
1 1 1 

une symétrisation de (X-i) et (si) une sui te 

de Rademacher indépendante de (X). On a la chaîne d'inégalités 
1 

IIEa. X. Il ~ Ha . T.11 
l 1 q l 1 q = E IIEa. s-(w)r.11 ~C (Ella. T.112 ) 112 (car Lq est 

W 1 1 l q q 1 l q 

de type 2) 
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1.;;;;c• sup[ l<y,xp(x)> l+l<y,yp(x)> ll+C' 
p x,y p 

où le supporte sur les x,y de la forme 
(D.4) 

X = r. a . q,. y = r. b . q>. 
1nS 11 S l l 

lal.;;;;1 ; lbl.;;;;1 llblloo.;;;;111-112 les 

(A priori, d'après le lemme 2, on avait x = r. a.cp. , y= r. a.q>. avec 
I l l ~ l l 

mi n I a . 1 ;;;,. max I a . 1 . Mai s al ors l ;;;,. r. 1 a . 1 
2 

;;;,. jI I mi n I a . 1 , do ne 
I 1 J 1 I 1 I 1 

max la
1
. j .;;;;min !a. j.;;;; II l-l/ 2 ; donc dans (D.4) on a remplacé le sup par un 

J I l 

sup plus grand). Nous procédons maintenant à partir de (D.4) à une réduction 

supplémentaire, comme suit : 

Pour u fixé, on obtient d'après (C.l) (x,y étant comme dans (0.4)) 

( O. 5) ~ rr \( \ ( \ x(u)y(u)p( 3 ) = 9)\ r. 1 b.tp.(u)) r. 2 a.q>.(u))p\ r. 3 a.lP-(u);dt+r( 
SnR 1 1 InSnR 1 1 InSnR 1 1 

t t t 

avec lr(u)j.;;;;c[l+jx(u)l+ly(u)ll 2 . 

Intégrons (0.5) par rapport à dv(u), tenant compte du fait que llxlll2(v) ,s;;;;l 

et llylll2{v)..;;1 il vient d'après le théorème de Fubini 

<y,xp(~
3

)> = 9f< r. l b.(!).,\f r. 2 a.q>.\)/\ r. 3.a.<.,n.\) >dt+ 0(1) 
S n Rt 1 1 

I n S n Rt 
1 1 

I n S n Rt 
1 1 

Donc 

(le sup étant comme dans (D.4)). 

D'autre part 

p: 2 ( y, xp( x )) j .;;;; C • 
3 

( o. 7) 

En effet, IP(~) - P! 2 p(x)I = ~-Z [ (3+lxl)p- 2 
- (l+lxl)p-

21.;;;; ~-2 
3 3 3 

donc J(y,xp( 1))-3
P:2 <y,xp(x)> l..;;cJ!x(u)IIY(u)ldv(u) 
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On obtient de rœme : 

f 
( \ ( \ (0.9) supl <y,yp(x)> l~C supl< L 1 bi(J)i '\ L 2 b.(J).)P\ L 3 a.<.p.)>ldt + C 

x,y x,y snRt snRt l l InSnRt l l 

{Tous les sup étant comme dans (0.4)). 

En résumé, d 1 après (D.4), (0.8) et (0.9) 

KP~C' + c• (*) + C' (tt) avec s p p p 

(*)=Jsupl< L 1 b.(J)./\ L 2 a.(J).\)/\ L 3 a.(J).,)>ldt 
snR l l InsnR l l rnsnR l l x,y t t t 

( 0.10) 

(tt) = jsupl< L l b.(J),,\r L 2 b.(J),\\( L 3 a.(p,,)>ldt 
SnR 11 SnR 11 ÏinSnR 11 

x,y t t t 

le sup portant sur les x, y de la for,œ 

x = I a ·lP· ; y = L b .(J). 
In$ l l $ 1 l 

1 a 1 ~ 1 , j b 1 ~ 1 ; Il bll 
00 
~ 1 I 1 - l/ 2 I c S 

Malgré la présence des intégrales dans (*) et (tt), (D.10) est encore 

déterministe dans la mesure où il est valable pour tout S ; bien entendu, 

il ne sera exploitable que si S est aléatoire ! En passant de (0.4) à 

(0.10) (ce qui s 1est fait avec une erreur contrôlée grâce à (C.1)), on s 1 est 

mis en position de procéder au découplage qui va suivre. 

Prenons S = S (comme il est indiqué dans l'introduction) et posons w 

1 K(w) = Ksw! . Nous avons tout d'abord besoin du lemme de Bernstein suivant 

{où on = n21P). 

Lemme 3 (0.11) 
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Preuve: Soit Y= s1-o et o2 = E(Y2 ) = o{l-o). IYl~l donc E(Yn)~D 2 

si n ;. 2 et do ne pour À > 0 
n 2 Àn 2 

E(eÀY) = 1 + L -\ E(Yn)~l + D L - = 1 + D a,, avec a = eÀ-1-À 
n;.2 n. n;.2 n! /\ À 

n 
Soit maintenant X= L ,.-on 

1 l 

E(eÀX) = (E(eW))n~{l+D
2
aÀ)n~exp(n o2 aÀ). D'où 

P( IXI ;.t)~2 exp(-H+n D2 aÀ), en particulier: 

1 1 
on . on 2 on P( X ;. 2 ) ~ 2 exp [ -X 2 + n D a)) = 2 exp [ - 2 bÀ ] avec 

bÀ = À - 2(1-o)(eÀ-l-À);.À-2(eÀ-l-À) = 3À-2 eÀ+2 d~f CÀ. 

1 
cÀ est minimum pour >..

0 
= Log 3/2 et cÀ = 3 log 3/2 - 1 >s , d'où 

0 

1 1 
on on on P( X ;. 2 ) ~2 exp[ - 2 cÀ] ~2 exp [ - 10]. D 

o n 
( 2)1/2 . r:: D'autre part lai ~l ~ IIL a.q,.11 ~IIL a.<.p.11 ~\L ll<.p.11 ~Mvn donc s llp 1100 1 100 

d 1 après ( D .11) 

JKP(w)d.u = j 2/p Kp(w)dw + I 2/p Kp(w)dw 
IS 1~2n 1s l>2n w w 

~ I 2/ Kp(w)dw + (Mvnl P( 1s 1 >2n
21P) 

1 S 1 ~ 2n P w 
w 

= I 2/p Kp(w)dw + (M ✓rïl p(\I~ s· l >2on\) 
1 S 1 ~ 2n 1 l 

w 

,.;;; I 2/ Kp(w)dw + (Mvnl p(\l~l s;-oni;.
0
~) 

IS 1 ~2n P 
w 

J 
2/p J P - P -n P ,.;;; 2 / p K ( w ) du + 2 ( M '-; n ) e xp ( lO )~ 2 / K ( w ) du + C 1 

1 S 1 ..;;; 2n I S 1 ,.;;; 2 n P P w w 
(Rappelons que on= n21P). En résumé 

(D.12) 

Retournons alors à (D.10) avec S = S , IS l..;;;2n21P w w 

L l b. tp. = El b . [. ( w )tp. 
, nR 1 1 R 1-i 1 
~ t t 

E 2 a.tp. 
InSnR 11 

w t 
= E 2 a-s-{w)<.p. 

InR l l l 
t 



- IV .27 -

E 3 a.tp. = E 3 a.l;.(a)tp., etc ... donc l'intégration de (0.10) par 
1ns nR 1 1 InR 1 1 1 

w t t 

rapport à w donne 

( o. 13) 

f 21 
Kp(w)dw.:;;C' + C'(*) + CP'(**) avec 

IS 1.:;; 2n P P P 
w 

- JJ 1 / \ ( \ (*) - suprŒ b.f,;.(w)tp.\E a.f,;.(w)tp.)p 1 E a.[;.(w)lP·;>ldt dw 
Rl l l l R2 l l l \R3 l l l 

x,y t t t 

- JJ 1 ( \ ( \ (tt) - sup < I
1 

b.f,;.(w)tp. , 1 E b.f,;.(w)tp.)p 1 E a.[;.(w)tp.))I dt dw 
· y R l l l \R2 l l l \R3 l l l 

x, t t t 

où au second membre de (*) et (**) l'intégration port sur toutes les 

valeurs de w , en prenant les sup sur un ensemble plus grand que dans 

(D.10), à savoir 

X= Ea.tp. 
l l ' y 

1 supp a 1.:;; 2n21P 

= Lb .q:,. 
l l 

lsupp bl .:;;2n21P ; llbll
00

.:;; lsupp al-l/ 2 

(On a ainsi tenu compte du fait que, dans (D.10) on a IcS et du fait qu'on 
w 

intègre KP(w) seulement sur les w tels que jS l.:;;2n21P). 
w 

Si t est fixé, R~, R~, R~ sont disjoints donc les (si)i ER!, ([;.). ER! 
t l l t 

([;. ). ER3 sont trois 
l l t blocs indépendants, donc on peut aussi bien 

Si i E R l l t , remp acer si (w) par si (w1) 

s i i E R 2 , re mp 1 a ce r t si (w) par si ( w2) 

si i E R3 , remplacer t si (w) par si (w3) 

(c'est là qu'on effectue un véritable découplage). 

On va maintenant, dans (*) et (**), majorer les sup par des sup indépendants 

de t si bien que t va s'effacer des calculs puisque f dt= 1. Auparavant, 

changeons de notations : dans (*) 
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E b . /; . ( w l )({). devient Ea.1;.(t_:
1

)i.p. 
l 1 1 1 1 1 1 

Rt 

t: a.1;.(w
2

)({). devient Eb. ç;. ( 1;
2 

)i.p. 
2 1 1 1 1 1 1 

Rt 

t: a . /; . ( w., )q) . - de vient E C · s · ( /; 3 )lP · 3 1 1 .J 1 1 1 1 

Rt 
dans (**) 

t: b.i;.(w
1

)({), devient t:a . s. ( w
1 

)lP. 
R 1 1 1 1 1 1 1 

t 

t: b.t_;.(w
2

)({). devient Eb.i;.(w
2

)(J). 
2 11 1 11 1 

Rt 

t: a.i;.(w
3

)({). devient t:c.i;.(w
3

)<!>• 
3 11 1 11 1 

Rt 

Avec ces nouvelles notations, et après découplage, (D.12) et (D.13) donnent 

( D. 14) 

f K P ( w ) dw ..;;; C ~ + C p I 1 + C p I 2 avec 

r 
I 1= J s up 1 < t:a. /;. ( w. )i.p. , ( Eb . !;~ ( w2 )li). ) p( t:c . i;. ( W3 )li>· )> 1 dw ldw2d.ù3 (*) 1 1 1 1 1 1 l l l 1 

le supportant sur les vecteurs a,b,c tels que: 
(*) 2 

( lal,lbl,lcl)~l, max(isupp aj,jsupp bj,isupp ci)..;;;2nP 

Il all 00..;;; ( 1 s up b 1 + 1 supp c J )- l/ 2 

12= f s up j< t:a . s · ( w l )i.p. , ( t:b. s. ( w2 )(J). ) p( t:c. i;. ( w3 )li>-> j dw 1ctw2 ci.ù3 (**) 1 l 1 1 1 1 1 1 1 

le sup portant cette fois sur les vecteurs a, b, c tels que 
(**) I 

ma x ( 1 a 1 , 1 b 1 , 1 c 1 )..;;; 1 , max ( 1 s up p a 1 , 1 s up p b 1 , 1 s u pp c 1 )..;;;2 n p 

max(llall
00

,llbll
00

)..;;; jsupp cl-l/ 2 

La fin de la démonstration du théorème 2 va consister à estimer séparément 

r1 et r2 dans (D.14), en utilisant les parties techniques @et@. 

L'estimation de r1 sera un peu plus facile que celle de 1
2

. 
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© ESTIMATION DE Il ET I2 FIN DE LA PREUVE. 

Notations : 

n
0 

= 2n21P ; q
0 

= log n
0 

+ log 2n
0 

; D = {2j ; j entier;;;.O} . 
n 

Si a= (a
1
.)ERn, on pose f = E a.t;;.(w)lO· 

a ,W l l l l 

Si m1, m2, m3 sont des entiers entre 1 et n
0

, on pose 

- -1/2 1 
Kml,m2,m3 (wl'w2,w3) - ml A~~~c i ~A i;i(wl) ((j)i , fb,w2p{fC,W3)> 1 

où le sup porte sur les .A, b, c tels que IAI ,;;;;m1 ; b E g ; c E 9 
m2 m3 

{cf@ pour la définition de .9m). L'estimation fondamentale de ce paragraphe, 

qui exploite complètement les parties ®et@ (c 1est d1ailleurs le seul 

endroit où elles sont utilisées !) est la suivante 

Théorème E : pour w2 et w3 fixées on a l 1inégalité (valable si 2 < p <4) 

Preuve L'es ti mati on de Il K Il Lqo( d ) tombe sous 1 e coup du théorème A 
ml,m2,m3 wl 

OÙ 

&={x=x(b,c)=(x.(b,c)) 1,,;::-~ avec x.(b,c)=I<{!)- ,fb p(f )> 1 bE §1 cE g_ } 
1 -...1-...n 1 1 ,w2 c,w

3 
m2 m

3 

et où m = m1 ; w2 et w3 étant fixés, on écrira en abrégé 

f b = fb f = f ; K(w2) = K2 ; K(w3) = K3 • ,W2 C,w3 C 

Il nous faut majorer les quantités B et ( J1og N2(&,t) dt apparaissant au 

second membre de (A.1). 

Majoration de B. 

D1après l 1identité de Parseval pour les lP· , x(b,c)E& => 
l 

jx(b c)I = llf {l+lf il- 211 = lfi(l+jf 1)2(P- 2)\lf 2 ,s,;;11f Il lll+jf jllP- 2 
' b c 2 \ b c ) b p c 2p 

(Holder avec s = E. · s 1 = _P_) 
2 ' p-2 
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( car c E g.- => Il f Il ..;; M vnî.:3 ) m
3 

C oo 

D'où 

(E.2) □ 

Majoration de ( ✓log N
2

(&, t) dt 

Faisons le calcul préliminaire suivant, où x = x(b,c) et x' = x(b',c')EB. 

1 _(n 2\1/2,dn 2\1/2 
lx-x 1-\i ll<cpi,fbp(fc)> 1-l<cpi,fb,p(fc,)> Il) \~ l<cpi,fbp{fc)-fb,p(fc,)> 1) 

= llfbp(fc)-fb 1 p{fc' )112 = ll(fb-fb' )p{fc) + fb 1 (p{fc)-p(fc' ))112 

..;; Il ( f b - f b , ){ 1 + 1 f c 1 ) p-
2 

Il 2 + Il f b , ( f c - f c, ) Il 2 ( d I après ( C . 3) ) • 0 r 

Il ( f b - f b l ) ( 1 + l f C 1 ) p-
2

11 2 =( I ( f b - f b ,) 
2 
( 1 + 1 f C l ) 

2 
( p-

2 
) l/ 

2
..;;11 f b - f b I Il q Il 1 + 1 f C 111 ~ - 2 

¾ 

..;; C~ Kr2 
llfb-fb,llq 

où 1 'on a posé 

( E. 3) 

et appliqué Hëlder avec s = 2(~- 2) 

car p > 2) . De rrême : 

' s 1 = _p_ ( s > 1 car p < 4 et q > 2 
4-p 

_ ff 2 2\1/2 Il fb , ( f - f , ) Il 2 - 1 fb , ( f - f , ) ) ..;; llfb , Il Il f -f , Il ..;; K
2

11 f - f , Il cc , cc pccr ccr 

où l I on a posé 

( E. 4) r =~ 
p-2 

et a pp l i q ué Ho 1 de r avec s = ~ , s 1 

En définitive 

= _p_ ( no ter que r > 2 ) . 
p-2 
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je dis qu 1alors 

( E .6) 

(où pour une fois la constante ci est la rœme dans (E.5) et (E.6)!). 
p 

Soit en effet Bi'' (resp. Bi'' ) l'ensemble des fb, bE,~ (resp. 
~ ~ ~ 

l 1enseoole des f , cE Bi' ) 9 1 cg,_ (j=l,2) donc quitte à doubler 
c m

3 
m. m. 

J J 
les rayons des boules comme on l 1a fait dans la preuve de (B.21) on a 

des inclusions 

g,• C u ( t B \ et \ f . + 
m2 1 ~ j ~-N bJ 2 C KP-2 q) 

q p 3 

9 1 c u ( f + t B ) 
m3 1 ~ j ~ N \ cK 2 C' K r 

r p 2 

( avec bj E Bi'' , cKE Bi'') 
m2 m3 

Soit alors x(b,c)E& il existe (j,K)E[ l,Nq] x[ 1,Ny-1 tel que 

( E. 7) llfb-f .Il ~ t 
bJ q 2 C' Kp-2 

p 3 

(E.5) et (E.7) entraînent 

&C U 

Il en résulte : 

Soit d'après (B .1) 

et Il f -f KIi ~ t 
c c r 2 C' K 

p 2 
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L'application de (A.l) donne, via (E.2) et (E.8) 

Or 

D'autre part 

,;;;; C 1 og n = CP 
p log n de même 

K2 Kj/2-1,;;;;(max (K2,K3))p/2,;;;;(K2+K3)p/2 

Kr
2

,;;;;Kf 2 ,;;;;(K
2
+K

3
)P/

2 
(car p-2,;;;;! et K

3
;;;;.1) 

K
2

,;;;;Kr
2

~(K
2

+K)P/
2 

(car p;;;;.2 et K
2

;;;;.1) . 

Enfin 
1 p 
2 (z - 1) 112 

m3 ,;;;; m3 caT ! - 1 ,;;;; 1. 

11 résulte donc de (E.9) que 

ce qui n'est autre que ( E .1). □ 

L'application de (E.l) passe par le 

LeITDTie: soit a= (al' ... ,an) tel que lal,;;;;l lsupp al,;;;;n
0 

llall
00

,;;;;m;_112 

avec m1 ,;;;;n0
• Alors a peut s'écrire 

(E.10) a = L 
m

1 
,;;;;m,;;;;2n

0 

mE D 

avec 1 es 4 propriétés sui vantes 
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,Q, 

Preuve: Soit .Q.l l'entier tel que m1~2 1~2m 1. Ecrivons {l, ... ,[n
0

]} 

sout forme de blocs dyadiques consécutifs, le dernier étant éventuellement 

tronqué 
21 

= (1,2, ... ,2 ) 

.Q,1+1 
= (les 2 

,{\ 
; IB 2 1 = 2 

1 

entiers suivants 

B.Q. = (les 2.Q. entiers suivants B.Q._1) ; JB.Q.I = 2.Q, 

Bt = (les derniers entiers avant n
0

) ; JBtl ~2t et 2 t- 1 ~ n , do ne 
0 

Quitte à réarranger, on peut supposer la. 1 décroissant et il y a au pl us 
J 

2Q, 2.Q, 
no indices j tels que a. 1-0 , donc a = L a. avec CL = a 1 

J .Q,1 ~.Q,~t B.Q. 

Par construction, les 
2.Q, 

CL ont des supports disjoints et 

Il 2.Q,// -1/2 -.Q./ 2 
na 

00 
~m1 ~C 2 par hypothèse 

Si .Q. > i 1 et j E BQ, , j a sur sa gauche le bloc B.Q,-l donc 

2.Q,-l 2 
JCL 1 = 1 1

2 I I I 2 .Q.-1 2 
L a K ~ Bi- 1 a j 1 = 2 J a j 1 

KE B.Q.-l 
, d' OÙ 

(E.11) 

Posons alors 

si 
2.Q, 

a si bien que 

a = 



2 
(À .d = 1 + 

2 
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i) et ii) ont tri vialerœnt lieu ; enfin 
'), 

t lie/ Il 
na2 

11
00 

= i-t ,çC 2- 2
/
2 

d'après (E.11) . □ 
[a2 [ 

Es t i mat ion de I 1 dans ( D . 14 ) 

Il est clair que: (m
1 

= lsupp b[+[supp cl) 

sup [O:a.f,;.(w 1)lP- , O:b.f,;.(w
2

)tP-)p(Ec.f,;.(w 3)lP-)>] ,, , ,, 1 ,, , 
a,b,cE (*) 

Pour m
1 

fixé, décomposons a comme dans (E.10) pour obtenir (ne retenant 

que Àm ,ç 1) 

I< f , f p( f )> 1 ~ r 1< f , fb p( f )> 1 
a,wl b,w2 c,w3 ml ,çm,ç2no am,wl ,w2 c,w3 

Pour m fixé 

~ sup 
A ,ç m 

b,cE ~ 
ml 

s up 
a,b,cE (*) 

Soit encore 

I< .. .> 1 ~ s up 
ml ,ç no 

mED 

sup 
m

1
,çm:Ç2n 
mE D o 

s up 1< ... > 1 ,ç C t: 
a,b,cE (*) m

1 
:Çn

0 

Cm-112 s up 
IAl,çm 
b,cE ~ 

ml 

. D'où 

K (w
1 

,w
2 

,w
3

) 
m,m

1
,m

1 
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Intégrons par rapport à w1 ; il vient d'après (A.7), 1 'inégalité 
q 

triangulaire dans L 0 (di.J1) et (E.1) (noter que log n
0

~q
0

) 

( E. 12) 

Or : 

I: 
m ~m~ 2n 1 o 

mE D 

ô = 

~ C 
p 

2 - -1 
nP 

r( .e. -1\112 m l r p/2 
z: , ô m2 +(_l)l/ 2 K(w2)+K(w

3
)lj 

m ~ m ~ 2n L \. 1 / m J L 
l o 

sup 
O<x~l 

mED 

1- .e. 
= C n 2 ). 

p 0 

(On a utilisé le fait que 

( E .12) donne donc 

(E.13) 

Estimation de r2 dans (D.14) 

sup I< fa ,fb p(fc )> 1 ~ sup 1< f ,fb p(f )> 1 
a,b,cE(..,..) ,wl ,w2 ,w3 m

3
~n

0 
a,wl ,w2 c,w3 

1 a 1 • I b 1 • 1 c l~l 
max( supp al, lsupp b 1, lsupp cl )~n

0 
max( Il all

00
, llbll

00
) ~ m; l/ 2 

( m3 = 1 s upp c]) m3 étant fixé, décomposons a et b comme dans ( E. 10) 
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a = L À 
m3..;;; m1 ~ 2n

0 
ml 

m1 ED 

( E. 14) 
b = L µm 

m3 ..;;;m2 ~2n
0 

2 

m2E D 

Soit, pour d entier~ 0 et m3 
2 ml m2 

E ( d ) = { ( ml ' m2 ) E D / ma x (- , -) = 
m2 ml 

Sous les conditions ci-dessus 

L 

a 
ml 

b 
m2 

fixé 

m3 ~m 1 ,m2 ~2n
0 

( ml ,m2) ED 

= L 2no ( z: À µ < f 
O~d~log m

3 
\(m

1
,m2)EE(d) ml m2 aml,w

1 
ml~m2 

Par Cauchy-Schwarz, posant À= (Àm) et µ = (µm) 

E À µ = ~ À2d µ ~ 1 À I Iµ 1 ~ 1 . 
( m 

1
, m

2 
) E E ( d) m 1 m2 m

2 
m2 m2 

ml ~m2 

De même 

E À µ ~2 
( m 

1
, m

2
) E E ( d) m 1 m2 

ml< m2 

m 
et b 2 jouant des r6les symétriques, on déduit de la décomposition 

précédente la majoration suivante (où on tient compte de la condition (iv) 

du l emrrie) 
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Sous les conditions ci-dessus 

En faisant maintenant varier m
3

, on obtient finalement 

( E .16) sup 
a,b ,c E (..,..) 

Il ne reste plus, dans cette formule hallucinante du point de vue graphologique 

par son alternance de sup et der , que des sup 11doux 11
, les sup 11durs 11 

ayant été absorbés par K ml'm2 ,m3 

L1 intégration de (E.16) par rapport à w1 conduit dans un premier temps à 

(en utilisant (A.7)) 
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f s u p 1 < ••• > 1 dw 1 ..;; C s u p Il L 2 n s up K Il 
( b )E( -k-k) ,..,. n....-...1/1 o ml,m2,m3 Lro(,..1··1) a, ,c m3 """no u"""'~ og m

3 
m1,m2 uw 

r . 
L'inégalité triangulaire dans L 0 (ctw

1
) donne ensuite 

I sup I< ... > lctw1 ..;;c sup E 2n Il sup 
(a,b,c)E(-k-k) m3 :s;;;n

0 
O<;cKlog m; m1,rr.

2 

d où le dernier sup ne porte en réalité que sur m
2 

puisque m
1 

= 2 m
2

. Une 

nouvelle application de (A.7) donne 

sup 
ml,m2 

d m
1
=2 m

2 
m2~m3 

(car m2 prend au plus 2n
0 

valeurs). D'après (E.1) et le fait que m
2

;;,,,m
3

, 

il vient alors : 

I sup l<♦ • .>lchi1~c· sup .L 2n{ supd [(smi-\112+(:2)
112

]rK(w2)+K(w3)] 
(a,b,c)E(-k-k) P m3";;;n

0 
O~d<log m~ m1=2 m2 ' ) l ~ 

Un calcul déjà fait dans l'estimation de I
1 

donne 

( 1?. -1) 
E 2 n I cS m~ 1/ 2 ,;;; C 

o,;;;&;;;1 o g _o ' P 
m3 

tandis que 

Fi na le ment 

(E.17) 

Quand on intègre par rapport à w2 et w
3 

, ( D.14), ( E .13) et ( E .17) 

conduisent à 
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fKP(w)dù,.;;C~ + cpff[K{w 2 ) + K(w3)]P/
2 

c62 dw3 

,;; C~ + C~ 2~ - l J f{1 K(w
2 

)l p/Z + 1 K(w3)l p/Z} d.i2 d.i
3 

,.;; c· + c· I(K(w)l 12 cLJ..;;c• + C'(IKP(w)c.LJ)1/ 2 
p p p p 

L'inégalité a priori jKP(w)c.LJ..;;c~ + C~ (JKP(w)dw)
112 

conduit clairerœnt à 

(E.18) 

D'après {D.11) (par exemple) et l'inégalité de Markov appliquée à (E.18) 

on peut trouver un w
0 

pour lequel on a à la fois : 

n ôn 1 2/p 
1 S 1 = E ç. (w ) ;;;i,- = - n 

wo 1 1 0 2 2 

S = S remplit les conditions requises dans le théorèrre 2. □ 
wo 

F REMARQUES FINALES 

Une démons tra tien différente du théorème A a été récemment obtenue par 

Ledoux et Talagrand {[Le-Ta]) ; leur preuve n'est sans doute pas plus simple 

ou plus courte du point de vue technique, mais peut-être est-elle plus claire 

du point de vue conceptuel, faisant notamrœnt mieux ressortir les rôles des 

paramètres A et q
0

• Les deux points essentiels de cette démonstration sont les 

suivants : 

(D Une inégalité sur les processus vérifiant une condition de Lipschitz dans 

un espace d'Orlicz, généralisant des travaux antérieurs de Dudley ([ D] ), 

Pisier ([ PJ) et Konô ([ K]) et donnant des informations supplémentaires sur 

la fonction de queue du sup du processus. 
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® Un lemrre nouveau, qui remplace le lemme 2 de la partie A. 

Indiquons brièvement en quoi consistent les points 1 et 2 . 

Théorème F : Soit T un borné de Rn euclidien tel que s up I t 1 = 1 et soit 
tET 

D(s,t) une pseudo-distance aléatoire sur T xT , c 1 est-à-dire un processus 

indexé par T xT tel que, pour tous u, s, tET on ait presque sûrerrent: 

D(s,t)~O; D(s,s) = 0; D(s,t) = D(t,s); D(s,t)~D(s,u) + D(u,t). Soit 1/J 

une fonction d'Orlicz (ie positive, convexe croissante sur R+, 1/J(O) = 0). 

On suppose que : 

® L D(s,t)dP~C P(I) ls-tl [1/J-l PfÎ) + À] 

pour tout I mesurable, P(I) >0, pour tous s,t de T, où À est un 

paramètre > O qui dépend du processus D. 

Alors pour tout I mesurable avec P(I) >0 

© J sup 
I s,t 

(où N2(T,s) = N(T,sB2) comme dans l 1 introduction) . 

x2 On n'utilisera © que pour la fonction d1 0rlicz 1/J(x) = e - 1 (1/J2 pour 

les spécialistes) qui vérifie: 

( F .1) -1 -1 -1 1/J ( xy) ~ C [ 1/J ( x) + 1/J (y) ] pour tous x,y ~ 1 . 

Si on pose en abrégé 

( F. 2) (essentiellerrent !) 

la conclusion © prend la forrre plus simple suivante 



- IV .41 -

d 1 où on déduit aisément pour tout u >O. 

( F. 3) -1 2 
P (sup D(s,t) >C{u+E+;\)\¾(l)J(u)) ¾exp(-u) 

s,t ) 

Cette inégalité de distribution permettra de contrôler tous les moments de 

s up D( s, t). 
s,t 

Lemme : Soit t ER~ tel que .1/E * =sup1 t.¾1 
1 

étant le 

réarrangement décroissant de Qtil)) et soit l¾m¾n. Alors 

((F.5) étant une conséquence immédiate de (F.4) ; elle seule sera utilisée). 

Ce lemme sera utilisé ici qu 1 avec ltl¾l, ce qui implique 11tll2 ¾1. 
,oo 

Voici comment on utilise le lemme et le théorème F pour prouver le théorème A 

{où T a remplacé &) 

Soit { D(s,t) = (Log 4)112 
sup 1 2'. s-(s.-t. )1 

u IIl¾m iEI , , , 

À = (m ô Log {) 112 

P(o(s,t) >(u+C(m ô Log ¾)112) ls-tl) 

= P ( 1 " (si-ti)I ( L 1\-1/2 C·~m\) 
\ s up L.. l;:i I s-tl > \u og ës) + v 0111 

IA 1 ¾ m i EA 

2 
¾ C exp (- ~) d 1 après (F.5). On en déduit aisément 

L D(s,t)dP¾C P(I) ls-tl (l/1-l (PITT)+ À] 

,on est donc exactement en position d 1 appliquer le théorème F et il vient 

d 1 après @ 1 
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De nouveau, on en déduit aisément une inégalité de distribution 

2 
P (sup D(s,t) > u + C(À + E))~c exp (- uc) si 

s,t 
u > 0 . 

D'autre part, le lemme entraîne (cet intermédiaire est inutile si O ET) 

u2 P(D(O,t) > u + CÀ)..;;;c exp (- C) . 

En di visant par (Log {) 112 après avoir changé 

deux inégalités ci-dessus donnant 

1 1/2 u en u(Log 8) ,les 

Il suffit alors d'écrire, posant pour abrérer Z = sup sup 

( t E, T i A i ,Qn 

et p = \·J8rn + ( Log J)-112 E) 

r 
i E A 

ç;. t. 
l l 

f 
q I (X) q -1 Ip q -1 r= q -1 

Z o dP = q u o P(Z >u)du~ q u o du+ J· q (u+p) o P(Z >u+p)du 
0 0 0 0 00 

q0 q0 [ ( q - 1 q -1 2 
~ p + q 

O 
2 C \ u o + p o ) exp ( - .;. Log i) du 

0 

(en utilisant (F.6)) 

puis d'utiliser la formule de Stirling pour la fonction r pour arriver à 

11Zllq
0 

~c[p +-~ (Log i)-112), ce qui n'est autre que le théorème A. CJ 

D'autre part, l'existence de vrais J\(p-) pour tout p 

suivants, qui n'étaient jusqu'ici connus que si l<p<i 

l'espace LP(T). 

donne les deux théorèmes 

(LP désignera 

Théorème 1. Soit p E] 1,2 [ il existe un sous-espace X de Lp, de la forme 

p 
LE , te 1 que 

a) X est isomorphe à i 
b) X n'est pas complémenté dans LP. 
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Remarques : si p >2, un sous-espace fermé X de Lp qui est isomorphe 

à i2 est compl émenté {[ Ka-P] ) . 

Le résultat du théorème 1 était connu si 1 < p <j- , en utilisant 1 'existence 

prouvée par Rudi n de vrais J\( 4) [ R ] . 

La preuve du théorème 1 utilise le théorème suivant, qui n'est pas difficile. 

Théorèmel'[Ro2]:Soit E unepartiede Z,et l<p< 00 .Alors 

a) Lt isomorphe à i2 ~ EEJ\{r) avec r = max(p,2) 

b) Lt isomorphe à 9.2 et Lf complémenté dans Lp ~ E EJ\(r) avec 

r = max(p,q) , (p-l + q-l = 1). 

est un isonnorphisme entre i2 et Preuve du théorème l'. : a) Si T 

C = IIHIIT- 111 ; les sous-espaces 
0 

de L~ , en particulier ceux de la forme 

Lp 
A 

Q : 

(si 

avec Ac E , sont C
0 

-compl émentés ; 

1 J27T 
L f + L ~ par P = 2 TT T -y Q T y dy 

0 

quitte à remplacer la projection 

on obtient 11 inégalité 

Il z: a eintll ¾C Il z: eintll 
n E A n P O n E E an P 

, d'où aisément 

a E eintll ¾Il L a eintll ¾2 C Il z: a E eintll 
n n p nEE n p o nEE n n p 

E = + 1 pour ta ut n ) . n 

Si p >2, l'inégalité de droite et le fait que Lp est de type 2 entrainent 

EEJ\(p). 

Si p¾2, l'inégalité de gauche et le fait que Lp est de cotype 2 entraînent 

EEJ\(2). 

L'implication réciproque est triviale. 

b) ⇒ 

Supposons p < 2; vu 1 e caractère compl émenté de L~ , ( L~ )* est isomorphe 

à L~ et donc L~ est isomorphe-à 9.
2

, il résulte de a) que EEJ\{q). 

Si p > 2, on utilise directement a). 

;,,: est facile. 
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Preuve du théorème 1 : Soit 2 < s < q et soit E un vrai /\( s) 

Lp 
E 

est isomorphe à i
2 

((a) du théorème 1· et EE/\(s)) 

Lp 
E 

n I est pas compl émenté dans LP si non le b) du théorème 11 entrainerait 

EE/\(q), alors que E est un vrai /\(s). □ 

4 Le théorème 1 n'est nouveau que si 3 .;;;;p<2, ce qui fait intervenir des /\(s) 

vrais pour 2 <s <4 ; c'est donc (pour ce théorème et pour le suivant) la 

plage de valeurs ]2,4 [ pour s qui est la plus intéressante. 

Théorème 2 : soit pE] 1,2 [ il existe un sous-espace X de ~P. de la 

fo rme L t , te 1 q ue 

a) X est isomorphe à Lp 

b) X n'est pas complémenté dans LP. 

Rappelons que le cas p = 1 est ouvert dans le théorème 2 bien qu'on sache 

([ B2]) qu'il existe un sous-espace de L 1 isomorphe à L 1 et non complémenté. 

La preuve du théorème 2 utilise le résultat classique suivant (méthode de 

décomposition de Pelczynski). 

Théorème 2 1 
[ L T2 ] : soient X, Y deux espaces de Banach tels que 

a) X est isomorphe à un sous-espace compl émenté de y 

b) y est isomorphe à un sous -espace camp l émen té de X 

c) X est isomorphe à iP(X) (1,;;;;p<oo ; p fixé) 

(eP(X) désignant l I ensemble des sui tes X = ( xn) n > 1 de vecteurs de X 

tell es que 

Alors, X est isomorphe à Y. 

Preuve du théorème 2 : soit 2 < s < q ; soit F un vrai /\( s) avec 

* {1,2, ... } et soit E - - {n E Z/n.~ O} FCN = = z UF où z = . Soit enfin 

X = Lp et Y = L~ Vérifions d'abord, sur les hypothèses a), b), c) du 

théorème 2 1 
, que X est isomorphe à y. 
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c) est facile. 

a) résulte du fait que L~- est complémenté dans L~ et isomorphe à LP 

(théorème de M. Riesz et cas particulier (utilisant de nouveau le théorème 

de M. Riesz) du théorème 21 
). 

D'après le théorème de M. Riesz et le fait que FE/1.(s) 

(*) ('\, signifiant isomorphe). 

D'autre part, si S désigne l'ensemble de Sidon (Jj)j;;;i:o, on a pour les 

!lÊmes rais ans 

De pl us 

(***) Z estcomplémentédans LP. 

(Cela résulte du théorème de M. Riesz et du b) du théorème 11
, _puisque 

cette fois SE/1.(q)) 

(*), (**), (***) montrent que b) a lieu dans le théorème 21
• 

Donc, L~ est isomorphe à LP. 

Supposons L~ complémenté dans Lp ; alors L~ est aussi complémenté dans 

Lp (théorème de M. Riesz une fois de plus); et comme dans la preuve du 

théorème 1, on arrive à la contradiction FE/1.(q). liJ 

Indications pour 1 'existence de vrais /1.(p) quand p > 3 . 

Cas 3<p<4. On utilise à la place de (D.1) l'inégalité élémentaire suivante 

termes carrés termes rectangles 

où C
0 

est une constante numérique. 

Preuve : jx+ylP = Jx+ylp- 2 x2 + lx+yJP- 2 (2xy+y2 ) et d'autre part 

IJx+yJp- 2 - Jxlp- 2 - (p-2)Jxlp- 4 xyJ..;;c[ JxJ+JyJ Jp-4 y2 

d'où aisément (F.7). 
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Ensuite, on utilise à la place de (0.2) un yE]0,1[ 

( F .8) 1-/ + C y3 < 1 
(J 0 

( C
0 

comrœ dans ( F. 7)). 

On utilise ensuite, avec ce nouveau y, le lemme 2 de la partie D pour 

aboutir à, via (F. 7) et une variante simple de (C.l) à savoir 

( F .9) KP~c• + C'(*) + C'(**) s p p p 

où (*)et(**) ont la rrêrœ signification que dans (D.10), à cela près que 

maintenant : 

Le reste est très heureusement inchangé. Comrœ on l'a vu précédemment, la plage 

de valeurs ] 2,4[ pour p est en un sens la pl us intéressante. 

Cas p;;;:.4 les modifications à faire dans ce cas sont nettement plus 

importantes; on renvoie à [BI] pour les détails. 
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