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RESUME

Ce tome contient quatre exposés : les deux premiers sont des exposés de séminaires sur
les travaux de leurs auteurs, le troisiéme est un travail original, le quatriéme est une rédaction
détaillée d’un résultat de J. Bourgain paru ailleurs.

1. C* algébres et analyse harmonique, par R. Exel. On applique le théoréme de
F. et M. Riesz non commutatif & un probléme lié au théoréme de Sarason sur H* + C.

2. Opérateurs p-nucléaires et strictement p-intégraux, par C. S. Cardassi. On
donne des conditions portant sur X ou Y pour que les opérateurs strictement p-intégraux :
X — Y soient compacts ou p-nucléaires.

3. Des sous-espaces de C(G) invariants par translation qui ont la propriété de
Schur forte, par W. Schachermayer. Soit G un groupe abélien métrique compact, soit A
un sous ensemble de son dual. On donne une condition suffisante pour que I’espace C,(G)
des fonctions continues 3 spectre dans A ait la propriété de Schur forte.

4. Existence de vrais A(p), par H. Queffelec, d’aprés J. Bourgain. Il existe des
parties E de Z qui sont A(p) mais pas A(p+¢€) (2 < p < 00).



ABSTRACT

This volume contains four papers : the first two are expository papers on their authors’
work. The third one is an original work. The fourth one is a detailed version of a result of J.
Bourgain which is published elsewhere.

1. C* algebras and harmonic analysis, by Ruy Exel. We show an -application of
the non-commutative F. and M. Riesz theorem to a question related to Sarason’s theorem on
the closedness of H® + C.

2. Strictly p-integral and p-nuclear operators by Carmen Silvia Cardassi. In
this note we present conditions under which every strictly p-integral operator is compact or
p-nuclear, first independently of the range space and afterwards of the domain.

3. Some translation invariant subspaces of C(G) which have the strong Schur
property by Walter Schachermayer. Let G be a compact metric abelian group and A
a subset of the dual group. We give a condition which ensures that the space C,(G) of
continuous functions on G with spectrum in A has the strong Schur property. '

4. There exist true A(p)’s, after J. Bourgain,by Hervé Queffelec. We give a
detailed proof of the recent result of J. Bourgain on the existence, for 2 < p < oo, of subsets
E of Z which are A(p)—sets, but not A(p + €)—sets if € > 0.



Exposé n°l Année 1987-1988
Ruy EXEL*

C* ALGEBRAS AND HARMONIC ANALYSIS

Abstract. We show an application of the non-commutative F. and M. Riesz

theorem to a question related to Sarason's theorem on. the closedness of H + C .

INTRODUCTION.

In this notes we shall show an application of the non-commutative F
and M. Riesz theorem [2] to a question related to Sarason's theorem on the
closedness of H~ + C[4]. The main ingredient in the proof of Sarason's
theorem is the following : if f 1is a continuous function on the unit circle
then the distance from f to the space H (in the uniform norm) is the
same as its distance to the space of continuous functions in H.

Our main interest will be a non-commutative generalization of this
fact. We shall work in the setting of C*-a1gebras and analytic sub-algebras
as defined in [ 2] which we briefly describe below.

The results presented here were communicated at the Harmonic Analysis
Seminar, Université de Paris-Sud, centre d'Orsay on April 27, 1987. The author
wishes to express his thanks to Prof. Myriam Dechamps for the oportunity to

speak at this seminar.

PRELIMINARIES.

We should fix, throughout, a unitar C*-a]gebra A with a positive
normalized trace Tt and an analytic¢ subalgebra B. In precise terms T 1is a
continuous linear functional on A satisfying

i) 1(a"a)>0  vacA

i) (1) =4 =1

iii) t(ab) = 1(ba) va,b€A

(*) Partially supported by Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e
Tecno]ogico-CNPq_, Brazil
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While B 1is a (possibly non-self adjoint) closed sub-algebra of A
satisfying
i) B + B is dense in A
ii) 1€B
i11) t(xy) = 1(x)T(y) Vx,y €B

The kernel of the restriction of 1t to B will be denoted by Bo.

The Gelfand-Naimark-Segal representation of A [3] will be denoted by
(m,H,E). That is, H 1is a Hilbert-space, = 1is a *-representation of A by
bounded operators on H which admits & as a cyclic vector and moreover satisfy

t(a) = <(mw(a)&,&? va €A .

Let o be the von Neumann algebra generated by the range of 7
and let é?o be the ultra weak closure of n(Bo). The problem we shall

deal with is the following equality
(%) ﬁst(ﬂa)hg%)= MSt(aﬁo),aEA.

The main example is obtained when A 1is the C* algebra of continuous
complex valued functions on the unit circle, t is given by integration against
Lebesgue measure and B 1is the disc algebra. In this case (*) 1is true
and takes the form :

dist(f,H) = dist(f,H:ﬂC), fec
where C denotes the spaces of continuous functions on the unit circle and
H: is the classical Hardy space of bounded analytic functions on the open
unit disc vanishing at the origin.

Sarason's theorem follows easily from this formula.

Another basic source of examples is given by right ordered groups [2] .

If G 1is such a group let A be its reduced C*-algebra (here we assume G is
given the discrete topology), t be the canonical trace on A[3] and B be
the closed subalgebra of A generated by the positive group elements

together with the identity operator (see [2]). In this case (*) is true
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provided G 1is amenable and a proof of this result may be found in[1].

THE MAIN RESULTS
As fagr as we know {*) is not known to be universally valid. We shall
nevertheless be able to obtain some positive results in the general case.
To start the argument observe that given a€A one has for all
beB
ta-bll >ln(a)-m(b)l >dist(n(a) ,'rr(Bo) )%ist(ﬂ(a),.@o) .
So it is clear that
dist(a,Bo);>dist(n(a),gyb)
A standard use of the Hahn-Banach extension theorem provides a
continuous linear functional ¢ : A~ € such that
i) lol =1
i1) @B, =0
i11) |o(a)l

d1st(a,BO)

By the non-commutative F. and M. Riesz theorem [2] we may write

=0, tao

where

1) ©, is absolutely continuous with respect to T

i1) 0 is singular with respect to
ii1) ol = Ilgpa" + II(pOII
V) 0,(B,) = ©,(B,) = 0

V) 0y(1) =0

1. Lemma [ma(a)l = Hmaﬂtdist(a,BO).

Proof. It b is chosen in B0 such that Ha-bH<;dist(a,BO) + € we nave
dist(a,B ) = |o(a)| <o (a)] + |oa)] =
= | (a-b)] + |o_(a-b)| <l Ila-bl + I Ia-bl <

< Hwaﬂ(dist(a,80)+e) + Hwou(dist(a,80)+e) = dist(a,Bo)+e

In this chain of inequalities the increase at each step cannot
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therefore be by more than £ . So it follows that
lo I(dist(a,B )+e) <|p (a)|+e
Taking € to the limit we conclude that
llgpall d1st(a,Bo) < I@a(a) I

and since the converse inequality isclearly true the lemma is proved. O

2. Lemma. If N # 0 then

dist(a,B)) = dist(m(a),x)

Proof. Given that ¢ #0 let y = Hw )t ©, $O that

i) ¢ is absolutely continuous with respect to =

)
ii) byl =1
iii) (B ) =0
iv) |w(a)] = dis(a,B,) .

In other words we may have chosen, under our present hypothesis, an
absolutely continuous ¢ at the very start. Therefore by [2] , proposition 1,
there exists a normal linear fonctional y on O such that

i) ym(x) = w(x)  VxX€EA

ii) Iyl = Iyl

It follows that @(gg ) =0 so forall x€g@ we have
Im(a)-xI > |§(n(a)-x)| = [p(n(a))| = |w(a)| = dist(a,B)
whence
dist(n(a),gyo);adist(a,Bo)

concluding the proof. D

3. Lemma. Suppose a = aj+tA.1 , AEC and that |[A] >2la I then

disﬂa,Bo)= msthﬂa),g%).

Proof. In view of the last lemma it clearly suffices to show that qﬁ # 0.

Suppose this is not the case so that fg I =1 and dist(a,Bo) = Iwg(a)l.
We then have

dist(a,B ) = |@O(a)| + ILpO(aO +x.1)| = ](po(ao)|<llaoz_ll
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On the other hand

dist(a,BO) = d1st(ao+A,Bo)>d1st(A,Bo)-d1st(ao,Bo)>|A] - lal.
Note that we have used that dist(},B ) = |A|, a fact that follows easily from
T(A) = X, T(BO) =0 and gl = 1.

Comparing the last two inequaliities we have

|A]<2la

contradicting the hypothesis. O

Fix a, in A and define for all A€C

D(X)

dist(a0+>\,BoA)
2(1)

dist(n(a0+)\),@0) .

As we have just shown D =2 for X sufficiently large. Otherwise we have

4. Lemma. Suppose D(A) #&XA). Then D attains its minimum at AX.

Proof. Let a = ay + XA and choose v, @, and @ as before. By lemma 2
we must have @, = 0. Observe that for all upe€t€ , XEB0
D(A) = dist(ao+>\,Bo) = ]cpo(ao+>\)l = I(pO(aoﬂrX)I <lla0+u-XIl.
Taking the infimum for XEB, we get
D(A).<dist(ao+u,Bo) = D(p) . ©

Putting together the previous results we have

5. Theorem. For every aOEA there is a (possibly empty) convex open set
of complex numbers contained in {\€C : [A] <2ﬂaoﬂ} and a real positive

constant K (see figure 1) such that

i) for X€Q
dist(ao+>\,Bo) = dist(n(a0+>\),go)
ii) for AE€EQ
=K and

d1st(ao+>\,Bo)

dist(n(ao+>\) ,@O) <K
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figure 1. Comparison between D and @
Proof. Let K = 1inf D(A) and let
AEC

2 ={x€l: g(X) <K} .

[t is clear that Q@ 1is open and convex (even if it is empty).
For A€Q we have (A)<K<D(A) so lemma 4 gives D(A) = K and
lemma 3 gives ]A|<2llaoll,
For A¢€Q we must have D(A) = &(1) since otherwise temma 4 will
imply that
@()\) <D(1) = K. o

6. Corollary. Suppose a€A and lla-lll<% then

dist(a,BO) = dist(n(a),@‘))

Proof. Let a, = a-1 and X = 1. Then |}A] >2llaoll and the result follows

from Temma 3. O
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CONCLUDING REMARKS

We were led to study the above question because of its relations to the
theory of Hankel matrices over right ordered groups. In particular a positive
answer to (*) will enable us to deduce Hartman's theorem from Nehari's

theorem (see [ 11 ) for general riht ordered groups.

A positive answer to (*) would also provide the closedness of
m(A) + @z, generalizing Sarason's theorem.

We believe it would be interesting to understand the obstructions,
if any, to the validy of (*) from the point of view of geometry of

Banach spaces.
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Exposé n°2
Carmen Silvia Cardassi

STRICTLY p-INTEGRAL AND p-NUCLEAR OPERATORS

ABSTRACT. In this note we present conditions under which every strictly p-integral
operator is compact or p-nuclear, first independently of the range space

and afterwards of the domain.

I. DEFINITIONS AND EXAMPLES

In all that follows X, Y and Z are Banach spaces and L(X,Y), K(X,Y)
and W(X,Y) denote respectively the spaces_of all bounded Tinear operators, of
the compact operators, and of the weakly compact operators from X into Y.
Also, RNP and wRNP are shortenings for the Radon-Nikodym and the weak

Radon-Wikodym properties, respectively.

DEFINITION I.1. A linear mapping T : X > Y dis p-nuclear, 1<p<e, if there
are sequences {x;} in X* and {y,} in Y such that

(i) Tx =z(x; s XY, for every xeX ;

n
(i) 2 1P <o , if 1<p < o,
n
n
and Timlx*l =0, if p=ow ;
n n
(iii) sup {sup[<y*,y )| : y* eBywx} =sup Iy <o , if p =1,
n n Y n n

and sup{(Zl(_y*,yn)lq)l/q : y*eBY*}<oo , if l<p<e, where q is

n

the conjugate exponent of p.

In this case, the p-nuclear norm of T is given by

ny(T) = inf{(z 1xX*1) suply I}, if p =1,
n n n n

n(T) = inf{(z )P sup(z eyt D199y eBad, if 1<p<e , and
n n

n (T) = inf{{sup Ix¥I) sup {Z[(y*,y > : y*eByw} , if p=o,

o n n n n Y
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wnere the infima are taken over all possible representations of T as in
(1), satisfying (ii) and (iii).

The set of p-nuclear linear mappings from X into Y 1is denoted
by N_(X,Y).
y  Ny(XY)

DEFINITION I.2. A linear mapping T : X > Y is strictly p-integral, 1<p<e ,

if there is a o-additive vector measure G :Q(BX*) +~ Y such that

(1) Tx=J (x*,x) dG(x*), for every xeX ;

B ox
(ii) If p <=, there exists perca+(@(BX*)) such that

1/p
[, fel=ll, el
BX* BX*
for every fs-:C(BX*).

In this case, the strictly p-integral norm of T 1is given by

si (T) inf{u(B,) /P : G
si (T)

and p satisfy (i) (ii)} , if 1<p<e« , and

inf{lGI(By,) : G satisfies (i)}, if p=o.

The set of strictly p-integral linear mappings from X into Y is

denoted by SIp(X,Y).

DEFINITION I.3. A linear mapping T : X~ Y 1is p-integral, 1<p<e , if
JYOT : X > Y™ is strictly p-integral, where JY is the canonical injection

of Y into Y**

In this case, the p-integral norm of T 1is given by ip(T) = sip(JYoT).

The set of p-integral Tinear mappings from X into Y is denoted by
I (X,Y).
o(%:Y)
REMARK. It can be shown that Np(X,Y)CSIp(X,Y)CIp(X,Y)CL(X,Y), with

(I <ip(.)<sip(.)<n (.), and that all these sets of operators are Banach

Y
spaces when endowed with their respective norms.
Also, Np(X,Y), SIp(X,Y) and Ip(X,Y) have an ideal structure, ie, the

conmposition either on the left or on the right side of an arbitrary operator
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with one in any of these classes produces a new element of the same class.
For this reason they are usually refered as operator ideals.

It is worthy to note that Np(X_,Y) CK(X,Y). Also, SIp(X,Y)cN(X,Y)
and SIp(X,Y)CC(X,Y), where C((X,Y) denotes the set of completely continuous

operators from X into Y.

EXAMPLE I.4. Canonical p-nuclear operators, 1<p<e .

Let & = {5n}‘e£ , if 1<p <w, and Secy s if p ==, and define

P
diagonal operators Ap S SLp s 1<p<w, and 8_: & - ¢ by
Ap{an}= {dnan} , for all {an} €L .
T .2 ), 1<p<w, ¢ ), wi Ia_ I = 1§l = )
hen ApaNp(JLoo p) l<p<ew, and A _eN (& co) wi th Ap Gp np(Ap)

They are called canonical because every p-nuclear operator admits Ap

as a factor (Theorem I.7).

EXAMPLE I.5. Canonical strictly p-integral operators, 1<p <.
Let K be a compact Hausdorff space, verca+(@(K)), (2,Z,u) be a finite
measure space and Jp be either the inclusion of C(K) into Lp(K,\)) or

the inclusion of L_(9,u) into Lp(Q,u), for 1<p<w. Then Jp is a strictly

p-integral operator, with II-JplI = si (Jp). In the first case, sip(Jp) = \)(K)l/p
and in the second one, si_(J_) = u(Q l/p. They are canonical because any

P* P

strictly p-integral operator, 1<p <, admits Jp as a factor, for some
compact Hausdorff space K and some finite measure spéce (2,Z,u)
(Theorem 1.8).

For p =« , we have W(C(K),Y) = SI (C(K),Y) and W(L_(u),Y) = SI_(L _(u),Y),
for any Banach space Y, and I.l =si _(.). Any strictly «-integral operator
T :X~>Y 1is such that T =B,A , where Ael(X,C(K)) and BeW(C(K),Y)
for some compact Hausdorff space K, or Ael(X,L_(n)) and BeW(L_(n),Y), for

some finite measure space (Q,Z,u) (Theorem I1.8).
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EXAMPLE I.6.

et i,.: 8 > 2, 2<r<e and LS PR o be the canonical

inclusions.

Then i, eSI (Ql,lr), for any p, l<p<eo , and i, eSIp(zl,co), for

P

any p, l<psw
Also, 1, ¢511(21,22), but K22°12 eSIl(Ql,gw(Blz)), where 2@(822) is
the canonical injective space associated to 22 and KQ is the canonical
2

injection of Lo into & (B Recall that for a Banach space Z , gm(BZ*)

).
%2
is the space of bounded families of scalars {az*}z*ez* » With norm
l{a,utl = sup{|a x| : z%¥ ¢7*} and that Z can be identified with a subspace
of QW(BZ*) through the mapping KZ VA g”(BZ*), given by

K,(z) = {Z*(Z)}z*ez* .

THEOREM I.7
I. Let 1<p<«. An operator T belongs to N (X,¥) if and only ifit
admits a factorization as

T

X ———— ¥
p | IQ'
L, )

Y

]

where Pel(X,2 ), Qs:L(lp,Y) and Ap is a diagonal operator, ie, there is

§ = {8} e such that Ap{an} ={a 6}, for {ated,.

P
IT. An operator T belongs to N _(X,Y) if and only if it admits a

factorization as

X—‘T—*Y
p | | o
&”~——7§:—+ co

where Pel(X,2.), QtEL(Co,Y) and A_ 1is a diagonal operator as in
Example I.4.
Moreover, given e€>0, a factorization can be chosen in I or II such

that IPI<1, IQl <1 and np(Ap)<n (T) + €.

P
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THEOREM 1.8.

I. Let 1<p<w=. The following conditions are equivalent :
(1) TeSL(XY)

(2) T admits a factorization as

Y
I

where K 1is a compact Hausdorff space, uerca+(§?(K)), Jp is the canonical

ll-*

X
A |

C(K)
Jp

injection of C(K) into Lp(K,u), AeL(X,L_(K,u)) and B eL(Lp(Q,u),Y) ;

(3) T admits a factorization as

[H

/\1———><

1)

where (Z,Q,u) 1is a finite measure space, Jp is the canonical injection of
L_(Q,u) into Lp(Q,u), Ael(X,L _(Q,u)) and Bs:L(Lp(Q,u),Y).
In this case, given >0, it is possible to choose a factorization as

in (2) or (3) such that JAI<] ,IBI<1l and- sip(Jp)<sip(T) + g .

II. The following conditions are equivalent :
(1) TeSI_(X,Y)

(2) T admits a factorization as

T

X — Y

AN\ /B
C(K)

where K 1is a compact Hausdorff space, AeL(X,C(K)) and BeW(C(K),Y) ;

(3) T admits a factorization as

I

X —— Y

A\ /8
L (1)
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where (2,Z,u) 1is a finite measure space, Ael(X,L (Q,u)) and
BEN(LOO(Q,U)’Y)-
In this case, given >0, it is possible to choose a factorization

~as in (2) or (3) such that [Al<1 and IBI = si (B)<si (T) + e.

REMARK. More information about these operator ideals can be found in [ PPl

and [ CA}l.

In this work, we present conditions under which SIp(X,.) = Np(X,.)
and SIp(.,Y) = Np(.,Y), for 1<p<w. These problems were suggested by
the following well-known results.

THEOREM A. X* has RNP ST (X,.) = Ny(X,.), with si, =n

1 1 I

THEOREM B. Y has RNP  SI;(.,Y) = Ny(.,Y), with si, =n

1 1’

I1. SPACES X SUCHT THAT SI (X,.) = N (X,.)

Qur first result is a characterization of the spaces X for which
SIp(X,.)CK(X,.), for one or all p, 1<ps<= . It is interesting to note
that the characterization does not depend on p, and that it is equivalent

to I(X.) CK(X,.).

THEOREME II.1. The following conditions on X are equivalent :
(1) X* has the weak Radon-Nikodym property ;
(2) X& q 3
(3) for every p, 1<p<w, SIp(X,.)CK(X,.) H

(4) there exists p, 1<p<eo, such that SI, (X,.)CK(X,.) ;

p(
(5) for every p, 1<p<e, Ip(.X,-)CK(X,.) :

(6) there exists p, 1<p<e , such that Ip(X,.)CK(X,.).

PROOF. (1) = (2) It is well-Known [ DUP-page 151].
(2) = (3) Let p, 1<p<w, Y and TeSIp(X,Y) be given.
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Then T = B,A where Ael(X,C(K)) and B eW(C(K),Y), for some compact
Hausdorff space K.
Let {Xn} be a bounded sequence in X. Since X& 21 , from Rosenthal's

Theorem it follows that {xn} has a weakly Cauchy subsequence {xn } » so

k
that {Axn} is a weakly Cauchy sequence in C(K). But W(C(K),Y) = C(C(K),Y)
k
[DU-VI.2.17] and then {Txn } = {B(Axn )} is norm convergent in Y because

k k
B is completely continuous. Hence T 1is a compact operator.

(3) = (4) It is obvious.
(4) = (2) From Example 1.6, for any p, 1<p<w, there are a space
Y and an operator T : 4, >~ Y such that TeSIp(!Ll,Y) but Té:K(ll,Y).

Namely, Y = Lo and T = 1'2 , if 1l<p<w, and Y'=JL°°(B£) and T =K

o1y s
2 2,772

2
if p=1.

Then T admits a factorization T =B,A , with AeL(ll,Lw(u)) and
Bel(Lt_(u),Y), for some finite measure space (Q,I,u).

Suppose X& %1 By the extension property of L_(u), there is an
operator Acg L(X,L_(u)), such that /1]21 = A.

The operator T =B,A : X > Y 1is strictly p-integral because B is,

and is not compact, otherwise ﬂl = T would be compact, too.
1

This contradicts (4). Hence X& %q-
(3) » (5) and (4) « (6) Since TeIp(X,Y) if and only if
JYoTeSIp(X,Y**), for any p, 1<p<w, and TeK(X,Y) if and only if J,.Te K( X, Y**)

for J, 1is an isometry, it follows that Ip(X,.)CK(X,.) if and only if

Y

SI(X,.)CK(X,.). O

While a necessary condition for SIp(X,.) = Np(X,.) is given by
Theorem II.1, we have a sufficient condition in Theorem II.4, as a consequence

of a multiplication theorem.

DEFINITION II.2. An operator T : X =Y s an Asplund operator if it admits

a factorization as
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P\/Q

where Pel(X,W), QelL(W,Y) and W* has RNP (ie, W is an Asplund space).

THEOREM II.3. Let 1<p<e, If SelL(X,Y) 1is an Asplund operator, and
TeSIp(Y,Z), then ToSeNp(X,Z) and np(ToS)<IISII sip(T).

PROOF. Let p<e. If TeSIp(Y,Z) and e£>0 are given, choose a factorization

where (2,Z,u) is a finite measure space, AeLl(Y,L (u)) ;5 IAl<1,
Bel(Ly(n),2), 1BI<1 and u(Q)l/p<sip(T) e,

Since S is an Asplund operator, it admits a factorization
X—-—-*Y

%

where W* has RNP , PeL(X,W) , Qel(W,Y) , QI <1 and IPI<ISl + e.
Then

X —2 ,y

NA T

WL (u)—»L (n)

Consider AoQ : W~ L_(u) and (AQ)* : L (u)* >~ W' . Let R= (AOQ)*|L ()
Since W* has RNP, R is representable by a bounded wp-mesurable function

g:Q W,

Rf = JQ f(t)g(t)du(t), for fel (u) ,
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with lgl, = IRI <I(A,Q)*I = IA,QI<1.
Defining F : @ - W* by
CF(t),w) = [ (RoQ)WI(t) , for teQ and weW ,
one has (F(.),w>el_(u) for every weW , so that the integral
LZ f(t) ¢F(t),w) du(t) exists, for every fELl(u) and weW .

But

f F(E)CF(t) wodu( t) j F(EX (AeQ)WO(t ) du(t)
Q Q

(F,(AoQ)W) = (RF,W) ,

for every fELl(u) and wel.
Then (F(t),w> =<(g(t),w)> , y-a.e. in Q, for every weW. Hence

F=g p-a.e. and Fel_(u,W).

Case 1. F has countable range.

Let {u’; : neN} be the set of distinct nonzero essential values of F.

Defining, for each neN , En = F'l{u’r‘l} , one has that En is u-measurable
and u(En)'>0. Moreover, {En} is a pairwise disjoint sequence in I .

Let the sequences {w’;} in W* and {f.} in Lp(u) be given by

* _ 1/p « - -1/p
W, o= p(En) uy and fn = “(En) XEn s

for neN. Then

~ P - P - 1etP <1glP
ﬁ bk P = ,21 hariP w(E,) = IFID<IFIZ u(a) ,

and, for h eLq(u) =L (p)*,

|
UE 1Pdu>1/p UEn Ih|@ du>1/q}q

=X I Ihlq du<thld , if 1<q <=,
n ‘E q
n
and
sup|<h,fn)| = sup U(E-n)-l |J hdu| <WBhl_ , if q = .
n n En
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Hence

L I<1, if l<g<e,

sup {(Zl(h,fn>|q)1/q : heB
n q

and

sup{sup[(h,fn>| : heBL }<1,if q =,
n 0

so that {w:} and {fn} satisfy (ii) and (iii) of Definition I.1.
Since, for welW ,

(JpoRo@)w = CF(.)w) =

it follows that J _oA.Q eNp(w,Lp(p)

* - *
Cupsw) XEn(.) =z (wn,wH’n s

~— oM
3

i 1/p .
» With J JAQ) < IFI < T) + ¢,
p np( D Q) L, u(Q) s1p( ) + ¢
for HFI_ = lgl_<1.

Then ToS = Bod oAcQoP €N (X,Z) and n (TeS)<(USI + e)(si (T) + ¢). Since

£ is arbitrary, np(ToS)<"5“51p(T)-

Case 2. F does not have necessarily countable range.

Since F is yp-measurable, theré is a sequence {Fn} in Lw(u,w*), each
Fn with countable range, such that Ian-F-IIm -0 [DU-II.1.3].

Defining Rn : WL (u) foreach neN by

Rnw = <Fn(.),w> , for welW,

- - 1/p
one has IIRnII = lanlloo and JpoRneNp(w,Lp(u)), with n (JpoRn)<lanlloou(Q) s

p
- : - - 1/p

from Case 1. Also, Jp°(Rn Rm) sz(w,Lp(u)), with np(Jpc,(Rn Rm))<IIFn leloo u(Q)y™r,

for any n, meN , for the same reason, so that {‘Jp°Rn} is a Cauchy sequence

in Np(w,Lp(u)), thus np-nor‘m convergent to some element in this space of

operators. But {JpoRn} is norm convergent to JpoAOQ and since 1. <np(.),
{JpoRn} converges in norm to JpoAQQ .

W,L and n
S(HsL (1)) )
As before, it foilows that TOSeNp(X,Z) and np(TOS)<l|SIIs1'p(T).

ence, J_oAod €N (Jpohe®) <IFT u(@) /P <si (T) + e

Now let p =« . Given €>0, choose factorizations for S and T
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where W* has RNP, PeL(X,W) ,.Qel(X,Y) , IQI<1 , IPI<ISK + &, (2,Z,u)
is a finite measure space, Ael(Y,L _(u)), IAI<1 , and BeW(L_(u),Z) is
represented by a o-additive vector measure G : ¥ - Z , with
BGh(Q) <si_(T) + € .
As before, the operator R = (A°Q)*IL1(U) is representable by a

function Fel_(u,W*) given by

CF(t),w) = [(AQw] {t), for teQ and wel,
through

f FOE)CF(t) wodn(t) = (f,(AeQ)W) = (RF,w) ,
Q

for every stl(u) and wel.

Again, there are two cases.

Case 1'. F has countable range.

Let {u: : neN} be the set of distinct nonzero essential values of F.
Defining, for each neN , Eﬁ = F_l{u:} . one has that {E } is a pairwise
disjoint seAquence in I, with u(En)>0‘ , for nelN.

For welW ,

(BoAoQ)w = J [ (A.Q)w] (t)d6(t) = J CF(t),w)da(t)
Q Q
= ﬁ (uﬁ,w)G(En) ,
and swph ¥l = IFI,<IAQ) <1 .

n.
Since G is o-additive, and {En} is a pairwise disjoint sequence,

swp {Z [(2%,6(E )| : 2% eB} <IGL(Q) <o

n
and
Tim = ](z*,G(Em)>| =0, uniformly in z¥eB.y
n m>n
[DU-1.1.18). Let &§>0 be given and choose 1<n,<n,<... such that

172

L [(Z%,6(E )| <8/ ,k , for keN and ¥ B

z* .
n>nkv

Defining sequence {wX} in W*  and {z} in Z by



[u* , if l<n<n, ,
n 1
w¥ =
k u’; , 1f N <n<n s for k=1,

and

JG(En) , if 1<n<n,,

2 = |

| KG(E) » if n <n<n ., for k>1,

one has Tlimlw*l =0 , Supllw:ll <1, because

n n

e, if 1<n<n1 s
ITwkil <
n

-1 . .
k HFIIQ° , i1f nk<n<nk+1 , for k=1,

and IFl_<1 ; also, for each z*eBZ,, ,

n n
b [ *,G(E D | + 2 g+l |¢2*,6(E, )]
=1

Ll¢z*,z )| =
n K n=nk+1

n

< I [ z*,G(En)>| + L k(T [(Z*,6(E )])
n k n>n

< 1GI(Q) + I k8/ k = IGI(Q) + & .
k
Then {w’r']'} and {zn} satisfy (ii) and (iii) of Definition I.1 and
since (BoAoQ)wW = I (u*,w)G(En) =3 (whwiz, for wel , it follows that

n
n n
BoAoQe N (W,Z) with n_(BoA.Q)<IHFI_IGk(Q), since & 1is arbitrary.

It follows that T,S = BvoQoPgNm(X,Z) and
n_(ToS)<IPIn (BoAsQ)<(ISI + g)(si (T) +¢€). Since e 1is arbitrary,
n_(ToS)<IShsi_(T).

Case 2'. F does not have necessarily countable range.
Again, from [DU.II.1.3] there is a sequence ({F 1} in L (u,W*), each
Fn with countable range, such that Ian-Flloo + 0. For each neN, define

Rn:w—>2 by

R w =J (F (t),w>dG(t) , for welW ,
n Qq N

so that



where Aw =H}L)M),‘mr wel.

From Case 1', for any n, meN , Rng;Nw(w,Z) and Rn-ng:NnGL,Z),
with n (R )<UF I_1GI(Q) and n(R-R )<IF -F I IGI(Q). Then {R} isa
Cauchy sequence in N_(W,Z) that converges in n_-norm to some element
UeN_(W,Z), with n_(U)<IFI_lGI(Q). But {Rn} converges in norm to B,A,Q
and I.I<n_(.), so that U = BoA,Q. Then T,S = BoAoQoPeN (X,Z), with
n_(ToS)<UPIIGI(Q)<(si_(T) + €)(ISl + g). Since e 1is arbitrary,

n (ToS)<IsSlsi (T). O

THEOREM II.4. If X* has RNP, then SIp(X,.) = Np(X,.), for every p,

1<p<wo, with si (.) = ).
p<e, with si () =n(.)

PROOF. Since X* has RNP , IdX is an Asplund operator and the result

follows from Theorem II.3. O

REMARK. When X* is complemented in a Banach lattice, RNP and wRNP coincide
in X¥* and in this case Theorems II.l and II.4 give a complete description
of SIp(X,.) = Np(X,.). Important classes of spaces are included in this
situation, such as C(K)-spaces, Lp—spaces, Lorentz spaces, Orlicz spaces,

Marcinkiewicz spaces, and Banach spaces with unconditional basis.

I11. SPACES Y SUCH THAT SI (..Y) = N (.,Y).

The problem SIp(.,Y) = Np(.,Y) defines completely different situations
for p=1 and p>1. As example [.6 shows, when p>1, wRNP , RNP, reflexive
or even Hilbert spaces can fail to satisfy SIp(.,Y) = Np(.,Y). Moreover,

RNP is not a necessary condition, either, since the space JH* , where

JH is Hagler's space, is not a RNP space, but it has Schur property, so
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that SIp(.,JH*) = Np(.I-JH*) (Theorem I1I.3).
Let us present first a sufficient condition for l<p<eo . For p =0

we will need the following Lemma.

LEMMA TII.1.

(a) N(C(K),.) = K(C(K),.), with n (.) = 10.0 , for every compact
Hausdorff space K ;

(b) NJ(L( )s-) = K(L( )s.), with n_(.) =10U.1 , for every finite

measure space (9,I,u).

PROOF.

(a) It is known that N_(C(K),.)CK(C(K),.), with .0l <n_(.).

For the reverse inclusion and inequality, let TgeK(C(K),Y) be given,
where Y 1is any Banach space . Since C(Kv)* has the approximation property,
there is a sequence {Tn} of finite rank operators from C(K) into Y
such that | Tn-TH + 0. Also, C(K)* has the metric approximation property, so
that for any n, melN, siw(Tn) = nw(Tn) and siw(Tn-Tm) = nw(Tn—Tm)

[ PP-Lemma 11} .

From Example I.5 one has sim(Tn) = nTnﬂ and sim(Tn-Tm) = llTn-Tmﬂ , for
any n, melN. Then {Tn} is a Cauchy sequence in N_(C(K),Y) that converges
in norm to T. Therefore, T is also the limit in n_-norm of {Tn}, SO
that TeN_(C(K),Y) and n (T) = ITI.

(b) It follows from (a) and the identification of any L _(u), for a
finite measure space (9,Z,u), with C(K), for a convenient compact Hausdorff

space K. ;|

THEOREME I11.2. let 1l<p<w. If T SI(X,Y) and SeC(Y,Z), then
SoTe N (X,2), with n (S,T)<ISIsi (T).

PROOF. Let p<e. Given TeSIp(X,Y) and ¢ >0, choose a factorization

of T as
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X ———~——+ Y
)—‘*LIU

where K 1is a compact Hausdorff space, uerca+(g(C('K))), Jp is the inclusion,
AEL(X,C(K))s Bel(L (1),Y), TAl <1 , IBI<1 and sip(Jp)<sip(T) + €.

Hence S.,T has a factorization

y_Sol 5
A l [ S.B
L
C(K)T p(11)

Since S 1is completely continuous and B is weakly compact, S,B is
a compact operator. By the approximation property of Lq(u) = Lp(p)* there
is a sequence {Rn} of finite rank operators in L(Lp(u),Z), with
ﬂRn-SoBﬁ + 0.

Then {Rnodp} is a sequence of strictly p-integral finite rank
operators from C(K) into Z. The metric approximation property of C(K)*
and [PP-Lemma 7] give, for any n, meN,

np(Rnodp)ssip(Rnon)<I|Rnllsip(Jp) R
and

nol (RyRp)edyl <si [ (R =R Jod ] <UR -R It (J))
so that {Rnon} is a Cauchy sequence in np-norm, thus convergent to some
element in Np(C(K),Z).

But {Rnodp} converges in norm to SOB‘,Jp , and 1.I< np( .)s so that

SoBoneNp(C(K),Z), with n (SOBOJp)<IISoBllsip(Jp)<llSlI(sip(T) + €) . Hence

P
SoT=SoBonoAsz(X,Z) and np(SoT)<IlSlis1'p(T),since IAl<1 and ¢ is
arbitrary.

Now let p =« . For given TeSI (X,Y) and €>0, choose a factorization

X—->Y

A\ /B
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where K is a compact Hausdorff space, AeL(X,C(K)), 1Al <1 , and B eW(C(K),Y)
is given by Bf = J fdG , with Bl = IGI(K)<si (T) + ¢ .
Since B is xéak]y compact and S 1is completely continuous,
SoB e K(C(K),Z). From Lemma III.1, ScBeN (C(K),Z) and
n_(SoB) = 1SBI<ISI(si_(T) + €).
Hence SoT = SoBoAeN (X,Z) with n (SoT)<IUSlIsi (T), since

BAl <1 and € 1is arbitrary. O

A moment of reflection about the precedint proof shows that the
essential hypothesis was the compactness of S.B. When p =« , a L_(u)-space
could have been used instead of a C(K)-espace. These remarks lead us to the

following theorem.

THEOREM- IIT.3.

(a) Let l<p<ew., If L(Lp(u),Y) = K(Lp(u),Y) for every finite measure

space (Q,Z,u), then SIp(.,Y) = Np(.,Y), wi th sip(.) = np(.).
(b) If W(C(K),Y) = K(C(K),Y) for every compact Hausdorff space K
or W(L_(u),Y) = K(L_(u),Y) for every finite measure space (Q,Z,u), then

SI_(.,Y) = N_(.,Y), with si_(.) =n_(.).

PROOF. It follows as in Theorem III.Z2. O

The next theorem gives a necessary condition to SIp(.,Y)c:K(.,Y) and,
in particular, to SIp(.,Y) = Np(.,Y), since p-nuclear operators are compact.
THEOREM II1.4. If for some r, l<r<o, SIr(.,Y)CiK(.,Y), then
L(Lp(u),Y) = K(L (u),Y), for every p, 2<p<w, and every finite measure space

p
(2,Z,u).

PROOF. Let (Q,XZ,u) be a finite measure space and p, 2<p<=, be a fixed
index.
Suppose that there is a non-compact operator T : Lp(u) + Y. Then

there is a bounded sequence {fn} in Lp(u) such that {Tfn} has no
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norm convergent subsequence. Taking subsequence, translating and/or
normalizing, one can assume that

(i) {fn} is weakly convergent to zero, since Lp(u) is reflexive ;

(i1) there is an so:>0 such that Ufnﬂpzaeo , for every neN, condition
that holds for some subsequence of {fn}, otherwise anu +0 and Tfn >0 ;
(ii1) anup =1, for neN , otherwise consider g ° fn/ufnﬂp » SO
that "gn“p =1, for nelN, and still gn-ﬂ 0.

By Bessaga-Pelczynski Selection Principle [ DI-page 42], there is a
subsequence of {fn} » which can still be called {fn}, that is a basic
sequence, ie, it is a basis for the subspace it generates. Let Z be this
(1) Z = 1f].

If p=2, 72 1is isomorphic to 22, because Z 1is a separable Hilbert

subspace of L

space. Moreover, the isomorhism takes the canonical basis of L, into the
basis of Z.

If 2 <p<ew, Z contains a subspaces that is isomorphis to 22 or
zp [ KP-Corollary 6], and the isomorhism takes the canonical basis of 22 or

lp into a sequence {fn } , still a basic sequence. Although Kadec and
k
Pelczynski work only with Lp[O,l], they remark that their results hold for any

measure space [KP-page 1672] .

In any case, there is an isomorphism R: Ly = Lp(u) or R : zp > Lp(u)
such that Rek = f , forany keN , where {e } 1is the basis of &, or 2.
Ny kK 2 P
Defining an operator S : 21 Y by S = ToRoip » one has, for
l<r<e, that S sSIr(Ql,Y), since ip sSIr(ll,Qp), for p=>2. But S is
not a compact operator, because {Sek} = {Tfn } and no subsequence of {Tfn}
k
is norm convergent.

This contradicts the hypothesis that there is r, l<r<e , such

that SIr(.,Y)CZK(.,Y), so that there is no non-compact operator

(M)»Y) = K(L (u),Y). O

T : )
Lo(k) > ¥, or L(L ;

p
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REMARK. Other necessary conditions to SIp( YY) = Np( .,Y), for any p,
l<p<w, are that ngco and Y@zr , r=2, shown by Example 1.6, and that

YJLl[O,ll , because J, 1is strictly p-integral for any p, 1<p<wo, but it

1
is not compact.

We have the following characterization of the spaces Y such that
SIp(.,Y) = Np(.,Y), when p=2.
THEOREM III.5.

I. The following conditions on Y are equivalent :

(1) for every p, 2<p<o, SIp(.,Y) =N (.,Y), with sip(.) =n(.) s

Y Y
(2) there exists p, 2<p<e, such that SIp(.,Y) = Np(.,Y), with
i (.) =n(.)
sig(.) = n ()
3) for every p, 2<p<w, SIp(.,Y) = Np(.,Y) ;
4) there exists p, 2<p<wo, such that SIp(.,Y) = Np(.,Y) H

for every p, l<p<w, SIp(.,Y)CK(.,Y) 5

(o]
—

there exists p, l1<p<wo, such that SIp(.,Y)CK(.,Y) 3

~J
S~

L(2,,Y) = K(2,,Y) 3

~—

L(Lz(u),Y) = K(Lz(u),Y), for every finite measure space (R,Z,u) ;

($a]
~—

O
~

for every p, 2<p<w, L(Lp(u),Y) = K(Lp(u),Y), for every finite
measure space (Q,Z,u) ;
(10) there exists p, 2<p<«, such that L(Lp(u),Y) = K(Lp(u),Y),

for every finite measure space (Q,Z,u).

II. If Y =7 for some space Z , the conditions (1) to (10) imply
(11) for every q , 1<q<2 , L(Z,Lq(u)) = K(Z,Lq(u)), for every finite
measure space (02,Z,u)
(12) there exists q, 1<q<2, such that L(Z,Lq(u)) = K(Z,Lq(u)),
for every finite measure space (Q,Z,u) ;

(13) L(Z,%,) = K(Z,,).
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III. If Y 1is a reflexive space, conditions (1) to (13) are equivalent,

where, in (11) to (13), Z = Y* .

PROOF .

I. The chains (1) = (2) = (4) = (6) and (1) = (3) = (4) = (6) and
the implications (5) = (6) and (9) = (10) are trivial.

(6) = (9) This is Theorem III.4.

(10) = (7) From Theorem III.3 it follows that, for such a p,
SIp(.,Y)CZK(;,Y). The result follows then from Theorem III.4, applied to
L2[0,1], which is isomorphic to 22.

(7) = (8) If there is a finite measure space (Q,Z,u) and a non-compact
operator T : Lz(u) -~ Y , the same argument of Theorem III.4 says that
there is a normalized weakly convergent basic sequence {fn} in Lz(u)
sucn that {Tfn} has no norm convergent subsequence and, moreover, Z = [fn]
is isomorphic to 22. Hence the operator S : 22 +~Y givenby S = TIZ is
not compact, which contradicts the hypothesis.

(8) = (5) From Theorem I1I.3 SL(.,Y) CK(.,Y). If l<p<2,

SIp(.,Y)CK(.,Y), since SIpCSI . On the other hand, for 2<p<«, it follows

2

that L(Lp(u),Y) = K(L_(u),Y), from Theorem III.4 . Hence SIp(.,Y)CK(.,Y),

P
2<p<=[Theorem III.3].
It remains to show that (6) = (1). But (6) is equivalent to (9), that

implies (1), as seen in Theorem III.4.

II. Assume Y = 7*.
To show (9) = (11), let q, 1<q<2, a finite measure space (Q,I,u)
and TeL(Z,Lq(u)) be given. Then T*eK(Lp( 4),Y), by hypothesis, because

p » the conjugate exponent of q , is such that 2<p<e~. Hence T 1is compact.

The same argument shows that (7) implies (13), and the implication

(11) = (12) is obvious.

III. Assume that Y 1is reflexive.

From II, it follows that the equivaient conditions (1) to (10) imply
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(11) to (13), with Z =Y*.

To show that (12) implies (10), let a finite measure space (Q,Z.,u) be
given and p be the conjugate exponent of the index q, 1<q<2, that
exists by nypothesis. If Tel(L (u),Y), then T*E:L(Y*,Lq(u)), so that T*
is compact. Hence T EK(Lp(p),Y).

The implication (13) = (7) follows the same pattern and it is

obvious that (11) = (12). O

REMARKS . Conditions (9) and (10) in Theorem III.5 can not be extended to
1<p<2. Indeed, for these indices p, we do have L(22,2p) = K(zz,zp), but
L(L[0,]1,2 K 0,1 ,2 ), si i 1 in LJ[O,1
(p[ ] p)# (Lp[ ]Zp) since £, s comp emented in p[ ]
and the corresponding projection can not be compact.
When 1l<p<2, we do not know a necessary and sufficient condition

f SI (.,Y) = .s .

or p( ) Np( Y) yet

For p =« , we have the following result.

THEOREM 1II.6.
I. The following conditions on Y are equivalent :
(1) SI_(.,Y)
(2) SI_(.,Y) = N_(.,Y) s
(3) SI_(.,Y)CK(.,Y) ;

N (.,Y), with si (.) =n_(.);

(4) L(C(K),Y) = K(C(K),Y), for every compact Hausdorff space K ;
(5) W(C(K),Y)
(6) L(L,(1),Y)
(7) W(L,(u),Y)

II. If Y =7* for some space Z, the conditions (1) to (7) imply

K(C(K),Y), for every compact Hausdorff space K ;

i

K(L_(u),Y), for every finite measure space (Q,I,u) ;

]

K(L_(u),Y), for every finite measure space (Q,Z,u).

(8) L(Z,Ll(u)) = K(Z,Ll(u)), for every finite measure space (Q,I,u) ;

(9) W(ZoLy(w))

ITIT. If Y s reflexive, conditions (1) to (9) are equivalent, where,

1]

K(Z,Ll(u)), for every finite measure space (Q,Z,u).

in (8) and (9), Z = Y*.
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PROOF .

I. The chain (1) = (2) = (3) and the implications (4) = (5) and
(6) = (7) are trivial.

(3) = (4) Let X = C(K) 1in the hypothesis to get the inclusion
W(C(K),Y) CK(C(K),Y), since SI_(C(K),Y) = W(C(K),Y), as seen in Example I.5.
Moreover, Yébco » by the remark before Theorem III.5, so that
L{C(K),Y) = W(C(K),Y) [DU-VI.2.1.5].

(3) = (6) Use the preceding argument with X =L_(u).

(5) = (7) It follows from the identification of L_(u) with C(K), for
a convenient compact Hausdorff space K.

(7) = (1) This is Jjust Theorem III.3.

II. Assume Y = Z*.
(8) = (9) It is trivial.

(6) = (9) Let a finite measure space - (Q,I,u) be given. If Tel(Z,L,(n)),
then T* eL(L_(n),Y) = K(L_(1),Y), by hypothesis. Hence T is compact. '

ITI. Assume Y reflexive.
From II, the quivalent conditions (1) to (7) imply (8) and (9) and
(8) = (9), with Z =Y~ .
To show that (9) implies (5), let a compact Hausdorff space K and
TeW(C(K),Y) be given. Then T*'aL(Y*,Ll(u)), for some finite measure space

(Q,Z,u). By hypothesis, T™ 1is compact and so is T. O
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Expose n° 3 Année 1987-1988
Walter Schachermayer

SOME TRANSLATION INVARIANT SUBSPACES OF C(G) WHICH

HAVE THE STRONG SCHUR PROPERTY

Abstract : Let G be a compact metric abelian group and A a subset of

the dual group. We give a condition which ensures that the space C,(G)

Al
of continuous functions on G with spectrum in A nas the strong Schur

property.

Résumé : Soient G un groupe abélien métrique compact et A un sous
ensemble du groupe dual. On donne une condition suffisante pour que 1'espace
CA(G) des fonctions continues sur G a spectre dans A ait la propriéte

de Schur forte.



SOME TRANSLATION INVARIANT SUBSPACES OF C(G) WHICH
HAVE THE STRONG SCHUR PROPERTY

by Walter Schachermayer

Llet G be a compact metric abelian group, A a subset of the dual group
I and CA(G) the closed subspace of C(G) spanned by the characters
in A. We show (theorem A) that if C,(G) 1is a space of first kind, ie

if every neighborhood of {0} in G is associated to C,(G) in a wide

Al
sense (see definition 1 below) then CA(G) has the strong Schur property.
Under the same assumption CA(G) was known to have the Schur property

[L.P1 Lemma 2 ].

The following question which F. Lust Piquard communicated to us remains open :
under the same assumption is it true that CA(G) = L‘X(G) ?

Theorem A is implied by a more general result (theorem B) on 21

subsequences of some sequences of bounded continuous functions on a Polish

space.

I. Notations, definitions, motivations, examples.

A11 Banach spaces in this paper are vector spaces over the field
of comblex numbers. D denotes the closed unit disc in €. We denote by

diam A = sup |zl-22| the diameter of a subset ACD . An Ql-sequence
21,22€A

in a Banach space X 1is a bounded sequence (xn)n>l such that there

exists &§>0 and

ne~--1=

| A
1

€ I >
VoA JAGEC LA, x 1 =>8

|
n=1 n n n

17 AN

Let G be a set. JL°°(G) denotes the space of bounded functions : G » €.
Let G be a topological space. For t€G V(t) denotes an open

neighborhood of t. When G is assumed to be a metric space B(t,p) denotes
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the open ball centered at t with radius p. C(G) denotes the space

of bounded continuous functions on G.

Let G be a compact metric group. L'(G) denotes the space of equivalence
classes of intégrab]e functions on G with respect to the Haar measure
Lw(G) denotes the dual space of Ll(G).

Let A be a subset of the dual group T. CA(G) is the closed subspace of
C(G) spanned by the characters in A, LX(G) is the closure of CA(G)

for o (Lw(G),Ll(G)), Lk(G) is the norm closure of CA(G) in Ll(G).

Definition 1 : Let G be a compact abelian group. C,(G) 1is a space of

N\
first kina if every neighborhood of {0} in G 1is associated to

CA(G) in a wide sense i.e. there exists a constant K>0 such that for
every neignhborhood V of {0} in G there exists a finite set AOCiA

such that

vfeC I £l <Kl fl

na (G ¢(6) c(V)

It is easy to see [DG p.70] that if CA(G) is a space of first kind then
the pace of A tends to infinity i.e. VFCT F finite, 0¢F A+FOA

is finite.

Definition 1 above was -introduced in [B1] for general CA(G) spaces, but
was introduced before in the special case of Sidon sets i.e. when the
characters in A are an ll-sequence in CA(G) (see for example

[DG. definition 1.3, 5.2, 5.3] ).

Examples of spaces of first kind :

By [B1 proposition 3.2 ] every Sidon set A is a finite union
n
U
1=1
By [Bz.part 3. Corollary 2] if the pace of a Sidon set A tends to infinity

Ai such that the pace of each Sidon set Ai tends to infinity.

A(G) is a space of first kind. As there are Sidon sets whose pace does

not tend to +«, there are Sidon sets A such that CA(G) is not a

space of first kind.
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Apart from Sidon sets whose pace tends to infinity, a large class of
spaces of first kind is available [B1. proof of theorem B] or [L.P1
theorem 2] : Let ACT. We assume that there exists a dense subgroup

DCG such that the canonical injection T - T/Dl (f/Dl is the compact
dual group of the discrete group D) maps A into a countable set

with one limit point. Then C,(G) is a space of first kind. Moreover

Al
in this case CA(G) = LX(G) by Loomis'theorem [L] and [L.P2 théoréme 2.7] .

Definition 2 : A Banach space X has the Schur property if every o(X,X')

lconvergent sequence 1S norm convergent.

Let us recall Rosenthal's theorem [R] : every bounded sequence

(Xn)n>1

in a Banach space X either has a weak Cauchy sequence or an Ql-subsequence.
It follows that if X has the Schur property every bounded sequence in X

either nas a norm convergent subsequence or an zl-subsequence.

Definition 3 : (eg. Bg. Definition 7.3.11). A Banach space X has the

'strong Schur property if there exists C>0 such that for every 0<&8<Z2

every sequence (Xn)n2=1 in X such that

(1) Ix <1 n>1 (1) lIx -x1=¢ n#Kk

1
has a 2 -subsequence (Xnk)k2>l such that

=N f

VA K

1,...,A

It is well known that 21

(hence CA(G) if A is a Sidon set) has the
strong Schur property.

By [J.0],[J.L}] there are Banach spaces which have the Schur property but
fail the strong Scnur property. We do not know whether there are CA(G)

spaces having the Schur property and failing the strong Schur property.
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II. The results

Our purpose is to prove theorem A :

Theorem A : Let G be a compact metric abelian group. Let CA(G) be a space
‘of first kind. Then CA(G) has the strong Schur property.

Theorem A will be a consequence of theorem B below which might have its

own interest :

Theorem B : Let G be a separable complete metric space. Let (fn)n>1 be
a sequence of continuous functions : G =D . We assume that there exists
p>0 such that for every open set 0CG and every infinite subset SCN
there exists n€S such that

diam fn(0)>j 0

thenh there exists a £l~subsequence (fn ).> such that

j J

N
WAags.. Ay €C Y A; f >p/30
1 N "j=1 J nj"C(G) j

1 o~~122Z =

A
Iyl

We first show how theorem B implies theorem A : this will follow from
the subsequent lemma 2. In order to prove lemma 2 we need the following

lemma 1 :

Lemma 1 : Let G be a compact metric abelian group. Let CA(G) be a
space of first kind and Tet K>1 be the constant appearing in the
definition. Then for every open set 0CG there exists a finite /YOCA
such that

vfeC Il <4K diam f(0)

A\AO(G) C(G)

Remark : As diam f(0)<2"f”C(0) we see that C,(G) is a space of first

kind iff the conclusion of lemma 1 is satisfied.
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Proof of lemma 1 : If the conclusion of lemma 1 is false there exists an

open set 0CG such that for every finite subset FCA there exists

- . 2,-1
fGCA\F(G) such that "f"C(G) =1 and diam f(0) < (4K™) * .

As C,(G) 1is a space of first kind and as C,(G) 1is translation invariant

Al Al
let t€0 and let AOCA be a finite set given by the definition for

V = 0-t.
There exists f in the unit ball of CA\A (G) such that
o
diam £(0) < (4k%)1 .
There exists a finite set FocT and ¢ 1in the unit ball of L% (G)

_ 0
such that

Kf, @|=>3/4 .

Let F = AOU(AHFO). Again there exists g in the unit ball of CA\F(G)

such that

. 2,-1

diam. g(0) < (4K")

-1 . -1
As  FOA, llgllc((-))>K . Let t €0 be such that lg(t )| >K ~ -and
let
_F -1

h = f - f(t;) 9(t,) 79

Hence Ihl=|<h,p | = [(f,@ |>3/4 and as h(to) =0 IIhllc((-))Sd‘iam h(0)

As hECA\Ao(G) we have

(G)<K Ilhllc((-))
di

ii) llhllc(6)< am h(0)<diam f(0) + K diam g(0)<1/2K which is impossible.

(i) 3/4<thl,

Lemma 2 : let G be a compact metric abelian group. Let CA(G) be a
space of first kind and let K>1 be the constant appearing in the
definition. Let &§>0 and let (Fn)n>1 be a sequence in the unit ball

of CA(G) such that

vn £ k |1fn-f

296

k' c(6)
Tnen for every open set 0CG and every infinite subset SCN there
exists ne€S such that

; 2,-1
diam f_(0) > (8K") 8
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Proof : Let AOCA be defined as in lemma 1. There exists an infinite
subset S'CS such that the sequence (f ) .o, converges O(LX(G)’LI(G)),
hence there exists N>0

2,-1

vn,p=N n,p€eS’ y |?ﬁ(x)-%p(x)}<(3ZK) S .

)\GAO

For n>1 let f'(t) =f (t) - )Y f (A) A(t) (t€G). For every
n n ey !
o}
n,p=N and n, p€S' we get by lemma 1 :
. . . . L e 2,-1
diam fn(O) + diam fp(O);>d1am(fn-fp)(0)2=d1am(fn-fp)(O)-(16K ) 76

> (8k%) " 1s

Hence either diam f (0)>(8%)™s or diam fp(0)>(8l<2)‘15.

The rest of this paper is devoted to the proof of theorem B. This proof
is inspired by Talagrand's proof of Rosenthal's theorem [T. chap. 14.
Prop. 14;1.51].

We first recall the standard last two steps.

Lemma 3 : Let G be a set and (q)j)j>1 be a sequence in Qw(G). We assume that
tnere exist p>0 , a, BEC with |a-B|>p/3 such that for every N>0

and every subset J of {1,...,N} = IN’ there exists t€G such that

VAR Icpj(t)-a] <p/15

VjEIN\J }wj(t)—s|<p/15
Then
; )
YN>0 V A, 00€C 1) Aol - >p/30 Ix;]
1 N <1 39 () =1 9

Proof : Let us fix N>0. We first prove that

N
(1) ) |>‘j|<2 sup |} Ay - ) Kjl
j=1 JCIN JEJ jeIN\J

Inded Tet [A | = A; h(§) (1<J<N), whicn defines he;f,;’. Let

(gk)1<k<2N be an enumeration of tne functions in Qol; whose range is
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{+1,-1} . As Re h and Imh Tlie in the unit ball of !L: , for every

e >0 there are finite sequences of real numbers (ak)k<2N , (b )k<2N
such that £ {a |<1 , £ |b| 1 and th - T (a +ib ) g, ! <e/§ (sl .
k k k "k’ k@ .C J
k k k N j=1
Hence
) ) 5 ; | 3 |
Y o ag] = Ah(j)<e + (a,+ib, ) ¥ A, g ()| <e + 2 sup A g (d)
which obviously implies (1).
For every JCIN
) ) |3 ) 2 o7 |
2.1 Aol =diam( A:)(G)= As(a-B)+ Ai(B-a)|- 7 e} A
j21 9 (g je1 9 jead jerpgd R S
ja-8] sup | § ) -20 7 gl 1
= |a-B| sup Ao - Ayl -~ == p A.|=p/30 X
Jje Y genyg 3 b ga j=1 d

Lemma 4 : Let G be a topological space. Let (fn)n>1 be a sequence in
C(G). We assume that there exist p>0, a, BEC such that |a - B|=>p/3
and 0CG such that for every finite collection 01""’0k of open
subsets of O and every N, there exists n>N such that for every

1<i <k fn(oi) meets B(o,p/15) and B(B,p/15).

Then there exists a subsequence (fnj)j>1 of (fn)n>l such that the
sequence (cpj)j>1 = (fn.)j>1 verifies the assumptionsof lemma 3.

J

Proof : We may choose nq such that fnl(O) meets B(a,p/15) = B1 and
B(B,0/15) = B,. As fnl is continuous let 01’1 = fr_li
1,2 = fr—]i(BZ) . We may choose n,>n, such that fnZ(O
- f;];(B )10

(Bl) and

0 1,1

0, ,=f

meet B1 and 82 and we define 0 2.2

2,1 1 1,1°
r-11 f;]l
2 2

We will now prove that under the assumptions of theorem B there exist an

02,3 = f (31)“01,2 . 02,4 = (Bz)ﬂol,2 , and so on, ®

infinite subset S CN , 0CG , a, BEC with [a-B|>p/3 such that

(fn)nes verifies the
0
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assumptions of lemma 4. This will need some work.

Definition 4 : Let G be a topological space and let (fn) 1 be a

n=>
sequence of functions : G+~ D .

Let S be an infinite subset of N. For every t€G we define

Fo(t) = {zeD|vV(t) YN>1 Ve>0 3u€V(t) 3nE€S , n>N | (u)-z] <€}

The graph of the mapping t->FS(t) is

& = {(t.z)[t€6 zE€F(t)}CG x D .
The properties of FS are summarized in the following lemma.

Lemma 5 : Let G, S, (fn)n be as in definition 4.

a) For every teG , FS(t) = N U Fs(s) and this is a closed
_ V(t) seV(t)
non empty subset of D.

b) The grapn & is closed in G xD .

Lemma 5 implies that t-v»FS(t) is an usco (upper semi continuous

compact valued) mapping as defined in [S. Definition 3.3] .

Proof of lemma 5 : a) That N U FS(s)DFS(t) is obvious. Let us
V(t) se€V(t)
prove the converse inclusion. Let z€ N U FS(s). Hence

V(t) seEV(t)
vV(t) ve>0 3s€V(t) 3z'€Fg(s) lz-z'| <e .

For every V(t) and €>0, as V(t) contains a neighborhood of s, we
get by the definition of FS(S) that for N>1 there exists
UEV(t) and n>N, n€S such that |z'-fn(u)| <e hence |z-fn(u)| <g

and z€F.(t).

s
FS(t) is non empty by definition and is closed in D by the
assertion above.

b) Let t -+t in G and z_ €F.(t ) be such that z_ - z. Then
a a Sta o

ze€ N u Fs(s). By a) zeFS(t) which means that & s closed
V(t) sev(t)
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in G xID provided with the product topology.

Lemma 6 : Let G be a separable metric space. Let (fn) be a

n=1
sequence in the unit ball of lw(G). There exists an infinite subset
SOC]N such that

vS infinite SCSo vt EG F

Proof : We will define a family (Soa) of subsets of N indexed by the
ordinal numbers of a countable set (we denote by Q the set of these

ordinals) such that

(¢) if y<B SY\(SYHS is empty or finite.

g)

Hence the graphs (gs ) of the mappings FS form a decreasing family of
o _ a
closed subsets of G xDD . Let us put S1 =N, let a€Q and let us

assume that a family (S verifying (c) has been defined.

B)B<Oc

If a 1is an ordinal of the form o = y+1 either there exists te€G

and an infinite subset S of SY such that Fs(t) ,Ce FS (t), and we put
Y

S
a

S , or this is impossible and we stop the construction and put

n>1 be an increasing sequence
of ordinals such that o = sup a, - Then we take for Sa =

n
diagonal sequence of (Socn)n>1 e.g. ny s the least integer in SOL1 s
n, 1is the least integer in S_ NS which is bigger than n, , and so on.
2 a; oy 1
Hence for every n=1 Sa\SaﬂSa is empty or finite. As for every B<a

n

there exists n such that B<ocn we get

S0 SY . If o a limit ordinal let (ocn) S

(nj)j51 @

A . nite
VB <a Sa\ Sa San is empty or finite
Let us assume that Sa has been defined for every o €Q 1i.e. that the

stopping situation does not occur. (% )aEQ is a decreasing family
_ _ o
of closed sets in G xD . As G xD has a countable basis of open sets,

there exists [K. theorem 7 chap. IV.15] an ordinal aOEQ such that
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vere, % %
o} [0
0
hence we should have stopped the construction at ao+1. This proves the

Temma

Lemma 7 : Let G be a metric space , (f. )

nin>1 @ sequence in the unit

ball of 2°°(G), S an infinite subset of N. We assume that there exists
p>0 such that for every open set 0CG and every N>1 there exists

neS , n=N such that diam fn(0)>p . Then

vteG diam Fs(t)>p

1

Proof : For every t€G, and every B(t,k )CG there exist €S ,

4
N > Mo such that diam fn (B(t,k-l))>p hence there exist S o
k
Sp €B(t,B(t,k 1) such that |f_ (s, )-f. (s.)|=p ;let z and z' be
Ny k n k
cluster points of (fhk(sk))k>1 and (1"nk(sk))k>1 respectively. Hence
|z-2"|>p and z, z' €F(t).

Lemma 8 (selection lemma) : Let G be a complete metric space. Let (fn)n>1

be a sequence in the unit ball of Qm(G). Let S be an infinite subset of

IN. We assume that there exists p>0 such that

vte G diam F.(t)=>p

5

a) Then there exists a dense G(S subset ACG and two functions g , h :

which are continuous on A and verify
(i) vteA g(t)GFS(t) h(t)EFS(t)
(ii) VteA |g(t)-h(t)|>p/3.

b) There exist a, BEC such that |a - B} >p/3 and there exists an open

set 0CG such that

vtE0 FS(t)né(a,B/m) # 0 Fs(t)né(e,p/m) # 0

A -~

Proof :.a) we use twice the selection theorem [S. theorem 1.51] : by Baire's

theorem every countable intersection of dense open sets in G 1is dense

&
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in G. As the graph ?S is closed in G xD the selection theorem implies

that there exist a dense Gé subset A'CG and a continuous section

g : A > D such that g(t)€F(t) for every t€A'. We now apply the

5
selection theorem in A' xD to the set

H = {(t,z)|teA" ZEFS(t)\B(g‘(t),p/3)}-

We may apply it because every countable intersection of dense open sets in A'
is dense in A' , FS(t)\B(g(t),p/3) is non empty for every te€A' by
assumption and JCS is closed in A' xD (for if t, ot in A', z, > 2

in D and 2, EFs(t)\B(g(t),p/3) then z&F (t) by lemma 5(b) and by

the continuity of ¢

[2-8(8)] = Tim [z,0(t)|=0/3

The selection theorem gives a dense 65 set A in A' (hence A is a

dense G6 set in G) and a continuous section h : A ~>D such that

(i), (i1) are verified.
b) Let us take tOGA and let a = g(to). By the continuity of g there

exists an open subset 0'CG such that

vte0' nA  |g(t)-a| <p/16

Let B = h(to) , hence |a - B|>p/3. By the continuity of h there exists
an open subset 0CO0' such that

VteEONA  |h(t) - B|<p/16
hence for every te€0NA Fs(t) meets B(a,p/16) and B(B,p/16).

As A 1is a dense Ga-subset of G ,0NA 1is dense in the complete metric

space 0 . As the graph of Fg 1is closed by lemma 5(b) the lemma is proved.

Lemma 9 : Let G be a complete separable metric space. Let (fn)n>1

be a sequence in the unit ball of SL°°(G). We assume that there exists p>0
such that for every infinite subset SCN

VteG diam F.(t)>p

5(
Then there exist an infinite subset S0 , &, BEC such that |a - B8|>p/3

,.-.,O of

and an open set 0CG such that for every finite collection O

1 kK
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open subsets of 0 and for every N>=1 there exists neS0 , n=N such
lthat for every 1<i<k fn(oi) meets B(a,p/15) and B(B,p/15).
Proof : We define SO as in lemma 6. o , and 0 are defined for this So
as in lemma 8(b). Let us assume that the conclusion of lemma 9 is false.

There exists a collection Ol""’ok of open subsets of 0 such that

IN=>1 vn=N |, nESO 3i <k

f,(0;)NB(a,p/15) = @ or f (0.)NB(B,p/15) =0 .

Hence there exist i0=<k and an infinite subset Sl<:SO such that either

Vnes f, (0, )NB(a,p/15) = 0

1
0.

or Vnesl ﬂ#Oio)ﬁB(B,p/15)= g .

Let wus assume that we are in-the first case for example. Hence

vteo, Fe (t)NB(a,p/16) = @ .
0 1

But by the definition of S0 F t) for every t€G and by
Temma 8(b).

VtE0 F (t) NB(a,p/16) # B .
0

This is a contradiction. =

Obviously lemmas 7, 9, 4, 3 imply theorem B.

Addendum : After this paper was written, theorem B has been used again to
produce related examples of Banach spaces with the strong Schur property
[F. Lust-Piquard : Means on CVp(G) ; subspaces of CVp(G) having the Radon-
Nikodym and Schur property. To appear].

Johannes Kepler Universitdt Linz
A-4040 Linz - Austria
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Exposé n°4 Année 1987-1988
Hervé QUEFFELEC

Existence de vrais A(p)

d'aprés J. Bourgain

RESUME.

On détaille la preuve du résultat récent de J. Bourgain sur l'existence
pour 2<p<wo,de parties E de Z qui sont des ensemble A(p), mais pas des

ensembles A(p+e) si € >0.

Abstract.

We give a detailed proof of the recent result of J. Bourgain on the existence,
for 2<p<e , of subsets E of Z which are A(p)-sets, but not A(p+e)-sets

if €>0.

NOTATIONS, DEFINITIONS et INTRODUCTION.

T désigne le cercle avec sa mesure de Haar dm(t) = %%

& désigne 1'ensemble des polyndmes trigonométriques sur T.
f désigne la transformée de Fourier de f€&* , i.e. : %(n) = If(t)e-mtdm(t)
si ne€l’.

é‘é désigne 1'ensemble des éléments f de &* 3 spectre dans E (%(n) = 0 si

n¢E) ; E est une partie de Z.
llfllp = (j|f(t)|p dm(t))l/p (0<p<e«) ; c'est une norme sur & si p=1
|S| désigne le nombre des éléments de 1'ensemble fini S.

Si K1 R K2 sont deux parties d'un espace vectoriel V, on définit 1e nombre
de recouvrement de K1 par K2 par 1'égalité

m
.,xmev avec K1C v (xj+K2)}.

1 j=1

N(KI’KZ) = inf im>1 ; 11 existe «x
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B, désigne la boule unité euclidienne dans R" (n fixé).
si & cR" et t >0, on pose :

N.(&,t) = N(&,tB

2 2):
Un espace de Banach V est dit de type 2 s'il existe une constante K telle
que pour tout n et pour tous xl,...,anV

n n 2\1/2
Ju z ei(m)xilldw<K<le Ix; )

(La meilleure constante K se notant T2(V))
ol (el,...,en) est une suite de variables aléatoires indépendantes prenant
les valeurs +£1 avec probabilité 1/2 (suite de Rademacher).

Si V est de type 2 et si (gl,...,gn) est une suite gaussienne standard

(E(gigj) =6 E(gi) = 0) on a pour tout n et tous SERERTE: =AY

i3’ ]
n n

I () o< T, (V) 2 1x.12)2/2

i} s 1)

Un espace Lp(u), ol 1 est une mesure positive, est de type 2 si 2<p<e=.

C désigne une constante numérique (mais qui peut varier de place en place).

Définition : soit p€l]0,o[ et ECZ ; on dit que E est un ensemble de type

A(p) (en abrégé E€A(p)) s'il existe r<p et C0<oo tels que
(1) IIfIIp<C0lIfIIr pour tout fE@E

(autrement dit les "normes" LP et L" sont équivalentes sur @E).

Remarque 1 : La valeur de r est sans importance dans cette définition, si

en effet 0<s<r, écrivons r I = (l-e)s-1 + ep-l

avec 0<B8<1. Si
fe “@E’ on a d'aprés (1) et 1'inégalité de Holder :

1-6

A% qron -
1F1 ) <C Il <C A TENAL, d'ot

1
1-8
Ifi <C, I £l

Remarque 2 : Si E€A(p) et si p>2, E vérifie nécessairement la condition

de lacunarité suivante :
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(2) [EA{1,...,N}| <C' N2/P

(N entier arbitraire =1 ; C' = 4C(2) (21r)2/p si lIﬂlp<C0llﬂl2 pour fe 93[_:).
K ' ins
Posons en effet E O{1,...,N} = {nl,...,nk} et I e”‘Jt = f(t)

1

Ko nst k K. 1
[f(t)-k]< = JeJ"-1]< z [ni|t<kN|t| <5 si [|t|<5g, donc
1 NN
j j
-1
1. K s p k\p dt _ k\p N
|t] < N |f(t)|>? , d'od llfllp>J _1 5) 5 = (—2-) —= » ce qui
_ |t|\—2—N
imtiqee & NP o e ifL = ¢ VR L dion VE<2 ¢ (2m) /P yI/P
Pig 2 (Zn)17p p Yo 2 0 ’ =%

ce qui n'est autre que (2).
Les remarques (1) et (2) sont desrappels de [R].
La notion d'ensemble A(p) a été introduite par Rudin ( [R]) dans un article

oll i1 pose la question :

Si P <Py existe-t-i1 E tel que EeA(pl), mais E¢A(p2) ?

Rudin répond affirmativement & cette question si Pq est un entier pair=>4,
sous la forme plus plus précise suivante :

si p=4,6,8... 11 existe E avec E€A(p), E¢A(pte) si e>0. A la suite

de cela, introduisons la

Définition 2. On dira que ECZ est "un vrai A(p)" si E€A(p), et

E¢A(p+e) si £>0.

En 1974, Bachelis et Ebenstein [B-E] (utilisant un article de Rosenthal sur les
sous-espaces de Lp) ont démontré que si 1<p<2, il n'existe pas de vrai

A(p) (autrement dit E€A(p) = E€EA(p+e) pour au moins un e >0).

En 1988, J. Bourgain a démontré qu'au contraire si 2<p<« il existe un
vrai A(p), ce que Rudin ne savait montrer pour les entiers pairs>4 ; c'est

cette construction de Bourgain qui est exposée en détail ici.
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Les deux problemes suivants restent ouverts ;
i) Existe-t-il de vrais A(2) ?

ii) Si 1<p<2 et si E€A(p), a-t-on EEA(2) ?
(I] résulte de la construction de Bourgain que pour tout e>0 1l existe E )

avec E€EN(2), E€¢A(2+e), ce qui est plus faible que i).

Nous allons donc prouver le

i]Théor'éme 1 :si 2<p<», il existe un sous-ensemble E de Z qui est un vrai
|

IA(p).

i

Le théoréme 1 résultera de la version finie-dimensionnelle suivante, qui

peut-étre considérée comme.le "noyau dur" de la preuve

Théoréme 2 : Soit (E,Z,v) un espace de probabilité. Soit (q)l,...,(pn) un
systéme orthonormal uniformément borné sur (E,z,v) (llwillm<M) et soit

2<p<w. [l existe Sc{l,...,n} avec les deux propriétés :

a) |S|=a n2/P (o0 o ne dépend que de p et M)
by I £ a.o;l <B/ b |a.|2\1/2 (ot B ne dépend que de p et M) pour
jes TP T \jeg i/

tout (a;) €.

Le théoréme 2 entraine le théoréme 1 : en effet, on peut alors trouver pour
tout j=1 wune partie EJ. de [2‘],23+1[ telle que |Ej|>a 2‘]/p et

LI <BIfl, si fegéj .
EN{L.2,3,...,25-1}| > |E;| >a 23/P | donc si q>p, E ne

SO]t E= E.o
J

nC 8

j=1
peut étre A(q) (La condition (2) de A(q)-lacunarité est violée). Reste a

montrer que E est A(p) ; soit fe & ; f s'écrit f = 3 fJ. avec
j=1
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fJ.eé"E et d'aprés 1'inégalité de Littlewood -Paley ([K-P])
j

1fl <K u(z IAREL N b |f.|2\)1/2 <K (z Ak >1/2 (puisque p/2>1)

PP NG Pt ) Ip o Tl o P\Z 11 gt ip/2

J 12 J U2 p/ J
( 2\ ( 42 2\

- z IF.l <K Il =Kglfl, O

G e T T TR

Le théoréme 2 sera prouvé seulement pour 2<p<3 (les autres plages de
valeurs de p s'en déduisent par des modifications simples).
Le théoréme 2 sera prouvé seulement pour des ®; réelles, ce qui suffira

pour Tes besoins du théoréme 1 ; en effet, si les sont des

(o) 1<i<n
caractéres distincts # 0 de Z, les deux familles (\/2-6%@1-) et (V2 Im ;)

sont encore orthonormales et d'autre part, vu le caractére probabiliste de

la preuve qui suivra, la plupart des parties S de cardinalité >qa n2/p

vérifient le b) du théoréme 2 ; on pourra donc trouver Sc{l,...,n} , de

cardinalité =q n2/p

, qui vérifie a la fois
aZ_)l/Z v(a].)eRS et

” Loy ﬁ(pi“p<C (és i

i€S i
2\1/2 S
o a; Imp; <C( z a.) v(a,)€ER
»165 ! ‘“p jes | !
D' ol ” g a1<p1." <4C( z |a].|2>1/2 v(ai)eﬂ:s .
ies P i€es

De toutes fagons, il semble qu'on pourrait prouver directement le théoréme 2

pour des ®; complexes, au prix seulement de notations plus compliquées.

La démonstration du théoréme 2 utilise les trois ingrédients suivants, qui

seront développés d'abord

@ Une inégalité probabiliste (version du théoréme de majoration de Dudley

pour les processus gaussiens et sous-gaussiens).
Une estimation d'entropie (destinée a exploiter 1'inégalité précédente).
@ Un principe de découplage relativement simple.

La construction de S n'est pas difficile, et on peut déja 1'indiquer :

soient Sl,...,gn des variables aléatoires indépendantes & valeurs 0 ou 1
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(des sélecteurs...) avec E(gj) =48 ,00 & est tel que &n = nZ/p. Soit

n
S, = {J/gj(w) = 1} , si bien que [Swl = § gj(w) et que
E|Sm| = &n = n2/p. S sera de la forme S = Swo R convenable , et on

aura automatiquement a). La difficulté sera de montrer que S, qui ne peut
étre un ensemble A(q) avec une constante raisonnable pour aucun q $p

(a cause de a)), est quand méme un ensemble A(p) ! (Ie vérifie b))

(®) INEGALITE PROBABILISTE

Dans cette partie, x = (xl,...,xn) sur un élément de R" et

n
|x| = (Z xf)l/z sa norme euclidienne.
1

Theoréme A : Soit &cR) , B = sup |x] ; soit
+ XE&
m un entier <n, 9, un réel >1. Alors (les &; étant celles de la page

précédente)

(A.1) “ sup L E5X
|A]<m i€A

q -
l < C[(5m)1/28+<__9_T>1/23 +<]og é) 1/2 fw,/iog N2(8,t)dt]
q log < 0
o] 8
XE&

Avant de prouver cette inégalité, faisons quelques commentaires
(A.1) se présente comme une variante de 1'inécalité de majoration de Dudley [D]

sour les processus gaussiens et sous-gaussiens ; cette inégalité s'écrirait

(si 0eg)

(A.1)' “ sup Q rixi“1<;c Bfw 0g NZ(&,t)dt .
= 0

x€& i=1
(ri étant une suite de Rademacher).

On voit apparaitre ici trois difficultés supplémentaires :

1°) On prend des moments d'ordre 9 (dans la suite, 9 variera et sera
arbitrairement grand)



-1v.7 -

2°) Les g; sont fortement biaisées (sur [0,1] , on a la représentation
1

£ LA)
0 S 17

3°) IT y a un sup supplémentaire (quoique moins violent que celui en x) par

rapport aux A avec |A|<m . (A.1) va résulter des deux lemmes suivants et

d'un recopiage de Ta preuve de (A.1)'.

Lemme 1 : Soit ¢ un entier >1, g un réel > 1. Alors

(A.2) h §€1‘|q<c (62 + 9 3 )
1 log (2 +‘6'°55)

Ce lemme est intéressant pour q petit devant & ; on y régle les difficulteés

1°) et 2°). Voici 1a preuve

SR -Q

2
1°) q=284 : posons q—=e avec a>0 et X =% g , X suit une loi
1

binémiale @#(%,8), donc

'3 L K 2 K
) =z K esf-e)t e kLK e ok (L
K=1 K=1 ! kel d .
L K L K
=59 5 (aK)q eO‘K %{'<O‘q v qq e'qgl_g(%)qeq ed = (g)q
K=1 . K=1 :
(Oon a utilise x%e *<q%e™@ si x=0), d'od
ixi <3 -9 < 9 puisqu'ici q>28%
9 % qog g—z log (2 + %—2)

2°) <282 . Soit 9 = 262 . D'aprés le premier cas, on a successivement
C
" % Sl )
% log 4
30

ll XIlq<HX“q <

° log (2 +

1°) et 2°) mis ensemble donnent (A.2).
Dans le lemme suivant, on va régler la difficulté 3°) tout en introduisant

des coefficients quelconques (mais fixes) Yisors¥y-
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Lemme 2 : soit y = (yl,...,y )ERTr

n , g=1. Alors

T A R G L O

=

Preuve : On peut supposer |y| = 1 ; soient 1> P d ajuster avec 0<p1<p2 ;
coupons b g].yi en trois
i€A
T E.y.< I E.y. + X E.y. + z E.Y.
sep 1 y1'>9211 iep 1 0L <Y; <y i’
Yi <P

(Si dans 1'ajustement qui suivra on avait p1>p2 , la troisiéme somme serait

vide). D'aprés 1'inégalité de Tchebycheff pour la mesure de décompte :

I{i/yi>pz}|<p.2'2|y|2 = oéz . L'inégalité de Schwarz donne alors
1
z Eiyi< X Y. \02 l.y{
.y.i>92 .Y.i>92
D'autre part |Al<m = I £iY;<mo, . D'ol 1'inégalité latticielle
i€
Yi <
(A.4) Y def sup [ T E)’\ él + Moy + z Eiyi
!Al<m \1€A / pl<.Y.i<02

Soit E 1'ensemble des entiers & qui sont des puissances de 5 et tels que

p£2<2<012. Soit I = {i/p1<y1. <Py}

Décomposant I en ensembles de niveaux ol ¥; vaut approximativement 94-1/2,

on a une réunion disjointe

_ 35

I= U 1 et i€l <Y;
cefp % 2 W VT

L'inégalité de Tchebycheff entraine |IQ1<5L|y|2 = L. (A.4) donne alors

(A.5) ||Y||q<p£1+mp1+géE§—__§ ﬂé:l 51»q
TS
I, | )
R I SR L
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puisque les gi sont indépendantes équidistribuées positives.

(A.5) et (A.2) donnent

Iyt <pé1 +mpy +C 2 —1: (62 + d >
9 LEE log (2 +g—2)
-1 1
<p, +mpy +C =% e +Cq T,
SL<oi2 2> 0, VZ log (2 +%TL

(2 étant une puissance de 5). La derniére somme s'écrit

1 .

z oK) avec K) = si bien que
5K> - \/5K log(2 +lK)

P2 85

log {2 + %)
oK+l) _ 1 \ EEK/ < 1 sup log (2+5x) . 2 4
@K V5 log (2 +7—1-q+ V5 g 109 (24X 3
\ 85
car (2+x)2 - (5x+2) = x'2 - x+22>27/4>0. Si Ko est le plus petit entier
K -

tel que 5 0 >p22 , 11 s'ensuit que

I oK) < 1 () (k) <C ok ) <Co, L
Ky -2 i=0 V> ° 5qp;

P2 log (2 + 3

d'ol finalement

_ i} ap
(A.6) IVl <C (mp, + 6o 0y + ¢ (p-) + 2

q 1+ 80y 2 7
5q02
log {2 + 3

On choisit 1 et 0y indépendamment de fagcon & minimiser les deux

parenthéses ci-dessus. Le choix de P est clair :

1/2

|
END

Le choix de Py 1'est moins : mais on vérifie aisément que si

1

- V2 (109 L)12

P2

qp
2 > sont toutes deux du méme ordre

les deux quantités pél et
5qp
log (2 t = 2)
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1/2 ( 172

de grandeur q Tog %)_ . Avec ces choix de p; et p,, (A.6) s'écrit

[(smy2/2 . (__a_ \1/2] -
IIYIIq<C IL(c.‘Sm) + Tog 175 ) | ° ce qui n'est autre que (A.3)

Avant de passer a la preuve de (A.1l), on a encore besoin du

Lemme A3 : soit (Xy)_yEE

indexée par E fini (|E| = N) et soit q0>1. Alors

une collection de variables aléatoires positives

(A.7) sup X <e sup [[X
| y y"qo y " y“qo+1ogN

q
Preuve : Soit M = sup Xyo et r=>1. Par 1'inégalité de Jensen

Y
r r

(E(M)Y <EM) <z E(xqo )<N sup IX 190" | d'on

Y Yy q,r

Yy 1 1 Y
fsup X 4 (E(M))qO N O X I
sup = < sup
y ¥, y ¥ 9T .
rq T_l__

On ajuste r=1 de facon que rqo>log N car alors N 2 <N'°9 N e.

On doit donc prendre rqo>max(qo,]og N), soit par exemple rq, =4, * log N.
D'olG (A.7).

Venons-en & la preuve de (A.1l) ; on peut supposer B = 1 car les deux nombres
sont des fonctions homogénes de & ; en effet, pour A >0, on a

S fwf"—”T =
r Tog N,(A&,t) dt = J log N2(8,—)dt = AJ V/1og Nz(a,s) ds .
0 2 0 A 0

K

Soit N _Nz(a,z' ) (KeN).
. K K K n . "
Soit RK {z7(1),27(2),...,2 (NK)}CR tel que &cCR, + 2

K
K B

5 -

On peut prendre Ro = {zo(l)} = {0} puisque B = 1.

Soit x€& ; pour tout K=0, il existe jKe[l,N

|x - zK(jK)|<2'K , d'ol x = I [zK(jK)-zK--1
K=1

(g I<1250G ) =x [+ x-2

K] tel que

(Jg_1)1 puisque 2°(1) = 0.

D'autre part |2%(j,)-z" * g pl<e e <o 27K

et zK(jK) - zK'l(jK_l) rend au plus NK NK_1<N§ valeurs ; on peut donc
poser K(jK) - zK_l(jK_l) -¢c 27K y(K) avwec y(K)€E, , E,CB, et

z
|EK|<NE et tout élément x de & admet une représentation .
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(A.8) x=2C Kil 2 " y(K) ot y(K)EE , EKCB2 et |EK|<NK
c KT ] oK 1
X X, =C £ 2 z y.(KYi<C ¢ 2 z . ly. (K
I T R R P Ry
Posons X 6 = sup ( z g.|y.]\. Ainsi
Y Al <m \iea 1T

o0

.sup z g].x.<C r 2 sup X . D'od via (A.7)

[Al<m i€A K=1 yeEEy
XE&
(o2 —K A [so] _K
sup L E.X. <C I 2 sup X <C z 2 " sup {X .
ez, slg e 2 28 s o <oz 2 s Dol g
K K
XE &
D'aprés (A.3) et (A.8) ceci est majoré par
) ]OgN 1/2
K [oam /2 o [ 207709 M\
c z 2 &m +
K=1 A ) \ Tog 178 )] |
1/2 -1/2 o
vz, (_Jo ) ( 1) -Kr‘]
< =
C{((Sm) + \Tog 175 + \]og 3 Kzl 2 log NK

q 1/2 -1/2
gc[(5'“)1/2 + <~,%17§> + (10g —g—) J:\/log Nz(&,t)dt]

car puisque g(t) =v1og N,(&,t) décroit :

2
-K 2-K

1 © (2 w
-K
J g(t)dt> : JZ_K_I g(t)dt>K.=1 g(2™) J_K_l dt =

8

I o™
~N

ESTIMATION D'ENTROPIE

Notations : Rappelons que (wl,...,wn) est un systéme orthonormal uniformément

borné (II(pj!lwsM) sur un espace de probabilités (E,Z,v).

a§)1/2

Si a = (al,...,an)ERn , on pose |a| = (2

et lal = supla;]|.
On pose également

L9 = LYE,z,v) (q>2)

los)
1]

boule unité du sous-espace de L9 engendré par les 0; 5 ieA (AC{l,...,n})
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Bq = Bél,...,n} = boule unité du sous-espace de L9 engendré par @15+ 5@,
n, =1{ % a o, ; |a|sl} . & = U I, ={Za; o, ; |a]<l et |suppal<m}.
A i e 1 1 m |A1<m A 1 1 l l

On se permettra dans la suite d'identifier f =1 a; ;€& avec a = (a1.)

et on écrira aussi bien a€ - On pose supp f = suppa = {i/ai # 0}, ainsi
A

que N(I,,t) = N(I,,t8) et N (&r.t) =N (2,18 )

Cq désignera une constante qui ne dépend que de q et C('q une constante

qui-ne dépend que de g et M = sup ||ij||m (elles peuvent varier de place

J
en place). L'inégalité fondamentale ici est le

Théoréme B.

(B.1) Jm\f]og Nq(g"m,t)dt<cé\/’—m log n (m<n ; n=2)
0

La preuve de (B.1l) se déduira des deux inégalités ponctuelles suivantes

. < ! -V ] = = 4 =
(B.2) 1log N(:I(é*fm,t)<cCI mlognt si t>t (t0 to(q,M) >0 5 v = v(q) >2)

0

' 1 .
(B.3) 1log Nq(g’m,t)<Cq m log n log(1l +$) Si O<t<to .

(B.2) et (B.3) entrainent (B.1) puisque

vlog (1 +—I

-v/2
) 1 v/
t ]O,to]

1.+
+t Ly o € LT(R,dt) .

o*
On va commencer par estimer Nq(HA,t) s Ty n'‘est autre que 1a copie d'une
boule euclidienne en dimension |A| ; on va donc utiliser le lemme suivant
(dit "estimation Sudakov duale") du & Pajor-Tomczak et dont on reproduit

une preuve simple dle a Pajor- Talagrand

Lemme 1 : Soit d un entier =1, 82 ta boule unité euclidienne de Rd , B
d
la boule unité d'une norme I I sur Rd et M=EIx gieill, ou (ei) est la

1
base canonique de Rd et (91') une suite gaussienne standard. Alors pour

tout t>0
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(B.4)  log N(B,,tB) <C(})°
d
z le.1°
d 1
(8.5)  log N(B,,tB) <CT, (R%,1 1) L ——

t

Preuve : (B.5) est une conséquence immédiate de (B.4).

(B.4) va résulter d'un argument de volume, mais vis a vis de la probabilite
gaussienne u = (2ﬁ)-d/20 , avec o = exp(- %I—Z—) dxl...dxd . L'inégalité
fondamentale est la suivante : soit K un convexe de Rd symétrique par

rapport & 0 ; alors

2
(8:6)  u(ksy)zexn(- 4Ly u()

(D'aprés 1'inégalité de Brinn-Minkonski,on a toujours p(K+y)<p(K)). Il

suffit de prouver (B.6) avec ¢ & la place de u :

2
o(K+y) = JK exp( - _LEQZ'_]_) dx>JK exp {— -} ( IX+Y|2+|Y-X|2)'] dx

(par Cauchy-Schwarz et le fait que K = -K)

[K exp [ 71 (|x|2+|y|2)} dx (par 1'identité du parallélogramme)

|
1yl
= exp(- g ) o(K). Avant de poursuivre, notons les deux inégalités
1
(B.7) u(ZMB)>§ .
d _ 1 _ 1 _ 1
En effet, u(RT\2MB) = pix/Ixl >2M} <z [Ixldu(x) = 55 xM = 5
(B.8) Ixi <2M|x|  (soit B,C2MB)
. d d *
Soit en effet x =3 x;e; avec |[x| =1 etsoit o&(RLI 1) avec lol =1.
d L4 d
<f 2\172 _ 1
X Z x. e z e. EIZ  g.(e.
lo(x)] = |1 oleg)] < \2 lo(e) 1" )7 = g5 ] I1 g;0(e;) |
=\/i E| g e. E“g e. ” \/—’TM<2M Donc Hxl <2M
2 191' i 191 i 2 S

(Pour les banachistes, (B.8) est un cas particulier de lull <Cg(u)).
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Soit alors xl,...,xN un systéme maximal de points de 82 avec Ix'-x31 >t

si 1i#j, si bien que Tles boules X! +-% B- sont deux a deux disjointes,

tout comme Tes boules Ax’ +45% B (si A>0). Ajustons X pour avoir

.ﬁ; =2M, soit X = ﬁ% » nous obtenons via (B.6) et (B.7) puisque p est
une probabilité :

N . N i N2
1> 1 u(i+2M8)> 1 exp(- %L u(2)>3 z et /?
=1 i=1 =

= 5 exp(- —%) , d'od log N<log 2 + C(%)Z .

D'aprés la maximalité du systéme (x1), N(Bz,tB)=<N d'ol

(8.9) 1og N(B,,t3) <log 2 + c(h? .
Pour t<2M , log 2<4 log 2(8)° , donc (B.9) entratne (B.4).

"2,

T O

Pour t>2M, (B.8) entraine log N(BZ,tB) = 0<C(

Remarque : si on applique 1'argument de volume précédent a Ta mesure de

d

Lebesgue A sur R~ , on obtient 1'inégalité classique, qu'on utilisera

par la suite :
(B.4)' N(B,tB)< (1 + ¢

Soit en effet xl,...,xN un systéme maximal de points de B avec

.

Ix'-x3 >t si 1#3 ;1es boules x' +-% B sont disjointes et contenues

dans (1 +-%)B d'ol

MB)> I A(x' +58) = (5"

N A(B), d'ob N(B,tB)<N<(1+ 5%,

Corollaire :

A
B.10) Tlog N_(Im,,t)<C! -L—JZ
(B.10)  Tog N (my,t) <Cy -

Preuve : Sur RA, considérons la norme lal =1 % a, miﬂ H HA peut étre

ien q
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assimilée a la boule euclidienne de RA par 1'isomorphisme Zai w5 > Zajei

Donc (B.5) donne, puisque LY est de type 2
A

5 "“’1"2

1 .
LY ——— (puisque el =gl )

(B.11)  log N (W,,t)<C T
q t

A’ 2(

Enfin 'l“pil|q<[|‘pillm< M, donc (B.11) entraine (B.10) (avec

C<l:| = MZCTZ(Lq)). Signalons que (B.10) ne sera utilisé que pour t=1.

Remarque :

L'estimation immédiate déduite de (B.10) (cf. (B.16)), a savoir

m+1 m .
(B.10)' N (& ,t)< & N (I,,t)<n exp(C! ) , soit
@-m |Al<m 9 A q?
log Nq(g’m,t)<(m+1) log n + Cc'] m? ne peut s'intégrer sur R™. L'estimation
t

< < i s
log Nq(@m,t) log Nq(H{‘l’“ .,n}’t) C ne convient pas non plus, surtout

n_
q 42
parce que m a disparu.

On a besoin de 1'ingrédient supplémentaire suivant

Lemme 2 : soit t=>1 et fe@fm. On peut écrire (troncature de f au niveau

t)

A

B.12 = h igh <C! t hec(C't '
( ) f=g+ avec g q qt e q Q{Cqm }
Pt

ol [ ] désigne la partie entiére.

La signification de (B.12) est la suivante : t étant donné, on cherche a
approcher avec une erreur <t wun élément t de 9’m ; quitte & faire une
une erreur de 1'ordre de t (I gllq<C(']t). On peut remplacer f, par h ou
le support de h est beaucoup plus petit que celui de f (et alors (B.10)'
réussira) et ol en contre-partie la norme 22 des coefficients de h a

peut-étre augmenté, mais pas plus que d'un facteur Célt).
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K-1
2

Voici la preuve : soit KEEN* tel que 2 <t<2K/2 et soit

f= ¥ a. ©; € é?h. S (E%), (eg

iep !
indépendantes, on a successivement
1 1

2-1

K
_ _ 1 [ _ 1 K
9, = i T oa,(l ei)...(l-ei )eiwi et hw = I a.(l-si)...(l-gﬁ)@

1 1

1i€A
(w é&tant le point générique de 1'espace de probabilités

suites de Rademacher).Lq étant de type 2, on a pour s}

avec des notations évidentes :

J” R ai(l_E%)' 1- %—1 2 ” C A a?(l-e})z.

g-1,2\172

2,2

JH T ai(l-eg)...(l—a% 1 2 “ dm‘<CqJ( 5 a?(l-ei) N

i€A

2 1,2 Q-
J} ) ai(l-gi) ...(l-ei

i e A J q\iEA i
(Vu 1'indépendance et le fait gque J(l—eg)z dw = 2)<:Ca 2

1'inégalité triangulaire dans L9

K
g 2¥Meco Megpr

r
(8.13) [lgl, du<C, I : :

D'autre part :

jooo

..(l-si

-€; ) ) . En intégrant par rapport a el,...,e

.(1‘81

/2

),...,(e?) sont K suites de Rademacher

£.p, +

]'

0 ol habitent les

.,ef-l fixés,

1/2
2-1,2 2\
) ﬂqﬁﬂq}

2-1

L a1/2
% 1)2> d

1)2 dw\l/Z - ( 5 a2 22-1\1/2

/

. D'aprés

Isupp ho| < £ 275 (1-ely. . (1-€%) (puisque (1-¢l)...(1-€5) = 0 ou 2X)
i€A 1 1 1 1
Donc
(B.14) E|supphu| <z 27N B[ (1-el)...(1-eb) = 1 2 N<me <D,
i esA i€A t

K
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D'autre part h = L b_i(w)(pi avec bi(w) = ai(l-eil)...(l-sii() donc
i€A

1,2

af( =) . o 1-8'1?)2\1'/2 < K2t

(8.15) Ep_| =E<1_é )

A

(su‘ivant un calcul déja fait ; on a posé bw = (bl(m),...,bn(m)). En

appliquant trois fois 1'inégalité de Markov & partir de (B.13), (B.14), (B.15)

on trouve un W, pour lequel, simultanément :

~=z ! M == ! . \CS—-
llgmollq<Cq t 5 |supp hwol <Cq — ]bwol < gt

t
D'od (B.12) avec g = Yug sh = h(LJO . O
Avant de poursuivre, notons 1'inégalité élémentaire, se prouvant par induction sur r
K m+l

(B.16) r C <n (n>2)
K<m "
(pour passer de n-1 a n, on écrit
K K K-1 K K
I C =1+ z (CC+C> )= ¢ C_ .+ r C .
K<m " 1<K<m n-1"n-1 K<m n-1 K<m-1 n-1
< (n-l’)m+1 + (n-l)m = (n-l)mn<nm+1). Nous en déduisons exactement (B.10)',
%™
soit aussi en remplacant t par 1 et m par L—CLZJ 5
t
(v m 1)
C +1
(8.17) N_{& . m Dent ¥ ¢ /exp/c:' m )
Vicy %1 Y \% 32/
D'aprés (B.12)
£ CC'tB_+C't& ., m . D'ol
m "q° q q [Cq —?]
def
B.18 N(& ,2C't <N/ ' ,1\ =
[ N
i i v & ., c v (f, , d'ou
\En effet, il existe fl’ fN avec [C ﬂz] o ( J+Bq) d'ou
z \ 9 ¢ J
G Ccu(C'tf,+CtB +C'tB )= U 'tf.+2't8\
m" 0 {Cq" T3 7 Gt Bq ¥ Got Bg) = 7 (Gt Ty 2ct Bg))

(B.18) et (B.17) entrainent :
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N ,2Ct <o m 41y +ct M si ot>1 .
log q(é’m \q7 }ogn q:Z t

Soit encore en remplagant 2 C('qt par t :

(B.19) log Nq(é’m,t)<<c .

+ 1) log n + C' _Z si t>t(') = t'(q,M).

g-'-N'E

q
D'ol

, mlog n - '
(B.20) log Nq(Qm,t)<Cq—?— si t>to

En effet, (B.20) découle de (B.19) si t<M/m tandi que log Nq(@m,t) =0

si t>Mvm. Car si f= I a, o avec |a|<l et [A|<m
iea ' !
VAl <Efl,< |a|/ u@-].ui)l/zwxfﬁ, donc % CMVA B . On passe ce (B.20)
1EA
a (B.2) par 1'artifice suivant : soit r = 2q ; interpolons LY entre L2
et L" suivant le schéma usuel - = q_1 = (1-9)2-1 yorl,
0 <8< 1. Nous avons 1'inégalité
(o, (£)1/8)
(B.21) Nq(gim,t) . \9’ ) ) pour tout t>0.
Soit en effet s>0 et N = Nr(Qm,s). On a une inclusion
N
9’ c v (g +s B ) et (gj +s B )N& {0 sinon on pourrait diminuer N,
J=1
d'ol une inclusion
N
9’ CJU1 (fJ. + 2s Br) avec cette fois fje §‘m
Soit fe ‘Qm et j tel que f-fj”r<25' Par Holder
, 1-8 8_,1-8. 8 ¢] .
- <If-f, -f.l7< =
I f fj"q £ fJII2 If lelr 2 (2s) 2s”  (puisque

f-£ 1, <Ifl,+1£1,<2). Autrement dit :
e .
Nq(?m,ZS )<N.(& ,s), ce qui prouve (B.21)

(B.20) et (B.21) entrainent

« mlogn . - |
(8.22) log Nq(@m,t)<cq—T S1 t>t0 2t0
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(B.22) prouve (B.2) avec v = 26_1. Pour (B.3) les choses sont heureusement
plus simples (on n'a pas besoin du Temme 2).
Soient t et A avec t<t et |A|l<m.

(B.10) = I C U (f.
1<j<exp(Cé}m)

A A
(B.q‘)' = B C W] (g +t B ) ] DOnC
9 1<k<(1+ %)m K,A q
; A
C U f. o + +tB , puis shcp
m Al <m (fi,a % %,a q) » puisque B CB
1<J<exp(c(‘]m)

1<k<(1+ )"

(B.16) implique alors

1 exp(C; m)(1 + 2\ dod

+ t)

m
Ng(& s t) <n

log Nq(?)’m,_t)<(m+1)1og n + C('q m+mlog (1 + %) et chacun des trois termes
du membre de droite admet une majoration de la forme C('q m log n log(l + %)

(puisque t<to‘), d'od (B.3). O

(C) INEGALITE DE DECOUPLAGE

L'inégalité qui suit (inégalité (C.1)) est improprement appelée inégalité
de découplage ; en réalité, elle permettra ultérieurement de procéder a un
découplage en faisant une erreur contrdlée.

Soit une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs

Cidi<i<n
0 ou 1 avec E(n]-) = 1/3 .

Soit (Ci)1<1‘ <p une suite de variables aléatoires indépendantes & valeurs
0 ou 1 avec E(Ci) = 1/2.
On suppose les suites (ni) et (Ci) indépendantes et définies sur un espace

de probabilités (T,dt). Si xl,...,xneR on a

Ixg = Dugxg + I(1-ny)x; = Ingx, + Z(l'ni)r’ixi + Z(l'ni)(l";i)xi
| 2 3 1 _ .2 S
= Inyx; + Engxg + EIngxg , avec ny =ny o;ong s (1-n,)g; s ny = (1-ny)(1-2,).



Posons alors : Ja =—§ IX. 3 b =—513-Zy

Remarquons que, puisque p-2<1

(C.3) lo(u) = p(v)] <|u-v]|

Nous avons donc p(c') = p(c) + € avec [sé|<|€3|. I1 vient alors

w

a'b'p(c') - abp(c) = (elbp(c) + ezap(c) + g'3ab) + (Elgzp(c) + eleéb + ezeéa)

+ (31528'3), d'od en intégrant :

|Ja'b'p(c')dt - abp(c)| = |J(a'b'p(c')-abp(c))dt|<

TeyhIbp(c) |+1e l fap(c) [+legly [ab|)+(le e 0 o(c) [+heqeql |b|+ie,e 50 |a])+ie e, ey

n
-es variables €15€03€3 ont la forme I a1. X1. du Temme précédent ; par
1
n
2xemple €9 = L (h} - %)xi avec lhi - %i<%<l ,E(h} - —é) =0 et Zx§<1 .
1

Jn peut alors aisément majorer les sept termes précédents.
lejly<le;l, <1 (3 = 1,2,3)

. e . Vied
le;_iejll1<|leil|2“€j"2<l. Enfin par Holder et (C.2) (qui ne sert qu'ici !)

3
l€1€2€3" 1<Ilglll 3II €2" 3ll e3ll3<C3 .
J'autre part
>(x)<1+|x| puisque p-2<1. Donc
1 2 2,_1 2 2 . .

|bp(C)|<? (Ib]"+]p(c)[7) <% ([b]"+(1+|c|)7). On a des majorations analogues

sour |ap(c)| , |ab|, d'ol une inégalité de la forme

]Ja'b'p(c' ydt-abp(c)| <C[1+|a|+|b|+|c]]2 + C[l+]a|+|b|+|c|}

<2C,|:1+|a|+|b|+|c|]2 , d'od (C.1) O

@ REDUCTION DU PROBLEME

Les notations sont celles des paragraphes précédents ; si o, wELZ(E,Z,\))

on posera (@, = J o(ul(u)dv(u) (Rappelons qu'on travaille avec des
E

fonctions réelles). Si Sc{l1,...,n} , on pose
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2,172
Ke = sup T a.Q, (a = (ag5...5a,) 5 |a] = (za}) .
S Ia|<1“1‘€S i 1“p 1 n i )

S sera un bon ensemble A(p) si KS est bien contrélé ; on va d'abord

réduire, de fagon purement déterministe, le contréle de KS a celui d'une

autre expression, qui sera elle-méme mal -contr6lée en général, mais Te sera

si S est choisi au hasard. Nous avons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 1 : soient x, y€R. Alors

2 p- 2 2 -
(0.1) |x+y[P<(x+y)2 1y [P72+(1+|x])P + 2xy(1+]x[)P72 + y2(1+]x|)P~2

1 | }
termes carrés termes rectangles

2

12 <(1x]P7 21y [P72) (x4y)

2

Preuve : |x+y|P |X+YIp_2('X+)’

2

(car p-2<1)

< 1P () (1 xDPT2 () = P72 (xey)? o+ (1+]x])PTOE 4 2xy(14]x])P2

+

+ y2(1+]x])P?

2 2 2

< P72 (xy)? + (1 [xD)P + 20 (1+x)P72 + YR(1+1x|)P72 L O

+

(Dans les applications, x et y joueront des rdles trés dissymétriques ; x sera
grand et y petit ; le remplacement de |[x| par 1+|x| est technique,
destiné a privilégier les grandes valeurs de x).

Soit y€]0,1[ tel que

p-2
(D.2) (1-v2) 2 + 4P df 5 oy

(Un tel vy existe car quand vy 5 0 1le premier membre de (D.2) est

1-% Y2+0(y2) et p>2).

Lemme 2 : soit a = (ai)ERn , avec |a|<1 . 11 existe I, Jc({1,...,n}
disjoints avec
(a) {1,...,n\(IVUJ) a au plus un élément.

(b) min Ja;|>max fa.| .
I J

(c) Z a2.<y2 et I a?<1-y2
1! J !
(Avec la convention min |a.| = 1 et max la;| = 0).

¢
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Preuve : On peut supposer a1>...>a =0,

n 2 2 2 "

Si a1>y, Za1.<1-a1<1-y ;onprend I =¢ ,Jd=1{2,...,n}.
2

Si a§+...+a§<y2 sonprend I ={1,...,n} , Jd=2¢ .

Sinon, soit K=>2 tel que a§+...+a§_l<y2<a§+...+a§ . On prend

I ={1,...,K-1} , J = {K+1,...,n} m1In la;| = aK_1>m3x la;| =2, . O

Dans les estimations qui suivent, on néglige 1'indice éventuellement manqué

par 1UJ , qui donnerait pour KS une contribution au plus égale &

sup "‘Dj"oo = M. Appliquant le Temme 2, avec SC{l,...,n} au lieu de

S (la]<1), écrivons I asp;(u) = x(u)+y(u)
i€Ss
ol x(u) =% a,p,(u) , y(u) = a,p.(u). D'apres (D.1) :
[ 1 ;i

{1,...,n} et avec a = (a;)€R

(D.3) jlx(u)+y(u)|p dv(u)gj(x(u)w(u))zly(u)|p'2dv(u)+J(1+|x(u)|)pdv(u)

2

+2 |y, xp( X)X +] ¢Lye(x) | U xtyl pIIyIlE'2+lI 1+|x||lg+2| s xp( X))+ €y.ye(x))]

(Holder avec r =p/2 , r' = _p_)

p-2
Par définition : llx+y||g<K§ ; ")’"p<(1°Y2)1/2

K >
11 |x|1B< (1400 )P = 130+ p(iud ) + 0)P"l (0<e<1)

< | xllg + Cp Kg'1<yp Kg + Cp kP-1 . En reportant dans (D.3)

S
p-2
Iyl P <k kP72 (1—y2)T F PP e KDL v 2 sup [y xe(x) [+ [Cysye(xD |1 -
p S 'S S p S X,y
En prenant le sup du premier membre, on obtient donc :
p-2
R<x@ (1v%) T+ ]+ o) KETH 4 2 sup LIy xelxd [+16yayp(p 1)

X,y
Soit

(1) KE<c, KDl 4+ 2 sup [...1 . D'apres (D.2) on en deduit une
X5y

inégalité de la forme :
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Les variables n}]‘ ont les 4 propriétés suivantes :
J . L E(md)Y = R C S A
ni—O oul,E(ni)~1/3,nin1- 0 si J#K,ni+ni+n_i-1.

Si donc on pose, pour t€T

Ri = {i€[1l,n ; ng(t) =1} , [A,n]est 1'union disjointe de R%,Ri,Ri 5
. ; n
n .
RI|dt =25 et Tx;= % ,x + T , %X + I ,X ,cequiest une
J te3 17 derl T ogert T qer) !

fagon équitable de couper au hasard une somme en trois.

Soit enfin p(x) = (1+|x|)p_2 (2<p<3).

Théoréme C.
Soient x = (Xi)’ y = (yi )s Z = (Zi) trois éléments de R" de norme euclidienne <1

Alors :
1) 1z %Kz i) fzs 20 - G oG ) e 2]
t t t
n n n ]2
<C [1+ |)ix1.| + |}i_y1.] + |§Z1|J

Nous avons besoin du

Lemme (Paley-Zygmund) : soient Xl,...,Xn des variables aléatoires indépendantes

centrées telles que [X;[<1. Soit g>2 et a = avec Za§<1.

(@;)1<i<n

Alors

n
c.2 I . Xl <(C
(c.2) Zay Xlg<C

Preuve : Soit (71._) = (Xi—X;.) une symétrisation de (X-i) et (81') une suite

de Rademacher indépendante de (Xl). On a Ta chaine d'inégalités

_ 2,1/2 q
Iza; Xillq<ﬂza]. Y?Hq = E Iza, ei(w)X?lq<Cq(ZHai Yi_"q) (car L' est

de type 2)

xi4)Ye<2c . o

<C_ (sha.
q (Fla q

i
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Kg<(2' supl {<y,xp(x)) [+[Cy,yo(x) |]+C!
p X,y p
ol le sup porte sur les x,y de la forme

(D.4) ﬁ
X = I(ES aﬁ“ﬁ > Y = § biwi

la<1 5 o<1 5 wbi_<|I|"Y% §1cs

(A priori, d'aprés le lemme 2, on avait x = a0 > Y =1I a,p; avec
I
min |a,|>max |a;| . Mais alors S ]ai]2>|I| min |a,|® , donc
J I

I
-1/2

ma X |a1.|<m1'n ]a].|< |1} ; donc dans (D.4) on a remplacé le sup par un

sup plus grand). Nous procédons maintenant & partir de (D.4) & une réduction

suppl émentaire, comme suit :

Pour u fixé, on obtient d'aprés (C.1) (x,y étant comme dans (D.4))

,
(0.5) xuiv(wottgh = of{ =z ;b)) 2 2 o Mmsmﬁ a0y (u) Jatr(

avec |r(u)| <C[l+|x(u)|+]|y(u

Intégrons (D.5) par rapport & dv(u), temant compte du fait que IIxHLZ(V)<l

et Il_yllLZ(v)<1 il vient d'aprés le théoréme de Fubini

(y,Xp(g)) =9I< ) lbw,/ \p{ 3agn\)dt+0(1)
Jal \Ins RS /\InSnRt 1)
Donc
X \
(D.6) |<y,xo(—))|=<CJsup ¢ =, b, o ROMRTS, a,@; )| dt + C
3 X,Y Sle \InSnRt 11}\Ir\Sr\Ri i)
(1e sup étant comme dans (D.4)).
D'autre part
(0.7)  Ky.xo(2p = =55 <y.xo(x) | <C
* 3 3p_2 s AP

1 ! -2 p-2
En effet, ’p(%) - F p( x) | -W[(%lxl)p - (1+]x]) ]<3—

L axo(x | <¢]Ix(w)]Iy(w) dv(u)

donc [y, xo(%)} "2
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< Chxli, 2

L (v)“y“Lz(v)sgl (D.6) et (D.7) entrainent

(D.8) sup |[{y.xp(x) | <CJsup|< Z 4 bio ,/

AW >>
a.o. o )X a.g@: ) dt + C
X,y Xy SR "\] nshr 2T A\ asiag? 1T

ﬂRt

On obtient de méme :

D.9) s (y, x)P [<Cisu z b. ,/ ¥ , b, .\p/ X a. .\) dt + C
( ) UP| _Y,Yp( )l J p]( 1 (D \S 2 @1/\10 3 1(01}|

XY XY SﬁRt ﬁRt SNR
(Tous les sup étant comme dans (D.4)).
En résumé, d'aprés (D.4), (D.8) et (D.9)
((Peri 4 e :
Ke < + Cl(*x) + C!(¥ox avec
By + Co(%) + Ci(xx)
*) = Jsup { Q. » )X a.g: 1o ) a m.\)[dt
( x,y| sarl T \1nsnRZ T/ \1ng RS T
t t t
\
(¥x) = J'SUPK Zl 1’\ >p\ 3a¢1})|dt
(DJOH X,y SﬂR S InS
le sup portant sur les x, y de la forme
x= Lo Y =D be

lal<1, |b]<1;mbi_<|1]7Y2 ; 1cs

Malgré la présence des intégrales dans (%) et (#*), (D.10) est encore
déterministe dans la mesure ol il est valable pour tout S ; bien entendu,
il ne sera exploitable que si S est aléatoire ! En passant de (D.4) a
(D.10) (ce qui s'est fait avec une erreur contrdlée grace & (C.1l)), on s'est
mis en position de procéder au découplage qui va suivre.

Prenons S = Sw (comme i1 est indiqué dans 1'introduction) et posons

K{w) = Kg | . Nous avons tout d'abord besoin du lemme de Bernstein suivant

sn
10

n
Lemme 3 : (D.11)  P(|z ai-énl>‘5—2'1)<2 e
1
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2 2

Preuve : Soit Y = gl-a et D = E(Y 2

) = 8(1-8) . |Y|<1 donc E(Y")<D

si n=2 et donc pour X>0

n
E(e”) =14+ 3 Al—E(Yn)<1 + D2 z 2‘—‘ =14+ 02 a>‘ , avec a, = e>‘-1—}\
n>2 " n>2 ™
n
Soit maintenant X = I gi—dn
1
e(eMy - (E(e”))n<(1+Dza>\)n<exp(n D a,). D'o
P(|X]=t)<2 exp(-At+n p? a>\), en particulier :
§ .6 2 §
P(|X|>-—S)<2 exp [-k——g +nD a)\] =2exp|- —g- bx] avec
by = A - 2(1-8)(e’-1-2) >2-2(e-1-1) = 312 42 def c, -
c, est minimum pour X_ =Log 3/2 et ¢, = 3 log 3/2 - 1>l , d'od
A 0 )‘o 5
on dn dn
P(IX| >=5)<2 expl - C>\0] <2exp[-4gl. O
I 2\1/2
‘D'autre part |a|<1l =1z a,@;l_<Iz a.p:l <{z lo.l ) <M+vn donc
g 1P Tiew "\ T
d'aprés (D.11)
KP(w)do = J KP(w)dw + J KP(w)duw
f |Sw |<2n2/p |Sw| >2n2/p
< | KP(w)dw + (Mvm)P P(|S | >2n®/P)
s | <2n?/P w
w
r kP V)P p/ n 2 \
= w)dw + (M+v/n T E.|l>26n
Jis | <onerp ()% + (VTR R €51 >260)
w
< KP(w)dw + (M/)P p/|2 £.-5 |>i’l>
w
< KP(w)do + 2(Mv/m)P exp(‘”Z/p)<J KP(w)dw + C!
Jis, | <2n®/P 107715 |<2n?/P p

(Rappelons que 6n = n2/p). En résumé

(D.12) pr(w)dwsj KP(w)dw + C'
|S [v<2n2/p P
w
Retournons alors & (D.10) avec S =S |Sw}<2n2/p
z b.p, = 2, b.&(w)p, z a.p. = I a.&.(w)o,
‘ 17 1045 i 2 i 2 7ii i
S, Ry Ry Ins NR INR}
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z 380, = L 3 a;&.(a)p, , etc... donc 1'intégration de (D.10) par
INS NR ing; 'V 7
w ot t
rapport & w donne :
(
p ] ¢ [}
J _,.2/p K (w)d»sscp + Cp(*) + Cp(**) avec
|Sw|\2n
(*) = stup}(z b&;(w)e / a;E, \p/Z ;& (w)e \)Idt dw
x,y Rl \RZ 1/\
t t
N ( \of \
() = [sue Kz byy) {5 Breatoron(z, ooy DI at
(D.13)i t t

\

ou au second membre de (*) et (**) 1'intégration port sur toutes les

valeurs de w , en prenant les sup sur un ensémble plus grand que dans
(D.10), a savoir
=Zajo; » ¥y = Ibioo o, fa]<1l , [b]<1

171
2/p 2/p -1/2

; Ibl_<|supp a|

|supp a| <2n ; |supp b]<2n

(On a ainsi tenu compte du fait que, dans (D.10) on a I CSw et du fait qu'on

intégre KP(w) seulement sur les o tels que |Sw|<£2n2/p).
. . 1 2 3 c e
Si t est fixé, Rt , Rt , Rt sont disjoints donc les (gi)iezR% s (gi)iEER%
(5.)i€5R% sont trois blocs indépendants, donc on peut aussi bien
. I
si i€ Rt » remplacer Ei(w) par gi(wl)
C 2
si i€ Rt , remplacer gi(w) par gi(wz)
. 3
si 1€ Rt , remplacer gi(w) par gi(w3)
(c'est 1a qu'on effectue un véritable découplage).

On va maintenant, dans (*) et (%*), majorer les sup par des sup indépendants

de t

changeo

si bien que t va s'effacer des calculs puisque Jdt = 1. Auparavant,

ns de notations : dans (%)
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( zlbigi(wl)(pi devient  Za,£.(&)e;
Rt
izz aigi(“’z)‘pi devient Zbigi(az)wi
Rt
23 aigi(w3)(pi' devient Zcigi(%)wi
LR}
dans (**)

z b‘g'(“’l)‘pi devient Zaigi(wl)“"

1 i i
Rt

JZZ bigi(wz)wi devient Zlbigi(uuz)api
Rt
23 aigi(w3)“)i devient Zcigi(w3)cp1.
R

Lt
Avec ces nouvelles notations, et aprés découplage, (D.12) et (D.13) donnent

,

JKp(w)dw<C"J £ 0T+ C T, avec

: [
=|s
1
)5 |
le sup portant sur les vecteurs a,b,c tels que :

(*) 2
(la]s|bls|c])<1, max(|supp al|,|supp b|,|supp c|)<2np
-1/2

LJL))I( Zai gi(w'i )@i ,(Zb_if';_; (w2 )‘Di )p(zcigi (w3)@i » Idwldwzdw:;

(D.14) <
lal _<(|sup b|+|supp c})

12=J?:£) I( Zai 51 (“’1)"’1’ ,(Zb]. F’i (wz )(Di )Q(Zc.i g'i (‘*)3)(0]-) |du)1du)2dw3

le sup portant cette fois sur les vecteurs a, b, ¢ tels que :
(%) 2

max( [al,[b],|c|)<lmax(|supp al,[supp bl |supp c|)<2n®

max(lal_,Ibll_)<|supp c|”1/2

La fin de la démonstration du théoréme 2 va consister a estimer séparément
I.1 et I2 dans (D.14), en utilisant les parties techniques @ et .

L'estimation de I1 sera un peu plus facile que celle de 12.
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@ ESTIMATION DE I, ET I FIN DE LA PREUVE.

1 = ‘2°
Notations :
_ on2/p . - .o od s .
Ny = 2n ; q0 = log o + 102 2no sy D=1{2° 3 J entier=0} .
. _ n -
Si a = (a].)ER , On pose fa,m = }i aigi(“’)q’i

Si mys My, My sont des entiers entre 1 et Ny on pose :
, _ =172
m, (02wps03) =M

K » |
My>MpysMy

sup z gi(“’l) I((D.i s fb,wzp(f

A,b,c i€A Chwsy

ot le sup porte sur les ‘A, b, ¢ tels que |A|<m1 ibeg cex

M2 M3
(cf pour la définition de @fm). L'estimation fondamentale de ce paragraphe,
qui exploite complétement les parties @ et (c'est d'ailleurs le seul

endroit ot elles sont utilisées !) est la suivante

Théoréme E : pour w, et w, fixées on a 1'inégalité (valable si 2<p<4)

p-11/2 m.+m 172 /2
, 7 2" M3 P
(E.1) ”Kml,mz,m3"Lq°(dm1)< Cp Kdml ) +( my ) HK(“’Z) * K(w3)}

Preuve : L'estimation de “Km nom "qu(dw ) tombe sous le coup du théoréme A
1°72°73 1

ou

&={x=x(b,c)=(xi(b,c)) avec x1.(b,c)=|<gp1.,1’b o(f »|;be g ceEF }

I<i<n S0, c,w3 > 3

et ol m= m 5w, et &, étant fixés, on écrira en abrégé

3
fb’m2 = fb ; fc,w3 = fc ; K(“’z) = K2 5 K(w3) = K3 .
IT nous faut majorer les quantités B et r\Hog Nz(a,t) dt apparaissant au
)

second membre de (A.1).

Majoration de B.

D'aprés- 1'identité de Parseval pour les ©; > x(b,c)eg =

x(b,)] = 1101 £ P2, = ([ael e DHOD W 2w vege 822

5 =P o P
(Holder avec s =5 3s 'p-2)
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P _q 1.,p

7 p/2-1 p/2-1 7 (7 -1)
S ORIV D f I, <Cp K, KBS g
(car c€9m3 = Ilfclim<M\/m3)
D'on

b L1
(E.2) s<c k, k2 - 227 O
: p 23 3
Majoration de fnx/log N,(&,t) dt
0

Faisons le calcul préliminaire suivant, o0 x = x(b,c) et x' = x(b',c')€é&

A ) 2\1/2_(" ) 2\1/2
| x-x |—\>i [1Cops Foo () [= @y fyuo(fo ) 117 {Zi [0y Fp( £ )il f D 17

= If o(f ) -fooo(f i )ly = B(f-fy )o(f ) + £ (p(f )-p(f )N,

<U(f - ) (1| P78, 4 uf

b~ Tb 2 HIF L (fFo)l

5 (d'aprés (C.3)). Or

-2 2 2(p-2 \1/2 -2
I(fy-f, .)(1+ij|)p HZ:(J(fb-fb.) (+[f.]) (p >/<ufb-fb,uqu 1+]fc|ug <
] p‘2 _ 7
< C KT Ify fb,llq

od 1'on a posé

It
N
o~

]

(E.3) q

£
1
o

)

et appliqué Holder avec s = 5 8_2) , ' = I?B (s>1 car p<4 et gq>2

car p>2). De méme :

_ _( (2 _ 2\1/2 _ _
Iy (f~f o, = { for(Fomfoo) ) <ufb,upufc fol SKIF-F I
ol 1'on a posé
- 2p
(E.4) r —ﬁ
et appliqué Holder avec s = %-, s' = 5%§ (noter que r>2).

En définitive

oyt 1 I— p'2 - - ]
(E.5)  |x-x |<cp LK3 Ig, gb,llq + Kollg, gc,llrJ
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je dis qu'alors

t \ ( t ) def
tysN ([, —t VN (o , Lt ) d
) q \7'm, 4c;)|<g'2/ r\7 mg 4CEJK2} q r

(E.6) N, (&

(ot pour une fois la constante CE) est Ta méme dans (E.5) et (E.6)!).

Soit en effet &' (resp. &' ) 1'ensemble des f_ ,
m, my b

l'ensemble des f_, c€E & ) &' C o (j=1,2) donc quitte a doubler
c my my m.

les rayons des boules comme on 1'a fait dans la preuve de (B.21) on a

be @fmz (resp.

des inclusions

g c v (fj+-—-—tW Bq) et o C U (fK+_L_Br)
2 1<j<ng bl 2 k8 3 1<j<N Vo 2K,
‘ DK o
(avec ble sz » C €9m3)

Soit alors x(b,c)€& ; il existe (Jj,K)€] 1,Nq] X[I’Nr] tel que

t £
(E.7) If-f I < et If-f 1 <—t
b "pJ'q 2c;;)|<§2 CcKrZCE)KZ

(E.5) et (E.7) entrainent

_ypd K T2y & ) ]
|x(b,c)-x(bY,c )[<Cp[K3 I, -f J.uq + Kolg, gCK"rJ

b
< CE)I':Kg_Z _t_—p_-z— + K2 -__t____jll =t , donc
2 Cp K3 2 Cp K2
ec v (x(bJ,cK)+t Bz) , ce qui prouve (E.6).

I1 en résulte :

t ( t
] —} dt
[y ees ] os oy, migm) @+ [ es fony )

2
pLKp Jm\/]og N ,t)dt + K, J:\/ﬁg N(& ,t)dt}

M2 3

Soit d'aprés (B.1)
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z [ P2 e e
(E.8) E\/log N2( ,'c)dt<Cp [K3 m, log n + K2\/m3 log nJ m]

L'application de (A.1l) donne, via (E.2) et (E.8)

=172 2., % 12\, 2! 55
(€90 myomalL %) ™ [((5"‘1) g 1) fe X3 M
+ (log 572 VTogw (K5 Vingek, Vi) |
Or :
To_zggl— <Cp }gg 2 = Cp ; de méme (log %)-1/2\/-1—05—n<cp

D'autre part

Ko K8/ (max (KysK3))P/2 < (Kyhk )P/

2

p/2 (car p-2<B et K,=>1)

p-2 L P/2
K3 TSKZ < (KK 2 3

3 3)

K, <KB/Z< (K K0P/ 2 (car p32 et K,>1) .

2 2 2 3
Enfin
1.p
(5 -1)
mg e <m§/2 car %- 1<1.

IT résulte donc de (E.9) que

o

-1\1/2 .

”K (6 m

w N

9 <C, [ (
ml,mz,m3“L (dwl) p my my my

ce qui n'est autre que (E.1). a

L'application de (E.1) passe par le

Lemme : soit a = (al,...,an) tel que Ja|<1; |[supp a|<n0 ; lall <

avec m1<no. Alors a peut s'écrire

(E. 10) a = z A a™
m1<m<2no

meD

avec les 4 propriétés suivantes :

m m m

m-11/2
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i)0<km<1 et Z;\EﬁZ;ﬁ)supp amnsupp a" = Psi mEm;

ii1) [supp a"<m 5 iv) 1a™_<c m /2

2
Preuve : Soit 24 1'entier tel que m1<2 1<2m1. Ecrivons {1,...,] no]}

sout forme de blocs dyadiques consécutifs, le dernier étant éventuellement

tronqué
2 2
B, = (1,2,...,2 ) 3 B, | =2
1 1
2,+1 21+1
B£1+1 = (les 2 entiers suivants 821) : |le+1| =2
E; = (les 2% entiers suivants B, ) ; |B,| = 2%
L -1/ 2 L
Bt = (les derniers entiers avant no) ; |Bt|<2t et Zt'1<no , donc
t
2 <2n0 .
Quitte & réarranger, on peut supposer laj] décroissant et il y a au plus
2 2
o indices j tels que a. # 0 , donc a = z o avec a2 = a lB .
J P <es<t %
. 2* X _»
Par construction, les a ont des supports disjoints et |supp o” |<27 .
L _ -2./2
Si = 29 s Haz "m<m11/2<c 2 1 par hypothése .

Si L>%, et jE€B, , j a sur sa gauche Te bloc BQJ_1 donc

-1
2 2 2 2 -1 2 -
O e B LV et - Y I W e S E W R
KeB
2-1
L 2-1
(e.11) 1?0 <c 272 8
Posons alors
22-1 22 -1 22
A =13 A 9=la si f.<2<t ; a = (X o si bien que
A1 o= | l 1< (2,0)
L L L
a = z Ae a2 et supp a2 = supp u2
L. <<t 2

1
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z (A )" =1+ z ) | < 1+]a|“<2, d'od 1)
g <a<t 2 gy <a<t
1
i) et ii) ont trivialement lieu ; enfin
L
L L :
la Ilm=7_—1— <C 2 d'aprés (E.11) . O
A

Estimation de I, dans (D.14)

Il est clair que : (m = |supp b|+|supp ¢|)

sup  [(TasE (0o 5 (EbiEs(wy)@)a(Ze, € (wy)o; ) |

a,b,ce ()
< sup sup |« f , f o(f. )|
m<n, b,c€ & a0 7wy Tt Csug
0 my
Ilallm<mil/2

la| <1

Pour my fixé, décomposons a comme dans (E.10) pour obtenir (ne retenant

que A < 1)

KF, of  o(f. »i< 1 Kf .o
Bwy” bywy THICw3T Ty cmeon . aMy, | DaWp o Gowg
1 o} 1
meD
Pour m fixé
[ f ,f olf. pl< = laT] £ (wy) <5 F o
am’w1 b,w2 Cowq i €supp am i 1 i b,w2 Cruq
-1/2 -
< sup Cm T & (wy)¢w:s T o(f »| . D'ou
A <m jea VLT by TC,ug
b,ce &
my
sup [K..0 < sup sup cm /2 sup z F,].(u)l)|((p.,fb
a,b,ce (%) my<n  m <m<2n |Al<m €A T D9
meD b,ce &
M
Soit encore
sup K..)|]<C = z K (W4 50, sw4)
a,b,c€ (*) m1<n0 m1<m<2no m, MMy 1772773

mep
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Intégrons par rapport a Wy 3 il vient d'aprés (A.7), 1'inéqalité

q
triangulaire dans L 0(dml) et (E.1) (noter que Tlog no<qo)

J sup [€..0 ] doy<C  sup z Koo m
s ’ q
a,b,ce€ (*) m1<n0 "m1<m<2no 1°71 “L O(dwl)
(E.12) €D
LNz ' |
p/2
< C' sup T [/6 m2 \ +(—1—)1/2-I |’K(<;)2)+K(w3)] .
P m,<n m<m<2nL\ 1/ m Il !
1 1 )
meD
Or
m
z (_%)1/2@1/2 ) m_l/zsmi/z c mll/2 =C et
ml\m\Zno m>m1
me D meD
p p lp .
5 ~1\1/2 Zn 5 -1\1/2 m, %5 -1 2n
[« 2 7\ o( Z ) 1.,2'2 0
h) §m <C log — {8 m = C. (%) log —
ml\m\Zno\ 1) My 1 P ?T]; M
me D
250
<C sup X~ © log =<C_ (On a utilisé le fait que
P o<xx1 x P
%-1 1- 8
§ =n = Cp "y ).
(E.12) donne donc
| p/2
(E.13) [ sup K..o0 [dw1<C [ K(wy)+K(w,)]
a,b,c& (*) P
Estimation de I2 dans (D.14
sup [ f o f o(f P|<  sup | f , T o( f » |
a,b,c€ (sk)  3wp7 Dyt iCug m.<n asuq” bywy ™ TCswg

jal. [bl. [c]<1
max( [supp a|,|supp b/, |supp c|)<no

max(llal_,Ubll_) <m3

(my = |supp c|) my &tant fixé, décomposons a et b comme dans (E.10)



(E.14) { M,

Soit, pour d entier =20 et Mg fixe

E(d) = {(m,,m )EDZ/max(ﬁ k) = 2 et m,<m,,m,<2n } = E d

= {{m,m, m, * 3SMpsMy <2nyb = E(my, d)

Sous les conditions ci-dessus :

(f o T o( f » = ) Aop o (f , f of f. \?
a,w b,w Chw m, m m mo C,

1 2 3 m3<m1,m2<22n0 172 , 1’,“’1 b 2wy \ “3)
(ml,mz)eD

- 5 2ng (% Ay, o (F » f o of f )>\

0<d<log - \(mpmp) €E(A) "1 T2 2™y "%y \ O3/

my=m,

+ z ([t Aoouo (f f p(f )>>
2ng  \ Sy m.tm m ’ Crow
= = m H
0<d<log 3 (msmy) €E(d) 71 72 4 1’m1 b 2,(1,2 3
my <m,

Par Cauchy-Schwarz, posant A = (Am) et u = (um)

5 A u o =T Ad. ow <|A]Ju|<1.
(m.m,) €E(d) M M2 m, £ M
m1>m2
De méme
z >‘m Mo <2
(mp,m,) €E(d) "1 "2
my <My

m m
al et b2 jouant des réles symétriques, on déduit de la décomposition
précédente la majoration suivante (ol on tient compte de 1a condition (iv)

du lemme)
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( \
(E.15)] <fa,w1,fb’w2 p\fc’w?’} y | <
<2 b} ( z Aou \ sup sup K f , T p/f ) )|
m, m s s C,
o<eclog 20 \(my.my)€E(d) ™ "2/ (m.m )eE(d) A Bawy T\ Tchus)
3 m1>m2 m, >m, 8697,{]2
-1/2
lal <Cm
]
Sous les conditions ci-dessus :
(f ., f /f \>< z o. . (., f /f \)
| g B,wzp\ c,w3} | iesupp o |1| E;1(‘”1)1(‘)1 Bsw, A C,w3/ |
-1/2 ( \
< Cm sup T E(wy) e, ,f ol f > |
! |Al<m ieA VT8 0y "\ eswg)
ReZF
Mo
<C Km Mo (wl,mz,w3) . (E.15) donne alors
1°72°73
I f » T, o(f » | <4cC b 2 sup K (Wq sWp 5w ,)

L m1>m2

En faisant maintenant varier M3, on obtient finalement :

(E.16) sup (f s T, p/f \>
a’b’CE(**) | a:wl bswz \ C,(.U3/ |
< C sup z N sup K (WqsWasWwa)
my<n, O<d<log =% |m=2%m, MpMpemy 1T
3 <
m1\2no
Lm2>m3

IT ne reste plus, dans cette formule hallucinante du point de vue graphologique

par son alternance de sup et de ¥ , que des sup "doux", les sup "durs"

ayant été absorbés par K .
UL RS

L'intégration de (E.16) par rapport a Wy conduit dans un premier temps a

(en utilisant (A.7))
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2n sup K

J sup |<...>|dw1<(: sup
( m3 MMy

a,b,c) e (¥) my < n0<d<109 M12Ma»M3 ”Lro(dw

1)
avec r, = Log n, -

r
L'inégalité triangulaire dans L 0(dwl) donne ensuite :

J sup [ .. |dw, <C sup sup K
(

a,b,c) € (%) my<ng O<d<]og——\| my M, r"1"“2"“3“L'”o

ol le dernier sup ne porte en réalité que sur m, puisque m = 2 m, . Une

nouvelle application de (A.7) donne

f sup " [€..0 |doy<C sup z 2n, SUP 1%, . m m"
< v ] b
(a,b,c) e () my<ng 0<d<log g my,m, My>MpsMaty 1
_»d
m1—2 m,
M = M3

(car m, prend au plus 2n0 valeurs). D'aprés (E.1) et le fait que m2>m3,
il vient alors :

J( sup |<...>|dwl<C' sup I 2ng) SWP [(cSm?;_l)l/Z <m1>1/2}[ (m2)+K(w3)}

a,b,c)e(xx P <n O<ddog——|m =24y
M3~ i3 I

Un calcul déja fait dans 1'estimation de I1 donne

L
sup Z  ?2n (cSmg >1/2< C
m3<n O<d<1og_3 P
0 m3
tandis que
m
sup L 2n, |sup 4 (m—2)1/2<. r 2 Y2«
my<n = 0<d<log Z9 Im,=2"m 1 d=>0
0 ms 1 2
Finalement
(E.17) J sup €00 |dm1<C' [K(wz) + K(w3)] p/2
a,b,c € (¥x) P

Quand on intégre par rapport a wo et w3 (D.14), (E.13) et (E.17)

conduisent a
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JKp(w)dm< i+ %“{ K(wy) + K(wy)] p/2 do, dug

-1
| . % p/2 p/2
< Cp + Cp 2 ”{[ K(wz)] + [K(m3)] } dw, dw3

<C +C J(K(w))p/z dr<Cy + C 172

' Y
L ([(Pw)as)

P
s 4z . . P ' 1 p 1/2
L'inégalité a priori |K (w)deZCp + Cp ( [K'(w)dw)

conduit clairement a
(E.18) JKp(w)dw<CE)

D'aprés (D.11) (par exemple) et 1'inégalité de Markov appliquée & (E.18)

on peut trouver un w, pour lequel on a & la fois :

n
_ én _ 1 2/p
ISwOI i Ei(wg) == =5
p - P )
K (wo) = szo<2 Cp .

w
n

Sw remplit les conditions requises dans le théoréme 2. O

F REMARQUES FINALES

Une démonstration différente du théoréme A a été récemment obtenue par
Ledoux et Talagrand ([Le-Ta] ) ; leur preuve n'est sans doute pas plus simple
ou plus courte du point de vue technique, mais peut-étre est-elle plus claire
du point de vue conceptuel, faisant notamment mieux ressortir lTes réles des
paramétres A et Q- Les deux points essentiels de cette démonstration sont les

suivants :

(:) Une inégalité sur les processus vérifiant une condition de Lipschitz dans
un espace d'Orlicz, généralisant des travaux antérieurs de Dudley ([D}),
Pisier ([ P}]) et Kond ([K]) et donnant des informations supplémentaires sur

la fonction de queue du sup du processus.
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C) Un Temme nouveau, qui remplace le lemme 2 de la partie A.

Indiquons briévement en quoi consistent les points 1 et 2 .

Théoréme F : Soit T un borné de R" euclidien tel que sup |t| = 1 et soit

teT
D(s,t) wune pseudo-distance aléatoire sur TxT , c'est-a-dire un processus

indexé par TxT tel que, pour tous u, s, t€T on ait presque sirement :
D(s,t)=0 ; D(s,s) =0 ; D(s,t) = D(t,s) ; D(s,t)<D(s,u) + D(u,t). Soit
une fonction d'Orlicz (ie positive, convexe croissante sur RY v(0) = 0).

On suppose que :
® J D(s,t)dP<C P(I) |s-t] [w‘l 1,
: A

pour tout I mesurable, P(I)>0, pour tous s,t de T, o X est un
paramétre > 0 qui dépend du processus D.

Alors pour tout I mesurable avec P(I)

[ ]
© JI sup D(s,t) dP<C P| _PTI“T de + 1|
(ol NZ(T,e) = N(T,eBZ) comme dans 1'introduction) .
x2
On n'utilisera (:) que pour la fonction d'Orlicz y(x) =e” -1 (wz pour
les spécialistes) qui vérifie :
-1 -1 -1
(F.1) ¢ (xy)<CI[y “(x) +¢ “(y)1 pour tous x,y=>1 .
Si on pose en abrégé
1 -1 1
(F.2) E = J Y [NZ(T,e)]de = J v1og NZ(T,e)de (essentiellement !)
0 0

la. conclusion (:) prend 1a forme plus simple suivante

©- JI sup D(s,t)dP<C P(I) {w'l(ﬁ%ﬂ) Y E+ x]

s,t
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d'oll on déduit aisément pour tout u>0.

-u2) .

(F.3) P <su;t) D(s,t) >C(u+E+>\))<<w(u)>-1<exp(
S,

Cette inégalité de distribution permettra de contrdler tous les moments de

sup D(s,t).
s,t
\ *
Lemme : Soit tEERE tel que l!tll2 w = SUp 11/8 t:sél ((ti) étant le

réarrangement décroissant de Gtﬂ)) et soit 1<m<n. Alors :

(F.4) P [ sup L g t.>u) <Cexp (-——Log ) si u=>CVam
\|A|<m €A '

(F.5) P( sup I & ty>u+ CVEm<C exp/- ——-Log L 65 uso
\[A[<m i €A ) 8

((F.5) étant une conséquence immédiate de (F.4) ; elle seule sera utilisée).
Ce lemme sera utilisé ici qu'avec |[t]|<1, ce qui implique e, <1

Voici comment on utilise le lemme et le théoréme F pour prouver le théoréme A

(ot T a remplacé &)

. 1
Soit | D(s,t) = (Log S)WIISFE L2 &)
=M 1
1,1/2

>
I

(m 8§ Log = )

P(D(s,t) >(u+C(m § Log é)1/2> |s—t|>
(s.-t.) _
(2 &y o ot (s tos )+ o)

2
< Cexp (- Ef) d'aprés (F.5). On en déduit aisément

-1 1

[I D(s,t)dP<C P(I) |s-t]| {w Qﬁrry) + A]

on est donc exactement en position d'appliquer le théoréme F et i1 vient

d'aprés @D'



-1 1
JI zl’JE D(s,t)dP<C P(I)<[w (F(_IT) +F+ A} .

De nouveau, on en déduit aisément une inégalité de distribution

2
P (sup D(s,t)>u + C(x + E))<C exp (- U—C) si u>0 .
s,t

D'autre part, le lemme entraine (cet intermédiaire est inutile si 0€T)
2

P(D(0,t) >u + CA)<C exp (- “—C) .
En divisant par (Log %)1/2 aprés avoir changgé u en u(lLog 51)1/2 , 1es

deux inégalités ci-dessus donnant

(F.6)P(sup sup I g.to>u+ C<\/Eﬁ + (Log %)_1/2

2
E)\<C exp (. E—C— Log \} .
teT |Al<m i €A ) \

IT suffit alors d'écrire, posant pour abrérer Z = sup sup z giti
et p=C\-6m+(Log—6-) E/
% ©  gy-l P Ayl r"" 91
JZ dP = j g u P(Z>u)du<] q_u du + J'q (u+p) P(Z >u+p)du
o © g © 0 O

q q q,-1 q,-1 2
< p o, a4 2%c¢ r (u ° +p ° ) exp( - u—cLog %) du (en utilisant (F.6))
0

puis d'utiliser la formule de Stirling pour la fonction T pour arriver &

llZqu <C[p +'\/—q—0 (Log %)_1/2} , ce qui n'est autre que le théoréme A. O
0
D'autre part, 1'existence de vrais A(p) pour tout p donne les deux théorémes

suivants, qui n'étaient jusqu'ici connus que si 1<p<% (Lp désignera

1'espace Lp(T».

Théoréme 1. Soit pe€]l,2[ ; il existe un sous-espace X de Lp, de 1a forme

P
LE’

a) X est isomorphe & &

tel que
2

b) X n'est pas complémenté dans LP.
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Remarques : si p>2, un sous-espace fermé X de LP qui est isomorphe

a 22 est complémenté ([Ka-P]).

Le résultat du théoréme 1 était connu si 1<p<% » en utilisant 1'existence
prouvée par Rudin de vrais A(4) [ R ]

La preuve du théoréme 1 utilise le théoréme suivant, qui n'est pas difficile.

Théoréme 1' [Ro 21 : Soit E une partie de Z , et 1l<p<e . Alors
2

a) LE isomorphe @ 2 < E€A(r) avec r = max(p,2)
b) LE isomorphe a 22 et LE complémenté dans LP » Een(r) avec
-1 -1
r=mx(p,q) , (p +q =1).
Preuve du théoréme 1' : a) Si T est un isormorphisme entre LE et 2% et
CO = llTﬂIlT-lll s les sous-espaces de LE , en particulier ceux de la forme

LR avec ACE , sont Co-complémentés ; quitte a remplacer la projection

21
Q : LP 5P par P = o J T_y Q Ty dy on obtient 1'inégalité

E A 2t o
int int L e
)3 a e <(C I a_ e , d'oll aisément
llneA ne | IlnEE n |
1 int int int
z a e <| z a_ e <2 C Y ae e
ol TERE L R B R

(si € =+1 pour tout n).
Si p>2, 1'inégalité de droite et le fait que LP est de type 2 entrainent
E€A(p).
Si p<2, 1'inégalité de gauche et le fait que LP est de cotype 2 entrainent
Ee€n(2).

L'implication réciproque est triviale.
b) =
Supposons p <23 vu le caractére complémenté de LE R (LE)* est isomorphe
a Lg et donc Lg est isomorphe-a 22 , 11 résulte de a) que EE€A(q).

Si p>2, on utilise directement a).

= est facile.
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Preuve du théoréme 1 : Soit 2<s<q etsoit E un vrai A(s)

LE est isomorphe a Qz (Ya) du théoréme 1' et E€A(s))

LE n‘est pas complémenté dans LP sinon le b) du théoréme 1' entrainerait
E€A(q), alors que E est un vrai A(s). O

Le théoréme 1 n'est nouveau que si %<<p<:2, ce qui fait intervenir des A(s)

vrais pour 2<s<4 ; c'est donc (pour ce théoréme et pour Te suivant) Ta

plage de valeurs 12,4 [ pour s qui est la plus intéressante.

Théoréme 2 : soit pe€]1,2[ ; il existe un sous-espace X de Lp, de la
forme LE ,» tel que
a) X est isomorphe a LP

b) X n'est pas complémenté dans LP.

Rappelons que le cas p = 1 est ouvert dans le théoréme 2 bien qu'on sache
(IB2]1 ) qu'il existe un sous-espace de L1 isomorphe a L1 et non complémenté.
La preuve du théoréme 2 utilise le résultat classique suivant (méthode de

décomposition de Pelczynski).

Théoreéme 2' [LT2 ]: soient X, Y deux espaces de Banach tels que
a) X est isomorphe & un sous-espace complémenté de Y

b) Y est isomorphe & un sous-espace complémenté de X

c) X est isomorphe a lp(X) (1<p<e ; p fixe)

(EP(X) désignant 1'ensemble des suites x = (x_) de vecteurs de X

n‘n=1
telles que

FURUN PR P LU
1

Alors, X est isomorphe a Y.

Preuve du théoréme 2 : soit 2<s<q ; soit F un vrai A(s) avec

FCN* = {1,2,...} etsoit E =2 UF o Z = {n€Z/ng0} . Soit enfin
X=LP ety-= LE . Vérifions d'abord, sur les hypothéses a), b), c) du

théoréme 2', que X est isomorphe a Y.
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c) est facile.

a) résulte du fait que Lg_ est complémenté dans LE et isomorphe a LP
(théoréme de M. Riesz et cas particulier (utilisant de nouveau le théoréme
de M. Riesz) du théoréme 2').

D'aprés le théoréme de M. Riesz et le fait que FEA(s)

(*) Y~ X g2 (~ signifiant isomorphe).

D'autre part, si S désigne 1'ensemble de Sidon (BJ)j;ao » On a pour les

mémes raisons

() z =L onB-xg
De plus

(k) 7 est complémenté dans LP.

(Cela résulte du théoréme de M. Riesz et du b) du théoréme 1', puisque
cette fois SE€A(q))
(*), (**), ("*) montrent que b) a lieu dans le théoréme 2'.

Donc, LE est isomorphe a LP.
Supposons LE compl émenté dans LP ; alors LE est aussi complémenté dans
LP (théoréme de M. Riesz une fois de plus) ; et comme dans la preuve du

théoréme 1, on arrive a la contradiction FE€A(q). &

Indications pour 1'existence de vrais A(p) quand p>3 .

Cas 3<p<4. On utilise a la place de (D.1) 1'inégalité élémentaire suivante :

-2 2 - - -
(F.7) Ix+ylngiffylp 2 X +C0[[x|+|y]]p 3|y|3ﬁ2xy|x[p 2+(2p-3)|x|p 2y2]
]

termes carrés termes rectangles
ou Co est une constante numérique.
Preuve : |x+y|P = |x+y|p_2 xZ + |x+.y|p_2 (2xyfy2) et d'autre part

- - -4 -
xty P2 - [xP72 = (p-2) %P4 xyl<cr [x|+[y| 1P7% ¥2

d'oll aisément (F.7).
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Ensuite, on utilise a la place de (D.2) un Y€10,1

(F.8) 1-p% + Cy <1 (C, comme dans (F.7)).

On utilise ensuite, avec ce nouveau vy , le lemme 2 de la partie D pour

aboutir &, via (F.7) et une variante simple de (C.1) & savoir

(F.9) K§<Cé + Co(x) + Co(a)

ol (*) et (**) ont la mme signification que dans (D.10), & cela prés que
maintenant : p(x) = |x]p-2 .
Le reste est trés heureusement inchangé. Comme on 1'a vu précédemment, la plage

de valeurs 12,4 pour p est en un sens la plus intéressante.

Cas p=4 1les modifications & faire dans ce cas sont nettement plus

importantes; on renvoie & [B1] pour les détails.
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