
P U B L I C A T I O 'N S M A T H E N A T I Q U E S D' 0 R S A Y 

,# ,,. 

ESPA CES DE BANr-'\.CI-1 RETICULES 

' ET P .ROBLEME -DE DIRICHLErr 

~a-r l.Vla.-c Rognlski 

année uni versi taire 1968-1969 

Mat hé rnatioue (4 25 ) 
(Service des Public ati ons - Dibliothèque) 

Faculté des Sciences 
91 - Orsay (France) · 



p U B LI CATIONS MATH E MATI QUE S Dt ORS A Y 

.,,, ,,. 
ESPACES DE BANACI-I IlETICUI .. ES 

... 
Err PROBI .. El\ 1lE DI~ DIIl.JCI-ILET 

par ~lare I{ ogalski 

ann6e universitaire 1968-1969 

Math~matique (425) 
(Service des Publications - Bibliothèque) 

Faculté des Sciences 
91 - Orsay {France) 



INTRODUCTIONo 

ESPACES DE BANACH RETICULES 

ET PROBLEME DE DIRICHLET 

par Marc ROGALSKI 

A - Le but de ces notes est d'unifier, grîce 1 la théorie des 

convexes compacts et des simplexes de Choquet, deux secteurs de 

l'analyse fonctionnelle : la représentation des espaces de Banach 

réticulés, et le problème de Dirichlet abstrait pour un espace 

vectoriel de fonctions continues. 

Bien que les démonstrations que nous donnons soient souvent 

inédites$ beucoup des résultats de cet exposé sont évidemment 

déj~ connus, sauf ceux du paragraphe 2 (B, D1 E et F)t les théo

rèmes 6 (§05) et 7 (§.7)i et certains résultats du paragraphe 8~ 

Nous supposons que le lecteur possède une connaissance élé

mentaire de la théorie des espaces de Banach et de la dualité 

dans les espaces vectoriels topologiques, et de la théorie de 

l'intégration sur les espaces compactso Il est par contre utile 

de posséder une connaissance assez approfondie de la théorie des 

convexes compacts, des simplexes, et du théor~me de représentation 

intégrale de GQ CROQUET, d'une part, et de la théorie des espaces 

vectoriels ordonnés, en particulier réticulés et complltement 

réticulés, d'autre part. 
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Notations., 

1°) Si X est un espace compact, nous noterons : 

l'ensemble des mesures de Radon 

[respo positives ; positives de masse 1] sur X o 

- 11.A(X) l'ensemble des mesures de Radon sur X portées par le 

bor,lien A de X. 

- C(X) 1•espace des fonctions réelles continues sur X t 

, .. S la masse unité au point x de X • 
X 

,.:i• ,.,1, Y est un espace localement compact, nous noterons : 

- M (Y) l'ensemble des mesures bornées sur Y., 
0 

C (Y} l'espace des fonctions réelles continues sur Y • tendant 
0 

vers O à l'infini0 

Si Z est un convexe, nous noterons ~ 

- A(Z) l'espace des fonctions réelles affines continues sur Z t 

- t{Z) l'ensemble des points extrémaux de Z ~ 

Si B est un sous-ensemble d'un espace vectoriel topologique, 

nous noterons 

-~ co(B) [resp~ ëo(B)J l'enveloppe convexe [resp .. fermée] de B t 

Si E est un espace vectoriel ordonné, nous noterons 

- E+ le cône de ses éléments positifs$ 

Si E est de plus réticulé, nous noterons 

+ - x et x les parties positives et négatives étrangères d'un 

élément x de E , et lx 1 = x+ + x la valeur absolue de x e 

Si H est un sous-espace de C(X) (X compact), nous dirons ~ue 

H est un sous-espace réticulé de C(X) si pour toutes f • g de 

H , Inf{f,g) et Sup(f,g) appartiennent à H 0 Nous dirons que 
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li est réticulé pour son ordre propre si l'espace vectoriel H , 

ordonné par le cône H+ = C+(X) nu II est réticulée Un sous-espace 

réticulé de C(X) est réticulé pour son ordre propre ; la réci-

proque est fausse (si X= [0,1] , prendre pour H l'espace des 

fonctions affines sur X ). 

2°) Nous numéroterons les propositions, corollaires, lemmes et 

remarques de manière uniforme, à la suite les uns des autres. 

Les théorèmes seront numérotés à part. 

B - Soit X un espace compact. Si H est un sous-espace de C(X) 

séparant les points de X , on sait ( [1} i [2} 5 [9]) qu'il existe 

un plus petit fermé S(H) de X, sur lequel toutes les fonctions 

de H prennent leur maximum. Ce fermé svappelle la frontière de 

" Silov de Ho Le problème de Dirichlet, posé par H. BAUER, est de 

reconnaître 

trictions à 

1 a n a t ur e , dan s C [ S ( H ) J 
S(H) des fonctions de 

, de l'espace u
0 

des res

H I et en rarticulier de 

caractériser les espaces H tels que l'espace H0 
type remarquable donnée 

soit d 1 un 

Le cas o~ H
0 

= c [s(n)J a été étudié par BAUER ( [1], [2]) • 

Nous donnero~s une démonstration nouvelle de son résultat au §.4. 

Pour aborder un cas plus g6n6ral que celui de BAUER 5 nous 

serons amenés en fait à changer de frontière, et a utiliser, non 

plus la frontière de Silov de II B mais celle d<:~ II+ ( [1] il [18]) o 

rious supposerons H réticulé, et nous étudierons l'espace des 

restrictions des fonctions de H ~ S(H+) 

L'instrument de 1iétude sera une caractérisation d'une cer

taine classe d'espaces de Banach ordonnés comme espaces de fonc

tions continues sur un compact de leur dual. Les théorèmes obtenus 

préciseront des théorèmes de KAKUTANI ( [15] 9 [16] t [24]), et leurs 

démonstrations stappuieront essentiellement sur le théorème de 

représentation intégrale de Ge CROQUET ( [9] ~ [22]). Elles seront 

l'objet du paragraphe 2, où nous donnerons quelques compléments 



4 

sur les espaces de Banach ordonnêso 

Ce sont ces théorèmes de KAKUTANI que nous appliquerons à H • 

en plongeant, selon une méthode utilisée par G. CHOQUET9 liespace 

X dans le dual H' de Ha Ce sera l~objet des paragraphes 4, 5 
et Îo Nous appliquerons aussi cette méthode au paragraphe 3, pour 

démontrer très simplement un résultat de BAUER sur les simplexes 

[1]0 
Une technique particulièrei due à Ga CHOQUET[7J, sera utilisée 

au paragraphe 5 pour étudier le cas des espaces H vérifiant une 

condition de séparation linéaire (introduite par G. MOKOBODZKI [20] 

Au paragraphe 8, nous appliquerons les résultats obtenus aux 

paragraphes précédents aux sous-espaces réticulés non séparants 

de C(X)o Nous commencerons, au paragraphe 1 5 par rappeler les 

notions fondamentales sur les fronti~res d'espaces vectoriels de 

fonctions continues. Nous établirons les résultats analogues pour 

les cônes de fonctions au paragraphe 6. 
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V 

lo Frontière de Choquet et frontiè~e~Sj~pv d'un esEace de 

fonctions continues. 

Soient X un espace compact, et H un sous-espace de C(X) • 

On dit qu'un fermé F de X est maximisant si : 

sup f 
F 

= s up f ~ 

X 

Il est facile de voir que l'ensemble des fermés maximisants 

est inductif vers le bas pour l'inclusion, et possède donc des 

~lêments minimaux. 

Si cet ensemble .J2.0S~ède un élément minimum, on le nomme la 
v 

.rrsnt:,J_è.1:e _2:5:_Silov de H : S(H) G 

1 1 ensembl~ de.,ê_mesures positives de mass,!;, l 

sur X. ~s définissons une relation d'équivalence RH sur 

M~(X) ]2_~ â 

Nous noterons ~H(µ) 

OY\ .. 

E(H) = { x <:. X 1 ;)1<,H ( 6 ) = 
' X 

{ ô } } • 
X 

Pro ;2 o s i t i _on 1 $ 

{a) _Si H .sépare les poinj.s de X (nous dirons que H est sépa-

rant), la frontière de Silov existe, et l'on a 

S(H) = E(H) ; 

(b) Toute fonction de H atteint son maximum sur E(H) 
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( C ) Si H' est le dual de H muni de la norme uniforme, l' a12;el i-

'.'.!ation cp de H dans H' définie par q> (X) = ô ~-si on X 
munit H' de la to:12olo5ie faible cr(H' ,H) , un homé omor12hisme 

de X sur son ima5e 4> (X) • De J21Us, 1 1 envelo1;1ze convexe fermée 
y de cp (X) est com1;acte, et a :12our ensemble de ;eoints extrémaux 

i(Y) l'imas;e ;ear cp de E(H) • 

Démonstration De l'assertion (c) on déduit en fait (a) et (b). 

En effet, toute forme linéaire continue sur H' , c.a.d. tout 

élément f de H , atteint son maximum sur Y en un point de 

t(Y) • Donc E(H) contient S(H) • D'autre part, si un point a 

appartient a t(Y) , il appartient~ tout fermé maximisant F , 

sinon c1F serait un voisinage de a dans Y, et, puisque a 

est extrémal, il existerait une fonction f de H ne prenant 

pas son maximum sur F (car tout point extrémal est extrémal fort). 

Donc S(H) et E(H) sont identiques. 

D'autre part, il est clair que 1won a l 1 égalité 

t.(Y) = <P[E(H)] , car les pointa a de Y non extrémaux sont ceux 

qui sont barycentre d'une mesure de M1[cp(x)] différente de 

ô 
a 

Lemme 2,. ,ê_piJ?_ rH .±.:a:r;rnlica~i.,s,m restriction de C(X) dans 

c[S(H)] • ~' si f est une fonction de H , on a la relation 

Il r !L"' 

est donL,injective). pe P};.}::,;:1,~ il est équivalent ~E; dire que 

est pos.~~e ou q~ rH(f) est positive (fe.H) o 

Les fonctions de C [s(H)] qui appartiennent à rH(H) sont 

dites H-résolutives g ce sont celles qui admettent un prolongement 

à X qui appartient à H (ce prolongement étant diailleurs unique) 

Le lemme est immédiat. Il en est de même du lemme suivant 
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E(H) _, s.---·; ..,..,. \, 

~\.Li) ® S(E) 

l'ensemble des s0us-eepaces fermfs V de C(X) conte-
V 

frontière de Sil.ov que H o 

Nous n•~tudierons pas ic :ia structure de DH • Bornons-nous 

r:'.)ssède un :plus ~ remarq~er qae 1 ordonnf par l 

p e t i t -li 1 é rr e nt in ~ctif vers le haut. T1 possède donc 

des ~li~en a mex1~six. On voi~ facilement sur des exemples simples 

qu'il peut en exis er plusieur. Il sera t pe~t-~tre intfressant 

le savoi~ si on peut carac riser les ~l6ments maximaux de DH 5 

caractciriser les espaces H tels que 

D,, = {H .. ions icio 

Défiriitio:c l+·c, 
,...,..,,~~.C::Cl\-:'1.,..tt==•,~.0..-"" 

Diri~hlet abstrait. 
"""~.cr,,.,,,,=·~,.,..,...,.~....,...nt"""""""'="" 

V 

partic~lier, on peut €tudier a quelle conditions sur V 

C ( H)] 

qui nous int§reesera ci 1 si 

a 

a S, 

Ja remarquer 

V 

de ra &tre rfti ul~. On conçoit donc que 

~uelques pr6lirni~a1res sur les 

La situation est di n'es~ plus rfticuli1 
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Une extension de la plupart des résultats peut se faire au cas où 

V est un "espace simplicial", c.à,d. 

réticulé, qui revient ... ou, ce au meme, 

(pour l'ordre et la norme) ' l'espace a 

fines continues sur un 

extrémal x de Y e 
0 

simplexe y 
' 

lorsque 

lorsque 

A (y) 
0 

nulles en 

Nous renvoyons pour ce cas le lecteur à [25}. 

son dual V' est 

V est isomorphe 

des fonctions af-

un certain point 

Enfin, les relations entre frontières d'espaces vectoriels 

de fonctions continues et simplexes donnent lieu à d'autres déve

loppements qu'on trouvera dans [19], [22], [27]. 

2. Représentation fonctionnelle d'espaces de Banach réticulés. 

Le but de cette partie est de démontrer et de préciser un 

théorème de Kakutani, datant de 1941 ( [15]) 

Soit E un espace de Banach réticulé, vérifiant 

( 1) 

( 2 ) 

x -+ Il xi! est croissante sur + E , et li lxl Il= ?lxll i 
V X , 

+ 
Y<E. E , Il s up ( x, Y ) Il = s up ( Il x Il , li Y Il) • 

Alors il existe un espace compact 

un sous-esuace fermé réticulé de 

de mesures biponctuelles (ô , -À 
X CX 

isométrie transportant l'ordrg. 

Z et une isométrie de E .:!.Er 
C(Z) , orthogonal d'une famille 

ô ) A, À e:[0,1[ • cette 
X a~ CX 

(X 

Nous en donnerons une démonstration nouvelle, s'appuyant sur 

le théorème de représentation intégrale de G. CROQUET, ce qui nous 

permettra de beaucoup mieux caractériser le sous-espace E de 

C(Z) , ainsi que son dual E' , et de résoudre le problème réci

proque. 
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Nous aurons besoin de résultats préliminaires portant sur la 

continuité des applications linéaires positives dans certains es

paces ordonnés, puis nous démontrerons un théorème de représenta

tion d'espaces localement convexes réticulés eomme espaces de 

mesures sur un compact. Les théorèmes de Kakutani résulteront de 

ce théorème par dualitée Nous terminerons cette partie en étu

diant dans quels cas on peut se ramener à l'espace de toutes les 

fonctions continues sur un compact, et en donnant en complément 

quelques propriétés de certains espaces de Banach réticulés. 

A - Applications linéaires positives. 

Lemme 5® Soit E un espace de Banach ordonné réticulé tel que 

(a) E+ ,; est ferme, 

(b) pour tout x de E, on a l'inégalité 

Soit F un espace normé réticulé tel que 

Alor.~ __ toute application linéaire positive T ; E ....+- F ~ 

continue, 

Démonstration Il suffit de montrer que si une suite (x ) tend 
n 

vers O "vite", ceà.d. est telle que 

tend vers O G 

00 

111 x n IJ < + 00 
1 al ors 

0 

T(x) 
n 

Mais on a alors I Ill xn 111 < +00 
• Soit (a) une suite de 

n 
nombres strictement positifs, tendant vers l'infini avec n 9 et 

telle que l!on ait 2 an)l lxnl Il <+ 00 
• 

Posons y = l an I xn 1 • Le point y appartient à + 
E , et on 

peut écrire les inégalités 

T(a lx I)~ 1 
n n a 

T (y) 
n 
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Or, si 

et IX 1 

x appartient à 
+ 

= x +x * Donc, 

F , on peut décomposer x en 

d'après la condition (a'), !lx+ll 

+ 
X 

et 

et X 

sont majorés par 111 x 11! • 

Donc on a la relation Il xi! ~ 211 lxl 11. 
On obtient alors les inégalités 

Le dernier terme tendant vers O quand n tend vers l'infini, il 

en est de même pour IIT(xn)I\ • 

C.Q.F.D. 

Ce résultat nous suffira dans la suite. Donnons quand même 

1' énoncé d'un théorème pl us fort ( [1 7] • [21], [24]) : 

Proposition 6œ Soit E un espace vectoriel topologique localement 

convexe métrisable, ordonné par un cône E+ complet, et vérifiant 

les conditions : 

b) E est un espace de Baire 

Soit F un espace vectoriel topologique séparé ordonné tel que 

les conditions O~u ~v et v --,.. 0 impliquent 
n n n - -

U ~ Ô 111 

n 
Alors 

1) Toute application linéaire positive T 

continue 

E -,i..- F est -
2) E est complete 

B - Espaces de mesures. 

Définition 7. Dans un espace vectoriel topologique séparé E • 

2:œ, chapeau d'un cône convexe P est un convexe compact de P • 

dont le .complémentaire dans P est convexe. Le cône P est dit ----
bien coiffé s'il est réunion de ses chapeaux. Un chapeau est~ 

versü s'il engendre le cône (cf. [4), [22]). 
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Si K 
À est un chapeau du cone P, on appellera~~ K 

l'ensemble 

L(K) = {x #: olxeK et \t À>l, >.x~K}. 

Lemme 8. Dans un espace vectoriel localement convexe séparé E • 

un cône P convexe bien coiffé possède des génératrices extrémales 

~' si P est fermé, P est l'enveloppe convexe fermée de la 

réunion ~(P) de ses génératrices extrémales. 

On montre que si K est un chapeau de P , alors i(K) , 

ensemble des points extrémaux de K, est inclus dans ~(P) • qui 

est donc non vide (la méthode pour étudier un chapeau consiste à 

couper par des sous•espaces vectoriels de dimension 2 , et à 

étudier les chapeaux des cônes de !j_2 ; cf. [22] ). 

Ensuite, on utilise le théorème de Krein et Milmann ([6J ). 

Définition 9o Soit E un espace localement convexe séparé ordonné. 

Si E+ possède un chapeau universel K (fixé dans la suite) 1 .2!l 
appellera cospectre de E l'ensemble 

• 

On a aussi la relation 

Lemme 10 o 

(a) Soit E un espace vérifiant les hypothèses de la définition 9o 

Si 

+ r = K nt(E ) 

est fermé, L(K) est un Gô 

liens de K 0 

de K , t(K) et X sont des boré-
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(b) La fonction affine définie sur 

est semi-continue inférieurement (s. c. i .) ~ E+ • 

(c) La fonction u définie sur + E ,{o} par 

u(x) 

est borélienne. 

Démonstration a) En effet, on a les relations 

L(K) = n (K(l-~)K; X= L(K)nr; t(K) = XU{O} • 
n~l 

b) On voit immédiatement que À~
1 (]- 00 ,a]) = aK, 

pour tout a~O, et À~1 (}- 00 .a]) = ~ pour a<O ~ Ces ensembles 

étant fermés, ÀK est semi-continue inférieurement. 

c) Le caractère borélien de u résulte du lemme 

topologique suivant: 

Lemme 11$ Soient A 9 B~ c, trois espaces topologiques, le dernier 

étant à base dénombrable. Soient v : A ~ B et f : A -+ C 

deux a;p1;lications boréliennes. Alors l'application v x f : A -+- B11.C 

~..finie par 

(vx f){x) = (v(x),f(x)) 

est borélienne. 

On applique ce lemme avec + , B = E , C = ffi , et 

1 
v(x) = x , f(x) = ÀK(x) • On en déduit que l'application 

x ~ (x, À èx)) est borélienne. Il suffit alors de composer 
K 

cette application avec l'application (x,µ) ~ µx de Ex ffi dans 

E, qui est continue. 
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Par ailleurs, pour démontrer le lemme 11, on remarque que, 

si (U ) est une base des ouverts de C 
n n et si 0 est un 

ouvert de B x C , alors on peut écrire 0 = u (V )( u ) ' V ou 
n n n n 

est le plus grand ouvert de B tel que V X U C. 0 • n n 

En fait le lemme 11 permet de montrer que, si v et f 

sont boréliennes de 11g_uasi-première classe", c.à.d. si l'image 

réciproque par v et 

où O est ouvert et n 

f d'un ouvert est de la forme U(O (\F) 
n n n 

F 
n 

fermé, alors v x f est encore de 

quasi-première classe (cf. [26J ). Comme les applications numériques 

semi-continues sont de quasi-première classe, on voit ainsi que 

l'application u définie au lemme 10 est de quasi-première classe& 

Lemme 12. Si E ordonné par + 
E est réticulé, K est un simplexe. 

Cela résulte de la caractérisation des simplexes (cf. [7], [9] ou 

[22] ). 

Théorème 1. Soit E un espace localement convexe séparé réticulé, 

vérifiant : 

(a) + E possède un chapeau universel K ; 

( b) est fermé. 

Alors : 

1° Les mesures positives de masse 

de G. CROQUET, sont les mesures de -----sens 

1 sur 
+ M1 (K) 

K I maximales au 

portées par ~(K) 

20 E est isomorphe, en tant qu'espace vectoriel réticulé, ' a -
l'esnace Mx (x) des .mesures sur le com12act x 9 12ortées par X 

(X est le cospectre de E) ; de J2lus, si Xe- E on a . 
t . 

où µx est la mesure associée à x , et Il µ)j sa masse totale. 
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Démonstration: 

1° Toute mesure maximale est portée par t(K) , donc par 

x XU{O}, donc par tl(E+)nK • 

r(µ) Soit µ maximale, soit r(µ) son barycentre. 

Ce point appartient à K • Donc il existe un 

point x de L(K) tel que r(µ) = ÀX + (1-À)O 

D'où, puisque K est un simplexe 

où lJ est la mesure maximale de barycentre x • Elle est portée 
X + 

par ~( E ) () K • 

Or, soit K 
n 

1 = ( 1--)K , 
n 

µ ( K ) > 0 , 1 e b a ry c en t r e 
X n 

y de 

barycentre X de µX s'obtient 

• Si il existe 

appartient à 

comme un barycentre 

tel que 

de 

K • Le 
n 

y et 

K d 1 un autre point z de K (le barycentre de 

µ j K,K ) et saurait donc appartenir .... 

' 
ne a 

X n 

L(K) , ce qui est absurde. Donc µ (K ) = 0 
X n 

pour tout n 9 et 

si x appartient à 

µx est donc portée par 

L(K) e 

La réciproque résulte du théorème de représentation intégrale. 

2° Soit + 
X = X -X s et 

+ 
X = a.x' 

et y'~L(K) • De plus x' , y' , a., 

S sont uniques pour x donné, si on impose inf(x' ,y')= 0 • 

Posons - Sµ ' y 
, et m(O) = 0 • Alors m(x) 

appartient à MX(X) , et sa résultante est x. Considérons l'ap

plication 

m E -+ Mx(X) = {mesures sur X, portées par X} & 

Elle est linéaire, car on voit, en coupant par le plan à deux 

X 
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dimensions défini par O , x et y• que si x et y appar

tiennent à E+, m(x+y) = m(x) + m(y) • 

De plus m est surjective : à toute ,-t 1:MX(X) , on fait 

correspondre sa résultante, et si µ~O, r(µ)eE+. 

D'autre part, m est injective : si m(x) = 0 • C("WJX, = (?,µy' t 

( un i c i té de 1 a d'où ~ = B t d'où µ ' = -µ. ' ' di où X V = y' 
X y 

représentation intégrale), donc x = 0 • 

Enfin, il est clair que 

Proposition l]. Soit E un espace localement convexe séparé 

ordonné vérifiant 

(a) E+ possède un chapeau universel K ; 

(b) r = K()'t(E+) est fermé0 

Considérons les propriétés suivantes 

( 1 ) L(K) est une base com:r2acte de E+ 

( 2 ) L(K) est fermé ; 

( 3 ) X est fermé ; 

( 4 ) 0 ~ X ; 

( 5 ) inf i\K ( x) > 0 ; 
xe:X 

( G) 0 ~ L(K) ; 

( 7) E+ a une base compacte . , 
( 8) J fe E' telle ~ue f>O sur X 

( 9) K 'F L(K) • 

Alors on a les implications s~~antes 

( 6) 

( 1 ) 
~ 

(8) ~ 

; 

( 7 ) • 
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Démonstration (1) ~ ( 2) est clair. ------------- ( 2 ) ::::;> ( 3 ) résulte de l'hypothèse ( b ) • 

( 3) ~ ( 2) . Soit x e: L(K) Cet ensemble . • 
l'enveloppe convexe fermée de X • 

Soit µ une mesure ~O de masse 1 , portée par X= X , de 

résultante x. 

La fonction ÀK étant affine et s.c.i. sur K , on a 

Donc L(K) = L(K) ,. 

(3) ~ 

(4) =} 

( 4) 

{ 5 ) 

est 

• En 

(cf.[9]). 

clair. 

effet, ÀK (X} = 0 ~ X = 

est 

0 
• E+ . si x e: o Donc, puisque x est compact, inf Î\.K est atteint, 

donc non nul si oyt-x ,. X 

(5) ~ ( 6) C Soit xs L(K) 0 Ce point X est 

barycentre d'une mesure µ~O de masse 1 portée par X $ Soit 

m = inf ÀK>O s Alors on a: 
X 

Donc .\K(x)>O, et x #: 0" Donc O~L(K) ~ 

(6) ---t>- (7) c L(K) est un convexe fermé qui ne 

contient pas O • Soit H un hyperplan fermé séparant strictement 

0 et L ( K ) • A 1 ors H n K e s t une b as e compacte de E + " 

( 7) > (8) 0 Soit fe: E' telle que 

{x/f(x) = l} ('\ E+ soit une base compacte D de + 
E • Pour prouver 

{ 6 ) ' il suffit de montrer qu'il existe a>O tel que f soit >,., a. 

sur L(K) G Or on a les équivalences . . 
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f~a>O sur L(K) ~ f~a>O sur {xi ÀK(x) = l} ~ ÀK est 

bornée supérieurement sur D • 

Ce dernier point résulte du fait bien connu suivant (cfo L9}, [26]) 
toute fonction affine s~c~i~ sur un compact convexe d'un espace 

localement convexe séparé est bornéeo 

sur L(K) 

(8) ~ (9) Q Si f~a>O sur X , alors 

qui est l'enveloppe convexe fermée de X , donc 

donc K "f L(K) o 

f~a>O 
-1 

O,iL(K), 1 

(9) ~ (4) o Soit xe-K,L K Q Si x = 0 • 

0 4- L(K) , donc 01, X o Si x 1.-0 t la génératrice de x coupe -L(K) suivant un segment fermé qui ne contient pas x , donc qui 

ne contient pas O o Donc O @/;-L(K) , donc O 4 X , 

~ 
l) En fait, l'hypothèse (b) n~intervient que dans l'implication 

(2) ~ (3). 

2} L'implication (4) ~ (3) est fausse en généralo 

Soit .E 
+ E = Fi 

Ie dual de F 

on 
t muni 

a K 

de o-(F' ,F) 0 On pose 

= { JI, e E+ l Il 1 !l ~ 1} • X est 

t et X à [o ,1] t par l'a:p:plication 

X ~ é 0 

Proi:io,~i~i,o!!...,..12,<> Sous les h~;eothjtses du théorème l • su;el2?sons .de, 

.E.~-2--9.~ ~(K) soit fermé$ Alors deux cas seulement ~_o,nt JZ_os.sible.~ 

1° X = X ~ ,il E est isomorphe ~ M(X) o 

2° X = X V i o} , ~ E est isomor@e à M0 (X) , E;,S;gace d~.fi. mesures 

1?orné~s sur l ~ espace localement ~~~a.et non ... S,om:eac! X Q 

C'est évident,, 

Nous allons maintenant appliquer ce qui précède au cas où E 

est le dual diun espace de Banach réticulé~ Nous en tirerons 9 par 
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dualités la représentation de tels espaces comme espaces de 

fonctions continues sur un compact. 

C - La représentation fonctionnelle des espaces de Kakutani~ 

Définition 16. On appelle M-espace de Kakutanii un espace de 

Banach E réti~ulé, vérifiant : 

(NC) La norme est croissante sur 

( v ) li I x I li = li x 11 , V x ~ E ; 

(F) B+ = {xlll xi) f. l} Îl E+ est filtrante croissante~ 

On dit que E possède un élément unité si B+ Eossède un 

;elus grand élément e o (F) est alors aut'?._matiquement wvérifiéeQ 

Exem;ples. C(X) s pour X compact , c0 (X) t pour X localement 

compact non compact ; l'espace F de la remarque 14 ; L
00

(X,µ) 

µ mesure ?o sur X ; CK([Osl]) pour l'ordre dé fini par 

si pour p = O, l,~o•,K 9 et la norme 

possède un élément unité~ la fonction e(x) = l + 
K 

X 
oo<> + •KI o 

'I. 0 

• Cet espace 
2 

X 
X+ 2Î + •&~ 

Définition 17,o On a;e:.r2ell_~ L-~:2,ac,E;,_,9-e K,ll,kutani$ un espace de 

Banac_h E réticulé, vérifiant 

(A) La norme est additive sg~ E+ ; 

( v) Il I x ! Il = 11 x Il , V x € E • 

• 

Exefupleso mesure sur X M( X) t pour X compact; 

M0 (x) , X localement compact non compact ; l'espace E = F' de 

la remarque 14 (cfo la Proposition 18) ; l'espace M([o,1)) x!_K 



21 

pour la norme 111 µ 111 + 1x1 1 + 1x2 1 + • G g + 1 xK 1 

par M+( [0,1]) >< IR~ (cet espace est le dual de 

et l'ordre défini 

cK([o,1]) ; cf. 

proposition 18)e 

Proposition 18. Si E 

toJ?,olo~ique E' ~. 
de Kakutani. De plus, 

est 

pour 

si 

un 

la 

E* 

M-espace de Kakutani 9 son dual 

norme et l'ordre duaux,~ L-espace 

est le dual algébrique d~ E • .2!!...! 
les relations . 

ô 

~~~~~~~E~~~~~ : Remarquons d'abord que, dans E , les applications 

x -,,.. lxl , x + ---+-- X ,x ~ X sont uniformément continues ; 

cela résulte des propriétés (NC) et (V) appliquées à la relation 

des égalités 

, valable dans tout esapce vectoriel réticulé, et 

x+ = x+lxl , x- = lxl-x $ Il en résulte que 
2 2 

est fermé, donc que 

du lemme 5. En prenant dans ce lemme 

E vérifie les hypothèses 

F = m , on voit que E*+ = E'+ 

résulte alors de ce que est 

le dual ordonné "relativement borné" de E (cf. [5]) : si tg E' , 

et s:i. 1:e:: E+ , alors pour tout y tel que IYI ~ x ® on a : 

IQ.(y)j ~ \IQ.11l!'yj! = IIQ,IIIIIYIII ~ IIJ1.ll llx!l•on voit alors classiquement 

(cf. [5]:. [rr]) que E' t ordonné par E'+ 9 est réticulé 1 et que 
+ si Q, e: E' , on a la formule, pour x e:: E : 

IQ.J(x) = Sup J1.(y) 
jy 1 ~X 

On en déduit que 111 Q. l li = li !l !I de la façon sui V9.nte on 

d t b n,._Ei+. remarque a ord que si ~= . on a 

Il Q, Il = Sup 
Il x)l~l 

J1.(x) Sup Q, ( 1 X 1 ) = 
Il xi! ~l 

donc li Q, Il = Su~ t(y) G 

ye..B 

Su~ 
yeB 



On a alors 

Il 1 2 1 Il = s up 12 1 (Y) = 
yeB 

Sup Su~ t(x) = 
ye.B+ lxi~Y 

Donc E' vérifie (V). 

Sup X:(z) 
z~B 

= li i Il 
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Enfin, B+ étant filtrante croissante, on peut écrire, si i~E'+ 

Il 2 Il = 

Il en résulte alors que 

Il t + 2 1 Il = l j:m ( t + 2 ' ) = 
B 

lime,+ lim t 1 s l. 
B+ B+ 

i et i 1 appartiennent a E'+ , c.à.d. la propriété (A) 

C.Q,F,De 

Remarque 19. La propriété (A) impliquant la propriété (NC), on 

voit immédiatement que, si E est un L-espace de Kakutani, E+ 

est fermé, et les applications x ~ jxJ , x ~ x+ et 

X --:!>- X sont uniformément continues. 

D'ailleurs, pour un M-espace comme pour 

rêsul te des relations x V y = x+y; 1 x-y 1 , x 

un L-espace, il 

/\y= x+y:-jx-yj 
2 que 

les applications x ----4o- x V y (borne supérieure de x et y) 

et x ---i>- x /\ y (borne inférieure de x et y) sont uniformément 

continues0 

Ceci permet de montrer facilement, par prolongement de ces 

applications, que, si un espace normé E réticulé vérifie (NC) 

(V) et (F) (resp. (A) et (V)), son complété Ê est un M-espace 

( ) ( A.E)+ .., de Kakutani resp. un L-espace , et que , est l'adherence 

dans Ê de E+ • Ceci nous servira lors des démonstrations du 

théorème 7 et au corollaire 35. 
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Lemme 20 • .ê.2.ll E un M-espace, et soit E' son dual muni de la 

.to_l)ologie faible a(E' ,E) et de 1wordre dual. On pose 

K = { Q, ,e: E ' + 111 Q, 11 ~ 1 l • 

.Alors K est un chapeau universel de vérifie donc 

les h~pqth~ses de la définition 9. De plus, l'ensemble 

est faiblement fermée 

Démonstration ~ L'additivité de la norme sur Ew+ et la faible 

compacité de la boule unité de E' prouvent immédiatement que K 
+ est un chapeau universel de E 1 o Pour montrer que r est fermé, 

il suffit de montrer que i(Ei+) est ferméi ce qui résulte du 

lemme classique suivant que 1won trouvera dans [17] 

Lemme 21. Si E est un es..E,ace vectoriel réticulé 9 ~ Il un élé-

_ment_,,9;,~.s.on d,ual algébrique; E"' 8 i_l est équivalent de dire g.ue ~ 

est An.h~momorphisme d~eSQ~~~s rétic1¼,_lés de E dans m ~ que ~ 

~ppar\ient à t(E*+) 0 

En effet, la condition e e i(E*+) = t(E 1 +) s'exprime alors 

au moyen des relations : x ~ 0 

= Sup(t(x)$'2.(y)) i etCooog et 

faitlement fermé. 

-> -l(x)~O, z 

ceci montre bien 

e ( z) 

est 

C11QoFoD, 

Il résulte du lemme 20 que l'on peut définir, comme au lemme 

10, les applications 

E'+ 
ÀK et u o En fait, on a ici~ pour e dans 

Q, 
= 1f1l1 

s'appellera le s..12ectre de E, 

I:.:r:.'2.l?..osi$~-~on 22. Soit E un M-espace de Kakut!32i~ K la 12artie 

Eositive de la boule unité de -~on dual E' ~ L(K) }-a ;e~ili 
positive ~..12: sphère unité de cel-qi-ci~ X = t.(Kh [O} 1,e }rnectre 

de E • 
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1) Alors E 1 est isomorP1:e, en tant qu'espace vectoriel 

~;:,_étic.~1-~, à l'espace MXOO des mesures sur X 1:2rt.ées par X • 

et cet isomoq~hisme est une i_sométrie pour les norm~.:!" 

2) Les conditions suivantes sont équivalentes 

(a) X est fermé (et alors E1 est isomorphe à M(X)). 

(b) L{K) est une base compacte de E'+ • 

(c) La norme de E' a sa restriction à K faiblement continue. 

(d) E ~~sède un élément unitéc 

3) E est isomorphe ~OlLf ,l'sr_dre ....... et isométrique à l'espace 

A
0

(K) des fonctions affines continues sur K , ~les en O & 

~!!2~!~!!~12~ : L'isomorphie et l'isométrie entre E' 

résultent du théorème 1 1 et de la relation 

Montrons l'équivalence des conditions (a).oc(d). Au cours de 

la démonstration, nous démontrerons l'isomorphisme de E et de 

A ( K) 
0 

résulte de la proposition 130 

(a) ___:y (c) Dwaprès la proposition 13, (a) implique que L(K) 

est fermé. La fonction 

SCS, car À~
1

([a~+oo[) = 

~~ , c.à.do la norme de 
l\, 

ÀK ~ qu:L est SCI sur K t 

r { %~ K,aLK'-L K)j est un fermé 

E' restriction .... , a sa a 

y est alors 

de K • Donc 

K continue. 

(c) ~ (d) g Soit U la boule unité de Ew 0 Par définition, 
'+ + 

l<=UnE =U 0 

Montrons d'abord les reJations suivantes, qui nous serviront 

ultérieurement : 

1 U = co[KV(-K)] = co[L(K)U{=L(K)}] , i',(U) = XU(-X) ,. 

D 1 abordi il est clair que co[Ku(-K)]cu. 

Pour prouver 1 9 inverse i il suffit de prouver que si Q e U , avec 



)ltjj = l ~ alors 

il Q, + il+ Il ,Q, - li ::: 1. 

2 Ë c0[Kü{-K)]. Puisque 

(condition (A)). Donc 

L(K) • D 1 oa les deux premi~res êgalit~s. 

11 t Il 

et 
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5 on a 

appartiennent à 

On en déduit imm6diatement que ~(U) = XU(-X) • 

Si x et y sont maintenant deux points de E on a l'équi-

valence 

( 0:) x~y ~ pour tout 

+· 
x E:E · 9 cm a 

qui de 1 a c o n dit i on ( V ) " On 

E on t\ g 

1wêgalité 

en dêdui t 

Il x I\ = Sup<x, !/,> 

!leK 
que pour tout x 

Si il ex ste alors un élément e de E tel que <ei1> = 1 

de 

pour to\1t Q.. de X ,, on aura nécessairement e;>,-0 ~ lie 1\ = l i et 

x~"' ·; 0
• t8ut x de la boule unité de E • Done e sera 1 1élé= 

ment un~ti de E • 

Donc t0 u revient~ montrer qu'il ' ex::,,,ste e e: E tel que 

pour tout fè de 

Il existe une fonction J.in~aire e sur Ei , d'ailleurs 

uniquei q~i coîncide avec la ~orme sur + 
E 1 ~ e es z; c: ê fin i e p a:r 

Il faut montrer que cet e fcnction appartient a E (considéré 

comme sous-ensemble de son bidual). Pour cela nous allons utiliser 
,r". 

un crit~re de Ptak qui caractfrise le compl~tE E d 9 un espace 

normé E : e 1 ~l&ment de 
,A 

E ~ 9 appartient~ E r, i et seulement 

si la reetriction de e a la boule unit& U Qe E 1 est faible-

; en fait Ptak donne un crit~re g,nfral 
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pour un espace localement convexe séparé, un résultat classique 

de Banach nous suffirait ici ; cf,[6]). 

Nous allons montrer ici que e a bien sa restriction à U 

faiblement continue. Comme E est complet, on en déduira que e 

appartient à E o En fait, on va même montrer, 

au théorème 3, que pour toute fonction f de 

ce qui nous servira 

A (K) , espace 
0 

des fonctions affines faiblement continues sur K 0 nulles en O • 

le prolongement linéaire à Ew de f a sa restriction à U fai-

blement continueo Ceci prouvera donc que E est is~~orphe pour 

1wor_dr.~ (d'après (oc.)) et isométriq~ (.9-waprès (e,)) .i,..,!'espace 

A ( K) • 
0 

Soit donc f e; A ( K) • Soit 
0 

un ultrafiltre sur U , 

convergeant vers un point 

y. 
l. 

et z . 
1. 

appartenant à 

x de U • On peut écrire x. = 
l. 

K. Puisque K est compact® y. 
l 

yi-zi • 

et z. 
l. 

convergent vers y et z tans Ko Donc x = y-z o ~lorsi 

f(x.) = f(y.) 
1. l. 

f(z.) -+ f(y) - f(z) = f(x) 
l. 

~ puisque la restric-

tion de f à K est continue. Donc f (X, ) 
1. 

bien continue sur U o 

est 

c•=·~> ( ·~) } g S i 

on a : lit Il 
e est 1 1 616ment unité de 

= Sup <tix> ~ i(e) o Donc 
xeB+ 

l'intersection + de E' avec l'hyperplan 

c'est une base compacte de 

f(x) , et f est 

E i pour tout i- de 

L ( K ) = { Q, E 1 + 1 Il 9., Il = l } 

=lr fermé e ,0) ~ donc 

Ajoutons que l'existence de l'isomorphisme isométrique entre 

E et A"(K) peut se gén6ralissr aux espaces de Banach E tels 

que : 

est un L-espace de Kakutani 

Ce sont les espaces ivsimpliciauxH introduits par Effros (cf. I13J, 
[25] ), et qui peuvent se représenter par une méthode analogue l 

celle que nous utiliserons pour les M-espaces 1 comme des sous-

espaces d'espaces du type C(X) 

relations de la forme 

(X compact), définis par des 
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Nous allons déduire de la proposition 22 les deux théorèmes de 

KakutaniG On en trouvera d'autres démonstrations dans [15], [17]t 

l1héorème 2G (1er théorème d_e K!l:iJ.r~a!!i) - Soit E .un M-espace à 

~l§r;1ent_,unit~ 9 soit X so~ectre (.~om:pac~) o Lll:2,,Y .. ~""' .. l' application 

y ~ E .....,:),-C (X) définie ]2~r 

est un i.!.2Pl_o .. rph~sme J! t BE!,I:aces de Ba~:§ .. t:!:...sulés 0 .sui es;~_ une 

isométrie~ ~t 1w~~~ment uni'l:~ E c2~T&re~12ond à la fonction iden

~ique à l sur X. 

Démonstration g En effet~ par l' ication y 0 on peut identifier 

isom~triquement (grice à (B)) sous-espace fermé de E " [L 1) C(X) • 

Mais~ d'après la proposition 22 1 le dual E 1 de E s'iden

tifie à M(X) par l'application r g M(X) ~ E': µN"?'r{µ) 9 

rés1.ü':,ante a.e µ 5 et on a g r(ii}(x):::: J y(x) d;i (xe-.E) t 

X 
Si '~E) est distinc't de C X) ® par le thêo:'.'ème de Hahn-

Ban&c\ on peut trouver une mesur µ sur X I non nulle, et nulle 

Donc ile ste 1 ~ 0 ian , telle que 2(x) = 0 pour 

tout x de E I ce qui es~ ab urde. 

En fin~ "î est un isomo 

La situation est un peu 

0 

eme 'ordre grlce a la relation (a)ê 

CoQoFoDi, 

ompliquEe dans le ' cas ou E 

pas d'unité. Remarquons que, d~ns la d6monstretion prêcêdentei on 

aurait pu, pour montrer que 1 utiliser le thêor~me 

de Stone-Weierstrass, car y(E) st un sous-espace tic ulé 



séparant, de C(X) conten&nt les constantes. Il n'en ira plus 

de même si E nwa pas d 1 unité ne contiendra plus les 

~ar-.stanteso 

On pourrait alors util.iser un thEor~me de Kakutani g€n€ra

lisant le th§or~me de Stone-Weierstrass, mais nous préférons la 

pr6sentation inverse, et nous ~btiendrons ce th6or~me plus tard, 

la mfthode que nous utilisons servira 

telle quelle pour démontrer le proposition réciproque du théor~me 

3, au paragraphe D (proposition 25 et corollaire 26). 

Pour Enoncer le deuxi~me thfor~me de Kakutani~ introduisons 

un espace oompact 9 et 

de B) 

donn€ une applicatio~ b o .t' é j __ -~ e :~i. · ; e ~-,.,_, ____ , ... -~,,-:r:-

"On dit aue ~•est un 
ec:r·c:...._.,,~ ..... ,..-.,._ .. ~,,_,;:_,__ 

et 1 D 

Il est clair que, peur la n~rme uniforme, un espace 



29 

~-canonique est un M-espace de Kakutani. Nous verrons~ comme corol

laire d'une proposition du paragraphe D s qu'un espace K-canonique 

.fc:;:J~ n~a un élément unité que si ciest C(B) tout entier 

Nous renforçons ici~ grtce aux espaces K-canoniques, le théo

rème de Kakutani annoncé au début du paragraphe 2 ~ 

'rhé or ème 3. (2ème théorème de Kakutani) - ~ E 2:ill M-espace ~ 

:~kutan~, et soit X son _spec_~!;© X 1 w adhérence de celui-ci dans 

E' , et À et u les fonctions introduites au lemme..1.Q • 

. Alors 1 t application y g E .......;.. C ()f) définie pa:s 

y(x)(Q,) = l(x) 

~ isomorEhis~i.§.cmétri.9..ue d'espaces de Banach réticulés~ E 

sur 1wes,E.a~ K-_sanoni9,ue ~ CX(Xs Ài u) " 

(Théorème 2). ,., . 
X est fermê:1 E est isoT!}orphe_j:, C(X) ,:i J. -

(X est localement <'< , X = X U{O} E est Ï,!'!,S:morp~ C (X) ù:l. , 
0 

Démons 4~ ration 

I. Le cas oa X est ferm6 relève du Théorème 2 1 d'après la pro-

position 22. Si X = X U{O} , il est 

théorème 2, y(E) est un sous-espace 

clair que, comme pour le 

fermé de C (X) (ou® ce qui 
() 

revint au mime, de l'espace des fonctions continues sur Y, 
nulles en 0) 1 et y transporte l'ordre et la norme d'après les 

relations (Œ) et (B). 

Meis, d 1 apr~s la proposition 22 et la proposition 15~ E' est 

isoinorphe à M
0 

(X) • On en déduit~ en appliquant 1 e théorème de 

Hahn-Danach, comme pour le thfor~me 2 1 que y(E) = C (X) o 
0 

IL 1°) Supposons que X,(XU{O}) ,fi !t) o Soit Y= X,X • Pour tout 

yêY,{O} j il existe À(y) = IJY!\ et u(y) - ~'ïï tels que . IIYII 
( ' , ) y= À yJUlY , et 0 e:: Y ~ on peut poser 
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dense de 

• Alors, d'arr~s le lemme 10, X est bien un G5 partout 

X , et pour tout xe: E , on a bien x(y) = À(y) x[u(y)] 

Je plus À est SCI 1 et u est borélienne (lemmes 10 et 20). 

3nfin, on a vu que E est isomorphe à A ( K) , et 
0 

K est un 

s i:mple xe. Il résulte alors d'un théorème d' Edwards (cf. [11] 9 [12] , 

[13], f25J) que si F1 et F2 sont deux faces fermées disjointes 

de K , il existe f dans A(K) telle que O~f~l , f = 0 sur 

on applique ceci à et F 1 , f = 1 sur F 2 • Si 

où yes:X, on voit qu'il 

f(y) .. 1 • Donc il existe 

existe fs: A (K) 
0 

~ tel que 

x(y) = 1 • De plus$ il est clair que E 

telle que O~f~l et 

O~x(Q,).~1 V te X 9 et 

sépare X. 

Donc y est bien un isomorphisme isométrique de E sur un 

sous-espace fermé y(E) de CX(Xi À, u) , et ce dernier espace 

est un espace K-canonique L21:.!~ 

2°) Posons F = cx(X, l, u) • 

Alors y(E) est un sous-espace fermé de F qui est lui-mîme un 

sous-espace fermé de C(X) • 

D'autre part, E 1 est isomorphe~ MX(X) 

Soit i/J g F' ----r 'Y(E)' l'application restriction. 

Soit ty ~ y{E)' -+ EF l'application transposée de y ê 

S O i t r Mx ( X ) -+ E î l~isomorphisme du théorème l ~ 

Soit 8 }IX(X) ~ pi l~application 
r 0(µ)(f) = jf dµ • 

=l t Posons \/; = e.r O y: y(E)' ~ pr ~ 

a) ~entrons que to~ = identit~ de y(E)' 

Soit IDE.. y(E) 9 et y(x) E:: y(E) o 

Qn a les égalités successives ~ 

définie 

= fy(x) d[r-l 0 ty(m)] - <ty(m),x>E,E' 

= <m,y(x)>y(E) ~y(E') o 
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'{ 

E __,,. y(E)cFcC(X) 

ty 
~ E' .ç:;... y ( E) ' F' 

~l 
Mx(X) /e 

Donc 

b) Nous allons montrer que • est inj!~tive. Puisque to• = Idy{E) 

il suffit de montrer que ~ est surjective. Pour cela, il suffit 

de montrer que 0 est surjective. 

Soit Q, dans F' • Il existe 11 de M(X) , telle que 

2 , c.à.d. telle que pour toute f de F on ait 

<i,f>~ F' • Comme toutes les fonctions de F sont nulles 
J; , 

en 0 , si O appartient à X, on peut toujours prendre 

telle sorte que J,t({o}) = 0. 

Si µ est positive, définissons ·µ comme suit 

appartient à C(X) , on pose 

= IX g dµ + 

si g 

de 

,.. .. 
..., e c i a un sens , 

Il est clair que 

tive, on pose 

~ 1! 

puisque À est SCI bornée et u borélienneo 

appartient a M+(K) • Si µ n'est pas posi-

Si g appartient à F son voit que l'on a 

µ{ g) = fxg dµ + I- g{y) dµ (y) = Ixg dµ = <Q.,g> f • 
X,X F,F 

Montrons ~ que µ est portée par X • Il suffit de montrer que, s]. 
+ -

µ e: !'[ (X} t avec µ({O}) ·- 0 t µ est portée par X • 

- µ( 1) = f x1 dµ + f- À(x) dµ(x) = J x À 
dµ (car À = l sur X) 

x,x 

On a la relation À(x) = li X Il Sup+<x,et> = Sup a(x) si ..,, t + - ·- l) X e:.t!i • 

CL e.B ete.B+ 
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Or f xa dµ = f xa dµ + f- >-(x) a[u(x)] dµ(x) 
x,x 

= JXa dµ + f- a(x) dµ(x) = 
x,x f xa dµ 

Comme Su~ fxa dµ = I _ ( Su~ a) dµ , on voit que IX À diJ = f 3/ 
B X B 

Donc µ appartient à Mx(X) • 

Donc, pour toute 2 

telle que pour toute 

de 

f 

F' , on a 

de F on 

construit µ 
ait fr dµ = 

dans MX(X) 

<f,t>F F' • c,à.d~ 
5 

telle que 0(µ) = 2 ~ Donc e est surjective. Par suite ~ l'est 

aussi, et <P est injective. 

c) Il résulte alors du théorème de Hahn-Banach, comme au 1°), que. 

si y(E) est un sous-espace fermé de F, et si l'application 

restriction <P : F' ---:1-- y(E)' est injective, alors y(E) = F 

= CX(X, À 9 u) • 

On peut remarquer qu'il n'é\ait pas a priori évident queµ 

était portée par X, car l'application u, quoique borélienne, 

peut n'être pas µ-mesurable au sens de Lusin. 

Rema.rque 24. 

1) Il résulte des travaux de Boboc et Cornéa ( [3]) et de ceux 

de Daviès { [10]) que, si K est un simplexe métrisable• et si 

sont deux points de ~(K) , il existe une fonction X 
0 

de 

et X 

A(K) , nulle en x , valant 1 en 
0 

x , et telle que O~f<l 

On voit alors, si E est séparable (et donc K et X 

métrisables), en prenant X = 0 et 
0 

xsX • que l'espace 

f 

d 
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vérifie la propriêt~ suivante 

telle que -r(x) = 1 et O~f<l sur 

On dit alors que l'espace CX(i, A, u) est K-canonique strict. 

'.,?) Effros a montré très simplement (cf. [13]) que, si K est 

an simplexe, on a l'~galit€ 

eu µ est la mesure maximale de barycentre x :z . 

s (f') .. , (; 
0 

q_1.,7 :ici, si xe:X,µ = 
X 

S l f' €' fi. ( K ) , ô. 0 n C q_ U e 
0 

,1u 1 on r,cut dêr:ontrer par une autre 

( ]:l o r t ê e p ar -8 ( K)) 

et que 

, on voit 

y(E) d 1 apr?s la propositic~ 22, 3 8 ), 

li :i us ;;,, v o n s c ho i s i la rr: ê th o d e ut i l i s ê e ra r c e q u I e 11 e s ' a pp 1 i que 

telle 1uelle 2 la r6ciproque que nous allons no~trer ~nintenant. 

D~ns le th~ora~e de Kakutani que nous citions au ~6but de 

de compact, 

itait caractciris6 comme suit : A est un ensemble d'indices quel-

donne une famille de triplets fx: v 1 A ) 
' - ('t ',. ex ' a a =.A ' 

CU X (;t, 
0: 

a.r,partenant à z 

.d O lJ.S a~ons vu que l'on pouvait 

lisant les fonctions borfliennes À 

f' ( X 1 

(Y. 

[c,1[ ; on a alors 

(cf. [15] ) 

rêsu1 t at (en uti-

et u). Il Stait a priori 
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évident que Z et la famille ne pouvaient être 

quelconques, puisque construits canoniquement à partir de l'espace 

E abstrait. 

Exemple. Z = f.0,1] , A= ru*, À = l, (x) est une suite quel-n n n 

conque d'irrationnels, les x' forment une numérotation bijective n 
des rationnels de [0,1] • On voit alors facilement que 

C(Z,xn,x~ 1 ~,tN,.) = foJ • Or, si on pose X= [0,1],&, ï\.= l sur X 

Â(x~) = ¾, u(x~)=xn , on a bien X= Z , u est borélienne, 

X= ~- 1 (1) est un ~ , mais ~ n'est pas SCI, et {O} ne 

sépare pas [o ,1] 

Il peut même se faire que l'espace C(Z,x~,x~,Â~,A) soit un 

espace du type CX(X, À, u) , où la seule condition non vérifiée 

soit la condition de séparation. 

_Exemple. X = fo,1J , X = [0,1],~ • Soit as X , fixe. Soit {xn\ 
une numérotation des rationnels de (0,1] • 

L'espace des fonctions continues sur [0,1) vérifiant 

u 

f(x ) = (1-l) f(a) 
n n 

X\X .......,.... X est définie par u(x ) = a V n • n 

). X .......,.... [o,1J est définie par i\,(x) = l si XE:X , 

1 
Îl(xn) = 1 - n G 

Alors À est SCI 
' 

i\ -1 ( 1) = X est un G~ den se, u 

borélienneœ Mais l'espace cx(x, ,\ ' u) est réduit ' to1 : a 

est 

en 

effet, de la densité des ( X ) on n déduit que V X f(x) = f(a) 

de la relation f(x 2 ) 1 f(a) f(a) déduit f 0 = - = on que - e 2 

' 

Les espaces du type CX(X, À, u) ne sont donc intéressants 

et 
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que si on suppose l'hypothèse de séparation, c.à&d. si ce sont 

des espaces K-canoniques. 

On peut alors se poser le problème suivant : soit 

E = CX(Xt À, u) un espace K-canonique. La construction du théorème 

3& qui montre que E est isomorphe à un espace Cy(Ï, À', u') , 

redonne-t-elle la situation initiale, c.à.d. peut-on identifier X 

et Y , X et Y , À et Àw , u et u' ? Une forme équivalente 

de ce probl~me est 1 1 image de X par le plongement canonique 

de X dans le dual de E est-elle le spectre de E? Nous allons 

voir que la réponse affirmative équivaut au fait que E soit un 

espace K-canonique fort. 

Il restera un problème ouvert 

K-canonique fort? 

tout espace K-canonique est-il 

Propos_ i t ion 2 5 o ~ E = C X ( X. À s u ) ]!!!. e s J? ace K- canonique, & 

.!::.,~s propriétés suivanteS....,:LC?.E,t équivalent~~ 

(a) E est un espace K-canoni~~~ fort ; 

(b) Sup+ f(x) = Â(x) 
fe:B 

(B+ boule unité positive_...9:e E) ; 

( c) ~,ctre de E est isomorphe à X 13ar : .. e plongement cano-

~~~ X ~ E ' 

( e) ·110 Ill ::: 1 XE' 1:our tout x de X ~ 

Démonstration ~ 

Soit xs.X o Il existe + 
f E'. B telle que 

f (x) = l = ,\(x) 
0 

Donc Sup+ 
fG.B 

f(x) = ;\{x) = l 

Soit xe:.X,(XU{O}) $ Alors 

telle que f fu(x)] = 1 o Alors o

0 

+ u( x) E: X , et il existe f E: B 
0 

f (x) = À(x) f r u(x)] = À(x) ~ 
0 o-

+ Comme pour toute f de B , f ( X) = À (X) f r U ( X )7 ~ À ( X ) ® on VO i t 
!-. -· 

que 



3up+ f(x) = À(x) • 
fe:B 

Enfin, pour toute f de B+, f(a) = 0 si À= 0. 

(b) ~ (c) : Soit e ~ MX(X) ~ E' l'application restriction 

définie par e(µ)(f) = µ(f) • Elle est linéaire 

positive. 

Alors, la A 

démonstration qu'au point b) de la démonstration meme 

du théorème 3 ( qui n'utilise que Sup B+ = À 
' 

et B+ est fil-

trante croissante) prouve que e est surjective. 

Soit 

Y= ~(K),{O} le spectre de E • 
.... 

Soit cS : X ~ E~ l'application x ~ ô • Alors X 
X 

est homéomorphe à son image ô(X) , qui est incluse dans K • 

Chaque ô étant un homomorphisme d'espace réticulé de 

t(E'+) (cf. lemme 21). De plus, on a: 

E dans 
X 

appartient à 

11 ex Il = Sup+ ô ( f ) = Sup + f(x) = À (X) • 
fE::.B X f É B 

Donc 1) si XëX , fi O Il = 1 
' 

et cS e:L(K) • X X 

Donc o(X) cL(K) (îé:(E'+) = y • 

Il reste à montrer que Ycé(X) • Soit ye..Y Q L'application e 

étant surjective, il existe µ de MX(i) telle que 0(µ) = y • 

En se plaçant dans 

par cS (X) , donc par 

µ(f) = f(y) • 

Er , cela revient à dire qu'il existe µ 

Y , telle que pour toute f de A (K) , 
0 

porté el 

Soit À' l'application il --½- JIR-11 définie sur E' ~ Sur Y, 

À i = 1 • 
Donc µ(l) = f À' du 

f À' dµ = JÀ' + dµ -

0 

f À' 

Mais Sup+<f,,Q,> = À1 (,e,) ::::IIR-1! V ,Q, e:-K. Donc 
fE-B 

-dµ + 
= Sup+ µ (f) 

fe:B 

= lit(µ+-µ-)(f) = 
B 

lirp p(f) 
B 

= lif f(y) 
B 

= Il Y Il à; 1 
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(car B+ est filtrante croissante). Donc µ(l} = 1 , et par 

suite µ(f) = f(y) 

est y. Comme µ 

du théorème 1 que 

en résulte que ë 
y 

V fE:A(K) , c.à.d. que la résultante de µ 

et ô appartiennent à Hy(f) , il résulte 
y 

µ = o • Comme µ est portée par o(X) • il y • 
est portée par ô(X) , donc que y e: ô(X) • 

Donc on bien l'égalité o(X) = Y e 

(c) ~ (d) Si o(X) = Y j il est clair que ô(X) = Y ê Par 

suite, puisqu'on sait que E 1 est isomorphe et 

isométrique à Hy(Y) ~ on voit que Et est isomorphe 

et isométrique a Mx(Ï) • 

(d) -9 (e) c'est évident~ 

( e) ~ (b) X dans X 0 ~ 

1 

Soit 

Alors À(x) = 1 = Il o)/E, = Sup <ô ,f> = Sup f(x) $ + X feB+ fe.B 

Soit X dans X ~ Alors on a 

D b 
O S B+ '\ • one on a 1en up = A 

( C ) ~ (a) Si X est isomorphe au 

Sup 
+ feB 

spectre de 

À ( x) f [u ( x N= S up + f ( x) 
fe.B 

E , en sait par 

le théorème 3 que pour tout X de X il existe 

f de B+ telle que f(x) = 1 • Donc é' ,:_, est un 

espace K-canonique fort. 

C.Q,.F~D~ 

Dans [24], nous donnons une démonstration directe de (a) ~ { d) 

n'utilisant pas le théorème 5. 

Corollaire 26~ Soit E = CX(X, Ài u) 

Alors 

un espace K-canonigue fort0 

a) le procédé de construction du théorème 3 redonne X, x. À et u. 

b) E est égal à C(X) tout entier si et seulement si il possède, 
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en t_0;,,~'t que M-e!_Eace, un élêment unité. 

c) Si X est métrisable, E est un espace K-canonique Etrict. 

a) D'après la proposition 25 ; on sait que o (X) = y 
' 

s l. y 

est le spectre de .,., 
E est isomorphe .... c

1
(f, À' u' ) On .t:, • a 

' • a. 

donc y = o (x) et, sur y Sup B+ = À = À 1 • Donc $ , 

et par suite u ... u w 

b) r§sulta alors du théorène 3, etc) résulte de la remarque 24. 

1) Soit E
1 

= {fe:C([o,1])jr(o) = f(l)} o Alors on voit que 

8
0 

= o1 i et le procédé du théorème 3 consiste à faire le quotient 

de [0,1] par l'identification de O et 1 " Il en résulte que 

E1 est isomorphe à C(T 1 ) • 

2) E2 ~ {fe: c[o,1] jr(o) = ½f(l)} • Alors on obtient 

le spectre X est ] 0, 1] , et 
1 

1 Y= {O} 1 l(O} = j 1 

u( 0) = l $ 

bijection lin6aire bicontinue de E0 sur E, 1 et on obtient donc 
c;.. ,<-. 

un isomorphisme de E 
2 sur est ainsi caractérisé 

comme un espace plus simple que celui fourni par le proc6d€ du 

thfor~me 3. Plus généralement : 

f.rOJ;;:?,..~.,i.ii.sm 27 • .e2ll E = 8X (X~ À~ u) y.n,._~ s,i~e~c e K;: C.!.,~,2.r;..~• 
Si u ~n__injec:,;,tive et si X\.X -~,~, .?:.,lS.f[~ si Z ~ 

identifiant les uoints 
t "--"-/'«~-

y et -
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bicontinue de E sur C(Z) si OefX , ~ c0 (Z) si OeX 

( c0 (z) est l'espace des fonctions continues_sur Z nulles en 

0) 0 

Démonstration : Soit Y = x,x • Pour tout y e: Y ,{o} , soit ______ _, _____ _ 
une fonction continue, 

<P ( z) = O 't/ z e: Y , et 
y 

telle que : 0 .$ <P .:5 1 , q, [u(y)J = 1 • y y 
<P y [u ( z )J = o V z -z Y ·do} , z :/: 

exemple, supp <P c: V 
y y 

voisinage de u(y) qui ne coupe 

supp <Pyn supp q,z = (/) V z e. Y·dO} , z qulen u(y) • et 

Pour toute f de E posons 

y (par 

Yuu[Y,{Of 

:/: y) • 

1/l(f)(x) = f(x) 

iji(f){y) = f(y) 

- L [1-,-{y)J 
y.sY•dO} 

q,Y(x) r[u(y)J ~ Alors on a 

= iµ(f)[u(y)J • 

Il est clair que t(f) appartient à C(X) , et que ~{f)(O) = 0 

si O €- X ~ Donc lj, ( f) passe au quotient par identifiaction de y 

et u(y) , et définit Î(f) de C(Z) ou de c
0

(z) • 

L'application Î 

est linéaire injective. 

l est continue : 

donc !lîll ~ 2 • 

~ 1/1 est surjective 

f(x} = g(x) + 

si ge:C(Z) ou c
0

(z) , on pose 

(on considère g comme fonction sur X\, égale en y et u(y)) • 

Alors fe C (X) , f(y) = À(y) r[u(y)] pour y;z Y,{O} , f(O) = 0 

si Oe::X , et --1jl(f) = g • 

Enfin, iµ-l est continueè Cela résulte du théorème de Banach 

(cf. [6] )t mais c'est évident directement : 
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w~-l(g)ll~ llgl! sup[l + L qiy(x) x À(y)] 
X YEY·--{O} 

Il i- l Il -i 1 + L 1 <œ 'TTYî • 
yE.Y'\{O} 

Remarque 28. Bien entendu, Î ne conserve ~as l'ordre~ 

Le problème se pose de savoir si l'on peut généraliser cette 

proposition. Si l'on conserve l'hypothèse de finitude pour Y • 

nn peut supprimer l'injectivité pour u. 

Exemple$ E = {fë c[o,2j lf(O) = ~f(l) ., f(2) = ½f(l)} • 

u(O) = u(2) = 1 , 

On ramène d'abord g à avoir même valeur en O et 1 on pose 

où ~ est une courbe en cloche autour de 1 $Puis,~ étant une 

courbe à deux cloches autour de O et 1 , on pose : 

1 h(x) = g(x) - 3w(x) g(O) , 

et on obtient h(O) = h(l) = h(2) • La fonction h appartient à 

C(Z) , oft Z est un espace compact "en 8" 

X l q ~Z 
0 1 2 

· u- 1 (x) On utilise donc le fait que 

pour procéder de proche en proche. 

Par contre, la démonstration de la proposition 27 devient 

fausse si on supprime l'hypothèse de finitude pour Y• 
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Contre-exemnle. E = {fe::C[O,l]I yn~l, f( 2~+l) =¼ f(½n)3 

En particulier, si fe=:E , f(O) = 0 11 

Soit q, 
n 

une famille de fonctions en cloches, à supports 

disjoints deux à deux, autour des points 1 2n, et nulles aux 

points 1 
2n+Ï : 

1 

Posons, V fe::E 

1 1 
2n+l 2n 

1 1 2iï=ï _2..,.( __ n ___ l..,.) 

00 

g(x) = w(f)(x) = f( X) - l ( 1-l.) </> ( x) x f ( 
1
2 ) , continue car 

n n n n=l 

1 1 l 
g(2n+Ï) = f(2n+l) ::::: g(2n) 

, 
1 r(L) ng(t;) ::: nf(2n+Ï) = -,.. 0 quand n -;..- 00 

$ 
2n 

Soit z le quotient de [o ,1] obtenu en identifiant 

et Alors est linéaire injective 

continue 11\ulj~ 2 1) comme dans la démonstration de la proposition 

27. L'ensemble Im + est l'ensemble 

En effet, on a Im ~JcF, bien sûr .. Si ge:.F, posons 

f(x) = g(x) + 

continue sur 

00 

l (1-~) <P
11

(x) ng(k) • Cette fonction est bien 
n=l 

[ J ( 1 ' 0 ,1 , car ne -;::--J ~ 0 quand n ~ "' o Donc .:::n 

f appartient à E , et $(f) = g ~videmment. 
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Or dire que ~-l : F --+,- E est continue équivaut à dire 

que F est fermé0 

En effet, c'est évident dans un sens (F étant isomorphe à 

Vespace de Banach E 9 F est complet, donc fermé), et dans l'autre 

c'est le théorème de Banach. 

Identifions 

[0,1] , nulles en 

c
0

(z) à l'espace des fonctions continues sur 
l l 

0 , et vérifiant f(2n+Ï) = f(2n). 

Montrons que F n'est pas fermé. 

F est isomorphe à l'espace des fonctions continues sur [0,1] 9 

vérifiant g(_l_) - g( 1 ) 
:> 2n+l - 2n 

~ g(O) = 0) • 

et 

Soit h la fonction constante sur 

sur cet intervalle, et linéaire entre 

tion appartient bien à c
0

(z) 

k=J 1 
2n+l 2n 

Alors h n'appartient pas à F , car 

quand n + 00 (ceci 

-2
1

] . égale à L n • -
1 ln 

2n+Ï é Cette fane-

lim nh(~n) = lim ln= + 00 o 

Il ➔"" n-+oo 

Or soit g la fonction continue qui coincirle avec h sur 
p 

- 1 ] 
l2p+l , l , qui est nulle sur 

f 

f 

1 1 1 
2p+2 2p+l 2p 

Alors gp appartient à F , et !lh-gpjj == 

+ °". Donc F n'est pas fermé, et 

, et linéaire sur 

0 quand 

n'est pas 
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continue. Pourtant À et u sont injectives, et u[Y,{O}] U [Y ,tol] 
est un sous-espace discret de Xe 

Donc, dans le cas général, il ne semble pas possible de 

trouver un "meilleur quotient" que celui fourni par le théorème 3, 

sur un espace compact résultant de l'identification des points x 

et u(x) • 

D'autre part, si l'on veut conserver l'ordre de E • le 

"meilleur quotient" est évidemment celui fourni par ce théorème. 

F - ~omplément sur les espaces de Banach réticulés. 

Définition 29 • .ê2_il E un espace de Banach réticulé vérifiant 

(NC) ~ (V)~ Un sous-cône r ~ E+ est dit étrangement riche si 

'ri Xe E+ , 3 (xn)ne-N , xn €' r , If n et les xn ét:r,angers deux à 

~, tels que : 

00 00 

et x =lx 
0 n 

00 

(si (A) est vérifiée, on a alors llxll = fllxnl/) • 
0 

Définition 30. Soit E un e~pace réticulé. Un sous-cône r de 

E+ est dit module de domination si V XE:E+,] y,sE~ tel :9,ue 

V e:>0,] ze;E::f tel que O~x-ze;~e:y; on dit que y domine x 

modulo r : x«y (mod r) • 

Proposition 31~ Soit E un espace de Banach réticulé vérifiant 

(NC) et (V). Tout sous-cône r ~ E+ étrangement riche est un 

module de domination. 

Démonstration -------.------ Soit x e E+ o Alors x = 2 x , n t 1/xn Il < = " Soit 

a > 0 , a ;,< + 00 , telle que n n l a Il x li < 00 
• S o i t n n y = l an xn • 

Montrons que x<<y (mod r). 



Soit 

Z ?- X = ë.y e: 

e:>0 • Posons + z = (x-e:y) • Alors 
e: 

+ z .s E 
E 
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t 

réticulé x 

9 c'est-à-dire x - z
8

-$ ey G Comme dans un espace 
+ ---+ x est croissante, 0 ~ x-z G Il reste à montrer 

E 

que z e: appartient à r o 

Or, grâce à (NC) et (V) , l'application 

continue dans E o Donc 

z = (x-i::y )+ 
(: 

parce que les X n sont étrangers deux à deuxo 

On a donc 

z = lim e: 
n-+"" 

Or a ,?l + 00 
0 Donc J n p e: 

+ 
p > ne: 'i> ( 1- ë. a ) 

p 

D'où 

n 
+ I (1-e:a) X 

p p p=O 

tel que 

= 0 & P~ ne: ~ 

(l=Ea )x €: f o 
p p 

0 

1 

+ x ......;,. x est 

- e:a :;:.. 0 
p 0 

Pro:eosition 3,.3_,• Soit E ½ll__e~§;,Q_e rét:i;,,.culê :muni d~,.lll1 ~~pus-cône 

r de E+ .,:l!;li est un module de dominatis12o Si T ~--qne app,;t.i

cation linéaire positive ~ E dans un ~-s~~___,yecto::iel archi-
+ ~édien F ~ ~lors pour tout x de E ~ on a 

Pour tout X de E+ 
' J zf. de r tel que 

~ T (X) o 

,() 

T(x) = sup T(z) o 

ze.r 

il existe y dans 

~ x- z ~ ey 9 donc 
E 

E 
+ 

fJ; (X) 

t~::: l que V e:>O f, 

- eT(y) $ T ( z ) 
E 
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Soit lle:F, a~T(z), V Zè.f, z~x • 

Alors a-? T(z ) ~ T(x) - e:T(y) , donc ex - T(x) ~-e:T(y) , Ve: e: 
Donc a :r-T(x) , car F est archimédien. 

Exemples. 

10 

S·1' f L1 
@: + , on peut écrire 

... 
cone est étrangement riche, 

E = M
0

(x) , espace des mesures bornées sur X localement 
+ A ' compact. r = MK , cone des mesures ~O a support compact, est 

étrangement riche ; on a en effet : 

croissante de compactso 

3° E = c0 (x) ; r = c;(x) est un mosule de domination si 

fer , et si ë>O , on pose : 

h = (f-e:Vf)+ e: r • 
e: 

3. Les sim~lexes de Bauer. 

Nous allons appliquer les théorèmes de représentation fonc

tionnelle d'espaces de Banach réticulés à des espaces de fonctions 

continues sur un compact$ Pour illustrer la méthode que nous sui

vrons, nous allons commencer par démontrer directement un théorème 

de H. BAUER sur les simplexes (cf. [1] ). 
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Définition 33. Un convexe compact X d'un espace localement 

convexe séparé E est dit simplexe de Bauer si c'est un simpl~ 

dont 1wensemble t(X) qes ppints extrémaux est fermé. 

Théorème 4. (BAUER). Soit X un convexe compact_d'un espace l~-

l / / ement convexe separe E , et soit H l~espace des fonctions af-

fines continues sur X • 

~s propriétés suivantes sont équivalentes 

(a) X est un simplexe de Bauer ; 

(b) X est un simplexe, et l'application 

maximale de barycentre x) est continue de 

de la topologie vague 

X 

X 

u 
'x 

dans 

(mesure 

M(X) muni -
(c) Pour tout x de X, il existe une mesure ~O de masse l , 

v x , un i q ':._e 2 p o r té e par t; ( X ) 9 4...E: , b a q::; c en t r e x 

(d) H est réticulé pour son ordre propre défini par 

H+ = [fe:Hlr(x)>,..-0, \i'xcë.X} ; 

(e) Toute fonction de c[-t(x)J 
de H o 

peut ~tre prolongé~_ep une fonctio~ 

Dé mo rt s ra ti :i c n ~ 

{a.) ='?' (c) est bien clair. 

(c) ~ (b) • Pour tou.t x de X , il existe 

barycentre x • Or J..tx est IJOrtée par t(X) • Donc 

µx est unique. Donc X est un simplexe. 

tt maximale de tx 
= \J et µX X 9 

Lijapplication x ~ ~ : X -;... 
X 

sa réciproque est continue (car, sur 

coïncide avec <Ti(E,E')) o Donc X 

est bijective, et 

X, la topologie de E 

est continue. 

(b) -> (e) • Soit flS' C[l;(X)] • Soit x dans X • Posons 

f(x) = µx(f) , où µx est la mesure maximale de barycentre x , 

porté e par -e ( X ) • Alors f e H 9 car x ~ µ x est con t in u e , et 
,,...., 
f prolonge f ~ 

(e) ~ (d) • Soit rH l'applicatio~ res-



-trictiono Si f appartient~ 

Mais r est surjective d 1 apr~s 

H , alors 

{ e ) • Or 

f .:.> 0 

sup f = 
X 

~ rH(f)>,,O,, 

sup f car 
êi(X) 

F = {.xeX lr(x) = sup f} est une face fermée de X , donc 
X 

Fnt(X) 'f ~,, Donc r est injective, et f>,,O ~ rH(f)~O ~ Donc 

l'ordre de H est celui de C [t(X)) t qui est réticuléo 

(d) ~ {a) o Si on munit H de la norme uniforme, H est 

un M-espace de Kakutani avec la fonction 1 comme élément uniti, 

Donc H est isomorphe~ C(Z) o~, si K est l'ensemble 

{ZëH~+llltlJ ~l}, Z = t[L(X)] , car L(K) est ferméw et est une 

b t d Hj+ "o ase compac e e 

Soit 9 ~ X ---+- H' ~ x ~ ô ~ Al ors X est homéomorphe à son 
X 

image q.i(X) ® convexe compact pour cr{H',H) i inclus dans L(K) ~ 

Mais~ si f'eH,., f;;;,.0 sur <j){X) 4-":-.} f'~ 0 sur Z <~ f~O sur 

L(K) {car L(K) = co(Z)) ~ 

l)onc X est isomorphe à 

de Bauer (.Hll+ ,, • ,,, . ::ret:tcule, et 

q,(X) = L(K) 

Z fermé} o 

qui est un 

Donc X est un simplexe de Ba.ue:r 9 et Z = $[t(X)] 

si.mplexe 

~,_]~• Nous avons en fait dét"l'!ontrê que la fronti.ère de 

Choquet de l'espace H des fonctions affines continues sur un 

convexe compact X dwun espace localement convexe séparé E I est 

~(X) 1 et prouvé l'équivalence : 

H est réticulé ~ toutes les fonctions de 

H-rêsolutives X est un simplexe de Bauer. 

Nous utiliserons la même méthode au paragraphe suivant pour 

un espace de fonctions continues sur un cc;mpact qu.elconquee On sait 
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d'autre part qu'un simplexe X tel que (X) soit non fermé est 

caractérisé par le fait que l'espace H est un espace simplicial 

(au sens d 1 EFFROS, cf. [13] ), mais n'est pas réticulé. 

4Q Le problème de Dirichlet lorsque H contient les constantes. 

Théorème 5. (BAUER) • .ê.21.l X un espace compact~ .ê.21-.! H un sous-

f ,,. ,,. t d espace erme separan e C(X) • contenant les constantes. Soit -
S(H) • ' . V • sa frontiere de Silov. 

1° Les propriétés suivantes sont équivalentes 

(a) H ordonné par H+ est réticulé ; 

(b) rH(H) = c[s(H)] ; 

(c) rH g H ~ c[S(H)J est un isomorphisme isométrique d'espaces 

de Banach réticulés. 

2° Si H vérifie ces propriétés, alors 

est réduit à - l H} ; 

(~) E(H) = S(H) ; 

(-y) x <E" S ( H) < > V f , g E:" H , in f [ f ( x) , g { x) J = ( f /\ g) ( x) ( f Ag 

note la borne inférieure de f et g DOUr l~~rdre de H+ o) 

Démonstration ~ 

trcc,, que(a) 

1° Il est clair que 

=;,- (b) ~ Si on note 

( b) 

li r Il 
~ (c) ~ (a) (cf. Lemme 2). Mon-

la norme uniforme sur H I H est, 

muni de cette norme, un M-espace de Kakutani à élément unité : la 

fonction 1. On munit H1 de <Y(H' ,H) o Donc si 



L = r -tG:H'+l n t\l = l} ' t,{L) = z est compact, et H est isomorphe 

à C{Z) (théor~me 2). 

Soit <li: X ~ L l'application x --+- S t Alors X est 
X 

isomorphe à ♦ (X) e Soit Y l'enveloppe convexe fermée de ~(X) 9 

compacte$ Si fE: H • on a 

f~ 0 sur L r-;> f~ 0 sur Z <@ } f~ 0 sur 4>(X) ~ 

Donc, d 1 apr~s le thêor~me de HAHN-BANACH, Y= L , et Z = ~(Y)c•Cxl 
On a donc 

Z = S(H) = E(H) (proposition l), 

et puisque H est isomorphe à C(Z) , rH(H) = c[s(H)] ~ 

2° {ct) résulte du lemme 2., 

(a) 

(b) 

( C ) 

(d) 

(~) a été vu au cours de la démonstration du 1°& 

(y) résulte de ce que Z = cl>{X) ()t'(H'+) , et du lemme 2lœ 

H 

C.Q.F.,Dg, 

un sous-espace sé:par~nt a.,::. C(X) , contenant les 

H est ~é_!;jg_ulê I;OUr son or.dr;t propr~, les ;p,_ro,-, 

H = C(X) ; 

S(H) = X 

E(H) = X ; 

H est un s_ous-:,es;Eace réti,ç__,u~é de. C(X) Q 

2°) Inverse.ment 1 un sous-espace. réticulé de C(X) s ,séparani, tl 
contenant les constantes, est dense dans C(X) • 

Démonstration : 

(c) -=} (b) d'après la proposition 1. 
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(b) ~ (a) d'après le lemme 3 et le théorème 5,1°)~ 

(a) ::::::::}- (d) d'après la remarque 19, car H est un M•espace 

l ' _,. 0 " -H+ -- i-Ht -- C (X)+ ' . pour ordre def1n1 par ~, , donc pour l ordre ordi-

naire de C(X) ~ui Erolonge celui de H. 

(d) ~ (c) d'après le théorème 5,2°) (e,) et (y) o 

CtQoFoDo 

Bien entendu, on s'est servi déjà une fois de façon implicite. 

dans ce qui précède, du théorème de Stene-Weierstrass : pour éta

blir le théorème de représentation intégrale de Choquet, on utilise 

le fait que l'espace S-S des différences de deux fonctions 

convexes continues sur un convexe compact Y est dense dans C(Y} ; 

ceci résulte directement du théorème de Steve-Weierstrass, préci

sément de l'implication (d) ~ (a) qui est classique(\ 

Nous allons donner l'énoncé d'un autre critère, dÛ aussi à 

Bauer, pour quiun espace H vérifie les conditions du théorème 5. 

Pour une démonstration 1 on se reporterai [1], I2]G 

Définition 36 .. ~ H un sous-espace sé:i2arant de C (X) o fil x 

a_JZpart ieni à, X , on appe~l~ ~es ures H-harmon igues du ;point x 
. de , ( ~ ) ,. ( ) ( § ) 1,_es,,,E!,esure}f ... 'Jl,r ox portees par S H cfo ,.1 Q On notera. 

;i,1<.:( \.,;) ~ensemble,. 

~_P.1,1:!,~ 370 Sous les hy)2othèses _de la défip.j.tion 36, .2E.....! 

x de X -
Cela résulte immédiatement du théorème de Krein et Milman 

appliqué au. con-vexe compact Y= co[+{x)] 
t ion l .. 

X 

introduit à la proposi-

H un -
sous-espace sê;e<=:rant (!_e C(X) ~ contenéant, le,Lconstantes, §.2.ii N 

~ •. J2 .. 1us _1;etit cône convexe fermé de C(X) .staRle ;e,a.r_enyelOPf~ 
A 

inférieure et contenant H ; posons II = N () (-N) ~ Alors on a 

1-'êq,ui_valence des pro12riétés suivantes 
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,,.. 
(a) H = H, et tout point de X ne possède qu'une seule mesure 

H-harmon ique. 

,., 
On voit facilement que l'hypothèse H = H est nécessaire en 

prenant comme exemple pour X le bord d'un carré de m2 et pour 

H les traces sur X des fonctions affines sur m2 
• 

A 

L'espace H est l'espace des fonctions sur X affines sur 

chaque côté du carré. Alors c[s(H)} = l"H(H), mais rH(H) est 

strictement plus petit que c[s(H)] ; pourtant chaque point de X 
ne possède qu'une seule mesure li-harmonique (S(H) est l'ensemble 

formé par les quatre sommets du carré)~ 

Définition 39~ Supposons que H vérifie les hipothèses de la pro-
position 38, et soit µx la mesure harmonique d'un point 

définissons la relation y -{ x sur X .l2.!!. g 

Alors y i x est une relation de ;12réordre sur X • 

~ a1:rnellera part de x l'ensemble P(x) ·- lYIY < x} • 

Lemme 4oQ 
1 0 Pour tout X (1 P(x) est fel:'mée. 

20 P{x} = {xJ <f: ► xe.S(J:I) • 
30 Pour tout X t P(x) () S(II) "f rjJ ., 

Ce lemme résulte du lemme 42, ci-dessous. 

x. Nous -

Pr~position 41~ (Principe du maximum strict)~ Soit f ~ H ~ 

fil f atteint son maximum en un point x ~ f est constante sur 

la part P(x) de x 0 

Cela résulte du fait suivant (lui-même facile à prouver) 
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Lemme 42& Si Y est un convexe compact dan~ ,,E,!ld=es~a.s.,,e,.,,.localemenl 

.~vexe Mséparê E 9 notons F x l.a ;plus pet:ht~_!,a_E,_e t,:ermêe de Y 

,~n.tenant un point x , alors, si Y est un si~~lex2_ de ~~& ~ 

a 1tê.9y.ivalence 

Y e: Fx ,<:-;> Supp µ c Supp 1-1 , y X 

' V et l\t sont les maximales de .. bar~ce~n.,~ et ou mesures y 
y -
En effet 5 on plonge X dans y CH'+ (cr. proposition l) o 

Dans y 
i l~ensemble 

est Une :face de y 

f(x)} = {y!f(y) = sup r} = {y!f(y) = 
X 

su.:p f'} 
y 

contenant xi donc il contient F o Donc 
X 

4i'~ 1 [Frl ♦ (X)] ""r= 1 [r(x)]::.,f"' 1 fFx(l,:j>{X)] = P(x) $ et par suite 

f ~ f x) sur P(t) • 

Le lemme 40 est alors immédiatê 

Bauer ( ~(Y) non ferm~). alors le lemme 42 est en g~ntral faux, 

X 

Dans cette partie, H est toujours un scus-ecpace s~parant de 

C(X) t mais on ne suppose plus qu 1 il contienne les con ■ tantesa Mais 

s'il existe une fonction h de H strictement positive~ l'espace 

H/h des f/h , pour f dans H , contient les constantes. Mais 

il ne s6pare pas n~cessairement X 0 D'oft l'intrcduct n de la 
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condition de séparation linéaire, plus forte que la séparation. 

Dans la suite nous noterons H/h et hH respectivement l'espace 

des f/h et celui des hf (fsH) • 

Définition 44. Soit H un sous-esnace de C(X) • Nous dirons que 

H est linéairement séparant si : 

{LS) V x :fi y , V À €B., , 3 fs;H telle que f(x) '# >.f(y) ~ 

Si H e.~t séparant, et si l e:H 9 alors H e,!_t linéairement sê

I>arant$ 

Lemme 45., Si 

l'ima~e de X 

H est un sous-espace séparant de C(X) 
dans H' ;ear l'ap;elication x ~ Ox o 

• soit -
Si H' est muni de o(H' ,H) , le cône convexe ferm~ engendré 

~(x) t H'+ ~ C'est aussi· 1 . d / o/ ~ w ce u1. engen re far 

convexe fermée de t(X) 0 

En effet , f ~ 0 

HAHN-BANACH)., 

sur 4> ( X ) <-> f 3-0 sur ( t hêo rème de 

Le premier problème qui se pose est de savoir si O appartient 

à <P X ) o 

_!'rol'.osi~ion 46_. Sous les hyP,othèses du lemme 45 'I çonsidérons les 

~.!.Op r i ê t ê ~ g 

(l) H = H+ -

(2) H'+ est saillant ; 

(3) Oi<j>(X) ; 

(4) OiY; 

(5) Les fonctions de H n'ont pas de zéro commun ; 

(6) Il y a dans H une fonction strictemeni P,2E,~~; 

(7) H'+ a une base compacte6 



Alors, (1) ~ (2) , et si (2) est vraie : 

( 3) < ·-> ( 4) <.'-==}- ( 5) ~ (G) ~ ( 7) ( et ( 4) (!!::-'} ( 6) dans 

tous les cas). 

(1) ~ (2) , (5) <f: f> (3) et (4) ==;, (3) sont évidents. 

D'autre part (4) ~ (6) grâce au théorème de HAHN-BANACH. Si 

( 2 ) es t vraie , et s i O e: Y , al ors O e:-~ ( Y ) donc O e:- + ( X ) • Donc 

(3) ~ (4) si (2) est vraie$ Enfin (6) ~ (1) est facile, 

et (6) ~ (7) est clair t si h> 0 sur X, {tG:H'+lt(h) = 1} 

d I-I'+ . est une base compacte e . 

Définition 47 • .ê..2il II un sous-espace de C(X) , linéairement sépa-1 

rant. On appelle frontière linéaire de H l'ensemble L(H) défini 

~: 

et µ(f) = f(x) 

Le résultat de base est dû à G. CROQUET (cf. [7]) • 

Pror:osition 48. - - ( CHOQUET). Soit - H un sous-espace de 

1° L(H)c E(E) , et si le: H , L(H) = E(H) • 

2° Pour tout h > 0 de C(X) , L(H) = L(hH) • 

L ( H) = Îi E ( hH ) • 
h> 0 

h e:C (X) 
Les propriétés suivantes sont é~uivalentes 

(a) L(H) 'f (/J ; 

(b) Il existe h> 0 dans II ; 

(c) H = H+ H+ ; 

(d) H'+ est saillant. 

Si L(H) 'f 0 , alors pour toute h>O~L(H) 

C(X) 

• 



Démonstration : 

1° Evident. 

2° On a les équivalences suivantes 
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( A ) 1-l ( f ) = f ( X) ' V f ç: H ~ ( B ) : J gh ( X) ~ = g ( X ) • V g € hH • 

(A' ) y = D ~ (B') 
X 

h(x) l!. = u h X • 

x e: L ( H) " '> f( A) =} ( A 1 
) } < > l( B) ~ ( B 1 

)} -:;'-;> x e L ( hH) , 

3° L(H)c E(hH) , V h > 0 de C(X) , ët'après 1° et 2°. 

Soit Xf L(H) . Alors 3 1,\ > 0 X telle que l,l ( f) 
X 

= f(x) , 'r/ fEH, 

et }-lx f:. ô $ Mais 3 h E: C(X) 
X , h > 0 , telle que h(x) x J ~ = l , 

Posons V = h (X) x .!:. • Alors 
X h 

V e: M
1
+ ( X ) • ·\) f:. Z 

X • X X • Si hfE: hH • 

v (hf) = h(x) -p(f) = (hf)(x) • X 
Donc X<fE(hH) • 

4P et 5° L'hypothèse (LS) implique que H sépare X , et 

que les fonctions de H n'ont pas de zéro co~mune 

D'après la proposition 46, (b) :) (c) -'- (d) ~ (b) • 

Si (b) est vraie, H/h sépare X , et contient 1 , donc. d'après 

1° et 2°" 

L(H) 

Donc (b) ~ (a) • 

Supposons (b) fausse. Alors O appartient à Y • Or 0 

n'appartient pas à <j>(X) • Donc j µ > 0 sur X , non ponctuelle, 

te 11 e que i,t ( f ) = 0 , V f e: H • Donc , 

V XE: X ' (µ+o )(f) = f(x) ' 'v fsH • 
X 

Donc L(H) = (/; • Donc (a) =;)' (b) , et 5° est démontré. 

C~QoF,D. 

Remarque 2• Il est facile de voir que, si L(H) ~ (/; • on a: 



(après plongement dans H') • 

Théorème 6 • .ê_ili H un sous-espace de 

!éparant, et réticulé nour l'ordre de 

C(X) , fermé, linéairement 
+ 

H • Alors : 

1° L(H) est fermée, non vide ; 

0 1 1 / • 1 2 On a equ1va ence xgL(H) <:==;) (fA g)(x) = inf(f(x),g{x)] 

t/fs:H; 

3° L'application restriction H -+-- C [L(H )) est bijective J 

Pour toute h > 0 dans - H , L(H) 

En effet, :puisque H est réticulé, on a : H = H+ - H+ • 
Donc L(H) 1 r/J Soit h > 0 h 1=: H Alors H est réticulé, sêpa-• , • h 
rant, et contient 1 • D'après le théorème 5 ' 

l'application 

est bijective. D'où la conclusion • 

. corollaire 5 0 o ( KAKUTANI). Soit X un espace compac~ Q ~ "~ -

espace réticulé" de C(X) , linéairement séparant~ est dense dans 

C (X) • 

Corollaire 51. ( CHOQUET-DEHY) • .ê.2.i! X un espace compact• ~ 

sous-cône convexe de C(X) , semi-réticulé inférieure~ent et liné

airement séparant est total dans C(X) • (Cfo [8]). 
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6. Frontières d'un cône convexe de fonctions continues • 

... 
Définition 52. Soient X un espace compact, C 

de fonctions continues sur X o 

un cone convexe 

On appelle frontière de Choquet de C , l'ensemble 

et 

" On appelle frontière de Silov de C , le plus petit fermé 

maximisant pour C , S(C) • a' il existe. 

Un théorème de Bauer affirme l'existence de la frontière de 

" Silov dans un cas très général, pour un ensemble de fonctions 

semi-continues supérieurement (cf. [1} • [11] ou [18]). Nous n' au

rons besoin que d'un cas très particulier (et MOKOBODZKI a montré 

que le cas général pouvait se ramener à celui-ci). Nous utilise

rons la méthode des convexes compacts ordonnés pour démontrer ce 

cas particuliero 

Soient E un espace localement convexe séparé, et K un 

convexe compact de E o On suppose que E est ordonné par un 

cône convexe saillant fermé E+ • 

Lemme 53. K ordonn6 par l'ordre induit est inductif vers le bas 

et vers le haut~ On posera 

C'est immédiat. 

Proposition 54~ Soient A le cône des traces sur K des fonctions 
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affines continues sur E , croissantes,!,! A
0 

le cône des traces 

sur K des fonctions linéaires continues sur E , positives 
~,' + = .t!J • Alors on a : 

Toute fonction de A ou de A
0 

atteint son maximum sur E(A) • 

Démonstration : D'abord, il est clair que les fronti~res sont les 

mêmes pour A et A
0 

• 

1° Soit 

propriété 

f appartenant à A , et soit m = max f(x) ; la 
XEX 

t X If (X) = m} () ,a,( K) () -t;( K) 'f' (/J 

se démontre de la façon suivante : on applique le lemme de Zorn à 

la famille 'Ji' des variétés d'appui de K définie par : 

{ 

( 1) 

( 2 ) 

( 3 ) 

V c f X I f ( X ) = m} 

V est variété d'appui fermée de 

V X€;: V n K ' ( x+E+) ri K C. V • 

K 

La variété lx) f( x) = m} appartient à q;; , et 'Ji , ordonnée par 

inclusion, est inductive vers le bas. Un élément V minimal est 

réduit à un point lx] (par l'absurde, avec le théor~me de HAHN

BANACH). Alors x appartient à ~(K)() ~(K) • Donc f atteint 

son maximum sur )11(K) f) ~(K) • 

2 ° :>t( K ) n l ( K ) e s t d O n C ma Xi mi sa nt • 

Soit F un fermé de K maximisant, et soit ae.'}le,(K)f)fo(K) • 

Supposons a f:-F • Alors af; G , enveloppe convexe fermée de F 

( c ar a E ~ ( K ) ) • 
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Donc (a+E-i-)f\G =(/;.Donc 3 féi,A telle que f(a) = 0 et f< 0 

sur G , et G n'est pas maximisant. Donc ae:F • Donc 
V 

t(K)OJic.(K)c F , et ~(K) Ci ?l6(K) est bien la fronti~re de Silov 

S(A) de A • 

3° (a) E(A) c t,(K) résulte de la définition de E(A) t et de 

la remarque 34. 

( b ) S i y ë K , y > x , alors 

t y 'Î' tx • 

Ir/ feA, S (f)>,, f(x) , et 
y 

Donc x; E(A) • Donc E(A) c '.)¾°t(K) • Par suite, E(A)c ~(K) (\ ')l'c.(K) • 

(c) Réciproquement, supposons que a ct(K) () -:>lb{K) 1 et que 

a~E(A) • 
+ :f. µ(f)~f(a) Donc, il existe µe M (K) , u 0 t telle que pour 
l a 

tout f de A • 
Soit b le barycentre de µ • Alors be: K t µ ~ ê et 

a 
; donc b f, a • 

Or, si + 
a e: :>ft.(K) , b el: a+E • 

Donc il existe f de A telle que f(a) = 0, f(b)<O • soit 

u(f) <f(a) , ce qui est impossible. Donc on a 

~(K) 0 :Jlc,(K) c E(A) 

Remarque 55$ On peut aussi appliquer le lemme de Zorn a l'ens~mble 

des "faces croissan.tes" incluses dans l'ensemble {xi f(x) == m} nK 
L est une face croissante de K si L est convexe fermée et 

vérifie 

(a) L est une face ; 

Cette méthode permettrait de montrer que le proposition 54 est aussi! 

valable pour le cône A(K) des fonctions définies sur K , affines 

continues et croissantes. 



Pronosition 56$ Soient X un espace compact, et 

convexe de C+(X) , séparant, et vérifiant : 

+ (C-C) = C • 

C 
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A un sous-cone 

Alors la frontière de Choqu.et E(C) ~ C est non vide, toute 

fonction de C atteint son maximum sur E(C) , et E(C) est la 

frontière de Silov S(C) de C ~ 
De plus, E(C)c E(C-C) • 

Démonstration On plonge X dans (C-C)'+ par l'application 

4> : x -+ '5 , et on applique la propos i i ton 5 li à ( C-C)' et à 
X 

l'enveloppe convexe fermée Y de ~(X) dans (C-C)' muni de la 

topologie de la dualité et ordonné par (C-C)'+ • 

C.Q,F.,D. 

On peut aussi énoncer ce résultat sous la forme suivante : 

Proposition 57. 
fiant 

Soit II un sous-espace sênarant de C(X) • 

(a) .;\_lors E(H+) 'f </) , S(H+) = E(H+) t toute fonction de H+ 

atteint son maximum sur E(H+) • 

(b) E(-H+) ,/; ~ , S(-H+) = E(-H+) est le plus petit ensemble 

fermé min!misant pour H+ , et toute fonction de H+ atteint son 

minimum sur E(-H+) • 

(c) E(H+) UE(-H+)c E(H) • 

C'est à peu près évident 

fermée de ,t>(X) dans H' 

si Y est l'enveloppe convexe 

Remarque 58. Si les fonctions de H ont un zéro commun a • alors 



Si une génératrice extrémale d 

segment [a,b] , alors b .sE(H+) 

de 

et 

+ H' coupe Y , suivant un 

acE(-H+) • 

Lemme 590 ~ 
par un cône E+ 

alors â 

E un espace localement convexe sépar~, orJonnê 

fermée Si K est un chapeau universel de E+ , 

~6(K) = i(K),{O} , co-spectre de E (cf. définition 9), et 

:)t(K) = [O} • 

C'est immédiat. 

7. Le probléme de Dirichlet dans le cas général d'un espace rêticul~ 

séparani. 

Nous allons appliquer les résultats du paragraphe précédent à 

un sous-espace de C(X) réticulé pour son ordre proprec 

Théoréme Îs Soit H un sous-espace fermé et sêE!rant de C(X) , 

vérifiant : -
( R} H est ,, . 1,. rcticu e pour l'ordre de 

(F) B+ = {fë H+l 1/rll ~ l} est filtrante croissante~ 

Alors 

1° La fronti~re de Choquet de H+ : Z = E(H+) est non vide, 
i - (+) ., "· FT+ c est un Ga de Z = S H • frontiere de Silov de 1 ~ De plus, 

z est inclus dans E(H) et . -
V xe:-Z, Y f, ge:H on a (f/\ g)(x) = inf[f(x),g(x)] 
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Toute fonction de H atteint le maximum de sa valeur absolue 

( 12?,n~t_!:elle) ~ Z $ 

2° Les restrictions des fonctions de H ! ~ forment un 

~space K-canonique fort 

et la restriction est un isomorphisme isometri~ue d'espaces de 

Banach réticulés. 

3° Si les fonctions de H n'ont pas de zéro commu~, alors 

inf A( X) > 0 • 
XE<Z 

4° Si X est métrisable, l'espace K-canonique de 2° est strict, 

Coà~do vérifie de plus 

\/x<::Z, 3 feH+ telle que f(x) = l et f(y)<l, Vy -:f:. x, 

~~~~!:.:!~!~~~~~ ~ l O et 2° Si f s H • notons f+ et f- les fonc

tions f+ = fV O , f- = (-f) v O • Posons 

N(f) = 1/rv (-r)llœ. 

:3i ! rl est la valeur absolue ponctuelle de f , on a 

() .:5- l1nfi ;5. f· V (-.c"") '"one n "" 1 1 1·n···,.. 11•t,' - i _ • .u o ~. et:,a e 

!!fi! ~ N(f) ~ 
00 

D'autre part, on voit tr~s facilement que la condition (F) 

est équivalente à : V f , ge; H+ , Or v g\j = sur(\lfl\,!!e!l) 11 D'où 

N est, sur II , une norme plus fine que la norme uniforme Il r U • 
Soit II le complété de H pour la norme N • Il est facile 

de voir que C t e$t un M-espace de Kakutani (cf. reriar que 19) 0 



Dans H' , on posera 

(Z est le spectre 

de H) $ 

D'après le théorème 3, H est isomorphe à CZ(Z, ~. u) pour 

l'ordre, et c'est une isométrie (pour les normes : N sur H et 

uniforme sur C(Z)) • 

Soit x dans X. L'application a est linéaire continue 
X 

sur H muni de la norme uniforme, donc sur H muni de N , donc - €H' se prolonge en ~ • X - - + ,,. 
ôx On a meme G: H' , et IIS ll~l, donc â' eK, Soit 4' 

X X 
l'application : x ~ S • Cette application f : X -il-- K munie 

X 

de o-(H',H) est un homéomorphisme de X sur t(X) • car• comme 

H sépare X, elle est injective, et elle est continue. De plus. 

sur Î{X) , o-(H',H) coïncide avec IS"{H',H) (séparée sur i(X)) • 

Le cône ? est l'adhérence de H+ dans H 

pour la norme N, donc pour la norme uniforme sur 

Donc, en tant que cônes de fonctions continues sur 

que H+ et H+ ont même frontière de Choquet dans 

(cf. remarque 19) 
Z , donc sur K. 

K i il est clain 

K • Or celle 

de H+ est z (lemme 59 et proposition 54). Donc c'est celle de H+ 

Or, s1. 
+ fe:: H 5 

N(f) = sup f(x) = sup <f, D x> = sup f(~) • 
::i<EX F ;l( x) .e e 1< 

:..'. 

Donc t(x) est un f' ,, _erme maximisa.nt pour H+ 
" Donc Zc1(X) • 

Soit f dans H $ On a: N(f) = sup(llr+!/,!lr-11) = sup(max f+,max f-) 
z z 

Or, ~ Z : 

(f Ag){ Sx) = inf[f(x) ,g(x)] , V f • g e H ~ 

Donc. sur Z 
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J'où 

N ( f) = s up I f 1 = max I f 1 ~ Il f 11
00 z z 

J'où N(f) = llfl\
00

, et H = H, H' = H' , etc ••• autrement dit 

II ~ 9 pour la norme uniforme, un M-espace de Kakutani isomorphe 

à cz(z, >.., u) • 

D'après la proposition 56 (ou la proposition 57), Z est donc 

frontière de Choquet de H+ dans X , et, de pl us V f E. H , 1 f 1 

atteint son maximum sur Z • Le reste de l'énoncé de 1° et 2° 

résulte du théorème 3. 

3° Si les fonctions de H n 1 ont pas de 
,. 

zero commun, il résulte 

de la proposition 13 que inf >..(x) ~ 0 • 
xe.Z 

4° Enfin, de la remarque 24, on déduit que, si X est métri-

sable, l'espace CZ(z, >.., u) vérifie la propriété de l'énoncé. 

C.QeF.D. 

Remarque 60. 

(a) Le sous-ensemble de C(X) 

" possède une frontière de Silov Z = S(*H) • 

(b) La réciproque de 3° est fausse. 

Exemple : X= [a,1J , O~a~l, et H est l'ensemble des traces sur 

X des formes linéaires sur R ~ 

H' est isomorphe à Ji ' K ' a [0,1] , q,(X) z = z , 
{1} , et H à C(Z) c.à.d. à R • 

Donc A E 1. Pourtant, si a= 0 • les fonctions de H ont un 

zéro commun. 

(c) En général, Z ~ E(H) 

précédent : 

et + Z ~ E(-ll ) • Dans l'exemple 

à 



(d) Inf(f,g) et f A. g coïncident non seulement sur Z , 
mais au s s i s u r t out p o in t de 9 ( X ) fl t ( H ' + ) ( c ara c t ê r i s ê par c et te 

propriété). C'est la raison pour laquelle il est faux que, lorsque 

H est un sous-espace réticulé séparant, H soit un espace 

K-canonique sur X o Un contre-exemple est fourni par l'espace H 

de (b) (cf. à ce sujet la proposition 64 et la remarque 65) 

Nous avons vu que toute fonction de ""H = Oh l l h -e H} atteint 

" son maximum sur Z , et a donc Z pour frontière de Silov. On a 

de même ~ 

Proposition 61$ (Principe du maximum positif). Toute fonction de H 

qui a un maximum ~O l'atteint en au moins un 29..int de Z • ~, 

si 

H = f_heH/h+ f: O} , 

* 
" H 

* 
a une frontière de Silov 

Démonstration g 

il existe xs-Z 

S(H*) = Z • 

Soit he:H* 1 h = h+ 

tel que h+(x) = m & 

et l'ordre ponctuel coïncidente Donc 

Donc 

h(x) = max h $ 

+ 
m = max h > 0 ; 

Or, sur Z i l'ordre propre 

h - ( x) = 0 , h~h +~ h + (X) = h ( x) o 

C$Q$F~Ds 

On peut préciser la nature de Z lorsque l'espace H , outre les 

hypothèses du théorème 7, vérifie l'hypothèse de séparation liné

aire. 

Proposition 62 • .ê_ill H un sous-espace fermé et séparant de, C(X) , 

vérifiant les hlpothèses (R) il (F) du théorème 7, il~ 9;.~ .r:lus : 
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(LS) H est linéairement séparant. 

Alors 

(a) Z est identique à la frontière linéaire de H • 

Cette frontière est fermée, il 

X<ê z <i i;, [f" gJ (x) = inf[f(x) ,g(x)J • 

(b) La restriction II ~ C(Z) est un homç]!QI,I?hisme iso

métrique d'es~aces de Banach réticulés de H sur C(Z) • 

C'est immédiat à partir de la proposition 48 et des remarques 

49 et Go (d). 

Remarque 63. 

(a) Sous les hypothèses de la proposition 62, il est faux que 

E(H) = E(H+) , c'est-à-dire que la fonction leH • Mais il existe 

h
0 

e H telle que h
0 

= 1 sur Z • 

Exemple 

H est l'ensemble des traces sur X des fonctions linéaires sur R
2

• 

H' est isomorphe à R
2 

Z = {(l,O)}V{(o.1)} est fermé, c'est L(H) • Mais lef Ho 

(b) A partir de la proposition 62 on retrouve le corollaire 

50 du théorème 6. 

Exemple ~ X= [0,1] • H = {fe:: C(X) Ir(½) = ~f(l)} (exer:iple de la 

remarque 14). C'est un espace X-canonique fort, et H' est isomor

phe à l'espace de mesures Mz([o,1]) où Z = [0,1],{½}. On v·oit 

alors que Z = [0,1] , E(-H+) = [0,1[ , E(II) = S(H) = [0 9 1] • 
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;froposition ~~ .. Soit H un sous-espace réticulé fermé et séparant 

de C(X) • Alors Z = E(H+) existe, c'est un G~ ~ X• et la 

restriction 

H -+ C(Z) 

e,st un isomorphisme isométrique d'espaces de Banach réticulés ~ H 

sur un espace K-canonique fort 

C z (Z, À t u) • 

De :plus, 'i\. et u ont des prolongements à X 

';t X --+- [ 0, 1J t À < 1 sur X , Z , semi-cent inue inférieurement, 

~ u x,z --:!>- Z , borélienne, 

tels 9.ue 

n = {fe: C(X) IV ye x,z , f(y) = 1(y) r[u(y)J (et f(a) = 0 si 

'X(a) = O)}, 

vérifie H hormis celles qui se déduisent algébriquement de 

celles-là). 

Cela résulte de la remarque 61 (d) g cp(X)c'€(H'+) 9 donc 
\J .!..I \ l 3 ,-,,, \ '1 1 ,_,( } v ye::,'f'\XJ , y r O, À\yJeJO,l et u y e Z tels que 

y = \(y) u(y) ~ Alors l'application y _,.,. 1°(y) = ÀKly) (cf~ 

lemme 10) est SeCoL, et l'application y ~ u(y) = '5:."µÎy) est 
K 

borélienne. Sur Z I À=~ 1 u =~.De plus Z est un G8 de X, 

et non seulement de Z , parce que <j>(X)c ~(H'+) • 

En fin, H est bien l'ensemble des fonctions f de C(X) 

vérifiant les relations f(y) = 'I(y) r [u( Y )J , parce que la res-

triction ' z a établit une bijection entre H et cz (Z l À t u) ' 
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Il n'y a pas d'autres relations du type f(y) = kf(z) parce 

que ~(X)cl(H'+} (cf$ lemme 10)& 

~emarque 65~ H n'est donc pas, en général, un espace K-canonique 

sur X,. Ce serait vrai si X= , c'est-à-dire si V XE:.X • V V 

voisinage de x ,. ] yra V tel que 

Il y a de plus un moyen commode d'obtenir l'ensemble 

de H • Ceci est important, car la détermination de 

réaliser le dual de H • 

Z à partir 

Z :permet de 

Proposition 660 .§.2..i! H un sous-espace réticulé fermé et séparant 

de C(X) Q 

Soit À(x) = Sup f(x) 
O~f~l 

fe-H 

Alors la frontière de Choquet de H+ est exactement l'ensemble 

et li_ê~plication restriction e de dans -

est un isomorphisme isométrique d'espaces de Banach ~êticulés. 

Cela résulte immédiatement des propositions 25 et 64. 

Nous allons voir maintenant comment on peut appliquer ce qui 

précède aux cas des sous-espaces réticulés fermés quelconques de 

C(X) , non nécessairement sêparants~ Nous serons amenés à utiliser 

une technique largement inspirée de [19] • 
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de C(X) ~ 

Théorème 80 (KAKUTANI). Soit X un espace compact~!.:.!?. H un 

_sous-e~a<;.e réticulé et fermé de C(X) (non nécessairement séparant) 

!lors les éléments de H vérifient une famille de relations 

de la forme 

:f(x.) = > .. f(x!) 
l l l 

~t si 9n c2nsidère toutes les relations d! cette forme qu'ils véri-

H est exactement l'espace des fonctions cont~nues .,. ' ver1-

fiant ces relations. 

C'est ce théorème,qui généralise le théorème de Stone-Weiers

trass~ que nous annoncions au paragraphe 2,C. 

~émonstration: Si H est séparant, ~•est la proposition 64~ 
Sine~. soit R la relation d'équivalence sur X définie par 

xRy ~ V f,sH, f(x) - f(y). 

~ ,,,._, 
Soient X = X/R le quotient de X par R , et i/> ~ X -+- X 

l'application canonique sur le quotientG Toute fonction f de H 

passe au quotient en f sur X , continue, et li = {fi f e:: H} est 

un sous-espace séparant réticulé et fermé de C(X) ~ Le théorème 

sera démontré par la proposition 64 si on sait que 
,..,, 

Pour cela, il suffit de montrer que X est séparé. 
~ 

Soit 1}: X --+- IBH l'application 

Cette application est continue injective 

est séparé~ 

,..., 
X est com:pact s 
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Bien entendu, si H n'est pas fermé, H est l'espace des 

fonctions vérifiant toutes les relations de la forme 

f(x.) = À. f(x!) 
J. J. 1 

(7\i ~ [0,1]) vérifiées par les éléments de H • 

,-.J 

Nous allons étudier de plus près le compact X et le sous-

espace H de C(X) introduits dans la démonstration précédente. 

Rous nous plaçons d'abord dans le cas d'un sous-espace H quel-
+ + 

conque, vérifiant seulement H = H - H • 

Définition 67. On pose, si x et yg X : xRy 4 ~ f(x) = f(y) 

V fe: H e C'est une relation d'équivalence sur X • On notera R(x) 

la classe d'équivalence d'un point x; c'est un ensemble fermé. 
,,..,. 

Soit X l'espace compact quotient de X par la relation R , 

f l'application canonique de X sur X;~ H le sous-espace 

de C(X) _isomorphe à H par l'application f ~ f = f O ~ • 

C'est un sous-espace réticulé fermé et séparant de C(X) ~ 

Enfin, on notera le sous-espace de C(X) isomorphe~ ,..., 
C(X) par l'application f ~ f = f O ~ • C'est un sous-es~~ 

fermé de C(X) , contenant les constantes. 

Définition 68. 

a) On app~llera pseudo-frontière de Choquet de H+ l'ensemble 

ainsi défini 

PE(H+) = {x~Xlµe::~<(x), µ(f)~f(x) V fe:H+ ~ µ ~st portée 

.El:.!, R(x)} 

b) L'ensemble des_fermés saturé~ pour R 

H+ est inductif vers le bas pqur l'inclusion. 

frontière de Silov de H+ l'ensemble PS(H+) 
+ comme le plus petit fermé maximisant pour H 

et maximisants Eour 

On appellera ~eudo

, ~il existe, défini 

et saturé ~our R • 

Lemme 69. Soit H un sous-espace de C(X) tel (1ue H = H+ 

et Hf {O} • Alors on a l'égalité 



Démonstration: 

Soit y un point de 

µ(f) ~ f(y) pour toute f 
+ ,V ~ ~+ 

:'·1
1 

( X ) o Al o r s , s i f e: H 

,!>-1 [E(H+)J ~ Soit 

de H+ ê Soit v = 

51 on a 

{car 

71 

+ 
µ €. M 

1 
( X ) , te 11 e que 

t:j){µ) , mesure de 

~ + 
f 0 <? = fe.H ) i 

~+ 
Or qi(y)e:E(H) "Donc 

par <j> du support de u 

qi -
1 

[ q> ( y ) J = R ( y ) c Donc 

v = o<j>(y) ~ Le support de v 

(cf,. [5], b)), celui-ci est 

y appartient à PE(H+) • 

étant l'image 

inclus dans 

Soit 

telle que 

+ 
y dans PE(H ) 0 et soit <?(y) • Soit \/ 

V 

dans 

définit une v(1) ~ f[<?(y)] V f de Ït . La mesure 

forme linéaire positive i sur le sous-espace CR de C(X) • et 

la fonction 1 appartient à 

~ sur X telle que µle 
R 

CR o Donc il existe une mesure positive 

= i G Comme <t,l> = v(l} = 1 9 u appar-

·tient à + M1 (X) • Il est clair que 

~ Soit f = f o 1P 
,V ,-v 

µ(f) = v(f)),;. f o <?(y) 
. ' ( + ) appartient a PE H 

Il s'ensuit que \/ = 

dans H+ ê Alors on a 

= f{y) , pour toute 

, il en résulte que µ 

Donc appartient à 

est portée par 

E (H+) ~ 

f 
+ . 

de H ~ Puisque y 

est portée par R(y) $ 

<j>(y) , donc 

Proposition,70~ .ê.2i,! H un sous-espace de C(X) ~el ~ue 

H = H+ - H+ et H -/: lO} 0 !1;,,lors la pseudo•~frontière d,;;....si .. l_C?.,Y· de H+ 

existe$ c~~st le plus petit fermé saturé pour R contenant la 
0 '-, + > O vseudo-f.;;,_ontiere de Choquet de H ~ Celle-en. est donc non v1~ ; 

de plust toute fonction de H+ atteint son maximum sur cette der-
. ' niere., 

Cela résulte immédiatement de la proposition 57 et du lemme 69. 
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Appliquons les résultats précédents au cas oa H est un sous

espace réticulé& 

_Corollaire 71~ ~ H 

H + {o} • Alors PE{H+) 

un sous-espace réticulé fermé de C(X) • 

existe, c'est un 

À(x) = Sup f(x) 
0-$ f~l 

f€H 

de - X, et si on 

+ -1 
PE(H ) est exactement À (1) Q De plu~, E0½!....1out x ~ 

9 il existe f de PE(H+) telle 9,ue O~f~l ll f(x) = l ~ 

pose 

Cela résulte des propositions 64 et du lemme 69, car si on 

-~(x) = Sup f(x) {xe X) 9 il est clair que À = Î O q> e 

O~f~l 
îe] 

On peut même voir que PE(H+) est l'intersection d'une suite 

décroissante d'ouverts saturés pour R • 

Nous allonst comme à la proposition 66, essayer de donner une 

représentation du dual H' de H en termes de mesures sur X~ 

Coro2.lt1,~!~2" Soit H un -~ou5-espace réticulé fermé de C(X) , 
+ 

~2n .réd1!,:bt à= {O} 0 Soit z = P}~(H ) il soit CR 1:_e SOUS=eSE_aCe de 

C(X) for,:m~-q,,~,,ë __ ,fonctions consta;n.~es s,ur cha9,ue.,classe d~équi_v_a-

lence_J2, .. ~ R s ~t. sol.! et .. ~,!l_orthogonal dans M(X) o 

Alor,s il -!:axist e une b ij E: et ion 1 inéaire c an.9_ni~! 

_.q...,u_i_· _e_s_t_u_n_i_s_o_,_l'1!;_o_r.,.p.._h_i_s_m_e __ d_;_.o_r_d_r_c_e_+=.., _u_n_e __ i_s_o_m_é_·~. rie o -~~.!LJ2_:r_ê_c_1_0 _s_ê_m_e_n_t 

Mz(X)/C.i §_ési~ne l'image ca~O.!l.,tSlUe de 
R 

p 

de M(X) sur lçespace quoti:;pt M(X)/c..J.. ; il E;!J.! . ..J!U~}1:Ll.~,1~ordre et 
R 

de la norme qu.,.ot:ient s ~ V i somorph isî':)-.~ e est al_or s défini J?.a:r; 
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(fsH)" 

Démonstration : 

1) Notons encore $ 

X sur X aux mesures 

est définie par tcpCf) 

l'extension de l'application canonique de 

cp M(X) ~ M(X) o Sa transposée tep 
"' = f O cp • Elle induit un isomorphisme d'ordre 

,,..., 
et une isom€trie de C(X) sur 

tive, et si µ appartient à 

telle que cp(v) = µ ~ 

cp 

de 

est surjec
+ M1 (X) 

Soit l/J 

application 

l 1 isomorphisne de C' sur M(i) transposée de tep ~ 
R o 

t~ considérée co~me application à valeurs dans CR ~ 

C'est un isomorphisme diordre et une isométriee 

Soit T l'isométrie canonique de M(X)/ 0 ~ sur Ci o Nous 
R 

poserons e = t O T. Soit p la surjection canonique de M(X) 
0 

sur M(X)/
0

J. o 

R 

Alors, ~our toute H(X) 

de M(X) j .~ 

C(X) 
(car t(T!;}:,? , .. J , injection 

canonique de c
8 

dans C(X)). 

- 8 est lin~aire, bijective, isom~trique. 
0 

- e est :positive . soit µ telle que p(µ)~o 0 Alors . 
0 

\i ~ 0 telle que p(µ) = p(v) » et e [P { IJ )] = qi(v);;:-0 
0 _, 

eo[p(µ)J • ( µ) ... e ... est positive ' Soit TT - = 3· 0 La ' • 0 

il existe 

0 

mesure 

w d~finit un ~l~ment de c;. On peut le prolonger en une mesure v 

sur X , positive. Donc •(µ) = ~(v) = TT 9 et p(µ) = ~(~J • Donc 

p(µ)~ 0 • 



On a l'inclusion eo[p(Mz(X))) C Mz(X) ' ' ou z désigne l'ensemble 

~(Z) , frontière de Choquet de H. 
En effet, soit p(µ) , pour l-l portée par Z • Alors 

e0 (p(µ,)J = ~(~l) est portée par <\)(Z) = Z (cf. L5] ,b)). 

3).a) Soit + µE' M (X) , telle que 

En effet, si ce n'était pas le cas, on aurait 

donc cp(µlx,z) >o et portée par x,z. Donc 4hd 
,, ~ portee par Z • 

1,kl X\ z > 0 • 

ne serait pas 

b)Si },t~Mz(X) ,"eM+(X) .etsi v=I) sur CR 1 alors 
+ 

.;, e: Mz (X) • 

Cela résulte immédiatement de a) (ce serait faux si v n'était 

pas positive). 

Il suffit, compte tenu de 2), de montrer que si 

il existe v.s M
2

(x) telle que ~(v-) = 'lt. 

+ La mesure ~ définit un élément ~ de C' 
R • Puisque CR 

telle que µ = t 
+ 

contient les constantes, il existe µ de M+(X) 

sur CR i donc telle que ~(µ) = ~ • D'après 3).a) , f,1-e::M2 (X) " 

5) Soit el= eojp[~Iz(x)J ~ p[Mz(x)J -,... Mz(X) • L'application 

e1 est linéaire, bijective, isométrique. 

6) e
1 

est positive, c'est évident. 

Ï) e-1 t O t. 
1 

es pos1. 1.ve 
+ de M2 (X) telle que 

s J. 
+ ,V 

'ITE:"Mz(X) , 

= TT • Donc 

on a vu en 4) qu'il existe 
-1 

p(µ) = 81 ('1T) .~ 0 ~ 

8) e1 est donc une isométrie qui est un isomorphisme pour 

l'ordre. Soit e: Mz(X) 

proposition 66, et soit 
-1 

transposé de (t~ ) 
o lîi 

-,... H' l'isomorphisme isométrique de la 
rv 

f3 ~ II' ~ nv 1 1 isomorphisme isométrique 
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,.., 
Alors e =B O e o e1 MZ{X)/c.1. ---P H' est l'isomorphisme 

R 
isométrique cherchê0 

3i µe: H17 (X) , il est clair que e[p(µ)J ,., est défini par 

a) Il y a un isomorphisme canonique y de M (X)1/ 
Z ~1z(x)nc* 

sur p[Mz(X)] a Grâce au point 3)b) de la démonstration précédente, 

on voit facilement que y est un isomorphisme pour l'ordre. Mais 

si on munit les espaces quotients des normes quotients, y n'est 

pas en général une isométrie i on a seulement Il y li~ l & 

b) Si µ 

</>(µ) = <fi(v) 

et ve:Mz(X) , et si µ 

en effet, •(µ) et •<v) 
~ /V 

sont portées par Z ; l'application e 
injective, on en déduit : •(µ) = ♦ (v) • 

= v sur H , alors 
,.._, 

coïncident sur H • et 

Hz (X) -+- H' étant 

Il en résulte l'existence d'un isomorphisme naturel 5 de 

x· n~ s~r Mn(X)/ri• Cet isomorphisme est positif, mais il n'y 
' L; il ~ p, 

a 1 a p= ori, aucune raison que 6-l le soit& 
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