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ESPACES DE BANACH RETICULES

ET PROBLEME DE DIRICHLET

par Marc ROGALSKI

INTRODUCTION,

A - Le but de ces notes est d'unifier, gr3ce & la théorie des
convexes compacts et des simplexes de Choquet, deux secteurs de
l'analyse fonetionnelle : la représentation des espaces de Banach
réticulés, et le probléme de Dirichlet abstrait pour un espace

vectoriel de fonctions continues.

Bien que les démonstrations que nous donnons soient souvent
inédites, beucoup des résultats de cet exposé sont évidemment
déja connus, sauf ceux du paragraphe 2 (B8, D, E et F), les théo-

rémes 6 (§:5) et 7 (§.7), et certains résultats du paragraphe 8.

Nous supposons que le lecteur possdde une connaissance élé~
mentaire de la théorie des espaces de Banach et de la duslité
dans les espaces vectoriels topologiques, et de la théorie de
l¥intégration sur les espaces compacts. Il est par contre utile
de posséder une connaissance assez approfondie de la théorie des
convexes compacts, des simplexes, et du théoréme de représentation
intégrale de G. CHOQUET, d'une part, et de la théorie des espaces
vectoriels ordonnés, en particulier réticulés et complétement

réticulés, d'autre part.



Notations,
1%) 8i X est un espace compact, nous noterons :

-~ M(X) [resp. M+(X);M;(X)1 : l'ensemble des mesures de Radon

[resps positives ; positives de masse 1] sur X .

- M {X} 1'ensemble des mesures de Radon sur X portées par le

vorélien A de X .
« ¢{X) 1'espace des fonctions réelles continues sur X .

e Sx la masse unité au point x de X .

831 Y est un espace localement compact,; nous noteronsg 3
- ﬁO{Y} l*ensemble des mesures bornées sur Y .

- Cﬁ(Y} 1'espace des fonctions réelles continues sur Y , tendant

vars O & 1'infini,

31 2 est un convexe, nous noterons
- A{%Z} 1l'espace des fonctions réelles affines continues sur Z .

~ €{Z} 1l'ensemble des points extrémaux de Z .,

3i B est un sous~ensemble d'un espace vectoriel topologique,

nous noterons 3

« co(B) [resp. €o(B)] 1l'enveloppe convexe [resp. fermée] de B .

31 B est un espace vectoriel ordonn&, nous noterons :
+ ) e 4 3
- B le cOne de ses &léments positifs,

8i E est de plus réticulé&, nous noterons 3

+ - @ Y ® - ° .
- X at  x les parties positives et négatives Etrangdres d'un

P, + -
élément x de E , et Jx|=x + x la valeur absolue de X .

8i H est un sous~espace de C(X)} (X compact), nous dirons que
H est un sous=-espace réticulé de C(X) si pour toutes £ , g de

i, Inf(f,g) et Sup(f,g) appartiennent & H ., Nous dirons que



H est réticuléd pour son ordre propre si l'espace vectoriel H ,
ordonné par le codne gt = ct(x)nx » €st réticulé, Un sous-espace
réticulé de C(X) est réticulé pour son ordre propre j la réci-
proque est fausse (si X = [O,l] » prendre pour H 1l'espace des

fonetions affines sur X ).

2°) Nous numéroterons les propositions, corollaires, lemmes et
.

remarques de maniére uniforme, 4 la suite les uns des autres,

Les théorémes seront numérotés & part.

B = Soit X un espace compact. Si H est un sous-espace de C(X)
séparant les points de X , on sait ([1], [2], [9]) qu'il existe
un plus petit fermé S(H) de X , sur lequel toutes les fonctions
de H prennent leur maximum., Ce fermé s'appelle la frontidre de

-

v
Silov de H . Le prcobléme de Dirichlet, posé par H., BAUER, est de

reconnaftre la nature, dans C[S(H)] , de 1l'espace H, des res-
trictions & S(H) des fonctions de H , et en particulier de
caractériser les espaces H tels gue l'espace Hy soit d%un
type remarquable donné.

Le cas od Hy = C[8(H)] a &té &tuaié par BavIR ([1], [2]).

Nous donnerocns une démonstration nouvelle de son résultat au Sob,

Pour aborder uan cas plus général gue celul de BAUER, nous
serons amenés en fait 4 changer de frontiére, et & utiliser, non
plus la frontidre de Silov de H , mais celle de H' ([1], [28]).
fous supposerons H réticulé, et nous étudierons 1l'espace des

. . . s +
restrictions des fonections de H a 8S(H ) .

Lfinstrument de 1'é&tude sera une caractérisation d*une cer-
taine classe d'espaces de Banach ordonnés comme espaces de foncw
tions continues sur un compact de leur dual, Les théorémes obtenus
préciseront des théordmes de KAKUTANI ([15], [16], [24]), et leurs
démonstrations s*appuleront essentiellement sur le théoréme de
représentation intégrale de G. CHOQUET (][9], [22]). Elles seront

l'objet du paragraphe 2, ol nous donnerons gquelgues compléments



sur les espaces de Banach ordonnés,

Ce sont ces théordmes de KAKUTANI que nous appliquerons & H ,
en plongeant, selon une méthode utilisée par G. CHOQUET, l'espace
¥ dans le dual H' de H , Ce sera l'objet des paragraphes 4, 5
et 7. Nous appliquerons sussi cette méthode au paragraphe 3, pour
démontrer trés simplement un résultat de BAUER sur les simplexes
[1].

Une technique particulidre, due & G. CHOQUET{7], sera utilisée
au paragraphe 5 pour &tudier le cas des espaces H vérifiant une
condition de séparation linéaire {introduite par G. MOKOBODZKI [20]

Au paragraphe 8, nous appliquerons les résultats obtenus aux
paragraphes précédents mux sous-espaces réticulés non séparants
de C(X), Nous commencerons, au paragraphe 1, par rappeler les
notions fondamentales sur les frontiéres dfespaces vectoriels de
fonctions continues., Nous établirons les résultats analogues pour

les cOnes de fonctions au paragraphe 6.
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1. Frontiére de Chogquet et frontigre de 3ilov d'un espace de

fonctions continues.

Soient X un espace compact, et H un sous-espace de c(xX)

On dit qufun fermé F de X est maximisant si :

Y feH ¢ sup £ = sup £ .
F X
Il est facile de voir que l'ensemble des fermés maximisants
est inductif vers le bas pour ifinclusion, et possé&de donc des

£léments minimaux.

Si cet ensemble posseéde un €lément minimum, on le nomme la

frontidre de Silov de H : S(H) .

+

Scit Ml(X) l'ensemble des mesures positives de masse 1
sur X . Nous définissons une relation d'équivalence RH sur

MZ(X) par
t~v <= Y feln , u(r) = v(f) .

Nous noterons CﬁH(p) la classe d‘€quivalence dfune mesure U .

On appelle frontiére de Choguet de H , l'ensemble

E(H) 2{XQX§%HHX)“ {e, 3}

Proposition l.

{(a) 8i H sépare les points de X (nous dirons que H est sépa-

N
rant), la frontidre de Silov existe, et l'on a

S(H) = E{H} ;

{b) Toute fonction de H atteint son maxinum sur E(H) ;




(e) 8i E' est le dual de H muni de la norme uniforme, l'appli-

cation ¢ de H dans H' définie par ¢(x) = 5x est, si on
munit H' de la topologie faible o(H',H) , un homéomorphisme

de X sur son image ¢{X) . De plus, l'enveloppe convexe fermée

de $(X) est compacte, et a pour ensemble de points extrémaux

Y
€(y) 1'image par ¢ de E(H) .

Démonstration : De 1'assertion (c) on déduit en fait (a) et (b).

In effet, toute forme linéaire continue sur H' , c.d.d. tout
8lément f de H , atteint son maximum sur Y en un point de

€(Y) . Donc E(H) contient S(H) . D'autre part, si un point a
appartient 4 €(Y) , il appartient & tout fermé maximisant F ,
sinon CYF serait un voisinage de a dans Y , et, puisque a

est extrémal, il existerait une fonction f de H ne prenant

pas son maximum sur F (car tout point extrémal est extrémal fort).

Done S{(H) et E(H) sont identiques,

D'autre part, il est clair gue lfon a 1'égalité

€(r) = ¢[E(H)] , car les points a de Y non extrémaux sont ceux
° + -~ ° P
qul sont barycentre d'une mesure de Ml[¢(X)J différente de
7 FO-}‘]
68. (\Cfe L‘/J’
CeQoaFoDo
Lemme 2. Soit r. 1'application restriction de C({X) dans

c[s(H)] . Alors, si f est une fonction de H , on & la relation

(r est done injective), De plus, 1l est équivalent de dire que

H
f est positive ou que rH(f> est positive (feH) .

Les fonctions de C[8(H)] qui appartiennent & rH(H) sont

dites H=résolutives : ce sont celles qui admettent un prolongement

& X qui appartient & H {ce prolongement étant dfailleurs unique)

Le lemme est immédiat. Il en est de méme du lemme suivant
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Une extension de la plupart des résultats peut se faire au cas ol
V est un "espace simplicial", c.a.d., lorsque son dual V' est
réticulé, ou, ce qui revient au méme, lorsque V est isomorphe
(pour l'ordre et la norme) & 1l'espace AO(Y) des fonctions af-
fines continues sur un simplexe Y , nulles en un certain point

extrémal X de Y .,

Nous renvoyons pour ce cas le lecteur & [25].

Enfin, les relations entre frontidres d'espaces vectoriels
de fonctions continues et simplexes donnent lieu a4 d'autres déve-

loppements qu'on trouvera dans [19], [22], [27].

2. Représentation fonctionnelle d'espaces de Banach réticulés,

Le but de cette partie est de démontrer et de préciser un
théordme de Kakutani, datant de 1941 ([15]) :

pr

Soit E un espace de Banach réticulé, vérifiant :

(1) x =+ |x|| est croissante sur B , et |zl = U] ;

(2) Y x, yer® , [lsup(x,y) ] = sup(xl,lyl) .

Alors il existe un espace compact Z et une isométrie de E sur

un sous-espace fermé réticulé de C(Z) , orthogonal d'une famille

- [0,1] , cette

de mesures biponctuelles (5X, -Aa Sxa)aeA

. - s ) 42
isométrie transportant l'ordre.

Nous en donnerons une démonstration nouvelle, s'appuyant sur
le théoréme de représentation intégrale de G. CHOQUET, ce qui nous
permettra de beaucoup mieux caractériser le sous-espace E de
¢(z) , ainsi que son dual E' , et de résoudre le probldme réci-

progue.
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Nous aurons besoin de résultats préliminaires portant sur la
continuité des applications linéaires positives dans certains es-
paces ordonnés, puis nous démontrerons un théoréme de représenta-
tion d'espaces localement convexes réticulés eomme espaces de
mesures sur un compact. Les théorémes de Kakutani résulteront de
ce théoréme par dualité. Nous terminerons cette partie en étu-
diant dans quels cas on peut se ramener 4 l'espace de toutes les
fonections continues sur un compact, et en donnant en complément

quelques propriétés de certains espaces de Banach réticulés,

A - Applications linéasires positives.

Lemme 5., Soit E un espace de Banach ordonné réticulé tel que

(a) BT est fermé,
(b) pour tout x de E, on a 1'inégalité : | |x]|| <ll=] -

Soit F un espace normé réticulé tel que

(a') pour tous x, y de F : Ogxgy =3 lIXHS ”Y“ °

Alors toute application linéaire positive T 3 E == F est

continue-.

Démonstration : Il suffit de montrer que si une suite (xn) tend

O 8D T D K D M 420 S LR ) G D

co
vers O "vite", c.d.d. est telle que znxn"~<+w , alors T(xn)
o

tend vers O

Mais on a alors Z”lxnIH <+ , Soit (a ) wune suite de
nombres strictement positifs, tendant vers 1'infini avee n , et

telle que l'on ait | anH]xnlu <+o

£,
=

Posons y = Z‘anlxni » Le point y appartient » et on

peut écrire les inégalités :

!T(xn)lsT(lxnl) = i—; T(a |x |) < -i-; (y)
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Or, si x appartient & F , on peut décomposer x en x7 et x~
et |x| = xT+x" Donc, d'aprés la condition (a'), Hx+n et fx7||
sont majorés par H]x|” .

Donc on a la relation [ x| ¢ 2|x]| .

On obtient alors les inégalités

IzGe) ezl e 2
Le dernier terme tendant vers O quand n tend vers l'infini, il
en est de méme pour "T(xn)n .
CeQeFaDo
Ce résultat nous suffira dans la suite, Donnons quand méme
1'énoncé a'un théordme plus fort ([17], [21], [2k]) :

Proposition 6. Soit E un espace vectoriel topologigue localement

. + P
convexe métrisable, ordonné par un cone E complet, et vérifiant

les conditions :

a) E=E = E

b) E est un espace de Baire

Soit F un espace vectoriel topologique séparé ordonné tel gque

les conditions OSunSvn et v, — 0 idimpliguent : uw, o> 0

Alors 3

1) Toute application linéaire positive T 3 E => F est

continue

2) E est complet.

B - Lspaces de mesures,

Définition 7., Dans un espace vectoriel topologique séparé E ,

un chapeau d'un cone convexe P est un convexe compact de P

dont le complémentaire dans P est convexe. Le cSne P est dit

bien coiffé s'il est réunion de ses chapeaux. Un chapeau est upi-
versel s'il engendre le cdne (ecf, [4], [22]).
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S8i K est un chapeau du cSne P , on appellera col de K

l'ensemble :

L(K) = {x # OlxekK et VY A>1 , AxgK} .

Lemme 8., Dans un espace vectoriel localement convexe séparé E ,

un cdne P convexe bien coiffé posséde des génératrices extrémales

et, si P est fermé, P est l'enveloppe convexe fermée de la

réunion ®(P) de ses génératrices extrémales,

On montre que si K est un chapeau de P , alors ©€(K) ,
ensemble des points extrémaux de X , est inclus dans <&(P) , qui

est donc non vide (la méthode pour étudier un chapeau consiste &

fulg

couper par des sous~espaces vectoriels de dimension 2 , et

étudier les chapeaux des cOnes de 32 ; ef. [22]).

Ensuite, on utilise le théordme de Krein et Milmann ([6]).

Définition 9. Soit E wun espace localement convexe séparé ordonné.

. + < . . . .
S1 E possé&de un chapeau universel K (fixé dans la suite), on

appellera cospectre de E 1l'ensemble :

X = g(x) {0} .

On a aussi la relation :

X = L(K)n&(e")

Lemme 10,

a) Soit E un espace vérifiant les hypothéses de la définition 9.
Si

T'=Kn€&(E )

est fermé, L(XK) est un G, de K , &(X) et X sont des boré-

liens de X .
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. . . PR +
(b) La fonection affine AK définie sur E par

L(K) = {XGE*“K(x) = 1}

. . o N . +
est semz—contznue.1nférleurement(§.c.19 sur E e

(¢) La fonetion u définie sur E¥\{0} par

X

)

est borélienne.

Démonggration : a) En effet, on a les relations :

e - — cen sy -

Al

n}l K

Ll

A

St
f

(1-2)K 3 X = LK)AT 5 &(x) = xulo} .

b) On voit immédiatement que kil(]-w,a]) = ak ,
pour tout az20 , et Agl(]uw,a]) = @ pour a<0 , Ces ensembles

étant fermés, A est semi-continue inférieurement.,

X
¢) Le caractére borélien de u résulte du lemme

topologique suivant

Lemme 11, Soient A, B, C, trois espaces topologigues, le dernier
étant 4 base dénombrable. Soient v : A ~> B et f 3 A == C

deux aprplications boréliennes., Alors l'application v xf ¢ A = Bx(

définie par

(vx £)(x) = (v(x),£(x))

est borélienne,

. + +
On applique ce lemme avec A = [ \{O} s B=E , C =R , et
v(x) = x , f(x) = ?ﬂ%;T . On en déduit que l'application

K
1 oo .
x ~—> (x, TET;T) est borélienne. Il suffit alors de composer

cette application avec l'application (x,u) == ux de ExR dans

E , gqui est continue.
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Par ailleurs, pour démontrer le lemme 1ll, on remarque que,
si (Un)n est une base des ouverts de C , et si O est un
ouvert de B xC , alors on peut écrire 0 = L}(Vn xUn) ol v

n

est le plus grand ouvert de B tel que an UnC:O °
CeQsFoDy

En fait le lemme 11 permet de montrer que, si v et f
. t . - o .
sont boréliennes de ''quasi-premildre classe", c.8.d. si 1'image

réciprogque par v et f d'un ouvert est de la forme k)(on(\Fn)
n

ou On est ouvert et Fn fermé, alors vxf est encore de
quasi-premidre classe (cf. [26]). Comme les applications numérigues
semi-continues sont de quasi-premiére classe, on voit ainsi que

l'application u définie au lemme 10 est de quasi-premidre classe,

. . + . ~ .
Lemme 12. Si E ordonné par E est réticulé, K est un simplexe,

Cela résulte de la caractérisation des simplexes (cf. [7], [9] ou

[22]).

Théoréme 1. Soit E un espace localement convexe séparé réticulé,

vérifiant

{a}! E posséde un chapeau universel K ;

+ .
(b) T =KnE(E ) est fermé,

1° Les mesures positives de masse 1 sur K , maximales au

+ P
sens de G. CHOQUET, sont les mesures de Ml(K) portées par €(K)

2° E est isomorphe, en tant gu'espace vectoriel réticulé, &

l'espace MX<§) des mesures sur le compact X , portées par X

(X est le cospectre de E) ; de plus, si xeE , on a :

ae(lxl) =

ol M, &st la mesure associée & x , e Huxu sa masse totale,




16

1° Toute mesure maximale est portée par €(X) , donc par
. - +
% / Tu{o} , donc par B(E )NK ,

xr(u) Soit u maximale, soit r(u) son barycentre.
Ce point appartient a K . Donc il existe un
point x de L(K) tel que r(u) = Ax + (1=1)0

D'oli, puisque K &est un simplexe :

= + o
wo= du o+ (1-1)8,
ol ux est la mesure maximale de barycentre x . Elle est portée
+
par &(E )NK .

1

Or, soit L (l-H)K , n21 ., Si i1l existe nzl tel que

px(ﬁn)> 0 , le barycentre y de plen appartient & K . Le

barycentre x de Hy s'obtient comme un barycentre de y et
d'un autre point =z de K (le barycentre de

x K
uX|K\Kn) , €t ne saurait donc appartenir &

K L(K) , ce qui est absurde. Donc ux(Kn) = 0

pour tout n , et By est donc portée par X

si x appartient & L(K) ,

Done M = Au_ + (léA)GO est portée par -2(XK).

La réciproque résulte du théoréme de représentation intégrale.

. P + - +
2° Soit =xeEN{0} . On peut écrire x = x =x , et x = ax' ,

- 1

x = By', aet B30, x' et y'eL(K) ., De plus x' , y' , o ,
B sont uniques pour x donné, si on impose inf(x',y') = 0 .

Posons m(x) = AUy = Buy, , et m(0) = 0 ., Alors m{(x)

appartient a MX(Y) , et sa résultante est x . Considérons 1l'ap=-

plication

m: E — MX(Y) = fmesures sur X , portées par X} .

Elle est linéaire, car on voit, en coupant par le plan & deux
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dimensions défini par O 4 x et y , que si x et y appar=-
+

Pl
é
tiennent a E

s mix+y) = n(x) + n(y) .
De plus nm est surjective : & toute yusMX(i) , on fait
correspondre sa résultante, et si ux0 , r(p)eE
D'autre part, m est injective : si m(x) = 0 , &My = &uy,
d'oit o =06, da'ol R S d'od x' = y' (unicité de la
représentation intégrale), donc x = 0 ,

Enfin, 11 est clair que
+ +,=
m(E") = M (X)
CiQeFsDo
Proposition 13. Soit E wun espace localement convexe séparé
ordonné vérifiant
+ . .
(a) E posseéde un chapeau universel K 3

(b) T = KNOE(ET) est fermé.

Considérons les propriétés suivantes :

(1) n(x)
(2) 1L(x)
(3) X
(’4) O¢.}E H

(5) inf WK(x)>»O 3

+
est une base compacte de E 3

est fermé ;

est fermé ;

xeX
(6)

(1)
(8)
(9)

Alors on

0 & L(K) ;

+
B a une base compacte

i feE!

K # L(K)

telle gue

]

£>0

?

sur

a les implications suivantes

(2)

A

(1) ==>ﬁ = (k)

(3)

AN

(5)

(9)

s—modN
Rermminy g

¢=

o
®

X

(6)

.
]

Xy

(8)&%

(1)

£
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Démonstration : (1) = (2) est clair,
(2) == (3) résulte de 1'hypothdse (b).
(3) = (2) : Soit =xeL(X) . Cet ensemble est

l'enveloppe convexe fermée de X .

Soit W une mesure »0 de masse 1 , portée par X = X , de
résultante x .
La fonction AK étant affine et s.c.i. sur X , on a

u(ag) = a(x) (et [9])

i

Or A, = 1 sur X ., Donec u(kK) = 1 , et AK(X) 1 , Donc

x e L(K) ={XEE*MKun =1} .

Done L(K) = L(K) .

(3) = (k) est clair.
(4) == (5) . En effet, Ae(x) = 0 &= x =0

. + . - . .
s1 x<E ., Donec, puisque X est compact, inf A est atteint,

X
done non nul si O0&X ..

(5) =3 (6) . Soit xeL(K) . Ce point x est
barycentre d'une mesure u»0 de masse 1 portée par X . Soit
m = inf A_>0C . Alors on a :

X
Ae(x) = w(d ) >ulm) = m>0 .

Donec ‘AK(x) >0 , et x # 0 . Done C#£L(K) .

(6) == (7) o L(K) est un convexe fermé qui ne
contient pas O , Seit H wun hyperplan fermé séparant strictement
= +
0 et L{(K) . Alors HNK est une base compacte de E .

(7T) = (8) . Soit fe E' telle que
+ ) +
{x]f(x) = 1}NE soit une base compacte D de E ., Pour prouver
(8), il suffit de montrer gqu'il existe a>0 tel que f soit »a

sur L(K) . Or on a les équivalences ¢
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f2a>0 sur L(K) & f£28>0 sur {x|i(x) =1} & A, est

bornée supérieurement sur D .

Ce dernier point résulte du fait bien connu suivant (cf. [9], [26])
toute fonetion affine s.c.is sur un compact convexe d'un espace

localement convexe séparé est bornée,

(8) == (9) . si f2a>0 sur X , alors f£2a>0
sur L{(K)} qui est 1'enveloppe convexe fermée de X , donc O;éL(K)é
done K # L(X)}

(9) = (4) , Soit xeK~L(K) ., 8i =x =0 ,
o0& L{K) , donc 0OX - 81 x £ 0 , la génératrice de x coupe.
ET§) suivant un segment fermé& guil ne contient pas x , donec qui
ne contient pas O , Dome Oe L(K) , done O & X ,
CoQsFoDs

Remarque 1k,

1) Zn fait, 1'hypothdse (b) n'intervient que dans 1l'implication

(2} = (3).

2} L*implication (4) == (3) est fausse en général.

1 1 . .
Exemple, F = {fe:CC[O,l]){f(E) = §f(l)} , muni de la norme uniforme.

oit 2 le dual F' de F , muni de ©(F',F)} . On pose
.ga

ors on a : K = {teB | J2]<1} .+ X est

=

oy “

o Al
. s - 1pr.m1 p T ‘ ¢ . p
isomorphe 2 [0, ?LUJ?@K] s €t X & LO,i] » par l'application
R éw o

A

Proposition 15, Sous les hypothdses du théoréme 1 , supposocns de

plus que &(X) soit fermé, Alors deux cas seulement sont possibles

o

1° X =X , et E est isomorphe & MI(X) .
2° X = xuUio} , et E est isomorphe & MO(X) , espace des mesures

bornées sur l'egpace localement compact non compact X .

C'ast évident.

Nous allons maintenant appliquer c¢e gui précdde au cas ou E

est le dual d'un espace de Banach réticulé, Nous en tirerons, par
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dualité, la représentation de tels espaces comme espaces de

fonetions continues sur un compact.

C - La représentation fonctionnelle des espaces de Kakutani,

Définition 16, On appelle M=espace de Kakutani, un espace de

Banach E réticulé, vérifiant 3

(NC) La norme est croissante sur E  ;
(V) ===l s ¥ xeE

(F) B' = {lex“s'l}(\E+ est filtrante croissante.

. . PR +
On dit que E posséde un €lément unité -si B posséde un

plus grand élément e o (F) est alors automatiguement vérifiée.

Exemples, C(X) , pour X compact ;3 CO(X) s pour X localement
compact non compact ; l'espace F de la remarque 14 3 L (X,u) ,

u mesure 20 sur X 3 CK([O,lj) pour l'ordre défini par

f@;C& ‘sl f(p)> 0 pour p = 0, l,cssy,K 3 €t la norme
i i K=1 K
pfﬂ = ZSup [if<O)Ig@oagif( )(O)is Hfé )Hmﬂ » Cet espace
: 2
posséde un &lément unité, la fonction e(x) = 1 + x + %T + see

yK
00 +”““""“ ®

Ki

Définition 1T. On appelle L-espace de Kakutani, un espace de

Banach E réticulé, vérifiant :

o +
}) La norme est additive syr E

J:u

(4

vy W=t = lixll o V xeB

Exefiples. Llixgu) » W mesure 20 sur X 3 M(X} , pour X compact;
MO(X) s X localement compact non compact ;3 l'espace E = F°' de

la remarque 14 (cf. la Proposition 18) ; l'espace M([O l] x R
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pour la norme "]ul” + lxl' + |x2| +ooot IxKI et l'ordre défini
par M*([o,1])><m§ (cet espace est le dual de CK([O,I]) 3 cfe

proposition 18),

Proposition 18. 8i E est un M-espace de Kakutani, son dual

topologique E' est, pour la norme et l'ordre duaux, un L-espace

de Kakutani. De plus, si E* est le dual algébrique de E , on &

les relations

'Y = gt et ' = ®m'T - gt

Démonstration : Remarquons d'abord que, dans E , les applications
+ = . - o

X > [xf s X =+ X g X > X sont uniformément continues ;

cela résulte des propriétés (NC) et (V) appliquées & la relation

|| xl=lyll< |x-y| , valable dans tout esapce vectoriel réticuléd, et

" o, . + + - - .
des égalités x = E—LEL sy X = lfiuf s« 11 en résulte que
2
-+ - - o ° -~
E = {x{x = ixl} est fermé&, donc que E vérifie les hypothéses
R + +
du lemme 5, En prenant dans ce lemme F =R , on voit que E* = E'

L'égalité E' = E'T = E'T  résulte alors de ce que E' est
le dusl ordonné "relativement borné" de E (ecf. [5]) : si Le<E' ,
i xeE’ , alors pour tout y tel que J|yl<x , on a :
lely) < Y ellvll = ﬂi””!y|”s||ﬂ|"xu.0n voit alors classiquement
|

- T P + P .
(ef. L5]9 171) que E' , ordonné par E' , est réticulé, et que

et @

si LeE' , on a la formule, pour xeB'
[2j{x} = sSup 2(y)
ly|<x

On en déduit que |||2]ll = &2}l de 1a fagon suivante : on

) . +
remarque ¢ abord que si R€E' , on a :

lell = sup 2(x) Sup 2(|x|) = sup 2(y) <« fi2]
[l xls1 I =l <1 yeB

donc : |2 = Sup 2(y) .
yeB
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On a alors

1211l = sup|2](y) = Sup_ Sup (x) = sup £(z) = |[2]
yeB yeB+ ]szy zeB

Donc E' vérirfie (V).

. + - . . . . . +
Enfin, B étant filtrante croissante, on peut écrire, si L eE'

lell = sup ¢(y) = 1im ¢
veB? -

Il en résulte alors que

[e+er |l = 1im (2+2') = 1im ¢ + lim 2" = flo] +]2'] si
B B+ B+
2 et &' appartiennent & Bt s Coled. la propriété (A)
CeQueFasDo

Remarque 19, La propriété (A) impliquant la propriété (NC), on

volt i1nmédiatement que, s1 E est un L-~espace de Kakutani, E
s o . +
est fermé, et les applications x —> |[x| , x = x et

X s X sont uniformément continues.

D'ailleurs, pour un M-~espace comme pour un L-espace, il

- ; s ++’ am L £ o\
résulte des relations x V y = E—XElﬂ—ll s X Ay = X > X2y que

les applications x — x YV y (borne supérieure de x et y)
et x = x Ay (borne inférieure de x et y) sont uniformément

continues,

Ceci permet de montrer facilement, par prolongement de ces
applications, que, si un espace normé E réticulé vérifie (WC) ,
(v) et (F} (resp. (A) et (V)), son complété T est un M-espace
de Kakutani (resp. un L-espace), et que (ﬁ)+ est l'adhérence
dans E de E . Cecl nous servira lors des démonstrations du

théoréme 7 et du corollaire 35,
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Lemme 20, Soit E wun M-espace, et soit E' son dual muni de la

topclogie faible o(E',E) et de l'ordre dual. On pose

K = {e<=B" " ||e]s1) .

- . + o s
Alors K est un chapeau universel de E' , et E' vérifie donc

les hypothdses de la définition 9, De plus, l'ensemble [ = KNE(E'

28t faiblement fermé.

Qégggigﬁgzigg ¢ L'additivité de la norme sur Bt et la faible
compacité de la boule unité de E' prouvent immédiatement que K
25t un chapeau universel de E@+o Pour montrer que I est fermé,
il suffit de montrer que 2(E*T)  est fermé, ce qui résulte du

lemme classique suivant que 1'on trouvera dans [17] :

Lemme 21, Si E est un espace vectoriel réticulé, et £ un élé-

ment de son dual algébrique E* | 1l est &guivalent de dire que ¢

est un homomorphisme d'espaces réticulés de E dans R ou que ¢

. . +
appartient a E&(E¥ )

L. + + .
En effet, la condition ¢e E(E* ) = €E' ) s'exprime alors
au moyen des relations : x» 0 == £(x)3>0 , z = x Y y == ¢(z)
P - o +
= Zup{£{x),%{y)) , etcooo, €t ceci montre bien gue E(E' ) est

aziblenent fermé.

]

CoQasFoDo
Il résulte du lemme 20 gque 1°'on peut définir, comme au lemme
10, les applications AK et u . En fait, on a ici, pour ¢ dans
E'T
L

ae(o) = o], u(e) = Ti]

Le cospectre X = €(K)\{0}de E' s'appellera le spectre de E,

Proposition 22, Soit E un M-espace de Kakutani, K la partie

positive de la boule unité de son dual E' , L(XK) 1a partie

positive de 1a sphére unité de celui-ci, X = €(K)\{0} 1le spectre
de I .
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1) Alors E' est isomorphe, en tant gu'espace vectoriel

réticulé, 4 l'espace MX(Y} des mesures sur X portées par X ,

2t cet isomorphisme est une isométrie pour les normes.,

2) Les conditions suivarntes sont équivalentes

(a) X est fermé (et alors E' est isomorphe & M(X)).

(b) L{X) est une base compacte de gt o,

(¢) La norme de E' a sa restriction & K faiblement continue.

(d) E possdde un élément unité.

3) E est isomorphe pour l'ordre et isométrigue & l'espace

AO(K) des fonctions affines continues sur K , nulles en O ,

Démonstration : L'isomorphie et 1'isométrie entre E' et Mx(i)

o o o6 e TR aw

Montrons l1'équivalence des conditions {(a).cs{d). Au cours de
la démonstration, nous démontrerons l'isomorphisme de E et de
A (K
(x)

(b} == {a) : résulte de la proposition 13,

Ve
(a) == {c) : D'aprds la proposition 13, (a) implique que L(K)
gul est 8CI sur X , vy est alors

est fermé. La fonction A, ,
T [ -
alK~L{K}| est un fermé de K . Donc

=1

8C8, car A, ([a§+w[) = K
ES

Ap o csd.ds la norme de E' , a sa restriction 4 K continue,

{z) == (d) : Soit U 1la boule unité de E' ., Par définition,

K =ung = u" .

Montrong d'abord les relations suivantes, gul nous serviront

ultérieurement 3

]U = co[KU(=K)] = colL{KJU{~-L(K)}] 5 €(U) = XU(=X) .

D'abord, il est clair que colKU(~K)]c v .

Pour prouver lfinverse, 11l suffit de prouver que si 2eU , avec
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i - 7 o : [
el , alors 2eco[KU{x)]e Puisque [of = Jj2{] 5 on a :
+ - o, s
he {+27] = 1 (condition {(A)). Donc
+ o + s
. - -3 3 ¢ s
e ] + |27l « = et m -  gppartiennent 2
h‘» x i N ] Y
e el e e |l
L{K) . D'oll les deux premidres égalités.
ODun en déduit immédiatement que €{(U) = XU(=X) .
8i =% et y sont maintenant deux points de E on z l'équi=-
valence
(a) - X<y <= pour tout LeX , 2{x L{y) '
. s 4 - g
DYautre part, si xeB , on & 1'égalité |Jlxl| Sup<x, >
Lel
qui résulte de la condition {(V}, On en déduit que pour tout x de
E on a
!y v . . ;
VB s xzll = supelxit> |
reX |
Si 11 existe alors un €lément e de E tel que «<e, 8> = 1
. 2 o 3 g
pour ftout L de X , on aura ngcessalirement @ ez0 Heﬁ = 1 3 et
tout x de la boule unité de E , Donc e sera l'élé=-
: de B .
Dong toat revient 4 montrer gu’il existe eef tel gque
. [P . a—qr.-'*l"
<@gy l» = piil pour tout 2 de EF
une fonection linéair e gur EY , 4'silleurs
. + e
neide svec la norme sur E' 3 e est definie par
= )\Kiﬂz I- _‘\“<'er i e
Il faut rtient & F f{considéré
comme sous-ensemble de son bidual}. Pour cela, nous zllons utiliser
Fou
un critére de Ptak quil caract®rise le complété E d'un espace
o
normé E : e , €lément de E'® | appartient &4 E 21 et seulement
51 la restriction de e & ls beoule unité U de EY est faible=-
ment continue {ef, {23j ; en fait Ptak donne un critére général
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pour un espace localement convexe séparé, un résultat classique

o

de Banach nous suffirait ici 5 cf.l[6]),

Nous allons montrer ici que e a bien sa restriction a U
faiblement continue, Comme E est complet, on en déduira que e
appartient &4 E . En fait, on va méme montrer, ce qui nous servira
au théoréme 3, que pour toute fonction f de AO(K) » ©8pace
des fonctions affines faiblement continues sur X , nulles en O ,
le prolongement linéaire & E* de f a sa restriction &4 U fai=-

blement continue. Ceci prouvers done que E est isomcrphe pour

l'ordre {(d'apréds (a)) et isométrique (d'aprds (®)) 4 l'espace
AO(K) s

Soit done fe:AO(K) . Soit (xi) un ultrafiltre sur U ,
t

convergeant vers un point x e U . On peut écrire X, = y,=2. ,
1 i1
Yy et zi appartenant & K . Puisque X est compact, yi et zi

convergent vers y et 2z dans K . Done x

[}

¥=2 o Alors,
f(xi) = f(yi} - f(zi) w fy) « £f{z) = £{x}) , puisque la restric=
tion de £ 4 KX est continue, Donc f{x.,) = f{x}) , et f est

bien continue sur U .

{d} == {%} ¢ 81 e est 1'élément unité de E , pour tout £ de
$ i +
7 on a ¢ 2] = Sup <2,x> = f(e) . Donc L(K) = {2 E' |2]=1}
xeB*
ast l'intersection de E° avec L'hyperplan fermé e ~{(C) , donec

, +
c'est une base compacte de E'
CaloFoDo

Ajoutons que l'existence de l'igsomorphisme isométrique entre

peut se générslissr aux espaces de Banacn E tels

-
1. E est fermé,

2, E' est un L-espace de Kakutani

Ce sont les espaces "simpliciaux™ introduits par Effros (cf, 113]9
[25]}9 et qui peuvent se représenter par une méthode analogue &
celle que nous utiliserons pour les M~espaces, comme des SOUS=-
espaces d'espaces du type C(X) (X compact), définis par des

reiations de la forme



27

F+ *
£(x,) = [f an,  (uge i (X),x e X)

Nous allons déduire de la proposition 22 les deux théordmes de

Kakutani. On en trouvera d'autres démonstrations dans [15], Kl?]n

Théoréme 2, {ler théordme de Kakutani} - Soit E un M=-espace 3

£lément unité, soit X son spectre {compactl). Alors l'application

Yy ¢ B == (¢(X) définie par

vixi(e) = 2(x) (2eE%)

est un isomorphisme d'espaces de Banach rZticulés, gul est une

isométrie, 2t 1'€lément unité de E cgorrespond 8§ la fonction iden=-

-

tigque 4 1 sur X .

Démonstration : En effet, par 1'application Y , on peut identifier

O s B 0% CEA TR WG S D SN TED D S

isométriquement {gréce & (R}) § & un sous-espace fermé de C(X) ,

yiz) .

]

Mais, d'aprés la proposition 22, 1le dual E'Y de E s'iden=
tifie & M{X) par 1l'application » ¢ M{X) == E' : us~>r{u) ,

. § 7

vte de2 u o, et on & ¢ riui{x) = vyi{x) dyu {xeB) »
X

31 i®} est distines de C{X) , par

3
DN
(4]
=
M
ot
8
s

e théoréme de Hahne

1
Banacn on peut ftrouver upe mesurse u  sur X , non nulle, et nulle

sur vi{E! ,
Donec il existe 2 # O dan n? , telle gue 2{x) = 0 pour

Done v(E} = C{X} , et +vi{e) = L , bien sfir,
Enfin, ¥ est un isomorphisme d'ordre gréce 4 la relation (a).

CoQoeFoDo

La situvation est un peuv plus compliquée dans le cas o0 E n'a
o

pas d'unité. Remarquons gue,
aurait pu, pour montrer gue v(E)} = C{

de Stone=Weierstrass, car v{E) &=zt un sous-espace réticulé
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X=canonique est un M-espace de Kakutani. Nous verrons, comme corol-
laire d'une proposition du paragraphe D , qu'un espace K-canonique

fert n'a un é€lément unité que si c’est C(B) tout entier (X = 1),

Wous renforcons ici, gréce aux espaces K-canoniques, le théo-

réme de Kakutani annoncé au début du paragraphe 2 :

Théoréme 3. (2&me théordme de Xakutani) - Soit E un M-espace de

{akutani, et soit X son spectre, X 1'adhérence de celui-ci dans

-y

' , et A et u les fonctions introduites au lemme 10,

Alors l'application Yy : E == C(X) définie par

ylxJ(2} = 2({x) (2e&E?)

est un isomorphisme iscmétrique d'esvaces de Banach réticulés de E

sur l'espace K~canonique fort CX(X9 Ay Ul

5i X est fermé, T est isomorphe & C(X) (Théoréme 2),

esnervawr

5i X = XU{0} , E est isomorphe & CO(X) (X est localement

compact non compact).

Démon:

o emy ww s veS

I, L& cas ou X est fermé reléve du Théordme 2, d'aprés la pro-=
position 22, Si X = X WI{0} , il est clair que, zomme pour le
théorédme 2, v(E) est un sous=-espaces fermé de CO{X> {ou, ce qui
revient au méme, de l'espace des fonctions continues sur X ,
nulles en 0}, et N ‘transporte l'ordre et la norme d'sprds les

reiations (o) et (B).

Mais, dl'aprds la proposition 22 et la proposition 15, EY est

"

bia

s
sororphe 2 MO(X} » On en d&duit, en appliquant le théoréme de

Hahn-3an

o

(9]

.
®

comme pour le théoréme 2, que Y{(E) = CO(X} »

ITI. 1%} Supposons que X {XU{0}) # & . Soit ¥ = X X ., Pour tout
( ) %

vyeYN{0} , il existe ) els que

|7 ‘

yiu{y) , et O<x{y)<1 , u{yleX . 81 ©e¥Y , on peut poser
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2 (0) = 0 ., Alors, d'aprds le lemme 10, X est bien un Gd partout
iense de X , et pour tout xe® , on a bien x(y) = A(y) x[u(y)] R
De plus A est SCI, et u est borélienne (lemmes 10 et 20).
Infin, on a vu que E est isomorphe & AO(K) , et K est un
simpleze. Il résulte alors d'un théordme d'Edwards (ef. [11], [12],
I13j§ {25]) gque si Fl et F2 sont deux faces fermées disjointes
de X , 11 existe f dans A(K) +telle gue Ogfgl , £ = 0 sur
#,, f =1 sur F, . 51 on applique ceci 3 F, = {0} et F, = {y}
o0 ye X , on voit qu'il existe fe.AO(K) telle que OLfLl et
fly) = 1 . Donc il existe =xe E , tel que Osx{2)si Y2 e X , et

x{y) = 1 . De plus, il est clair que E sépare X .

Donc Y est bien un isomorphisme isométrigue de E sur un
sous-espace fermé vY{E] de CX(X9 A, u) , et ce dernier espace

est un espace K~canonigque fort.

2°) Posons F = Cx<is Xy ul
Alors y(E)} est un sous-espace fermd de F gqui est lui-méme un
sous=espace fermé de C({X) .

D'autre part, E' est isomorphe & Mx(f) .

Soit ¢ 3 F' = Y{E)'" 1'application restriction.

Snit ty : y{E}' - E' 1%application transposée de ¥y .,
Soit r 3 MX<§) 3 E¥ 1%isomorphisme du théordme 1 ,
Soit 8 3 Mx(f)v wep- F?'  i'gpplication u -~ 08(n) définie
sar  O{u}i{f) = (£ ap .
Posons ¢ = e@r“latv : Y{E)! e PP
5) Montrons que ¢o¢ = identité de y(E)'

Soit mevy(E)! et vixlev(E) ,

On a les &galités successives ¢

=1 % wl k.
<polor o Y(m)@y(X)>Y(E> Y(E)r = <Ber Toy(m) v (x),
3 ANy e

i

=1 + ., =
jy(x) d[r l@ Yim)j = <tY<m)sX>

]

(2> (m) v (2
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Y
E 2%-ym)chN§}

B y(m) e

ﬁﬁ 8

Donc $°6°r“l°ty(m) = m pour tout m de Y(E)' .,

b) Nous allons montrer que ¢ est injective. Puisque ¢$o¥ = Idy(E)

il suffit de montrer que ¥ est surjective. Pour cela, il suffit

de montrer que 6 est surjective,

8oit & dans F' ., Il existe u de M(X) , telle que
B!F = § , c.d.d, telle gue pour toute f de F on ait

ff du ropt °

.Ls —

en 0 , si O appartient a X , on peut toujours prendre w de
0

<L, f> Comme toutes les fonctions de F sont nulles

telle sorte que u({0}) = .

ful

8i uw est positive, définissons U comme suit : si g

appartient 4 C(X) , on pose

Wlg) = [x g du + f” Xk(y) e[u(x)] auly) »
N

Ceci a un sens, puisque A est SCI bornée et u Dborélienne,

. ~ . N + = . : .
I1 est clair gque W appartient & M (X) . 81 u n'est pas posi-
tive, on pose T = u =u , et pe M(X) .

Pl -

3i g appartient & F , on wvoit que l'on a
Wlg) = { g au + f“ gly) au(y) = Jwg du = <,8%5 oy s
X AKX X ?

Montrons que 7§ est portée par X . Il suffit de montrer que, si

+ = ~ .
ve!l (X)) , avee u({0}) =0 , ¥ est portée par X .

- w(1) = f 1 du + f~ AMx) du(x) = J_A dy  (car A =1 sur X)
X XNX X

£

- On a la relation A{x) = |x|| = Sup,<x,a> = Sup a(x) , si xeB',
aeB aeB
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~ ~ + 3 i
Donce f A du = Sug [_u du {(car B est filtrante croissante),
X
Or [ea an = J o du + f_ A(x) m[u(x)] du(x)
X X\ X

= fxa au + fixxa(X) du(x) = [ia du

Comme Sup [,“ du f_(Sug o) du , on voit que [~x au = I
B X X B X

X

A d

- Donc [”(l-k) d% = 0 . Comme Asl , § est portée par A-l(l) = X

X

Done¢ W appartient 3 MX(X) o

Donc, pour toute &£ de F' , on a construit 7 dans Mx(i)

telle que pour toute f de F on ait If ay = <Eal>n pros codsds
L]

telle que 6(%) = 2 . Donc 6 est surjective. Par suite ¢ 1l'est

aussi, et ¢ est injective.

¢) Il résulte alors du théordme de Hahn-Banach, comme au 1°), que,

si Y(E) est un sous-espace fermé de F , et si l1l'application
restriction ¢ : F' —= y(E)' est injective, alors y(E) = F
= Cx(f, A, u) o

CoQeFoDe

On peut remarquer qu'il n'était pas a priori évident que W
8tait portée par X , car 1l'application u , quoique borélienne,

peut n'étre pas M-mesurable au sens de Lusin.

Remarque 2k,

1) Il résulte des travaux de Boboc et Cornéa ([3]) et de ceux
de Davids ([10]) que, si K est un simplexe métrisable, et si
X, et x sont deux points de €(X) , il existe une fonction f
de A(K) , nulle en x, » valant 1 en x , et telle que Ogf<l

sur K-~{x} .

On voit alors, si E est ségarable (et done X et X

métrisables), en prenant X, = 0 et xeX , que l'espace



Yxex , feCy (X, A, u) telle que r{x) =1
iz} .
Dy dit slors gue l'espace C (i, A, u) es

X

I ) e

& montré trds simplement (ef. [13]

on a 1'égalité
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Ogf<l sur

t Kwcanonigque strict.

) que, si K est

o o ~ P - o - Y
UKD a7y =ife c[B(K)]|Y xetlk) , £(x) = v (1)}
2(X) P
ot p_ est la mesure maximale de barycentre x {(portée par ¢€(K))
%
. . . ~ 1 o
lemasrguant gqu'lici, si xeX , ux = “Lﬂo + (lwﬂxﬂ)e s et que
% o
sy
, T - .
Qgtf) = 0 gl fe:AO(K) , done que u_(Ff) = A(x) fiu(x)] , Oon voit
gqufon peut dérontrer par une autre
y(E) = Cx{ﬁ, A, u) , dtaprés la proposition ).

Hous avons choisi la mé&thode utilisce ree nu'elle s'applique
telle guelle & la réciprogue que nous allons montrer maintenant.
Dow Le mran] réclprogue.,

le 4theorsmwe de Kakutani gue nous citions au début de
o hhe purtie, le sous-espace & de (€(Z} , 4 compact,

& comme suit : A

congues, et on fe donne une Tamille de triplets

et X et x' appartenant 8 Z et A x To
o o o o =

o o ~ oy - d el A » f

o= C\@,XQQX%,AU,A) = {fe'C(a)lvcieJx: J(X;) =

ons vy que 1l'on pouvaiit wnréciser ce
L fonctions boréliennes A et ul), Ii

egt un ensenble

d'indices quel=-

(x ,x' ,x.) ,

o‘oeld

21[ 3 on a alors
v, flx )} (et [15])

résultat (en uti-

2talt 2 priori
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évident que Z et la famille (xm,x&,hm}a ne pouvaient &tre

€A
quelconques, puisque construits canoniquement & partir de 1l'espace
E abstrait,

1 .
Exemple. Z = [0,1] s A = [N¥* | Rn e (xn) est une suite quel-

conque dfirrationnels, les xé forment une numérotation bijective
des rationnels de [0,1] . On voit alors facilement que
C(Z,xn,xg,%,m*) = {0} . Or, si on pose X = [O,l]\Q, A= 1 sur X

k(xé) = % R u(xg):xn , on a bien X = Z , u est borélienne,

X = le(l) est un G§ s mais N nfest pas BSCI, et {0} ne

sépare pas [O,lj .

I1 peut méme se faire que 1l'espace C(Z,xusx&,aQ,A) soit un
espace du type CX(X, As u) , ol la seule condition non vérifiée

soit la condition de séparation,

Exemple. X = [0,1] , X = [0,1]\@ . Soit ae X , fixe. Soit {x3

une numérotation des rationnels de [O,l} .

L'espace des fonctions continues sur [Osl} vérifiant
£(x_) = (1-2) £(a)
n n

est un espace Cx(i, Ay u) , ol

W : X\X —% X est définie par u(xn) =a Y n,

s X =+ [0,1] est aéfinie par A(x) =1 si xeX ,
1

’A(Xn)=l"°ﬁe

Alors A est SCI , A"7(1) = X est un G; dense, u est

borélienne, Mais l'espace CX(X, A, u) est réduit a {0} : en
effet, de la densité des (xn) on déduit que VY x f(x)

) = % f(a) = f(a) on déduit que f

i

f{a) , et

de la relation f(x 0

{it

2

Les espaces du type CX(Eg A, u) ne sont donc intéressants
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que si on suppose l'hypothése de séparation, c.d.d. si ce sont

des espaces Ke«canoniques,

On peut alors se poser le probléme suivant : soit

E = CX(§5 X, u) un espace K-canonique. La construction du théoréme
3, qui montre que E est lsomorphe & un espace CY(§, Aty ut) o,
redonne~t~elle la situation initiale, c.8.d. peut-on identifier X
et Y , X et Y s A et A' . u et u' ? Une forme &quivalente

de ce probléme est : 1l'image de X par le plongement canonigue |
de X dans le dual de E est=-elle le spectre de E ? Nous allons
volr gque la réponse affirmative &quivaut au fait gque E soit un

espace K-canonique fort,

I1 restera un probl@me ouvert : tout espace K-canonique est-il

Kecanonigue fort ?

Proposition 25, Soit E = CX{§@ A, u) un espace Kecanonigue.

Les propriétés suivantes sont fquivalentes 3

{a) E est un espace K-canonique fort ;

+ D - X
{v) Sup, f{x) = alx) (B boule unité positive de E)
feB
{e} Lo spectre de E est isomorphe & X 9par Le plongement. canos

nigue de X dans E' ;

{d} E' est isomorphe pour 1l'ordre et isométrique & l'espace

MX{X} par l'application "restriction des mesures',

{e) H5XWEQ = 1 pour tout x de X .

Bémonstratégﬁ H

. . +
(a) == {(b) ¢ Soit xe¥X . Il existe f,eB  telle que
£ (x) =1 = x{x} .
1

Done Sup, flx) = Alx) =
feR
. — . . +
Soit xeX~(XU{0}) ., Alors u(x)eX , et il existe £,€B
telle que fo[u{x)] =1 , Alors fO{x} = a{x) fg?u{x}} = A{x) .
A

+
Comme pour toute £ de B , f(x) =

(x) flulx)] <2 (x) , on voit

que
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Sup, f(x) = x(x) .
feB
Enfin, pour toute f de g* , fla) =0 si X = 0 ,

(b) == (c) : Boit 6 : M

définie par

X(X) —3s E' 1'application restriction
6(u)(f) = u(f) . Zlle est linéaire
positive,

Alors, la méme démonstration qu'au point b) de la démonstration

- ~ a 3 ° + + o
du théoreéme 3 (qui n'utilise que ¢ Sup B = X , et B est fi1l=-

trante croissante) prouve que 6 est surjective.

-+

soit K = B! = (1B 2]ls1} , L(x) = B el k]l = 1},

p<
i}

€(K)~{0} 1le spectre de E .,

Soit 6 : X —> E' l'application x b éx o Alors X

est homéomorphe & son image &(X) , qui est incluse dans K .

Chaque 5x étant un homomorphisme d'espace réticulé de E dans IR

appartient & €(E'T) (cf. lemme 21). De plus, on a :

“5 ” = Sup, 6 _(f) = Sup flx) = x(x) .
x rept X fe B’
Done, si xeX , Héx” = 1 , et éxe;L(K) .

Done &(X)cL(K)ONE(E'T) = v .

Il reste 34 montrer que Ycd8(X) , Soit yeY . L'application @

gtant surjective, il existe u de Mx(i) telle que 6(u) =y

En se plagant dans E' , cela revient & dire qu'il existe u portée
par 6(X) , donc par Y , telle gue pour toute f de AO(K) R

u(e) = £ly) .

S5oit X' 1l'application 2 «m&'iiRH définie sur EB' ., Sur Y ,
At o= 1,
Donec u(l) = fx' du o Mais Sup,<f,2> = A'(2) =||2] ¥ 2 € K , Done
feB

+ - .
jx' du =‘JA' dy - [A' du = Sup, u+(f) Sup,_ (f) =

feB fel
+ P + -
= lim u (f) - 1i (£) = lip(u =u ) (f) = 1lip u(f) = lip £(y)
B$ B? M ;m H ;T ' it R

B
Iyl =1

H
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(car B est filtrante croissante). Done u{1) = 1 , et par
suite u(f) = f(y) VFf<Al(X) , c.8.d. que la résultante de
est y » Comme u et Sy appartiennent & MY(f) , il résulte
du théoréme 1 que u = 5y . Comme u est portée par S(X) , il
en résulte que 8y est portée par S§(X) , donc que y ed(X) .

Donc on bien 1'égalité &(X) = 7Y .

(e¢) == (da) : 8i 6(X) = 7Y , il est elair que 6(X) = Y . Par

suite, puisqu'on sait que E' est isomorphe et

isométrique & MY(Y) , on voit que E' est isomorphe

et isométrigue 3 MX(X) .

{d) === (e) 3 ctlest évident.

rd

{e) == (b) z,S0it x dans X o

Alors A(x) =1 = ||s_|l., = Sup,<S§_,f> = Sup, f(x) .
x'B feB’ ¥ feB”
Soit x dans X . Alors on a 3
Mx) = A {x)s l., = Sup, <x({x)¢ , > = 3up A(x)f[u{x§=8up £{x)
ul{x)"E rent u{x) rent rent

Donec on a bien Bup ¥ = Ao

{c) == {a) : Si X est isomorphe au spectre de E , cn sait par
le théoréme 3 gue pour tout x de X 1l existe
f de BT telle que f{x) = 1 ., Donec E est un
espace K-canonique fort,
CoQeFosDe
Dans |24], nous donnons une démonstration directe de (a) = (d)

ntutilisant pas le théordme 3.

Corollaire 26, Soit & = CY(X’ A, u) un espace K-canonique fort.
& NN t—
Alors :

a) le procédé de construction du théordme 3 redonne X, X, X et u.

b) E est égal & C{X) tout entier si et seulement si il posséde,
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en tant que M=espace, un €lément unité.

c) 8i X est métrisable, § est un espace K-canonique gtrict.

p -

a) D'apré&s la proposition 25 ; on sait que (X)) = Y ,

s
est le spectre de E , E est isomorphe & CY(?3 Aty u') . On a

. - - - +

done Y = §(X) , et, sur Y , Sup B = x = A' , Donc
¥ 3 .

al{y) = TGT S A{y) = u(y) , et par suite u = u' ,

b) résulte alors du théordme 3, et c¢) résulte de la remarque 2k,

C&Q,@FQD&

E = Le probléme du "meilleur quotient”.
Deux exemples,
1) Soit B = {rec([o,1])]|£(0) = £(1)} . Alors on voit que
§, = 84 5 et le procédé du théordme 3 consiste a faire le quotient
de [Ggll par l'identification de 0 et 1 , Il en résulte que
¥ o 3 Py [
E, est isomorphe 2 V(Tl) .

O 1 . . _ 1 .
2) E, = {fe CLOgl]]f(O) o gf(l)} « Alors on obtient 6? = 3 51 3

3

o

spectre X est ]0,1] , et X = Iagl} s ¥ o= {0} , »{0) = 5

Soit ¢ : E s El s Pp{f) %) = Flx) = (1)

2

rofx

3 cfest une

bijection lin€aire bicontinue de E, sur &, , et on obtient done
ke

e

un isomorphisme de L, sur c(mr.) , et Eg est ainsi caractérisé

comme un espace plus simple que celul fourni par le procédé du

théoréme 3. Plus généralement :

Proposition 27, Soit E = CY(X5 A, u) un espace Kecanonigue fort,
£

Si wu est injective et si Xwyx est fini, alors, si % gst l'espace

compact obtenu en identifiant les points v et uly) ,

¥}

fto

V vyeiX(XU{0}) , il existe une avplication linéaire bijective
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bicontinue de E sur C(Z) si 0¢X , sur C (Z) si O0<X

( CO(Z) est l'espace des fonctions continues sur Z nulles en
0) »

Démonstration : Soit Y = X X . Pour tout yeY {0} , soit ¢
une fonction continue, telle que : O s¢y<sl s & [uly)]

¢y(z) =0 YzeY , et ¢y[u(z)] 0 Y zey~{0} , 2 #y (p%r
exemple, Supp ¢yc:Vy voisinage de u(y) qui ne coupe YUu|Y¥-{0}

quten uly) , et supp ¢yr)supp ¢, = g V zet {0}, z #y) .

]

Pour toute de E oposons

v(f£)(x)

i

f(x) =~ z : [l—k(y)] ® {x) f[u(y ] . Alorg on a

ch‘\{O}
£(y) = v(£)[uly)]

Il est clair que V¥(f) appartient & C(X) , et que y{(f£)(0) =0

it

v(r)(y)

si 0eX . Donc Y (f) passe au quotient par identifiaction de ¥
et uly) , et définit 7T(f) de ¢C(Z) ou de CO(Z) .
Lt'application ¥ : E == C(Z) ou CO(Z)
est linéaire injective.,
¥ est continue
19Ce) s el sup[2 + 52::, o (x)] <2lg]
X ve¥{0}

dgone  [[¥] <2

VU est surjective : si geC(Z) ou CO(Z) , On pose

e

(y)

- o

£{x) = g(x) + 2._4 [1=2(y)] ¢VCx)x §T§7
veY {0} :

(on considdre g comme fonction sur X', égale en y et uly)) .

Alors fe C(X) , fly) = x(y) fluly)] pour ye ¥~ {0} , £(0)
si 0eX , et P(f) = g &

Enfin, ¢~ est continue. Cela résulte du théordme de Banach

(cf, [6]), mais c'est évident directement :



Lo

“ﬁ-l(g)ﬂs ' sip[l + 25:3 ¢y(x)x T%;T]

yeY {0}
197 <2 + E BT <
ye¥\{0} My

CeQeFsDo

Remarque 28, Bien entendu, ¥ ne conserve pas l'ordre.

Le probléme se pose de savoir si l'on peut généraliser cette
proposition. Si 1l'on conserve l'hypothése de finitude pour Y ,

on peut supprimer l'injectivité pour u .

Exemple. E = {fe c[0,2]|f(0) = %-f(l) y F(2) = -lg-f(l)} .

1 1

u(0) = u(2) =1, x(0) =5, A(2) =5 .
On raméne d'abord .g & avoir méme valeur enm O et 1 ¢ on pose

i}

g(x) = £(x) - Zo(x) £(1) ,

o ¢ est une courbe en cloche autour de 1 . Puis, ¥ &tant une

courbe & deux cloches autour de O et 1 , on pose :

h{x) = g(x) = %w(x) g(o) ,

-~

et on obtient h(0) = H(l) = h(2) « La fonection h appartient &

¢(Z2) , oi Z est un espace compact "en 8"

On utilise donc le fait que u”l(x) est fini si xeu(¥Y~{0}) ,

pour procéder de proche en proche,

Par contre, la démonstration de la proposition 27 devient

fausse si on supprime l'hypothése de finitude pour Y .



Contre~exemple, E = {feC[0,1]] y n2l , f( L )

En particulier, si f=E , £(0) = 0 ,

Soit ¢n une famille de fonctions en cloches, & supports

disjoints deux & deux, autour des points %ﬁ s et nulles aux

Y
e

points 1
= 2n+1l

o0

Posons, { fekE

glz) = p{(£){x) = f£x) = nél (lné) ¢n(x)><f(%§) , continue car

1
f(*é-g) — O,

L) - opelo) = gk
elzmer) = flamay) = els)
1 1 1
ﬁg(gg} = nf(§gyi} = f{§§} —s 0 quand n e ©
Soit Z le quotient de [0,1] obtenu en identifiant ?%TT
et %K , ¥ n3l . Alors ¥ ¢ E = CO(Z) est linéaire injective

continue : ||¢|l<2 , comme dans la démonstration de la proposition

27. L'ensemble Im §y est l'ensemble

F = {ge:COCZ} | 1im ng(%g) = 0} ,

neex

Zn effet, on a Im yecF , bien slir. 8i geF , posons
T 1 \
£(x) = g(x) + ] (1==) ¢ (x) ngl

1) o Cette fonction est bien
n=1

continue sur [O,l] , car ng(&=)} == 0 guand n === <« , Donc

£ appartient &8 E , et ¢(f) = g évidemment.



L2

Or dire que ¢ ¢ F =~ E est continue équivaut & dire

—

que F est fermé,

En effet, c'est évident dans un sens (F &tant isomorphe &

'espace de Banach E , F est complet, donc fermé), et dans 1l'autre

cefest le théoreéme de Banach,

Identifions CO(Z) a 1l'espace des fonctions continues sur

. s 1
[O,l] snulles en O , et vérifiant f(EHTT) = f(%;).

Montrons que F n'est pas fermé,

F est isomorphe & l'espace des fonctions continues sur [0,1] ,

s e 1 1 1 . .
vérifiant g(EF:T) = g(§3) et ng(EH) + 0 quand n = « (ceci
= g(O) = O) ®
o s s 1 1 . <4
so1t h 1la fonctlpn constante sur E?H:I s 5;] s €gale a 7§
. e . s 1 1
sur cet inte -
ntervalle, et linéaire entre P et Sarl * Cette fonc

tion appartient bien & CO(Z)

i
'

|
| !
|1 1
2n+l 2

n

Alors h n'appartient pas & F , car

lim nh(%z) lim vVn = 4+

n-»oo n-+ow

Or soit gp la fonction continue qui coincide avee h sur

4

i l o - l o - s
L2p+l 3 l] » qul est nulle sur [O, ES:E] s €t lingaire sur

T l]e
2p+2 * 2p+1! °

1 1 1
2p+2 2p+l 2p

Alors g, appartient & T , et ﬁhugpﬂ = w0 quand

Vp+l -1
p == +e, Donc F n'est pas fermé, et ¢ nfest pas
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continue. Pourtant A et wuw sont injectives, et ul[Y<{0}]U [¥Y\{0}

est un sous-~espace discret de X .

Donc, dans le cas général, il ne semble pas possible de
trouver un "meilleur quotient” que celui fourni par le théoréme 3,
sur un espace compact résultant de l'identification des points x

et u(X) ®

D'autre part, si l'on veut conserver l'ordre de E , le

"meilleur quotient” est évidemment celui fourni par ce théoréme.

F - Complément sur les espaces de Banach réticulés,

Définition 29. Soit E un espace de Banach réticulé vérifiant

(NC) et (V). Un_sous=cdne T de EY est ait étrangement riche si
+
¥xes  , 3 (x)

deux, tels que :

nell ? xne:F » ¥ n et les X, €trangers deux &

g”xn” <o et x =

o~ §
"
=]

(si (A) est vérifiée, on a alors | x| =

= 1)

O~ 8

Définition 30, Soit E un espace réticulé. Un sous~cdne T de

+ . . . . + : -
E est dit module de domination si VY xeE |, 3 VR tel gue

Y ¢30 , ] z_€ ' tel que Oxk X=2_< €Yy § on dit gque y domine x
modulo I : x<y (mod I') .,

Proposition .31, Soit E un espace de Banach réticulé vérifiant

o + Ve o
(NC) et (V). Tout sous=cdne T gde E étrangement riche est un

module de domination.

Démonstration : Soit xeE . Alors x = E X s Z”xn“ <o o Soit

- o o 2w camp o ens @ aw

a >0 , a #+ = , telle que ) annxn”<w » Soit y = ) a, X o

Montrons que x<«<y (mod T).
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. + +
Soit ¢€>0 , Posons z, = (x=ey) + Alors zse:E R
z€>~x - €y , c'est=d=dire x = Z, S €Y o Comme dans un espace
. + .
réticulé x = x est croissante, O« x-z_ o Il reste 4 montrer

que z_ appartient & T o

N . . - +
Or, gréce a (NC) et (V) , 1l'application x = x est

continue dans E ., Donec

]+

, n
z_ = (x-ecy) = (E(lwean)xn)+ = 1im | [(1l~eca

€ )X
n-=ro pgo p p

parce gue les X, sont étrangers deux 3 deux,

On a donc ¢

2 +
z, = lim b} (l-ea_ ) x_ .
1 >0 p:O P P

Or ap A + » , Done ] n, tel que

-5.
prn . (l-«sap) =0 , pgn b, lmsap?roo

€

Dioul

CeQoFoDos

Proposition 32, Soit E un espace réticulé nmuni d'un sous-cone

+ . . . . .
r de E qul _est un module de dominsgtion. 81 T est une appli-

cation linéaire positive de B dans un espace vectoriel archi=

P ° 4
gédien F , alors pour tout x de E , on a :

R

T{x} = sup T{z)} .
zel
ZgX
+ . . + N
Pour tout =x de E 5, 11 existe y dans E el gue ¥ e>0

u
4 zg de I tel que O < x=z_g ey , donc T{x) = gT(y).sT(zg)
£ T(X)e
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Soit oeF , a>T(z) , Yzel , z<cx &

Alors az.T(zE)z'T(x) - €eT(y) , done a = T(x) p=~eT(y) , Ve o

Donec o »T(x) , car F est archimédien,

CeQoeFuDy
Exemples.
-~ + - .
1° E = Ll(X,u) . Le cdne T =1tta 1L est étrangement riche.

Si feL:}_ » on peut écrire

£ = Jfx Lincrens1} = RS
2° E = MO(X) s espace des mesures bornées sur X localement
+ “ N
compact.,. I = MK s cone des mesures 20 & support compact, est

gtrangement riche j; on a en effet :

o= zux 1, g » ou (Kn) est une suite
n+l "n
croissante de compacts.
+ . . .
3° E = CO(X) ;) I = CK(X) est un mosule de domination : si

fel , et si &>0 , on pose :

n_ = (feevF)Ter .

Les simplexes de Bauer.,

Nous allons appliquer les théorcmes de représentation fonc-
tionnelle d'espaces de Banach réticulés a4 des espaces de fonctions
continues sur un compact. Pour illustrer la méthode que nous sui=-
vrons, nous allons commencer par démontrer directement un théoréme

de H. BAUER sur les simplexes (cf. [1]).
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Définition 33, Un convexe compact X d'un espace localement

convexe séparé E est dit simplexe de Bauer si c'est un simplexe

dont l'ensemble €(X) des points extrémaux est fermé.

Théordme 4, (BAUER), Soit X un convexe compact d'un espace loca-

lement convexe séparé E , et soit H 1l'espace des fonctions af=-

fines continues sur X o

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) X est un simplexe de Bauer ;

(b) X est un simplexe, et l'application x - L (mesure

maximale de barycentre x) est continue de X dans M(X) mnuni

de la topologile vague ;3

(e) Pour tout x de X , il existe une mesure 30 de masse 1 ,

v_ , unigue, vportée par €&(X) , de barycentre x ;3

(d) H est réticulé pour son ordre propre défini par
H = {feH|f(x)>0 , VxeX} ;

(e) Toute fonction de C[ﬁ(X)j peut €tre prolongée en une fonction|

P e e

{a) ==» {c) est bien clair.
{(e) == {b) . Pour tout x de X , il existe 1. maximale de
barycentre x ., Or 1w est portée par €(X) . Donc My = V., et

ux est unique. Done X est un simplexe.

N o + e . . o
Lfapplication x =—> M _: X = Ml[/e(}iﬂl est bijective, et

sa réciproque est continue {car, sur X , la topologie de E

coincide avec ©(E,E')) , Donc x = B, €s% continue.

(b) == (e) . Soit fe Cc[&(X)] . Soit =x dans X ., Posons

f(x) = Hx(f) s Ou U, est la mesure maximale de barycentre x ,

o~

portée par <€(X) . Alors Tfel , car x = v, est continue, et
f prolonge f

®

{e) == (d) . Soit r, : H —> c[&(X)] 1'application res-
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=triction, S1 £ appartient & H , alors £330 == rﬁ(f)z—o s

Mais r est surjective d'apré&s (e). Or sup f = sup £ car
X &(x)
F = fxeXlf{x) = sup £} est une face fermée de X , donc
X

FAE(X) # ¢ . Done r est injective, et 30 <= rH(f)sz s Donc
l'ordre de H est celui de C[E(X)] , qui est réticuléd.

{8} == {(a) . 8i on munit H de la norme uniforme, H est
un M-espace de Kakutani avec la fonction 1 comme élément unité.
Done H est isomorphe 3 C{Z) o#, si K est l'ensemble
frem el €1}, 2 = 6[L(X)] , car L(K) est fermé, et est une

base compacte de H‘f""g’w 3
+ o .
L(K) = {28 |2]] = 1} (ef. proposition 22),

Soit ¢ 3 X mede HT 2 ox e éx s Alors X est homéomorphe & son

image ${X) , convexe compact pour o(H®,HE) , inclus dans L(K) .

Mais, si feH , f£20 sur ¢(X) &= 30 sur 2 &= £330 sur
L{K} {ecar L{XK) = co{(Z)) . '

Donc, d'aprés le théordme de HAHN-BANACHE, 4(X) = L{K) .

Done X est isomorphe & ¢(X) = L(K} qui est un simplexe

o R
{H® réticuld, et 2 Ffermél.
Donc ¥ est un simplexe de Bauevr, et Z = $[€(X)]

CeQeFoDo

Remarqgue 34, Nous avons en fait démontré que la frontidre de

Choguet de l'espace H des fonctions affines continussg sur un
convexse compact X d'un espace localement convexne séparéd E , est

2{X} , et prouvé 1l'équivalence :

H est réticulé &= toutes les fonctions de C[£{X}] sont

H=résoclutives @@= X est un simplexe de Bauer.

Nous utiliserons la méme méthode au paragraphs suivant pour

un espace de fonctions continues sur un compsact guelconques, On sait
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d'autre part qu'un simplexe X tel que (X) soit non fermé est
caractérisé par le fait que l'espace H est un espace simplicial
(au sens 4'EFFROS, ef.[13]), mais n'est pas réticulé.

L, Le probléme de Dirichlet lorsque H contient les constantes,

Théordme 5., (BAUER). Soit X un espace compact. Soit H un sous=

espace fermé séparant de C(X) , contenant les constantes., Soit

.
S{H) sa frontidre de Silov,

1° Les propriétés suivantes sont &quivalentes :

Pl + P ° P
(a) H ordonné par H est réticulé ;

(v) r (H) = c[s(8)] ;

(c} ry 2 H - C[S(Hl] est un isomorphisme isométrique d'espaces

de Ranach réticulés,

2° 81 H vérifie ces propriétés, aslors :

rowe

() QH est réduit a4 {H}

(pd =(H)

S(H)

)

(y) xes(dH) & Y £, geld , inf[f(x),g(x)] = (fAg)lx) (fAg

NP +
note la borne inférieure de f et g pour lfordre de H ,)

Démonstration :

1° I1 est elair que (b) == (c) == (a) (ef. Lemme 2), Mon=-
trers que{a) =% {(b) ., Si on note [ f|l 1la norme uniforme sur H , H est,
muni de cette norme, un M-espace de Kakutani & élément unité : la

fonction 1 . On munit H' de o¢(H',H) . Donc si
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)

L = f&gﬁ’+iﬁﬂu 13 , 4(L) = Z est compact, et H est isomorphe

& ¢{2) (théordme 2),

Soit ¢ : X —> L 1l'application x = Sx « Alors X est
isomorphe & ¢(X) ., Socit Y 1'enveloppe convexe fermée de &(X) ,

compacte, S1 feH , on a 3

f»0 sur L &= >0 sur Z &= £30 sur ¢(X) .

Done, d'aprds le théordme de HAHN~BANACH, ¥ = L , et 2 = &(¥)ed(X}

On a donc

Z = 3(H) = E(H) {(proposition 1),

[

et puisque H est isomorphe & C¢(2Z) , rH(H) = ¢fs(u)] .

2% (&) résulte du lenme 2,
() a été vu au cours de la démonstration du 1°,

(Y) résulte de ce que 2 = $(X)N&(H'T) , et du lemme 21,
) CQQQFQDS

Corollsire 35, {(Théordme de Stcne-Weierstrass).

1%} Soit H un sous-espace séparant de C(X} , contenant les

constantes 3 si H est réticulé pour son ordre propre, les pro=-

priétés sulvantes sont €guivalentes 3

{a) ®H = C(X) ;

(b} B8{H) =X

i

?

{a) E(H)

il

X

{d} H est un sous=-espace réticuld de C{X} .

2°} Inversement, un sous~espace réticulé de C(X) , séparant, et

contenant les constantes, est dense dans C({X) »

Démonssration :

o o e o am e oo o e

(e} == (b) d'aprds la proposition 1.
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(b} == (a) da'aprds le lemme 3 et le théordme 5,1°),

(a) == (4) d'aprds la remarque 19, car H est un M-espace
-~ o o + hoy + -
pour l'ordre défini par H ={(H = c(x)’ , donec pour l'ordre ordi=-

naire de C(X) gqui prolonge celui de H .

{(d) == (c) d'aprds le théordme 5,2°) (&) et (YY) &
CoQoeFsDos
Bien entendu, on s'est servi déj3d une fois de facon implicite,

dans ce qui préecdde, du théordme de Stcne~Weierstrass : pour éta=-
blir le théordme de représentation intégrale de Chogquet, on utilise
le fait gque l'espace S=38 des différences de deux fonctions
convexes continues sur un convexe compact Y est dense dans C(Y) ;
ceci résulte directement du théoréme de Stove-Weierstrass, préci=-

sément de l1l'implication (d) == (a) qui est classique.

Nous allons donner 1'énoncé d'un autre critdre, a4l aussi &
Bauer, pour qu'un espace H vérifie les conditions du théoréme S5,

Pour une démonstration, on se reportera & {l]9 {2]0

Définition 36, Soit H un sous-espace séparant de C(X) . 8i «x

appartient 3 X , on appelle mesures H-harmonigues du point x
ae . .

les mssure%““ﬁﬁ(ﬁx} portées par S(H) {(ecf., §.1). On notera

g&;(%y} leur ensemble.,

Lemme 37. Sous les hypothlses de la définition 36, on a :

O&;(SX) # & pour tout x de X
Cela résulte immédiatement du théoreéme de Krein et Milman
appliqué au convexe compact Y = ES{@(X)} introduit & la proposi-

tion 1

Proposition 38. (BAUER). Scit X un espace compact, et H un

soug-espace séparant de C(X) , contenant les constantes, Soit N

le plus petit cdne conveéxe fermé de C(X) stable par enveloppe

o - o ey
inférieure et contenant H 3 posons H = N0 ({~N) , Alors on a

1'2auivalence des propriétés sulvantes
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™~
(a) H =H s et tout point de X ne posséde qu'une seule mesure

Heharmoniqgue,

(v) c[s(m)] = ry(8) .

')

On voit facilement que l'hypothése H = H est nécessaire en
prenant comme exemple pour X le bord dfun carré de m2 et pour

H les traces sur X des fonctions affines sur Bz °

Llespace H est l'espace des fonetions sur X affines sur
chaque cdté du carré., Alors C[S(H)] = rH(ﬁ) , mais rH(H) est
strictement plus petit que C[S(H)] ;3 pourtant chague point de X
ne possdde qu'une seule mesure H=harmonique (S(H) est l'ensemble

formé par les quatre sommets du carré),

Définition 39, Supposons que H vérifie les hypothéses de la pro=

position 38, et soit By la mesure harmonigue d'un point x . Nous

définissons la relation y«{x sur X par :

¥y <4{X &= SBupport de gyc Support de Mo e

Alors vy 4{x est une relation de préordre sur X .

On appellera part de x l'ensemble P{x) = {yly «x} »

Lemme 40,

1° Pour tout x , P{x) est fermée.

2% P(x) = {x} <& xesS(H) .

3° Pour tout x , P(x)NsS(H) # ¢ .

Ce lemme résulte du lemme 42, ci-dessous.

Proposition 41, {Principe du maximum strict)., Scit f dans H ,

Si f atteint son maximum en un point x , f est constante sur
la part P{(x) de x .

Cela résulte du fait suivant (lui-méme facile & prouver) :
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N

Lemme 42, S8i Y est un convexe compact dans un espsce localement

convexe séparé E , notons FX la plus petite face Ffermée de Y

contenant un point x 3 alors, si Y est un simplexe de Bauer, on

a l'8qguivalence

yeF, <= Supp Wy @ Supp #,.

ou vy et W sont les mesures maximales de barycentres y et X

aserren pren b4 e

En effet, on plonge X dans Y H'® (ef, rroposition 1),
P

Dans Y , l'ensenmble
Fo= {ylely) e o(x)) = {yl£(y) = =
est une face de Y contenant x , donec il contient F o Donc

¢ "HFN(x)] = f“l[f{x)jp ¢'1(FX(W¢(X)I = P(x) , et par suite
f = £{z} sur Px) .

Le lemme 40 est alors immédiat.

CoQoFaDo

Remarane 43, 831 Y s=st un simplexe qui n'est pas un simplexe de

Bazuer { €{Y} aon ferm&), alors le lemme 42 est oxn pénéral faux,

Le probléme de Dirichiet dans le cas linésirement séparant,

arant de

Dans cette partie, H est toujours un sous=—e:d

c{x) mals on ne suppose plus qu’il contienns les ool tes, Mais
? PP P q _

8o
o
¥
8
o RY

511 existe une fonction b de H strictement posii gspace

7

H/h des f£/h , pour £ dans H , contient les constanites. Mais

[¥5
Jrod

ne sépare pas nécesssirement X . Diol 1'intrcduction de la
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condition de séparation linéaire, plus forte que la séparation,
Dans la suite nous noterons H/h et hH respectivement 1l'espace
des f/h et celui des hf (feH) .

Définition L, Soit H un sous-espace de C(X) ., Nous dirons gque

H est lin€airement séparant si

(zs) ¥Yx#y, YreR, I feH telle que f(x) # rxf(y) .

5i H est séparant, et si leH , alors H est linfairement sé-

varants

Lemme 45, S1i H est un sous-espace séparant de C(X) , soit ¢(X)

l1'image de X dans H' par l'application x = 6x o

8i H' est muni de of(H',H) , le cB8ne convexe fermé engendré

: + . .
par ${(X) est H' . C'est aussi celui engendré par Y , enveloppe

sonvexe fermée de ¢(X) .

’ + -~ “
En effet, £» 0 sur ¢{(X) «==> £3>0 sur H? (théordme de
HAHEN~BANACH) .

Le premier probléme qui se pose est de savolr si O appartient

L7 oar

»
& '&aﬂ.;n

Proposition 46. Sous les hypothéses du lemme L5, considérons les

propriétés

{(1) H#=H -~ H ;

{2} H'Y est saillant ;
(3) oé&e(x) 3

(b} O&Y 3

(5) Les fonctions de H n'ont pas de zéro commun ;

(6) Il y a dans H wune fonction strictement positive 3

4
(1) =u a une base compacte,




Alors, (1) = (2) , et si (2) est vraie :

(3) &= () e (5) & (6) == (7) (et (4) & (6) dans

tous les cas).

Enfin, (6) == (1) .

(1) = (2) , (5) &> (3) et (4) == (3) sont évidents.
D'autre part (4) &= (6) grdce au théorédme de HAHN~BANACH. Si
{(2) est vraie, et si OeY , alors Oe€(Y) donec O« ¢(X) . Donc
(3) == (k) si (2) est vraie. Enfin (6) == (1) est facile,
et {6) == (7) est clair ¢ si h>0 sur X , {Re’E*+[£(h) = 1}

+
est une base compacte de H'

CaQoFeDs

Définition 47, Soit H wun sous=espace de C(X) , linésirement sépa~|

rant. On appelle frontidre linéaire de H 1l'ensemble L(H) défini

par

L{E) = {xe X

ped (X) et wu(f) = £(x) ¥ fel = yu = 8.y .

Le résultat de base est df & G. CHOQUET (ecf. [7]) .

Proposition 48. (CHOQUET). Soit H un sous=espace de C{X) , liné-

airement séparant.

1° LiH)ecEBE(H) , et 81 leH , L(H) = E(H) .
2° Pour tout hs 0 de C(X) , L(H) = L(hE) .
3° L{(H) = (Y E(nE) .

>0

}’}gq(x‘)/ s e >
4° Les propriétés suivantes sont éguivalentes

(a) L(E) # 8 ;

{b) Il existe h> 0 dans H ;

(¢) H =18 -8,

+ .
{a) =&H* est saillant.

5¢ 8i L(H) # ¢ , alors pour toute h>0 , L(H) = E{=) .
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Démonstration

1° Evident.

2° On a les équivalences suivantes :

() £ w(£) = £(x) , ¥ fel & (8) : [egnlx) g

i
2]
»
<
e}
M
a3y
sl

(A') + p= 8 &= (B') : n(x)

i
T
o
&

xeL(H) e {(A) == (A')} &= {(B) == (B')} &= xeL(hH) .

3° L(H)<c E(hH) , Yh>0 de C(X) , &'aprds 1° et 2°,

Soit =x¢L(H) . Alors 3 W, >0 telle que px(f) = f(x) , ¥ fel ,

et W _# 5 . Mais 3 heC(X) , >0 , telle que h(x) x i;.l‘. =1 .,

+ .
s Alors vxele(X) s V. # BX s+ 81 hfe hH ,
(hf)(x) » Donc x¢E(hH) .

Posons v _ = h(x)x
vx(hf) = h(x) p(f)

s

4° et 5° L'hypothése (LS) implique que H sépare X , et

que les fonctions de H n'ont pas de zéro commnun,

D'aprdés la proposition 46, (b)) = (c) = (d) = (b) .
3i {(b) est vraie, H/h sépare X , et contient 1 , donec, d‘'aprés
20

5

L(H) = E(%) 0 .

Donc (b) == (a) .

Supposons (b) fausse. Alors O appartient & Y ., Or O
n'appartient pas & ¢(X) . Donc { w>0 sur X , non ponctuelle,
telle que w(f) =0, ¥ f=H . Donc,

Y xe X , (u+6x)(f) = f(x) , ¥ f=H ,

Done L(H) = ¢ . Donc (a) == (b) , et 5° est démontré.,
CoQoFeDs

Remarque 9. Il est facile de voir que, si L(H) # ¢ , on a 3
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L(E) = #(x)Nne(u'’) = vaga’)
{(apré&s plongement dans H') .

Théordme 6. Soit H un sous-espace de C(X) , fermé, lin€airement

. +
séparant, et réticulé pour l'ordre de H . Alors :

1° L{H) est fermée, non vide ;

2° On a 1'éguivalence : xeL(H) &> (fAg)(x) = inf{f(x),g(x)]
¥ f=H 3

3° L'application restriction : H == C[L(H)] est bijective ;

L°  Pour toute h>0 dans H , L(H) = S(%) = E(%) o

- . . . L +
En effet, puisque H est réticulé, on : H=H - H .,

a
Donc L(H) # # . Soit h>0 , heH . Alors %

est réticulé, sépa-

rant, et contient 1 ., D'aprés le théoréme 5 , l'application

H H
r T e C[S("E)J

est bijective. Dol la conclusions

CaQeFsDos

Corollaire 50, (KAKUTANI). Soit X un espace compact, Tout "sous -

espace réticulé” de C(X) , linéairement séparant, est dense dans
c(x) o

Corollaire 51, (CHOQUET-DENY). Soit X wun espace compact. Tout

sous~céne convexe de C(X) , semi=-réticulé inférieurement et liné-

airement séparant est total dans C(X) . (cf. [8]1),
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6., Frontidres d'un cdne convexe de fonctions continues.

Définition 52. Soient X un espace compact, C un cdne convexe

de fonctions continues sur X

On appelle frontiére de Chogquet de C , l'ensemble

B(C) = {xelee:M;(X) et wW(f)3f(x) , YfeC = p = 3 }.

v
On appelle frontidre de Silov de € , le plus petit fermé

maximisant pour C , S(C) , g'il existe.

Un théordme de Bauer affirme l'existence de la frontidre de
gilov dans un cas trés général, pour un ensemble de fonctions
semi-continues supérieurement (cf. [l], f11] ou [lS}L Nous n'au-
rons besoin que d'un cas trds particulier (et MOKOBODZKI a montré
que le cas général pouvait se ramener 3 celui-ci). Nous utilise=~

rons la méthode des convexes compacts ordonnés pour démontrer ce

cas particuliler.

-

Soient E un espace localement convexe séparé, et K un
convexe compact de E . On suppose que E est ordonné& par un

. .t
¢éne convexe saillant fermé E .,

Lenme 53, K ordonné par 1'ordre induit est inductif vers le bas

et vers le haut. On posera :

i}
i
i}

MK ) {xezK[(x+E+)(\K fx}}

{xe K|x maximall

{xeK](X~E+)Q K

It
1}
il

Ju(K) {xe K|x minimall {x}}e
Clest immédiat.

Proposition 54, Soient A 1le cdne des traces sur K des fonctions
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affines continues sur E , croissantes, et AO le cOne des traces
sur K des fonctions linéaires continues sur E , positives
+
- n Y — .
(AO = B » A= A+ R) « Alors on a :

E{(A) = E(AO) = OMYK)OE(K) ; s(a) = S(AO) = B(A) .

Toute fonection de A ou de AO atteint son maximum sur E(A) .
Démonstration : D'abord, il est clair que les fronti&res sont les
mémes pour A et Ay o
1° Soit f arppartenant & A , et soit m = max f(x) ; la
e gy - xeX
propriéte
fx]f(x) = m} N SW(K) NEK) # @
se démontre de la facon suivante : on applique le lemme de Zorn &

la famille ¥ des variétés d'appui de K définie par :

(1) velxlf(x) = m}
Ved & (2) V est variété d'appui fermée de K
(3) Y xeVNK , (x+E7)nKev .,

La variété fx}f(x) = m} appartient & F , et F , ordonnée par
inclusion, est inductive vers le bas., Un &€lément V minimal est
réduit & un point {x} (par 1'absurde, avec le théordme de HAHN=-
BANACH). Alors x appartient & OR(K)N&{(K) . Donec f atteint

son maximum sur ML(K) 0O &(K) .

2° M(K)NE(X) est donc maximisant.
Soit F un fermé de K maximisant, et soit a e Jic(K) N 4(K)
Suprosons aéIF. Alors a¢<} , enveloppe convexe fermée de F
(car a= &(K)) .

a e MK) = (a+ET)NK = fal .
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Done (a+E")NG = ¢ , Donc 3 fe A telle que fla) =0 et f<O
sur G , et G n'est pas maximisant. Donc ae¥? , Donc
éfﬁTEGE(§SC-F , et &(K) O M(K) est bien la frontidre de Silov
S(A) de A,

3° (a) E(A)c 4(K) résulte de 1la définition de E(A) , et de

la remarque 34,

(b) Si yeK , y>x , alors ¥ fei , Sy(f)z,f(x) y et
3y # B, .
Done xg E(A) . Donec E(A)c OR(K) . Par suite, E(A)c &(K) a Ae(K) .

(¢) Réciproquement, supposons que a c&(K) O2M(K) , et que
agE(A) .
Donec, 1l existe wue M;(K) s u F 5& , telle que u(f)» f(a) pour
tout £ de A ,

Soit Db le barycentre de u . Alors beX , u # § et

aeé(K) ; donc b # a .
Dr, si aed(X) , v é& a+E’
Donec il existe f de A telle que f(a) =0, £{(b)<0 , soit :

u{f) <f(a) , ce qui est impossible. Donc on =

(K) O (K)c E(A)
CeQaFon

Remarque 55. On peut aussi appliquer le lemme de Zorn & l'ensenmble

des "faces croissantes” incluses dans l'ensemble {x|f(x) = m}NK :

L est une face croissante de K si I est convexe fermée et

vérifie

(a) L est une face ;

(8) x,e L, x,eK et x,3x, = x,&l .

Cette méthode permettrait de montrer que la proposition 54 est aussil

valable pour le cdne A?K) des fonctions définies sur K , affines

continues et croissantes,



Proposition 56, Soient X un espace compact, et C un sous=-cdne

+ < st o
convexe de C (X) , séparant, et vérifiant :

(c-c)t = ¢ .

Alors la fronti®re de Choguet E(C) de C est non vide, toute

fonction de C stteint son maximum sur E(C) , et E(C) gest la

frontidre de Silov S(C) de C .

De plus, E(C)c E(C-C) .

Démonstration : On plonge X dans (cuc)'™ par l'application

~

& : X ~> Sx , et on applique la proposiiton S5k & (C=C)' et &
l'enveloppe convexe fermée Y de ¢(X) dans (C=C)' muni de la
topologie de la dualité et ordonné par (cac)t™

CoQsFaDs

On peut aussi énoncer ce résultat sous la forme suivante :

Proposition 57. Soit H un sous-espace séparant de C(X) , véri=-

fiant

(a) Alors E(ET) # ¢ , S(E') = B(d') , toute fonction de K

. . L
atteint son maximum sur E(H )

(b) E(-H') # 8 , S(=E') = E(=H') est le plus petit ensemble

iy

- - . B + . + .
fermé minimisant pour H » et toute fconcticn de H  atteint son

. . . +
minimum sur E{-H ) ,

(¢) E(E)UE(-H )ec E(H) .

C'est & peu prés &vident : si Y est l'enveloppe convexe
fermée de ¢ (X) dans H' :

E(E) = €(Y) 3 E(8Y) = €(yx)n o%(y) 3 E(-B") = &(y)asu(y) .

CeQeFoDo

Remarque 58, $Si les fonctions de H ont un zéro commun a , alors
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]

E(-E') = {a} .

. P . + .
31 une génératrice extrémale d de H' coupe Y , suivant un

segment [a,b] , alors b«sE(H+) et aeB(-H') .

Lemme 59. Soit E un espace localement convexe séparé, ordonné

+ P . 5 . +
par un cdne E fermé, Si X est un chapeau universel de E

alors ¢
M(K) = g(k)\{0} , co-spectre de E (cf., définition 9), et
J(K) = {0} .

Cl'est immédiat,

7. Le probléme de Dirichlet dans le cas général d'un espace réticulé

séparant,
Nous allons appliquer les résultats du paragraphe précédent
un scus-espace de C(X) réticulé pour son ordre propre.

Théordme 7. Soit H wun sous-espace fermé et séparant de C(X) ,

vérifiant :

. . +
(R) H est réticulé pour l'ordre de H 3
+ + . .
(r) B = {feH |Jf]l€1} est filtrante croissante,
Alors

. s ' ot + .
1° La frontidre de Choguet de H ¢ Z = E(H ) est non vide,

cfest un Gﬁ de 7 = S(H+)

Z est inclus dans E(H) ,

[0)
c -

Y xeZ , V£, geld on a: (fAg)(x) = inf[f(x),g(x)] .

1l

. N +
frontidre de Silov de H . De plus,
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Toute fonction de H atteint le maximum de sa valeur absoclue

{(ponctuelle) sur 2

2° Les restrictions des fonctions de H & 7Z forment un

espace K-canonique fort

CZ(E, A, u)

et la restriction est un isomorphisme isoméirigue d'espaces de

Banach réticulés.,

3° 8i les fonctions de H n'ont pas de z&ro commun, alors

inf a{x)>0 .
&z

4° 81 X est métrisable, l'espace K-canonique de 2° est strict,

2.8.d, VErifie de plus

YxeZ , 3 feH telle que f(x) =1 et fly)l<l , Yy # x

) . . + -
Démonstration 3 1° et 2° S8i feH , notons f et £ les fonc=

D - - -

tions £ = £fv O , T = (~T)VvV 0 . Posons
w(e) = flev (=o)lly, «

31 if! est la valeur absolue ponctuelle de £ , on a

0 g |l sfv (~f) . Donc on a 1'inégalité :

o] ¢ wlr) o

(%]
D'autre part, on voit trds facilement que la condition (F)
est équivalente 3 : ¥ £ , gl , lfvgl = sup(f£l,{lgll) » D'ou

n(g) = sup( e, 27l

¥ est, sur H , une norme plus fine que la norme uniforme Nfﬁ »

Soit H 1le complété de H pour la norme N , Il est facile

de voir que c'est un M-espace de XKakutani {cf, remargue 19).
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Dans H' , on posera

i

K=feeci "I lele1l , et 2

de ﬁ.)e

#

€(K)~{0} (Z est le spectre

D'aprds le théordme 3, H est isomorphe & CZ(E, A, u) pour
l'ordre, et c'est une isométrie (pour les normes : N sur H et

uniforme sur C(Z)) .

Soit x dans X . L'application 5x est linéaire continue
sur H muni de la norme uniforme, donc sur H muni de N , done

se prolonge en 5Xeiﬂ .

On a méme SXeH'+ s et [ngﬂsl , donc SxeK . Soit &

Lona—.

l'application ¢ x -2 Sx « Cette application § : X == K nmunie
de ©(H',H) est un homéomorphisme de X sur &(X) , car, comme

H sépare X elle est injective, et elle est continue. De plus,

3
sur 9(X) , o(E',H) coincide avee 6(H',H) (séparée sur (X)) .

P —‘T" -~ + -~
Le céne H est 1'adhérence de H dans H (ef. remarque 19)
pour la norme N , dong pour la norme uniforme sur 2 , donc sur K.

Donc, en tant gue cdnes de fonctions continues sur K , il est clain

que gt et H'  ont méme frontidre de Choquet dans K , Or celle

prem—

4
de HT est 72 (lemme 59 et proposition Sk)., Donc c'est celle de H

. +
Ory; 83 f=H

N(f) = sup flx) = sup {fy §_ ) = sup £(&) .
xeX 3 _2%(X) X £e¥

, : .. + :
Done $(X) est un fermé maximisant pour H , Donc Z c4(X) .

i
u
=

o]
Y
=+
Y
H

i
w
o

o]
g
o
»
)

ko

-

B
©
¥
]
!

Scit f dans H . On a : N{7f)
A Z

Or, sur < :

(f'Ag)(EZ) = inf[e(x),g(x)] , ¥ £, ge¥ .
Done, sur 2 :

£t o= sup(f,0) et £ = sup(=-f,0) .,
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D'ou
N(f) = sup|f| = max|f|s”f”°° .
Z Z
D'ot N(f) = ||fll , et H=TH , H' = H' , etc... autrement dit

I est, pour la norme uniforme, un M=-espace de Kakutani isomorphe
a CZ(Z’ A, u) .

D'aprés la proposition 56 (ou la proposition 57), Z est donc
frontidre de Choguet de H' dans X , et, de plus Y feHl , |f|

atteint son maximum sur 2 . Le reste de 1l'énoncé de 1° et 2°

résulte du théoréme 3.

3° 31 les fonctions de H n'ont pas de zéro commun, il résulte

de la proposition 13 que inf A(x)>0 .
xel
4° Enfin, de la remarque 24, on déduit que, si X est métri-

sable, l'espace CZ(E, A, u) vérifie la propriété de 1l'énoncé.

CeQoeFsDo

Remarque 60,

(a) Le sous-ensemble de C(X) :

*

H = {|n|]heH}

v _
posséde une frontidre de Silov : Z = S(¥H) .

(b) La réciproque de 3° est fausse.

Exemple : X = [a,l] s Ogag)l , et H est l'ensemble des traces sur

X des formes linéaires sur R .

H' est isomorphe & R , K & [0,1] , ¢(x) & [a ,1] , Z =12 &
{1} , et H & C(2Z2) c.a.d. & R

—~—

Done A = 1 . Pourtant, si o = 0 , les fonctions de H ont un

zéro commune

(c) En général, Z # E(H) et 2 # E(-H') . Dans l'exemple

précédent



Z = B(EY) = {1} , E(~E") = {o} , E(H) = fa}uil} .

(a) Inf(f,g) et fAg coincident non seulement sur 2 ,
mais aussi sur tout point de ¢(X)T\€(H'+) (caractérisé par cette
propriété). C'est la raison pour laguelle il est faux que, lorsque
H est un sous-espace réticulé séparant, H soit un espace
K=canonique sur X , Un contre-exemple est fourni par l’esgace B

de (v) {cf. & ce sujet la proposition 64 et la remarque 65)

il

Nous avons wvu gue toute fonction de *H flhilheHY atteint
—_— ~
son maximum sur Z , et a donc Z pour frontidre de Silov. On a

de méne :

Proposition 61. (Principe du maximum positif). Toute fonction de H

gui & un maximum >0 1'atteint en au moins un point de Z , Donc,

si

= fnenln # o},

'
H* & une frontiére de Silov ¢

[#]
Pre™

=)

e
g
H

03y

@

" s . + - . +
Démonstration : Soit hel , h=h «h . 501t m=max h >0 3;
. . +
il existe =xe % tel que h (x) =m Or, sur Z , l'ordre propre
% %0 ° - du +
et l'ordre ponctuel coincident., Donec h (x) = 0 , hsh=h {(x) = h(x).

Donec

h{x) = max h .
CeQoFaDe
On peut préciser la nature de Z lorsque l'espace H , outre les
hypothéses du théoréme T, vérifie l'hypothése de séparation liné-

aire,

Proposition 62, Soit H un sous-espace fermé et séparant de C(X) ,

vérifiant les hypothéses (R) et (F) du théordme 7, et, de plus :
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(Ls) H est linéairement séparant.

Alors

(a) 72 est identique & la frontidre linéaire de H .,

Cette frontidre est fermée, et

X Z = {fA g]{x) = inf[f(x),g(x)] .

(b) La restriction H == C(Z) est un homomorphisme iso=-

métrique d'espaces de Banach réticulés de H sur C(Z) .

C'est immédiat 4 partir de la proposition 48 et des remarques
Lo et 60 (a).

Remargque 63,

(a) Sous les hypothéses de la proposition 62, il est faux que
+ . . . . .
E(H) = E(H ) , c'est-3~dire que la fonction l=H . Mais il existe

h.€H telle que h

0 1 sur Z .

Hi

0

Exemgle H

2

XeR® ¢ X = {(1,0)}L){(0,l)}\J{(%, )}

Wit

. . . 2
H est l'ensemble des traces sur X des fonctions linéaires sur R7»

H' est isomorphe & R2 : K

—~

i

{x|+]yl«1¥n{x20}n{y20}

Z = {(1,0)}VJ{(0,1)} est fermé, c'est L(H) . Mais 1&H .

(b) A partir de la proposition 62 on retrouve le corollaire

50 du théordme 6,

i

Exemple s X = [0,1] , H = {fe:C(X)ff(%) %f(l)} (exemple de la
remarque 1lh4), C'est un espace X=canonigue fort, et H' est isomor-
phe & l'espace de mesures MZ([O,l]) ol Z = [O,l]\{%} . On voit
alors que 2Z = [Oil] . E(-E") = [o,1[ , B(H) = s(H) = [0,1]
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Proposition 64, Soit H un sous=espace réticulé fermé et séparant
+ . .
de C(X) . Alors Z = E(H j existe, c'est un G, de X , et la

restriction

H = (%)

est un isomorphisme isométrigue d'espaces de Banach réticulés de H

sur un espace K-canonigue fort

De plus, A et u ont des prolongements & X

~

£

—

X = [0,1] , <1 sur X\Z , semi-continue inférieurement,

Ers

¢

X\NZ = 7 , borélienne,

tels que

H={fec(X)|¥ yex\z , £fly) = Ay) £[Ty)] (et £(a) =0 si
K(a) = 0)},

et o2 sont les seules "relstions linfaires bi-ponctuelles" que

vérifie H ihormis celles gqui se déduisent algébriquement de

- +
Cela résulte de la remarque 61 (da) : ¢(X)c€(H* ) , donc
¥V vyedlx) , vy #0 ,3 ﬁ(y}e:}ﬁgll et TUlyle Z tels que
y = X{y) Wly) « Alors l'application y =» A(y) = XKiy) (efs
lemme 10} es8t SoCoie, et I1'application y =—— TU{y) = 3;%?7 est

borélienne, Sur 2 s A = x s U= U . De plus Z =st un Gé de X

]
+
et non seulement de 7 , parce que ¢{X)c€(H' ) .

Enfin, H est bien l'ensemble des fonctions f de C(X)
vérifiant les relations f{y) = X(y) f[ﬁ(y)] , parce que la res-

triction & Z #&tablit une bijection entre H et CZ(EQ Ay U) s
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I1 n'y a pas d'autres relations du type f(y) = kf(z) parce
que  $(X)e &(H'T) (cf. lemme 10).
caQthDo

Remarque 65. H n'est donc pas, en général, un espace K-canonigque

sur X , Ce serait vrai si X = Z , c'estwd-dire si ¥ xeX , ¥V V

voisinage de x , §J yeV tel gue :
R
{(t(z)»£(y) , V fel '} = {z =73} .
I1 y a de plus un moyeén commode d'obtenir l'ensemble 2 & partir
de H . Ceci est important, car la détermination de Z permet de

réaliser le dual de H .

Proposition ©6. Soit H un sous-espace réticulé fermé et séparant
de C(X) .

Soit A{x) = Sup f(x)
0gfgl

feH

.« + .
Alors la frontidre de Choquet de H est exactement l'ensemble

z = A"H(1) ,

et l'application restriction & de MZ(X) dans H' , définie par

<g{u),f> = If du

est un isomorphisme isométrique d'espaces de Banach réticulés.

Cela résulte immédiastement des propositions 25 et 6k,

Nous allons voilr maintenant comment on peut appliquer ce quil
précéde aux cas des sous-espaces réticulés fermés quelconques de
C(X) , non nécessairement séparants., Nous serons amenés 3 utiliser

une technique largement inspirée de [19] o
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8. Application & 1'étude des sous=espaces réticulés non séparants
ds c¢(x) .

Théordme 8. (KAKUTANI). Soit X wun espace compact, et H un

sous=espace réticulé et fermé de C(X) (non nécessairement séparant)

Alors les €léments de H vérifient une famille de relations

de la forme

i

-3 ¥
*(Xi} Ay f(xi} Y

et g1 on considdre toutes les relations de cette forme qu'ils véri-

fient, H est exactement 1l'espace des fonctions continues véri-

fiant ces relations.,

C'est ce théoréme,qul généralise le théoréme de Stone-~Weiers-

trass, que nous annoncions au paragraphe 2,C.

Jémonstration : Si H est séparant, ¢'est la proposition Gk,

D

S8inon, soit R 1ls relation d'équivalence sur X définie par :

xRy &= Y fed , £lx) = £{y) .

o~

Soient X = X/R le quotient de X par R , et ¢ : X =3 X

l%application canonique sur le guotient. Toute fonction ¢ de H

passe au quotient en f sur X , continue, et H = {f|feH} est
P
un sous-espace séparant réticuléd et fermé de C{(X} . Le théorénm

2 £ > g
sera démontré par la proposition 64 si on sait gque X est compact.
o 3 o~
Pour cela, 11 suffit de montrer gque X est séparé,

'
. = H . . ~
Soit ¥ : X =~ IR 1'application : §N~w@~ (£(%) T
. . , .. . H < . 5
Cette application est continue injective, R est séparé, donc X
ast séparé.

CeQsFouDos
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Bien entendu, si H n'est pas fermé, H est l'espace des
fonctions vérifiant toutes les relations de la forme

f(xi) = Ai f(xg) (Rie'[Oﬁl]) vérifiées par les éléments de H .,

Nous allons étudier de plus prés le compact X et le sous-
espace E de c(X) introduits dans la démonstration précédente.

Nous nous plagons d'abord dans le cas 4 'un sous-espace H quel=-

PR +
conque, vérifiant seulement H = H = H+ o
Définition 67. On pose, si x et yeX : xRy &= f(x) = £(y)

Yfel . C'est une relation d'équivalence sur X . On notera R(x)

la classe d'éguivalence d'un point x 3 c'est un ensemble fermé.

Soit X l'espace compact guotient de X par la relation R ,

$ l'application canonique de X sur X 3 soit H le sous-espace

de ¢(X) isomorphe & H par l'application T A= f = ?'o P o

—~

C'est un sous-espace réticulé fermé et séparant de C(X) .

Enfin, on notersa C, le sous-espace de c{(X) isomorphe a

o~
c(X) par l'application T~~~ £ = Ff , ¢ . C'est un sous-espace

fermé de C(X) , contenant les constantes.,

Définition 68,

o +
a)} On aprellera pseudo=frontiére de Choquet de H l1'ensenmble
+
)

PE(H ainsi dérfini g

PE(HT)

+ + 2z
= {xe}(]uel‘ﬂ(}() s, u(f)»f(x) ¥ feH == u est portée
par R(x)}

b) L'ensemble des fermés saturés pour R et maximisants pour

+ . . . .
H est inductif vers le bas pour l'inclusion. On appellera pseudo-

. s Yo + ‘ . . P
frontidre de Silov de H 1'ensemble PS(H') » 8'11 existe, défini

. . o s + P
comme le plus petit. fermé& maximisant pour H et saturé pour R .

) + +
Lemme 69, Soit H un sous-espace de C(X) tel que H =H =~ H ,

et H # {0} . Alors on a 1'dgalité

PE(HT) = ¢“1£E(§+)] ‘
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Démonstration :

WD R ) e WO W G O D W O

a) o H[E(EN)]cpr(r")

s o ~e -v.‘.. .
Soit y wun point de ¢ l[E(H )] s Soit Ue;M;(X) , telle que
+ .
u(f)>» £{y) pour toute f de H ., Soit v = ¢{u) , mesure de

Ml(X) « Alors, si Fe @™ , on a @
V(T) = w(Foe) = ule) > 2(y) = T[o(y)] (car Foo = reu’) .

Or ¢(Y)€=E(E+) » Done v = 6¢( ) e Le support de v étant 1l'image
par ¢ du support de u f{ef. [5]9 b)), celui-ci est inclus dans

- : +

¢ l[¢(y)] = R{y) - Done y appartient & PE(H ) .

v) PE(ET) ¢~ [e(E)]

. + . . +
Soit y dans PE(H ) , et soit ¢(y) . Soit v dans Ml(X} »
~ A ~ I 2 )
telle que v(f)> f[o(y)] ¥ f de H . La mesure v définit une

forme linéaire positive 2 sur le sous~espace Cp de c(x) , et
la fonction 1 appartient & CR o Done il existe une mesure positive
¥ sur X telle que UIC = 4 ., Comme <2,1> = v(1) = 1 s U appar-

R
tient & Mi(X) o Il est clair que v = ¢(u) »

. ~ +
o1t £ = f o ¢ dans H  Alors on a
u{f) = v(f; o oly) = f(y) , pour toute f de ut Puisque ¥y
+ . . »
appartient & PE(H ) , il en résulte que u est portée par R{y) .

Il s'ensuit que v = ¢(u) est portée par ¢(y) , done v = 6¢(y) .

-~

Donec ${y) appartient & B(E7) .
C.Q.F.D,

Proposxtlon 70, So0oit H un sous=espace de C(X) tel que

+ . v
Ho=H - H et H # {0}, Alors la pseudo=frontilre de Silov de H

+

existe, ¢’'est le plus petit fermé saturé® pour R contenant la

N , + . ,
pseudo=fronticere de Chogquet de H  (elle-~ci es8t donc non vide ;

. + . .
de plus, toute fonction de H atteint son maximunm sur cette der-

nidre,

Cela résulte immédiatement de la proposition 57 et du lemme 69,
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Aprliquons les résultats précédents au cas ol H est un sous=-

espace réticulé,

Corollaire 71. Soit H un sous=-espace réticulé fermé de C(X) ,

g % {0} . Alors PE(H') existe, c'est un G, de X , et si on

)
pose

Ax) = Sup f£(x)

Osfel
fel
+ o)
salors PE(H ) est exactement A l(l) » De plus, pour tout =x de

PE(E") , il existe f de PE(H') telle gue Osfsl et £(x) = 1 «

Cela résulte des propositions 64 et du lemme €9, car si on

pose A(X) = Sup Flx) (¥eX) , il est clair que A = X o ¢ o
0sFs1
fell

-y o + o : . o ov
On peut méme voir que PE(H )} est 1'intersection d'une suite

déceroissante d'ouverts saturés pour R ,

~

Nous allons, comme & la proposition 66, essayer de donner une

représentation du dual H' de H en termes de mesures sur X .

Corcoliaire 72, Soit H un socus~espace réticulé fermé de C(X) ,

-~ o ~ s " + o
ron réduit & {0} . Soit Z = PE(H ) , soit Cp le sous-espace de
C(X) formé des fonctions constantes sur chaque classe d'équiva=

A

z son orthogonal daus MX)

lence pour R , et soit C

Alors 11 existe une bijection linéaire canonigue

A g MV(X}/Cl - HY
£ R

€ment

qui est un isomorphisme dordrc et une isoméitrie. Plus wrécis
MZ(X)fCi désigne 1'image canonicue de MZ{X} par l'application p
R

de M(X) sur l'espace quotient M(X)/CL 3 il est muni de 1'ordre et

de la norme guotients. L'isomorphisme & est alors défini par




<9£p(g)],f> = ff du (f= H) &

Démonstration H

D o > GoF o B o

1) Notons encore ¢ l'extension de 1l'application canonique de

¥ sur X aux mesures ¢ 3 M(x) = M(X) . Sa transposée t¢

ae

[

o~ ~
st définie par te¢(f) f o ¢ « Elle induit un isomorphisme d'ordre

@0

et une isom@trie de C(%ﬁ sur CR o L'application ¢ est surjecw
. . . ~ + o, . o +
tive, et si u appartient 3 MR(X} s 11 existe v de Ml(X)

telle que ¢{v) = u

Soit ¢ 1'isomorphisme de C; sur M({X) +transposée de o,

application +¢ considérée comme application i valeurs dans C_ .

R
C'est un isomorphisme dfordre et une isométrie.
Soit T 1'isométrie canonique de M(X)/CL sur Cé » Nous
R
poserons 8 = 9y o T . Soit p 1la surjection canonigue de M(X)
sur M{X}/ .1 o
c
R
p T ¥ ~
Alors, pour toute u M(X) e M(X)/ e (01 e M (X )
de M{X) , on a : %“‘3-§m_m_,,//”;f
o
- t
o fptu)] = ¢lu) /q’%}’*—\
L ~
C(X) =2 C, ==  C(X)
{car t{T,n) = j , injection 3 : £o
canonique de C, dans c{x}).
- 8 est linéaire, biljective, isométrique.
- 80 est positive : soit u telle que pl{ul>»0 . Alors il existe
v > 0 telle gue p{u) = p(v) , et @ [p(u}j = ¢(v) 20 .
/ O
P . -
o 60* est positive : Soit 7 = 50L9<N)J = ¢{u) 20 »,» La mesure
7 définit un élément de Cl . On peut le prolonger en une mesure V
sur X , positive., Donc ¢(p) = ¢{v) = v , et p(u) = v{v} . Done
p(h))o ©

2) L'espace MZ(X)ZCL est par définition p[M (X}E °

R

brd
F£]



Th

On a l'inclusion : eb[P(Mz(X)y]C Mz(i) , ol 7 désigne 1l'ensemble
$(Z) , frontidre de Chogquet de ¥ .

En effet, soit p(w) , pour p portée par Z ., Alors
o, [p(»)] = ¢(r) est portée par 4(z) =% (cf. [5],b)).

37.8) Soit ue'M+(X) , telle que ¢(p)e.M§(X) « Alors pesM;(X) R

En effet, si ce n'était pas le cas, on aurait >0,

: s Mxz
done ¢(p}X\Z) >0 et portée par X~Z . Donc ¢(n) ne serait pas

portée par 7 .,

b) Si pew, (X) ,oe M (X) , et si m=9v sur C. , alors

Z
+
ngﬂx)@

Cela résulte immédiatement de a) (ce serait faux si v n'était
pas positive),
L) On a 1'dgalité eoTp(MZ(X))] = Ma(X) .
. . +,~
Il suffit, compte tenu de 2), de montrer que si ﬂ@;Mg(X) .

il existe pe M (X) telle que ¢(p) = 7.

La mesure n définit un élément £ de C Puisque C

 F
R ° R
)

. . . +
contient les constantes, il existe yw de M (X telle que p = ¢

N +
sur C_ , donc telle que ¢(u) =T . D'aprds 3).a) , gezMZ(X) R

YR
3 = o HY b Mo ¥ ° # 3 1
5) Soit el SOIP[MZ(X)] s p[MZ(X)J — AZ(X) Lfapplication
8, est linéaire, bijective, isométrique.
6) 6, est positive, c'est évident.
7) 611 est positive : si ne:M;(f) , on a vu en 4) gu'il existe
u  de M;(x) telle que ¢{u) = m , Donc 1plu) = ezl(n)a 0 .

8) 61 est donec une isométrie qui est un isomorphisme pour

l'ordre. Soit & : MZ(X) ~ H' 1'isomorphisme isométrique de la
- o o ~ ° o o -~ *
proposition 66, et soit B : H' =% H' 1'isomorphisme isométrique
-1 -
transposé de (t¢o ) s H == H ,

|H



75
Alors © =8 o § o 6, MZ(X}/Ci -3 H' est l'isomorphisme
R

isométrique cherché,

~

3i we M, (X) , il est clair que 0[p{u)] est dérini par

<ofp(u)] > = jf dv (feH):,
CaQeFaD,

Renmargue 73,

a) I1 y a un isomorphisme canonique vy de M,(X)}

2w (x)n ek
'z R
sur p{%z{x)j « Grace au point 3)b) de la démonstration précédente,
on volt facilement que Yy est un isomorphisme pour l'ordre. Mais
si on munit les espaces quotients des normes quotients, vy n'est

pas en général une isométrie : on a seulement ”Y!‘$1.s

b} 81 u et VEZMZ(X} , et si u = v sur H , alors
o(u) = ¢(v) : en effet, ¢(u) et o¢(v) colincident sur H , et
sont portées par 2 3 l'application € : Mz(i) —3 H' dtant

injective, on en dé&duit : ¢{u) = ¢{(v) .

T1 en résulte l'existence d'un isomorphisme naturel ¢ de

sur Mv<X}/q¢~ Cet isomorphisme est positif, mais il n'y
&d &

&, & priori, aucune raison que & le soit,




it
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