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INTRODUCTION. 

Nous étudierons ici quelques espaces vectoriels topologiques de fonction~ 

entières contenant les classes olassiqueso Par exemple i 

E espace vectoriel topologique des fonctioru! entières, muni de la topo­

logie de la convergence compacte (convergence uniforme sur tout compact). 

Er 
J dual topologique d.e E1 est E, espace des fonctions entières de 

0 

type exponentiel ( f E'. E 
O 

# 3 .A, B E'. m.+ tels que V z E:: a: l:r( z )l ~ .A exp LB [z 1 ]) • 

Pour f E:: E et FE'. E, 
0 

<J:, F> == (F(:O.) ., f)(o) où F(D) est l'opérateur de déri-

vation lié à F 

F(z) 
oo n 

= ~ a z 
n==O n 

00 

F(D) = ~ 
n:::O 

a 
n dzn 

C espace des fonctions: a:_..,. œ continues> tendant vers zéro à l'infini. 
0 

on considère aussi c: ::: [r Ir E: C 
0

,, f ;:. ~ " 

Nous introduirons les "classes de poids" ! 

Définition i K CC'. sera di te une classe de poids si elle vérifie les oon­o 

ditions 

1) si kE'.K et C > 0 alors ck E:: K 

si kE'.K et C ~ k1 ~k aJ.ors k1 E:: K 

si k E'. K et k € K 1 alors Ma.x(k, k1) E: K 

2) pour tout compact H de a:, K contient + CH= [r If E'. c~, f nulle 

en dehors 

3) pour toute k daru! K, il existe k1 dans K., k1 radiaJ.e et 

O ~ k ~ k1 (majoration radiale) 

4) si k € K1 C ~ o, et k : z ~ k(oz) alors k1 € K 

5) si b E: «: et k E: K, <p : t ~ k(t) exp (bt), alors cp E: C • 
0 
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Eventuellement il sera utile dt:l..mposer une ou plusieurs conditions plus teoh­

nig_ues que nous ci tons ici sans p:i;-éoiser t 

I hypooonvexité 

II hyperconvexité 

III déterminé par une ,suite 

IV base dénombrable 

Ncus définissons aJ.ors E(K), espace de fonctions entières associé à K1 

classe a.e poids ; E(K) = {f jr entière;; 'if k t: K fK € C
0
j Puis on consi-

dère la famille de semi-normes sur E(K) définie par t 

V f E: E(K), Vk € K, l lrllk = Sup lr(z) k(z)j 
zE:f& 

:::ette f'am:ille cle semi-normes munit:alors E(K) d1une topologie d.1-espaoe vect~ 

riel topologiq~e localement convexe. 

* ◊n introduit ensui te K , classe duale â.e K, définie par 1 

' est bornée) 

On constate aisément que K* est une classe de poid.s et on montre que E(K*) 

* représente le plus souvent [E(K)] dual topologique de E(K), moyennant éventuel-

lement d.es conditions supplèmentaires sur K, conditions du type I à IV, ou 

K** = K .. 

Dans ce oaa la f'orme bilinéaire séparante réalisant la dualité est donnée par 
CO 00 

<f, F> = [F(D).f'] (0) où D = ~ et F(z) = L an zn alors F(D) = }~ an Dn 
co n = 0 n=O 

d1 où [F(D).f} (w) =~an fn(w) la série étant absolument convergente 
n=O 



Exemples : 

E(K) 
t 
î * E(K) 

. % 

E ~ frlr entièrei t. E
0 

= fFjF E'. E, F de type e:x:ponenti~l1 -------~-......,.__ ___ ....... ....: ......... -_ __..__,. _________ ..,.._,,_........, _________ _ 
_ J:~:_~~~-~g M(:, f) =-~~:21 __ :JJF E'. E:_Lo:~(r~F)_:~lo:_?l

4 
__ _ 

{r jf E'. E,. Log Log M(r, f) = o(r) j ; [F jF E'. E,- Log M(r, F) = O(r Log ;i;·)1 -------...~--· - - - - -------~:.-_.,_._________________ -- ........... __,._......_ 

~f!f E'. E, f dtordre fini} t {FIFE'. E, F a•ordre ~ 1) ---.... ~--------------:.~-~--- - -------------tr jr e E, f d1ordre ~ p 'l l < p < + 00 : lFlF E'. E, F d 1ordre ~ q1 2: + 2; = 1 5 : p q 
_ _...._ li ... _,,...,._~ _____ ___..... _ _.._ _ __...._l__.._~-----------.... ........ ---.....-_.... -- ----

lfjf € E, f dtordre ~ p, de type : 1FJF E'. E, F d'ordre q, 1 de1type zéro\ 
exponentiel} 1 < p < + 00 t - + w = l 

t p q 

Voici maintenant un aperçu des problèmes que 1•on se posera· 

l Etant donnée 1 1équation différentielle dtordre infini F(D).f = g, on considère 

1téquation homogène associée F(D).r = 0 et on montre que l'espace des solutions 

est une variété de E(K). 

Définitions: - V variété de E(K) ~ V sous espace fermé invariant pal' les 

t1•anslations 

w exponentielle montme t fonction de la forme P (z) ~ zn e:x:p(Àz) n 

n est alors naturel de se poser ie problème suivant: 

Est-ce que toute variété V est engendrée par les exponentielles monemes qu1elle 

contient~ c 1est-à-d.ire; peut-on écrire en un certain sens 

où a € t, P exponentielle montme1 P € V. 
n n n 

CO 

f(z) 11
=lf ~ a P (z) 

0 n n 
n= 

D1après Ehrenpreis et Malgrange_. oe problème se réduit au suivant: 

2. I idéal fermé de E(K*) z(r) = f z E'. C J V f E: r, f(z) == O} 

z C. a:, on définit I(Z) = f f Jv z E: z, f(z) == o1 alors I(Z) est un idéaJ. 

.Alors, quand a-t-on I = I Cz(I)] o 



3 C1est :pourquoi l 1on se doit d'étudier la répartition des zéros des fonctions de 

* E(K) (en f'a.it de E(K ) ) ., Pour oe faire, on a besoin d 1une notion nouvelle, 

rempla~~nt les produits canoniques d1Had.a.nlard. Posant 

·e +co 'k0 
Log lr(r e

1 }I = ~ ok(r., f) e
1 

k.---co 

les idées sont 

4 Comparer la croissanoe de f à celle des ok. 

5 Exprimer J.es Qk au.moyen d.es zéros de f .. 

On introduit la notion de fonction de oroissanoe i 

Définition t ).. fonction de croissance * i,. 1 1B. -+ IR , continue non décrois-+ + 
sante. Puis 1pour chaque ).. fonction de oroissa.noe, on introduit la classe ~ des 

fonotion.s entières dites de ).. type fini 

f € ~ ~ 3 A, B € IR+ telsque Log M(r, f) ~ A À(Br) 

P:l.us généralement., on peut considérer .A, classe de fonctions méromorphes de 

À. type fini x f € A~ [f méromorphe et 3 A, B tels que T(r, f) , A "(Br}! où 

T(r, f) est la caractéristique de Nevanlin.na. 

Se posent alors lès problèmes suivants t 

6 Eta.nt donnée Z = L1"n }E['l', Z Ci, 0 i, z, }zn [ --+ + co qd n ~ +co , don­

ner des conditions néoessaires et suffisantes pour qu'il existe f €A tel que 

Z = Z(f) .. 

La réponse est iu type i 

a) N(r) ~ A ,.(Br) 

où n(r) = ~ 1., et 
jzJ~ r 

A 
7 Dans quel cas a-t-on Â = f ( :t,e 

La réponse est i E 

V Z satisfaisant à. a), 3 z_t, :> z, zt satisfaisant a:). et b). 
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8 Pour oommenoer nous étudierons :La. oeraotéristique. généralisée de Nevanlinna par 

la méthode des coefficients de Four.Ler pour mettre en évidence la croisaanoe a.ngu .. 

laire des fonotions. 
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A I LA C.ARAOTEIU:STIQUE GENERALISEE. 

Nous considé;r;-ons i oil e cas des fon:.cHona méromorphes da.na le disque u.nit6, mais 

beaucoup de r.ésuJ.tata s 1étendent au oas du plan entier~ 

Noua supposerons aussi que si f est méromorphe, l'origine n'est ni zéro, ni 

pSle de f; sinon il suffit de modifier lég~rement les formules écrites. 

l. La caraotéjclstigue de Nevanlinna., 

l.l. Défini ti.Ollfl l f méromorphe dans l> -= ~ J I z 1 < 1] 1 :f'( 0) -/: 0, 

f(O)-/: co w
1

, w2., wn,•u les pfiles de f. 

T(r, f) R m(r, f) + N(r, f) 

1 •• 2. Propriétés i 

T(r, i) ~ T(rJ f) + 0(1) 
n 

T(r, ft f j) ~ ~ T(r.,. f j) 
j=1 j=1 
n n 

T(r 1 ~ fj) < ~ T(r, f .) + 0(1) 
J~- j=1 J 

P;reu.ve l 1.,2.1. résulte de la for.mule de Jensen 

T(r, !) = ~(r, f) - Log jr(o)l 

+ n 
lo2!>2i> résulte de Log j II aj i " 

j=1 

1.2.3. résulte d.e Log+ i± a.,I ~ 
J=1 J 

1.3. Théorème l (premier théorème fondamentaJ.) 
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Preuve l on part de la formule de J enaen 

1 f +,c i1 1 ~: Log Jr(r a ) l de• N(r, f) ... N(r,. f) + Log jr(o) l 
-'IÇ 

o'est-..à-d:i.re t 

on en déduit, si f(O) /; a 

T(r• f~a) = T(r, f-a) - Logl:r(o);-a}~ T(r, f) + ~(r, f-a) - T(r, f) - Logjf(O) - al 

d d * 1 J+-Jt 1 r dr [T(r, :f')] = r dr [T (r, f)] = ai n(r, ---r) d q> 

-,,; f-e l 
* T(r, f) et T (ri f) aont des fonotions convexes de Log r. 

J?reuve i d'après la formuJ.e de Jensen i 

1 I iq> I 1 f +?t l i e) i(I) l N(~,, -,:-cp) - N(r, r) + Log :r(o) .... a • ~ . Log f(r ~ - e de 
fwe -ir. 

en intégrant on obtient t 

* + 1 J +'IÇ [1 f +2t ie ~ 1 J T ~r, t) - N(r, f) + Log lr(o)I = ~ 2i Loglf(r e ) - e ae d'{) 

-?t ~ 

puia en utilisant Fubini, oar l 1intégra1e double oonverge absolument 

T\r, f) - N(r, f) + Log +j r( o)I "k, J ""' Log+j f(x- e18)! d8 • m(r, r) 
""'K 

atoù 1,4111, 



et 

1.5. Théorème l (deuxième théorème fondamental) 

où 

m(r, f) + '±, m(r, f~a' ) < 2 T(:t-, f') - N.•(r, f) + S(r, f) 
v:::'/ 

alors r --;, 1-0, r ê E tel que 

f ~r < + ~, S(r, f) = otT(r, f)] 
SE 

Pjt:euve l Nous ne donnons pas ioi la démonstration. of Heyma.n [ 1 ]. 

2. Coefficients de F6urier a.tune fonotion holomorphe. 
· e + 'IO ik8 

2.1. Rappela,. Loglf(r ei )J ~ ~ ok(r) e 
~ 

1 f +?C i8 ik8 ok(r) = 2?C Log}f(r e )} ~ e- d8 

-'J1! 

alors o
0

(r) = N(r, ~) - N(r, f) + Loglr(o)l est la formule de Jensen. 

2.2. LeDlllle. f holomorphe d.a.na D = [z J lzl < 1], f(O) /= 0 

~ k 
Log f(z) = Log f(OJ + ~ œk z 

:=1 

les zéros de f avec leur 'JllUltiplioité. 

Preuve t 

I/r) = } f +?C [Log f(r e18) 1 
""'7t 

0 ;:t 0 -p p 

oos pe ae • ::1 
P?C 

!!~ ei~ 

r(r ei 8) 

sin P8 il' eie de 



I (r) = ~ J !.!.uÀ ~ ... z:J a.z 
p 2p~ f( z) l_,:P :r,P j 

lzl~ 
On oaJ.cule I (r) -0omme somme de résidus et on prend la partie réelle 1 soit 

û.> . P 1 J +,t ie 
"le (I (r)] « Traitantde m~me J (r) • ... [Log f'(r e ) ] sin p0 d.0 et oonsi-

p p ?t ... ?t 

dérant ~/r) = 8e(Ip) ... i ffi.e(JP), on obtient. le résultat 2,,2.2. ; 2.,2.l. est la 

formule de -7:Jensen et 2 ,.2,.3. est évident oar Log. jr(r ei~ J est réel. 

3. Qu~l.guea ~éf'initions et propriétés relatives aux suitas;oomplexea,, 

Z =: [ zn J nElN' Z C Dy Z discret dans ) 1 0 1-z. 
3..l .. Définitionµ t 

l'intégrale ayant lieu sur le segment 

3.2. Prop,r;tété,a 1 

3.3. Déf'?,pitiona et NotatiollJ:! t on appellera poly.n&i.e trd.gonométrique une exw 

pression de la forme 1 

où m €. IN, ... ?t < 8 ~ ?t 

que lfon notera parfois B(0)., 

.Aµ poly.n&ie trigonométrique B est a.asooiéela fonction t 

.+m k 
1, ~ B (t) ::t ~ ~ i 

~ 



A oétte fonction est associée la fonction conjuguée t 

3A Définitions t 

B, on définit l 

* +m -
t; -Q.+ B ( -~ = }:: h zk z: B(z) 

~ 

Etant donnés une suite Z et un polynSme trigonouiét:cique 

r -

~cr, z) = ½ L f"B*cf: 
ji~r L n 

CO 

~ [l ... lz IJ:: +co * Lim N(r, Z) =-+ co 
n=l n r ➔ 1...0 

Preuve t Il suffit d'évaluer N(r, Z) oomme somme de logarithmes et d'u-

tiliser la transformation d.1Abel, ou bien de p:i.rtix' de 3.2 .. 1 .. et d'intégrer :par 

parties., 
CO 

3,.6., Théorèae t Etant donné une sui te Z telle que 'E (1 - jzn I) = + «k 
n=l 

pour tout polyn~me 

où 3\.e iu} désigne la partie réelle du nombre u. 

Preuve i Pour O < p < r ~ 1, on a \. 

étant donné e > O 1 

NB(r, z) = ½ 2'.:: f Zn B
0
(t) ~ + 0(1) 

p,~f<r z 
n -r * 

ohoisissons p tel que Sup 1 lB ( t) j < (l + :s) 1 [B 11~ 
p< t ~ 

alors pour tout .;n tel que p < lznl < r on a t 



;:_, 

~ (n B*{t) f1: < (1+q l lB 11~ Log f.[ 

Il en résulte que 

z n -r 

3.6.,2., est un oorollaire immédiat de 3,,6,.1. 
3.7. ,Pëopriétéa t 

3.7.1,. B réel => ~• ~ réels 

3.,7.i,. B ~ 0 => 11:st ~ ;. 0 

- ike l l k + m f\: 1\: 0 ! (ïê ... P ) = ~ F 
P - m -

[<:/~ ,f/J 
et on termine comme ci-dessus. 

3.7.2. résulte aussi du oaloul précédent. 

4• Lp, oa.ractétistig_ue généraJ.i,sée • 

J+..l,. Notations t 

D. s 1agit de f' méromorphe dans D1 f'(O) /: o, f(O) /: co 

W • {w1, w2, ••• , wn,••·l = W~f) la suite des pSlea de f (o /.W) 

Z = {~, z2, ••• , zn,•••} = Z(f) la suite des zéros ae f (o /. z) 

f (z) = f(r z), f (e) = f(r e16 ) 
r r 

B désigne un polyn&te trigonométrique, sauf mention contra.ire 

2 l (+,e 
Fi G €: L ( w?t, +1t.);; <F, G> • 2?t j i.?t F( 8) • G{ë)' de 



4,.2. Définitions s 

4-.,2.,1.,. ~ (r, f) • nB [r, W(f) 1 et ~ (:r. .. 1') = N":s (r, W(f) J 

4--2.2 11 ~(r, a) = ~(r, /.:a) 

4.2.3~ ~(r, r) = <Log+jrrl, B> 

4.2.4-., ~(r,_ a) = m:a(r., f~a) 

4-.2.5. TB(r, f) = m:s(r,; f) + NB(r, f) 

4-.3. Théorème l (formule de Jensen généralisée) 

où lea <\:. sont définis comme en 2.2. 

et 

Alors 

Preuve t dfaprès le lemme 2.2. 1 

i8 + 
00 

ike 
Log{:f'(re )} ~~ ck(r) e 

- 00 

CO 

et Log f(.z) • Log. t(o) + ~ '\: zk~ 
k=l 

+ m 1 l + m jkj 
<Log}rrl , B> = ~ ok(r) ~ ,, NB(r, f) ... ~(r, f) + 2 ~ ~ rÇ r 

•m -m -4-,4-. !pplloatioB : f holomorphe dans D, ~ (lwlznj) x + CClJ B polynSme 
IJ;:;::l 

trigonométrique alors z :1-?t J B( e) Log lrr( 8) 1 d8! 
Lim Sup -:?t < l lBl 1

00 

r -.. 1-0 J l I Log fr(e) d8 
~ 

Preuve t <.Logjrrl,; B> s:i ~(r, ½) + 0(1) d'après 4-.3. 

<Logjrrl, l> = N(r, ~) • Loglr(o) l a.1après la formule de Je~ 

et L (1 .... jzn D = +ca* N(r, ½) -.. + °" lorsque r-,. 1-0 

d'après 3.5. alors 4-.4-. est une conséquence de 3.6.lo 



... 1.,... 
4...8e. Extension t B analytique dans la oouronne A p =[ 1' J p < lz J 1' t, p < l J 

alors on peut écrire f ti g H où H = ~ 
H2 

11J. produit d.e 'Blaschke relatif à un nombre fini de zéros dans D pt •lz f lz J< pl j 
H2 produit de Blaschke relatif à un nombre fini d.e poles dans DP'' p < pt ~1 

g est hôl0morpp.e sans zéro dans D pt 

et Hr --+ l uniformémént quand r --,. l - 0 

< Log Ir 1~ B>::: <raog jg 1., B> + <Log IH 1, B> 
r r r 

oo * k 
Log g~ z) • Log g( O) + ~ ~ z dans un voisinage de séro oontena.nt D p,1- oar g 

k:=l 
est holO)]I.Orphe sahs .llléro dans D pf 

+ oo k 
B( z) = ~ ~ z :POUX' z ~ Ap 

Alom 

mais 

4..6. êEPlica:l:ion,ë 1 

B analytique dans 

+ 00 

holomorphe dans D, ~ (1 ... } z j) < + .,, B a.naJ.ytique d.ana 
n=J. n 



f +1< B(ë)" Logjtr(e)I de est borné. 

-rc 

1+1116~3. ~ i B E: L
2(-it, ~), B non analytique • 

.Alox-s il existe U harmonique d.al.1a D telle que 1 <Ur• B> 1 ---► + co 

quand. r 7 1 -o. 
+ CO k 

Preuve J B(z) = ~ 13k z 1 B(0) Il n 1est pas restriotij 
k - CO 

de fl,Upposer que ~ 13k z a un rayon de 
-w 

oon'Vergenoe é~al à 1 • 

i e k>O . e 
Ecrivons U(r e -) = >: an rn e

1
n 

k 
et supposons que ~ ~ r oonverge abao-

+ 00 -- lkl 
lument pour r < 1. Da.na ces conditions <Ur, 'B> = 2 ~ 13k r • 

On peut déterminer K C: IN, K ilon borné et [•kj;:K tels que t 

L:i.m Î13kl l/k = 1 J o ~ ek < 1 1 Lim s = O et Vk € K, lskl ~(1 - ek)~ 
k. ...... + oo k - + oo· k 

k€K k€K 

Prenons d.ono 8'k; = 0 si k i K 

13k ak = 1 si k € K 

Alors k ~ K ~ 1 81cl l/k = -- 1 ~ _j__ q Lim Sup 1 ~l l/k ~ 1 
1-~kl l/k 1-€k k - + 00 

.Uors ,:5-: ~ -rk converge absolument pour r < 1 , mais Vk, ~ 13k i:l 0 

et 2:! 8k 13k • + co 1 d'où le -résultat. 

J+.6,.4. B € L
2(-?t, -11t), B non analytique. 

Alors il eXiste f holomorphe 

Lim Sup 
r -,.i -0 

dans D, ~ ( 1 - 1 z
11

1 ) 

[""' ii{ë)" Loglrr(e)I dfl 

j..tJt-f'JÇ Loglfr(e)I ae 

= + oo et telle que 

= + 00 

pas 
Preuve l Construisons u du lemme préçédent, il n'est restrictif de supposer 

u(o) = o. Soit v la fonction harmonique oonjuguée de u (v(o) = o). 

Soit h = exp (u + iv) et clioisissona g holomorphe da.na D telle que 
1 

N(r,. g) -. IX' quand r -+ 1-o, mais asse! lentement pour que 

N(r, i) 
-~ -+ O 4uand.. r --,. 1-o. 
<Ur' B> 



P.1."enons enfin f' =-gh 

h(o) • 1 * <Log[h 1, 1> • Log)h(o)l • O r 
<Log! f b-B > <Logl g 1, B> + <Logl h 1, B> <Logl g 1,. B> <Logl h 11 B> 

1: . 2& r r • _ :r: + r · 
<Log l fr I i 1 > <Log I gr I i > + <Log l ~ 1, 1 > <Log I g:i:-J , 1 > <Log I g;t" 1 ~ 1 > 

ilorg lt®e au moins des deux fonctions f ou g oonvient, sinon 

l
<Loglh 1, B> <Logl:r 1, B>I <Loglg:rl,.B>l 

Lim Sup iF: ~ Lint Sup I t: - + Lim Sup - · 
r ➔1-o <:Loglgrl, 1> r-+ 1w0 <Loglrrlt 1>1 r -➔ 1-0 <Logl~I,. 1> 

<Logl:\:l, B>I prou'V'e:rait que Lim Sup ____ .,...__ est borné J or, par construotion 1 
r -"» i -o <:Log I g l, 1 > r 

<Log l~I-, 1> 
-. co quand r _.,.1 w 01 d'foù une contraa.iotion .• 

4.1-...,, Théorème i (premier théorème fond.a.mental) 

Preuve i elle est la m.3me que à.ana le cas de la. oaraotéristique de 

Neva.l'llinna., 

4--.8.-Théorème : Soit 

alors 

EF~~v.è J elle est la ~me que dans le oas de la oa:('a.otéristique de 

Nevanlinna,. 

4.9., Théorème J ( dememe théorème fondamental) 

où N!(r,t f) ,; 0 et SB(r, f) ~ S(r, f) 1 S(r, f) étant la quantité qui inter-­

vient da.na le deuxième théorème fondamental de Nev.anlinna. 

Preuve l elle est la m;me que da.na le cas de la oaraotéristique de 



a 
... si B ~ o, ~ \ ( a) ~ 2 

a 
c;tÙ. 5:B(a) a une définition éviùente. 

, œuye t les deux parties se démontrent de la mGme manière J pour la 

premi.è;r~, of. Haymann [ 1 J 

.5+3+ Théo;r;ème 1 
i8, 

que les e- J 

f holomorphe c1a.ns D, 0 non défioient, 3 [aj] ~ tel 
J:::1 

sont les seuls points d"a.ooumulation des zéros de f J aJ.ors,-

n 
fl:_e:uy;e t Prenons B( e) ::: · ll [ 1...,. cos( e w 8j) 1 a.lors B( 8) ~ 0 si 

j=1 . 
8 f. &j et B( 8.i) := 0 ; de plus 3 m1 M )- 0 tels que J 

n n 
m n ( e ... e .. )2 1' B( e) ., M n ( e ... e.)2 

j:=:1 J j=-:1 J 

tout revient d.ono à montrer que r-+ 1 - o., m_s(r, j_:) = .p Cm(r;, f')] 

.., f étant holomorphe,- m(r~ f) = T(r, f') 

~ l\ (r, j) ;,: ◊ [N(r, j) J car les zéros de B sont préoisement les points 

d'acoumulation des zéros de f (faire une évaJ.ua.tion du type de celle effectuée dans 

la démonstration du théorème 3~6.) 

w ,4.og l:e l, l3)- =of (r, j~ en utilisant la formule de Jensen généralisée et 

le fait que N(r_, j) ~ + co quand r .....,..1 .., o • 

... ~og+ ~l,. B> == O ~(rt 1~ oar l4og1 j 1, B> 1 1' 1 IB l lcx, <Log+~ 1-, 1~ 

"'m.(r~ j) • f(r,. j)J oar O ntest pa,a dé:f'ioient 



~ a.lors lll_s(r, r) = <Loglrl, '.B> + <Log+i½I, B> 

w:,no ~(r, t) = o [N(r, 1)] 
enfin N(r, 1) N T(r, r) oar T(r, r) • T(r, 1) + 0(1) et O n1est pas 

d.éfioient:. 

Citons maintenant trois applioatiomJ, sa.na d.émonstratiolli\J 

5.4-. Théorème t f méromorphe da.na .n 
i6 

91, a2,. a3 € i • I& V {co) 1 distinèts ; e •1, j • 1, 2, .. ••t )l sont les 

seul!l pointè d1aooumulation des solutions des équatio:ns r 

f,.. 8i • o, t ... a2 • o,. f.,. 8'3 • 0 

n 
n( e) • n r 1 ... ooa( e ... e .1>l 

j::1 

Alo:r.-s TB(r, f') < ~(rt r) + o '[N(r, :f')] + b(l") 

où b(r) est bornéeo 

~ particulier f 

+'1C 

J +j 1 n 2 
V a"' Log r:al -~ (e ... ej) a.e • o [T(r, r)J 

M'JC J-

où J 1: < + co1 pourvu que Li.m Inf f:(r,4, ;) = + oo 

CE · r~ ... o Log-:;_; 

~.~. Théoeème i f holomorphe dans D• 

quanèi r ~ 1~ r g .E 

n est impossible que f ait deux va1eur, non défioiente répa.rtiea sur deux 

enaemblea finis disjoints de rayon.a+ 
5._6 • Théorème I f holomorphe dans D, 0 non défi oient tous les zéros de 

f sont réels positifs. 

S':i.J existe a tel que f(z) • a * r(~z) = a, slors a est déficient. 



A II ETUDE DES SUITES COMPLEXES. 

On oonaid.ère Z = l zn} , .Q i z., 

1., Défcù4tiona t 

quand n -+· + ao 

n(r, z) ~ >. 1 
lz;r~ 

N(r, Z) "'J r n( t, z) ~ 
0 

S(r, k, Z) • t :â: (,t-)k 
jznJ~ n 

* k€N 

l...4-. s(r1, r 2, k, z) = s(r21 k, z) ... S(r1, k, z) 

1.,5,. À fonotion de croissance * À t IR. -o.,. lR croissante, oontinue,non bornéei 
+ + 

1,..6., Z de À à.ensi té f'inie * 3 A, B > o tels que V r > ~ N(r,z)-. A'N'Br) 

l., 7.., Z est À équilibrée * * 3 A,, B > o tel~ que V r1, r 2 > o, V k € IN 

AÂ(Br
1

) AÂ(Br 2) 
(S(r1t ~2' k, z)-' k + . k 

r:-1 r2 

1 .. 8,.. Z est À ... fortement équilibrée .,. 3 A, B > 0 tel que V r 11 r 2 > 0 

* AÀ(Br1) AÀ(Br2) 
V k € N js(rJ!r 2 ,k z) l ~ k + k 

k r
1 

k r 2 

l.9-. Z est À admissible * Z est de À-densité finie et ). ~~quilibrée • 

* * l.:Lù .. Z est À ""t3quilibrée (respeoti'V'ement À fortement équil.ihrée) * 

3[cin} 3 A,_ B > 0 tel que V k € N* l'it + S(r, k1 z] .c A~~r) 

( respe oti-vement Ap,(B~)). 
kr 

2. P'.r!g;p.ri étés • 

2.1. Z de 1'.-densité finie * 3 A1 ,_ Bt tel que n(r, z) < A'iB1r). 

J 
2r (t z) 

Preuve r 11.(r, z) • Log 2 ~ n i a.t~ N(2r, z) 
r 

2.2.,. Z est À ""'a.d.miasible * Z est )rfortement équilibrée .. 

"1/k Prentve t prenons rt • r k * r < r' < 2r 
' t 

On a alon ls(x-1 , r 2 , k) 1 ~ js(r 2, r~,. k) 1 + [s(r 11 r 2, k) J + ls(:t.11 .tt ri, k) 1 



-19-

Or 
l S~ r • r' , k) 1 , i f 

r 

d1où j S(r rf k) 1 < Lfn(rt) .... mtll_ + ( t) f :x-~-dr _ = n(r')-n(r) ~ ili!,l 
J , kl xxfk );"kJ n r tk+1 k rk "' k ·r.'1' 

_ r _1~ 
il suffit alors d 1utiliser les hypothès,es, la proplttl.été a.111, le fait que lé - < 2 

et la croissanoe de À .. 

Aema;;:Que l La propriété sig.nif'ie gp.e ai Z est de À densité finie aveo les 

oonstantès A et B et est À équilibrée a.Yeo ies oonstantesv A',. B1 !l. al.ors Z 

est Îl,wfortement équilibrée aveo des oonstantes A" et B" qui ne dépendent que de 

A,, Br At f Bl mais ni de À ni de z .. 

De m~lll.8 da.na la propriété 2111• où on peut prendre Al l::t.Lo! 2 et Bt • 2B. 

Le oalcul détaillé dans la proposition 2.2. montre que l •on peut prendre 

A., ~ Ma:z: ( Lo! 21 A 1 ) 1 B" :i:: Max ( 4B ,, 2B t) • 

Z de À densité finie 1 J q z * ;,. équilibrée 

* z l. -.fortement équilibrée. 

PreUV'e l elle est la mgme que pour la proposition 2.2~ 

2.4. Z est i..wéquilibrée (respectivement À-f'orlement équilib;i:-ée) # 

* • 
Z est À ... équilibrée (respectivement À. ~orlement équilibrée)• 

P;reuve J démout~ons seulement l'équivalence des propriétés fortes, la 

preU'Gfe étant pratiquement la m8m.e da.na les deux oaa • 

ffi) * 

• 1 S(r 2, k) + ak ... [ak + S(r 1, k )] ltii ~ + S(r 2,k)l + 

lak + S(x-1, k)l 

(Inf' p ~ +oo) 



et on prend. ak • ... S(rk, k) pour 1 ~ k < p(A) 

:poux· dé:f'inir ~ dans le cas k "· p(À) ,_ ~nons d r abord une suite 

telle g_u.e pj -+ + oo quand j -.- +110 et lim P[(À) À(B pj) = 0 
J .... -,0 

sona «k• 1im [-S(p.,k)] ki:Jp(1'.). 
j ...,... +co J 

Montrons atabord que cette définition a un.sens en montrant que r( p j 'I k) J J€JN est une sui te de Cauo.hy 
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V k ?J p(À) 

AÀ(B p
11

) Ai.(B pi) 
A.t,j • 1s(pi1 k) - s(pj' k) l • 1s<P.1' Pi' k) l ~ k + k 

k Pj k p~ 

mais p } 1 et k ~ p(Â) .., ~ :-. p}(>..) et ll3 •hoix de1:1 Pj prou-v-e que Ai,..J • 0 

quand. (i 1 j) _,.. co., 

* Avec l\le ohoi:x: des ak, montrons que V k € IN 

en effet si 1 < k < p(i.) 1 

et si k ;,; p( Â) l 
AÎl(B r) AÀ(B p.) A~B r) 

lt\: + S(r 1 k) 1 l,: l~ !s(r, p., k) l ~ k + Lim Sup .~ .. k,J · • k 
j...,.co J k:t" J-,.w kp k;t-

. j 
2~5• Si Z est de i. -denaité--f'inie, alo:i:-s les propriétés suivantes sont 

équivalentes+ 

i) Z est À -équilibrée 

ii) 

ili) 

Z est À -fortement équilibrée 

* Z est À -équilibrée 

iv) Z est * 11. -fortement équilibrée 

v) Z est i. admissible 

Preuve i résulte immédiatement des propriétés précédentes. 

3 • 'E:x:emple et exeroioe., 



n(~, Z) , A rP 

p entier, Z À ... admissible *[ ,~ 1 
ltî<>' (•~-/ < B 

p non ent:1.e:r;-1 Z Ïe"ad.missi\Jle l¼. 1 n( r t Z) < A r P 

4. Rei:rbe.s dt 1me sui te,. 

z(:a) 

4.l:. Définition t R > o, Z(R) • Z ('\ {z { jz 1 > R) 

a 1 appelle le reste d '-ordre R de la sui te z~ 

4,.2., Définition I soit ~C:: m.+ J on di=t que r(R) J R€ Sl est un ensemble 

complet de restes si et se1µement si 9l nt est pas borné., 

.lp.J.., Théorème t Z est À. fortement équilibrée J alors t 

4.3.l. 3 zt ::> z tel que i) n(r, zt) • O [n(r, z) 1 

de zt­t zt:R) est 

4-.3.3. 

:ti) 3 rt(R) J R€ j ensemble oomplet de restes 

À -équilibrée, uniformément en R. 

si 'v'p )Ü Lim Inf ~ • o,, on peut prendre V • Z.,,. 
r ~- rP 

ai u r x -e+ u(x) • Log [).(ex)] est oon'V'exe, on peut prendre 

zt • Z et fR • {R fR ~ R
0

} 

Preuve t 

Lermne 1 t supposons u convexe J alors t 

a) O" > o~ r--,.. r-a- 1',(~) est décroissante puis croissante 

b) 3 R tel que R ,- ll_ * 3o-• o(R) tel que l.{!}_ = Ini' lÛ:). 
o o Ra- r)D r0" 

-a:: 
o) si de plus 3°o > 0 tel que Lim Sup r O ).(r) < + co alors 

- l' .... + CIO 

3 M tel que ).(2r) ~ M4(r)+ 

Nous ne démontrons pas oe lemme tèohnique. 

Dans oes oonditiona nous avons t 



Lemme 2 ! Si R et cr sont deux nombres poai tifs tels que 

/\o(BR) = Inf )..(Br) 

Rcr r>O rcr 
ilo:ra 

Preuve : - _si __ r 1_ ~ l:'2 ~ R> S(r
1

, r2,_ k:; Z(R)) ::: O 

~ si R ~ r
1 

< r2, S(r1, r2, k, Z(R)) = S(r1, r2, k, Z) 

- si r 1 ~ R ~ r 2, 

si k rll cr 

... auppoaona d I abord i \ip > 0 lim rP i..(r) =+CO 
• r---+co 

Définissons pour cr> 0 : R ~ Sup[ R 11:(BR) • Inf ~] 
cr Rcr r)O rCT 

~ étant continue, 

dono R<r ~ R cr 

de plus R ~ R + 1 ~ }..(R) > À(R~ * )..(R) :> (Rcr~)cr 
- cr Rcr R~ l(Rj Rcr 

d t:où il .,..éaul te que cr -El-il' R n r est pas bornée• 
cr 

Prenons alors ffi.::: [ R > 0 1. 3cr tel 

[z(R~ :8€~ est dono un eneemblill complet de restes, uniformément 

,i 1aprèa le lennn.e 2 a.toù 1.i...3.1. 

i(:J 
cr 

)1.-équilïbrés 
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.,. Supposons maintenant 3 p > 0 tel que Lim r-Px(r) = O 
r-P+co 

Soit p(À) = In:t' [n e N I Lim In:f' r-n i(r) • o] et soit St un ensemble non 
r -+-+co 

borné de nombres réels strictement positifs tels quel 

Lim ~~(R} ~ 0 et 
R -,,oo W À} 
R t.i. 

Lim JJîf r-p(i.) 11.(Br) :.: O assure 1 1exiatenoe d(un tel enaenibl:e 
r, ➔ 90 

Llhypothèse supplémentaire de ,4..3.i. entraine p(Â.) = 1. 

Oonst:t"Uisons maintenant z•. Soit (1) une p(l)-ième racine primitive de 

•uni , 2i1t 
l te I w ~ exp p(l} • 

Soient 

.Alors 

Pou,;-11' k ~ p(À) .... 1, S(r
1

, r 2, k1 Z1) ~ o 

et V k ls(r1, r2, k1 zt)i ~ p(l) Js(r1, r 2; k• z}J. 
ll noua suffit de prouver que 

2A l(Br 1) 2A À(Br2) 
IS(r1, r 2• k_. Z(R)) 1 ~ k + k 

k r
1 

k r 2 

Comme dans1e lemme 2, les oas r 1 ~ r 2 < R et lt < r 1 ~ ,:,2 sont triviaux 

. A l(BR) A À(Br2) 
ai ;r;-1 .; ll. ~ r2 ls(r 1, r2., k, Z(R)) 1 • (s(;a, r 21 k, Z) 1 " . k +. k 

.k :a: .k r2 

1 ?i.(Br1) 
).:--p( Àj = -~k 
1 i 

et tout est démontré. 
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A Ill COEFFICIENTS de FOURIER. 

lo Définitions et propriétés relati,z;es aux coef:f'ioients de Fourier 

associés à une suite. 
i"'°" k 

1 .. 1. Définition J S1 (r; k,- z) :: ~ 5-"'"! (f) k € fNllC 
lz~r n 

1.2. Propr;tétéi r js 1 (r~ k, z) 1 < i: N(ex-, Z) 
· er 

Pl;:euve i réau1te de n(r) ~ f n(~ dt~ N(er) 
r 

1.3. Définition i Soient a= [<Xic] k€IN"' et Z • [zn] n€IN a:I.o:rs on définit 

[ok(~, Z:1 œ)J k:€.1 par les form.uleB t 

o (r, z, a)~ N(r, Z) 
0 

ok(r, z, a)=½ ,f [<it + S(r, k, Z)l ~; St(~. k, Z) 

k € IN 

l.4. Définition s ick(r, Z_, a)) kf:Z 1 ... admisaible * 3 A, B > 0 tels que 

V k € '.l j ok ( r) j ~ ~ À~ Br) • 
1 + lkl 

Lr5. IJ!héorème ; Z ).-admissible * 3 [ °z.(r, z, a)] k€'.l À-a.dmissible..-

J?rem;e t 

* Z À ... ad.missible * Z ).. Mfortement équilibrée d'après II.2,5. prenons 

a= [~J k8N* où les '\: sont ceux qui interviennent dans la définition de 

)..* ... fortement équiliwé, et formons '½:_(r, -~,a), J lo
0
(r, Z) 1 ~ .A(Br) car Z est 

de N-<leisité finie 
k 

k E: 1W' Jck(r, z,. œ) l lit r ,~ + S(r,. k, z) l + ½ !st(r, k, Z) l 

et il suffit d1utiliser la propriété 1.2. 

©• 

N(r, z) ·= o
0
(r, z, «), A t(Br) => Z est de À densité finie 



donc Z est À* fortement équilibrée, donc Z est À admissible d1après II.2.5. 

2~ ~éfinitions et propriétés relatiyes aux ooefficienta de Fou~ier 

aap9ciés à une fonction mé~omorp}:l,&t 

2,..1. Rap:pe;J.s r 

2+l•l+ On s•oocupe de f méromorphe et on suppose f(O) /:. o, f(O) ,'. coo 

2.1,2. Z(f) est la suite des zéros de f 

W(f) est la suite des pSles de f 

2,.lo3• n(r, f) = n[r, W(f)] 
N(r, r) ~ N [r, w(r)] 

1 f +'Jt +1 ie m(r, r) = ~ Log r(~ e )1 ae 
-Jt 

T(~, f) = N(r, f) + m(r, f) 

IR --e+ œ. 
+ + 

continue croissante. 

2.2~ Les classes A. 

2..,.2,.l(J Définitions 1 f € A* f . est de 11.-type fini * 3 At B > 0 

tels que · 'l(r, f') 1l'é A Îl.(Br) 

f € ~ · * f entière, f € A • 

2.2.2~ Pro:eriété i f € A;g * Log M(r, f') ~ A Îl.(Br) * V 1'l € ~, 

lr(z) 1 ~ exp [A )..(B:t-)] r ~ lz 1 

2.2.,3,. Exemple r À = rP t aJ.ora 

f € A ~ f d1ordre -- p1 de type fini. 

f méromorphe dan$ D( o,. ll) • ( .Ill 1 1 z 1 < R1 
Log f(z) 111: Log r(O) + ~ ~ z'R dans un voisinage de zéro. 

:te + ., ike 
LogJr(r e )1 = ~ °it(r, f) e - ., 



( 1 k 1k 1 ) k € IN'III °k r 1 r) ;;,: 2 o:k r + 2 r (S(r, k1 z) w S(r, k, w)l ... 2 [s•(r, k, z ... 

S'-{r, k, W)) 

k € (N$ o (r, f) Jrt ok(r, f'j 
-k 
Preuv~ i résulte de r.2.2. qui est le oas où f est holomorphe~ 

z(r) rl W(f') sont de Â.-denai té f'inie11 

3 A,. B > 0 tels que Vk € }Z l"k,(r,r) 1 < A, À.(Br) 
lkl + 1 

Z(f) .sm W(f') est de Â. ... densité finie. 

heu.vat Le schéma de la démonstration est le suivant 

a) 2.4.3. et 2.4.4q => 2.4.1. et 2.4.2. 
b) f € A * 2.4.4e et 2.4.1. 
"O) 2.4.3. et 2.4.2., => f' € A 

On.peut toujours supposer f(O) = 1, sinon o~ considère gfz) = A z)'Q..f(z) J 

les propriétés de f' et g sont les m~mes, sauf si Lim Inf ~ ~ o, mais 
r ➔ cio og;r 

dans ce oas A ne contient que les constantes, d'après des résultats bien oonnus, 

essentiellement le théorème de Liouville., 

a) oonsidérant clans ,2.4.4. le oas k = 0 et tenant compte de 2.4.3.$ on 

obtient 2-.4.l, comme o_k = ck, il auf:f'it de prouver 2.4.2. pour k € fNIIC J d'aprè1 

2.3. noua avons, polll" k € fNIIC 

k 1 
2.i...5. ]ok(r, r)l ~ r-lœk + S(r, k, z) w S(r, k, w)I + 2 ls'(r, k1 z)I+ 

½ÎffB'(r, k 1 W) 1 

2.,J,..6 . .., 
k r lak + S(r, k, Z) ... B(r, k, w)I ~ l°k(r, r)I + ½ls•(:r.-, k, z)l + ½ ls1(r, k, w)J 

d'après 1.2. avec Z • Z(f) puis Z • w(r)1 on montre que, 

3. A!·,. B1 tel que V k € IN"', ~ ls t(r, k, Z) l + ~ I St (:r, ,. w) l -. A'. À1fil·r) 



il résw.te a1ora de 2.4.6v et 2.4.4. 

3 A"$ J31f telS que V ~ € N*., ½ 1 ak + S(r 11 k, z) - S(r, k, w) l t1; A" À~B"r) 

en ;,·~ilisa.n{; r' = r ../- comme dans la dêitJ.onstration de rr.2.2., on montre Q.U8 

3 A, B teJ.s que \:/ k € IN* l'ic + S 2(r', k, Z) w S(r 1 ,11 k; w) 1 ~ 4 ¼,:a~ 
k l" 

enfin on prouv-e que Vk E: IN* 1 S(r,. r 1 , k, z)I ~ ~ pour Z ~ Z(f) pu;i.s 
kr 

Z = W(f)• comme oela a été fai¾ dans II.2.2 •• 

b) f € A=> N [r, W(:f')] :: N(r, f') ~ T(r,11 f) d 1où il résulta que W(f) est de 

À-densité finie., La formule de Jensen T(r~ ~) • T(r 1 f) .... Log jr( o) 1 prouv-e que 

f €A * ~ € A• .AJ.ors d'après ci ... dessus, Z(f) = w(j) est aussi de À-densité 

finie d1$\ 2~4-t1. 

Enfin 

lok(r, rYl ~ lkf +?< .-ike Loglf(r •1 ~ j d8 ~ ~ r·"ILog jr(r .18) IJae" 
-?t t -,-ç 1 

m(r, f) + m(rr p) 1( T(:r, f) + T(r, f) 

en 
o) supposons d1aborà. W(f) de À ....a.enaité finie j il résulte que N(r-, f) < A!>i.(B1r) 

quant à llk(r, f) on a 1 

1 J~ . 2 ~ 
.,(r, r) ~ 2't ...,,, 11,og lr(r •1

~ 1 las~ (h r fLog lr(r •16
) 11 ae) ~ 

-,c J./2 
(~ l°It<r, r) 1

2
) 

\r-- 00 

d'où le :t"ésultat~ 

Si Z(f) est de ),. ... densité finie, le raisonnement précédent s 1applique à ½ 
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2.5. Corollaire t f entière 

Z(f) est ae X-densité finie 

lok(r, r) 1 ~ 1 r~Br) 
k + 1 

3 A, B tel$ que V k Ë zr 

f €. A~ 2.5u3~ 3 A, B te:ls que V k Ë 'll l°k(r, f) J ~ A X(Br) 

Preuve : - il suffit de remarquer que W( f) ;: ;f, .:donc de ~densité finie. 

3~ Application$. 

3.2. Théorème: f méromorphe 

a) f € Â~ V q € [1, + oo(, 3 A, B >·O tels que E (r, f) ~ A À(Er) q 

b) 3 q €. [ 1, + =[, 3 A, B > 0 tels que E (r, f) ~ A )..(Br) => f €. A q 

Preuve t 

a) si p désigne le conjugué de q 

prouve pour q ~ 2: 

(1 + i = 1), le théorème d1Hausdorff-Young 
p q 

E (r, f) :: I ILogjr 1 1 l ~ l lok(r, f) 11 q . r q P 

or 

car f E: A et théorème 2.4,. 

si 1 < q ~ 2 1 d 1après 1 1inégalité de.; Hô"J.dex-, V Q ~ 1 E (r., f) ~ A Q E Q(;r;-~ f) q q, -q 

-et il suffit de ohoisir Q tel que qQ ;r 2. 

b) l'inégalité de Hô.J.der prouve que V q ii!I 1 

lok(r 1 r)l ~ E1(r, f) ~ B · E (r, r) ~AB À(Br) 
q q q 

théorème 2,.4. 

E
1
(r., f) ~ B E (r, f) dfoù 

q q 

et :U suffit alors d 1utiliser le 



A IV .APPLICATIONS AUX FONCTIONS ENTIERES OU MEROMORPI-lES, 

1 ~' Oaraotéësation des sui txs des zéros des fonotiona de ~ -jwpe fini,. 

1.1. Théorème J soit [ ok(;r:·1 z1 et)] une suite de ooeffioientEs de FouxrJ,êio 

aasooiés à Z 
+ 00 2 

suppososna que # v r > o, ~ J ok(r, z_. a) 1 ,< + • 
-eo 

.Alors il existe f unique, f entière telle quel 

Pfeuve l définiasona 1 

i({) +oo il: 
1,1,.l, ~(p e ) = ~ c1/p, z, <t) e <t> 

a.lors ~ €.L
2 d'après le théor;m: de Riea~-FiaoheX-• 

z p(z -z) 
1,1.2. B (z, zn) ~ 1znl 2 n_ 

P n p - znz 
1.1,3. B (z) = rr B (z, z) 

P lzt~p P n 
1,,1.4., Q (z) = ex 2

1 . f !:!:.! i(w) §;_w:w] 
p '}Çl. I w-z 

w 1 :::p 
1,1,5, f (~) = B (z) Q (z) 

P. p p 
.Alors f a les prèpriétés suivantes~ 

p 
lwl.6, fp est holomorphe à.ans DP ·~ [zl lzl < pJ et 

f (z) ~ O ~ z € Z ('\ D 
p p 

1,1.7. rp(o) = 1 

1.1.a~ r < p ~ ok(r, f) • ok(r, z, a) k € 7 

évident., montrona 11111117.r, 

r (o) ~ B (o) Q (o) p p p 

lz 1 
B (o) = n _a.; et 

P lzJ ~P p 

Qp(O).• e{o
0
(r, z,. ~)] =t 

Montrons 1,,,1,.8., en oompara.nt 1.es fo:r:-mulea donna.nt les ok(r, f p) et çk(r 1Z1tt) 

on voit qu'il suffit de prouver qu'au voisinage de zéro on al 



'"°· k 
Log jr ( z) 1 = ~œk z où lea cck sont oeux da la suite a ; autrement ~t, 

P loct1 ' 
L"t. s J ag;l t de p:romrer t 

alors 

Or 

.A:lorij 

1 
- -.:i-z -z n 

k € IN* 

. ( ) "Ç., ( k - -k) ( ) ~
00 

( k ~ 2k 1 ) \f?( w) = N P1 Z + ~ ~ w + ~ w ,: N P, Z + ~ w + ~ p ~ 
b::1 . . w 

1 ra 
1 ra 

a;t. kE: «* 

si k € N 
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f ,(z) 

En effet, soit F(z) = P · « F est holomorphe sans zéro dans Dp d1après 
f (z) 

1.,1.6+1- dono Log !FI est hofromorphe dans »p 

pour O ~ ~ < p1 ok(r 1 F) = ok(r, tp,) - ok(r, fp) = O d'après 1J.w8• 

dono IFI • 1 dans Dp 3 donc F est constante dans Dp or F(o.) • 1 d 1après 

l•l.117., dono F .,. 1 dans DP o 

On peut dono définir f par f(z) = fp(z) pour lsl < P 

Il est immédiat que f est entière 1 f(O) • 1, Z(f) = Z et 

°k.(r, f) = °k(rll f' p) = ok(r, Z1 et) en pre~t p ·)ï: r1' 

Enfin 1•unioité se démontre dé la mtme ma.vière que l.l.9~ 

ls121t Théorèpte : étant donné Z~ pour que Z soit la suite des zéros d'une 

fonction f entière de ;....type fini) il faut et il suffit que Z soit À. admissible. 

Ppéuve la) z = Z(r), f € AE * [ok(~, r)J est X-admissible d'après 

III,,.2,,.5. et il en résulte que Z est À-admissible dtaprès IIIelo5v 

b) Z 11:-ad.missible * 3 ok(,.., z, a) >ra.dmiesible d1aprèe III,.1.5., 

d1aprè~ 1.1., 3 f entière telle que Z = Z(f)1 ok(r, f) ~ ok(r, z, a) mais 

d1apwèa III.2.5., f € ~• 

l,3. Remarque 1 le théo~èm.e 1.2. eat une généralisation d'un théorème de 

Lind.eloff correspondant au oaà "'r), • r p e 

Rappelons que i 

l(r) =t rP, p 4 IN Z );-admissible * 1i(ri Z) .; A rP 

n(r,., Z) ~ A rP 
'" (:r) ;:: r P, p € IN . Z 1'.-ad.missibla ~{ 

1 
E(.!....)Pl'M 

l~n j1'p zn 

2..,i.i.. Théofème t pour que Z soit la. attite des· zéros atune fonotion méromor­
il 

phs de l.-type fini il faut et suffit que Z a~it d.e À-densité finie..-

?,t:e:uv~ ! a) Z • Z(f), f €A * N(~1 \~) .C !1!(:r1 f) ~ A À(:Br) 

b) a.oit Z de ~nsité :f'il:rl.e, on rait une oonatruotion analogue 



à celle d.u théorème l .J. .. 

Gonst:ruisona a•a.bo:rd. la suite des p8les W • [ wJ S 
Cie) e 

"Yn ~ l!in + en tel que lwnl • 1 znl; ~ l~} " l(O) et W ri Z p ~ 
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F,-enona ~k - w 1 · t[Z:/ {:jJ k ~ N" puis c0 (r) "N(r;Z)wN(r;tr)..O 

ok(r, z, Wt l) =; \ rk + 1 rk[s(:r, k, Z) - S(r, k, w)J..., 1 [s•(r, k1 Z)- St(r,kïW] 

-
P,rouvons que les ok(r, z, Wt 'lf) satisfont à l ok(r 1 z, W,l)( ~ A À(Br) 

~(x-1 Z) ~ n(r 1 W) q W est de 4ensité finie et d'après III.1.2, l 

de la aémonstration du théorème III.2.4. 

On peut a.1.ox-s faire une oonatruotion ana1ogue à oelle du théorèll!& J.,.1. 
z p(z -z) 

B (z. z ) • ---B 
2 

n J B ( ) ll B l ) 
p # n fl"n l f> -zn z p z = Il/ln l<r p\~i Zn 

c p(z) • l1t-·nl,~jz,. wn) 
n 



B (z) 
f' (z) ~ J:_ Q (z) 
P O ~z) P 

Gomme dans le théorème 1.1., on montre que les f'P 

Dp • [zl lzl < p], dont les zéros sont Z (\ Dp et les 

ooeffioients de Fourier aont ok(r, f'p) ~ ok(r, z, w, t) 
et f' t oornoident dans D (\ D t, p p p 

sont méromorphes dan$ 

pales W r\ D et dont les p 
pour r < p J enfin f P 

On définit alors f' par f'(z) • fp(z) pour p > lz1. 

r est méromorphe_, de pSles W, de zéros z, et o (r• f') = ok(r1 z, W, l) il en 
k 

résulte que lok(r, f')j ~ A r..(Br) dono r € A d'après III.,2.4. 

2. J?rop;r:i.étés de A 1Û ~• 

2.1. Définition 1 À régulière* V Z de À-densité finie., 3 zt :> z, 
Z 1 ). ... admissible• 

2 112. T,héo;r;ème l A. "'1/ ~ * À-régulière. 

Preuve 1 

a.)~ 

f E: A=> Z(f) (;:lat de À.-denaité finie * 3 zt j z, zt )..-à.dmissible 

alors 3 g E: -4E tel que Z(g) = zt dtaprès 1.2. 

Considérona h',= f J h e A. oa.r g, t € A et h est entière o~ Z(g) :, z(r) 

alors, h € ,A:m• D'où f' = f Jt g1 h € ~ q.e,dw 

Soit Z de )..-densité finie, alors 3 f € A t"'l que Z(f') = Z d'après l,,~,, 

maiS A " ~., f ="f où g, h € An alors Z(g) :, Z(f) et Z(g) est )1.-admissi• 

ble oar g € ~• 

2.,3.., Problème t toute fonction de oroissanoe est-elle régulière ? 

Cette question est restée sana réponse, complète jusqutioi. On peut voix- qu'il suffit 

de répondre da.na le oa.s où x -e+ l.(ex) est convexe. On a cependant deux résul­

tats pàrtlels ·· qui suffisent pour les cra.s classiques t 



?-..( 2r) = 0(1 ) =} l. est régulière"' 
X(r) 

u t x -&P Log [Me:x:) 1 convexe =} À est régulière. 

Noua démontrerons cas propriétés en appendice du présent chapitre. 

2 .,6.., Théorème l ~ est relativement algèbriquem.ent clos dans l 1anneau des 

fonotiona entières. 

Preuve t il a 'agit d.e montre:t- que t 

ai f 01 r1, ••• 1 fn € ~ et si f est entière et solution de ·f
0 

+ r
1 

f + ••• +rnfl.c 
alors f € A_s 

On montre facilement par récurrenoê .t 

alors 
~-

n T(r, f) u T(r, r) = T(r1 - ? 
n 

a.•où le résultat. 

3., Produit a.tHada111ard généraJ.iséo 

Théorème t Soit f € .A:E, r non constante. 

Alors il existe t 

1) une fonction h de A_m, h non identiquement nulle 

2) un ensemble 3{. non borné de nombres pOsi tifs et un ensemble 

[ rR] RES c ~ 
3) daux constantes A et B strictement positives 

tels qUe !) Z(fR) = Z(fh) n DR où ·Da •[•1 lil <~ 

5) Lim ? "' 1 uniformément sùl" tout oompaot:. 
R -a+«> R 
R € eJI. 

6) Log M(r1 F) ~ A '>..(Br) 

:De plus t 

7) si V k € lN L:lm Inf (l(r) r ... k 1 w + w , on peut prendre h a 1 
r.....,. + • 



8) si u 1 x ~ Log[À(e:x:)] est convexe, onpeut prendre 

h !Ill 1 et 8\. • [RI R jll R0 > oJ 
l?x-euve J on peut supposer f(O) ~ 11 f € AE * T(r, f) ~ A

0 
À(ls

0
:r.-) 

AJ )..(B
1
r) 

d 1aprèa III.2.5,, jok(ri f) 1 ~ ---- où A 
1 

et B
1 

ne dépendent que de A
0 

et 
lkl + 1 

B fr 
0 

d'après III.1.5., Z::Z(f) est À-admissible aveè des oonstantes qui ne dépendent 

que de A
1 

et B
1 

dono de A
0 

et B
0

1 

ataprès III~~•5• et n.4.3., 3 Z1 :> Z et [zt(R)~& ensemble complet de restes de 

zt où Zf et zt(R) aont )..-admissibles avec des constantes ne dépend.a.nt que de 

A et B t 
0 0 

d'après :UI 111.,5,., 3 A2, B2 ne dépendant que de A
0 

et B
0

; :1 "k,(r,. Z1
1 cc) et 

<it[r 1 z1 (R), a(R)] suites de coefficients de Fourier tel$-que t 

½ )..(B2 :r.-) 
lok(r, zt, a) 1 1' ---- ' 

lkl + 1 

Jok(r, z•(R), a(R)l( 1' ¾ '1.(B2 r) 
. jkl + i 

il n 1eat pas dif4èile arajouter 

9) fJim ok[r 1 Z' (R), a(R) Il • o 
R -.. oo 

Rê~ 
d'après 1.1~, 3 f* entière telle que f*(O) ~ 1, z(r•) • zt, °k(rtf*) • ck(r1Z1

1œ; 
3 gR entière telle que gR(O) • i 1 Z(gR) ~ zt(R), 

ok(r 1 g'B.) -~ ~ [r, zt(R), c.t(R) l définissons. enfin fR • ~ , h • r atoù 
fh R 

f* ~ :f'h et g • - , 
R fR 

Lea pointa 1), 2) et 4) sont alors évidents J gr~oe à 9)1 on peut montrer 5), 

Reste à mont~er 3) et 6) il est ola.ir que, 
A-, "(B1r) ~ X(B2 r) 

tok(r, h) I• Jok(r, f*) - ok(r• :r, 1 ~ I f + I I 
k + i k + i 

2 A ~Br) 
lok(r, rn.1 • lok(:r1 :r•) • <ït<rt g:e) 1 c 2 2 

lkl + i 

il en :résulte que & 



3 At; B-1 ne dépendent que de A et B tel8 que 1 
0 0 

lo (r. F) l «! A' i(B'r) F k ~ ~ lkl + 1 pour = f', h, rR, gR 

··~•-WJ.'S pour F holomorphe t 

mais 

(i. 
2,ç 

Les point$ 7) et 8) résultent imméd;i.atement des oas apéo.iau:x: du théorème II 114-w3, 

oa.r ai zi· = z., on peut prendre f'* = f,. 

4, Appendioe • 

4-wl◄ ~émonstration de la propriété 2,4:. 2 

~~(~ ~ < M ~ À régulière 

Lemme t 3 A; B > o., 

en effet ê:lc~, ~ M ~ V, q € N À.(24r) ~ Mq. 'J\.(r) 

f ~ ).(t) dt • .f: fk"!'_t,:· \(t) <\~ " f:; 'A,(2k+t}_ < MÀ(r) :Ë (~ \k 
J ;r tp+1 lo=O j 2kr tp+ 1 b:0 p rP(2k)p p ,! Io,;O '\2P) 

Définissons zt • J6 w-k Z où Cl> e exp P~~ alors n(r, Zt )iti (p
0 

+1) n(r 1 Z) 

B(~, rt,. k11 zt) • 0 pou;r;- k • i, 2, .. ,, p
0 

oar si é,.,k "fi 1, 

on intégra par pal'ties et on utilise le lenme. 
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4.2. Démonstration de la ptopriété 2.5. l 

:x: -e+ Log{) .. (ex)] oonvexe -+ i. régulièx-e 

Supposons que V p f Œf, Lim ~ = + llC1 (sinon À serait de croissance lente 
Ji,._(_gtl r -+ +w r 
){r} ~ M) • a.'1-après II.4.3,. :Lemme 1 page 2l. 

Nous référant toujours à ce lemme,. on peut aff~rmer ! 

r -e+ ~1 passe par un minimum R · > 0 et 1 'on a. 
rp p 

R1 < R2 <•,. • R < R 1 Lim R = + w J e.joui;ons R • o •. 
• p p+ p ---+ +,io p 0 

Construisons maintenant zv •• Pour ohaque z~ € z, effectuons le. construction 

suivante l 

zn € Z 1 3 p unique tel que Rp- 1 < lzn l ~ Rp J soient alors 

2i~ 
<.ù = exp ïiï" Nous mettons alors dans 

Montrons que Z 1 est de 'trdensité .finie. Soit r ~ u, prenons 

alors n(r, zr) , 24 n(r, Z) => N(r, Z') , 24 N(r, z) , 24 À(r) mais 

r > R .11 => ~
1

, ??<2r~ => 24 N._r) , 2 À(2x-)w 
q~ 1 .p.- (2r) 4-

Montrons que Z' est }e-équilibrée~ 

Soit k € N* 1 k = kf 24 k 1 impair 

1 ----, z • r,1 n 

R ~ r ~R 1 q q-

S(r 1 rt,..k, V) =1k 2: (1').k[1 + l+ ....... + Jr-(m-i)J où 
r < ID é:', zn n n 

<.ù et m = m(n) n 

sont définis comme il estndit plus haut. 

Si ri!< R
4

, les zn qui interviennent sont tel:f .que lzn 1 > l\ dono les 

2i?t p 
sont de la forme <.ù = exp - aveo m = 2 et p > q d*où n m 
k 2i?t k 2i?t k1 k• k(m-1) 

<J> =i exp - s: exp --- ,'c 1 atoù 1 + <o + ... + <.ù = o. n m 2P""q n n 

Dono si r ~ Rq, S(r, rt, k, zt) = O e~ si r < R
4 

S(r, r', k, zt) = 

S(r$ r• 1 k, Z') aveo r" = Min~r•, R ) 11'· q 

Puis on utilise l 

et on éva1ue l 1intégra.J.e oomme dans II.2·,2, 



B ESPACES DUALS de FONCTIONS ENTIERES. 

Da.na toute cette partie on notera l 

- G 1tensemble des fonctions sur t, complexes; continues et tend.an,t vers 
0 

zéro à l'in;finio 

- c+. le sous ensemble de C des fonctions réelles non négatives. 
0 0 

Un sous ensemble K de c+ sera dit 2naemble de poids, s'il a les propriétés 
0 

suivant'es & 

K1 t pour toute constarite o > 0 et toute fonction k E: K, la fonction ok 

appartient à K 

si k est dans K et k'f dans c+ 
0 

avec 0 ~ k 1 ~ k 1 alors kt est 

dans K 

si k et k' sont dana K,. alors Sup(k., k') est a.ans K, 

t K contient les fonctions de c+ à support oompaot. 
0 1S 

JS l toute fonction k de K admet une majorante radiale k~ appartenant 
à K0o 

K4 t si t ~ k(t) appartient à K, pour tout e > 0 1 t ~ k( ,;t) 
appartient à K,. 

~ t si k appartient à K, pour tout a réel t -e-.,. k(t) exp at 

appartient~ G • 
0 

On pourra parfois remplacer la condition K5 par la ~ondition suivante, plus 

faible t 

K5 S si k appartient à K, q\ieltque soit l t entier n la fonction 

t -e+ tn k( t) appartient à O 
O 

w 

Nous allons étudier l'espace E(K) des fonoti~ns entières f telles que 

f.K appartienne à C pour toute k dé K. 
0 



B I ESPACES E(K), M (K) I E(K*)• 

Soit E(K) = [f J f en:l;ière, k € K _fk € 0
0

] 

On munit E(K) de la topologie localement convexe définie par les semi-nomes,: 

lb Propriétés de E(K). 

Si f est entière, f(z) = iJ an zn t posons l 
n::O 

M(r, f) = Sup lf(z)l , B(r, f) = Sup la I rn 
1 zl<r nEJN n 

On peut éJ..ors énoncer s 
1 

1.1., f € E(K) * V kt: K Sup M(r, f) k(r) < + w 

O<r 
1,..2., f € E(K) * V k € K Sup B(r, f) k(r) < + oo 

O<r 

1.3.- B C E(K), B borné * · 3. U(r) telle que V k € K, V f € B 

M(r1 r), U(r) et Sup U(r) k(~) < + oo 

0<l' 
l~., B C E(K), B borné * 3 g € E(K), g(z) = 2J An zn telle que 

n€W 

V f € B, f(z) =~a Zn la l 1' A Vn € IN 
rll\r n n n 

ll\;;11.1 n 
.., :3 hi€ E(K), h(z) = ~ B z telle que 

nSN' n 

V f € B, f( z) = Z::: a zn 
nSN n 

2n I a i 111t B V n € JN. n n 

en particulier, Vf E: B M(r, f) ,_ M(r, g) et M(1"1. r) < M(~, h) 

1.5. Sur les parties bornées de E(K), la topologie relative eat identi­

que à là topologie de la convergence uniforme sur tout oompaot et eat d.ono métrisable 

1.,6., Les parties bornées de E(K) sont relativement compactes. 

1,,7., Sur les parties bornées de E(K)1 la topologie induite est identique 

à la topologie de la convergence ponCtuelle. 

1.8. La série de Taylor a•une fonction de E(K) oonverge dans E(K) 

vers oette fonction. 

1.9. E(K) est complet. 



Ges propriétés découlent de la définition de K et des propriétés des fonotiom 

entières. 

Nous ne démontreron~ que les propriétés 1.5. et 1.s •• 

Démonstration de l,5, 
La topologie induite est plus finie que la topologie de la oonvergenoe oompa.ote, 

Il suffit dono de montrer que ai [f·it] est une suite généralisée de fonctions, âhm 

ensemble borné B de E(K) convergeant uniformément sur tout oompa.ct 'tfArs une 

fono tion f d.e B; alors, pour toute k de K g 

L1Jn I Ir tt -- r 11 ir o 
par lzypothèse_. V R }'O, Liml Sup f f n(z) - f(z) lJ= O 
. <tL{z f4l · 
!°Ire: - ri lk = Sup lrt((~) - :r(z)j k~z) 

zE:t 

1 jf - ri rk ~ Sup !f11(z) - f(z)I k(z) + Sup fet(z) k(z) + Sup f(z) k(z) 
Jzj~R jz(<R · z R 

Nous pouvons supposer k radiale d.'aprèà X, et consiaè•rer 1 d'a:wès 1~, une 

fonotio lJ de E(K) telle que pour toute i'onqtion f de B on ait t 

M(r, r) ~ M(r, h) 

.Alora l 

Sup !fit( z) 1 k( z) + Sup I f(z)I k(~) ~ 2 Sup :M(r, h) k(r) i:: eR 
lzl)R lsl>R · :r>R 

a•où il résulte que i 

Lim o:Supj j:r - rj lk 1( 6R 

Or Lim · eR = 0, a•où le résultat~ 
R ➔ + 00 ' 

Rémonatration a.e 1.s, 
N 

Si f(z) ~ n5: an zn1 posons SN(z) • Lan zn J lorsque N tend vers 
nË1N n=O 

1 infini, SN(z) tend vers f(z) en chaque point. D'après 1.7,. il suffit de mon-

trer que les sommes partielles SN forment un ensemble borné de E(K). 

N N 
M(r, SN) ~ E an (2r )n 2-n ~ M(2r, :r) E 2~n ~ 2 M(2r, :r) 

11 
~O n=O 



Or M(2r, f) klr) < + 00 pour toute k d.e K. Les sonmes partielles forment 

dono un ensemble borné, d'après 1.3. • 

2~ Le duaJ. de E(K) 

2.J.o Définitions et notations, 

2,.L.J.; M désigne l'ensemble des mesures. bornées sur œ. 
2,.1.2. M(K) désigne· le sous-e·nsemble de M défini par .3 

M(K) :c [ kµ J k € K, µ € M] 

2.1.3. M"{K) désigne l'espace des transformées de Fourier v des 

mesures V de M(K). 

2.1..4. Mt(K) désigne l'espaoe quotient I Mt(K) = M(K) / N 04-

N = [vE: M(K) J f € E~K) J f' av = 0 J 
2.1.5. C(K) désigne 1tespace des fonctions f oontinues éomplexes tel-

les que f'k appartienne à C pour toute k de K. 
0 -

2.2. Propriétés. 

2.2.1. E(K) est un sou.a espace fermé de C(K) 

2.2.2. M(K) est le dual de O(K) 

2.2.3. M'(K) est le dual de E(K) 

2.2 .. 4-. Si est dans M""(K) v =t F(z) -= f exptzt) d.V( t) al,n-~ F est 

entière et F(n)(z) = ftn exp(zt) dv(t). 

2.2.5. M""(K) représente aussi le dual de E(K). 

Preuves: Les quatres premières propriétés sojt évidentes, démontrons 

ll suffit d.e montrer que µ ... V.,€ N * µ = V 
,,. .-

D 1 après ~, les exponentielles sont dans E(K), donc si (µ wv) € N,. µ = Jl 

Réoiproquement 1 si v ::: o, o 'est-à-dire F(z) = f exp( zt) dv( t) = 0 on a 

aussi pour tout entier n,. F(n)(z) a o. En partioulier:, pour tout entier n, 



Mais dt-après 1.8., les polynamea sont denaes da.na E(K), d 1où le résw.tat. 

n résulte d'ailleurs de oette démonstration la propriété t 

2.2.6~ Les exponentielles sont denses dans E(K)ô 

2 .2 • 7,. Si f appartient à E(K), f( z) :ir: lJ a.n zn, si l.!' appartient 
• n€N 

à ~(K), F :c- v, F(z) ::: L bn ,ll,_ et si on note D 1topérateur·de dériva4on 
d . . nE:N 

di 1 .a.lora i 

la série étant absolument oonvergente. 

alorJS t 

Preuve t f(z) = f~ an zn .et la série converge dans E(K) d1après l.8. 
n::::O 

(X) 

2.2,.8. Si F(z) = E: bn ~ est entièret les propriétés suivantes sont 
n=O 

équivalentes i 

(i) F € M"(K) 

(ii) 3 k € K, k raa.1aJ.e 1 telle que V n e: IN, nt lb i ·~ Sup[tn k(t)] 
n O<t 

(ili) 3 k É K1 3 A, B constante~ positives telles que V n € lN 

n l lbnl ~ A Bn Sup {tn k(t)] 
O(t 

À 

Preu,re i. (:t) ~ (ii) supposons F € :w'(K), F ::: il où v • ku k E X,. 

µ E M J on peut supposer k radiaJ.e et 11 µ 11 ~ 1 

lnt bn[ ,: lin)(o) 1 • If l 1 di,(t) I d*où 

Jnl bnJ .; /ltfn k(t) Ja.µ(t)I ~ Sup(tn k(t)] 
O<t 

(ii) * (iii) de manière évidente 
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(iii) => (i) Dans (iii) on peut suwoser ~ k rad.iaJ.e et B = 1 .,.,, Poso1+a 

k
1

(t) = 2 k(J) J alors n! lb 1 ~ 2n+i Sup (tn k1(t)] • Soit t un po~~t où 
G.l;L n O<t n 

est atteint,.. Soit µn la mesure portée ]lar rn ~ [t 1 ltl = tn] 
a.t 

Posons et v = k µ 
1 

Gomme ~ nt bn ~ IJ 
~o tn k (t) 

est une mesure bornée et V appar-

tient à M"(K).. n 1 n ""( ) f u w pt b f dt Alors v n (o) = :l;' dv(t) • LV . ~=nt bn 
• . , , :p=O r t (i) est demontre. p 

donc et 

2.2.9~ M~(K) eat une aJ.gèbre. 

Preuve : comme F1 F2 ;::: ½ (F1 + F2)2 ... ½ F~ ... ½ F~1 il suffit de prouver 

2 que F appartient à MR(K) dès que F y appartient. On peut mgme, dtaprèa 1a 

propriété préo~denta, se limiter aux fonctions de la forme 

avec b ::: J.1 Sup [tn k( t)] , où k est dans K._ 
n n.,. O~t oo n 

.A1ora F
2(z) = C d zn avec d = }:~ b. b . et il nous auf'fit de montrer 

0 n n . 0 J n-J n= J== . 
que n i a.n = 0 [All Sup tn k1(t) 1 pour une certaine fonction k1 de ~ Nous 

allons montrer en fait que dn = 0(3n bn). 

Définissons h(a) = Sup [a log t + log k(t)] = Log [Sup ta k(t)J a~ 0 ; h 
O<t 0~ 

est convexe et la fonction a -e-,, h(a) + h(n-a) est convexe sur le segment 

O ~ a ~ n., Donc Sup lli(a) + h(n-a) J = h( o) + h(n)., 
O::a~ 

n 
D1autre part> 2n :: ~ JÎ (~:j)! a.•où 

1 
Mais bj = jl exp h(j) 1 on a donc f 

n 
exp [h(j) + h(n-j)] ~ ~ 

llo 
e:x:p [h( o) + h,(n)1 

Soit encore x 

alors i 



3., Rappels ,s;u;r: la dualité dans les espaces vectoriels topologiques. 

3.1. Soit E un espace vectoriel topologique (e .. v.t.) sur C • 

Une partie A de E est i 

3,,1.1.. équilibrée si elle est invariante par multiplication par un nom­

bre com:plexe de module au plus égaJ. à un., 

3 .. 1.,2. absorbante # \;/ x € E 3e tel que 'r/ô O < 6 < e ô X € E .. 

3.1.3. bornée si tout voisinage de zéro contient un homothétique de A. 

3.2. Le dual de E est l'espace des formes linéaires continues sur E. 

3,ô. Deux espacea vectoriels E et F. sont mis en duaJ.i té s 1 il existe une 

forme bilinéaire B vérifiant les deux oonditiona i 

(i) Pour tout x de E non nul, il existe y de F tel que B(x,y) f. O. 

(ii) Pour tout y de F non nul, il existe x de F tel que B(x,y) f. 0 

On note aJ.ors B(x,y) ~ <X, Y>• 

Exemple un e.v.,t. locaJ.ement convexe et son dual sont deux espaces en dualité. 

3~4. Par cette duaJ.ité~ on peut définir plusieurs topologies sur E et F., 

3.4.,1. la topôlogie faible w(E7 F) sur E est la topologie de la con­

vergence ponrtuelle sur F J cl est la m atns fine rendant continues toutes les 

applications :x: ~ <X, Y> ., 

3.4.2., la topologie forte -s(E, F) sur E est la topologie de la conver­

gence uniforme sur les parties bornées de F., 

3.,4.3,. le. topologie de Mackey m(E, F) sur E est la topologie de la con• 

vergence uniforme sur les partieà convexes, équilibrées et w(F, E)-compaotes de F. 

On peut définir les topologies ana1oguea sur F~ toutes localement con~exes. 

3 ,..5., Si E et F sont mis en dualité 1 on dit qu I une topologie -i; localement 

convexe es~ admissible (relativement à la dualité entre E et F) si F stiaenti­

fie au dua.1 topologique de 1respace localement convexe obtenu en muniss(;ll'l.t E de la 

topologie -;-ex 



La topologie w(E, F) est la topologie admissible la plus forteb 

La topologie m(E, F) est la tôpologie admissible la plu1;1 .. fine .• 

Toutes les topologies admissibles sur E onv les m~mea parties bornées et les 

mtmes parties convexes fermées. 

3.6. Si B est une partie. non vide de E, on définit le polaire B0 de B: 

Bo 1: [ y Ë F , 1 <x,. y> 1 ~ 1 Vx. € B J 
B0 

est convexe, équilibrée, w(F, E)-fermé et contient O. 

Si B est une partie de E convexe, équilibrée, w(E, F)-fermée et contenant 

o, aJ.ors B00 = B. 

3~7• On note E* le dual d1un e.v.t. localement convexe E. Une partie E 

de E* est équioontinue si et seulement si B0 est un voisinage de zéro dans E. 

3.8. On appelle tonneau T toute partie convexe équilibrée absorbante fermée 

de E. 

T = T00 et T0 est borné pour toutes les topologies admissibles sur E~'. 

Si tout tonneau est un voisinage de zéro, E est dit tonnelé 

• E est tonnelé si et seulement si la topologie initiale, la topologie m(E, E*), 

la topologie s(E, E•~) sont identiques. 

- E est tonnelé si et seulement si toute partie ie E* qui est w(E*, E)-bornée 

est ég_uicontinue. 

Si E est complet et métrisable, E est tonnelé. 

3.9. E est dit de Montel s 1il est tonnelé et si toute partie bornée est 

r~1ativement compacte. 

Si E est de Montel, alors E* dans la topologie s(E*, E) est aussi un 

espace de Montel. 

Notons E*( resp. E*) le dual de E muni de la topologie faible (resp. forte). w s 
* * On a toujoura (E) = E 
w 

E est dit réf'J.e:x::l.:f' si * * (E ) = E 
s 

Tout espace de Montel est réf'J.éxif. 



4-. Etude de certains ensembles de M"(K). 

1;....:1,. Définition ; pour toute k dans K, définissons J 

Bk= [ F ; 3µ E: M, 1 [µI I ~ 1, F(z) :i: f ex.p(tt) k(t) a.µ(t)] 

4-.2. Proposition- Bk est une partie de M~(K) convexe, équilibrée 1 ~~ipleiœnt 

fermée, faiblement équicontinue et compacte pour la topologie de la converg~nce pono,-, 

tuelle sur t., Son polaire B~ est t 

B~ = [ f J f € E(K), l l :ri l k ~ 1 J 
Preuve x Bk est évidemment une partie de M~(K) oonvexe, équilibrée. 

Si f est dans E(K) et F = (ku)~ est dans Bk, on a 

l<r, F >I = If r(t) k(t) aµ(t) 1 ~ llfl I k 

donc si 11 ri I k:::; 1 , f appartient à B~. 

Réciproquement, consiè!.érons 

tion F correspondante, on a t 

,<f, Ji>= f(a) k(a). Donc 

ô mesure de Dirac au point a. Aiora pour la fonc­a. 

0 
si f appartient à Bk on a 

Nous avons donc bien caractérisé le polaire de Bk qui est manifestenent un 

voisinage de zéro è!.ans E(K), donc Bk est équicontinu. 

Sur Bk, la topologie faible étant plut>, fine 'que la topologie de la convergence 

ponctuelle sur t, pour prouver que Bk est fermé pour la première et compact pour 

la second.et il suffit de prouver que Bk est compact pour la seconde-

Or z étant fi:x:é1 l'application µ -e-+ J exp(zt) k(t) a.,..(t) est continue ai 

on met sur M la topologie faible de dual de C
0

~ Mais ltensemble [F{z) J F €Bk] 

est 1 1image par cette application de la boule unité qui est faiblement compacte dans 

M. Pour tout z c'est dono un ensemble compact et Bk est compact pour la topolo­

gie de la convergence ponctuelle. 

4.3. froposition. Si B est un ensemble de fonctions entières, les propriétés 

suivantes sont équivalentes t 

(i) B C M"'(K) et B équioontinu 



(ii) 3 k E: K telle que B CBk 

(iii) 3 G-E; M"(K) G-( z) 
00 

et Je; 1 ~ b V n € tN 
11 n -

== ~ bn zn. telle que V F € B1 
n=O 

Preuve: (i) * (ii) B étant équioontinu, B0 est un voisinage de zéro, 

il e:::iste filmè k dans K telle que B
0 2 [ f ; l lf l lk ~ 1] = B~. 

00 00 é ' li ' .Alors B ~ B s;, Bk = Bk oar Bk est faiblement ferm , convexe, equi . bre 

et contient zéro. 

(il) * (iii) il n test pas restrictif de supposer k radiale telle que B C Bk 

Si F t B. C Bk, 3 µ , 111111 ~ 1 telle que F(z) = f exp(zt) k(t) dµ(t) mais alors 

le 1 = !~~~(o) = j j f t 11 k(t) dµ(t) ~ jt Sup t 11 k(t) . 
n nt n1 n. 0~ 

00 

b = 1, Sup t 11 k(t), G(z) = Lb zn. 
n n,. O<t n=O n 

Posons alors 

.A:Lors G- a la propriété voulue et appartient à M""(K) a.taprès 2.2 .. 8., • 
oo n 

· (il) => (i) Si G(z) = L bn z appartient à M..,(K), il existe d1après 
n::::O 

2.2.8. une fonction k de K, radiale, telle que b = j, Sup t 11 k(t). Posons 
n n. Ô$ 

mais 

J.' où. 

appartient à K. 
00 

Si F € B et f € E(K) f(z) = L an zn , l lt l lkr ~ 1 alors 
n::::O 

00 

l<r, F>I :::: ~ nl a b ~ r, la l n! b L.-J
0 

nn /.......An n 
n== 

nl la lb ~ 2-(n+ 1) Sup 1ilii...fl. t 11 kt(t)J ~ 2-(n+ 1) I Jr 11 ~ 2-(n+ 1) 
n n t>O L tn . k' 

donc 1 <f, F > 1 ~ 1 et f € B
0

• .Alors B
O .contient un voisinage de 1.• origine dans 

E(K) et B est équicontinu. 

5., Int:r-oduction de K>!< • 

.5 .. 1. Définition. Etant donné K classe de poids, on défini K* nolasse duale" 

part 

~ = [k"' J k* € c+ Vk € K1 Sup !exp( tw) k( t) k'I'( oo) 1 < + °'J 
. t,(.r.) J 



5.2<1-Propriétés l 

5.2 .. 1. Ki.< est une classe de poids se vérifie aisément. 

car K C K** a.1 où K* C K'I'** et aussi K,'I',::) K.'1'** 

car 

5-.3-. Définition .. K est dit parfait si K;: 10<*. 

5-.5. Proposition. Si k* € K*1 alors ,/t'- e:. K* 

Preuve l k € K C C
0 

=> 3 A tel que k
2(t) ~ A k(t) => k

2
(;) E.'K 

• r:r:;- E 2 ~ 1/2 si k* E: K;~; Sup lexp(tw) k(t) Vh (w) 1 = Sup e:x:p(2tw) k (t) k*(oo) = 
t.,w t,oo 2 t * 

Sup exp too k (2) k' (w). 
t,w 

5.6. Proposition. E(K.'1') est une algèbre topologique. 

Preuve t si k* € X#" posons ~ • ~ 

aJ.ora si f ~ g E: E(K.*) J jfg llk* ~ Sup [r( z) g(z) k*(z) 1 ~ l lf l l.k'i' cl [g I lk"' , 
z 

a.toù 1e résultat. 

'5,,, 7., Propofd tion. M"(K) est dense dans E(K*) 

MA(K*) est dense dans E(K) 

ryeuve r Si F. € 1r(K),. E k € K et 3 µ € M telles' que 

F(z) ==:. f exp (tz) k(t) a.µ(t) 

alor:s 

1 jF l lk* ;:: Supf exp ( t.z) k( t) k"'(z) dµ( t) ~ j jµ 11 Sup jexp( tz) k( t) k*(z) !<+v: 
z z,t 

il sùffit d1appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue pour prouver 

que Lim F(z) k*(z) = 0 donc M~(K) C E(K.'I'),. 
{z J-+ +ro 

De plus la fonction F correspondant à la mesure de Dirao au point a appa.r-

tient à M41r(K) : F(s) = exp(az) k(a).. Dono M.-.(K) contient les exponentielles qui 

sont elles-m~mes denses dans E(K*). 



B II COMPARAISON des TOPOLOGIES. 

1. !_qnologie relative et topologies admissibl@s sur MA(K). 

1~1. Théorème. La topologie forte a et la topologie m de Mà'Okey sur 

M~(K) sont identiques et plus fines que 1~ topologie i induite par E(K"-<). 

Preuve: D'après I.1.6., les parties bornées sont relativement compactes, 

donc les topologies m et s coïncidentb 

Pour montrer que la topologie s est plus fine que la topologie i, montrons 

que pour chaque 0' de K>l< il existe un ensemble B ::: Bk;>l< borné dans E(K) tel 

que B° C Nk",. :c: trF € M"(K) ; l IF I Ir :;; 1} 
Prenons B::: f J f(z) = f exp(zt) 0'(t) dµ(t) 1 lµI 1 ~ 1]. On prouve oollllll.e 

dans I.5.7. que B est contenu dans E(K)t ce qui montre en m~me temps que B 

est borné dans 

Si f' Ë B 

E(K) car f € B ~ 1 If 11 ~ Sup je:x:p(zt) k(t) ~(z) j. 
k t,z 

et F € M~(K), F(z) = f exp(zt) k(t) dv(t), alors s 

4, F>:: f f(t) k(t) dv(t) = f k(t) (j e:x:p~zt) ~(z) a.µ(J)) dv(t) .. 

L•intégraJ.e double oonverge absolumenty on peut utiliser Fubini 

<l', F> = f F(z) r(z) dµ(z) 

.Alors l 

l .,..2.,. Définitions .. 

1.2.1., Une fonction À de œ.+ dans m.+ est X,..ad.missible si et seule­

ment si t V k € K,_ Sup À(r) k(r) < + co.. 

r~ 
1~2.2. Un ensemble de poids K est dit hypo-convexe si l 

quelle que soit À K-ad.missible telle que x -e+ '>J, ex) est convexe, il existe À.
1 

À.1 ;;-: ÎI. , À.1 K-ad.missible et r -e+ Log À/ r) convexe. 

Démontrona a.' abord trois lemmes qui nous servirons da.na la démonstration du 

théorème 1 .. 6 .. 



J .• 3. ~- Si À est une fonction non décroissante, convexe sur (o,, ;, wf à 

dérivée première continue non bornée, il existe une fonction g non décroissante 

oomexe sur [o,+ oo[ et une constante A > 0 telles que t 

(i) Sup [n Log r - g(r)] ~ n Log n - n - A+ Inf [À(r) - n Log rl V n€N* 
r>O r>O 

(ii) rt - g(r' - À(t) ~ 0 pour tout r, t ~ A. 

Nous pouvons supposer À(1) = o, À•(1) = 1 .. 

Soit g(r) = t ('1.1 )-
1 (t) dt où (;.')-

1 
est la fonction réciproque de 'I.' 

(g est la fonction 0omplémentaire de À au sens d 1Young, au choix de 1torigine près 

.AJ.ora (ii) n•est rien d 1autre que l'inégalité d'Young avec A= (À')-1(1) = 1 ioi. 

Pour montrer (i), ca1culons le second membre de 1 1inéga1ité: 

Inf r)l.(r) - n Log rl est atteint pour l' vérifiant 1',•(r) - ~ = o .. 
rX1 r 

Soit u(t) la fonction inverse de t 1'.1 (t) qui est continue strictement 

croissante., 
. u(n) 

Inf [À(r) - n Log r] = À fu(n)}- n Log[u(n)] ~ f Àt(t) dt~ 
r>O 

En intégrant par parties en faisant le changement 

B = - r: Log u(s) a,, 

ma:l.s n Log n - n = r: Log a ru,
1
~ 1 

donc le second r de (ii) vaut , 

1 n Log[u(n)] 
t = u(s) on obtient 

f Log4-ra.a-A-1,, J1 U\S) n 
Un calcul analogue montre que le premiè.;> membre vaut /

1 
Log v(s) da 

où v'(s) est la fonction réciproque de t -e-., t g'(t) = t (Àt)-
1 

(t). 

Montrons que u(:J = o(s) = v(s), o•est-à-d.ire (cr0 v-
1)(t·) = t 

-1 
(u-o v1)(t) = t(i..•) (t) = s4tl_ si t = 1..t(s) 

uCt(i..')- 1 (t)J ü!s-~ 
alors (cro v-

1
) (t) = 8 Àt(s) = )..•(s) = t 

s 



l~4- Lemme. Si À est une fonction convexe non décroissante sur [Ot + ~( 

telle que Sup k(:r) exp[1'.(r)] < + «> pour toute k dans K1 aJ.ors il exist~ 1êll 
r>O 

dans E:l' telle que; 

f' entière, Log M(r,f') ~ Ïl.(r)] C Br = [ f J f(z) = f exp(zt) k;'l<(t) aµ(t), 

l JµI J ~ 1] 
Preuve ton peut supposer que i.• existe et est continue car entre À et 

À. + 1 il existe une fonction 11.1 possédant toutes ces propriétés .. 

D'après I.4.3-, il suffit de montrer i 

«> 

3 G Ë M":'(~), G(z) =: 2~ bn zn 
n:=O 

on ait l a 1 :,; b V n € IN. n n 

telle que 
w 

Vf E: B:, f(z) = 8 
n=O 

@ Si À t n I est pas bornée : il existe la fonction g du lemme précédent, 

définissons r par k*(r) = exp [A - g(~)l et ~(z) ~ k;'l<(I zl ). Il est clair que 
e 

~ est dans montrons que ~ est dans K*., 

Soit k dans K, k radiale 

G Ë M~(:K.11<) d'après r .. 2.2.a. 
~ 

Si f(z) = ~=d alors 1 

De plus i 

1 1 'M(r f'I ( ) a . ~ Inf " ù l ~Inf exp (11. r - n Log r] = exp Inf [11.(r) ... n Log rl 
n :r~ 0 r :t'i1< 0 l'?: 0 

Mais d'après le lemme précéaent: 



-n n 
~ n e exp [A+ Sup(n Log r - g(r))] ~ nn en Sup [rn k*(er)] ~ 

r>O r~O 

n et co:mme n ~ nt on a bien 

@ Si ÀT est bornée : alors il existe a.eux constantes positives C et D 

telles que i(r) ~Cr+ D. 

Soit r une fonction de c+ à support compact telle que r(t) ~ exp D pour 
0 

jtl ~ e.C et prenons b = 11 Sup tn k'l'(t), G(z) = [: b znD 
n n t;;,-.0 ID:=0 n 

.Alors k* € K>'i< et G E: M"'(K*),. 

Soit f(z) =Can zn avec Log M(r, f) ~ Î\.(r)o 

Alors J 

la 1 ~ Inf ~~ilil ~ Inf e3œ (Cr + fil « ~p(Gr + D) V r > o 
n n n ~ n 

r>û r r>O r r 

Prenons Cr= n, a.1 où 

la. ! ~ exp D. (2~) n ~ exp D (C;)n ~ ~Celn 
1
k*(Ce) ~ b 

n n n~. n. n 

1.5.,. Lemme.. Si l\.(r) est une fonction non décroissante convexe de Log r 

SUl.1 ]0 1 + rof 7 il e:rlste une fonction f entière telle que: 

1 exp 11.(r) ~ M(r, f) ~ 2 exp À(2r) r 
Preuve: Nous pouvons supposer 1\.(1) = Oa 

pour tout r ~ i 

r . 
Alora Ïl.(;r:-) = f 

1 
~ dt où u est positive non décroissante. 

Définissons A = Inf ~xp(À(r)) et f(z) = ~ A zn. 
n n ~ n 

n r~O r n n 
Dlune part An r ~ exp Ïl.(r) * M(r, f)~ C An(2r) 2- ~ 2 exp ric.2):-) ~ 

n• autre part, pour tout r ;:,, 1, il e:rlste x tel que i 

Si n = Gd (partie entière de x), r M(r, f) ~ A rn+ 1 
Ji= A :r;-.x:. n n 

x --e+ Inf' ~~ étant décroissante, ~na de plus t 
t-1) tx 

A rx ~rx Inf ~~ 
n t~O tn 

La. fonction 



J.,,.6. Théorème. Les propriétés suivantes sont équivalentes. 

(i) Sur MÂ(K) la topologie induite par E(K*) est identique à la tqR(:)logie 

de Maekey et à la topologie forte de dual de E(K). 

(ii) Sur M~(K) la topologie induite est aa.missible. 

(iv) K est hypoconvexe. 

Preuve : 

(i) ~ (ii) t car la topologie de Mackey est admissible 

(ii) ~ (iil) 1 nous savons que M~(:K:l') est dense dans E(K) d1après I.5.7. 

montrons que E(K) C M,_,(:K:l') dans ce cas.. Soit f dans E(K) J dé­

finissons la forme linéaire Lf sur M~(K) par f 

L_r<F) =<f, F >=== f f(t) k(t) di{t) 

si F(z) ::: f exp(zt) k(t) dµ(t). 

Pa:r- hypothèse cette forme linéaire est continue pour la topologie induite,, 

M;-.(K) étant dense dans E(K*) 1 Lf' a une extension unique continue sur E(K"<) ; 

alors il existe v* dans M(K"<) telle que LiF) ::::: f F( t) dv * ( t) pour toute 

F de E(~) .. 

Prenons en particulier F(t) ~ exp zt. 

Alors f e;x:p ( zt) dif ( t) :::: < f 1 exp. zt> = f( z) et f € M~(K'~) 

{iii) * (iv) Soit Â.(r) une fonction convexe de Log r telle que: 

Su p [ k( r) exp ï,. ( r)] < + c,o pour toute k dans K. 
r>O 

ll n'est pas restrictif de supposer que ).. est non décroissante~ 

Dfaprès le lemme 1.5., il existe f entière telle que t 

~ exp Îl.(r) ~ M(r 1 f') ~ 2 exp [7'.(r)l pour r ~ 1 

D'après I.1.19 et les hypothèses faites sur À, f € E(K)o 

Considé~ons g(z) ~ z f(z). Gomme E(K) = Mft(:K:l') et que M~(K*) est une aJ.-

c•~bre.t g € M"'(~) donc il existe ~ E. :K:l' et µ E: M1 1 jµj 1 ~ 1 telle que : 



g(z) ;::.! exp zt k*(·h) dµ( t), et on peut supposer k* radiale. 

Prenons alors À1(r) = Log [sup [k*(t) exp(rt)l] 
t>O 

Il est clair que À
1 

est convexe. 

De plus ~1 majore À car 

enf'in l 

exp À(r) ~ r M(r, f') ;= M(r, g) ~ Sup fk*(t) exp(rt)l == exp À1(r) 
t~O 

Sup k(r) exp[~ 1(r)] ~ Supjexp(tz) k(z) lèl'(t)} < + ~ pour tout k de K. 
r>O t,z 

Donc k est bypoconvexe. 

(iv) * (i) D1après 1.1., la topologie forte et la topologie de :Maokey coincident 

et sont plus finesque la topologie induite. Il suffit donc de montrer que si B est 

une partie bornée de E(K) aJ.ors B0 est un voisinage de zéro dans M~(K) pour la 

topologie induite par E(K*). 

Si B est borné dans E(K), il existe d 1après I.l.4o une f'onction g · de E(K) 

telle que M(r, f) ~ M(r, g) pour toute f de B. 

Prenons À(r) * Log M(r, g). Alors À(r) est une fonction convexe de Log r 

d'après le théorème des trois cercles d'Hadamard. 

K étant bypoconvexe, il existe À.1 ~ À:, convexe et telle q1,1e pour toute 

k de K Sup k(r) exp À
1

(r) soit fini~ 
r 

Alors a.taprès 1.,4,., il existe Ici' dans Kll< telle que B <: Bk* où 

Bk'°'= [r 1 f(z) = fexp(zt) lèl'(t) dµ(t), l lul ! ~ 1] 
Donc B

0 
::>B~ ::: [F J F € MA(K)1 14, F>I ~ 1 V f € Bk'°' J 

Mais si, f appartient à. Blçi':, f(z) = J exp(zt) lèl'(t) dµ(t) avec l lul 1 ~ 1wr 

.lq.or~ <f' ~ F> = f F( t) k*( t) a.u( t) en utilisant le théorème de Fubini. 

n en résulte que z 

fJ;; l<f, F,1 = 
11
~n)f F(t) k"(t) dl<(t)I = 11F111<" 



Il en résulte que si 0 
donc Bk'° oontiant un 

voisinage de 11origine et le théGrème est démontré. 

2~ Conditions suffisantes pour que E(K) soit tonnelé. 

Cette question se pose nat~rellement dans de nombreux exemples. On ne connait 

pas a•exemple où E(K) n•est pas tonnelé. 

tes 1 

Examinons d 1abord le cas où K est hypoconvexe. 

2.,..1 .. Théorème,. Si K est hypoconvexe,. les propriétés suivantes sont équ:i:valen-

(i) 
(ii) 

(iii) 

E(K) est tonnelé 

M~(K) est un espace de Montel pour la topologie induite par E(E:I') 
M""(K) ::: E(K*) 

Preuve: 

(i) * (ii) E(K) est tonnelé donc, dt après I.1.6., E(K) es:b de Montel falors 

son dual M"(K) est aussi un espace de Montel pour la topologie forte qui,d 1après 

1.6.,_coincide avec la topologie induite pale' E(K*) puisque K est hypoconvexe. 

(ii) * (iii) a.taprès I.5.7. M~(K) est dense dans E(K*). 

Soit f de E(K*) J f est limite dans E(K'l<) des sommes partielles de sa 

série de Taylor d'après I~la8. Ces sommes partielles sont dans M""(K) et forment 

un ensemble borné dans E(K*),. donc borné dans M"(K) pour la topologie induite. 

Mais M~(K) étant un espace de Montel pour cette topologie, cet ensemble est relati• 

vement compact. 

On peut donc extraire une sous sui te convergeant dans M""(K) vers une fonction 

g de M~(K). Mais1 bien entendutconnne la suite convergeait ponctuellement vers f 1 

on a f = g € M~(K). Donc f appartient à MA(K) et E(K*)::: M"(K)tt 

(iii) * (i) Soit N un tonneau de E(K) J alors N° est borné da.na 

M""(K)::: E(K*) pour toutes les topologies admissibles, en particulier pour la topolo­

gie de E(K'l<) puisque K est hypoconvexe (of. 1.6.). 



Dt après Iol.4., il ex:iste une fonction G de E(K*) = M'\K) 
0 telle que pour toute fonction f de N, 

°" n 
:f'(z) =): Pn z 

~ 
pour tout n dans lN. 

N° est donc équicontinue d'après 1.4.3. et N°0 
= N est un voisinage de zéro 

dans E(K)., donc E(K). est tonnelé. 

2.2. Remarque. Ehrenpreis a étudié des espaces de fonctions entières en intro-

duisant la notion dt espace analytique uniforme. Dans le langage d'Ehrenpreis, le 

théorème précédent dit que si E(K) est tonnelé et K hypoconvexa alors E(K) est 

analytique uniforme. 

2 .. 3. Définition. K a une base dénombrable s'il existe une suite 

fonctions de K telles que : 

(i) V n € lN, kn ~ kn+ 1 
( ii) V k € K, 3 n € N tel que k = 0( k ) n 

2.4. Définition. K esti!_éterminé par une suite, s•il existe Wle suite l<j)niEJN 
de fonctions positives, continues, non décroissantes sur [o, +~[telles que i 

(i) V n € lN, cp . ~ <P. 
1 

(ii) K :: rk ; k ; c+, n\up [k(z) exp ~ QzD l < + \)0 V n e: INJ l o ze:a: n 

2.5., Théorème. Si K est à base dénombrable, E(K) est métrisable et tonnelé. 

normes 

normes 

Preuve : si [kn }€IN est la base de 

{il 1 1 lkilEJN définit la m~me topologie 

1 l lk-Y • E(K) est donc métrisable J 
jk€K 

K,. le système dénombrable de semi ... 

sur E(K) que la famille de semi­

comme il est complet, il est 

tonnelé. 

2.6. Théorème. Si K est déterminé par une suite; E(K) est tonnelé. 

Pour cela nous avons besoin du lemme! 

Lemme : Si K est déterminé par une suite, alors : 

(i) E(K) est réunion dénombrable a. 1 ensembles bornés. 

(il) Pour toute suite rn] telle que D n! lan I Ibn 1 <+ CO a.ès que 



[: an zn appartient à E(K), il existe k dans K telle que: 

n! lb l ~ Sup tn k(t) 
11 t>O 

Preuve 1 posons 1n = exp cpn. où [ cpn J est la suite qui détermir:\e K. 

Montrons que pour toute fonction f de E(K) 

M(r, f) ~ n
2 

Vn(r) 

il existe n tel que 

Sinon, il existe une suite [r l rll\T tendant vers l'infini et telle que 
ll J llOL• 

M(r, f) > n2 
1jr (r ). n · n n 

Considérons aJ.ors k radiaJ.e, définie sur [O, + 00[ par les conditions 

k(r) = - ·1 j et linéaire par morceau. n n ,,, (r 
'l'n n 

Alors k appartient à K. 

Mais alors M(r, f) k(r) > n et f ne peut appartenir à E(K). n n 

Il en résulte que: E(K) = u B où Bn = fr J f entière M(r, f) 
nEIN n 

est borné d.1àprèa I.1.3. et (i) est démontré. mais B n 

t; n 

Soit maintenant [bn] 
truire une fonction k de 

une suite vérifiant 1rhypothèse d.e {il), nous aJ.lons cons-

K telle que : nt b 'l; Sup tn k( t). 
n t>O 

n ntest pas restrictif de supposer les ~n continfui.ent dérivables. 
-n 

D1 apl'ès K5' 

miné par la suite 

K ne peut contenir les fonctions r -e-,,, r ; k étant déte.r-
ljr (r) 

que Lim ~n- :: + 00 pour tout m et tout n .. 
r.-,. +«> r 

Posons 

.Alors 

appa.1.'t:î.ent 

"li =Sup 
,:,lll ~O 

n Lr~ 
n€N n.,m 

à E(K) ç;iar 

n 
= 2 ïJrm.(2r) et la fonction f,)z) = C r­

nElN n,m 

Sup M(r, f) k(r) ~ 
r~O m 

2 Sup ,j; ( 2r) k( r) < + "°. 
r~O m. 

1°nl 
Donc par hypothèse, 2 n~ -- < 

n€tN Â.n,m 
+ QO 

En pa..ï;,tic;:mlic:,;,, il existe un entier N
111 

tel. que Â.n,m ~ n! 1 bJ d.èa que 



Joit p le plus petit nombre non négatii' où n.,m 

n r Sup --r::-t est atteint; 
r~O lfm\rJ 

alors p ~ p +1 et Lim p = + iio. 

Soi:,m[nm~N,m unens;t: ~::sa.nte d1entiers positifs telle que 

n > N 
1 m m+ 

Définissons alors r - p si m ~ 1 
m nm,m 

strictement croissante, et tend vers l'infini. 

et r
0

:::: O., La suite ~m] est 

k1 est une fonction-décroissante, tend.a.nt vers zéro à l'infini et continue 

sauf aux points rm. 

Si R < p - r 
:in m ... n ,m - m . ., m 

et n > nm-1 ~ Nm alors 

Noua allons rendre 1ft continue: considérons une suite 

assez rapidement poUll:' queJesegment joignant 

et 

soit situé tout entier au-dessus de k1 

rm r +e 
Il!. m 

s tendant vers zéro 
m 



Dôfinisson.s enf'in la fonction k: 

--f • \ " k( 1 z j ) l·\.-\h} :-;:::,. ; k( r) :;,:: k
1 

( r) si 

k(r) linéaire si 

r +e ~r~r+ m m m 1 

rm ~ r ~ rrrt + 6ni 

JUo:i:-s k est continue,. tend vers zéro à l t infini-, et 

Do plus 

Rcvcnon.s aJ.ora au théorème 2.6., i 

Si N 
0 es-b un tonneau, N est borné dans M~(K) pour toutes les topologies 

admissi~l8S en particulier pour la topologie de Mackey qui coïncide avec la topolo­

gie forte.. .Alors pour tout ensemblê B borné dans E(K) il existe A telle que 

l<f; F>I~ A pour toute f dans B 

Soit b = Sug l~(n)(O}l e 

):1 ]IE:N nt 

0 et toute -F dans I-r o 

oo n 
Soient f(z) = C an z une fonction de E(K) et 

:n:::::O 

B ::::: [g J g(z) ::::: C en zn i, l en! ~ 2n I an!] ., .Alors B est borné da.n$ E(K)., 

Mais g( z) ;.;; 2n a .zn appartient à. B, donc pour toute F de N° 
n 

d'où il résulte que 

Dt après le lenn:œ, il e:ci.ste k de K telle que b ~ i., Sup tn k(:r) ::::: d • 
n n. t>O n 

n 
La fonction G(z) = L d z 

n 
d'après r.2.2.8. et 

d' aprÀs r.4.3. N° est équicontinu donc N°0 = N est un voisinage de zéro dans 

E(K)., 

2.,,7 .- Remargu2 : n semble que B.A .. Taylor vient de démontrer que K parfait 

* E(K) to:nneléo 



C II .ALG-EBilES dt HADAMARD. 

1. Qj_fil~i tions et propriétés. 

1.1~ Définition: Soit A un e.v.t. localement convexe de fonctions entières, 

qui est de plus une algèbre pour la multiplication ponctuelle (cette multiplication 

n 1étant pas nécessairement continue). 

On dit que A est une algèbre a.tHad.a.tI1ard si on a de plus les propriétés 

suivantes s 

1.1.1. A contient les polynSmea. 

1.1.2., f € A, f(z ) = 0 =} ti._tl € A. 
0 z-z 

0 

l.1.3. QuéJJe qti.e soit g non identiquement nulle de A, il existe h 

dans A et g = P e où P est un polyneme et 
n n n n 

gh 
~€A et telles que~ quelle que soit f dans A, 

n tend vers ltinfini dans INo 

1.2. Définitions. 

e "Jne ünftê de A telles que n 

~~-,. f dans A lorsque 
gn 

1.2.lo- Soit r un idéal de A, Z(I) désigne l'ensemble des zéros communs, 

aveé leur multiplicité, des fonctions de I, 

1.2.2,. Z étant une suite, avec multiplicité, de nombres oomplexea sans 

autre point dtaccum.ulationéventuel que 1 1infini, I(Z) désigne l 1idéa1 des fonc­

tions de A qui s'annulent sur z. 

1..,2 .. 4. A est saturée # tout idéal fermé est fixé,. 

1,,,3., Lemme. Soient A une algèbre d 1Had.amard7 I ùn idéal de A,, a de mul-

tiplicité p 

z -e-➔ f(z) 
(z-a)j 

dans Z(I)., 

est dans I.,. 

f dans I.,. f('a) = 0 avec multiplicité m > p, 

pour 

Preuve: il est évidennnent suffisant de montrer que z -e+ f(z) 

z - a 

alors 

est 

dans I. a eyant la multiplicité p dans Z(I)., il existe g dans I telle que 



g(z) = (z-a)p h(z) où h est dans A et h(a) p Oo 

}lors z ~ h(z) f(z) : g(z) f(z) est dans I car g est dans I et 
i-a (z-a)P+ 1 

f( z) 
z -e,'.- ;· _ p+i est dans A Car m ~ p + 1 ., 

\:,-a) h(z) h(a) 
z ~ f(z)- est dans I car f est dans I et 1.,1.2., 

z-a 

Jùors z ~ h(a) f(z)::: ~(z) f(z) - f(z) hitl_~~2 est dans I, dioù le 
z-a z-a z-a 

résultat car h(a) J.O., 

1.,1+., Théorème., Toute algèbre d 1Hadamard est saturée., 

Preuve: Posons rt = I[Z(l)] J où I est idéaJ. fermé de A. 

Il est clair que ICI', montrons rt CI., 

Soient f E: I', g € I, g f: o (si I::: [oJ rt::: I bien sur) .. .A:!,.ors il 

g = P e où P est un polynâme et e une unité de A, 
n n n n n 

eriste h, g E: A, 
n 

telles que f~ 
gn tendve rs f dans A lorsque n tend vers 1 1 infini~ 

Comme I est fermé dans A, il suffit de montrer que pour tout n 

est dans I., 

fgh € I car g € I 

f et g s I annulent sur Z(I), , est entière, donc 
·n 

I d'après le lemme. 

fgh --p 
n 

est dans I .. 

fgh 
p 

n 
est dans 

2., Conditions suffisantes pour que E(K), E,C_K*), M"(K) soient des algèbres 

d'Hadama:rd .. 

2.,1., Théorème. si E(K) est une algèbre, E(K) est une algèbre d lHadamard., 

Preuve : Il est cl air que E(K) satisfait à 1 .. 1.1. et l •1.,2. ~ reste 1.1.3. 

Soit g dan:: E(K), g non identiquement nulle,. 

Prenons G{ z) = 2 + 'f: an zn avec nt a = 1 in) ( 0) j ,. G est dans E(K) dt après 
n=1 n 

B.I.l,.2. et G(O) ::: 2 > 1, 

Posons À(r) = Log M(r, G) ~ Log M(r, g). 



.Alors, d1après A;rv.3. qui concerne les produits d'Hada.mard généraJ.isés 

il existe h., g , c, D1 g = P e où P est un polyn&e et e ne s 1a.nnllle , n n nn n n pas 

telles que Lim ~ • 1 ponctuellement et Log M( r, H) ~ 0 .11.( Dr) pour 
n -,."° h gn 

H • h.t gt ght g , tL • n g 
n 

n en réaul te que Log M(r; f'e;h) ~ Log M(r, f) + C ?{Dr)• 
gn 

Prenons me IN, m ;-i,. 0 J alors M(r, ~gh)~ M(r, F) où '.F(z) = f(z) q.lR(Dz).-

Comme E(K) est une algèbre, F a.ppa~ient à E(K)o- .Alors r~ est l gJ nEJN 
borné dana E(K) et comme il y a. convex-genoe ponctuelle il y a convergewe dans 

E(K) d'après B.I. 1.7 •• 

D. ne reste aono plu.a qutà prouver que e est une l,lllité dans E(K)w n 

Mais si f est dans E(K) et ne staunu1e pàs; M{r1 1) ~ M3(2r, f') alors 

M3(2r, f) ~ M(r, g) où g(z) • r3(2z).-

E(K) étant une algèbre, g est dans E(K) et J aus1:d. a•après B.I.,l.:i...- · 

2.2,.. Corollaire. E(K'i') est une algèbre d 1Had.amard.. 

p_reuv2,. t en effet,, a•après B.r.5.6.,E(K"') est une algèbrec. 

2.3. !héorème .. · K bypoconve:x:e, E(K) tonnelé ~ M~.(K) est une algèbre d' 

Hadamard dans la topologie faible w[ MÂ(K) 11 E(K)J w 

Preuve i d'après B.II.2ol~ M4 (K) ~ E(l0<) et d'après B.II.1.6. la topolo­

gie forte de Mw(K) co5:noide a.v.eo la topologie induite par E(K'i'). ll en résulte 

que M""(K) à.St une algèbre d.'Hao.amard. pour la topologie forte, d.ono pour la. topolo­

gie faible c1e dual de E(K)., 

Les deux dernières conditions (2 .. 7. et 2.9.,) résu1tent des lemmes s 

2.1;.. ~ i Si E1 , E2 sont des parties équicontinues de M"(K) aJ.ors 

E1 .E2 l=:: [1 1 F 2 J F1 € E1, F 2 € E2] est une partie équioontinue de M"'fK) • 

P;euve I d'après B.I.4113• , il existe ~"i de M~(K), Gi (z) = Ë:; b~i) zn 
n=O 

Fi(s) = i: o(i)zn on ait 
n=O n 



CO 

Posons aJ.ors G(z) = G/z) G2(z) = L dn zn., M""(K) é'ta.nt une aJ.gèbre., ~- {l.ppa.r-
n=O 

tient à M~(K).. Mais il est clair que pour toute F de E1 E2 , F • F 1.F 2, 

F(z) =Lon zn on a lcnl ~ dn V n € N J aJ.ors d'après B.I.4.3. t :a1 J? 

est une partie équicontinue de MA(K)., 

2.5.;, Lemme l Soit r une partie de U: eya.nt un point d'accumulation à distru1-

ce finie., Soient [G «] une suite généralisée formant une partie équicontintie de 

M~(K)) G une fonction entière et supposons que G« tende vers G sur r J alors 

G appartient à M"'(K) et G(t tend vers G da.na la topologie faible w[w(K) 1 E(Kj 

E.r~ t Soit V le sous espace engendré par les fonctions f ( t) = exp( z,e 
z 

pour z dans r.. Alors d 1après Hahn -Banach, il :ri.test paa difficile de voir que V 

est dense dans E(K)., 

Si f est dans V, l ~ <f', G«> existe et il 1m résulte qu'il existe G 1 

dans M"(K) telle que Go: tend vers G
1 

dans la topologie faible., Mais si z 

est dans r, G1(z) = lixn <exp ztt Gtt( t) > = Lti..m Git(z) ::: G(z) et G et G-f 

coïncidant sur r, coincid.ent partout., 

2.6. ~ J Soient F dana M4 (K) et BF = [f ; f entière, M(r, f)<M(r,Fj 

S:l. pour toute F de M'""' (K) ~ est une partie équicontinue de M~(K) t alors 

M"(K) est une aJ.gèbre d 1Hadamard pour la topologie w [M~(K), E(K) ]. 

Preuve. - M"(K) 
- si F 

contient toujours les polynSmes 

est dans M~(K) êt F(a) = o, posons G(z) c lliL • 
f-a 

Alors il existe A > 0 tel que M(r, G) i!it A.M(r, F) = M(r, AF). Dono G € BAF C 

-reste à prouver que M•(K) s~isfait 1.1.3 •• Lâ démonstration 

est à peu près la mgme quten 2.1. 
CO 

Soit ~ dans M~(K)t G(z) = Ll b
11 

z11, 
n=O 

d 1après B~I;2.2.8~, g appartient à M~(K). 

Posons X(r) = Log M(rt g) ~ Log M(r, G)• 

~ n 
posons e(z) =-2 + L bn z J 

n=1 



Alors, d'après A.IV.3., il existe des constantes c, D et des fonctions entiP-rea 

H, G telles que G = P e où P est un polynSme et en ne s 1annule p~s, 
n n n n n 

GH G- tend vers ·l, ponctuellement lorsque n tend vers l 'in:fini et 
n 

Log M(r, f) ~ C À(Dr) pour f = H1 HG1 G_. ~G ; Gn. Soit m un entie;r supé;rieur 
m n 

ou égaJ. à C_. et g_,yCz) = g (Dz) alors '5
1 

appartient è M~(K) et les fonctions 

H, HG, Gn ll;:, appartienne,rl; à Bg ~ r I f entiàl:'e 1 M(r, f) ~ M(r, g1) J • 
Il en résulte que H • HG, Gn' ~ sont toutes dans M

4
(K) et que la, suite 1 

n n 

est une partie équioontinue de MA(K). 

.Alors pour toute F de 

MA(K) d 1après 2.4.o 

FGH M~(K), la suite - est une partie équioontinue de 
Gn 

Mais !§ converge ponotuellèment vers 
n 

FGH 
F, alors d'après 2 • .5., G converge 

n 
vers F d.ana la topologie w[M4 (K), E(K)] • 

Reste à prouver que les e~ sont dea unités dans M~(K), c'est-à-dire que si 

e ne stannule pas, alors 1_ est dans M4 (K)~ 
n en G 

D1abo;i;-d e est dans M~(K) car G est dans MÀ(K) et e ::: r ., 
n n n . 

1 - ~ . n 3 
De plus, comme en 2.1., M(r, -) ~ M"'(2r1 e); M(r, F) où F(z) ~ e (2z) J e n n n 

alors F E: M•(K) et en € BF C M"(K), 

2.7., Théorème. Si K est parfait (K = K**), alors Mt(K) est une algèbre 

d 'Hadamard. pour la topologie wl.M"(K) t E(K)] ,, 

~: a•après 2,6., il nous suffit de montrer que dans ce cas, si F 

appartient à M4 (K), ~ est une partie équicontinue de M~(K). 

Soit F dàns M~(K) 1 alors il existe k radiale dans K et une mesure µ , 

avec j jµII ~ 1 telles que F(z) = f e:x:p(zt) • k(t) dµ(t). 

Posons '>..(r) = Log Sup k(t) exp(rt). 
t>O 

Alors M(r, F) ~ exp À(r) et À est convexet non déc~oissa.nte. 

De plus 1 si ~ appartient à K*, on a s 

Sup ~(r) exp'X{r), Sup k"'(r) k(t) exp(rt) <,+ "°• 
r~O r,t>O 
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D'après B.n.1.1.i...,. il existe k** dans 1{11'*:: K telle que BFCBlr-** J alors 

d I aprôs B.I.4.3,, BF est équioontinue oar k"=* est dans K. 

2.,8. Définition .. 

K est h,yper.convexe si pour toute k dans K il existe une majorante lla.µiale 

k' de k telle que r -e--, - Log kt(r) soit oorrvexe non décroissante aur le oompl&-t" 

mento.ire de (k')-1 (o). 

2,.9. Théorème. Si K est hyperoonvexe, M""(K) est une algèbre d.1Had.amard dans 

la topologie faible. 

Preuve I ll suffit d.e démontrer que les hypothèses du lemme 2.6. sont 

satisfaites. Cette propriété résul.te des deux lemmes techniques suivants que nous 

citons sans démonstration. 

Lemme 1 .. Soit [on}E:ll>r la suite des coefficients de Taylor d'une fonction 

entière. Supposons que pour tout n dans IN, o ne soit pas nul 1 n posons 

lonl = exp(-~) et supposons gn+1 '1' gn pour tout n dans IN. Si de plus la. 

fonction g définie pa.r les conditions g(n) = g et g linéaire ailleurs est n 
convexe, alors pour chaque n il existe r > 0 

n 

lo} rn • Sup lo l rm 
n n ' m n m€tf 

tel que 

Lemme 2.,. Soit k dans K, k ra;d.iale_, k contin:t!ment dérivable sur 

(O, + eo[ et telJ.e que la fonction t. ~ - Log k(t) soit corrvexe, non décroissante 

-1() . '""11 n n () sur le comJ>lé men taire de k O ., Soient o = n e Sup t k t et 
n t~o 

B(r) ~ Sup on rn.. .AJ.ors pour chaque :n ct.ans IN il existe r > O tel que 
n n 

B(r) ~ o rn. 
n n n 

Démonstration de 2•2• Soit F dans M~(K).. Comme K est hyperoonvexe, il 

existe une·fonction radiale k de K telle que -Log k(t) soit une fonction oon-

d , • -1.( ) vexe non eoroiasante de r sur le oomp1émenta.ire de k O et 

F(z)-::; J exp(zt) k(t) aµ(t) où µ est une mesure telle que l lµl l t,; 1,.. n n•est 

pas.restrictif de supposer que k est oontin~ent dérivable 0 



n -n 
-n n .u ( ) n e Soient o = n e Supt kt et A= Sup , < + co. 

Î 
(n) t~O I ÎEJN n • 

.Alors F n~
0l = ~r l f tn k(t) dµ(t) ~ A en. 

Définissons F/z) = 2A ~ 2n en .zn et B(r) = Sup c rn. 
n=O n€1N n 

appartient à M~(K). 

Nous avons aussi: 
oo F(n)ro\ n co n 

M(r, F) ~ ~..1 -Pr ~ A 2~ c r ~ 2 A B(2r) L..1 n.. __. n 
naO n=O 

CO ll 
Soit maintenant f dans BF' f(z) = IJ an z • Soit rn tel que 

n=O 
B(rn) == en r~ ; (rn existe d 1aprèa le lemrœ 2)., 

Aloi·s lanl ~ Inf l,M(rA f)J ~ Inf fM(r~ F)J 
r~O L r r~O L r 

11où r 
M' n F) B( ) 

l I n \, 2., n+1 rn n+1 
a ~2 ----~A2 -=2 Ac n n n n 

r r 
n n 

cG_J.1110 F 1 appartient à M"(K), il résulte de B.,I.,4.3. que BF est une partie équi 

co:;tinue è.e M~(K). 



C II SYNTHESE SPECTRALE dana E(K). 

1. Définitions. 

1 .. 1. Soit E une spaoe a.e fonctions entières ~ une variété a.ana E 

sous espaoe fermé, in-variant par les translations c'est-à-dire t 

1.2. f dans E est moyenne périodique # la variété engendrée par f I soit 

V(f),. est distincte de E .. 

1.3., Une exponentielle mon$me est une fonction z ~ zj e:x:p(az) où J € IN 

et a é: (l;. 

l.t. Synthèse spectrale i nous aB.opterons la formulation suivante 1 

on dit que la synthèse spectrale a lieu dans E si toute variété V est identique 

it la variété eng.ndrée par les exponentielles monômes qui sont dans V. 

2. _çonclitions suffisantes de synth,Jse spectrale dans E(K),. 

2.1 .. Lemme. Variété de 
l E(K) * V ( orthogonal de V) est un idéal faible-

;;1ent fermé de M"'(K)., 

I J.·-de~-_., de M,h(K) ~ I 1 
-l- • 'té d 'é,U. ~ es'-' une varie e E(K). 

Preuve Si f € E(K) 

2.1.1., ,4'(z+w), F(z)> = <f(z), F(z) exp(zw)>. 

- Soit I un idéal de M~(K)~ Il 

espace invariant par les translations., I 

' lt d 2 1 1 I.l. est un sous resu e e • • • que 

est aussi faiblement fermé dans E(K). 

Mais toutes les topologies ad.missiblea ont les mtmes ensembles f'erméa, donc I.L 

est fermé dans E(K). 

- Si V est une variété, il résulte de 2,,1,l'C, que V.l e-st un sous e:3p~_ce fai­

blement :fermé de M"'(K) qui est invariant par multiplication par les exponentielles. 

Reste à voir que v.l est un idéaJ."' Soient alo:ra F dans VJ. et G- <1o.ns 'M,...(K)" 
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Supposons que G(z) =! exp(zt) k(t) d.µ(t) où k est tîa..na K et µ dans M 

(espace des mesures bornées que l'on munit de la topologie faible de dual de 

Soit alors (µ«) une suite généraJ.iaée de meaurea de M telles que 

G ). 
'O 

'r;/ a 111-la:l 1 ~ 1 lµI IJ µa; est une combinaison linéaire finie dè mesures de Di,.,0 ~ 

Soit P~(z) * f ex.p(.zt) k(t) d.µct(t) • 

.Alors o:taque Pcc est une oombinaison lin6aire finie dt exponent:i.é.llea ,dono cha­

que Pcr F appartient à v1 • 

De plua [P«] Qk ~ [H j H € M~(K)t R(z) ~ fexp(.zt) k(t) do(t) 

Alors (P«) est équioontinu d 1 après B.I'04•3• et il en résulte que 

OOntinU ( Of. I.,2.J.i.,.,J Il 

l lol l ~ 11 µ 11] 
(P« F) est équi-

Enfin 1 pour tout z dans œ, P«(z) = f exp(.zt) k(t) d.µrr(t) tend vers 

f exp(zt) k(t) d.p(t) = G(.z) uar k(t) exp(.zt) est dans 0
6 

et(µ«) tend vers µ 

vaguement j il en résulte que pour tout z dans $i Ptt(z) J(z) tend vers G(z)F(z), 

Il 1 résulte aJ.ors de 1.2.,5" que Ptt F tend vers G.F dans Mf(K) muni de la 

topologie faible. 

Gomme v" est faiblanè nt fermé et que Pl'I' F est dans vl, GF est dans v.l 

et Vi est un idéa1e 

2.2. Lemmev V une variété dans E(K) et VJ. x:: I. 

Alors l'exponentielle moname zj exp(a1>:) est dans V si et seulement si a 

est dans Z(I) aveo 11!18 multiplicité lli > j. 

:Remarg:µe l Z(I) est parfois appelé le spectre de v., 

Preuve & FE: M""(K),. eJ.ora. 

2.2.1. <Zj exp(az), F(z)> = F(j)(a) 

Supposons d'abord que 1 1exponentielle monSme zj exp(az) soit da.na V. 

Pour chaque k tel que O c k .; j, zk exp(az) est une combinaison linéaire 

finie de translatés de z j e:x:p( az) • n résulte alors de 2 .,2 .1" que pour toute F 



dans pour k=0,1,, •• ,j,, Alors la multiplicité de a dans 

Z(I) est au moins j + 1., 

-Supposons maintenant que a a la multiplicité. m > j, dans Z(I) J aJ.ora 

pour toute F dans I:::: VÏ, <Zj exp(az), F>:::: 0 d'après 2,,2.,1,, et l'exponentielle 

moneme zj exp( az) est dans V il J mais v.1.1. ::: V,:, 

2,,3., Théorème. Si M ... (K) est une algèbre d 1Hadama:rd dans la topologie f'd.ble 

alors la synthèse spectrale a lieu d ns E(K),, 

Preuve: Soit v
1 

la variété engendrée par les exponentielles mon8mes qui 

sont dans V ; soient I = rf et r
1 

=. ~ ., 

V et v
1 

étant des variétés, I et r
1 

sont des idéaux faiblement fermés de 

M""(K) d'après 2trl"" 

V et v
1 

contiennent les mtmes exponentielles monemes, donc Z(I):;:;: Z(I1) 

Mais comme M~(K) est une algèbre atHadamard, I = I[Z(I)] = I[Z(I1)] = I1 
a. 1 après I ,.1.1+ .... 

Alors V :::: y1.1, 
1 1 

2.4,,1. si K est hypooonvexe et E(K) tonnelé, alors la synthèse spectra• 

le a lic,u a. ns E(K)., 

2.4.,2., si K est hyperconvexe, la synthèse speotraJ.e a lieu dans .E(K). 

2,.4.,3,, si K est parfait, la synthèse spectrale a lieu dans E(K)., 

Preuves : car dans chacun de ces cas M"'(K) est une algèbre d tHadamard 

pour la topologie faible d'après I.~.3.,, I.,2,,7o et I;2.9.Q 
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C III SERIES CANONIQUES pour les FONCTIONS MOYENNES-PERIODIQUES. 

Nous supposerons dans tout ce chapitre que M"'(K) est une algèbre d •Rad.a.ma.rd 

pour la topologie faible. 

l. Notations et résul tata préliminaires• 

1 .. 1. Notations. 

- V désigne une variété de E(K) et J. I:::: V • 

- Z(I) désigne la suite, avec multiplioité,des zéros communs des 

fonctions de I. 

- On désigne par a
0

~ a
1
, ••• , 3n, les élements distincts de Z(I), 

P
0

, P
1
, ••• , Pn, ... leur multiplicité respective. 

- Si F est dans M..,(:K) et si p est une exponentielle mon8me 

( ) j ; ) . (j)( ) p z = z exp az , alors F (_ p = <P., F > = F a ., 

- Si p et q sont des e:x:ponentielles mon8mes p(z) = zj exp az, 

q(z) = zk exp(bz) on définit la relation d'ordre: 

(p ~ q) ~ (a = b et j ~ k) .. 

si p(z) = zj exp az., (p E: V) .:i»(3 u tel 

0 ~ j < Pn)• 

que a= a et n 

Preuve: Il ne s'agit de rien d 1autre que du lemme II.2.2 •• 

1 7. -
.;>. ~ : étant donnée p exponentielle monôme de V, il existe une forme 

linéaire co~tinue unique L définie sur V telle que pour toute q exponentielle p 

mon$me de V on ait L ( q) = ôp;q où ôp,q = 1 si p = q et ôp,q_ :::: 0 sinon s p 

Preuves -- noua ne d. émontrona pas ce lemme (cf. Taylor) .. 

Pour f d.ana V, on définit la série canonique de f par 

f ~·s L (f) • p, où p désigne une exponentielle mon$me. 
p€V p 
Bien entendu, il s t agit d I une série formelle pour le moment. 
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Cette série dépend d'ailleurs, a priorii à la 'fo~s de f et de V et n'~ dono 

encore rien d.e canonique • 

1.5 .. Lemme.. f E: V, f L d p , F € M"'(K), F(p) = 0 sa1:1f pour un nombre 
pE:V p 

fini ; alors <f 1 F> = B_ d F(p). 
pE:V p 

Preuve: nous ne démontrons pas ce lemme (c.f. Taylor). 

2., Procédés de sommation pour les séries canoniques et conséquences. 

2.,1., Définition. nous appellerons Z- suite une famille de nombres complexes 

c = [cp~V où p est une exponentielle mon~me .. 

2.2.., Définition. nous appellerons <P 1 1 espace vectoriel des Z-suites telles 

que C = 0 sauf pour un nombre fini. 
p 

2.3 .. Défini tian, Soient 
[cpiV' 

- f€V f,-,~- d C = C € <P, P• 
pE:V p 

Alors 

s(r, ë) = :z::: a. L c:(q) c q 
pE:V p q(P (p) q 

est la o moyenne de f ,, 

2,,.4. Propriété. supposons c € <P, G € M"'(K) et G(p) = ; alors 

V f E: V1 V FE: M"'(K), <S(f,ë), F>= <f'J FG>. 

2.5c, Propriété. dans ces conditions, S est une application. linéaire continue 

de V dans V. 

2,.6. Prouriété. nous appellerons procédé de sommation pour V 11,.>J.e suite 

(-ck), ..rl!\r .K.OJ.~ d 1 éléments de <!)telle que pour toute f de V Lim S(f, ëk) = f 
k ~ +01> 

E(K)., 

2. 7.,, Théorème. si M"' ( K) est une algèbre d I Hadamard pour la topologie faible 

et si V est une variété de E(K), il existe un procédé de sommation pour V. 

Idées de la démonstration. 

Les parties fennées bornées de E(K) étant compactes, toute suite faible­

ment ,conve1·gente est convergente. Il suffit donc d'exhiber un procédé do sommation 
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tel que pour toute f de V; et toute F ae M"(K) Lim <S(f,ëk), F> = <f, F> ,. 
k -)- + 00 

Soit G non identiquement nulle dans I = VJ. .. M"'(K) étant une algèbre 

d'Hau.amara., il existe H dans M"(K), d.es polyntmes 

pour toute F 

Pk et des unités e ·telles 
k 

que G: == _ _§!_ et L im Gk F = F 
k pk ek k ~ + oo 

dans M"'(K). 

que 

1 
Définissons alors pour p € v, -k j( ) 

op = G-k a • 

ëk est dans <P • 

Si f € V, posons -k s(r, c) = s(r, k) .. 

.Alors Lim ~(f, k)~ F> = 
k ~ oo 

Lim <f, Gk F> = <f, F> ,. 
k -1> +QO 

Il est clair 

2.8. Corollaire. la série canonique détermine f, c'est-à-dire que s~ f et 

g sont üons V et f ~La p et 
pE:V p 

g N ï:J d p alors f = g., 
p€V p 

2.9., Corollaire., f moyenne périodique, f € V (\ V* 

Alors 

si a. = o, si p • Et v 0 vt, a• = o p pl 

et si p = p I E: V f\V t, alors 

5. Convergence de la série c ahonigue. 

Nous nous préoccupons ioi de la convergence absolue dans E(K) des séries 

ça:1'.)niquelJ et de problèmes qui se rattachent à cette convergence. 

Nous ne donnerons aucune démonsttation. (ofo Taylor). 

3.1. Définition. p désignant une exponentielle mon8me et V une variété, 

S = [b ~ (bp)p€V f3k€ K1;lA > 0 tel que V p € V lbpl ~ AIIPllk J 
3.2. ,Lropriété., il est clair que ai F- est dans M,..(K), la Z-suite ~(p) iv 

est dans s. 

3.,3. Défini~ Soient V une variété et Z = z(v-1-). Z eat dite une suite 



d I interpolation pour M"'( K) s i, 

o ·- [b 1 il existe F dans ' -· P_ pE:V' 

étant donnée n'importe quelle Z-suite 

M"'(K) telle que b ~ (F(p)1v0 
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de S soit 

3.4. Définition. Soit E un e.v.t. localement. convexe dont la topologie est 

définie par une famille de semi-normes [ 1 1 11 <i]a€A ., 
Une suite x atéléments de E sera dite une base absolument convergente de 

n 

E si les deux oondi tions sui vantes sont remplies : 

3 .• 4.1 .. tout x de E s'écrit d'une manière unique 

pour tout 8 le I llx llœ 
n=O n n 

converge. 

3,4.2,. pour tout a dans A,. l 1application x ~ 

est continue,. 

00 

x=LJc 
n=O n 

n 
X et 

3~5~ Théorème. Nous supposons toujours que M"'(K) est une algèbre d 1Had.amard 

pour la topologie faible. 

3.,5,.1,, Si les exponentielles monômes forment une base absolument oonver­

gen-be de v, alors Z est une sui te a• interpolation pour M"'(K),. 

3.5.2., Si Z est une suite atinterpolatiou pour lt'(K), alors pour 

toute f dans V la série canonique de f converge absolument dans E(K) 

(c'est-à-dire et 8 la l l lp l lk < + 00 pour toute 
p€V p 

k dans K.) 

3.6. Théorème. Supposons de plus V tonnelé,. Alors Z est une suite atinter­

polation pour M,.(K) si et seulement si pour toute f de V la série canonique. de 

f converge absolument. 

3.7. Théorème,. Supposons de plus que K a une base dénombrable; alors les 

exponentielles mon$mes forment une base absolument ·convergente de V si et seule­

ment si Z est une suite d'interpolation pour M~(K). 

Remargu~. K a une base dénombrable , d.ono E(K) est métrisable et complet a.one 

V aussi$ donc V est tonnelé. 



C IV APPLICATION. EXEMPLES. 

Nous ci tons ici les résultats sans démonstration. 

1. Eguation de Convolution., 

1.1. Définition. f dans E(K), v dans M,l\(K) _., on définit 

(f * v) = f f(z-t) dv( t). 

1.2.,, .!zopriété,. f * v est entière. 

1.3. ,v-opriétéo Ltappliœtion f ~ f * v pour v dans M"{K) envoie 

M"'(I0') dans M'\K*). 

l.,4. Corollaire" ai K est hypoconvexe et v dans M,l\(K); 1tapplication 

f -e-> f * v envoie E( K) dans E(K)., 

( car dans ce cas E(K) = M ,l\(K*)). 

1.5. Théorème. si v n 1 est pas identiquement nulle et si (i), (ii), .2ll (iii) 

a lieu: 

(i) K hy:i;;o convexe 

(ii) K déterminée par une suite et parfait. 

(iii) 'K déterminé pap une suite et hypoconvexe. 

al.ors quelle que soitgdans E(K), il existe f dans E(K) telle que f * v = g. 

1. 6. Théorème. 8 i "' V n'est pas identiquement nulle, alors quelle que soit 

g dans M""(I0') il existe f dans M"'(K*) telle que f *V = g. 

Quelques mots sur la démonstration de 1.5. et 1.6. i ces théorèmes dépendent 

des lemmes: 

w T(r, f) ~ T(r, f) +,T(r, g) 
g 

- [Ga}E(K*)., 3 F € E(K"'), F /. 01 tel ~ue F Go:--~ 0 dans E(K*) 

alors G~ -+ 0 dénsE(K*) • 

... E(K) tonnelé, K parfait ou hypoconvexe, (Gn) CM""(K), 3F E: M""(K), 

F 'f O tel que F G:n _ _,_.. 0 faibleœn t alors Gn ---. 0 faiblene nt. 
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2~ Exemples., 

2 .1 cFonctions complémentaires au sens d 1Young : deux forctio ns convexes s 1 a:nnu-

lw _t à 1 1 origine éJ? et '1! sont dites complémentaires (au sens d'Young) si da.na la 

représentation éJ? (À.) = J:<p (t) dt et ,J().) = t (t) dt où les fonctions q> 

et 1jr sont strictement c:ro:iss antes et non bornées, les fonctions <p et t sont 

réciproques .. 

2.2. Lemme. Soit ~ ) une suite de fonctions convexes, continnment dérivable, 
n 

non décroissante sur [ 0 1 + 00[ et telle<5 que %.( o) = o et : 

(a) 

(b) V n >0, (j) (2r) = 0 r <P. 1(r)l lorsque r ~ + 00 
( ) n n+ 

rp r 
(c) -¼-~ + oo lornque r -J, + oo 

Ddinissons K::::: [k €. c+ JV n, Sup k(z) e:x:p <P. ( jz 1) < +oo] 
o z€.G:! n 

.Alors : 

2.2.l. K est un ensemble de poià.13 

2.2.2. K est déterminé par une suite et hypoconvsxe 

2.2 .. 3., K"" = [ ~ E: G . + 

et >lrn sont compl~mentai.resJ 

; 3 n > 0 tel que k* = O [e:x:p( ... 'k (z)l èL\ 
n 

2.2.4. K* a une base dénGllllbrable et est hyperconve:x:e. 

2.2.5., K est p:irfai t. 

2.2 .. 6. E(K) ~ t f ' 
2.2.7. E( K"") = F J 

f entière.,.B n tel que M(r, f) = O[exp <Pn(r) 1] 
F entière,V n > o, M(r, F) = o[exp 'J!n(r) i] 

2,,2.8. M"(K) = E(K*) et M•(~) = E(K); la topolc:gie d.e Mackey et la 

topologie induite coïncident., 

2.2.9. E(K) et E(R:><) sont deux espaces de Montel et sont duals llun 

de l'autre., 

2.3. Exemples classiguea. I:ls résultent dè. ce lemme 2.2. i par exemple, 

~ < p ~ + CO et 
Tt:ric tement croissante tendant vers p. Prenons 



Alors E(K) = [f; f entière, d'ordre inférieur ou égal à p] 

E(K*) = [F ; F entière, d'ordre inférieur ou égal à q, 1 + ~ = 1J 
2 .4. Contre exemple • Il existe.. 

finit K = [ k ; k € C~ , V B > O, 

f convexe sur [O, + oo[ telle que si l'on dé­

Sup k(z) exp f(Blzl) < + ~] aJ.ors: 
z€4: 

2.4.lo K est un ensemble d.e poids. 

2.4.2. E(K) 'n'est pas une algèbre. 

2 .4.3., K n'est pas hypoconvexe. 

2.l+ol+-. K n'est pas parfait car E(K>I<*) estunsous espace propre de E(K). 

3. Problèmes o 

Voici quelques problèmes ouverts: 

3.1. Est-ce-que M,,.(K) est toujours une algèbre d 1Hadamard pour une certaine 

topologie admissibleZ 

3.2. E(K) est-il toujours tonnelé~ 

3.3. Si F est dans M"'(K) et G entière telle que M(r, G) ~ M(r, F) ,. 

est-ce-que G est dans M~(K)? 

3 .4. Si K est p=,,rfait, est-oe-que K est cypoconvexe ? 

3.5. K* est-il toujours hypoconvexe ? 

3.6a Si E(K) est tonnelé, est-ce-que MA(K) est toujours une aJ.gèbre 

d 1Hadamard? 

3.7~ Que se passe""U-d.l dans le cas de plusieurs variables? 
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