Croissance et zeéros des

Fonctions Méromorphes.

Espaces Duals

de . Fonctions Entieres

Tar

L. A, RUEEL.

Bédigé par les soins de Melle, DETRAZ Jeocyueling
M. FIOLET Wichel.



Croissance et zéros des

Fonctions Méromorphes.

HEspaces Duals
de Fonctions Entieres.

Lar

L, A, RUBEL.

Rédigé par les soins de Melle., DETRAZ Jacqueline.
M, FIOLET Michel.



UNIVERSITE DE PARIS.
TFaculté des Sciences AYORSAY.

PUBLXCATION LU SEMINAIRE
DE M/THEMATIQUES DYORDAY

5tme année 1965-66.

Secrétariat de Mathematiques
1966



Table des Matidres,.

Il’ltroduc‘tion ltooﬁtancltdco'ot-co&-nno'no‘ob'u«.dn.wéc.a‘-nbot"»owi&

A, Croissance ot zéros des fonctions méromorphes

Iy La caraotéristique généralisée TN E PRI E T AT ER S BV R OEHR PO E L EES O NS
1s La caractéristique de Nevanlinnag seesseesvennasscocrssvecs
24 Coefficients de Fourier d'une fonction holomorphe ..sevese

3y Quelques définitions et propriétés relatives aux sultes
complexes R A R T Y ST E R R R
Le La caractéristique généralisée s..vewvvevmssrssovevecornsvy

5. Appllcatlons R R I I R SR A R Y

II. BEtude des suites complexes.
1# Définitions tcdeﬂ'ovlwitlio!.OOQ.G:"ici";nviotﬂii.-toln
2¢ Propriétés R AR R Y R R R PR TR AR R R
3y Exemple of 6XeIrcice ssvecossssvcascrsrsvsvrevivvenscoonnse
li-q Restes d'une suite R N Y L L L L

IIT Goefficients de Fourier, :
1+ Définitions et propriétés relatives aux coefficients
de Fourier assoclés A une SUIbLe veseseesserssssccrcovvsene
2. Définitions et propriétés relatives aux coefficients
de Fourler associds & une fonction Méromorphe sevevscveves
B34 APDPLicaltions svescevesssenvrsovnsssosscssocrcosccsnsscnsons

IV, Applications aux fonctions entiéres ou méromorphes vieececeessess
1. Caractérisation des sultes des zéros des fonctions de A
type finirvii'.ii0!'00000-Qﬂibiﬁiiv-o.“oot-.‘v.i.‘;tv‘#.é

2« Proprié'tés de .A. et AE P T L R R s I T

3' Proaﬂit d'Hadaﬁard généraliSé PG SPBGHESIDUNOPPIEEOOO GEPRS NS

.
141 Appendlce TGN e P E UG LGV N GUBES ENE I PB TSP I A IBUE POV SE AT PO BV

B. Espaces duals de fonctions enbilreS..eeveveresvssecsvonssansvoseaesns

Id Espaces E(K)’.‘M‘\(IQ y E(K*)‘C'.i"'l‘i..O.600‘0‘."0."".0.""‘.

la PI'OPI‘ié'téS de E(K)'ovduiwvoc.c'coatvvtu’tiO'o‘Oooooooot.ovoOv
2¢ TJe dual de E(K) ‘..‘..co’io-.oo-qcustb-.coao,...obaovinoo-.;

3« Rappels sur la dualité dans les espaces vectoriels topolo—
v glquese ves
14-- Etudeﬂ de certains ensenmblses de MA(K) Vv ssUsE N PO OPRIETLPEL LN

1T« Comparaison des tOPOlOgies.-cvcucuo‘oo:»v- FossUsopssse st sesns VEVE
1., Topologie relative et topologie admissibles sur M*(K)....
2. Conditions suffisantes pour que E(K) soit tonnelé..ee.s.

C. Applications aux equations différentielles d'ordre fini

Iy Algébres d*Hadamard R R R R R R
lw Défiﬂi‘tiOﬂS et pz'opriétés CHBEE I LI U ELOUETBUCI VYOO POIISOIOERIRSITS

2. Conditions suffisantes pour que E(K), E(E*), M"(X)
gsoient des algébres d'Hadamard R R R R R TN,

18
18
20
21

2k

25
28

29

29
33

35

38

39
39
41

49
49
55.

60
60

61



II. Synthése spectrale dans E(K).
1' Définitions P E O PO USSP TS OOU PO S0 B DY TENOENOI ARSI SIS
2. Conditions suffisantes de synthdse spectrale dans E(K) erv

III, Série canonique pour les fonctions moyennes périodique.
1, Notations et résultats px‘éliminaires R R R Ty
2. Procédés de sommation pour les séries canoniques et
conséquences C VP E PP T LI PRI IE S P U PI P s PP WV COUB BRI GO v s hbs s ddd

3« Convergence de la s8érie canonilquUe cevivscssvsevecsssvosvvee
IV. Applications, Exemples,
Lo Equa‘bion dée convolubion Jeeeievsvivorocsvosvivrvovsvsusvvias

2\3 Exemples G PP I T B I e e B P bur TP P VI SIEVELES Yoo dsvadubovedosdosssd

Ja Problémes ouverts C LGP I H UGNV I Ve vo vy s G WP PUBOI WSO GV onwros ue

» "
Bib].logi‘aphie R R A R R E R R A RS N R R RN 2 4

— i st




INTRODUCTION,

Nous étudierons ici quelques espaces vectoriels topologiques de fonctiong

entiéres contenant les classes classilques, Par exemple 3

E espace vectoriel topologique des fonctions entiéres, muni de la topo=-
logie de la convergence compacte (convergence uniforme sur tout compact),

E', dual topologique de E, est Eo, espace des fonctiong entiéres de
type exponentiel (f € B « 3 A, BER  tels que V z€¢0 le(z)l < A expBlz|].
Pour f€E et FEE, <, F>= (F(p) « £)(0) ot F(D) est l'opérateur de déri-
vation 1ié & F 3

F(z) = :E: a 2 (D) = :E: & T
n=0 n=0 dz

CO espace des fonctions 3 ¢ -+ ¢ continues, tendant vers zéro & 1l'infini.
on congidére aussi C:» = {f‘ lf € Co” £ > (% »

Nous introduirons les "classes de poidg™ ¢

Définition 3 K ch sera dite une classe de poids si elles vérifie les con~-

ditions

1) si X€K et ¢ >0 alors ¢k €K

"8l k€K et C $k1 s k alors k1€K
si k€K et €KX alors Max(Xk, k1) €K
2) pour tout compact H de €, X contient CE: {:f lr ¢ G:, f nulle
en dehors de H}

3) pour toute k dans K, il existe k, dans X, k, radiale et

0 €k k1 (majoration radiale)

L) si k€K, ¢2 0, et k 3 z —e> k(oz) alors k, €K

5)si PEC ot kKEEK, ¢t t-e>» k(t) exp (bt), alors ®€C o



—2--

Eventuellement il sera utile dtimposer une ou plusieurs conditions plus bech—
nigues que nous cltons ici sans préoiser 3
I hypoconvexité
II hyperconvexité
IIT déterminé par une .suite
IV base dénombrable
Nous définissons alors E(K), espace de fonotlons entiéres assoolé & Ky
classe de poids § E(K) = {f]f entiérey, Vk € X fK € G o} Puis on consi~

ddre la famille de semi~normes sur E(K) définie par 3

V£ e B, ke K, ||| = Sxéé: l£(z) X(z)]

Jette famille de semi-normes munit: alors E(X) dtune topologie dtespace vecto-
riel topologigue localement convexe.

On introduit ensuite XK', classe duale de X, définle par t
R I R * i
K* = gxc [E ¢ CosVkeX k (w) k(z) exp(zw) est bomee§

On constate aisément que XK' est wne classe de polds et on montre que E(K*)
*
représente le plus souvent [B(X)] dual topologique de E(XK), moyennant éventuel-

lement des condibtions supplémentaires sur K, conditions du type I & IV, ou

%

XK' =K,

Dans ce cas la forme bilinéaire séparante réalisant la dualité est donnée par
. ,

. a n o
<, > = [F(D).f] (0) ou D = e et ¥(z) = h}; . a & slors F(D) = %O a, e

L]
dtol [:F(D) L1 (w) = Z a, f‘n(w) la série étant absolument convergente
n=0



Exemples $

2 *
E(K) g E(K )
H
T
B o= {flf entiére% 1 EO = fFIF € E, F de type exponential}
— ‘ e '
{£lf € B, Log Log U(x, £) = O(r)} : (FIF € B, IogM(r, F) = o(r log'¥)}
{f|f € B, Log Log M(r, f) = o(r)} ' {F]F € E, Log M(r, F) = O(x Log;..)}
' 3
jele € B, £ a'ordre fini} : [FIFe®, F d'ordre <1}
4 :
-&f]fEE,fd’-ordresp}l<p<+oo H {FIFEE, Fd'ordresq} %-&%xl
4
. t ,
{flf’ € B, f d'ordre < p, de type H {FIF € By F d'oxdre q,, de type zé:co}
exponentiel} L<p<+w H 5 + E = L
H

Voici maintenant un apergu des probldmes que l*on se posera®
1 Etant donnée Ll'équation différentielle dtordre infini F(D).f = g, on considére
1*équation homogéne associée F(D).f = 0 et on montre que L'espace des solutions
est une variété de E(X).
Définitions 3 =V variété de E(K) « V sous espace fermé invariant par les
translations
~ exponentielle monBme g fonction de la forme Pn(z) = 2" exp(\z)
n€N, L€ B,
Il est alors naturel de se poser le probléme suivant @
Est=ce que toute variété V est engendrée par les exponentielles monBmes qufelle
contient, clest-a-dire 3 peut-on éorire en un certain sens £(z)"=" wz; a, Pn(z)
o a €0y, P exponentielle mondme, P € V. 70
Dlaprés Ehrenprels et Malgrangey ce porobléme se réduit au suivant:
2. I 4idéal fermé de E(K*) Z2(I) = {z cc|lveeI, £(z)= o}
ZC t, on définit I(Z) = gf Vzez, £(z) = o} alors‘ I(Z) est un idéal

Mors, quand a=t-on I = I[2(I)].



i

3 C*ost pourduol l'on se doit d'étudier la répartition des zéros des fonctions de
*
E(K) (en fait de E(X )). Pour ce faire, on a besoin d'une notion nouvelle,

remplacant les prodults canoniques d!'Hadamard. Posant

. “+oo .
Log |£(r o) = S o (r, £) &
k'.—-""'bo

les idées sont
4 Comparer la croissance de £ & ocelle des Oy
5 Exprimer les ¢, au moyen des zéros de fP.
On introduit la notion de fonotion de croissance 3
Définition t %\ fonction de croissance < A% R+ i IR+, conbinue non décrois~-

sante. Pulsypour chaque N\ fonction de croissance, on introduit la classe AE des

fonotions entidres dites de N type fini

f€ Ape 34 BER, telsque Log M(r, £) $ A NBr)
Plus généralement, on peut considérer A, oclasse de fonctions méromorphes de
A type fini t £ € A« [f méromorphe et I A, B telasque T(r, £) <A MBr] ol
T(x, .f) est la ecaractéristique de Nevanlinnae
Se posent alors leés probldmes sulvants t
6 Etant donnée % = {Zn}x@l\l’ 2C6, 0¢%, [z |— +o q@ n—> 4o, don-
ner des conditions néocessaires et suffisantes pour qu'il existe f£ €A  tel que
% = Z(f)
La réponse est .5.u"bype 3

a) N(r) A A(Br) A 7\(3 A NBz,)
f e, G Sl =

ot n(r) = 1, et N(r) z[ ﬁ%}, &t
2 g T A 0

7 Dans quel cas a-~t—on A.::'K:E- (146 heEb oh= f; ou fy, g€ AE)

S

=}

La réponse est i

V 2 satisfaisant & a), 322D Z, Z' satisfaisant a) et D).
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8 Pour commencer nous étudierons la oaractéristique. généralisée de Nevanlinne par
la méthode des coefficients de Fourler pour mettre en &vidence la croissance angu-

laire des fonotions.



A I LA CARAGTERISTIQUE GENERALISEE,

Nous considérons iolile cas des fongtions méromorphes dauns le disque unité, mals
beauooup de wésultats s'étendent au das du plan entiere

Nous supposerons aussi que si f est méromorphe, l'origine n'est ni zéro, ni
pble de f 3 psinon il suffit de modifier légdrement les formules écrites.

1. La caractéristique de Nevanlinnge

Llele Définitions 1 £ méromorphe dang D = {z 3 18] < 1} , £(0) £ 0,
£(0) # Wiy Wos Wigewe les pBles de f.

Lelels o(r, ) = Z 1
|"a[$E
1uLle2, N(z, £) = [ Rh D) g = 3 log ——
[ $¥ [™a]
1ela3e m(r, f) -] -é- j’ Log [f(r ela)l de
("
Lelok, T(x, £) = w(r, £) + N(x, £)

142, Propridétés 3

1e241, | (r, £) = Xz, £) + 0(1)

142424 T(xr, ﬁ fj) < Z T(wy £ )

1,243 T(ry Z £,) € Z T(x, £.) + 0(1)
3=t = !

Preuve 1 1,2.1s résulbe de la formule de Jensen
1,
T(r, 'f"') = T(r, £) - Log l£(0)]

. ‘
1,242, résulte de Log+ l I ad[ £ E Log+ Iajl
J=t J=t
| . & n N
1.2,3s résulte de Log' |>, ajl g > Log ]ajl + Log n
3=1

le3¢ Théoréme t (premier théoréme fondamental)

Ury 7) = Tz, £) + 0(1)



Prouve 1 on part de la formule de Jensen
1 [ © 1
—Z;tf Log le(r o )| a6= N(ry 3) = N(xr, £) + Log [£(0) |
Y
crestmi~dire %
2(z, £) = U(x, 7) + Log |£(0)]

on en déduity si f£(0) £ a
T(r, 1‘%) = T(r, f-a) = Log|£(0),~ a] = T(x, £) + Tz, f=a) = T(x, £) = Log|£(0) = a]
or, dlaprés 142,3,

[T(r, £-a) - ™(x, )| ¢ Log'lal + Log 2
dtoll le résultaty

« 47
Lyles Théoréme 3Soit T (r, £) = %%.[ N(r, —"135 ) do
f—-e
— i

.Lut)-‘-wlw T%(I‘, f) s T(I‘, f) = 0(1)
" +x
Loka2y r %—r [T(r, £)] = r %; [T (xy £)] = % f n(r, -*1—{(3) d o

—x
£
Lebo3e  T(r, £) et T (ry £) sont des fonctions convexes de Log r,

f-e f

Preuve ¢ d'aprés la formule de Jensen 3

o . .
N(zy »-j—ﬁ,) - N(x, £) + Log|£(0) = 6~°] = % [ Loglt(r 6= °) = ¢°| a6
e

ha

en intégrant on obtient 1
* +R R
T bz, £) - N(r, £) + Iogt|£(0)] = 15'?[ {12-1-:[ Logl £(x 60) = -ei‘*’lae} ay
-7 -

puls en utilimsant Fubini, car 1'intdgrale double sonverge absojument

N .
T (2, £) = Nz, £) + Log"|£(0)] = 1@,‘-[ Log*|2(x %) @ = u(r, )
"ﬂ
dfolt Lebuls

Alors Lesw2y est évident, d'ol il résulte Ll.k.3.



1.5+ Théordme t (deuxidme théordme fondamental)

m(r, £) + ﬁ: n(r, i.-f-;am) £ 27(r, £) = N (x, £) + S(x, f)
v =i
N¥(x, £) = N(x, §,) +2 N(x, £) = N(x, £*) 5 N(z, £) 2 0
et

S(ry £) < 3(q+1) Log™ [2(r, £)] + 8 Log" i}-.:t-' Ocr <Rt

Si Lim Inf M:-:-m, alors » —» 4-0, r € E tel que
r -pr i) Log_l—};‘

dr
[ r <tws 8(ry £) = o[N(x, £)]
e
Preuve ¢ Nous ne donnons pas ici la démonstrations of Heyman [{]s

2+ Qoefficients de Fourier d'une fonotion holomorphe.

. + o .
2,1, Rappels t. Log|f(r ele)l = > ok(r) oML
k=0

+%
; i® -
ok(r) = 12'7'{: Loglf(r e )l " e'ike ae
»m
aloxs oo(r) = N(r, %) ~ N(r, £) + Log[£(0)] est la formile de Jensen.

2v2¢ Lemme. f holomorphe dans D = {z 3 ]zl < ‘I} s £(0) £ 0

Log £(z) = Log £(0) + i L 2
o

ie
{z ML } el les zéros de f avec leur mulbiplicité,

Alors 3
29201a o (r) = S Tog 7z + Log|£(0)]
ENT p i P
2,242 VpEN, o(r)=da o+ r\ /=2
shnée P § P B Gp 2plz % Z 7 }
n
242430 VP € 2 O“P s 3;
Preuye 1t
+R ie
I (r) F‘}g f [Log £(x eie)] cos po 6 = =L = ﬁif__..le
P PR £(r ¢*9)
% %

sin pg ix eie de



1. Y z) x? g .
) = m[ ﬂéﬁ;ﬁ“ﬂd”
|5 |=x

On calcule I (r) oomme somme de résidus et on prend la partie réelle, soit
7 A B 16
Re [Ip(r)] « Traitantde mdme J P(r) = [Log £(x ¢~ °)] sin po d6 et consim
: =
dérant sp(r) = ae(Ip) - i ﬁe(«?,p), on gbtient le wrésultat 2,2.2. ; 2,2,1. est la

formule de +Jensen et 2.2.3. est évident car Log- ]f(r 93'6)] est réel.

3¢ Quelgues définitions et propriétés relatives aux sultes;complexes,

Zz{Zn}nﬂN’ Z CDy 7 discret dans ), OKZ.

3ele Définitions & .

k 2 \k

Bulalt kg %, nk(r, Z) = % Z: {(g—-«) o+ (;E) }
lznlgr n

A
Z_

n
541424 ke® N(r,Z)=j j = &8
lzn ‘r ]
2
brig

l*intégrale ayant lieu sur le segment E‘B 5 %::-

342+ Propridtép

r
(ty 2)

3¢2¢le Nk(l', Z) iij nk T dat

0
342626 nk(r, Z) = I % Wk (I’;‘ Z)]
Se2e3e n = ;_‘, l=ny N n[ n‘(‘.t,Z)g«be

o o %t
|Zn & 0

3+3v Définitions et Notations ¥ on appellera polynBme trigonométrigue une ex-

pression de la forme t

v +m
Bt = zg:e"ike of mEN, =x<6<x
Jo=-m

que l¥on notera parfois B(9).

A polynBme trigonométrique B est assocléela fonction g

dm
% —os B (2) = 5. %{ﬂ
kom



A cette fonc‘i:ion est associde la fonction conjuguée 3
% > B (2>:= 2. By # =3(%)
ool

3elhw Définitions t Etant donnés une suite Z et un polyndme trigonométrique

By on définit 1 r
%
o
Seliele NB(r, %) n% Fi j ‘B (t) -‘%
z k¥ &
n i
r d
1 %, py * B
Selie24 nB(r, Z) =i E EB (;I:J + B (;E)]
% <1 L n

345 Propriétés t ST~ |z |k +e e Lim N(ry 2) = + o
n=1 . r —> 1=0
Preuve t Il suffit d'évaluer N(r, Z) ocomme somme de logarithmes et d‘u~-
tiliser la transformation d'Abel, ou bien de partir de 3.2.l. ot d'intégrer par
parties.
&0
346y Théordme : Etant donné une suite 2 telle que § (1 = ]zn I) =2 4+

pour tout polynBme trigonométrique B on a g

34641 Lim S IEB—(———T(r’ e s B(e 9| = |
o r—rl-.op =, 7)) < Mf%’n Pl
Q.e ie“ N(r Z)}
~ m Su l : % T
34642 V@’rl.li,l.gp | N(ry 2) {< P,

o He {u} désigne la partie réelle du nombre u.

Prourg 1+ Pour 0<p<r<l, onay,
5
&
B (t) & + o(1)

H[lﬂ

%*
étant dommé e » Oy choisissons p ‘tel que Su}; 1 B (t)] < (1 + )| Bl
p< t <=

alors pour tout 'n +fel que p g lznl £ onat



X,
n _* dt
[ B(t)%u

re (-

< (1+9) | B|]_Log -ﬁ”—;—

1P

Il en résulte que

Wy(rs 2) | < (1+8) |1, ¥(xy 2) + 0(1)

dtol le résultat 3.6.1s
3,62y 65t un corollaire immédiat de 3464ls

3«7« Bropriétés t
3efele B réel = g3 Nﬁ réels

3762w B 30 = nyy Ny 30

a—

Breuys ¢ B nréel , B = B
* « B m__‘;'k‘ ) % e, ok r K
B(;-S-;>+B<~g>=§{pk<§é> + g G4 RGD T+ @gg;)}
dtol ny réel.

r Posons FI}: p-eie, t = Xeie, alors 3

1 O,
el 1 dy &% K
o i(;fg"'?)*z;

- B

(™ @]

Hl &N '
bd*
P
c!.
N
=
4
"\l
ol
w0
*
P
>)
X
P
ot
?J
ME
Wl

et on ‘termine comme cli-dessus.

37«2+ résulte aussi du caloul précédent.

4o La_caractéristique généralisée.

Lol Nothtions 1
Il stagit d¢ f méromorphe dans D, £(0) £ 0, £(0) # o
W {wy Wogeeos Wyeeo] = WEE) la suite des pSles de £ (0 £W)
7 = {zl, Boyesos Zn""} = Z(f) 1la suite des zéros de £ (0 g %)
fr(z) = £(r z), fr( ) = £(x eie)
B désigne un polyndme trigonométriquey sauf mention contraire

2 M
Fy G € L2(wm, +x), <E‘,G->=%’~n[ F(6) . §(8) ao
=~
w



=] D
L2 Définitions
a2ele np(,£) = nple, W(E)] o6 Ny(z, £) = Nylr, W(2)]
12,2y N(x, a) = N(r, go)
he2e30 my(ry £) = <Log+lfrl, B> -
ba2obe (e, 8) = my(ry w5=)
be2s50 Tp(r, £) = my(ry £) + NB(r, £)

le3e Théordme 1t (formule de Jensen généralisée)

+ m —
<Togle,_l, 2> = Ny(xy 3) = My(r, £) + 3 g « B, el

ol les (ﬁs sont définis comme en 242.

Preuve t dlaprds le lemme 2.2, 3

+ ) ]
Log |#(x eie)l =37 o lx) %0 ot Log £(z) = Log £(0) + > 4 7,
- k=1

aozZLoglf(O)l ;] VkEN a = @

-k
et o‘k(r) = :-'é- o :c'lk'l + Nk(r, %) - Nk(r, £)
Alors
+ m — 1 1 + I — lkl
<Log]frl s B> = >0, (r) B o= Ny(ry 5) =« Ny(ry £) + 3 ....E: @ B r

hacd

Lehs Application s £ holomorphe daus D, >, (1~lzn[) = 4+ «y B polynBme
n=1 .
trigonométrique alors t

S 75t6) zogle ()] as

Lim Sup |2 <|[sll,
T -y 1m0 f+7\:Loglfr(e)l 0

1
Preuve t doglfrl, B> = NB(r,, %) + 0(1) dtaprds 4.3,

<Log]frl, 1> = N(r, %) = Log|£(0)| da'aprds la formile de Jeng
et Z (L = {Zn[) = +e N(r, %) ——» 4 wlorsque x «~» 10

d'aprés 345« alors L., est une conséquence de 3.6.l.



o] Gt
Lhebs Bxtension ¢+ B analytique daus la couromme Apu{z 3 opx IZI < %3 p < 1}

alors on peut dordre £ =g H ol H= Eu
2

H1 produit de Blaschke relatif & un nombre fini de zéros dans DP, -’ri.z 3 |z 1'4 P’j

H, produit de Blaschke relatif & un nombre fini do poles dans D p<pt 1

PT,'
g est holeomoxphe sens zéro dans D ot
et Hr s>l uniformémént quand ¥ =3 1 ~ 0

< Log lf‘rl, B> x @ogigrl, B> 4 &oglﬂrl* B>

(-]

*

Log glz) = Log g(0) + Z @, sX  dans un voisinage de zéro contenant Dp‘ ear g
k=1,

est holomorphe sahs zéro dans D ot

4+ oo
K
B(z):% Bz powr zeAP
Aors '([:pg'Hrl, B>—> 0 quand x —> 1 -0 et

+ o
L 1 * e k
aogle |y B> = 1 (x, 3) = Ny(ry ) + 5 g o B el
R
mels % Bl-: converge absolument et uniformément pour r < 1«

+

4
8

46+ Applications
-]
Ly6sls T holomorphe dans Dy E(l st lznl) = + w, B analytique dans

AP « MAloxrs 7
j B(0) Log!fr(e)l del
Lim Sup Hﬂ_‘_" < |[s]]
T - 1=0 f I e
» Loglf 0)] ae
Preuve § on peut supposer f£(0) = 1. Alors
R
f B(F) Loglfr(e)l a® 1 (x, ) + o)
:;‘; = |& N(f 1) £ ”Bllw+s
r b3
Logle _(0)] T E
ﬂn * .
he6e2+ ¥ holomorphe dans D, 5_4; (1 = lzn]) < + oy B analytique dans
=,
A -« Alors

P



+7
[ B(e) Log|r,(0)] d6  est borné.
-

Ligbu3e Lemme 8 B € LZ(-%'):, +x)y ¥ non analytigue.
Alors il existe U harmonique dans D +telle que l<Ur’ B>| ~» 4o
guand » — 1 -0,
+ % + o 1k8
Preuve t B(z) = —Zm By % » B(0) = ;3 B, ¢ « Il n'est pas restrictis
de supposer que Z Bk zk a un rayon de convergence égal & 1.
>0 .
0 X
Ecrivons U(r e ) = > a, o™ ot gupposons que > ak] rl converge abso-
. 5 = |k
lument pour ¥ < 1. Dang ces conditions <Ur, B> = z::‘ 8y Bk r .

On peut déterminer K CWN, X non borné et {sk KEK tels que %

Ak
Lin }.Bkl Ve g, ox e, <1, Iim s =0 et VkeEK, |8 ] >(1 ~g)

k ¥ w0 k-er-lhcot
k€K | k € K
Prenons dong a, =0 8l k £ K

Bkak= 1 s4 k€K

3/ ; J]Il/k‘ 1_,1]5 +  Lim Sup |a,
i

k= 4
Aloxs z a T converge absolument pour r< {1, mais Vk, 8, é; 20

Alors k€ X = !ak ll/ks‘!

ot >la B = +w, d'ol le résultat,

bo6uly B E Lz(—qc, 4n), B non analytique.
Alors il existe f holomorphe dans Dy Z (1 - Iznl) = 4 0 b telle que

L v
f B(®) zog| £ (6)] a0

Lim Sup
r —»1 -0

= o4 PO

7%
f zogl£_(0)] a0
4

pas
Preuve ¢ Construisons u du lemme prégédent, il nfest restrioctif de supposer
u(0) = 0. Soit v la fonction harmonique conjuguée de u (v(0) = 0).
Soit h = exp (u + iv) et clioisissons g holomorphe dans D telle que
1
N(x, "8‘) w-p w quand r —s 1-0, mais assez lentement pour que
N(r 1-)
(zy Y
<U_, B>
r

—3> 0 guand » —s» 1-0,



Prenons enfin f = gh

n(0) = 1 = <Log[hrl$ 1> = Log|h(0)] = 0

<Log1frl, B ks 5 {Loglgrl 3 B> + <Log‘lhr! x B> | <Loglgr,[ y B> <Log|hrl_, BY

. b o+
<Loglfrl-,¢-1> <Loglgrl 1> + &oglhr}, 1> &oglgrly i &og!gr], 1

Alorg l¥%une au moins des deux fonetions f ou g oonvienty sinon
ﬁLoglh [, B>; ~<Log‘f t, B){
£, Z {4+ Lin SU.P

: <Log]g¥],.B>l
<Logffrl, 1>l T = | w0 <Log]grl, 1>1

Ldm Sup
r =y 10

£ Lim Sup
<L0g[grl, 1>l r = 1w

<L0gl}§:l, B>

<Loglg_|» 1>

prouverait gue Lim Sup

est borné j ory par constructiony
r => 1=0

&oglhr! 3 B>

3> o quand T =>4 = 0y dlol une contradiotion,
<Logle |y 1>

Lots Théoréme 3 (premier théordme fondamental)
1
TB(I" *i’,*:g) = TB(Z‘, f) * O(f)c

Preuve 3 elle est la mime que dans le cas de la caractéristique de

Nevanlinnae -

. * i 1
448y Théoréme : Solt TB(r,_ £) = S [ Ny (ry ;;-3‘-5) do
* =%
aloxs Tp(ry £) = Tp(r, £) +0(1) 0 <r<1
Preuve § elle est la mBme que dans le cas de la carxactéristique de
Nevanlinnee
Ly9e Théoréme 1 (deuxzeme théoréme fondamental)

gL B » 0,
(xy £) +ﬁj (» ~1--) $27 (r, £) = N}(xy £) +8,(x, )
Nylxry m\Ts Fg B\Fr Np(xy Splzy
=] ¥ _
ol Né(r, £f) #0 et SB(rg £) $8(ry £)y 8(xy £) étant la quantité qui inter-
vient dans le deuxidme théoréme fondamental de Newanlinnas

Preuye % elle est la mdme que dang le cas de la caractéristique de

Nevanlinna,



] we
S« Appligations t
S5ale Défirnitions 1
N(”q ‘fi:;)
S5¢l.ie a est déficient <+ ILidm Sup | =5 ¢ 1
r > =0|_T(r, 7=)
N

1
Ty 3oa)

54Lly2, le défaut de a est §a) = { =~ Lim Syp
r —»1 =0 T(r, }“3;)

5v2« Théoréme 3 = ST 8(a) g2
.-siaBao’ 28]3(3,)62
ol GB(a) a une déi‘ini‘cionaévidente.
Preuve t les deux parties se démontrent de la mSme maniére j pour la
premidrs, of+ Haymann [1]
543+ Théoréme 1+ £ holomorphe dans D, O non déficienty 3 {6 }n tel

EXH 4J =1
que les ¢ ¢ sont les seuls points d'agoumilation des zéros de f j alorsy

+7
j {Log“'

bt

b o o Y

1

47
) } 3211 (6w 63)2 ae a-o[/' Log+lfr(a)[ de:’

ki

, 0 .
Preuve § Prenong B(6) = - I [ cos( @ = ej)l alors B(6) » 0 si
\ P
0 #% e;] et B(e‘j)::();vdepluﬁ 3m,M>’0 tels que 3

n 2 n 2
m O (6= 9,)° $B(0) $M I (6= 6,)
j=1 J d=1 J

tout revient donc i montrer que r —> 1= 0, mB(r, %) = o [m(x, £)]

= f ¢&tant holomorphey m(ry f) = T(ry £)

" NB(:L', -fl) :bl:N(r, é[)] car les zéros de B sont préoisement les points
d'acoumilation des zéros de £ (failre une évaluation du type de celle effevtude dans
la démonstration du théordme 3.6.) |

» Log|t |y By =0£N(r, %ﬂ en utilisant la formule de Jensen généralisée et
le fait que N(r, -}) —> 4 o quand p =4 = 0,

- gt }ii']” B> = 0| m(x, %ZI sar |<og] %l, By | ¢ |[B] lw &ogﬂ:}l, 15

w m{r, }1 = oE‘I(r, %) car 0 n'ept pap déficient
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w aloxs my(ry £) = <Logltl, B> + <wog*lzl, B>
done mB(r, £) = b[ﬂ(r, ji-;):l
enfin N(r, 1) ~ T(r, £) oar T(ry £) = T(ry L) + 0(1) et 0 n'est pas
défiolentw
{itons maintenant trois applications, sans démonstratioms
S5elte Théoréme ¢ f méromorphe dans I
1y 8oy 8y €et=0cuU {o} 5 distinets ; eiej, J=ly 24060y u sont les
seuls polnts d'acoumulation des solutions des équations ¥

f»als()’ f-a,2=0, fn‘a,zgo

n
7(6) = T[4 cos(6 = 0,)]
=1

Alors T, (x, £) € 85(xy £) + 8 IN(xy £)] + ()
ol b(r) est bornée.

By partioulier g

+K
n .
Va;,[ Logﬂ;,{-;! H(G-OJ)Z a6 = o [T(zry £)] quand r==»i=0y r € E
oﬁ[ ':S%\(-Peo, pourvu que  Idim Inf Mz-@-m
CE r = w0 Log*:;

S5e¢De Ihéexéme 3 £ holomorphe dans Dy
Il est ﬁmPossi‘Sle que £ alt deux valeurs non déficlemte réparties sur deux

enserbles finis disjoints de rayons.
5e6s Théordme 1 f Hholomorphe dans D, O non déficlent tous les zéros de

f pont réels positifs,

Sti1 axiste a tel que f(z) = a = f£(-z) = a, alors a est déficient,
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A 1I ETUDE DES SUITES COMPLEXES.

On considdre 7 = {zn} s Of Z, ]znl;-—y + o quand n =-> + w

le Défa. Egons }
1‘»1’ n(r’ Z) »w ; 1
|z, T

n
r
12y N(ry 2) ::f n(t, 2) £
° *
1o3e  8(xy k, 2) = (" xex
7 | m
Loke  8(ryy 25y &y 2) = 8(r,y ky 2) = 8(xyy ky 2)
ly5e W fonotion de croissance A 8 R -0 R, oroissante, continue,non bornées
16w 7 de )\ densité finle « A, B >0 telsque V r »e N(r,2)s ANEr)
%*
Le7» Z est A équilibrée <« T A, B >0 teld que V Ty Yo > O VEEN
AMBrl) AN(Bx,)

lS(I'I, _rz, k, Z] < 7 oo e T
"1 T2

1.8 72 est Aw~rfortement équilibrée « F Ay B >0 tel que V Ty ¥, > 0

VEEN [S(xpr, ok 2)] < =+ =
kr kr
1 2

L9s Z est A admissible  Z est de A —~densité ‘finie et ).Qéqui'l.ibrée.
. * *
140, 7 est ) =équilibrée (respectivement K fortement équilibréde)

*
E{an}HA,B >0 tel que VYkEN [ak+8(r, k,,Z]g-éL%—rl
by

(respectivement éh‘@]—il)«
kr
2 gﬁ?};ié‘téﬂv
24le 7 do ) =densité finie = 3A', BY tel que n(r, 2) g A'y(B'r).

2r
Preuve t u(r, %) » Log 2 ([ EQ'—%——Zl dt¢ N(2r, z)
b o
2+2¢ 2 est Awadmissidle = Z est Nfortement équilibrée,

\1
Preuye t prenons r'urk/k = r<r’ ¢2r

‘ 1
On a alors ls(l'ls rps k)| % ls<1‘23 *iy x)| * lS(r{, Yoy X)| + 13(1’15 ¥y k) |
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rt
Or [Sér, I", k)l sj}; [ t d,n(t) = i[&ﬁl‘l Eﬁ]%)'] +[ g—%ﬁ% at
r

al n{r! )=
dtod | 8(ry x¥, x) | < L\:n(r*) ni]x;)-] ‘y (r*)f k+1 - (r')=n(r) -Li:'l

X x° K ¥
11 puffit alors d'utiliser les hypothéses, la propviété Qelyy le falt que W / ke 2
et la crolssance de A+

Bemarque 3 La propriété signifie que sl 2 est de A densité finle aveo les.
constantés A et B et est )\ équilibrée avec les constantess A'y BY, alors 2
est ) wfortement équilibrée avec des constantes A¥ et BY™ qul ne dépenden‘b gque de

.A.’B'Atva maisnide A i de Zo

De mBue dans la propriété 2.1s o on peut prendre AV = Log 5 et BY = 2B,
Le salcul déteillé dans la proposition 2.2, montre que L'on peut prendre

AR = Max Ci‘;‘g"‘é‘, .A.') H BY = Max (I;B’i ZB')'

2¢3¢y 4 ds % densité finle *
* 4 = Z A =fortement équilibrée.
Z 3 équilibrée ,5

Preuve 1 elle est la mBme que pour la proposition 2,2,

2ake 7 est  A-équilibrée (respectivement ) —~fortement équilibrée) e
* *
Z est)M wéquilibrée {respectivement A sfortement équilibrée).
Preuye 3 démoutyrons seulement 1lYéquivalence des propriétés fortes, la

preuve étant pratiquement la m8me dans les deux casy

@
< [S(rl, Ty k)| = ]S(rz, k) *ay = [y + S(rl, k)]lsbk + S(I'zik)l +
l“k + S(I‘l,' k)l
b =
Soit p@) = Inf{n €N |Lim Inf r “y(r) = o} (Inf f = +w)
It

' B P(X)"'
13k<p0\)y ‘InfD 11; 0 43{ } tel que
5.0

z'k r



w2 Ot
et on prend % = - S(rk, k) pour 1 € k< p(n)
pour définir %, dans le cas k » p(N)y prenons d'abord une suite {Pj}jet\{‘-

telle que P:j —~—3> 4 gquand § —> 4w 8t 1lim p?(?») 'A.(B pd) = 0 puls définis-
—
song ¢ = lim [- 8(p.y ¥)] k » p(d)-
J e oo d
Montrons d'abord que cette définition a un senms en montrant que V Xk » p(A)

[S(Pj" k)} e est une sulte de Cauuhy"

A)"(B Pj) ANB Pi>
' +

k o5 k o

Py Py

1 , :
mals p >1et k2 p(A) = e £ —-J-(-pp %) et le cholx des p 4 Dprouve gue 1,4

%.,j =t ls(pil k) -~ S(pj’ k)l = IS(PJ" py¥ k)l <

quand (iy J) s oo,

*
Ayec we ohoix des ® , moutrons que ¥ k € IN !ak + 8(x, X)| < 2B x)

x? krk
en effet si 1¢k < p(A) 3
ANB =)
oy, + By 1) | = [8(x, 4 7y k)| ¢ ke  ANB.E) o ZANB x)
ke Mk X Xk Xk I‘k
X kr ke
et BL X » p()\) 1
» )] " I ANB 1) ANB p_j) ANMB r)
+ S(ry k) [ = lim [S(ry p.y k)| % + Lim Sup =gt =
ha + s S R kX § e kgt k2t

Dby S Z  est de A ~densité~finley alors les propriéiés suivantes sont

dquivalentess
i) Z est 3 ~équilibrée
est A ~fortement équilibrdée

z
*
131) % est )\ =équilibrée
*
Z est ) =~fortement équilibrée
Y

V) est 3\ admlssible
Preuve ¥ résulte immédilatement des propriéiés précédentes.

3 Excmple st exercices

Mr) wxP p 50 alors



n(r, Z) g4 rf
p entiery 7 A~adumissible ) 0 :
() |«

nl@' no
p non embiery, Z Headmissible & n(r,’, 2} ¢ AxP

4, Repbep dlune suites

hyly Définition v R 0, %(R) = Z (\{z[ |z ] ,R}
%(R) s'appelle le reste d'ordre R ds la sulte 2y

L42y Définition ¢ soit Qc: R, on dit que {Z(R)} R § ©5% un ensemble
gomplet de restes si et seuj.em_en’b si # nlest pas borné,

o3e Théordme ¢t Z est 3\ Portement équilibrée 3 alors ¥

be3sle 3 ZY DZ tel que 1) n(ry Z') = 0 [n(ry Z)]
i1) 3 {Z’(R)} Re § ©usemble pomplet de restes

de Z% Z(R) est 1 =Squilibrée, uniformément en R. |

4e302. 8l ¥p 50 Lim Inf .L(E'.l, 0y on pout prendre Z' = Zy
T > rP :

he3.3¢ si ugy x -e> u(x) = Log [A(e”)] est convexey on peut prendre
'
' w72 et a: {R[R ;RO}

Preuve 1t
Lemme 1 3 supposons u convexe j alors t
a) o> 0 1> ro x(r) est décroissante puis crolssante
’b)ElR tel que YR}R,%BO"IQ(R) tel que mulnfm
) 0 o
. ry0 rY
o) si de plus 3o, >0 tel que Lim Sup x © ar) < + w alors

r"*“'ao

AM tel que A(2r) g M}g(r)t
Nous ne démontrons pas ce lemme tsochniques,

Par nypothdse, I A, B  tel que 1
A\(B x) ANMB xy)
|8(r s Ty 1y )] § peiim 4 B
k kx
1 2

Danp ces oconditions nous avons 3
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Lemme 2 ¢+ Si R et o sont deux nombres positifs tels que

A BR = Inf MBr)
RS rs0 ol
Alors
28 AM(Br ). 24 x(BrQ)

o+
krk k rg

|S(r1, rys Xy ()| <

Prewe 1 - 8L v, S vy s Ry B(ry, wy ky A(R)) =

~'gi R g Ty € Toy S(r}s ¥os ky z(R)) *,S(T1:lr2! k, Z)

o (%) & A(er)
. A AMBR A ABr
T2
[8(r, s mp0 &y 2R = I8(R, 7y ¥, 2)| € —gr + ——F
. v kX k r,
MBR) . MBR) 4 Mery) - MEry)
FC T et T
A(BR) _ a(ER) 1 M) 4 MBry)
sl kgo X - e Fo’ o ko .k
R R R T, r, To
Revenons maintenant & la démonstration du théordme L.3.

8L k2o

~ supposons d'abord ¢ Vp » 0 lim rhf’ Mr) = + o
T = 4 v

Définissons pour ¢ >0 : R = Sup{ R l——@l{-‘l » Tne MBT)
RO  ry0 9
A étant continue, R

NBR ABR

B # e ot Ben %Rl SR S
R R R RO R

o 142 o

MR R_+ 1\
de plug R > Ro_-l- 1 = 7‘(1;) > g_) = M&) > < g )
R R 7;(30)
d¥ol 11 wémulte que o -6 R n'est pas bornde,

Prenons alors {R > 0|30 tel que M—BB)— = Inf M—-—l}

0o r

{Z(R% RER. est done un ensembld complet de restes, uniformément — A-équilibrés
i'taprés lo lemme 2 d'olh L.3.1.

he3e36 résulte alors du lomme 1.



~ Bupposons maintenant I p > 0 tel que Lim r Pa(zr) = 0
b ol 2 )

Soit p(A) = Inf {n EN | Iim Inf = 2 A(r) = 0} et soit R un ensemble non
T -t
borné de nombres réels strictement positifs tels que 3

Lim 3173 =0 et {;it—%}
R —»o RP RP 7“ mz
Redl

Lim IxP rup(.}‘) ABr) = 0 assure llexistence dlun tel ensemble &, .
P
I®hypothdse supplémentaire de h.3.2e¢ entraine p(A) = 1.

Construisons maintenant %%, Soit « wnme p())-iéme racine primitive de
; 2i,
Llunité 1 o v
et = exp m K

Soient ()\)
. ) . p(301 o
ija{m'}Zn}Zez et Zi=m V) w

J=0
Mors  nfry 2%) = p(A) n(r, 2) et S(rp ¥y Ky Z) = ( g ka) 5(1'1;1'2:35:2)
Pouyx 1 4 k 5 P(K)“ 1, S(I‘1. r2, k, Z*) = 0
et Vk ]S(r1, Top Ky z*)| < p(n) [8(1'“ Toy ks z}l+

Il nous suffit de prouver gue

28 N(Br,) 2A A(Bx,)
[8(x,s w50 X, 2(R))] < -+ ———F  pour k>p(2) et Re &
ko k xry

Comme dans le lemme 24 les cas r, £ v, $ R et i ry $ ¥, sont triviaux
A ,x(BR) A N(Br,)

sl 1'1 < R‘ 'I'2 lS(r1, )’.'2, k, Z(R))l 8 lS(R’ ra,, k’Z)I g k R +- n rk
2
‘)»(Br ) ] ?s(Br1)

A(BR ABR
meis k » p(A) et r, ¢ R = 'i;kl p('ig Rk-?(l) rP(D rk"P“‘) 1%,:

ot tout est démontré.
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A IiI COEFFICIENTS de FOURIER,

1. Définitions et propriétés relatiye coe ienty de er

associés & une suite,

Z_\k
Lel, Définition 3 8'(r, k, 2) = & Sfj (—«1-,-’3> k € ov
‘ ‘zn £
142, Propriété 1 [S'(r, & 2)] ¢ & Ner, 2)
‘ er
Preuve 1 résulte de a(r) [ EL_%)- at ¢ N(er)
r

Le3s Qéf’inition t Soilent a= {“k} eI et 4 = {z n} nely alors on définit
{ck(r, Ly a)} xcg Par les formules g

Le3ele ao(r, Zy a) = N(r, Z)
1v3¢2' ok(r, Z, CZ) ='1§ rk [dk + S(I’, k, Z)] -~ "‘2‘ S'(r, k’ Z) k €[N*

1v3¢3¢ O-'k = —51:; keN

Lok Définition ¢ {c (r, Zy a)} e A~admissible « F A, B 5 0 tels que
VeeZ [o(r)] g M,

i+ x|
leSe Théoréme 1 Z ‘A-admissible <+ 3 {ck(r, 2y a)} X7 Madmissible .«
Ereuve $
@ =

7 ‘Madmissible = 2 X*uforbement équilibrée d'aprés IIL.2,5e prenons
o = {ak} kGIN* ou les %, gont ceux qui interviemnnent dans la définition de
M=fortement équilibré, et formons ok(r, Tig®t) } lco(r, z)| § AMBr) oar Z est
de M=demwmité finie

ke o (ry 2y )] ‘ ldk +8(ry Xk, 2)] + '2“ |st(ry X, 2)]
et il suffit dfutiliser la propriété 1.2,
B«
N(ry 2) = o (ry Zy @) < ANBr) = Z est de A densité finie



w2 B

k € v 1"'k[ +s(£, ky 2)1} = [o,(xy 2y @) +8¥(zy X, z)lsé—m
% el + 1

N(ex) . 2A MeBr)
ok S k

done Z est A* fortement équilibréey done Z est A admissible d'aprés II,2,5,.

2. Définitions et propriétés  relatives aux coefficients de Fourier

asgociés & unme fonction méromorphey

2014 R&EEBES 4
2,1.1, On s'occupe de f méromorphe eb on suppose £(0) % Oy £(0) # we

2el g2 Z(f) est la suite des zéros de f
W(f) est la sulte des pSles de f

26le3e n(ry £) = n[r, W(£)]
N(r, f) = N [r, W(f)]

m(r, £) = E—f Log" |£(r ~%)] ao

T(x, £) = N(r, f) + m(r, £)

:24lvlre N fonction de crolssance e A ¢ G?.+ o ad IR.+ continue oroissante.

2+29 Log glasses A .

24241, Définitions 1 £ € Ae £ eost de Mtype fini w3 A, B > 0
tels que - T(ry £) g A A(Br)

fe by ot entisrey f € A o

242,24 Propriété + £ € by « Log M(r, £f) < A MBr) eV ize€€,
|£(z)| < exp [& a(Bx)] x = |z]

202439 Bxemple t N\ = P y alors
fe€A « f dlordre $ py de type fini,
243y Lemme 1 f méromorphe dang D(o, R) = {zl lz] < B}
Log f(z) = Log £(0) + § & 2 dans un voisinage de zéroe

alors Log]f(r e )l = 2 ok(r, £) g 1k0



m26me

oi o (r, £) = N(r, Z) = N(zy W) + Log|£(0) |

1
k € o ok(r, £) =5 a o % K [8(ry ky 2) = 8(x, ky W)] = 32- [81(ry ky Z) =

S¥(ry ky W)]
kel ¢ k(r, £) = cer, )

Preuve t résulte de I1,2.2, qul est le cas oi f est holomorphes

29’13-& Théoz &me t 2.4'1 . Z( f) ﬁ w(f) s.on‘i; de }\,ﬂdenSité finieﬁ

feh =
2,42 TAyB >0 tols que Vk € Z |o(r,f)] < zlk 7I~§Brl,
k| +1

Jie3e B(£) eu W(E) est de A-densité finie.
fE€EL & {2
2uieks A Ay B >0 tels que Vk € Z [o ()] ¢ & A(Br)
Preuve ¢ Le schéma de la démonstration est le suiyant

a) 201{».31 ot 2114)»:1[«7 = 2q]+olq gt 2'20-‘0_20
b) FEA = 2,4 eb 2,4,1,
v) z'l-l-&}v e'b 2,1142- = f €A

On .peut toujours supposer f£(0) = 1, sinon op considdre g€z) = A z'mf(z) 3

les propridtés de £ et g sont les mEmes, sauf si Lim Inf %(%1); = 0, mais
T =P o

dans ce gas A ne contient que les constantes, d'aprés des résultats ¥ien connus,
essentiellement le théordme de Liouville,
a) oconsidérant dans 2.4y 16 cas k= 0 et tenant compte de 2,443, gy oOn

obtient 2.4.ly comme o, = c , il puffit de prouver 2.ks2. pour k € IN* 3 d'aprés

-k 'k
2,3+ nous avonsy pour k € V¥

k
2oledy ]'ok(r, £)] < g"‘iak + 8(xy Xy 2) = 8(ry Xk, W)| + 32‘ [8¥(r, X, Z)l"‘

2ulteboe
I
5“ l“k + 8(ry ky 2) = 8(r, k, W) % lok(rs‘ £)| + :19_‘[3‘(1'3 i, Z)| + % Is*(xy x, W)]
dlaprés 1.2, avec Z = Z(f) puls % = W(f); on montre que g

. : t .
AL B tel que Ve, 1|8z, k, 2)| 45 [80(r, , W) < AAEL



il résulbe alors de 2,4.6, et 2,4,

3 A."y B” B _te:ls que Y %; € N*’ jé [(xk 5 S(I‘; k’ Z) - S(r, k’ W){ € A’Y ');,kSBuI‘2

n ~tilisant ! = r ¥ comme dang la démonstration de II.2.,2,, oun montre gue

k r°

enfin on prouve que Yk € N* | 8(ry »¥, k, Z)] sé——&%ﬁ pour % = Z(f) puls
kr
% = W(f), oomme cela a &té falt dans II,2.2,.

3 Ay B tels que V k€MN* lak+8*(r', ky %) = 8(rt, X, W) | swﬁ

24442  résulte alors de 245

‘b) £€A= N lry, w£)] = N(x, £) < ™(xy £) dfou il résulte qus W(f) eat de
A~densiié finle. ILa formule de Jensen T(x, f) = H(ry £) = Log|f(0)| prouve que
fEA = % € A+ Alors d'aprds ci-dessus, Z(f) = W(%) est aussi de A-—densité
finle d%W 2.4,1.

Enfin

lck(rs f)(l =

+T -
g k8 Log |f(r eie}l de

g %;cf+leog l£(x eie) |jae =

b

m(ry £) + m(x--,-%) g T(r, £) + (r, %.

i

dloll  2¢hedy
- en
¢) pupposons d'abord W(f) de A =densité finie j il résulte que N(r, f) g A¥\(B'r)

quant & m{r, £) on a1

1/2

m(xty £) :“‘;‘;:[; Lo [e(x %) | ]a6 4 (—-— fﬂ |nog [#(x o )U ‘19) =
(Z lﬁk(ry £) | >l/

alors dlaprés 2.4.2.4 on obtient

u(r, £) & A M(Br) Z(lh ]

dtoll le résultat.

81 Z(f) est de M~densité finie, le raisonnement prééé&ent stapplique & %



e D Bme
2,5, Corollaire 1 £ entisre

2,5.1. Z(f) estde A-densité finie
£feA=
2.5,2, 3 A, B tels que VkKE Z l‘ok(r, ] s 9—-?-‘93’3’-2
- Ikl + 1
£f€A4= 2,53, 3 A, B tels queVke€Z |oflr )| < A A(Br)

Preuve : - il suffit de remarquer que W(f) = @, dont de A=densité finie.

3. Applications.

3sle Définition * £ méromorphe, ¢ > O

1
1 R l 196 “q 6 /4
Eq(r,f') =| 5= _ lLogf(re') ae |
3¢2+ Théorsme 3 £ m éromoxrphe

a) f € Am» YV q€[1, +wl, 34, B >0 tels que Eq(r,- £) < A A(Br)
b) 3 g€ [1, +wl, IA, Bs O tels que Eq(r, £) s AABr) = f¢€ A
Ereuve 3
a) si p désigne le conjugué de ¢ (% + -?1- = 1), Lle théordme d!Hausdorff-Young
prouve pour ¢ g 2 3

B (e, £) = lIpogle, | |1 s ey (r DI,

oxr

s / . /
Heyter D1y = (55 layto 21Y7 <2600 [5 (]

e
car f € A . et théordme 2.k,
sl 1% qs<2, d'aprés 1'indgalité de HElder, V Q X 4 Eq(r, £) < A 4 EqQ(r, £)
et il guffit de choisir @ _'bel que qQ » 24

b) 1'inégalité de HSlder prouve que V g & 4 E1(r, £) Bq Eq(r, £) dfol
]ok(r, ) s E_x(r, £) s Bq Eq(r, £) g A By A(Br) et il suffit alors dlutiliser le

théordme 2 vlis
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A IV APPLICATIONS AUX FONCTIONS ENTIERES OU MEROMORPHES,

1. Qaractérisation des suites des #éros des fonctiong de h—type finiy

1lsle Théoréme 3 soit {ck(r, Zy a)} une suite de coefficients de Fourdex
agsoclés & Z ‘
+ oo »2’
SUPPOSOBNS quUe § Y T 5 0y 2, ]ok(r, Zy a)] <+ &
-

Alors il existe £ unique, f entidre telle que &
Z(f) = %, £(0) =1, VkKkEZ ok(r, £) = 8, Ty Ty &)y

euve & définissons §

+ oo s
Llde 8(p o) = S0 (py Bya) 657
~ =
alorg & 6,1:2 dtaprés le théoréme de Riesy~Fischery

L1ele2, B ( ) "y pw(zn-z)
%y &) ®m ="
wlwsy P 2 “n lznl ‘32—- %z

Lels3e B (z) = I B (Z, b4 )

1 Wtz dw
Lol alrw QP(Z) = X m[ %:E @(w) ..%.:}
flp

L1sle5e fﬂ(z) = Bp(z) Qp(z)

Alors f a les propriétés sulvantes,

Lvleby fp est holomorphe dans DP = {zi [z < p} vet
£ (z) =0 e ZGZHDP

1l £,(0) =1

1.d1s8y r <p= ok(r, £)m ck(r, Zy @) k€2

en effety lelsby est évident, montrons Ll.l.7s

sl
fp (0) = BP(O) QP(O) Bp(o) = |zil ” T ot

Qp(o)‘s ex;{:co(r, Ty qs)]-z ) -l-g——-

’anép o
Montrong lel.8« en comparant les formules donnant les ok(r, fp) et qk(r,Z,ft)

on voit qu'il suffit de prouver qu'au voisinage de zéro on a i
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Log }f'p( )| = %‘xk ?k oi les @, sont coux de la suite a ;auvtrement dit,

11 sfagit de prouver i

f,(Z) e
Ly =2k e
'fp Z) E:la ak
t(w . n Py =
L PR
- 7 ~% y 7
Bp(z,zn) P~ E % n =1 \p »
Alors

| Qi(z)
Il stagit maigtenant d!évaluer o s ?}E B(w) g.z. (::’::) dw
Q. (% -
Q! (z) A P dylWl p
Sott = 2’...&[ B(n) 38
QP( ) w ”‘P (w“z) 1k X
on prend dono w = p@j‘(P et on éorih ak(ﬁ, Z, “) e (pu gicw
alors 2 = N(p, Z)
° -k
R B VA G- k ¢ i
e ET TR w. ) "\Z ).
‘ lzn <p p
dtou
Hw) = N(py 7) +Z_.(9‘hw + ka)uN(p, %) +§(ka +§;o
Or .
7}{1[ élwr-kzl‘:m1 8l ke ¥
}Wl P w-z)
=
8l kEN
Zx l*pw (w~z)
Alors

O

t. © )
L. - Z 2k sak zlo" 11 en résulte que
Qp =1

£1(x)

£ . Z(sta + U, )zk?‘szkakzk“" atod
fP(Z) o1 kyp o1

IL résulte alors des propriétés Llel.6+ & 1.1.8, @

1,149 p* »p alors f,, est le prolongement analytique de

P

H .‘} n8.

£
P

2k1)

é:

D

P

{



£ 4(2)
En effet, soit ¥(z) = -9-—(--)—- « F est bolomorphe sans zéro dans DP dtaprés
£ (z
1olebsy dono Log 7l est hoﬁomorphe dang D

P
pour 0% x<p, olr,¥) =o(ry fp’> = o, (ry fp) = 0 d'apres L.leBe

done fFvl w1 dans D o2 done F esb consbtante dans D_ or F(0) = 1 dlaprds

P
lels7y done F =1 dans D o

p
On peut domo définizr £ par #(s) = £o(a) pour Izl < g
I1 est immédiat que £ est entidre, £(0) =1, &(f) =2 et
o (ry £) = o, (ry fp) = ck(r, %, ®) en prenmt p % ry

Enfin 1tunicité se démontre de la m8me maridre que 1,1.9.

1:2¢ Théordme 1 étant domné Z, pour que Z solt la suite des zéros d'une
fonction f entisre de Mtype fini, 11 faut et il suffit que Z soit M admissible.
Prowre 8 a) 2= Z(f), £ € b= {ok(r, f)} est A-admissible d'aprés
ITT.2.5¢ et il en résulte que Z est A-admissible d‘dprés III.1l.5,
b) 2 X-admissible = 3 o.k(r, Zg @) Nadmissible dlaprés IIT.L.5.
d'aprds Lelyy; I f entidre telle que % = 4(f)y ck(z*, £) = cxk(r, Zy @) mais
d'aprés LILe2¢5sy £ € Byo

1,3« Remargue t le théordme 1.2, est une généralisation d'un théoréme de
Lindel8ff ocorrespondant au cas Nr) = »Py
Rappelons que 3
AMz) = 2Py p4 W 2 xodmissible & u(ry Z) €4 »P
o(r, 7) g4 of

> <i-)"l < u

14
|2, 1%p "n

wr) = efpel 2 Aadmissidble e

iy Théopdme ¢ pour que Z solt la sulte des- zéros dtune fonotion méromor—
i1
phe de A~type fini 11 faut et suffit que 2% moit de A —densité finles
Ereuve t ) & = z(f), £ €4 = N(r, %) ¢ 2(x, £) <4 Nzr)

b) solt Z de Mdensité finle, on fait une construotion analogue
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4 celle du théortme l.l.

Gonstrulsons dlabord la suite des pBles W = {wn} ¢

0 € : :
n L - -
Wnuzn."an tel que lwnl *IZH‘: 2{:1;‘;}5}‘(0) ot WNZxp

Premons ¥ = “_‘IJE : g{%)k -(:—;;y] | k€N puls co(r) = N(ryZ)=N(ryW)=0

. k 1 | .
ok(r, Zy Wy X) = % ‘&k ro+ 12- rk[s(r, ky Z2) - 8(r, ky w):i - 5[3*(1', ky Z)= S’(r,k,w:)]

P
C ,= C

0, ke m

Prouyons que les °k(r’ Z, W, ¥) satisfont & !ck(r,; Zy %, 6)| s A A(Br)
B(ry Z) #nfry W) = W est de Mdensité finle et d'aprés IIT.1.2. ¢

S¥(ry ky Z) € %A MBr) et 8%(ry k, W) % ;EA A(Br)

Congidérons 1

Iwl ky B) = 8(zy !Z'rw[(—- | (-;):H
,\ k-‘! * Zk jz';l . m
T xz‘T*» sz“Zkl d FR] o <20

d¥od il résukte que ]ek(r, Zy Wy ¥)| ¢ A AMBr) alors dtaprds la premidre partie
de la démonstration du théordme IIT,2.k,

lck(r, Z, Wy ¥)| « Al*kl z:: = % '[cklz <+ ooy

On peut alors falre une construction anslogue & celle du théortms 1l.l.

E; p(zn-z)
[a PZ_ZH N ! BP(Z) = lz [gBP(Z’ 5)

C(z)= U B(x, w)
o I#’nl'spf’( n

po’?) x jﬁ_uk( P &P Qf5) = exp[gég [ X2 ofw) 51-3]

BP(B: zn) =

w|=p



O L
P Gfz) P

Coume dans le théoréme l.l., on montre que les fp sont méromorphes dang
DP = {z | lz' < p} s dont les zéros sont Z N DP et les p8les WN DE’ et dont les
doefficients de Fourler sont o, (x, f’P) = o, (ry &, W, ¥) pour r< pj enfin fp
et fP* cofnoident dans Dp N DP”

On définit alors f par f£(z) = fp(z) pour p > [zle
£ est méromorphe, de pSles W, de néros %, et ok(r, f) = ck(r, Zy Wy ¥) il en

répulte que iok(r, £)] s AN(Br) dome £ € A d'aprés IIT,2eks

2¢ Propriétég de 4 et bgs

2¢l¢ Définition 8§ A régulidre +V Z de A-densité finle, 3 Z¥ D Z,
Z' d~admissible,

2424 Théoréme ¢ 4 = AE/ AE « A-réguliéres

Preue 1

a) &=

f € A= 4(f) out de A-densité finie = F Z* D%, 2 N-ddmissible
alors H g€ AE tel que Z(g) = 4% dfaprés 1.2,

Considérons h=% ;heA ocarg £ €A ot h est entidve car %(g) o 5(£)
alors h € Age Diod f = % st gy h €Ay geesds
b) =

Soit Z de A-densité finie, alors 3 f € A tel que Z(f) = Z d'aprés Lk
maif A= % = f w% ol g, h € Ay alors Z(g) 2 7(f) et 2(g) est A-admissi-
ble car g € Ape

2v3e Probléme t toute fonction de croissance est-elle réguliére ?
Cotte question est restée sans réponse compléte jusqutiocl, On peut voir qu'il guffit

de répondre dans le cas ol x -e» ).(ex) est oconvexes On a cependant deux résgul-

tats partisls qui suffiseént pour les cas olassiques 8



= 3l

2ubua Empzié'tél',f. &2}-‘)‘ = 0(1) = -h est réguliéres

Mr

245+ Propriété 1 u t x —e» Log [AM(e™)] oconvexe = A est régulisre.

Nous démontrerons ces propriétés en appendioce du présent chapitre.

2«64 Théoréme 1 by o8t relativement algébriquement ¢los dans l'anneau des
fonctions entiéres.
Preuve 3 1l p'aglt de montrer que %
8L £y fypeves T, € &y ob sl £ o8t entldre ot solutlon do £, + £, £ +eewtf, £ u(
alors f € Ay
On montre facilément par récurrenca g
T(r, Z B h']) < n T(r, h) + Z:T(r, h ) + nLogZ

J::
alors

. i .
n T(r, f) Y T(r, fn) = T(r, '-% %f fJ) g (n~1) T(r, f) +
Z T(r: £ ) + 0(1)

§=0
dtol le résultat.

3¢ Produit d‘Hadamard généralisé.

Théoré¢me t Soit f € AE, f non constante.

Alors 1l existe
1) une fonction h de Agy b non identiquement nulle
2) un ensemble & non borné de nombres positifs et un ensenmble

{fR} Q< e

3) daux constantes A et B strictement positives
tels que A) 24(fp) = A(fh) N D, oi D .;{y.[ 2] <R}

R
| 5) Idm g.-]-l = 1 uniformément sur tout oompact.
R —» +o R
Red
fn
6) Log M(ry ¥) § ANMBr) pour F=fyh, £y, 7

De plus i

7) si VkEWN Iim Inf Ds(r)'r"klﬂ-l' wy on peut prendre h =1
r o> 4o



8) 8L u1 x-e> Log[)\_(ex)] o8t oconvexe, onpeut prendre
h=qet Qw[R[RaR >0

Preuve & on peut supposer f(?) =43 £ELp = T(r, f) <4 (B r)

d'aprés IILs2+55 |c (r, f)l —1-———1—- o A et B ne dépendent que de A_ et
§ ] + 1 to °

Bop
dtaprés IIL,le5yy 2Z=2(f) est N-admissible aves des constantes qui ne dépendent
que de .A1 et B‘t donc de A et B #
dtapres III,ZyBa et IT e3¢5 32 D2 ot {Z*(R)}Reél ensenble complet de restes de
2t ol Z"i st Z'(R) sont N\-admissibles avec des constautes ne dépendant que de
AO eh Boq
dtaprés TITely5y, 3A » B ne dépendant que de A et Bo’ 3 ck(r, 7%, a) et

[r, Z%(R)y a(R)] suites de coefficients de Fourier tels .que 2
by NB, ¥) B, *)

el 41

lok(?: by a)l S ——

lok[r, Z¥(R), a(R)1| < Az MB?’ *)
: [kl + 4

il n'est pag difficile dtajouter
9) I545-:[11 o [rs Z'(R), a(R)] = 0O
Re@

dlaprés leley I £* entidre telle que f£*(0) = 1, Z(£*) = 2%, ck(r,:f‘*,) x ok(r,Z',a,‘,

3 gy enbldre telle que gR(o) = 1y Z(gn) = Z%(R),

. ~ 2 e :f* f* N
ck(r, gn) ® o [ry 2'(R), «(R)] définissons enfiu fp = 5;1 y hxz  dtod
* w fh et 8p = %e

Les points 1), 2) et 4) sont slors évidents j grfce & 9), on peut montrer 5)«
Reste & montrer 3) et 6) il est clair que 1

Ay MByr) A2 A(B, )

[oy(®s B) = o, (xy £%) = o (xy )] %

el w4 il + 4
2 4, N(B,7)
loy(xs £p] = o (ry £2) = 0, (xy g5)| % lil - i

il en répulte que



=BG
3 A%y B¥Y ne dépendent que de A, et B_ teld que i

l°k(7"s )| €£r&!'lﬁ2 pour F = £, h, £
k| + 1

R* 8r

sirs pour F  holomorphe t

Log M(r, ¥) g 3 T(2r, F) et

CORE LR ™ froslotx 6911 a0 < (& " og oGz 29[| ae)w
“r 1 '
s 12
= j fros [#(x <*9) || ae> ,.‘/2 lo, (s F); e
s ot [‘Mﬁ-ﬁﬁ
dtol 1/2

Logm<r,F><3Ar[i

Les points 7) et 8) résultent immédiatement des cas spéoiaux du bthéoréme II.4,3.

™ i a(28*r)
+1 -

oar si Z%¥ = Z, on peut prendre f£* = £,

4y Appendicey
bk« Démonstration de la propriété 2.4.. 8

A 2r . .
Tﬂ%‘ M = ) régulieére
Lemme ¢ 34, B >0, 3p, &N tels queVp;po, j 7‘%;% dt g __.H;P.).
b P

xr
en effet ML%-"-} £ M =»vqeN x(zqr) £ Mq.‘}\,(r)

alors 3 [*"“ M:) at k,,o[z RIOEPE ok ) - (%)k

T 50 p NP p P 50

b - : . v
Définissons It = ° w7 ol = exp AT dors n(r, Zt)g (p_ +1) n(r, 2)
Io=0 Pt e
k
B(xy r¥y k, 28) x 0 pour kw4, Zye00p p, ocar sl w £ 1,

ke
2 p
1+(pk+mk+vw+w° = 0

dn(t,2*
sl k}Pﬁ’ lS(r, I", k’ Z')l € 12‘[ -—L.—bt—-l
X

on intégre par paxtles et on utilise le lemmes



Le2s Démonstration de la propriété 2.5v
x —e> Loga(e¥)] oonvexe = 3 régulidve

Suppogons que V p € N, Lim Mx) = + w (ginon M seralt de croissance lente
A 2p r > 4w rp

= < M)y, Japrds IT.4.3. lemme 1 page 2Ll.

Nous référant toujours i ce lemme , on peut affirmer g

r —e» M—g)- passe par un minimum RP-> 0 et l'on a
r .
Lim R_= + e } ajoutons Ro = Q.

R, R, <.»¢« R <R
1” 2 P P > 4+ P

p+1
Construisons maintenant Z°',. Pour chaque Z? € Z, effectuons la construction
gsuivante

, . . _ »P
z, €2, 3p unique tel que Rp~1 < Iznl £ Rp § soient alors m =2 et :
1
'“‘}"c Zn,vb" ‘F znh
Montrons que Z' est de M-densité finie, Soit »r > U, prenons Rq? r ;Rq-‘l

. s 6 4
W= exp %——. Nous mettons alors dans ZY les nombres Zoy o %y

alors n(ry 2') <2% n(r, 2) = N(r, 2') <29 N(ry 2) <2% Mr) mais

Montrong que Z*' est  Wéquilibrées

r >R

Soit k € N¥, k= k1-2q k, impair

N k —
k -1 .
S(r’ I"’ 'k, Z') :21E relf g.'(l) [1 + wn +o oyt (lg(m )] ou wn et m= m(n)

’n,

sont définis comme il est dit plus haut.,
81 r2 Rq’ les z, gqui interviemnent sont teld que lznl >15’.»q dong. les wn

sont de la forme ® = exp ‘-2—?"-;5 aves m=2F ot p> g dfod
21w ky
Paq

W= expgT—n exp A1 dtol 1 +m§ +owrt mﬁ(mq) = Oy

Dong si »r 2 Rq, 8(ry r', k, ') = 0 ebsi r < Rq 8(ry r'y k, 2%) =
S(ry r*, Xk, Z') avec r" = Minfrt, Rq) .

Pulg on ubilise ¢

ot
sCr, =,k 2|« [T 2aE )
t
b o

et on évalue llintégrale comme dans II,2.2,



B ESPACES DUALS de FONCTIONS ENIIERES.

Dans ftoute cette partie on notera &

- Go l'ensemble des fonctions sur €, ocomplexes; continues et tendant vers
zéro & ltinfini.

- C: le sous ensemble de Co des fonctions réelles non négatives.

Un sous ensemble K de CZ gera dit ensemble de poids s'il a les propriétés.

suivantes 3

Kf t pour toute constante o >0 et toute fonction k € K, la tonction ck

appartient & K

si k est dans K et k¥ dans GZ avec O € k' €k, alors k' est
dens XK

8i k et k' sont dans K, alors Sup(k, k') est dans K,
K, ¢ K contient les fonctions de C: a support compaot.

¢ toute fonction k¥ de K admet une majorante radiale k%' appartenant
a KX,

K, t 81 t-o»k(t) appartient & K, pod tout e >0, % e+k(=)
appartient & K,

E; & 81 k appartient & K, pour tout a réel t -e> k(t) exp at
appartienté C(')’

On pourra parfols remplacer la condition K5 par la c¢ondition sulvante, plus
faible t |
Ké 1 81 k appartient & K, quellque soit l'entier n la fonection
t —os t" k(t) appartient & C, e
Nous allons étudier 1l'espace E(K) des fonctions entidres £ +telles que

f.K appartienne & ‘U’o pour toute k de K.



B I ESPACES E(K), M (K) j; EB(k*).

Soit E(X) = {f 3 T enktitre, kK€K fke¢ Go}
On munit E(K) de la topologie localement convexe définie par les pemi~normesy
lf“ Sup ]f(t) k(t) |

1, Propriétés de E(XK).

85 f esb entitre, f£(z) = i: a, s , posons 1
=0

M(r, £) = Sup |£(z)] , B(r, £) = supla |
'Zkl‘ Y

On peut élors énoncer 3
1l FEE(E) e VkeK Sup Mr, f) kr) < +w
&r

12, FEB(K)» YkeK Bup B(r, £f) k(r) < +w
Ocr

13w B CE(K), B borné # AU(r) telle quue VkeK, Vfe B
M(ry £) % U(r) ot Sup U(r) k() < + w

ldew BL E(K), B borné o I g€ E(K), g(z)= Z A 2" telle que

VY £ €38, f(z) =Za . [a.nl 54 VoeEW
w 3 e B(K), h(z) = Z B, 2" telle que
¥ £ €B, f(z):Z ahz
2" la.ni < Bn Vnn el
en particulier, V£ € B M(r, f) ¢ M(r, g} et M(r, f) § M(3, h)
1,5, Sur les parties hornées de E(K), la topologie relative est identi-
que & la topologie de la convergence uniforme sur tout compact et est donc métrisable
1.6, Les parties bornées de E(K) sont relativement compactes.
1.7« Sur les parties bornées de E(K), la topologie induite est idenbique
&4 la topologie de la convergence ponftuelles
1.8, La série de Taylor d'une fonotion de E(X) oconverge dans E(K)
vers cette fonctiony

1.9, E(K) est complete



wtly Qe

Ces propriétés découlent de la définition de XK et des propriétés des fonotlons
antldresy
Nous ne démontrerons que les propriétés La5s et 1.8,

Démonstration de 1le54

La topologie induite est plus finie que la topologie de la convergence oompéo‘be.
I1 suffit dono de monmbrer que si {f.d est une suite généralisée de fonotions d'wm
ensemble borné B de E(K) convergeant uniformément sur toub compact wers une
fonotion f de B, alorsy pour toute k de K 3
Lin |lea=£]lz 0
par hypothdse, VR $0, Li{lzsl:g"fd(z) - £(2) l}: 0

[2a - 211, = Sup |2(z) - £(s)] Ka)
zeL:

Hf - f”k“ Sup |fe(z) - f’(z)[ k(z) + Sup fﬂ(Z) k(z) + Sup £(z) X(z)
|z]<R <R z R

Nous pouvons gupposer k radiale dtaprds K3 et oonsiddrery d'aprés Lsksy une
faﬁctio b de B(K) telle que pour toute fonmption £ ds B on alt 3
M(r, £) < M(ry h)
Alors i

Sup |£4(2)] ®(z) + Sup llf(z)‘l k(z) < 2 Bup M(ry h) X(r) = ep
23R |s|>R r>R

l
d'ol il résulte que 3
Lin Sup||f - £l € 5

Or Lim - eg = 0, d'ol le résultat,
R b o

Démonstration de 1,8,

. N
Si f(z) = % a, z°, posons SN(z) o z:é & 5" § lorsque N tend vers
. hol n=
1 infini, SN(z) tend vers f£(z) en chaque point, D'aprés 1.7, il suffit de mon-

trer que les mommes partielles Sy forment un ensemble borné de E(K),

N N_
M(r, 8 < g s, (20)" 2™ < w(ar, £) Zg 2% 2 M(2r, £),
= n=



—yle

Or M(2r, f) k(r) < + « pour toute k de XK, Les sommes partielles forment

donc un ensemble borné, d'aprés l.3s »

2s Le dual de E(K)

2vly Définitions et notations,

2,1sly M désigne l'ensemble des mesures bornées sur €.

2¢ls2s  M(X) désigne le sous—ensemble de . M défini par 3
M(K) ={ku } XE Ky EM}

241435 M*K) désigne l'espace des transformées de Fourier

mesures ¥ de M(K).

v

L]

2¢Leliy M'(K) désigne 1l'espace quotient 3 MY'(K) = M(K) / N ob

N=S’V€M(K); £ € E(K) fdllz()}

L

desn

2,15, C(K) désigne l'espace des fonctions £ ovontinues complexes tel-

les que fk appartienne & Co pour toute _IE de K.

242, Propriétés.
2.2,1. E(K) est un sous espace fermé de C(X;

24242, M(X) est le dual ds C(K)

24243, M'(K) est le dual de E(X)

2,24 81 est dans M*(K) v = F(z) = [expfzt) av(t)
entidre et F(n)(z) = [+" exp(zt) dy(t)«

2,2.5, M*(K) représente aussi le dual de E(X).

? est

Prouves: Les quafres premidres propriétés sojt évidentes, démontrons

2'2‘5'
» "

Il suffit de montrer que Y =v.€ Ne u = p

~ ~
DYaprés Kys les exponentielles sont dens E(K), donc sl (@=~v) € N, ups= ¥

Réoiproquementy si v = O, o'est-d-dire ¥(z) = f exp(zt) a¥(t) =0 on a

aussl pour tout entier my F(n)( z) =04 En partioculier, pour tout entier n,

F(n)(O) = [‘hn dl’(t) = 0,



sfp Due
Mais dtaprés 1,8., les polynSmes sont denses dans E(K), d'ol le résultats,

Tl résulte dtailleurs de cette démonstration la propriété 3

2,246« Les exponentielles sont denses dans E(K)a
2. 2.7. Si f appartient & B(K), f£(z) = E 2, zn, si F appar‘blen't
2 WK)y F= v, F(z) =y b z0y et s on note D l'cpera’ceur de dérivation

nel

"é'g" g alors 1

@, B = [t) w(s) = D)) (0) = 32 v, 1 (0,
ne ’
la série étant absolument convergente

. é ' n ‘ - ’ . ' 0y
Preuwve 3 f(z) = f: a, % et 1la série converge dans E(K) dtaprss 1.8.

n=0
alorp ¢
$fy ¥> = ff(t) dw(t) = f’:: a <%y Frx= z___, a_ F(n) (0)
n=0 n=0 .
<y Fr=3Ta b zzzjb £(2)(0)

n=0

de pkus a'aprés 1.2. z: 8, exp(10 ) 7= est dans E(K) vour toute suite {en} ’
dds que z: e 2y est. Alors pour un ¢hoix comvenable de la sulte {61'1} ’
2 b, {,(n) (O) e converge, ¢'est-d~dire }%:\; b f(n>(0) converge absolument.
: b

2.2,8. 81 F(z) = Z: b 2N et exﬂ:iére, les propriétés suivantes pont
Squivalentes 1 m |

(1) ¥ e M¥(x)

(1) T x € Ky k radiale, telle que Y n € i, ib | ¢ guplt™ x(t)]

0<%
(1) Fke Ky 3 Ay, B constantes positlves telles que V. m € N

nt b_| & 45 Sup [+% 1(t)]
. 0<t
*
Preuve 1. (1) = (ii) supposons F € MY(K), F=v od p=ky k€K,
B €My on peut supposer k radiale et “p” < 9 |
[nt b | = F(0)| = [[¥* ap(v)] d*ol

Intv | < f [+ %(2) (40| « Bupls™ (o))

(11) = (4i1) do manidre évidente



iy 3e
(111) = (1) Dauns (1ii) on peut supposer k radiale et B =1 ¢ Posons
k, (t) = 2 k(x= ) ; alors =n} ho | < 27 Sup [t" k, ()] . Soit t, un poipt ol
O<t

Sup [+* k, (‘b)] est atteint., Soit p  la mesure portée par I x{"& 7 18] = 'bn}
‘(-t . Ilv Jt

et = o -
ﬂn 2 _tl’l-i-'l k ("C)
Posons “_2% et v=%
nl b el !
Comme r(l ) D n+1 =1 yyu est une mesure bornde et ¥ appar—
=0 %% (%
tient 3 MY(K). noen
-
. - Pe b d.b *
Alors p(n>(o) = [tﬂ d(t) = Y . TE f = n} b done y=F et
=0 el . _bp-!-‘{ e\ n
(1) est démontrd. P
2.2.9¢ M*(K) o5t une algdbre,
1 2 1521 2 . .
Preuve v comme F1 FZ <F‘I + FZ) 3 F1 ~ 5 Foy il suffit de prouver

que 72 appartient & M*(K) dds que F y appartients On peut méme, dlaprés la
propriété préc8dente, se limiter aux fonotioﬁs de 1la forme F(z)':: : bn =
aves b = %», (S)ug ['&2 k(t)] y ob k est ;ilans K, .

Alorg F (z§ = Z: . z* avec d, Y-' b. bn —j et il nous suffit de montrer

que mid =0 [a” Sup £ ky(t t)1 pour une certalne fonction k4 de K, Nous
allons montrer en fait que d = o(3" b ).

Définissons h(a) = Sup La log % + Log k(t)] = Log [Sup t* k(t)] a >0 yh
est convexe et la fonction f, ~e» h(a) + h(n-a) est oomre;bce sur le segment
0<a<mn, Dono Sup [h(a) + h(n-a)l = h(0) + n(n),

Kasn
oh

n
, |
Dlautre part, 25 - dlod 8
omrt, FxI3 gl @ Sw gy e

1
Mais b, 3T exp h(Jj), on a donc

1 2" .
Sup b, b, = Sup wy- exp [0(3) + n(n=3)] < 55  exp [B(0) + n(nl
O\JQ‘J_ j j O%j@ J% (h‘:m No
Soit encore I
Sup by b, < 28 b_ explh(0) ] = o(2” b )
Ogsjzn

alors
b o} 1L
i = o{n 2 'bn) = 0(3 'bn)



3, Rappels sur la dualité dans les espaces Yectoriels topologiques.

3.1, Soit E un espace vectoriel topologique (e.v.t.) sur € ,
Une partié A de E est 1y
3¢l.ly équilibrée sl elle est invariante par multiplication par un nom-
bre complexe de module au plus égal & un,
34ly2e absorbante «Vx€E Fg tel que V6§ O < d6<e 86x¢€BE,

34143, bornée si tout voisinage de zéro contient un homothétique de A,

342 Le dual de E est 1l'espace des formes lindalres continues sur E.
3¢3, Deux espaces yectorlels E et F sont mis en dualité s'il existe une
forme bilindaire B wvérifiant les deux conditions :
(1) Pour tout x de E non nul, il existe y de F tel que B(x,y) £ O.
(i1) Pour tout y de F non nul, il existe x de F tel que B(x,y) # 0
On note alors B(x,y) = <X; ¥> «
Exemple un e.v.t, localement convexe et son dual sont deux espaces en dualité.
3vly Par cette dualité, on peut définir plusieurs topologies sur E et F,
Zeiyl. la topologle falble w(E, F) sur B est la topologie de la con=
vergence ponrtuelle sur F j clest la mdns fine rendant continues toutes les
applications =x -ea <X, y> o
3eko2, la topologie forte s(E, F) sur E est la topologie de la conver—
gence uniforme sur les parties bornédes de F,
S+le3. la topologie de Mackey m(E, F) sw E est la topologie do la con
vergence uniforme sur les parties convexesy équilibrées et w(F, E)~compactes de F.

On peut définir les topologies analogues sur F, toutes localement convexess

3+5¢ 8L E et T sont mis en dualité, on dit qu'une topologis « localement
convexe esp admissible (relativement & la dualité entre E et F) si F s'identi-

fie au dual topologique de l'espace localement convexs obtenu en munissant E de la

topologie 7 «



g

La topologie w(E, F) est la topologie admissible la plus fortes
La topologie m(E, F) est la topologie admissible la plug. fine.
Toutes les topologies admissibles sur E onv les mémes parties bornées et les
mdmes parties convexes fermées.
3460 81 B est une partie non vide de E, on définit le polaire B° de B3
B® x {:y EFy ‘<x, 7>l $1 ¥e e B
B st convexe, équilibrée, w(Fy E)~fermé et contimnt O.
Si B est une partie de E convexe, équilibrée, w(E, F)-fermée et contenant
0, alors 3°° = B,
3+7+« On note E¥ Te dual d'un e.v.t. localement convexe E, Une partie B
de E* est équlcontinue si et seulement si 8% est un voisinage de zéro dans E,
3484 On appelle tonneau T +toubte partie convexe équilibrée absorbante fermée
de E.
T =T ot T° est borné pour toutes les topologies admissibles sur E¥,
Si tout tonneau est un voisinage de zéro, E est dit tonnelé
~ E est tomelé si et seulement si la topologie initiale, la topologie u(E, E*),
la topologle s(E, E*) sont identiques.
—~ E est tonneld si et seulement si toute partie e E* qui est w(E*, E)-bornée
est équicontinue,

Si E est complet et métrisable, E est tommelé.

3¢9« E est dit de Montel s'il est tonnelé et si toute partie bornée est
relativement compacte,
Si E est de Montel, alors E* dans la topologie s(E*, E) est aussi un
espace de Montel,
Notons E;( Tesp, Eg) le dval de E muni de la topologie faible (resp. forte).
On a toujours (E:)*z E
E est dit réflexif si (E’:)*= B
Tout espace de Montel est réfléxif.



L. Etude de certains ensembles de M™K).

Lale Définition 1 pour toute k dans K, définissons g

b= 53 e [l < 4 7(a) = [emm(at) x(s) auo)]

lr¢2, Proposition. Bk est une partie de M*(K) convexe, équilibrée, faiblement

fermée, faiblement équicontinue et compacte pour la topologle de la converganee pono=

0
k

SRS CHILINEE

Preuve % Bk est évidemment une partie de MN™(XK) convexe, équilibrée.

tuelle sur €., Son polajire B est 1

Si £ est dans E(K) et F = (k)™ est dans B, ona

ety 7ol= 1200 ¥(5) auCs) | < liell
done si HfHks 1 y f appartient & Bi.

Réciproquement, considérons Sa, mesure de Dirac au point a, Aors pour la fonc-
tion F correspondante, on a t

<P, B = £(a) k(a). Donc si f appartient & B]og ona ] s 1o

Nous avons donc blen caractérisé le polaire de Bk qui est manifestement um
voisinage de z#ro dans E(X), donc B, est équicontinu.

Sur Bk’ la topologie faible étant plus fine ‘que la topologie de la convergence
ponctuelle sur €, pour prouver gue Bk est fermé pour la premiére et compact pour
la secondey il suffit de prouver que Bk: est compact pour la seconde,

Or z étant fixé, l'application u -e» fexp(z’c) k(t) di{t) est continue si
on met sur M la topologie faible de dual de C_o Mais l'ensemble {F(z) 1 FE€ Bk}
est lt'image par cette application de la boule unité qui est faiblement compacte dans
Ms Pour tout 2z c'est donc un ensemble compact et Bk est compact pour la topolo=
gle de la comvergence ponctuelle,

L,3x Proposition » Si B est un ensemble de fonctions entidres, les propriétés

sulvantes sont équivalentes 3

(1) B cM*(K) et B équicontinu



(ii) 3k € K telle que B CB,

. . -

' A n v _ ,
(ii1) 36 € MY(K) &(z) = E ; b z . telle que V7T € B, F(z) =} ; cnzn

n=0 . n=
st o | b Vnem

Preuve 1 (i) = (ii) B étant équicontinu, B° est un voisinage de zéro,
il ediste déme k dans X telle que B° Q{f 5 HfHk g 1}».: BZ.

Alors BQBQQ (_;B;O:B car B

K x o8t faiblement fermé, convexe, équilibré

ot contient zéro.
(ii) = (i1i) 11 n'est pas restrictif de supposer k radiale telle que B CB,

Si Feg B.CZBk, 3p, |pull €1 telle que F(z) = | exp(zt) k(t) du(t) mals alors

Fn)o

—

lo, | =

% Sup ™ k(%)

n O<t

EJ‘[ £ k(t) ap(t)

20
, Sup " k(t), &(z) = Y. b z.
0<t n=0

Aors 6 a la propriété voulue et appartient & M*(K) d'aprés 2.2.8, .

Y

=g PER

L}

Posons alors bn =

- .
C(AL) = (1) 81 &(z) = z:: b z appartient & M*(K), il existe d'aprés
1=0
2.2.8. une fonction k de K, radiale, telle que b = 1 , Sup t” k(t). Posons
* Ogt
K'(t) = 2 k(§), X' appartient 3 X.

o0
Si FeB et feB(X) £(z)=3% 8 & , |[f|l, 1 alors
n=0

l<t, F>| = § nl a bnl <Yl lalnto
mels
nf la_| b <| Inf M]x Sup " k(%) = p~(2+1) nf M(r, -l:[ up £ k‘(t)]
0t |
dtol '

i Iahlbnﬁ 2~(n+1) [}£~l-l 2 kt(t):} ~(n+1) llfll “(n+1)

dono ]<f, F>l <1 ot ¢ ¢ B°. Alors B° contient un voisinage de llorigine dans

E(K) et B est équicontinu.

5. Introduction de K*,

Sely Définition. Etant donné K olasse de poids, on défini XK* ‘“olasse duale"

par 3

K* = {%ﬁ s ¥* e ¢t vee K, \zup lexp(tw) k(t) ®*(w)!| < + %}



5«2¢ Propriétés 1
5e2ule K* est une classe de polds se vérifie alsément.
Be2¢2, K¥ = KE¥k
cayr K CK¥ qloh K* CK¥** et aussl KFIK¥**
car K1 CK2 = K’;‘:K;.
S5w3w Définition, K est dit parfait si K = K¥¥,

Sulrx Propriété. E(K¥*) CE(X) dlod M*K) CM*(K**).

5%5e Proposition. Si k* € K*, alors +k* € K*

Prowe 1 kE€KCO =34 tel quo K(t) <A k(t) = P ex

1/2
si X* € ¥, Suplexp(tw) k(+)VH (w)] = SupExp(.‘th) kz(t) *(w) =
by 50 2,6y
Sup exp tw Kk (:,-2-) k (w)e
tyw

56w Proposition. E(X*) est une algébre topologiques

Preuve t si k¥ € XK*, posons kj“‘ = k¥

alors si f, g € B(K*) ) |f8] | e = Sup [£(2) &(z) ¥¥(2) | < [|f]le «lells »
dtol le résultat.

547« Propogition. M*(K) est dense dans E(K*)
M*(E*) est dense dans E(K)

Prouve $ 81 F ¢ MYX), 3k €K et I pu€M tellesque
F(z) = [ exp (tz) k(t) dp(t)

alors

|F ]l = Supf exp (tz) k(t) k*(z) au(t) < ||p|] sup lexp(tz) k(%) x*(2) [<

% Z,
il suffit dlappliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue pour prouver
que Lim  F(z) ¥*(z) = 0 done M*(K) CE(K*).
b Em I ')
De plus la fonction F correspondant & la mesure de Dirac au point a appar—
tient & M*(XK) 1 PF(s) = exp(az) k(a)s Done M*(X) contient les exponentielles qui

sont elles~mBmes denses dans E(K*).



wdy e
B ITI COMPARAISON des TOPOLOGIES.

1. Tovologie relative et topologies admissibles sur M*(X).

1.1« Théordme. La topologie forte s et 1a topologie m de Mapkey sur

M*(K) sont identiques et plus fines que la topologie i indulte par E(K*).
Preuve 1 D'aprés I.L.6., les parties bornées sont relativement compactes,

donc les topologies m et s coincidents

Pour montrer que lsa topologie‘ 8 est plus fine que la topologie 1, montrons
que pour chaque k* de K* il existe un ensemble B = B« borné dans E(K) tel
que B° TNy = (p € MMX) ; l[F]lk* <1

Prenons B = f jy £(z) = j‘exp(zt) () au(t) pl] < 1} « On prouve comme
dang T.5.7« que B est contenu dans E(K),_ ce qui montre en méme temps gue B
est borné dans E(K) car fEB= [lf][k § Sup |exp(zt) k(t) k*(z) |

teu
Si rEB et FeMY(K), F(s) = [ exp(zt) K(t) ap(t), alors

Ly Fy = f £(+) k(%) ap(t) = [ k(t) ([ expézt) k*(z) dﬁ(;fé))dv(‘c)-
L'intégrale double converge absolument, on peut utiliser Fubini

&, Fr= fF(z) (z) au(z)

Alors 3

sup I, 2| o «lfw w(s) auz)| = [[Fl], aton B° c,

le2,y Définitions«

1.2.,1y Une fonction A de B dans B est Kmadmissible si et seule~

ment si ¥ V k€ K, Sup Mr) k(r) <+ o
0
1v2.24 Un ensemble de polds K est dit hypo-convexe si 1t

quelle que soit A Ke-admissible +telle que x -e» z(ex) est convexey il existe 11
A 2 My %1 K-admissible et x -e» Log 2H(r) convexes
Démontrons d'abord trois lemmes qui nous servirons dans la démonstration du

théordme 1.6.
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o3« Lemmes Si A est une fonotlon non décroissante, convexe sur [0, * »r' A
dérivée premiére continue non bornée, il existe une fonction g non décroissante
convexe sur [Oyt+ o[ et une constante A > 0 telles que 3

(i) Sup [nLogr=g(r)] pnlogn—n«=A+ Inf [A(r) = n Log r] ¥ new*
(i) r‘cou g(r) = A(t) < 0 pour tout r, t > A.r>0

Nous pouvons supposer N({) = 0, A¥({) =

Soit g(r) = [ (V)™ (t) a8 ou (’,\,")h:1 est la fonction réciproque de A!
(g est la fonotio;lz complémentaire de M au sens d'Young, au choix de Lllorigine prés
Alors (ii) n'est rien d'autre que 1'indgalité d'Young avec A = (}\“)"1(1) = 1 icl,

Pour montrer (i), calculons le second membre de 1'inégalité i

Inf [n(r) =~ n Log r] est atteint pour x vérifiant A'(z) ~% = O»
r>0 ‘

Soit u(t) 1la fonction inverse de +t A'(t) qui est continue strictement
croissantes

‘ _ uln)
B= Inf [AM(r) = n Log r] = A [u(n)l- n Loglu(n)] = [ ( A(t) db-

r>0
1 n Loglu(n)]
En intégrant par parties en faisant le changement + = u(s) on obtient

B =~jnLog u(s) ds
1

mails nlhognw=n= Log 58 ds = 1
done le second r de (ii) vaut 3
Log =ry ds = A =
. g “"(“‘)'u s T n
Un calcul analogue montre que le premiélr membre vaut Log v(s) ds

-1
od v(s) est la fonction réciprogue de t —e» t g'(t) =t (M) ().
Montrons que {ITST = o(s) = v(s), c'est-d~dire (og, v-1)(‘b') =

e ~ t(‘}u) s at '
(90 7)(1) = kgt - - BN e v
alofs  (opv ) (1) = 22e) L nr(e) = 4

q‘e .dv



Lok Lemmes Si A est une fonction convexe non décroissante sure [0y + wf
telle que Sup ¥(r) exp[A(r)] < + o« pour toute k dans X, alors il existp k*

30
dans EK* +telle que §

B = {f ; f entidre, Log M(r,f) < n@)} C B =={f 3 £(z) =f exp(zt) k*(t) au(t),
[ull < ’f}
Preuve 1 on peut supposer que AM! existe et est continue car entre N et
N +1 il existe une fonction Kj possédant foutes ces propriétés.

D'aprés I.h.3., il suffit de montrer i

s 0
3 Ge M¥k*), 6(z) = 2:: b z°  telle que Vf € B, f(z) = > &, z
n=0 n=0
on ait lal<b Vanewm.
n n

® S8i A¥* n'est pas bornde 1t il existe la fonction g du lemme précédent,

définissons k* par k*(r) = exp LA - g(§)1 et x*(z) = ¥*(lz]). Il est olair que

"

k* est dans C: 3 montrons que k* egt dans K*,

Soit k dans K, k radidle

1

S = Sup |exp(tz) k(t) k*(&)| = Sup |exp(ta) k(g) k*(ez)]

b4z tyz t
Sup |exp [t = ()T K*(er) k(2) exp A (t)]
rytz0
8 g[exp 4] { Slgo bxpl et = A (t) - g(r)]l} {ts;lg [k(g) exp%(t)]}
r, »,

8 <[ exp 412 {2u£[k(§) exp x(t)]} + o0

= n 1 1
Posons G(z) = ng bz o b o=y S-t:g k(%)

& € M*(B*) dlaprés I.2.2.8,

0

81 £(z) = Z:g a, z° et Log M(r, £) & M(r) alors i
=

Ia,ol s oxp(M(0)) s exp [A=g(0)] = x*(0) < i:% B*(t) = b

8 A\
[aiJ g Inf Eiiﬁli gInf exp [A(r) = n Log x] = exp Inf [N\ (r) = n Log ¥|
rx»0 r 0 7z 0

Mais d'aprés le lemme précédent i



la | <« o™ ™ exp [A + Sup(n Tog r = g(x))] < n = o Sup [r" K¢(er)] =
o >0 rz0 - n ;
‘ Sup ¥ x*(r)

150

et comme n" » n! on a bien iah] < b»

% Si 2% est bornde 3 alors il existe deux constantes positives ¢ et D
)]

telles que AMr) ¢ C r + D

Soit k* wune fonction de C; & support compact telle que k*(t) » exp D pour
1 n < n
|t] < e.¢ et prenons b, =y Sup b k*(t), @(z) = z:: b,z
20 n=0
Aors k* € X* et G € M™(X*),
. n
Soit f(z) = Z:: a, 7 avec Log M(r, £) < AN (r).

Alors 1

la| < _B..._L_).slnf ..@_LEE.:_.DJ c=ROrED) v oy
I‘ r

r>0 r>0
Prenons Cr =mn, d'ou

Cey™ Ce)™ . (Co)™ 1*(C
l%n{ < exp D. (g?) < exp D KE%%~$ Q-glﬁzf_i_ﬁl < bn

1.5y Lemme. Si A(r) est une fonction non décroissente convexe de Log x

5un J0y + wly, il existe une fonction £ entidre telle que ¢

% exp Mr) < M(r, £) <2 exp N2r) pour tout r > 1
Preuve 1 Nous pouvons supposer M 1) = O.
Mors NMr) =j.r E&%l di- ol u est positive non décroissante.
Définissags Ah = Inf eEE&ﬁ&El) - £(z) = 2:: .A P

rz0
Dfune paxt A r < exp Mr) = M(r, £)< z:j.A (2r)™ 2™ < 2 exp MN(20)1

wel)

D'autre part, pour tout 1 » 1, il existe =x tel que i

exp Nr) . Inf _uﬁuli_l.

o 20 %
58 mx= [x] (partie entitre de x), r M(r, £) >4 ™ ;4 ¥
La fonction x =e» Inf exgl&_l étant décroissante, dn a de plus i
t>o t
£0  ° t>o EEE S

atod x M(r, £) > exp p(xr).



146+ Théoréme. Les propriétés suivantes sont dquivalentes.
(1) Sur M*(X) la topologie induite par E(K*) est identique & la topplogie
de Matkey et & la topologie forte de dual de E(K).
(ii1) Sur M™(X) 1la topologie induite est admissible.
(iii) B(R) = u*(x*).
(ir) ¥ est hypoconvexe.
Prewe 1
(1) = (41) t car la topologie de Magkey est admissible
(i1) = (iii) 1 nous savons que M*(K*) est denpe dans E(K) dtaprés I.5.7«
montrons que E(K)C M*(K*) dans ce case Soit £ dans E(X) j dé-

finissons la forme linéaire Lf sur M“(X) par s

La(F) =<f, Fo=[£(t) k(t) ad%)
si F(z) =[exp(zt) k(t) au(t).

Par hypothdse cette forme lindaire est continue pour la topologie luduite,
M*(K) étant dense dans EB(K*), L, a une extension unique continue sur E(R*) ;
alors il existe p* dans M(X*) +telle que Lf(F) =fF(t) a*(%) pour toute
F de E(R*).

Prenons en particulier  F(t) = exp zb.

Mors. fexp €ut) ay*(t) = <f, exp zt> = £(z) et £ € M*(K*)
{i1i) = (iv) Soit A(xr) wune fonction convexe de Log r telle que 3

Sup [k(r) exp A(¥)] < +o  pour toute k dans K.
>0

Il n'est pas restrictif de supposer que A est non décroissantee
D'apres le lemme L.5,, il existe f entidre telle que 1

% exp A(r) ¢ M(r, ) ¢ 2 exp [A(x)] pour I 1

D'aprés I.l.l, et les hypothéses faites sur A, f € E(X).
Considérons g(z) = z £(z). Come E(X) = M*(K*) ot que M™(E*) est une al-

dbre, g € M(K*) dono il existe k* € K* et €M, |lu|] <1 telle que:



5(z) ::[ exp zt k*(t) du(t), et on peut supposer k* radiale.
Prenons alors M(r) = Log {Sup [ex(t) exp(r’c).l}

30

- Il est clair que 7\1 est convexe.

De plus k1 majore M car
exp Mr) < r Mz, £) = M(r, g) < Sup Mk*(t) exp(rt)1 = exp A, (r)
20
enfin 1

Sup k(r) exp[?\,r(r)] < Suplexp(tz) k(z) ¥*(t)| < + @ pour tout k de K.
r>0 tyz

Done k est hypoconvexe.

(iv) = (1) D'aprés 1.l., la topologisé forte et la topologie de Magkey coincident
et sont plus finesque la topologle induite. Il suffit donc de montrer que si B est
une partie bornée de E(K) alors B° ost un voisinage de zéro dans M™(X) pour la
topologie induite par E(K*).

Si B est borné dans E(K), il existe d'aprés I.l.h. une fonction g de E(XK)
telle que M(r, £) g M(r, §) pour toute £ de B,

Prenons Ar) = Log M(r, g)» Alors A(r) est une fonotion convexe de Log r
d'aprds le théordme des trols cercles d'Hadamard.

K étant hypoconvexe, il existe 7»1 2 Ay convexe et telle que pour toute
k de K SI;p k(r) exp 7\.1(1') soit fini.

Alors dtaprés lok., il existe k* dans K* telle que B CB ol

K+
B, = [f ; £(2) =fexp(zt) (1) au(t), lul] < 1}

Donc B°:)B'§* =|F y FeUuNK), l<f, Fs| <1 v £eBy,

Meis si, T appartient & By, f£(z) = [ exp(zt) k¥(t) au(t) avec Hul] g 1w

Alors <f, Fy = [F(t) k*(t) du(t) en utilisant le théordme de Fubini.

Il en résulte que 1

féiﬁ l<e, 75| = B gi[ F(t) k*(t) au(t)| = [Ixll,
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o

Il en résulte que si HFI lk:* £1, alors F ¢ Bk:*’

done B;; contlent un

voisinage de l'origine et le thédréme est démontré.

2, Conditions suffisantes pour que E(K) socit tonnelé.

Cette question se pose naturellement dans de nombreux exemples. On ne connalt
pas d¥exemple oi E(K) n'est pas tonnelé.

Examinons d'abord le cas oi K est hypoconvexes

241, Théoréme., Si X est hypoconvexe, les propriétés suivantes sont équivalen=-
tes g

(1) E(X) est tonnelé
(ii1) M*(X) est un espace de Montel pour la topologie induite par E(K*)
(111) WNK) = B(X*)

Preuve 3

(1) = (31) EB(K) est tonnelé donc, dlaprés I.l.6., E(K) est de Montel jalors
son dual M™(X) est aussi un espace de Montel pour la topologie forte qui,dtaprés
1.6. coincide avec la topologie induite par E(K*) puisque K est hypoconvexe.

(i1) = (iii) d'aprés I.5.7. M*(X) est dense dans E(K*).

Soit £ de E(K*) 3 f est limite dans E(K*) des sommes particlles de sa
série de Taylor d'aprés I.l.8. Ges sommes partielles sont dans M™(X) et forment
un ensenble borné dans E(X*), donc borné dans M"™(K) pour la topologie induite.
Mais M™(K) étant un espace de Montel pour cette topologie, cet ensemble est relatiw-
vement compact.

On peut donc extraire une sous sulte convergeant dans M*(X) vers une fonction
g de M"‘(K). Mais’bien entendu’cormne la suite convergeait ponctuellement vers f,
ona f=g€M(K), Donc f appartient & M*(K) et E(XK*) = M*(K).

(4ii) =» (i) Soit N un tonneau de E(K) j alors N° est borné dans
M*(K) = BE(K*) pour toutes les topologies admissibles, en particulier pour la topolo-

gie de E(K*) puisque K est hypoconvexe (cfe 1.6.)
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Dfaprés Iel.k., il existe wne famction G de E(X*) = M*(X) G(z) = B, z"
o0 =
n N
telle que pour toute fonction £ de N°, f£(z) = Z% b, 2 on ait ]bn $B

n=
pour tout n dans M.

o (o]e}

N~ est done équicontinue d'aprés l.4w3. et N = N est un voisinage de zéro

dans B(K), donc E(K) est tonnelé.

2.2, Remarque. Ehrenpreis a étudié des espaces de fonctions entidres en intro-
dulsant la notion d'espace analytique uniforme. Dans le langage d'Elirenpreis, le
théoréme précéddent dit que si E(X) est tonnelé et XK hypoconvexs alors E(K) est

analytique uniforme.

2.3, Définition. K a une base dénombrable s'il existe une sulte {kh} ey de
fonctions de XK telles que

1)V 3
(1) Vaem, K Kt

(i) Vk € K, 3n € N tel que k::O(kn)

2. Définition. K est déterminé par une guite, s'il exlste une suite {@n}ﬂN
de fonctions positives, continues, non décroissantes sur [0, + [ telles que 3

(1) Vael, o % g

0+
(1) K = [k 1 ke c*, Sup [k(z) exp o (zD 1 < + anexN}
. [¢] 20 n

250 Théoréme. Si K est & base dénombrable, E(K) est métrisable et tonnelé.

Preuve 1 sl kn}nelN est la base d¢ K, le systéme dénonbrable de semi=

normes I Hk définit la méme topologie sur E(X) que la famille de semi-
1

normey H Hk}l +E(K) est donc métrisable j comme il est complet, il est
k€K

tonneléy

2.6+ Théordme. Si K est déterminé par une suite; E(K) est tonneld.

Pour cela nous gvons besoln du lemme}
Lemme 3 S1 K est déterminé par une suite, alors 3

(1) E(X) estréunion dénombrable d'ensembles bornés.
(ii) Pour toute suite [‘bn} telle que 3 ! n! iangnl <t o d88 que



3 a, 2" appartient & E(K), il existe k dans K telle que 3

n? [b | < Sup % (t)
7 50

Preuve @ posons b, T OXP g ol Py est la suite qui détermine K.

Montrons que pour toute fonction f de E(K) il existe n tel que
2
M(I‘, f) £ 0 ‘I‘n(r)

Sinon, il existe une sulte {r 1 tendant vers 1'infini et telle que 3

n § nell
M(x , £) s 2 \I;n(rn).

Considérons alors k radiale, définie sur [0y + «f par les conditions
k(rn) = E—‘\l;j:(:‘?';)‘ et linéalre par morceau.

Alors % appartient & XK.

Mais alors M(rn, £) lc(rn) sn et £ ne peut appartenir & E(X).
I1 en résulte que : B(K) = y B_ oi B_= (f5f entidre M(r, f) ¢n %(r)}
mais B est borné d'aprds fﬁi}« et (1) est démontré.

Soit maintenant g'bn we suite vérifiant L'hypothdse de (ii), nous allons cons~
truire wne fonction k de K telle que 3 nl b g iup £ k(t).

Il n¥est pas restrictif de supposer les @, continliment dérivables.

P

Drapreés K5, X ne peut contenir les fonctions x —e»r 3 k é&bant déter—

¥, )
miné par la guite Op i1 enrésulte que Idm e e » pour tout m et tout n.

& T by T
Pogons Mo = Sup }-v._.(_,)..
a rgo ‘im' r‘l’ (2x) .
Mlors  y | s % %-_ﬂm = 2 § (2r) et la fonction fm(z) =Y 1 e
uel ‘nym  w o n wl Ma,m

appartient & E(K) ecar

Sup M(r, fm) k(r) € 2 8up ¥ {2r) k(r) < + .
0 T

20
| Py
Donc par hypothése, Z:' ni =g ot o

En particulier, il existe un entiex N tel que A _» nl|b} dis que
mn n,m

ny N«
m
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n
Soit p, . le plus petit nombre non négatif o Sup giryy est atteint
s

rz0 'm
alors Pn,m < Prad ™ et Lim gn,m = + oos
1L =P o
Soit {mn eN  Ume sulte croissante d'entiers positifs telle que
n >Nm+1 et Py ’m> an o1 >1 .
m m =1

Définissons alors r_ = p si m>1 et r =0. Lasuite {r:} est
m n_.m ) m

gtrictement croissante et tend vers 1'infini.

1 | 3
Pogons k,f(r) = W shox _,<TRT)

k, est une fonction.décroissante, tendant vers zéro 4 1'infini et continue

Sa.U.f aux POin‘bS b

Si =n <n<n alors % =
jiia} S Ty 8-ors ,Pm,m‘an,m

U <1 n a 1 , _ :
%gg * k‘l(r) ® (pn,m) k‘l(Pn;.m) 4 (Pn,m) m = Xn,m # ol l‘bnl ¢
§ 2

Nous allons rendre kl continue 1 considérons une suite & tendant vers zéro

assey rapidement pour quelesegment joignant
k‘I(r);‘T&j et k (r +e)=1¥ (I'1+8)
n ¢+ &= B whytm

soit situé tout entier au~dessus de k,l

L3

i . n - a— — —

v
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Définissong enfin la fonection k ¢
T AN T e &
sy = x(la]) 3 xK(x) = k, (r) =i Tt <T g rmﬂv

k(r) linéaire si A R

Alors k est continue, tend vers zéro & 1l'infini, et

S\;p Ikéz) ‘I‘m(lzl)l <*ew

De plus k1(1‘) g k(r), dfoll  Sup o k(r) » nt lbnl .
r

Revenons alorg au théordme 2.6«

Si N est un tonneauy N° est borné dans M*(K) pour toutes les topologies
admissivles en particulier pour la topologie de Mackey qui colncide avec la topolo-
gie Torte, Alors pour toub ensemble B borné dans E(K) il existe A telle que

l<f, F>§$,A pour toute f dans B et toute ‘F dans I‘:oa

(n)
Soit br = Sug lu-)-l- o
" PeN n!

8

Soient f£(z) = a, 7% une fonction de E(K) et

%1
i
O

B = {g 3 oa(z) =3 °, o lcn[ < 2" ]an[} o Alors B est borné dans E(X).

Mois g(z) = 2™ a 2" oppartient & B, donc pour toute F de N°

As l<gy B>l = |28 a F(n>(0)1 = Ay nl2" la| « [v]
dVoli il résulte que

2. wn

At
%;g ot Ja b lga = 2A.

n=Q

Dtaprés le leme, il existe k de K telle que b_ < &y Sup & k(r) = d.
40
i n S
La fonetion G(z)= ) | d z appartient & WMX) d'aprds I.2,2.8. et
n

A'aprds Lelie3e N° est équicontinu done N° =N est wn voisinage de 2éro dans

E(X) .

2¢7+ Bemargue t Il semble que B.A. Taylor vient de démontrer que K parfait
= E(K) tomnelé,
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C II ALGEBRES d'HADAMARD,

1. Définitions et propriétés,

1.1. Définition : Soit A wun e.,v.t., localement convexe de fonctions entiéres,
qui est de plus une algébre pour la multiplioation ponctuelle (cette multiplication
n'étant pas nécessairement continue).

On dit que A est une algdbre d'Hadamard si on a de plus les propriétés
suivantes ¢

l.1.1. A contient les polynfmes.

1.1.2. fEA4, f(zo) =0 = £(z) € A.
Z-7

o
l.1.3. Quelle que solit g non identiquement nmulle de A, il existe h

dans A et g, = Pn e, ol Pn est un polyndme et e, une tnité de A telles que

=h

fz; € A e} telles que, quelle que soit f dans A, feh —» £ dans A lorsque
g

n tend vers 1l'infini dans N, n

le2e Définitions,

1.2,1, Soit I un idéal de A, Z(I) désigne l'ensemble des zéros communs,
aveé¢ leur multiplicité, des fonctions de I.

1y2.2. 2 étant une suite, avec mulbiplicité, de nombres complexes sans
autre point d'accumulationéventuel gque 1l'infini, I(Z) désigne 1'idéal des fono—

tions de A qul s'annulent sw Z.

1.2.3, I 3déal fixé & I = I[z(T)],

1e2.4e A est saturéde <« toubt iddal fermé est fixé,

lv3+ Lemme, Soient A une algdbre d'Hadamard, I un idéal de A, a de mul-
tiplicité p dans %(I), f dans I, f(a) = 0 aveo multiplicité m > p, alors
% —-e> -(—f;(-?'-))—- est dans I, pour J = 1y 2,6ssy m~pe
z-a,

Preuve 1 il est évidemment suffisant de montrer que 2z —o% ___fj_z_)_ est
: Z - a
dans I, a ayant la multiplicité p dans Z(I), il existe g dans I telle que



b

g(z) = (z=a)® h(z) o h est dans A et h(a) £ 0.
Mors 2z ~e» h(wxg()—-—iﬁ—z}— est dans I car g est dans I et
) (z-a)®
. i’fz}
G e

est dans A cCar mE D+ 1o

)P‘i“f
z ~e> £(z) h(z)-h(a) est dans I car f est dans I et 1,1.,2,
Aa_
Mors z -e3 h(a) fifi:: h(zgui(z) - £(z) l_{{_ﬂzza_hﬁgl est dans I, dlol le

résultat car h(a) # 0,
lehe Théoréme. Toute algdbre d*Hademard est saturée,

Preuve 3 Posons I' = I[Z(I)] 3 o0 I est iddal fermé de A,
I1 est clair que ICI', montrons I' CI,
Soient £E€I', g €I,g40 (si I= {o} I' = I bien sur), Alors il

o ; = N A a2
existe b, 8, € A, &, Pn e, ou Pn est un polyndme et e, une unité de A,

; &

telles que gn tendvers £ dans A lorsque n tend vers L'infini,

Comme I est fermé dans A, 41l suffit de montrer que pour tout n f gh

est dans I,

fghel car g€ I

f et g s'annulent sur Z(I), %—}3 est entidre, donc f-:%é est dans
n n

I dtaprés le lemme,

Alors —f:-g-ﬁ—z%— fgh est dans I,
gn n Pn

2, Conditions suffisantes pour gue E(X), E(E*), M*(X) soient des alsdbres

d'Hadamard .
2ule Théoréme. si RE(K) est une algébre, E(K) est une algébre d*Hadamard.
Preuve 1 Il est clair que E(XK) satisfait & 1,1.1. et 1°1,2,, reste 1.1.3.
Soit g dans E(X), g non identiquement nulle,
Prenons G(z) = 2 + Z;I"' a 5 avec n} a = ]g(n)(O)[. G est dens E(X) d'aprés
o

Bollu?«q e't G‘(O) = 2 b 'L

Posons A(r) = Log M(r, G) > Log M(r, g).



2
Alors, d'aprés AJIV,3, qui concerne les produits d'Hadamard généralisés
4 - 2 : [l i
il existe hy g, Cy Dy g, = P e, ou B est un polynBme et e e s'ammile pas

telles que  Lim gh . 4 ponctuellement et Log M(r, H)< C.A(Dr) pour

rl.'—?cté n
Hsh,g,gh,g g #

Il en résulte gque Log M(r, -—5—)€ Log M(x, £) + C NDr).

Prenons m €N, m >C j alors M(x, g&)s M(r, F) ob F(z) = £(z) ¢ (Dz),

Comme E(X) est une algdbre, F apparbien‘b 4 E(K)s Alors {:—gj est
borné denms E(K) et comme 1l y a convergence ponctuslle il y a convergeﬁo@: dans
E(K) d'aprés BeIle L1.7.s

Il ne reste dono plus qu'i prouver que e est une wnlbé dans E(K)

Mais si f est dans E(K) et ne s'amnule pas, M{r, %)6 M5(2r, £) alors
M5(2r, £) = M(ry g) o g(z) = fS(ZZ)w

E(X) étant une algébre, g est dans E(K) et %.— aussi d'aprés Beleleles

2.2, Corollaire., E(EK*) est une algdbre d'Hadamard,

Preuve 1 en effet, d'aprés B,I,5.6,,H(K*) est une algdbres

243« Théoréme, K hypoconvexe, E(K) tonnelé = M"(K) est une algtbre dt
Hadamard dans la topologie faible wl M*(K), E(K)].
Prouve + dlaprés BJIL,2.1s M*(X) = E(K*) et d'aprds B,II,1,6. la topolo-
gie forte de M™(X) coIncide aves la topologie induite par E(E*)s Il en résulte
gque M*(K) é&st une algdbre d'Hadamard pour la topologie forte, donc pour la topolo-

gle faible de dual de E(K),
Les deux derniéres conditions (2.7. et 2,9.) résultent des lemmes 1
2oky Lepme ¥ S1 K, , E, sont des parties équicontinues de M*(K) alors

1% 72

E‘1 -E, ::{ 1 2 $ F‘I € E’l F2 € E} est une partie équicontinue de M™K).

Preuve $ d'aprés B.Iehe3e y il existe G de MA(K), i(z) = Z‘b(i) 2
n=0
telles que pour toute ¥, de B, , F,(#)= 2: (i) ,n on ait

”l sb(l)Vnem, 1= 1,2
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o0
Posong alors G(z) = G,I(z) Gz(z) =3 d, 2", M*(K) étant une algdbre, G appar—
n=0
tient & M¥(X)s Mais il est clair que pour toube F de By By Foal,ulyy
) n N :
Fz) =3 e, 5 ona lo|sa Vo€l alors dtaprés B.I.k3e R, B,

est une partie équicontinue de M*(K).

245¢ Lemme t Soit ' I' une partie de € ayant un point d'acoumulation & distan-
ce finie, Solent {G d} une sulte généralisée formant une partie équicontinue de
M*(K)y & une fonction entiére et supposons que Gq +tende vers G sur I j alors
¢ appartient & M*(K) et Gg +%end vers G dans la topologle faible wlM™(X), B(X]

Preuve t Soit V le sous espace engendré par les fonctiong fz(t) = exp(zt

pour u dans I. Alors d'aprés Halm Banach, 1l ntest pas difficile de voir que V
est dense dans E(K).

8i £ est dans 'V, 1j&m <fy Gg> existe et il en résulte qu'il existe G

1

dans M*(K) +telle que Gy +tend vers G, dans la topologie faible. Mais si 3

1
st dans Ty Gy(2z) = Llim <exp zt, Go(t)» = Lim Gz) = G(z) et G et &

cofncidant swr I, coincident partout.

F
Si pour toute F de M*(E) By est une partie équicontinue de MN*(K), alors

2464 Lemme 1 Solent F dans M*(X) et B ={f; f entiére, M(r, f)(M(r,-F%

M*(K) est une algdbre d'Hadamard pour la topologie wM*(K), E(X)l.

Preuves ~ M*(X) contient toujours les polynBmes

~ gl F est dans M*(X) &% F(a) = 0, posons G(z) - Hz) ,
f-a

M(ry AF)y Done G € By &

"

i

Aors il existe A >0 tel que M(r, &) < AM(», F)
MY(K) .
-reste & prouver que M™(K) sabisfait l.1.3.+ L6 démonstration
est & peu prés la mBme qulen 2.1,
. 0 20
Soit @& dans MY(K), &(z) =) | b 5’y posons g(z) =2 + ) | b Eal
. n=0 n=1
d'aprés Buli2.2.8,, g appartient & M*(X).

Posons Mr) = Log M(r, g) » Log M(r, 6)s
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Alors d'aprés A,IV,3., il existe des constantes C, D et des fonctions entiéres

H, G tellesque G =P e ol P  est un polynBme et e_ne s'amule pas,
n n ‘n°n o n
%E tend vers 'l ponctuellement lorsque n tend vers 1ll'infini et

n ,
Log M(ry £) < € AM(Dr) pour f = H, HG, G, g_fi » G+ Soit m un entier supérieur
n
ou égal & ¢, et g1(z) = g%(Dz) alors g, appartient 5 MYX) et les fonctions
Hg |
Hy Hey G Gn, appartiennent & Bg = {f 3} f entidre, M(r, £) < M(r, g_,) ) v
, Hi
I1 en résulte que H, HG, (‘rn-, GE sont toutes dans M“(K) et que la suite He
n

G
n

est une partie équicontinue de M*(X).

Alors pour toute F de M¥(K), la suite EG-E? est une partie équicontinue de

n
M*(X) d'aprds 2.h..

FGH
Mais gﬁﬁ converge ponctuelldment vers F, alors d'aprés 2.5,, — converge
n

o
vers F dans la topologie w[M*(K), E(K)] +

Reste & prouver que les e g
e ne sYannule pas, alors é—- est dang M*(K).

sont des unités dans M*(K), ctest-a-dirs que si

n G
D'abord e~ est dans M*(K) ocar G est dans M*(E) et o, = f’a' .
‘n
De plus, comme en 2,ls; M(r, %.,) < M3(2r, en) = M(xry F) o F(z) = ei(Zz) }
n

alors ¥ € M*(K) ot e, € By < M*(K),

2.7« Théordmes Si K est parfait (K =K**), alors M'(X) est une algdbre

d'Hadamard pour la topologie wIM™(K), E(X)] »
Preuve ! d'aprés 2,6., il nous suffit de montrer que dans ce cas, si F

appartient & M*(X), By est une partle équicontinue de M*(K).

Soit F dens M"(K) y alors il exists k radiale dans K et une mesure p,
avee ||ul] €1 telles que F(z) =[exp(zt) o X(t) du(t).

Posons Mr) = Log Sup k(t) exp(rt)«

Mors M(r, F) < ex-g}?\(r) et A est convexe, non décroissante.

De plus, si Xk* appartient & K*, ona 3

Sup k*(r) expNr) < Sup k*(r) k(t) exp(rt) <.+ we
>0 ry 20
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D'aprés BuIl.luhsy il existe k** dans K** = K telle que BF CBLux ! alors

d'aprds BuIvhe3e By est équicontinue car k** ot dans K.

2 ~8 » Définition w
X est hyperconvexe sl pour toute k dang K il existe une majorante wpgdiale.
k' de k telle que r -e% — Log k'(r) soit convexe non décroissante sur lg compléw

mentaire de (k')“‘[ (0).

2.9+ Théoréme. Si K est hyperconvexe, M"(K) est une algdbre d'Hadamard dans
la topologlie faible.
Preuve 1 Il suffit de démontrer que les hypoth®ses du lemme 2,6+ sont
satisfaites, Gette propriété résulte des deux lemmes techniques sulvants que nous

citons sans démonstration.

Lemme le Soit {cn}nﬂl‘l la suite des coefficients de Taylor d'une fonction
entidres Supposons que pour tout n dans N, o, ne soit pas nuly posons
lcnl = exp(-gn) et supposons. 841 = gn pour tout n dang WN. 81 de plus la
fonction £ définie par les conditions g(n) = g, et & lindaire ailleurs est

convexe, alorg pour chague n il existe x> 0 tel que

n m
lo | 7, = 8 lo,| =

Lemme 2, Soit k dans K, Xk radiale, k continfiment dérivable sur

[0y + [ et telie que la fonotion + —e> = Log k(t) soit convexe, non décroissante

sur le complémentaire de ku"(O). Solent ¢ = ™ o Sup t® k(t) et
20
B(r) = Sup e, s Alors pour chaque n dans N i1 existe x> 0 tel que
n

I
B(I‘n) = Cn I‘n‘

Démonstration de 2.9, Soit F dans M™X)., Comme x est hyperconvexe, il

existe une "fonction radiale k de K telle que =Log k(t) soit une fonction con-
vexe non décroissante de r wsur le complémentaire de k-'!'( 0) et
F(z) = [exp(zt) k(t) 4u(t) ol py est une mesure telle que Hull < 1, 11 ntest

pas. restrictif de supposer que k est continflment dérivable.
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; ) n _-a
Sofent o =n " e” Sup " k(t) et A = Sup = —— < + o
F<n) 9-2 .t:’l\’o l n = ’
Alors L)), L i [ £ k(t) au(+)| < & o,
Définissons F,(z)= 24 3 2% ¢ 2" et B(r) = Sup o r
1 = n N B v

D'aprés B.I.,2.2.8, , F appartient & M*(K).

1

Nous avons aussi ¢

0 (n) 6O
M(r, ) s 5 E-:——-ﬂg,-glrnsAZ:c " < 2 A B(2r)
n=0 ' n=0
e = n -
Soit maintenant f dans By, £(z) = g a, 7 . Soit r  tel que

B(rn) = e, I'Il; 3 (rn existe d'aprés le lemme 2).

Alors lanl g Inf M—%rf-z:l g Inf B—E(—rﬁj—}]
T r
r

20 rz0
Jton . v
M(==, F) B(r )
n 2 1-+1 n 1+
lanl<2 ——— s A2 — = Ao,
r r
n n

cvame P, appartient & M*(X), il résulte de B,IL.4s3. que By est une partie équi

continue de MA(K) .



¢ II SYNTHESE SPECTRALE dans BE(K).

1. Définitions.
1.l. Soit E unespace de fonotions entibres j une yariété dang E esi un

sous espace fermé, invariant par les branslations c’est~a-dire 1

fET =Vtet £ €V o ft(z) = Fz+t)

1.2, f dans E est moyenne périodigque ¢ la variété engendrée par £, soit
V(f), est distincte de E.

1.3. Une exponentielle mondme est une fonction z —e» zj exp(az) ol JENWN
et ac @.

1.k. Synthése spectrale : nous adopterons la formulation suivante 3

on dit que la synthése spectrale a lieu dang E gi toute variété V est identique

i la variété engundrée par les exponentielles mondmes qui sont dans V.

2. Conditions suffisantes de synthdse spectrale dans B(K).

2.1, Lemme., Variété de E(X) = V”L(orthogonal de V) est un idéal faible-
ment fermé de M™(X),

T idéal de M(K) » I est une variété de E(X).

Preuve : Si £ € E(X) , FPEMYER) et wel, onat

2.1.1. SL(ztw)y F(z)s = «£(2)y F(z) explzw)>,

~ Soit I wun idéal de MN*(X), Il  résulte de 2.1,1, que Il est un sous
espace invariant par les translationg, I  est aussi faiblement fermé dens E(K),
Mais toutes les topologies admissibles ont les mémes ensembles fermés, donc ot
est fermé dans E(X).

= SL V est une variété, il résulte de 2,1,ls que V”L est un sous espoce fai-
blement fermé de M*(K) qui est invariant par multiplication par les exponentielles,

. . L
Reste & voir que vl est un idéal, Soient elors F dang V™ et & dons MA(K)»
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Supposons que G(z) =.[exp(zt) k(t) du(t) ob k est dans K et p dans M
(espace des mesures bornées que l'on munit de la topologie faible de dual de i}o).
Soit alors (pg) une suite généralisée de mesures de M telles que
Voo l]ut‘” g Hp[ I, pg est une combinaison linésire finie dé mesures da Divre

et pg tend vers p dans M

Solt Pyu(z) ® fe‘xp(zt) k(t) due(t)e

Alors chaque Py est une pombinaison lindaire finie d'exponentiglles,done cha—
que Py F appartient & yi o

mgm;&gdkzﬁgHewmhMQzﬁmwﬂMﬂd%wlwusﬂﬂq
Alors (Py) est équicontinu dlaprés B.lehv3s ot il en résulte que (Pyg F) est équi~
continu  (ofs I,2,h,0%

Enfin, pour tout % dans €y Pg(s) = | exp(zt) k(t) due(t) tend vers
j.exp(zt) k(%) du(t) = 6(z) var k(t) exp(zt) est dans c; et (uy) tend vers p
vaguement § il en résulte que pour tout z dans €, Pg(z) ¥(z) tend vers 6(z)F(z).

I1 1 résulte alors de I,2,5» que Pg F tend vers GF dans M*(X) muni de la
topologie faible. |

Comme V* est faiblenent fermé et que Py F est dans V“', GF est dans vt

et V"’ est un idéale

2,2¢ Lemme, V une variété dans E(K) et v = Iy

J

AMors 1'exponentielle mondme %Y exp(az) est dans V si ot seulement si a

est dans Z(I) aveo ane multiplicité m > j»

Bemarque 1 Z(I) est parfois appelé le mpectre de V.

Preuve ¢ F € N%(X), alors.
A ._(zJ exp(az), F(z)> = F(‘J)(a)
Supposons d'abord que L'exponentiells monSme 23 exp(az) soit dans V.

Pour chaque k %el que 0 g kg Jy zE exp(az) est une combinaison linéaire
Pinie do translatés de z° exp(az)s Il résulte alors de 2.2,1, que pour toute F
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dans I, F(k)(a) =0 pour k=0, 1yssey j» Alors la multiplicité de a dans
72(I) est au moins J + 1,
—Supposons maintenant que a a la multiplicité. m » j, dans %(I) 3 alors

pour toute F dans I = V', <z' explaz), F> = 0 d'aprés 2,2,1, et 1l'exponentislle

mondme zY exp(az) est dans V¥ mais V=7V,

243+« Théoréme., Si M*(K) est une algébre d'Hadamard dans la topologie fuible
alors la synthése spectrale a lieu d ns E(K),
Preuve : Soit V, la variété engendrée par les exponentielles monbmes qui

1

sont dans V § solent I =V et I'( =V;' °

V et VJx étant des variétis, I et Il'.1 sont des idéaux falblement fermés de
M*(K) d'apres 2eles

V et VJ{ contiennent les m8mes exponentielles monBmes, donc Z(I) = Z(I1)
dlapriz 2,2,

Mois comme M*(K) est une algdbre d'Hadamard, I = I[Z(I)] = 1[2(11)] = I1
Glapres Iyleles

Klors V, = v;‘ = 1'1‘ =T =7t =, 1e€udy

2oy Corollaires 3

2.4,1, 81 K est hypoconvexe et E(K) tonneléd , alors la synthése spectrar

24425 81 K est hyperconvexe, la synthése spectrale a lieu dans E(K).

2,4,3, 81 K est parfait, la synthése spectrale a lieu dans E(K).

Preuves : car dans chacun de ces cag M*(X) est une algdbre d'Hadamard

pour la topologie Taible d'aprés L.2+30 5 Le2s7e €t L52,9.,
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G ITT SERIES CANONIQUES poux les FONCTIONS MOYENNES-PERIODIQUES.

Nous supposerons dang tout ce chapitre que M*(X) est une algdbre d'Hadamard

pour la topologie faible,

1. Hotations et résultats préliminaires.

L.l Notations.
- V désigne une variété de B(K) et I = vi,
-~ Z(I) désigne la suite, avec multiplicité,des zéros communs des
fonctions de I.

~ On désigne par a 4 & sews les élements distincts de Z(I)
o* s s Gy $

1
Pos Pyreeey Poseee leur multiplicité respective.

- 81 F est dans M*(X) et si p est une exponentielle monlme

p(z) = 29 exp az , alors F(p) = <, Fs= F(J)(a).
~-8i p et g sont des exponentielles mondmes p(z) = zjvexp azy
q(z) = = exp(bz) on définit la relation d'ordre @

(p<qa) « (a=Db et J <k

1.2, Lemme, si p(z) = z° exp az, (p € V)= (3u tel que a=a ot

0<J<p)e

reuve t Il ne s'agit de rien dfautre que du lemme II,2,2,,

1de Lemme ¢ étant donnée p exponentielle mondme de V, 11 existe une forme
linéaire continue unique LP définie sur V telle que pour toute g exponentielle

monBme de V on ait L = ou = si = et = 0 sinon 3
a p(q) 8550 8p,q = 1 pP=gq 8.4

Preuve t nous ne démontrons pas ce lemme (cf. Taylor).

Llebe Définition.  Pour f ‘dans V, on définit la série canonique de f ypar

£~ Lp(f) + P, o p déslgne une exponentielle mondme,
peEV

Bien entenduy il s'agit d'une série formelle pour le moment.
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Cette série dépend d'ailleurs, a priori, & la Tols de f et de V et n'a donc

encore rien de canonique.

1.5 Lemme. f €V, £ Y dp py, FeM(K), F(p) =0 sauf pour un nombre
PEV
fini ; alors <f, Fy = Z: d F(p)«
gy P

Preuve : nous ne démontrons pas ce lemme (c.f. Taylor).

2+ Procidés de sommation pour les séries canoniques et vonséquences.

2vl. Définition, nous appellerons Z- suite une famille de nombres complexes

—

c = {Op}pév o p est une exponentielle mondme.

242« Définition, nous appellerons ¢ l'espace vectoriel des Z-suites telles

que OP = 0 gauf pour un nombre fini,

=

b -
245+ Définition, Solent o¢ = {¢ s, CEQ fEV fNZ d p.
[ p eV ey P
Alors

S(f, e) = 3, d;p > C’zg%; o, 4 estla ¢ moyemne de f
pEV % qep

2¢lee Propriété, supposons ¢ € 9, G € MMX) et &(p) = 1 alors

VeV, VFEeWN(K), <8(f,0), F>= <, FG> .

2wbe Propriété, dans ces conditions, 8 est une application linéaire contdnue

de V dans V.

2,6. Propriété. nousapp ellerons procédé de sommation pour V une suite
(Ek)kelN d'éléments de ptelle q ue pour toute £ de V  Lim S(f, Ek) = f Qdans

k —> 4o
E(X),

2,7, Théordme, si M"(X) est une algdbre d'Hadamard pour la topologie faible

et si V est une variété de E(K), il existe un procédé de sommation pour V.

Idées de la démonstration,

Les parties femées bornées de EK(K) étant compactes, toute suite faible-

ment convergente est convergente, Il suffit done d'exhiber un procédé de sommation
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tel que pour toute f de V, et toute F de M*(XK) Lim <S(f,5k), Fr = <f, ¥,
k =>4+ o

Soit G non identiquement nulle dans I = vt o, M*(K) étant une algdbre

d'Hadamard, il existe H dansg M*(X), des polynfmes P, et des unités e, telles

k k
que G = % Lim G F=F pour toute F dans M*(X).
k P _e k
kl k k= + w
Définissons alors pour  p(z) = z° exp azy p € V, 51; = Gf{(a). Il est clair
=K

que ¢ emt dans ¢ .

Si f eV, posons S(f, o) = S(f, k).

#

Alors Iim (f, k), P>= Lin <, & F>= <f, F>.
k = o k ~» 400

2.8+ Corollaire. la série canonique détermine £, c'est-a-dire que si f et

g sont dans V et f~Zd p et ng_j& p alors f = g.
pev P pev P

2.9+ Corollaire, f moyemne périodique, £ € VNV!

f~dep

peEV

Fa P &‘ 4
iy ;:ezv‘ pt P
Alors

si pd VAV, a =0, si pt ¢ VNV, aly = 0
et sl p=p'€ VNV, alors d.p:dl'),.

3« Convergence de la série canonigue.

Nous nous préocoupons iei de la convergenoe absolue dans E(K) des séries
canoniques et de problémes qui se rattachent A cette convergence.

Nous ne donnerons aucune démonstration » (ofs Taylor).
5vle Définition, p désignant une exponentielle monbme et V wune variété,
S = {b = (‘bP)P€V j3ke K,3A >0 tel queVpeV ]bpl sAHka}

3.2+ Propriété. il est clair que si F est dans M*(K), la Z~suite {:F(p) lev

est dans S,

3v3. Définition, Soient V une varidté et Z = Z(V‘L). Z est dite une suite
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d'interpolation pour M*(K)si, étant donnée n'importe quelle Z-suite de 8  soit

.
D= {bp}pev, il existe F dans M*(K) telle que b = {F(p)}va'u
3yhe Définition, Soit E un e.v.t, localement convexe dont la topologis est
définie par une famille de semi-normes I l I v
CJoEA

Une suite X, d'éléments de E sera dite une base absolument convergente de

E si les deux conditions suivantes sont remplies

2]

» . - PR » L
324,11 tout ¥ de E s'éerit d'une manieére unique x = :>: ;c X et

00 n=0
pour tout & dang LA, E Ion] Hanoz converge .
(=]
34,2, pour tout o dans &, I1'application x -——¥ g ]cn] HXI“w

est continue,

3,5» Théoréme, Nous supposons toujours que M*(K) est une algébre d'Hadamard
pour la topologie faible.
34541y 81 les exponentielles mondmes forment une base absolument comver-—
gente de V, alors Z est une suite d'interpolation pour M“(K),
3.5.2, S1 % est une suite d'interpolation pour M*(K), alors pour
toute f dang V la série canonique ds f converge absolument dans E(K)

(ctest-a~dire f NZ:\; dP p et Z;/_ ldp} HPHk <+ o pour toute k dans X,)
® pE

346, Théoréme. Supposons de plus V tonneld, Alors Z est une suite dlinter—
polation pour M*(X) si et seulement si pour toute f de V la série canonique de

£ oonverge absolument,

347+ Théoréme, Supposons de plus que K a une base dénombrable ; alors les
exponentielles monSmes forment une base absolument convergente de V si et seule—

ment si Z est une suite d'interpolation pour M*(K).

Remarque. K a une base dénombrable , done E(K) est métrissble et complet donc

V aussi, donc V est tonnelé.



¢ IV APPLICATION. EXEMPLES.

Nous citons ici les résul tats sans démonstration.

1. Equation de Convolution,

1.l. Définition, f dans ©E(K), y dans MN*(K), on définit

(£ %) = f £(amt) du(t).
le2y Propriété. £ %y est entidre.
le3« Propriété, L'applica’cion f —e>f % v pour v dans M"{K) envoie
M*(K*) dans M*(&¥).
Lok. Corollaire v si K est hypoconvexe et v dans M*(XK); Ltapplication
f -e» £ 2y envoie B(K) dans E(K).
(car dans ce cas E(K) = M*(X*)).
1.5+ Théoréme. si ; nlest pas identiguement nulle et si (i), (ii), ou (iii)
a lieu %
(1) X hypo convexe
(11) X détermiﬁéé par une sulte et parfait.

(iii) K déterminé par une suite et hypoconvexe.
alors quelle que soitgdans E(X), il existe f dans E(K) telle que f *yp= g.

1.6. Théoréme. g3 1;

n'est pas identiquement nulle, alors quelle que soit
g dans M*(K*) il existe f dans M*(XK*) telle que £ *p = g.
Quelques mots sur la démonstration de L.5. et 1.6.% ces théorémes dépendent
des lemmes 1
- Tz, g) < T(x, £) + T(xr, &)
- {Ga}E(K*)_, 3F ¢ BE(K¥), F#A#0, tel Que F Gg ——> O dans E(X¥)
alors Gy —> O dmsE(K*).

~ E(K) tonnelé, K parfait ou hypoconvexe, (&) < M*(K), 3F € NY(K),
F#0 tel que F Gy -—> O faiblemnt alors G, ——> O faitlerent.
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2, Exemples.
2.1.Fonctions complémentaires au sens d'Young ¢ deux fomctions convexes s'annu-

lant & 1'origine & et ¥ sont dites complémentaires (au sens d'Young) si dans la

représentation & (A) = [Aw (t) at et WN) ::P (t) at ol les fonctions @

) 0
et ¥ sont strictement croissantes et non borndes, les fonctions ¢ et ¥ sont

réchproques.,

2.2, Lenme. Soit (q; n) une suite de fonections convexes, continllment dérivable,
non décroissante suwr [0, + o[ et tellesque %(0) =0 et :

(a) ? < ® CovvenS @ S @ < ...,

(b) ¥ n >0, q;n(2r) =0 fcpn+1(r)1 lorsque I == +

o, \r
1
()

-3 4 oo lOrsque r—~$ + o

Définissons K = {k € C: 3V n, Sup k(z) exp q)n(le) <+m}
z€Q
Alors 3
2.2,1. K est un ensemble de poids
2,2.2. X est déterminé par une suite et hypoconvexe

2.2.3, K* = {k%e C,3 3 n>0 tel que k*=0 [exp(uq:n(zﬂ o @
et \pn sont complémentaires}
2,214 K* @ une base dénombrable et est hyperconvexe.

2.2.5+ K est mrfait.

2.2.6. E(K)

1

£ 3 f entidre,Hn tel que M(r, £)= Ofexp @n(r)]}

2,2.7. E(r*)

H

F y F entidre,Yn >0, M(r, F) = Olexp Wn(r) 1}

2‘72.8' MA(K)

H

E(k*) et M*(K*) = E(K), la topolegie de Mackey et la
topologie induite coIncident,
242.9. E(K) et E(K*) sont deux espaces de Montel et sont duals 1lun

de 1llautre.

2.3+ Exemples classiques. Ils résultent dé ce lemme 2.2. 1§ par exemple,

4
i

w et ' . ?
<p s+t e {Pn} stric tement croissante tendant vers p. Prenons (pn(r) o
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2.4, Contre exemple. Il existe. ¢ convexe sur [0, + o[ telle que si 1l'on dé-

finit K=|kj;keC’ , VB >0, Supk(z)expoBlzl) <+ o} alorsq
° z€C ¥

2.4.1e K est un ensemble de poids.

Alors E(X) = {f 3 f entiére, d'ordre inférieur ou égal & p}

E(k*) = {F 3 ¥ entidre, d'ordre inférieur ou égal & g,

Lol S

2.4.,2. E(K) 'n'est pas une algdbre.
2.4.3s K n'est pas hypoconvexe.

2.4.4, K n'est pas parfait car E(K**) estwn sous espace propre de E(X).

3, Problémes.
Voici guelques problémes ouverts s

3.1. Est-ce-que M*(X) est toujours une algdbre d'Hadamard pour une certaine
topologile admissible?

3.2, E(K) est-il toujours tonnelé?

3.3. 81 F est dans M*(K) et G entidre telle que M(r, G) s M(r, F),
est-ce=que G est dans M™(K) ?

3ure 81 K estparfait, est-ce~que K est lypoconvexe ?

3+5. EK* est-il toujours hypoconvexe %

3.6 81 E(K) est tonneld, est=ce~que MN*(K) est toujours une algdbre

d'Hadamard ?

3.7+ Que se passe~tdl dans le cas de plusieurs variables %
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