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PREAMBULE

Notre premier mot sera pour exprimer notre infinie gratitude &
Monsieur H. Delange, qui a depuis le début dirigé nos travaux avec la pius
extréme bienveillance, et sans les précieux conseils de qui la présente thése

n'laurait jomais vu le Jour.

Nous avons commencé & étudier sérieusement les questions exposées
icl en 69 et surtout 70. Nous obtimmes la moztw environ des résultats de cette :
thése (c'est—-d-dire grosso modo A-I, II, III, IV et B-IV) en octobre 1970 :
voir d ce sujez’: nos articles [‘-\'1 B [5_] et LG ]

Quant 4 Z’autre moww (c'est-d-dire B-I, II, III) nous Llobtinmes en aoiit—
septembre 1971 : voir & ce sujet notre article U -?.J et surtout [7.)_] s QU
expose succinctement 1 essentwl de la théorie des invariants haZomorphes.
@es deux derniers articles parurent en 1;9?‘3,:ma7,'s, les manuserits en furent
remis dés octobre 1971 4 la revue "Vjestnik, Leningradsk. Univ." pai Monsieur

V. P. Khavine, de l'Université de Leningrad )

Voici les deux remarques qui sont & 1 'omgtne de la présente théorie.

Deszgnons pa:r' (% resp I}{& Ze gwupe forme des g hoZomorphes

en O et telles que : g(o =0 et g'(o (r’esp g(o}% D) . La ZO’L de
groupe est la compog#wn : ) - ‘
@9)— 8%



Remarque 1 :  Etant donné gé % I 1'équation

(1) g:’. gogo- g (m gm) = %f'n'
a parfois une solution % dans %K pour tout 4, , et parfoié pour un nombre

fini de "\ seulement, parfois enfin pour m=1 uniquement.

Remarque 2 : FEtant \donné g et % de (%R. s L'équation (en K y)

(2) {iog - %0%

| admet des solutions formelles % st est vérifide une condition C; = C‘ (8,%)

quil est assez simple (eZZe ne fait intervenir qu'un nombre fini de coefficients

\ %

de g et %) s mats, méme lorsque C, est véi'ifiée, Z'équafion (2) n'admet
pas, en général, de solutions % & )}CR. .

La iﬁemarque 1 est le point de départ de la théorie itérative.

La remarque 2 est le point de départ de la théorie des imvariants holo-

moghes .

La théorie itérative (partie A du présent travail) étudie pour quels

, ‘ o , ofifm
g de % i l'équation (1) admet des solutions, notées g ( ), pour tout M é_Z ,
o
elle montre qu'on peut alors définir g d'une maniére naturelle pour tout

’W’éd: , et non plus pour 'w:léz,

‘Dané ce cas g"ést dite pZeinemeﬁt‘ itérable. S¢ f }n'est pas pleine-
ment itérable; :g ow ‘désigne "sim‘plem\e)r;t une série for"meZZe non convergente en
général; “sauf pour des M 'dpparAtenant' d un sous—groupe additif de @ , noté
Wg , et dont on montre le caractére réel. E‘ﬁfz’n,_ et surtout, on construit les
"gléments itératiﬁ: ‘sectoriels” des g ..générales de @aa ,nitérables ou non.
(Voir ci—dessous}u.: Et ce_sont ces"éléments itératifs sectoriels”, qui nous per—

mettent de développer. la théorie des invariants holomorphes.

Etat antérieur de la_question : malgré le nombre assez considérable

d'lauteurs qui avatent étudié ces problémes, et la longue liste.de publications



qui leur ont été consacrées (voir indications bibliogrophiques), nous croyons
pouwvoir affirmer que rien de considérable n'avait été trouvé et que les problémes
essentiels étatent irrésolus. Quant d la théorie des invariants holomorphes,

elle n'existait méme pas, sous aucune forme, aussi embryonnaire que ce fit.

En ce qui concerne la théorie itérative, voicl quels étatent les résul-

tats acquis :

%)on connaissait l'existence de g de %é\lon plemement itérables, et, pour ces

derniéres, la nature discréte du groupe g(mcns on ignorailt sa réalité, dé~

montrée ict).
N
-}é)on utilisait une série formelle, noté\e iel g > et nommée "logarithme itéra-

. S . AN . x
tif", associée & tout g de (% g e et caractérisée par

Pad / ~
Lof= 18 - .
v _ , % : (égalités entre séries

'g;(%)\ = S(ﬂ- * 4 a(’%m ‘,',%) formelles)

%}on connaissait une condition nécessaire et suffisante de pleine itérabilité,
ont p

pour un % de L%K s en foncti;on de g

(3)

H o~ - et . i B . . ’ ‘ . . »
%)on donnait queZ\ques‘jea‘cen@Z@s de fonetzonq\g et % de %K > pleinement ité-

rables, et telles que %o? ‘n'était pas pleinement itérable.

Et 1la s'arréte, sauf omission de motre part, la Liste des résultats
connus. Bien entendu, vien n'avait été fait touchant la partie B, c'est-a-dire

la théorie des invariants holomorphes.

A notre avis, si les divers auteurs s'étant penchés sur ces questions,
n'ont pas pu progresser davantage, c'est parce qu'il leur manquait 1'outtl

essentiel de la théorie, c'est-d-dire les "éléments itératifs sectoriels”, et

notamment les "logarithmes itératifs sectoriels”, que nous notons g s et

dont voiei grosso modo la définition: : : A



F*

pour tout g de (%K ’ (pleinement itérable ou non), et de la

forme

, o |
(4) g(‘c] = T o+ 4% oo g0 R
1l existe Zt'v. domaines U,A’ ( & é Z /_'ZP,Z ) » rayonmnant autour de l'origine,

et sur chacun des de 1l existe une seule fonetion holomorphe, notée 'g (et

*y

nommée "logarithme itératif sectoriel d'indice /é "}, qui vérifie sur mh le

systéme (3) et qui en outre posséde en 0 un développement asymptotique.

Le second fait essentiel est que les intersections ’LQ& n’u%“
de deux "feuilles" consécutives, sont d'intérieur non vide, et que sur uh(\’u&ﬂ
on dispose de deux solutionscanoniques du systéme (3), soit . et g
' : ! :;e‘k-n

La considération de cette paire de logarithmes itératifs sectoriels

permet :

-‘;&)d’une part de montrer la réalité deWg lorsque ‘g n'est pas pleinement vté-

rable.

%}d 'autre part, et surtout, de construire, par des combinaisons jydicieuses de

g', et g , des systémes complets et libres "d'imvariants holomorphes" du
* 1 '
¥
k

groupe %25

Par invariant de % » nous entendons toute fonction :

R



. § _ I(g) > 4 argument gdans (%ﬁ. , et telle que :
(5) I(Cg) = I(g) ; \ng e.E\VLG'Aé Auk'(%&

ou Aut%e\ désv;lgne le groupe des afubomorphismes‘de ' 2

C'est la remarque 2 ci-dessus qui invite d la recherche de tels invariants : en

effet, elle montre'que pour assurer & Z'équationi (2) 1'existence d'une solution
e\. @e ;:‘FC A ) il faut ajouter 4 la condition Ciune autre condition C.?. >

et que CL dott pouvoir se mettre sour la forme :Cz;-cz (glg): IZ (g)zl (?) VC(;IJ

ol U est un certain ensemble d'indices et les I; sont des invariants de ﬁ .

Aprés coup, on s'apergoit que les invariants holomorphes sont des
outils extrémement précieux, et qu'lls permettent de résoudre bien d'autres pro-

blémes que celui de la "conjugabilité" (c'est—d—dire de la résolubilité en ‘g.

de (2)) .

En résumé, dans le présent travail nous empruntons trois choses 4 nos

prédecesseurs :

%&‘)Za notion de logarithme itératif formel (comnuedans la littérature sous divers

autres noms, et de portée de toute fagon trés limitée)
-}é}un lemme dfi @ E. Jabotinski (le lemme 1 de (A, II, § 4)) relatif aux polyrndmes.

%)une méthode, utilisée par I. N. Baker pour démontrer un cas pari:iculier de

notre théoréme 2, a (A, III § 1).

Le reste est origimal, autant que nous le sachions.
Sont entiérement nouvelles, en particulier, les parties (A, I, § 3) (A, II)
(4, ITI, §§ 2, 3, 4) (A, IV) (sur les théorémes 'd 'eactrémalité.'yet bien entendu

la partie B tout entiére, comsacrée aux "invariants holomorphes'.



INTRODUCTION

1) GENERALITES.

Les deux pafties (A et B) du présent travail développent, comme leurs
titres l'indiquent, la théorie itérative et la théorie des invariants dans di-
vers groupes @ set principalement dans le groupe g des fonections § > holo—
morphes en O et telles que Jg(ol = O} g/(o) = 1 (la loi de groupe étant

la composition des fonetions).

La théorie itérative, bien que présentant un intérét autonome, est pour:
nous avant tout un moyen de construire et d'étudier les invariants holomorphes -

construction et étude qui sonmt l'objet essentiel de ce travail.

Indiquons d'emblée 1'allure générale des solutions dans le cas princi-
pal, celui du groupe ({k& :on constrﬁit effectivement des systémes libres et
complets d'invariants sur ‘%ﬁ s on établit que tout systéme complet d'inmvariants
scalatres sur L%R est au moins dénombrable, et pour les systémes canoniques que
l'on construit, on mbntre que chaque tnvariant scalaire I est une fonction

entiére d'une infinité dénombrable de variables complexes, d savoir la suite

U.M des coefficients de Taylor en Q) de chaque élément . de %ﬁ 3 enfin, on

étudie la dépendance de I{(at)} par rapport 4 ses variables, autrement dit :

on donne le moyen de calculer chaque dérivée partielle :
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Ces systémes d'inmvariants servent ensuite & résoudre divers problémes
depuis longtempe posés et irrésolus, tels que .celut—ci : étant donmé deux élé-
ments g et ? de %K » d quelles conditions, né_cessaireé et suffisantes,
existe~t-il un changement de variable holomorphe 252= R(%) eonjuguant g et 2 R
¢lest-a~dire tel que: et.o X = ?oe\‘ .

Quant 4 la théorie itérative de la partie A (qui-—-répétons-le-—-a
pour fonetion principale de préparer la construction des invariants holomorphes
de la partie ]y elle étudie divers groupes de transformations : groupes de

~ ~ (94 L4
transformations formelles ‘% ) M ) L% {Q% y )}e {F’m'ﬁ
EJ

groupes de germes de transformations réelles de classe Le : % y

groupes analytiques \ %%‘ J uﬁ et aussi divers groupes de germes de transfor—

mations quasi-analytiques de classe donnée. (voir conclusion).

Dans chacun de ces groupes on se préoccupe d 'abordde construire et

d'étudier une "itérat':on, fraétionnaire" naturelle, c' esf—d—dﬂre de conserver un
| N oM

sens satisfaisant & 1'expression’ g L (m:. ‘g = g" gb.. . é?') n fri.o//&i né N)
lorsque M n'est plus un entier, mais selon les cas, un réel ou un complexe quel-
congue. On voit alors apparaitre,,d.l'égard de Z"itér"af‘;ion fracAtionnaire, des
différences essentielles entre les d%l:f&‘f\érents.gfoupes_,_ et, au se7;n d'un méme. . [
groupe G s entre les différents, éléments. dé G Pour a_haézue g de G , on
étudie Wg » c’est—d—d;ire le sous-groupe addittf 'd'eR.ou @ formé des AN tels
que g admet une'itérée" généralisée d'ordre W ..Enfin on s'intéresse a 1'en—

semble IG des &éléments pleinement itérables de. G s elest-a~-dire tals que
WS 5-I&<ou d:) tout entier.

De plus, la théorie itérative fait un usag'e"‘_‘constm"zt_‘, partout o c'est
possible, des algébres de Lie"’corr‘e’spondmt aux différents groupes Studids
( ai.gébresde \\dimens;i?ns infinies) "ainsi que de quelques outils essentiels qui
sont "les rééidus itératifs", les "logarithmes itératifs!” ("globaux", "sectoriels',

"vartiels"”), les "itérateurs" et les "préitérateurs”.



Nous donnons ci-aprés un rapide apergu des parties A et B. Nous indi-~
quons ensuite ou la question en était avant le présent travail, quels problémes
nous avons résolus, et quelles questions se posent encore. Nous berminons par

(%)

les indications bibliographiques:

2) APERCU SUR LA PARTIE A ( Théom:e itérative) .

Chapitre I : §§ 1, 2) Nous :mppelons les résultats concernant la théorie ztera—
Pad

tive dans les groupes ('% et}}e de séries formelles, résultats établis dans notre

thése de 3éme cycle.

§ 3) Nous construisons la théorzle itérative dans les semi-groupes (pour la compo-
sition) (6()+ et £ s doﬁt les éléments sont des germes (en O , Q droite) de
Fonetion de“ classe \ew » et nous établissons le résultat essentiel concernant
L'indéfinie différentiobilité des itérées réguliéres et du logarithme itératif
c'est un résultat qut ne peut pas se déduire des résultats généraux de Kuczma

. o
D ?J sur les équations fonctionnelles d données de classe f )

Chapitre II : DNous étudions la théorie itérative dans certains sous-groupes
AP AA

remarquables de ‘% R 1}6 (ineluant les classes de Gevray).

Chapitre III : On montre que pour chaque § de (%K L'équation (en f ) :

g% o §(%
Ao%(ﬂ

c'est-d-dire holomorphe au voisginage de O ., admet néanmoins toujours -2.11. (%*)

solutions Xx 4 holomorphes sur 2!1‘ domaines canoniques /(ﬁé (g) (&:—l,?.)....?.r,)

1]

g(ﬂ é) (? qui est liée & l'équation d'Abel :

]

K+ A L%) , et qui n'admet pas en général de solution g "globale,

disposés autour de l'origine. Nous montrons que .%. admet en O  sur é(g)
un développement asymptotique (indépendant de 3 ). Nous construisons ensuite la

théorie itérative dans L% . Nous indiquons diverses classes de 4 non itérables

pour tout W {Z.e. g §£_'_ I (‘% } et nous montrons que I (% n'est pas

(_, }[1, entier Lié g et dit "waluation itérative'de g .

‘*): flqmi—eea & b g“" da €7 e .
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stable par composition.

s
Chapitre IV : DNous étudions la stabilité des ensembles - %{C\} par rapport
a la composition et avons recours pour cela & une forme explicite de la formule
de CanpbeZZ—H%sdorff. Au § 1 nous montrons la fermeture par rapport & la compo-
sttion de I(‘%{E§pour toute une vaste classe de suites {Y’M . Au § 2 au
contraire nous montrons que pour une autre classe de suites {C;% Gout ausst
vaste, et incluant la classe "holomorphe" {1 ) le composé de deux éléments de

~

I_ %{R} n'est, en un certain sens, "presque jamais" dans I% {Q,'g .
Enfin aﬁ § 3 nous donnons une variante beaucoup plus forte de ce résultat géné-

ral dans le cas particulier de la classe ”hoZorrbrphe".

3) APERCU SUR LA PARTIE B (Théorie des invariants holomorphes).

Chapitre I : Nous posons le probléme : pour chacun des groupes 6 étudiés ei~-
avant, rechercher les systémes d'invariants {L} Qéi} } U: ensemble d'indi'ces)
% " ‘

completsL y c'est-a-dire tels que l'on puisse énoncer :Kune C. N. S. pour que

deux éléments § et ? de G . sotent conjugués par rapport 4 un automorphisme
¢ du groupe G est que : I;_ (g) = l‘((ﬁ) /V,)ég >
, ~00
Puis on résout les cas des groupes % et l}e L
Chapitre II : ¢ _ahapitiﬂe eructal). On construit des systémes libres et complets

d'invariants sur Lﬁ& (dits "invariants holomorphes") et on les appliqué &

la solution de nombreux problémes classiques. .

Chapitre III : On étudie les invariants holomorphes scalaires sur % 2 comme

fonctions entiéres d'une infinité dénombrable de 'vdﬁczble'é complexes ( K/;\), ou
(,/"n) est une suite de complexe paramétrant les éléments g de %P @paz’ exemple :

it
la suite des coefficients de Taylor en O_de_ g )

L-‘-;é-)et st possible libres.
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Chapitre IV : On étudie les systémes complets et libres d'invariants mixtes
A

(et surtout : binairves) sur Lg et 'M (ou : itwvariants mixtes formels).

4) ETAT DE LA QUESTION ANTERIFUREMENT AU PRESENT TRAVAIL.

(On trouvera en fin d'ouvrage la liste des principaux auteurs qui g'étaient

occupés de la question).

Les résultats antérieurs étaient minces ; tl nous semble que les
logarithmes itératifs sectoriels des éléments de ng' (absolument essentiels pour

la construction des invariants holomorphes) et a fortiori les invariants holo-

morphes eux-mémes, étaient absolument inconnus. Le probléme des C. N. S. pour

que deux transformations holomorphes en O : E —> %(%} = % +&‘%1+...

T — 92 =z +0 ...

sotent transmutées, la seconde de la premwre, par rapport 4 un changement de
variable holomorphe % —3 Z,—; K(fe) (i.e. g"e‘ = K O% : ) - ce probléme,
done, avait été posé, mais il n'en existait aucune solutiom, aussi partielle

fﬁt—eZZe. Bien enténdu, tout l'immense sujet de L'étude des invariants holo-

morphes comme fonctions entiéres d'une infinité de variables complexes, est

entiérement inédit. Il en est de méme, croyons-nous, du chapitre sur les inva-
~

Py d
riants mixtes de L% et ’}@

En ce qui concerne la théorie itérative. prbprement dite, on trouve
chez Jabotinski, N. Baker;, Kuczma des notions équivalentes d notre Zogamt?me
itératif g > mats seuZemem’; dans le cas "formel" des groupes L% et I}e —
cas de peu d'intérét. Ces auteurs avawnt aussz remarqué que Zes eZements g de

(‘% 2 n'ont pas toujours de logarithme itératif holomorphe en O > ma?swls
ne connatssatent prati’quement aucun eritére d'existence ou de non—-existence.

Surtout, ils ignoraient la notion .de logarithme itératif.sectoriels g .

(Voir partie A, III), notiow indispensable au. développement ultérieur de la théorie



%

En outre, dans . D ?'] Kucama demandait st le groupe V\[f des ordres
d 'itézﬁav&ibq,adfnissibles d'un éZ'éJnént g de ‘gﬁ pouvait &étre 75 d: et ‘e'n méme
i;empé Etre ¢:fR « Noug démontrons (en A, IIIL, § 4) que c'est‘impossible.

Baker anongatt dans (_?)1 “la parution d'une 'thése de Ran, destinée
& montrer, sur un exemple particuliér 1'existence de paires Cg ) %) d?éléments
de L%K s pZeinementitémbiés} mats de composé’ g 0‘3‘, " non pleinement itérable ..
Nous montrons qu'en réalité le fait est absolument“géne\éral e /c'est l'objet du

chapitre IV de la partie A et des théorémes d'"extrémalité” (faible et forte).

!

5) QUELQUES QUESTIONS OUVERTES. (Voir aussi.la Comelusion).

Bornons-nous d en énumérer quelques-unes :

a) Préciser Za,na.twe_de‘s .e:xtensio‘rfs "s':ucce’ssiv‘es\ des groupes(g et
L% 3\\1} , dntroduite dans la Cohclusioh, *
Dégai}]er la notion d'extension d'ordre transfini. Type de croissance des coeffi-
ctents de Taylor des développements. asymptotiqﬁes en O des éZé}heﬁts de ces

extensions transfiniés. Ia pZupar’t'de ces problémes semblent &xtrémement ardus ;

la décidabilité de certains d'entre eux paratt méme douteuse.

b) Préciser les théorémes d'"extrémalité" de(A_, IV)dans le sens :
"oresque partout” = —>  partout’.

‘Btudier les ensembles G ‘%& )m = Q‘%Q%Q‘% ﬂ 0. )G%R\ (. gm)
4

et leurs propriétés d'"extrémalité" dans (ete ...). 3

e¢) Donner des exemples plus explicites de fonctions -ﬂg (2 ; & ,.w) .

Etudier la liberté des systemes {ﬂg (g, Q,%)g et ﬂ% (s, ¢, ") }

de % L . Approfondir l'étude des Wg et TTX ‘comme fonctions entiéres d'une

infinité de variables complexes. (ete, ete ...).

d) Faire la liatson avec les tnvariants de la forme T( g) avee

T(g\ = ﬁ,}{&H ('{ y g ) s ol H est une fonction de la suite des coefficients
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’ o(—i] ' ac-f) ‘
de Taylor en 0 4 e\ o g o a. ( f\ holomorphe, R(O) ;o,_& .‘,R(})E E‘)

e) Etudier la théorie des invariants dans les groupes (e&c\o. {K.S

vasi
de transformationsNenalytiques é)eut—étre sous la forme T(g) ? La question

~

semble trés délicate, essentiellement q cause de l'agbsence de notion générali-

sant les logarithmes sectoriels g_et i . aveec leurs domaines de définition se
| ST
recouvrant partiellement (ete, ete ...).
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CHAPITRE I

LA THE’ORIE ITERATIVE DANS LES GROUPES
A

A
ET DAIVS LES SEMI—GROUPESk% ET }}e

A
ET%‘.

o5

i

§ I : LA THEORIE ITERATIVE DANS (%/ :

Dans toute la suite, les symboles ordinaires : g s F s Lf s @
désignerom‘:N des fomctions ; les mémes symboles, surmontés d'une tilde : ? >
R ‘f R CP «vs désigneront des "développements”, c'est-d-dire par définition
des séries formelles de la variable % , comportant éventuellement un nombre
fini de puissances négatives de & :

(1) F(%) ~'“-Z7.b» . avee t\,éz et a-f;.;"f‘o .
7

L enmer l'\. sera dit "waluation de F ", Les symboles de Landau
g’ (%b) 0’ (% ) et 6 (%l") désigneront respe_ctivement'des développements
du type (1) et de valuation i }t\. et = .
Dans un déve Loppement du type (1), le coeffictent de 2-,“' sera généralement
affecté de 1'indice ("h.-) s pour des raisons d'homogénéité qui apparaftront
plus loin. On appquuem au&: développements les /operatwns ordmawes, en par-—
ticulier la dérivation formeZZe. F(o) déstgnera Ze terme coristant du dévelop-

N
pement F&) et si G ) 6(%) F (p désignera la série obtenue en



‘ ~r
substituant G(E) a & dans F(%) .

. o~
Définition I : CH, désigne le groupe des développements g de valua-

tion 1, 4 coefficients complexes :
I 2 ~ ) .
é)(%) = 0oz + 0 L. g(o)::a.o £0.

La loi de groupe est la substztutwn notée "o, lue ”rond”
Fod

~ ~
}}e (resp &3) désigne le sous~groupe de 1]{ formé des g tels que g (0)>0
<resp. g(o .-ﬂ)
vy ~
ﬁn{; J}e et ‘% sont minis de la topoZogwc@ de la convergence

simple des coefficients.

~

57 g é}}e ou ‘%,, Z’entwr{\tel que g(% =3zt 6(3: )sem par
définition la "valuation itérative de g " et on le notera : "valit

~S

On démontre que tout automorphisme de /}’(, del}e ou de % est soit de la
forme

~ Y
(2) g—‘? g\..g = %.ogoeb
soit de la forme

~ (¢ ~ 'Y

g oo = Ra(ef)ek
ou et &. sont deux éléments de 1}{ inverses 1'un de l'autre et ou C
désigne L' opérateur ef‘fectuant la conjugaison complexe des coef‘fwwnts :

c.f- ().

Les automorphismes de la forme (2) seront dits automorphismes pri-
. AS V4 Pad
maires (de f}{ R '}’6 ou ‘%) .

Les §§ 1 et 2 du présent chapitre constituent un rappel rapide de

quelques résultats démontrés dans notre (_H] . Ils développent la théorie
P AS
itérative dans les groupes ‘% et J}e et servent d'introduction au présent

travail.
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~ 9 owr ~
i ¢) On pose g =[ = ) o et on appelle le développement g
¥ % W= i . A~

: "logarithme Ttératif de g " (En abrégé : g = logit g )
! #

1

. ~our Mty
i b) 52 o® et si on pose : = 2 + Z & (w) B
| [ < P § (= 2, G )

Pad . NS .
Théoréme 1 : g désigne 1ci l'élément générique de L%, :
+1

HOE %+%‘}ha " )‘t\.-mxeLL-N 5Pl g

a) Il existe une application unique (WJ g) -2 %ow de L ‘% dans %

telle que
Vo

o ~o(wtv) ~o o
o S P gz)gtg

Qg) Van €N, L'application wr—s é..:“ g‘”’{a)  est continue.
gﬂ‘w' d-%m/v

est dite "itérée complexe" d'ordre wur de

J
@) O (W) est un polyndne en wr 5 &, (W) A (W)E ..y (W)SO;

a&‘Lw}:W&f‘ 3 enfin, le polyndme a%(w) est de degré £ '“-/r),

i et Cl.m(’o\ =0.

00 #o(=1) 73
(@) g (})=2 et g . est l'inverse de dans %

| En outre, ld‘u;'v ¢

gouo gw- _ 'ga(;ﬂr) <g ou,)o'\r :. go(uv?

QS) L'applicat'ion (W‘ s eg de Cx ‘%( dans ‘% est continue -

(lorsqu'on munit % de la topologw

dw U, *

g est caractérisé par les propriétés (X) *{@)

A G-

@« g8l

¢ sw=fa-2 « & (™"
e plus : Yrnel: 9 TFow _ T v v 9 e
ey 7= 8,8 ¥

dw Ye ?%
d) On désigne par }9 le coefficient de % dans le deveZoppement l/ 8 (%)

i

On appeZZe/O le "résidu itératif de g ", (En abrégé : / = résit g ).

e) on desagne par X le développement généralisé de la forme
P

(%) feu%t + F(z) s ou F est le développement (au .sens
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ordinaire) caractérisé par les conditions i
~ . _ ~ "l" ~ . -} ~/ P
Fig= 0T} , Frg=0 , pe' +Fle) = Y/ 8z
o~ Ead ¥
On appelle X% "térateur de g ", pour tout w& €
~ wr N*
) g Tz owr 8 (%)
X * est caractemse par (4‘.) d une constante additive pres

f) Pour tout automorphisme ¢ R. primaire de '"% ( € )}"C)

ona :
cN N\ oW (‘.N ~our
L°q ( & . S) - a, . g @uﬁrem@nt dit, l'itération cozrple_xe est

permitable avec tout automorphisme primaire de k%')

B 5, - §E/F
LE»X) Cste-k-gpu

& Définition 2 : On désigne par g l'algebre topologique formée de tous les

i aAr .
| développements "(? de valuation )-co (pour 1'addition et la multiplication

ordinaires, et pour la topoZogw ‘f ). A tout élément g de ‘% on associe

| deux automorphiemes continus de \8 s notés—rg et P\ » et définis par :

KD ¢ N e
@ T3P = Te} 6 Ayt - T%/
Par 1'intermédiaire desng' et des A le groupe ‘% opére doubZement
1

%’ = T(%‘o}‘)

AL

dans % . On note toutefois 1'inversion de Z'ordre : T‘x‘ .
et AS’% = P\@;ag)
Pour tout X fixe, et W variable, les —Fg“’ et les A‘g‘ow

forment deux groupes, & 1 paramétre, d'automorphisme de b s dont les généra-

teurs infinitésimaux sont, respectivement :

(Pa) o {f4-%1

. ’ ol Yo
@*) Iei, et dans toute la suite, la substitution de go (3) = ¥ (,H')((%))
dans log 2 doit s'entendre de la maniére naturelle :

~o v o~ oL
ZOQS w(-%) = eo-az- + 7\(%) - Y2 Xu) +...
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AP
Définition 3 : Pour toute paire Ltf \t") d'éléments de g s
on définit leur "erochet de Lze” E'f ‘f] var :

(9,91= 9¢-9¢

Cette operatzon bilinéaire antwommutatwe vérifie bien Z'wlenmté '

de Jacobi et munit ‘i d'une structure supplémentaire d'algébre de Lie. En
outre :

(4)-<§w1’\‘§w"7‘g)=, [ )A]

 Ap[¥,¥] - iﬁg T, 891

Done Ag est wun automorphisme de ‘(e, s> pour la structure
d'adebre de Lie:

~~

Théoréme 2 : On désigne paz'? s la sous-algébre de Lie de g
formée des é&léments de valuamon Vs CI),

‘(Cela a un sens car { 1 - %zq-a )

Alors :

8 a) L'algébre de Lie L% du groupe % s’identifie a 'ﬁz .

¢ La correspondance entreﬁ et %z est : g - g logit g .
Elle est Znunwoque et done gZobaZe sur tout % . ’ ey
Par cette correspondance (% = % s ta loi de groupe "o" de ‘% se

1 Lo

! . ~ ~ A~
b trowe transmutée en une loi interme sur \Z,_ , notée 3k :Lga%) = g%—%
! - s . I S
Y La loi 4 s'exprime directement dans %L au moyen de la formule de

Campbell-Hansdorff :

b4 = §g v n (D8]
" ¥ %* g" %3* L Lg*' %* _
(Voir (4, IV, §§ 1 et 2)).

b) Les opérateurs T’S)‘ > —[}?ow~ et g ii. (de f dans ﬁ) dont liés
» o :

| entre eux par les relations :
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"

¢ G = L+ 2 &’_'f"(g*iy

'n7/l Y dz
v ) m. t._ ~e(%-»
Oﬂ X PP :,Z; o <Zo H)th C“ T;g H)

: N
£y a ! C
= l'on pose W =

@ e 0 Z 0 (26 G Tpen)

(,w--\) vee (wram +1)

pour tout wr é& .
w

Autrement dit, pour tout e lﬁ , on aura par exemple :

Lod) ?;g'ow(%) = %(,%) va(‘f XL%) T(,%).‘..w(w-i)/z (?g g(e)-l fo (3 1-‘]%%)...
@) F-T% = T oo 8& T+t § u){g'ﬁ)f(mgm fcﬂg.-.

N. B. dans ces relatwns, comme dans celles qui suwen'l: la convergence
(pour la topologie (6 ) des seconds membres ne pose aucune difficulté
d'interprétation, puisque ces mé‘mes seconds membres (comme on le vérifie
dans chacun des cas) ne comportent qu'un nombre fini de termes de valua-

1 tion inférieure Q tout entier domné.

e) En partiaulier, en appliquant les opérateurs entrant dans les relations
() 1\@) /QQ a ‘f(?:) = % , on troupe :

@ Taee e Z Cﬁ(%o( gt C5 g""“{;‘ﬁ“’) .

B TMwer e 2w (7 44) e
) Je o= Z e (el Fem)

wyl

d) Enfin, P\'i’ est dans l'algébre de Lie L‘%"‘-: %7_ s L'opérateur adjoint

A AP

e 1'¢élément du groupe » et pour toute paire Lg R k) d'éléments

X SRS R I

En outre, 11 existe un équivalent, dans ce cas, pour chacune des relations

) A@) /LX) ci~-dessus ; équivalent qu'on obtient en remplagant simulta-

nément —c‘:} par R%’ et le générateur infinitésimal {% d /d,%}des—ﬂ:ow
. _

§
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4] iy NI’
| par le générateur infinitdsimal { g %%~ g } des A'g"“’
: %

0 s s
. Théoréme & : Une condition nécessaire et suffisante pour que deux éléments

% et% de% commutent (7, e. g % % g) est qu'il existe un complexe
= W

tel que L'un deux soit itéré d'ordre wr de 1'autre.

~ A
On rappelle qu'on nomme résidu itératif d ’un % (reszt )
%=
le coefficient de 2:"l dans le développement Lg) ( logit 'g )
#
Alors :

Théoréme 4 : Le résidu itératif est imvariant pour les automortphismes
Fa%d

pmmazres de %

résit ( g, g) = résitgj pour tout ?é‘(\%t et tout Eé’j’z.

De plus, une condition nécessaire et suffisante pour que deux éléments
~ N ~

g et % de% sotent conjugués par rapport d (au moins) un élément R,

ST DR TR

der.\'{ est que l'on ait :

PSS SRR Ve S

valit g = vczZit%

"S
CIJ
S,
<t
SR
)
3
[\
[}
N
<+
[N )

§ 2 : LA THEORIE ITERATIVE DANS I}g :

M .
Le groupe /}@, et la valuation itérative de ses Ae:Zéments, ont été
A
définis en (4, I, 1). (Voir déf. 1). L'ensemble des X degf tels que
’e AL
| valit X » | s'identifie o ‘ﬁ
SZ valit g O , alors g(o 7O g(o #l et on pose

/) (Qa‘c&'g(o . est appelé "résidu itératif de g " (en abrégé :

f = résit §)

~ ~ .
Comme dans % , on peut construire dansl}{ une "itération fraction-

naire' naturelle, & condition toutefois de se restreindre aux ordres d'itéra-
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tion réels. Néanmoins, le comportement des ? de valuation itérative nulle sera
e o e
trés différent de celui des g & \?a C.J}e , du fait de la présence du
/\ol i . R
coeffictent &, = 8(0) % { s coefficient dit "sans dimension”.

~

% Théoreme 5 : g deszgne ieil 1'6lément générique de g{ et on pose
kxﬂvalztg /?.-. reswg g(o)_a.>0o

A
a) il existe une application unique (ur, g ) — 'gow de IR Xl}e
W& ,
dansg{ telle que :

@ P77 2 FCT YameR

L

Y

ch ~our

@’} V'ﬁm. é(N » L'application : w3 e 8 (o)
est continue d’e(R dans CC . dz '

b) On pose g (%] = Z a, ( ) l.

s ”70
Alors, si b.-— valztg
- 0() a%(w) est un polundme en o de degré @L-H) .
En particulier A (w) = —
@) goo(%) = et go(-l) ~est l'inverse de ? dans% .
En outre, Vuvé& (R : (ga“)w' = 0@"(‘“’) .
X) l'application w ,’g g ~ de )& Y}Q dans )}e

est continue.

OW
e) On pose ’ ( 3 ) o et on appeZZe le developpement (?
W wa
"logarithme wéramf” de (En abrégé = Llogit ) et on désigne,
g g .

A

comme en I, §1, par * le déveZoppement généralisé de la forme /7 log zm}-F(%)
: . -
avee  F(0) =0 et f?: + F(%} "(8 ))
3 * est dit "itérateur de g ",

A

Enfin, dans le cas ol h=valit ¥ =0, on deszgne par

Pad

* ¥ '
( ”prezterateuz’”

~ i3 PR
de X J Z'eZement umque de' % tel que (X ) ( g ) f) g

O-O
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A» P . Al
W x
et on désigne par g l'inverse de dans %

Alors pour tout wr réel :

LI

u;) Bw
(}5) st p= O

b

N

v 5§
5.4

- 13T
~F (o §

A~

")

La relation () (resp @ /QS)) caractérise g ( resp g )

compte tenu des conditions

X(O) =0 (resp gca ~ }m 2 si [17, 3

T e s
d) Pour tout e\, QIM

@ (%3

-
—-—

A
. g . Al

" Done, l'itération générale ou "réelle" dcms,}eest permutable avec tous

A/

les automorphismes primaires de 'Gh
o (L)
o CRIP
& CRY”

Ensuite, pour tout eZement 8 de }}f (et non plus necffsawement de 5CM )

on définit encore les automorphzsmes “} et A 2 de ‘i comme précédemment.

o
—1

%}

(Voir déf. 2). On peut alors énoncer. le theoreme sutvant, analogue au théoréme
2, quozque af'fazblz ( g 3k ‘3
convergents selon @ , et la plupart des relations du théoréme 2, b) e) n'ont

pas d'équivalents simpZes) .

n'admet plus toujours de développements

~ . s

Theoreme 6 : On désigne par gm, la sous algébre de Lie de f dont

les elements sont de la forme :

6 (2)

‘(’(z)'=

; ¥

o) réel.
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A
a) L'algébre de Lie LJ}(D, du groupe J}e g'ddentifie 4 1 adebre de Lze

Pacd

‘?’l et L'application g——; logit g ; est bzum,voque de g«e sur ‘2
¥

Par cette correspondance Q{ -—9 (’2‘)\ » ta lot o du groupegf se trouve

k ~r

| transmutée en une loi interne sur g , notée :ﬁ:(’b e. (g 3,) g :ﬂ:g .

, ¥ e

t Dans le cas onl inf (valit ? valit 3)-' g'#'-'g ne s'exprime pas
v moyen de la formule de C’ampbeZZ ~Hausdorff : celle-ci foumzt une série
| qui ne converge pas pour%o en general

| Toutefois, pour tous wm,m € fN on a :

y 13 Fo 8 ) f oo = R

| o est la somme des termes (en nombre fini) de la formule de

WS I
Pals
§ Campbell~Hausdorff, qui sont m-linéaires en f et n-linéaires en ? .
¥

I e A

,- o~/ '
t b) 57 g("\: & D>l (resp.si a.¢l) le préitérateur g%*de g est donné

g par la formule :

2 xw , w %
. S A L
; ) kLS . - Jow
f Gpesp.. k@) | g = %{:4—& o | % ) N

E Lo convergence doit s'entendre au sens de la topologie f .

Théoréme 7 :
al Une condttwn nécessaire et suf‘fzsante pour que deux éléments c? et g
dege commutent est qu'il existe unW, réel ou complexe, tel que 1'un des

deux soit itéré d'ordre Mr de l'autre.

b) Une condubwn nécessaire et suffzsante pour qu 'l existe au moins un
’ ~s ~ A ~aa N

élément et. der}{ conjuguant deux éléments é) et ?) de% (7“8'00 9\ = 9\ 03 )

est que l'on ait :
AP

~ ~ - ‘ d
valit X:v«likj N résit} e resil:z.



LY

A A
§ 3 : LA THEORIE ITERATIVE DANS LES SEMI-GROUPES (% et %+:
+ x

On désigne par Lz 5 U \6 [o-r] 1'algébre des fonctions Y
Tvo
réelles, définies et indéfiniment différentiables sur un certain segment

EW\.

‘_oT?'& (TY )O) , et par % l'algébre des fonctions de la forme ‘f(‘?)

awee v & & et ‘fék?)o . On note bien que pour toute Lf de i s On exige
: N,

en particulier l'indéfinie différentiabilité en 0, & droite, de k f(b)

pour ‘tout entier M. assez grand.
AY

On désigne par % et %D les algébres des germes de fonctions de

€. rew. T,

On définit ensuite un homomorphisme unique, noté : A~/
AP

A As
\() . kf de \i dans ‘Z (Voir la définition de f : § I, déf. 2) par les

conditions
T = %O Vw! @’“/@Lt'“‘ { co)) 2™ a fel,
(L"‘\‘F) _: 2" ‘f | pou;"'tOut "f de & ot tout entier n. .
Pour tout ‘f eZe;ant de \i , et pour des veprésentants [, de {P
dans L, b 16ément ‘( de € ne dépend pas du choiz du reg;\resentcmt ‘(D . On le

note smplement ‘f , définissant ainsi un homomozphzsme ‘(’-—) Lf de ‘?, dans
Pavd

T

A "

on d'eswgne par % (resp. ’M ]’(, ) Z'amage réaiproque des partzes%
N
(resp. I}e rR ) de?; par Z’homomorphtsme "f —5“{’
' N
On munit 3 I}{ et ’}’Cd’une stmcture de gr'oupe naturelle en intro~

duasant la composition des qermes : ( X % -3 g
A

", o
Les applications Y —e'f . de ‘% ’}{ '}’( dans% »,r}ﬁ s ']C(

sont des homomorphismes de groupes.

A A $
Pour tout g de 5 ou de j}e on pose :
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: Ind AN o
valit g: valit g 3 résit p = résit g
A ~
On dit qu'un germe g de Q{ appartient a resp g{ )S'L
O\( h zvalit g(w et si g(_%) 2 -{-('l.b%lL avee C’.r>0 (resp a (O)
A A
On defzm,t de méme L% et % et on remarque que ‘}6 + et M .
+ -
(resp % sont des semz-—groupes (pour la loi o) mais que ni

A
U{ES nt (% U% U { ne sont des sous-groupes de ’}e

ou .
A A

‘ A
On dira enfin que le germe &f (resp \( )com)erge vers le germe (f
A
dans % selon la topologie 6 quand N -» oo <resp 1 NX, ) st 11 existe un
intervalle [OT_] fixe QT‘>D) et des représentants ‘f "f) et "f des germes |

ci~dessus, tels que pour tout entier m, la fonction :
(W (plm o) |
(fm.(&)"' Lf(g) (resp \( (t) --k( converge uniformément sur LOT] vers 0

lorsque n — o@ (resp. xN'x,,).
On tire de 14 une notion naturelle de dérivabilité (var rapport au paramétre
A

*

x) du germe fo
Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer les principaux résultats

de la théorie de l'itération'fractionnaire' dans les semi-—groupeé (%15 et

il
sous forme des trois théorémes suivants. Les démonstrations sont reportées d
la fin de ce paragraphe.
| A
+
Theoreme 8 : lR désigne ici 1'ensemble des réels >O et
T A A T
( 'resp.%:) L'un ou l'autre des semi-groupes et %
A A -V -
(resp. l}e+ ek I}e_)
p *x W
a) Il e.mste une app?zeamon um,qve : (wl g ) -3 de (K X +
dans M-&- et de ‘R X% dans qui'soit continue (pour la topologie

68 ) et telle que pour tout W rationnel (\»‘... 'm/'n) on ait :
. Now A N

our Nour AN A
‘gog C e e e .o‘g (n fois) :gog. . .05 (m fois).
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i ) : a 1
b) Cette application (w ; g )*—5, (? posséde les propriétés suivantes

(qui, ensemble, la caractérisent).

@(] Vulv é (K-t' . .gw’o g"" . X@(/»HW) ok <g ov o(u.v)

st valit g: | st valwé) t\>l

<d 00%0)) w eﬂ!&(.{ gto)) 31{::; AP“Eo) = w jjti:l g(o)

How . A
%\ X - k quand w &O

e) On a l'identité (en X et wr) <X°Uj) ( A A

Autrement dit, L'itération generalzseedans les semi-groupes (% M+
/ -
est permutable avec les homomorphismes (de semi-groupes) : g-——--;o
A

+-
d) Pour tout o, & [R L'application w‘--ag est dérivable en W, , et

a
Lorsque A, \ O le germe 2 tend vers une limite, notée (g) s
A dw Quw, A , PR
ou simplement g s ou encore logit (i.e. "logarithme itératifide X )
P )
*

] A o~
e) ( = (g) . Autrement dit, on a le diagramme commutatif :
' ¥ /\ w A A A
(.4, ) 5 F (e B0 )T

homomoxyphisme Ay \1/ N v homomorphisme

% g 9) ~53“)‘-> T, (~ )c% Hlatglne de Lte

f) Pour tout w & R¥.

2 A owr A A our A ) A owr
o R AN A
A Ow * AU AUy Ow A
g) Que g appartienne d . % ou a )}(1‘. » tout représentant g de f
' £ - | +* %

est 7.4' 0 sur un certain J07T] (T) O)
et la fonction k -3 on:) , nulle en =0 et définie sans
ambiguité sur 10‘[’] par la relation :
ous
{C] -
S é_g 2w (w )O)
¢ 8*(9) ; A

est un représentant du germe

our




30

; A
W ) Siovalit X =0 , il existe dans un germe unique, noté g R
: o

| nommé "pr'éitérateur de " et tel que :

’““) S %\ ‘s
. = neamk .
(g d.l- ) /J (? / f (?
De plus, pour tout W& (F\ on a :
A

¥ ow W R%
g o g = G g ; o
da A
| <) Pour tout Rde !JQ , d'inverse K s ONnoa:
) A A A\OW A A B A A A A s Ay

0 S R Y L N (Y I R R
démonstration : Voir en fin de paragraphe. L
A ' A A
Théoréme 9 : Soit g un germe appartenont 4 é ou a I}f_ » et soit 5 :
T A

i
o2
L
-

-

un représentont de

A
A¥
a) 5% valit g:o (7, e. O< g (0) = G-<.\) et st g est un représentant

A
du préitérateur g%* de g ', on a, pour tout E 2/0 et assesn petzt :

IAY X**(E) = 'VL—><>0 g )

N
b) s g appartient 4 ‘% et. est donc de la forme :

-§—='E ~alf" £ B avo 5 1=
N

e g < oo ..
N
et st g est un représentant du logarithme itératif 5 de g » ON 4, pour
¥ *
tout E)O et assez petit : -
G a.(m b O i
X(e) - _._____L_l_..

'h—soa d “‘)
a§ @
Démonstration : Voir en fin de paragraphe.
A A

N. B. Comme tout eZement du semv,—groupe % (resp ’;W ) est l'inverse d'un
o +,
élément de ‘% (resp % )dans "? (respgfe ) le théoréme ci-dessus permet
de construire ef'fecmvement toutes les itérées d'ordre W- réel > O des élé-
A
ments de ﬂf«: ou f}€+ par Z'mtermedwwe de leur logarithme <itératif ou

préitérateur et en utilisant les relations du théoréme 8, 3 -ﬁ)

On généraliserait atsément & des ordres d'itération W réels quel-

conques.
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Le théoreme suivant dovne une caractérisation directe, pour un AN"
A ;
ewr
donné, de g .
A

Théoréme 10. Soit X un ger’mp de (g ou D’f , soit w & R et -sotent
our
X X des représentants de g 3 . Alors, pour tout L‘assez petit, le

¥ nombre e (V) est caractérisé par les relations suwantes :

A . . on - oNn
syt @) e S8 B0
7 ST

st valit :?:'-0 : @) i Sﬁl - goc?u)»,{)‘ = ‘: Z:W
: 3o 8 (F) — g B
o= §(0)

N. B. On note que les limites des premiers membres de @() et ([3) existent,

et sont continues croissantes en. & » pour des g plus générales que celles

du théoréme 10, et qu'on aurait ld le moyen,. en particulier, de définir les
itérées fractionnaires" g\e germes g de valuation 'Lter’atwe 'mfzme, ¢ 'est~a-
dire n appartenant ras a '%1— (et par suite, par d ‘% ) De . fait, on
pourr*aw ainsi, en particulier, itérer'"fractionnairement" tout germe )

de L% ou % dont un représentant. ( et pazr sutte : tout autre représentant)
est strictement comexe (on concave) sur ’un cersain [-o T] ( T >O) . Mais nous

n'aurons pas besoin d’e ces développements.

- Démonstration du théoréme 10 : Voir ci-aprés.

Les théorémes ci-dessus, 8, 9 ét 10, vont résulter d'un théoréme

auxiliaire, le théoréme 11, énoncé ci-~dessous. Commengons par donner la

Définition 4 :
a) Pour tout réel T}O et tout entier {\7/ O on désigne par L% (T, t’L)
le semi-groupe (pour la composition) des endomorphismes g de @T} qui sont

de la forme :
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(@ e BloT]

@) §(0 ¢k sor JoT] eb gm>o sor ]OT]
@)< Qf) {g(t)-b G.U& +0(Hxﬂ) quand EN O
L

avee a0 (et en plos i L=0, a.(()'

| b) Etant donmé un élément % de Tp)» 8'il existe une fonction
telle que . 3 %'( !") | g*
(@) § ¢ € 7]

@/) }*(L—) {0 ser JOT]

@D\)% Qg‘) g*ogce) = f%(ﬂ gl(&) sor [OT]

(&  quand ENO é’(t JE -k s pl

L %,LL) ~ b bry(1-o) LQu%g(o) sip=0

on dira que g posséde un logarithme atez»amf‘ g

%
Puisque %{Th et ﬁ{OTl sont des parties de ‘6 , on sait
~

defv,mr et (3) ( Vozr ct-quant, au début du § 3).

3 est un eZement de , de vaZuamon zterattve égale a 5 et (8 )

fatd

~est un élément de % C ‘?, On peut aZors énoncer le theor’erre auxiliaire
sutvant :

Théoréme 11 : )VLF_ >/O et T>O , toute g de L%, (T)tl.) pos-
'-séde un logarithme itératif et celui-ci est unique. Il est entiérement carac-

térisé par (X +(8 (Vow déf. &. @')

Szonlenote ,ona: 6).@)

Commengons par démontrer le théoréme 11 dans le cas l’\. ) { , au

moyen des cing lemmes suivants :

) rome 1 (T >0 5 p2l)
a) S'u une g de kﬁ(T }\)possede un Llogarithme zteramf' g a

@) iR
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' b) Toute fonetion L( de (LOTOTl R <O sur 10T1 et de la forme :
(6) G ~alt o (‘L‘W) (ayo0)
est le logarithme itératif d'une g unique de (%("\—} b,) s, et g(&) est carac-
térisé par la relation : ' h
t
(}') o J ..‘.1_9. = |
' fy {06)

e) Pour toute g de ‘%( t\,) il existe une q de (T,"w), possédant un loga-
b rithme {tératif et telle que g(l: —-9({—) = O(Gﬂ) )

Démonstration du lemme 1 - a
e -

- .
Rappelons qu'étant donné (‘{)é ‘6 [OT_] on désigne par "F la série for-

me'ZZe : C(C%) = Z le (f ( )‘]h o% ”

ST gest dans ‘% T l’t.) s son developpement associé est un élément de (‘3 R
et comme tel 11 posséde un Zogar*'bthme 1tératif ) s quil d'aprés le théoréme

(07 -60.0
G?)u)‘ = ;,éc%)-—% + 3"(%“‘) (ear ”“e*?:“)
mw dapres les relations (X’) t@d@/@) : ~ s
G:9-G)f -8y -0
@Q @ = Jw-e + &GN

on .voit done "que @:) ) @')*

Démonstration du lemme 1 — b.

Montrons d'abord que s'il existe §é§(‘{;t\) admettant ‘f comme logarithme
itératif, g est unique et vérifie (7). '

 En e‘f'fet,' d'aprés (b’,) \00 go(t') = ?(L‘) %I(.t')

Il existe done K tel que : (8) t ow K

\ :(T(.B) Ve €3oT]
(y
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et par suite il existe /(, 5 _dans[g k]et tel que : @ g(é L—)/f([:) K
!Hf
Mais puisque g () = k + U »é ) T)CE; (f()quand ENO.
!

En portant dans (9) et en tenant compte de 5 (déf. 4) on voit que
dans (8) la constante d'intégration K doit &tre choisie égale & 1, ce qm/ dé-
termine g sans ambiguité.

Inversemént, montrons que la fonction g earactérisée par (8) appartient
effectivement & %(T‘, t\-)

’ = * . wl
Désignons par 8 la primitive de T qut n'a pas de "terme constant"”,

c'lest-d-dire qui est de la forme :

# 'f\ Fle)=0
g(k)::r\ +%K‘:+X€rﬂdl’:+ F(,l:) avee 4 & ot o

Formons 1'expression B = [--- l: (M'A) et considérons la relation :

(11) @(}c A) g é) (,6) -4
o _
qui définit une fonetion zf de deux varaablesk et 4 , pour l: et 450 et

asses iemts Or les reZ tions :

S LR (a-f.b) +a~(k“&) st hto (ReZ)

&»00.‘&%@ = -zé* (a+4) 1-"0(,“)

montrent que, pour tout R entier >O, @ est de la forme

CP(L,A) = da | +a%n 8 }: + OC/C) + oA g({éuw)
et L'un au moins des 5& n'est pas nul, Acar* (k 0) n'est pas un o'(k)._

Par suite C? posséde les propriétés suivantes :
v
() @(}c L) est définie et de classe g) sur un certain domaine
de la forme {O(EQE} {0 b LA g avec % S0 et 4,50 -
(<1) @((0 ol = 0.

(iiz) H §CO o) :Z: O ; et il existe un entier m°> l tel que

1117 3 ot IYK <W°
(1371 ?60 o) {# 5 .

st m =Moo
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Cela étant, d'aprés le théoréme général sur les fomctions implicifes,
la relation @ ()c) b) =0 déf'init.une fonetion A __-,-; A (}c) qui appartient 4
E&EO , Jc‘] pour un certain ,{-'>o . Mais en se reportant a la relation ( Ji)
on voit que la fonetion 8(}:} , définte par g(,{’:} - 9:_, }CNQ\*\(&*‘A(&)) )
appartient 4 (% (,T: [‘L) pour un certain T/ de ]OTJ et qu'elle admet LF
comme logarithme itératif, relativement au semi-—éroupe CT; lm)

Enfin, on prolonge aisément % sur le segment [O T_I tout entier, au

Eode

St = s qui implique que «g
y fr=)

moyen par exemple de la relation ..j
oo d
est de classe g sur ] OT] .

Démongtration du lemme 1, e.

. N/ A/. r
Sott en effet une 8 de (%Cr/r,), g l'élément de % associé et (g)%

o0
son logarithme itératif. On peut trouver une de B{OTJ et admettant en O des

dérivées données 4 l'avance. Par suite on peut trouver une telle &l) vérifiant :
+1

~ e , , ‘ b ot n
(11) "r: . Mais g est - de la ‘forme %((z} :::l:-‘-ﬂo,l_‘ +oa¢ ) avee o. 50
X%k 5
Par suite g(%)-% et@) (%) sont tous deux de la forme —Q‘ab+\+ 8‘(2«“7 et on
peut donc imposer en plus d ‘{l d'étre <O sur 3 O'T'(.
D'aprés le point b) ‘"l/ est le logarithme itératif d'une certaine 3» de
%‘ CTH ot on a, d'aprés le point a) :
N .
) = @) s Ssoit
¥ ¥ '

o
(12) "t):. (:%.L . En rapprochant (11) et (12) on voit que (%
p

lad
d'aprés le théoréme Z,v% = ¥, ce qui implique 4 son tour :

o0
% (4 ..,g(t) =a(k) :
preme 2+ (T>0; py! - -
a) soit une % de (%(T;r.) et soit une A de 8£0TJ et de la forme O‘Cl:'my
| - - M |
| avec 'W\>t1. . Alors la série ° ( k) est uniformément convergente sur
n20. w-l‘
(‘o T:{ et sa somme est de la forme O‘({; ) .
b) soit une % de %CT;[L) et possédant un logarithme itératifﬁ» . Soit une
i ! - d o, ¥
N A de 8{0 TJ . Alors la série Zz) o Ao% (E) converge uniformément sur tout
' "2 .
QT/ TJ (T{? et sa somme est de Z;z forme @'(.l:v .
{ ve 0k ts ¢ T tasric = [Agy- Aol
De plus, pour tous 0 Yo é la série Sh { 0%&»)“ 53 sz)} ‘

converge vers une somme A(}”‘h) qui vérifie (13) V[A(E,IL,)L<CA[,_ t’;atﬁa
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¢) Soient % et % deux éléments de E’(_oTl et soient N et B
| devx clements de S OT] adnettant en Q des développements limivés de
tous ordres. Si en outre =~ | |

,_ Ay — B = o) et 4. =0 (t7)

ta serie. 2 (A §710 — B, %"""u—))  converge vers wne somne

M0

Soet - S(B=o(t°) ; S&CloT].

Démonstration du lemme I-a

Pour tout entier n)| et tout w)O posons :

ew(e \:[l+w:ﬂ:] [F“-t-n.ur:(--‘i
ol = (

eque
On note qu L N W 2

TS

(]

et que ) () =k -w s e-(k“‘).

W

oot JEGTE) ) § oo o m oW ro () (50)

et on peut donec choisir W posiitif assez petit pour que l'on ait sur [OT] :

g(e) & QM,(E) {t

%(,t—) LQ w-) (,fr) = ei\.,'n.u}'(e)
Si done A(k :.6 ) la set‘r'ze Z

w20

\‘ (Zhwae)] =K > \:F“wpw] v

M),O

et par suite aussi :

A, g (&:}, sera majorée par la
série

"‘7/

Mazs une magjoration atsee montre que pour w—)o

fm-h .
> [\: .\.Mbw] m(‘” l—; , o K?_(w) n'est
‘ w~po -

fonetion que de W , et le point a est démontré.

Démonstration du lemme 2-b.

Par définition 2 et 3 sont Zwes par la reZatwnL(f‘ ? 9& ‘a(e ‘3(&)

D'ou 1'on tire, en itérant-:

e e Lo v N
(14 bis) 3{ ca () z(e) J;{-?(}C) n €N
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Por suite %(& A [-A 3, (,bl <% % (&) (Ao% (*’))

et putsque (% {\ ({; O'(' t“) LU'application du lemme 2, a) montre que la
série <% A/) o'n( (:) converge uniformément sur [OT vers une

~2,0 Rl
somme qui est un o»(gm ) . Mais puisque %,(}7) est de la forme _Q’(k' )
et est %‘: ) sur] OT] on a la majoration %(g\<K{7h sur ] OTJ

et par smte la série

Ao
m.?/o dk [ U‘)] c-o.:v‘erge u;zformement sur tout [T T] T S O)
vers une somme de la forme O (L -k )

L'intégration terme 4 terme entre les bornes [\:‘ , ‘:.‘_:{ est done légi~

time et on en tire aussitdt. (13).

Démonstration du lemme 2-c.

Comme 1l existe des fonetions indéfiniment différ’entiablevs admettant
en un point donné des dérivées successives fixées 4 l'avance, on peut choisir
v
une fonetion C appartenant 4 g[o ‘\'] et telle que P\(\:) - C(t—).—.o(?a):B(t)-C(e)
oM n .
o0 A0 - Bog™ = Aot +B () +C(9
a eondition de poser : A% (k) = @ - C)“ go%b)
B,'“(H = @ - B)° %WM
oM
C%LE} = ch n - C, % (L

Mais d'aprés le point a, les séries Zﬂ ) et B U,)
Ot
convergent et Zeurs sommes sont des ( pour tout w, c'est-d-dire

des O‘(k ) . Il suffit dome maintenant de prouver que Zcm b= 0‘([7’ ) .

ST A » et par suite B et C A, sont des O(kw), e'est ‘mmédiat

d'aprés le point @&

Sinon, A , et par suite B et C , sont de la forme g ({' )
pour un certain entier W, et comme en plus C, est indéfiniment dérivable, elle

est strictement monotone au voisinage de Q .

D'autre part, d'aprés le lemme 1, c¢) il est possible de trouver une



?{ de ‘% (T} Y\,) 5 possédant un logarithme itératif et telle que

@.(}c) = X(e) +o( kw) = %(k) + a({:w)

. Les AW étant définis comme au point a), posons, pour L‘)O voisin

de O : &_a'w(\,) - e Q\ o Q E)

w9
Un calceul aisé montre que si ‘%,(E) = k— - &,EM‘&-O(EP)‘:

Al ANt
g\(tl - ‘{f)(,w (&) =) Qw l:“ + 6 (bh )
Par suite, st rz.)b. et compte tenu de la monotomlg'*de C au voisinage

de O, i1 existe un T°>O tel que sur \ED‘F.] on ait :

Koo ¢ (e o Ju ok q0n) ¢ R,y

et par suite

nw

?{1:, (8 & (me) ek SD&\ &%’4&)) < ?t: 4+ (8)

Cut] € 1Coky, - Co 1] €Con 0+, 10

Cofysy 0 - CoRl|

- C’Ki“’) < lD,m 0 en.,t\ (Hl + ‘ E'“:‘*' (E)l m
On: Dus = Collzo Kt ~Cofl (g

Y Ene®= Col = Col o L (t)

ce qui va permetire de conclure.

e C’ﬁ'\t (k) =

En effet Co 0"-1'1'-1 (¢) — C(E) = O-(EM.) et d'aprés le )
lemme 2,a) la série Z D,nr('(:), et donc aussi la série ZDMJLQ Qn w (&)
) O‘ Ryt =fu ' o
converge vers une somme qui est un , (‘: )
_ L ‘
D'autre part, puisque C & 8 [O To] » on peut appliquer le

Zemﬁe 2,b) @ 1'étude de la série 2 E'Y\'L (,\') en prenant :
. Ufu tz) = ( Qrz.,«-\ (k) , E) |
t’esp -'» L&,,(:l\ -;. (k) Qy;/-l (,H) ] |

¥ monotonie que l'on pouvarit s'imposer lors du choix de C et qu'on postule
. tet. o
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On trowve alors que la série Z E'ﬁ.‘h ( ) converge vers une

~2,0
somme qui est < Coke L""';: ’
A i

Mais )v,. -t = 0 (k‘lu-i) ek \'-‘; ~ l:

q—

Par suite Z E’ﬂ.".‘. ( 'n"r)

M0
(C était pour pouvoir appliquer le lemme 2, b) qu'il était md’aspensabZe d'intro-

duire une ?{_ possédant un Zogarwhne ﬂteratﬁf)

En rassemblant tous les résultats obtenus ci-dessus, on voit que pour
tout )( & [-O TJ la série zc (lc) s, et done aussi la série

N e
( %(}c — (1:)) » convergent vers des sommes, resp. R (L)
et S(_L—) > qui sont des ,L’IL) |

Passons maintenant de &O TOJ a 'S/O T] en remarquant qu'il
extste M, & n\l tel que M.

§7°(1e1]) < Lo
i} (YOT;D C io T,]

On peut alors écrire :

> [hia-Bgh] - 3. (87840« 2 . -B.g

70 04 tng "0
: Olng

avec B: % (L’) et lé' é[OT:(

——

D'aprés le choix de M, , B apparment a LO —T{{ et d'aprés ce

qui précéde, la série Z Y‘A g ‘M( 9) J converge

vers une somme S (B) qz,n est un ( ) R c'est-d-dire ausst un
(7(‘;&-\1) car B~\7 . Enfin, la somme finte

2 QA o %ﬂ(}) - B o tafm'(_b) ] est manifestement un o'< Ew)

oL SN,
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Par suite, la série bt LA 3((:) — B % (e)j

eonverge sur S_OT} tout entzer’ vers une certaine somme (E} » qui est
n-
continue bien entendu, et qut en outre est un (j( h) pour tout
oo
n_} r‘ > et par suite un 6‘(;{: ) , et cect acheve la demonstratwn

Lemes: (T>O P A
Sou; une O(Y appartenant d (T p ‘m) et possédant un Zogarithme 1téra-
, tif% . Alors :

a) éour tout b & IOT‘] on a : |
o ] - Fa3 g0 - g )

b_) pour tout CI entier >/l et tout ke [OTjon a:

[ 4] ] = -2 4 g

Démonstration du lemme 3-a :

Par hypothése '3 et % sont liés par la relation

(17) ﬁ*. = . % / %_/

qui entraine, aprés zteramon :

(17 bis) oa ea /Qf ) Yo € N

Par suite, pour tout k‘ & 1 0 T]
: ™
(17_ter) %(k} | / (3, (M) = [ 2:5 i_% Wy ]
' x %‘;% (&) ‘-% “
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Puisque ‘é(% {0 sur 1OT1 on peut prendre les Zoga:mthmes des

deux membres de ( 17 ter) et écrire, en tenant compte de Z'tdenmte

( )"" "=0 % %
a0 tortg @) = v |- 3(0] = Tate) - Quis)

avec Q%) U:) &ro&&% %(e /% 02{ (T]
20] Q6 = _O{@m&cz % e - &3%3 (T}

D'aprés le lemme 2, b) la série {Zog 0& % (E - 1093 o% C_T)}
est convergente, et donc Q,MU: et P Lk) tendent vers des limites quand
m —3 + o0

En rémarquant qu'il existe un entier M, tel que %oma_('r) £ %,(L‘)

et en passant 4 la limite (en ’m.) dans les inégalités
of{m + M ) . om
%( (T . ( (T)) 3 (¢
9°™ (T) % | & “17)
on voit que .
Lin (% (k) / % (T) = |

¢v

V7o

-3 400
et par suite que -P
(=0

et ceci établit le point a).

Démonstration du lemme 3-b.

De (17 bis) on tire : \
(QEg)(Mg ") =(g, 1) og " ¥HeElon]

Cect montre que la relatwn ( 16‘) pour tout ‘3‘7/ s'obtient formelle-
ment dl partir de la relaéwn (16) pour Lﬂ-— ) par une dérivation terme a terme,
sutvie par une multiplication par (é*(}:) , et que la reZationUé’) pour o = |

s'obtient de la méme maniére 4 partir de la relation (15).
Mats des reldtions %}k) = Q U.‘bﬂ) ek eo'% %f/(t) :QU‘F)
on tire : ¢l ‘1 N / - GHW‘
’ E‘é,,;ﬁ.l ey g1 -Q‘(E )
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et en appliquant le lemme 2, a) on voit que pour tout q P le second

membre de (18) est une série uniformément convergente sur EO T].

Cela montre que la dérivation formelle de (15), puts de (16) pour

4= 1, 2 3 et ...est 1égitime, et cect achéve de prouver le lemme 3.

Corollaire du lemme 3 : ST une % de 3 (’F} b_) posséde un Zogari.thme

itératif 3 , celui-ci est unique.
¥
En effet, la relation (15) détermine 3 a un facteur multiplicatif
‘ * .
prés (ad partir de 3 ). Mais la condition. '%(b}u ca(t-) - détermine ce
&

facteur sans ambiguité.

Lemme 4 : Toute fonction g de (%,(T;\m) (T)O;ll)l) posséde un logarithme

itératif.

Démonstration : Soit unég quelconque, élément de ,% (T, l«.)
D'aprés le lemme 1-c). il existe unme 8 de g (T} \1), possédant un

logarithme itératif g et telle que g('(:\ - %(E\ = o(k”'}.
* '

‘D'aprés le lemme 3-a), pour tout & & -]OT]:

. _ . / oM / oM

(21) Log [—(}i_&)] 'Zog{ %*(,T)l E %}o ‘Zog%o% Lt—) - Zog% o% (T)}

et d'autre part, d'aprés le lemme 2,c) [prendre (HIB) :,(80? 33&‘3%)1

la série Z {Zog Sfa 20%9) — log %(O%"M(B)} convei’ge pour tout: 9)

Bé}OTi\»o et sa somme est un O(Boo) . En faisant 5:“ s puts BT

et en tenant_conpte de (21), on voit que, pour tout t—EloTl la série :
Z{Zoggiaga%e) — log glog‘m(‘l‘)} converge et que st 1'on
"0 : .

définit, d un facteur muiltiplicatif positif prés, une fonction ‘[DU-) par la

velation

- (22) &\3{- f(e)l - %{-‘fﬁ)t{ - _.%_O {&%X’o °Z\t_)~e°?§:§oz‘ﬂ}

cette fonctionT est définie,% 0 et continue sur'_]oT] et vérifie :
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(23) L((H . %-*(b) = ?(T) 1"0’07&) } (@(,T):Cblf_ﬁnb)
w4 |

et que par suite se prolonge par continuité a Y OT | tout entier, et admet
que p p er,

en () des développements limités de. tous ordres.
Pour déterminer ‘f sans ambiguité, imposons la relation :
(24) ‘f(&] ~ g(b) -t
Puisque : (24 bis) % (k) ~ 3,(}) oA g(H -
on a ‘f(}‘:) N% (_b) et par smte, d'apres (23) :
: ¥
2 P -4 = - (F°)
*
Substituant  ensuite (_l:) a bt dans (22) on stabiit facilement que :

(26) : Lf g(,b) g’(ﬂ fle) set, en itérant :
(26 bis) "M = (g“) “(’us) ¥ & (N

Montrons mazntenantéoaz’ recurrence sur l'entier 1 ) que la fonetion
‘f qu'on vient de définir posséde, pour tout 92 O , les trois propriétés

8. (q) suivantes :
Sig) : &8
?,,(al) v St 9=0:
R byl ] = < 2 e ef- &35' o§)
S 9 QO T ‘

OB l o] = - Z {1 &1 0
\ ?3(1): ‘(’ (b) - @A (b) = o-({’)

Les propriétés JJ (o) :P (o) et ‘?3(0) viennent d'étre démontrées

Q/ou" (22) et ( 25)) Supposons maintenant les ?(q) vrates pour C‘ ‘-‘h
(C‘ fixé >/O) et montrons que les ? (1 -H) sont vrates.
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Commengons par noter qu'en vertu de (26 bis) on a, pour tout ‘h.> 9]

et tout H ét [oT]

(27) C(’(e] ;&_) ogmte)f = L d H) gm)
0r la fonction H‘LW = (Y Ié) 2 &%gce)

ne contient que les dérivées de d’ordre\(q-\ . Done, en verte de 1 "hyp -
N o

H,‘ & L@L[o T].

et on peut appliquer (27) avec H Hq . Ceci montre que la relation

thése de récurrence :

d{— (q H) se déduit formellement de Za relation (R,(Ci ) par application

terme 4 terme de 1'opérateur différentiel ‘f({-) Tt

D'autre part, d'aprés le lemme 3-b), pour tout Cl > s % eta

sont lides par la relation :

MO W% ] b [- %“’]“&{(h)%} L

Mais puisque par construction de lol : g(e) %(E)

et puisque, par hypothése, ? ( est vrate pour tout ». On vVoit que
34 1349,

A(t) 1+a (¢) = (:f i)’i,“l’ Qc_% g/(e)
_ o B d 1.+ p
B - Bﬁa. = (4 0&> by a4

on. aura : IA\(H - B(ﬁ’) = 0“‘00) .

On est done dans les conditions d'application du lemme 2-c) et on

st L'on pose :

peut affirmer que pour tout l:‘ € \:O T] la série :

(28) > i A, 3 ) ——Bo%o (e)}

' o
converge et que sa somme est un O(E )
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Mais comme cette série n'est autre que la différence terme a4 terme
des seconds membres de «;CQD—H) et \]0( CLH) et comme le second membre de
LJO(CL-(-\) converge, on en déduit que le second membre de G{(q ;H) converge
lut aussi. Cela prouve que la différentiation terme 4 terme de 02(‘10)

est légitime. Or le premier membre de 0{(‘3[9) est de la fbrme :
G4 / (9,-Y
Y & J"Q‘L (jol‘f/"‘;tf )
ot Q% est un polyndme, 4 coefficients constants, de ? variables.

Puisque ‘f:‘lé 0 sur]@’]j, la dérivabilité de ce premier membre implique
donc celle de ’f °) sur]OTJ .

’ [~ )
Mais la somme de la série (28) est un 6‘(‘7 . Par suite :

14, 44

. @) 4 (4 (%
kf(t) (fm t 9+ (ﬁ*)r"/ ‘(’(e) ) - 2‘(&) 3;") - ch-\(%f)/'“/ %i“’) )
(29 T = ot
Moyennant ?3(0)/ ?s(t),... ) (?3(%) on tirve aisément de (29) :
P Loy L s,

¥
clest-g~dire 3 E(CI -H) » et ceci achéve la démonstration de l'hypothése
-]

de récurrence.
Récapitulons les propriétés de la fonection T
w e Cher] @) Tof = §P
(344) ‘f’(e)N g(e) —k  quand LN O |
(iii'i)“fest :[.‘. O sur 3 OTJ , et par suite de (74%) (F< O sur]OTJ

Il en résulte que la fonction g— adf_ﬂetf comme logarithme itérotif,

et ceci achéve la démonstration du lemme 4.

Lemme 5 : Soit £ une fonetion de % (T/ t«,) (T) o rs)/l)
' D'aprés le lemme 4, g( posséde un logarithme itératif g', et d'apres le
‘ *
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coroZZaire du lemme 3, ce logarithme itératif est unique. En fait, toute
I fonetion \f vérifiant :

: /

| (30) Lfog.:r“"eg et (31) ‘f(’k—)/\_’g(ﬁ)-—-‘:

est égale a g .

*

Démonstration :

De (30)‘ on tire en effet : ‘fo XO%;-_ ‘"() (%OM)/ Vm.é [N

Par suite la relation
Ty
est vérifiée pour = ‘f et pour
( g #+ 0 50»“_101‘]) on trouve :
2 P /8 ) = Fo ¥y /8 9 -

Mazs f({-\Ng('Lr) g ) Quand L\ O

Done, a k fixe, et quand M -'-9*‘00 le second membre de (32) tend

vers 1, ce qui prouve le lemme 5 et achéve du méme coup la démonstration du
théoréme 11 dans le cas ou I‘L >/ [ . GQuant & la démonstration du théoréme

11 dans le cas.‘f’t. >/ > elle est exactement analogue : il suffit de remplacer
la condition g (l:)zvg(&) par la condition X G ec-g, g, (o)

et, dane la démonstration du Zemme 2, a), de substituer a la majoration de

8(&] par e,w (,(r) une majoration par AW(E-):WP.

A partir de la on démontre les théorémes 8, 9 et 10 du présent

paragraphe de la maniére suivante :
A A

A
Tou/z& g de /}84_ ou (%,+ est remplacé par son mverse, qm est un
élément de ]}e- ou @ ‘ . Bnsuite, 4 tout germe X de% ou ‘% on aosocw
1'un quélconque de se-s. représentants, sotit de . ST valztf r\. , Tl extste
nécegsairement des T assez petits pour que g appartienne d %(T rx.

construit alors le Zogamthme Ztératif g ? de § » constdéré comme



& F

oS
élément de ('% (,T; \1.) , et pour tout W0 on définit un élément g ole_ﬁ
= T

(Tr)

£

e

t
par la relation J :J_?__

RTINAY

On note ensuite que le germe N) ne dépend ni du choix de T wi
' ALY

- IN our A
. » . . N o\
choix du représentant 5 de X s ce qui autorise d poser : g = <§ ) .
T
A partir de 1a, et du théoréme 11, l'obtention des énoncés des
théorémes 8, 9 et 10 n'est qu'une affaire de vérifications aisées, sur les—

quelles nous n'insisterons pas.



CHAPITRE ITI

~ AL

LA THEORIE ITERATIVE DANS LES GROUPES CQ} {(‘;7‘ ET %{ﬁﬁs .

a4
§ I : DEFINITION DES CLASSES & (T2 . rapormums DB smasrrIvE.
A3 4

Le présent chapitre étudie la régularité ou non-régularité, en un
sens qu'on précise, des opérateurs logit et expit Som intérét autonome est

limité, mais 11 est indispensable pour la suite, et notamment les chapitres.

IIT et IV de la partie A.

Définition 1 :

a) Suites de tzipe(R, . On applle suite de type d%, ou de type régulier,
toute suite {‘-;..k (%),9, positive, non décroissante et telle que

| sy (B /T) <o -

; b) CZasse; %’{\';"& . On dit qu'une série formelle de ‘Z , c'lest—a-dire
du types(1) | CF(%) = a, %mu (lx éZj)appar’tient d la classe

g{ rfr\.B st ' "t

(2) lim sup "{_l: \am\ <<>0

s
e) Opérateur [". Powr toute suite r:: {l’;% et toute Lf du type
: ~

Py

-
(1) on désigne par "f 1'élément de % défini par :

AL o 415 4! n "‘ﬂ-"f\
(] b’I:S) rk‘f (%) = ‘E_Z.O o-lv\ .2: "" Z O'rr\. Yf: 2
R w2l
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L s A~ ’~ ~
i d) Enfin, pour deux éléments Lto et kf de % on éerit ‘f << “t" st les coef-
ficients de majorent en valeur absolue ceux de "f s Z. e. 8T
1] ¢ 179 ¥
Remarque : Voici trois exemples, importants pour les applications, de

suites {R} de type(ﬁ, :

) T, = | - ii Q;gmour‘ QA)’?’YL
n=\

ou Zog( (*n)désigne (Zog (Zog .. (Zogfn,)).) nfois et ov N esl: fwxe

(117) Y,;_ (B>O) Les classes 5 { } correspondantes sont respectivement :
(2) la calsse "analytique' (i1) les classes quasi-analytiques "originelles" de

Denjoy (ii1) les classes de Gevray d'indice a .

Théoréme 1 : r: {R} désigne ici une suite de type (ﬁ_ .

A e

a) étant donZé deux f’féments &(D et ‘f de ? » 4 coefficients positifs et
de Zaformetloﬁ‘e —6(‘) et L&/(’_& g(?:) ,ona:

o U0 T(Ee)

b) .{%g est stable

(1) par intégration et dérivation formelle.

(i7) par la mulmplwatwn ordina:re

(1ii)par composition : C( Y) —_ “( Lt/ i CF(,% O’('%)

(1111) par pmse de 1'inverse (de composition) d'un g de la forme 6(2-1

(Z.e. gé‘]‘{,)

Démonstration du théoréme 1, a).

s A
On peut bien siir se ramener au cas ou Lr et L‘/ é l}{ . 5% alors
on pose

0 Yw=oer+Z o2 ,m-e-u-z oo b9

"l

¥ C’Fokf)(éc). = C% +~Z« C.z

h21



So

%) Qf OY) (3) = <= +Z el T
nyl

) () U’ Jo = e £ 2 et
om0

on aura : (3) c’.~. ¢ = c" et pour tout %7/[ :

- 0.6’ + 2 K{%,m,lmm} (a. @* 6 ‘6‘ )

ou les KSL‘/A;'“U“?- } sont des constantes 2,0 et ot le Z est pris

'ﬂ.

par rapport aux {’TL S tels que :
(4) 4.+Tl.+2.’nz o= | &
[ S (“l X .
Par suite : 8— + Z K{ TR X(Q‘ ‘-:heé' [‘— 6_”1{;2.?11)
D'ot, en majorant chaque [-;: par \—q: (pour LM ) :
N M+ 2mat...
(5)  cn & o.@;»(:\ + ZK{...} (QL@A b, @zf“) ,(:\( o)

n
soit, d'aprés (4) : (5 bis) : (‘,’,’h S Cn f; ('fh)‘,l)

/N
C

/A

s

Q

/A
2O

/g O ’ ¢ n
Or par définition méme de ("f o‘t’) on a : (5 ter) : C = Cq I

. wfn),t)
(3), (5 bis) et (5 ter) montrent bien que C— ) c— T ~
§):L%) «(¢.9)

Démonstration du théoréme 1, b).

- Le point (15). résulte aussitdt des propriétés des suites G{, qui as-—
surent que le r’appor't Al / r oscille entre 1 et une constante %. Lo
Le point (i1) est trés simple.

Le point (zm) résulte de la partie a)du présent théoréme. En effet supposons

d'abord que (f(%) 6@;) et posons pour tout A\ & c

?_(%) = k=2 +A%7‘+... :’K%(t-—/\%)'
A |



S|

L'appartenance de ‘f et\’r a (6{ -Ss exprime par 1'existence de

réels positifs /\‘ et /\ tels que ?({r et \f)<<~r%,’
| - - A
Mais alors << C—% ) ( \et d'apr}es le point a :

(5) e ( m « Q%A

et putsqu'on vérifie que = L:‘.k‘)' -, 1l s'ensuit que

r z‘*‘kl\ A~ AL
(%k‘o %A) est de cZasse g@{ri& , et magor'e en valeur absolue ‘f & ‘f R

ce qui démontre le pm,nt (11%) Llorsque “\OL%) = O (%) .

On passe ensuite au cas d'un Lf gener’al en montrant separement
L'appartenance a 8 {r}d'un nombre fini de termes de la forme Y (%)
ce qui se fazt atsément, par exemple en mettant Ltl(,‘t sous la forme
¢ %(l 2 ﬁ.(%) avee a,(%l @(%) et en substituant e\(?.-) Z. dans la
série & ] (\ + 2) > qui est manifestement de classe "holomorphe en
(2 ,7:) .

Il ne reste ?Zus qu'd examiner le point (i1i%). Désiéno_n's par %'

N

1 'inverse de g dansl}{‘ et posons :

(6) g(’{: =0z — 2. a,, z ! el (?—) %’(% 6%*:-26‘ Mi,

m ol
Bien str U =o ot d'au?’:re part en substituant %-(%) *  dans (6)

A+td
et en identifiant 4 0 e coefficient de & , on trouve pour chaque ’N->/f

une relation ﬁmdu type :

\
(8) &6;:? o, &) ou an est un polyndme en Oy Q... Ry,
' ~

Qr” er“ N QJ',M\ 5 & coefficients >/ O' et indépendants de S et %

déduit de 1d que :

(8 bis) 67,‘ :Qm(a.;) ou Q,“ est un poZynome en O, 4, &y, ..« Ry

de la forme (8 ter) :. Q,“ = Z Q{’n;} —’Yloﬂ‘ Q‘ s o les Q{’n

i=t

sont des constantes >/O et ol la Z s'étend & toutes les familles {“i}

telles que



YA

0§ M & m (st i >o)
4| ek Zé'n; =N
{(;]S , il existe RY O tel que

VIQO) la.] < R0 Yl

-Tt
Chaque monome ﬂa u second membre de (8 ter) est done

(9)

6 & m &2
‘6

N\
Mais putsque g &
n

- z
majoré en valeur absolue par tal ’h a_ 1 TT rb“ » et donc aussi par
la.r,m((l{\ \an L?L ['\ , soit.enfin (pm,sque ’YL,SZ,‘%«H) par :
L&‘ m) par exemple, avee @.\ = Rewp (1, [a.l"?)

Compte tenu de la positivité des Q{m}on trouve donc

B () (RO (e) o

Co=h
(@.\ , Yoyt
Mais puisque Za série K(%-) Q?:—Z_c ¥ >, qui est le développement
Z'omg’me d'une fonctwn holomorphe en 0 > admet pour inverse de composition
petl S Nl
‘la série (¥) = OL t+ Q(C » qui est aussi le developpement Z'omgzne
d'une fonetion holomorphe 11l existe une constante el telle que Q (¢ ég

et par suite, telle que \QT [(F ?« \thlce qui prouve que ?, & (‘6{‘- .g

et achéve la démonstration du théoréme 1.

Définition 2 :

on désigne par 'H{ 75 ’}6{ et % {EJS

. sous—ensembles de,)"( " formés des éléments qui sont de

' j classe Lé {rj . ST la suite {Fi est de type @ » ce sont des sous-—
groupes de IK. {}e_ et ‘% (cela résulte du théoréme 1, b (iii) et |
( mm).

Néus allons maintenant étudier la stabilité éventuelle des classes
8{‘1} par rapport.aux opérateurs : e.xpi't, logit ete ... introduits plus
héut. Le principal champ d'application sera fourni par les fonctions holo—

morphes, quasi-analytiques, et de Gevray.
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§ 2 — REGULARITE DE L 'EXPONENTIATION ITERATIVE.

Théoréme 2(Régularité de l'opérateur expit)

A
{r %est une suite de type et st X est un élément de %
Y d o
de classe f U } R

%{CJS <resp- a '17?{(13)

A

(respl}t ) possédant un logarithme itératif

~ *
F alors g et g (V‘W’é(ﬁ) appartiennent 4

Démonstration : :
Premier cas : valit %), ('L e. g ‘% ).
On a alors g Z X % (Ici, bien stir, on n'impose pas ™ %‘C

ol
Or d'aprés le theoreme 2 (4, I, § 1), Ll'exponentielle itérative

A

o~ ~ou)— N
d'ordre W deg > qu'on note § ou expit(uu'g ) s 8'exprime en fonction deg
* X ¥
par la formule :

gowi% ,:%+Z w (g(%) .._)@-) -,:.-z-+Za(w +

17i Ml
D'ou il résulte que G, (W‘) & (W‘ (X”... Ok,h) oV 0.%
est un polyndme par rapport d ses (ﬁwl) variables. Puisque g & f {
par hypothése, il existe une constante P%.)O telle que ,“\ <(Zﬁ, rm

pour des raisons d'homogénéité, U, ('W' J X,aee ) OQM) ne contient que des

e U O(;_/ni avec Z tn =M

et les coefficients préeédant ces mondmes sont manifestement pogitifs ou nuls.

mondmes du type :

A partir de 14, et en raisonnant comme dans la démonstration du théoréme 1, a

et-dessus, on montre facilement que
3 n 1~
[0 (w5 &,y )| @, (lol; KT R, BTET)
SR (\w\ kLR
our
L'appartenance de g 8 {\;S sera démontrée , si nous prouvons

ol
que pour tout Vv D0, le développement (en z) % défint par :



X

oV ~ n e+l
% (%)::expit(v%,) :%‘l’Z a (‘U~ &, a)%
. ) m / /
~ X o
appartient d %{[\%"——;l} s ¢lest-d-dire a4 la classe des développements

"holomorphes".Mais les relations ci-dessus postulent que

+ - A~
% (r) = %l AR R (1-fz) . Or %*‘
admet*pour primiti;)e le développement "généralisé" . C(%) . &—*%-a -'&"‘ eo_%% .

. . A
D'apres la théorie générale (cf. A, I) %o est de la forme :
AL

§ =2 +te)  §y 2 G 3
avee ‘ﬂ '6{*(1 +‘17L%))} = v+ G
L & ?\-‘%"(‘*rﬁ%))"*- @C‘&%(n-*?m)-@{'f‘wzo

et en appliquant & ce systéme le théoréme sur les fonetions implicites holo-

~ rwOAS
morphes, on démontre que \{) >, et donc ausst '3. > sont des développements

~S
"holomorphes", 7. e. de classe f{l} , et cect achéve la démonstration.

’ : ~ ~ N oA
Deuxiéme cas : valit f’:: 0 (i.e. gé%é‘% )
| ~ '
Ce cas est immédiat. En effet, st g

s
quant les théorémes de stabilité du § 1, om montre successivement 1'appartenance

N

2) de [ | . ol -

9) de la primitive g*de (e (p'log) pres)

3) du préitérateur ?ﬁ).—.:xp (% g’fe) <oa ® = ém} g,’/(o))
~

*x Dx¥
4) de 1'inverse de composition g de g '

(4"

est de classe 6{(}} > en appli-

et enfin -
% owr ¥R W pex
5) .de l'itérée générale g, = X (8. g (?:)) .
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§ 3 : NON—REGULARITE DE LA PRISE DU LOGARITHME ITERATIF.

Iet comme ci-avant, r:: {\1‘& déstigne toujours une sutte de type (R

 Théoréme 3 : (Non-régularité de 1'opérateur logit).
P At

Vicd
a) soit g un élément de‘% et g son logarithme itératif.
s

g é %,{(‘:ﬂ"& . alors g ¢ f{%\:\‘g mais en genemlg 4‘8{(%

. a big) En par*twulwr 87 lim - ( mt r.;) = 0O , 7l est certain

T qu'il existe des g dans ‘%{ telles que g* £ ﬁ {R_} .

i\ En fait, cette propriété est probablement vrate dans tous les groupes

G

b) Au contraire, tout élément g de r}()‘ {r,wg de valuation ate—

S R

» rative rulle, possede (comme eZement de'}e ) un logarithme itératif

*
qui est de classe 6 {r-g
| Démonstration du théoréme 3, a) :
~ Posons : el owr ,
: : MH
g(‘e) z +Z a,.z j (? (H= ¢ +Za,(w) X(%)
nl L B %7, '

D'aprés le théoréme 2 ,g-de (A, I, §3), g s'exprime & partir de g
* v

par la relation : Ben

Atl & NO(/h-"&
(11)3”(% Zn - /\(z avec A(% Z l C §
TR )
De{vld on tiz:i : ’M—l @ 3 % et puisque
Al £ (%) -T = O (2- ) on voit facwlemant par récurrence que
N a+) 0
A ?:) 6 (% ) Par suite le coefficient K, _de T dans g(ﬂ:}
: Nl *
est égal au coefficient de ¥ dans la série :
o1 o '
‘fm(ﬂ: % +Z W () Aﬂm
Avec la notatwn symboquue f ’VLF{, é[N)on peut écrire :

Fa 4

g{)m - g ,’m;t L“)mﬂ (X —l)
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soit, aprés quelques regroupements formels licites :
Vatd

Jo= (10 +n) ¢ il C. (~\)'m“ w' X

e'est~d~-dire
Pa'd

.(12) Ym(%\ = - (‘\*_2'4_‘_ ~I) +z CT“ )'mﬂ -l "’o’(r:)

De Za z’elatwn (12) et de la remarque faite plus haut et selon laqu:1l

% (%_ ‘l‘o‘(% "'Z), on déduit :
=W i o ™m
(13) X, = % .Q—l)lww w' Cm &, (”M) )-an),(

Dlons (14) ‘ O(M‘, é 2’“ ‘z‘:’& . \ Q, (’m)}

Posons maintenant :

(5) 5ﬁ(%‘, = % r 2 G, AL, %(\—Kz-)"

o :
L\Sb’\s) g{;w(%) = 2 4+M27:' @'M(w) = ‘?:(\-w'ﬁ?:)-‘

Ar
En utilisant les notations du § 1, Z'appa:r'tenance de 5 d la classe

8{?% equwaut a l'existence d"un {ZQ)O tel que :

(16) g << @ et par suite :

(17} m & (( %&) (me entier et >/{)

D'ou, par application répétée du théoréme 1, a):

(1.8) C(%))om & <%€:m) | , et finalement

f Ao oY m
(g) << %" ) s ce qui se traduit par les inégalités :
- i : -

D'ou, compte teru de (14) :

| ('2'0) | l(xml € @ ) L%_) , olest-a-dire + Z@é?{m E% :
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Démonstration du théoréme 3, a bis).

Ce point résultera du corollaire du théoréme 2 (A, IV § 2), qui sera

établi indépendamment au chapitre IV.

Démonstration du_théoréme 3, b).

Nous devons examiner des g de la forme

g (% ot + & ('},—) avec a .f-( et > 0 . On peut supposer O4A(!
o)
(37, ayl, on se raméne au cas précédent en envisageant g ) .
N

Pour tout %_ , introdutisons 1'élément % %de rc\‘e par la relation :

I

Lz,(%) o.('-z-a-(%%+ _@g% +...)=a.?:(\~f?.’?;rl,

On calcule ¢ partir de 1d :
- (21) %’,"m(%) = o = { = ka-am) (e z}-l'.
Puisque g & f { } , 1l existe & Y0 tel que :@2) §<<\"%

Désignons par g A le prev,terateur de g (voir déf. en A, T § 2).

Alors : .
| T -m yem
d'aprés Théor. 6 (A, I, $2) g = Iim & ,
’ ’t‘\'\*—aoo om

dlapres (22) L vim o:m(r“’)

. “m e oot
d'aprés le théoréme 1,a de IT ... (Zim Q { %

N300
par linéarité de 1'opérateur C.. = lim a % )
M3 o

. r s
d'aprés (21) A e = {2‘(1 - %(g—a.)‘ %) ‘}

Soit finaiement :

s {%(\ )‘QV‘} wee Rma]' >0 s cequt

, .4 g¥¥
exprime bien que S est de classe \6 {‘1} , et par suite ausst I % R
fd eyt | ¥
puts -—}% s puts ftnalement g

Ads s\l f AL
:@rr(l)a‘) (i 8x*) (g%*) , ce qui achéve
la démonstration. ¥ d



5%

4 : NON-REGULARITE DE LA PRISE DE L'ITEREE FRACTIONNAIRE.

g

§

On continue de désigner par F = {Q?Sune suite de type 6{,

Définition 3 :

) N
On dit qu'un élément g du groupe W{n%st itérable d'ordre MW~ (nour

i un certain A complexe), ou encore queW est un ordre d'itération admis—
a4

N\

o : oW
sible pour g relativement a % {ﬂ\}, 87 g > a priori élément de TJ{ >
L .
apparment en failt & n} . Cette définition vaut de méme pour le sous-

groupe %{V.g de %{Rg

On désigne par W’“ V; ., ou simplement par W"‘ lorsqu'il n'y a
_ { §

pas d craindre d'ambiguité, 1'ensemble des ordres d'itération admissibles

~
g . Wy est manifestement un sous-groupe additif de G et un sur-

de
groupe de Z. .

NS

Lorsque W" =£ s on dit que g est pleinement itérable dans

%{Cﬂs <resp %{VM_S) ~ "
Enfin, on désigne par I %&RX L'ensemble dés “%S'R qut sont

¥ pleinement itérables.

Théoréme 4 : Ao

L d
a) Toute de l}eiﬂ‘g et de waluation itérative nulle est pleinement

itérable (et par suite, seule présente de l'intérét l'étude du sous-groupe

48R
b) Une conditions nécessaire et suffisante pour qu "une g{

~s
goit pleinement itérable, est que g soit de classe ‘5{(‘

e) Une condition suff'zsante pour qu "une g de ‘%/{E\} a coeffictents

réels soit itérable pour tout AW~ complexe est qu'elle soit itérable pour

tout W réel.
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N. B. Pour certaines classes, et en particulier pour gl: = | , cette
NS .
condition vaut pour toutes les g s que leurs coefficients solent réels

ou non.

~ AL

d) 57 une g de (g_{r;\} n'est pas pleinement itérable, W?’ est de

mesure nulle dans <C . Pour certaines {‘:&} données, V\}:?’ peut alors
revétir dans tous les cas une forme encore plus particuliére. Par exemple,
A

-1
st l_: :-‘:,\/\/\lé’ est nécessairement de la forme N Z— ( n entier) si g

n'est pas itérable.

oy P AS
e) L'ensemble I %{rﬁﬂg des § de %{R} qut sont pleinement
Ar

itérables ne coincide en général pas avec ('% Q\ tout entier. En particu-
~F .
lier, 1l est certain que st BGY‘O\[ R {fnfe} contient des g non
(o
itérables( et c'est probablement vrai de tous les "%{\}})

Démonstration du théoréme 4, a :

~’
~ Clest tnmédiat. En effet, d'aprés le théoréme 3, si appartient
. A ~F
a g’({m}et est de valuation itérative nulle, alors est de classe 2)0{[;}
~oW ¥ -7
et d'aprés le théoréme 2, § est alors dans /}e{mipour tout W

Démonstration du théoréme 4, b :

La condition est évidemment suffisante, car, d'aprés le théoréme 2
o oW o
st g & \6 {{:\} s g =3 %{Q} pour tout W"é(C .
Reste a montrer que la condition est nécessaire. Pour cela, nous allons devoir
utiliser un lemme, dit @ Jabotinsky et. utilisé par cet auteur dans E‘la pour

traiter un cas particulier. du probléme que nous examinons.
Nous domnons de ce lemme un énoncé légérement modifié. On désigne

par m%@ et WL%R les mesures de Lebesgue le (L\ et ‘R .

Lemme 1 :



g0

' en W , soitA un réel de {O i] et & un réel > O . Il existe une constante

universelle C' (7, e. indépendante de ‘P/VI L\/A) telle que :
( '/wV

merg {ws; Wl 85 | Pw) /Pl <R G R

B Cas réel : Soit ?(w)un polyndme a coefficients réels et de degréV enw réel,

soith un réel de{o!]et A un réel >0 . Il existe une constante universelle

CZ telle que :

. \

| | (o
Mesg {wr; -4 <urga s | P [Pl k] €N

Pour la démonstration du lemme 1, nous renvoyons Q @ﬁ] ‘

Nous allons tirer -de 14 un second lemme, qui nous servira d plusieurs

reprises dans la suite. En vue surtout des applications ultérieures, nous .

donnons & ce lemme 2 une forme légérement plus compliquée que celle qui suffi-—

rait 4 traiter le cas qui nous occupe présentement.

Lemme 2 : Soit [E. un sous—ensemble de lN et soit g(h) une fonction affine
non coﬁstante, deW , telle que S(\E) < \N *
: ~

-

i Soit en outre g () = :>: Q,h(w') 2z, ou QM(W) est un
w ne

| polyndme en W de degré 3(’?\\ .

~N

Alors, si g (considéré comme développement en ¥ ) n'appartient

. 1 w . i o . .
E pas d Zi {m} pour un certain W=W,, % nlappartient ¢ O {Cn}
B w

pomﬂ presque aucun W complexe (et pour presque aucunw réel si les L, (w)

: sont des polyndmes d coefficients réels).

Démonstration :
— ~ .
S 'g ¢‘ (6 {Y;% » alors il existe une suite .{/}L& d'entiers
Y .
telle que . : : ‘
@)
et inversement si g & ‘5 {rng s 1l existe ?{ = @.(W) >0
Oy _

telle que :

=1|-
o
_0:3
v
a—)
<2
—i



¢4

‘ '/ v
(23) __\___. k CL%(W)& " é !%(w) y Vm.

M |
De (22) et (23) on tire :

n
@‘t) ( (lﬂ /a./n (©) (?i(w)/q) ‘( ; Vc‘

Des'agnons par A/Wﬂ L'ensemble des\W complexes du disque \wl(b

et.tels que

(25) ‘ Am (W) /afn (0)[ > AM/O()M?

Compte tenu de (24), 1l est clair que st l'on désigne parv 1'ensemble

des W~ tels que g & zf{r-%, on auraq :

w Ve U 1V C OQ@ A

Azt ‘m=\ ¢\.. A=
. Mais lorsque ™M \<ﬁ s on peut appliquer le lemme 1 & (25) en prenant
M
V:-.S(’Y\(‘\ et l\: Q“{‘i) i et conclure que : /S(,n )
+
4“‘%@(\[’5,%4) <Gy )/‘ *

Pmlscjue ﬂ‘\ / S tend vers une limite >0 quand 0‘—-—9«%9@ , on déduit
de (27) que /m,(%@ { (\ VA T, ﬂg et done que ’YYL(J/)(Q[) =

Le cas réel se trazte de méme, et ceci démontre le lerme 2. Appliquons~le main-

tenant 4 la démonstration de la nécessité dy eritéve de pleine itérabilité

indiqué au théoréme 4, b. Posons pour cela

o~
g (4 = Z 0( ,
L ny |
~a
At (8 (%) —%) Z {'\ (W'
oyt
En se reportcmt au théoréme 2, de A, I, § 1, on établit facilement

que AM[W) est un poZyné‘me de degré S(’n) affine en W , et que Am(O)::
N .
Done, st g n'appartient pas & E{\;}, alors, en vertu du lemme 2,

A

~oW 4 .
w { (3} =%\ , et par suite auss? , n'appartiennent a L@ {m‘g
pour presque aucun W complexe, et ne saurait &tre pleinement itérable.

e.q.f.d.
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Démonstration du théoréme 4, ¢ :
Fard

Montrons que dans ce cas, st g n'est pas itérable pour tous les wW-

complexes, 11 n'est pas non plus itérable pour tous les M réels. En effet, st
. ~ ~
g est non pleitnement itérable, d'aprés le point b, g ‘ é_ %{R% . Mats st
e fo ¥

X est 4 coefficientsréels,il en est de méme de f et des polyndmes A,ﬁ(w)
‘ ¥
défints plus haui. Par suite on peut appliquer la clause du lemme 2 relative

~MoW
au cas réel, et en raisonnant comme ci-qvant, montrer que et (g () - %)
oo . At
et X n'appartiennent a 8{R§pour presqu'aucun W réel.

Démonstration du théoréme 4, d :

A
AP
On vient de voir que si g n'est pas pleinement itérable dans %{R}

alors m%&t\/\[g )-‘-‘0 Cela pourrait d'ailleurs s'établir plus directement
(sans utiliser les lemmes 1 et 2) : en effet, on prouverait facilement que Vv(;g“
est borélien, donc mesurable, et comme c'est un sous-groupe strict de C R
cela implique YA (W“') =0.
¢! ”
Enfin, la remarque concernant la classe {E\ = \} résultera, grdce
o
a 1l'isomorphisme (ea {_l } -3 %R , des résultats correspondants, qui seront

établis indépendamment pour le groupe 1 (Voir A, IE et B).

Démonstration du théoréme 4, e :

En effet, d'aprés le théoréme 3, st (? & g{m} ,g n'appartient
¥

Lt

. P2y A
en général pas 4 % -{ R% , et dlaprés le théoréme 4, b), si g ¢ 8{(:_} s
~ *

alors g n'est pas pleinement itérable.

N

\ | b
De la méme maniére, la remarque du point e )concernant (%, {'W. }
(poure 5[0 KE) résulte du théoréme 3, a bis (A, II § 3) et du point b)du

présent théoréme 4.
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CHAPITRF III

LA THEORIE ITERATI VE DANS LES GROUPES % ET

A

Q’Qa DE  TRANSFORMATIONS HOLOMORPHES.

§ 1 : GENERALITES. EXISTENCE FET EXEMPLES DE FONCTIONS

NON PLEINEMENT ITERABLES.

Définition 1 :

a) On désigne parr}{& (r’esp MR, L%e‘.) le groupe des germes de fonctions

: g » holomorphes au voisinage de 1l'origine et telles que g (o) =
; ( ‘ / /
§ ct g(o #O resp g(0)>0 : 3(0 59.

~ La lot de groupe de rj’{a D‘e& et % est la composz,twn des applica-

twns (g 3)——)g %, avee g %(} g,(%(z)

“En vertu de l'unieité du prolongement analytique, on n'introduira pas de

notations différentes pour les gel';mes et leurs représentants]

: b) Le groupe/}’(& (requ{a) % ) est 'Lsomorpke au groupe l}:{{ h—-l%
(resp r}e{ 'k %{ k) par la correspondance gﬁg o g est défini par la
condition naturelle : '

(i: /g) (0 = j%% g)(o) ; ¥ €N
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o~ ™~ A
e) La série formelle g , en tant qu'élément de /A‘e.:) l}{ {l}
N lo-d
| ou de D“%{l} posséde (voir chapitre I) un logarithme itératif
P AP

AF
(g} = wg) qui est une série formelle appartenant 4 % .
¥ AL
D'aprés le E@éoréme E,S: (g/* est de classe f{’h} s mai%as nécessai-
B rement de classe ﬁ{\} . Lorsque toutefois (g) est de classe. f{l} 5 @/)
| * . *
§ cst le développement de Taylor en O d'une fonetion holomorphe en O , et que
nous noterons g > ou logit g . Nous dirons alors que l'élément g de %R

ou de r}{‘)\ posséde un logarithme itératif global  (par opposition aux loga-

rithmes itératifs sectoriels, introduits plus loin).

d) Enfin, une g de )}(ﬁ(resp gﬁ) sera dite nC - ttérable" ou
| 'pleinement itérable" lorsque pour tout - complexe, 1'élément ( f ) de
i A AL NS

r}‘({'ﬂl Cr}t appartient en fait H{l} . L'8lément de ,}(& qui Tut
oW .

| correspond alors sera noté g et appelé "itérée (généralisée) d'ordre
complexe W " de f . ,

o~ ) Now AJ

L v B siwel :ge‘%:@(g}é% mais :

~ ~\ow ! ﬁ“’

g ¢ W %Cseulement) & . |

On désigne par Ig’e‘)\<resp1%ﬁ) l'ensemble des g pleinement itérables
de !}ga (r’esp % ) .

e) Pour tout gde WK ou %a on pose : vaZitX: vaZit(g/

| ot vosit é’ = résit@) ’

On peut.alors énoncer le théoréme suivant, qui donne des critéres de

pleine itérabilité, et indique des exemples explicites de fonctions pleinement
itérables (Pour des exemples et des critéres de non-pleine Ltérabilité, voir

théoréme 2 du présent chapitre).

Théoréme 1 : (Critéres de pleine itérabilité holomorphe).

a) Tout élément 5 de wk et de valuation itérative nulle est pleine~

= ment itérable.
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b) Pour qu'un élément g de(% sott pleinement itérable, 11 faut et

1l suffit que soit vérifiée 1l'une des deux conditions équivalentes suivantes :

(b(] g posséde un logarithme itératif global (Voir déf. 1)
(ﬁ) Il existe une fonetion Lf R ‘hoZomorphe en O et telle que
: Lﬁ,g:il‘f et g(%)-’é/v‘f(%) quand - & ﬁO ES.'L une teZZe‘f
existe, elle est nécessairement unique, et coincide avec le logarithme
| itératif global é? de (?J
; n
« e) Inversement, toute fonetion Lf s holomorphe en O et de la forme
\E(z) = g (%PH) ( }.,7/ I) est le logarithme itératif global d'un certain
: élément g de L%a. (et eﬁ fait de I \ga) et valit g = tt . ST on désigne
par LZ‘HL l'ensemble des fonections holomorphes de la forme "f(%) = O‘(%ﬁ)

on a ainst une correspondance biunivoque : g —3. logit g entrez‘gﬁ et

| ‘Zz,?u .

d) Soit S/ un élément pleinement itérable de r}eﬁ ou (% s Soit g - son
oW e‘ ¥
logarithme itératif global, et X ses 1térées d'ordre complexe M

Alors pour tout W el.

f 8 gy
(1) Ja 8@):1&7 pour tout % assez voisin de 1 torigine et

pour tout chemin d'intégration lui aussi assez voisin de 1'origine et
' oW
homéobope au segment[ g(%) par rapport a Z'omg’me Autrement dit, g

désignant au voisinage de O une primitine (en général non uniforme) de

-l oW
g , on a, pour ¥ et g(% assez voising de Q
%
oW ]’}{
g g =W + g(z 5 et (2) caractemse g comme élément de 0

“’a

Celle des pmmzmnes de gz qui est de la forme
C, =0
. X () = @t%% -\-—Z C % avec resit g = }D
’H.?, valitg = t\-
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est dite itérateur global de % .
b U

e) Si deux éléments et t}de )}{e\ou % e sont conjugués par rapport
a un élément g. de ‘}CR (Z. e. (?D%:%o?/ ), alors g,et 2/307125 stmulta-

| nément soit pleinement itérables soit non pleinement itérables.

Ce théoréme sert d'introduction au présent chapitre ; sa démonstra-
tion est simple et fait appel essentiellement aux résultats établis dans les

deux chapitres précédents.

Démonstration _du théoréme I-a. ~~ ~
A
D'aprés le théoréme 4 (A, II, § 4), si g € /J{[L\g C‘}e et st
~ A~

i~ o AL ‘
valit g =0 , alors (vg) , a priori &lément de l}e , est en fait un

A
élément de {l} D'on le résultat, par Ll'isomorphisme °

Y, —

Démonstration du théoréme 1-b.

Au théoréme I, 1-c) on trouve énoncées les proprié’tés caractéris—
N .
tiques des logarithmes itératifs d'éléments de <§ . Utilisant les isomor-
phismes naturels : — s
s ~ . .
(‘%& -> ‘%{t% C% ek %z,R — Li’z{t} C“gz
on voit que les conditions Q(]et (jﬁ) sont équivalentes.
. ~
Montrons que la pleine itérabilité d'une g de gﬁéquivaut a Q() .
En effet, st g de (%& est pleinement itérable, cela équivaut & la pleine
~

1térabilité de (? dans %{l} s qut elle-mdme équivaut & 1'appartenance de
AL

(g}* - d la classe f{l} (Voir thééréme?r(A, II§ 4).

Démonstration du théoréme l1-c, d, e.

. ~r
Ici encore, grdce d l'isomorphisme : g—ag , 1Ll suffit d'invoquer
- Fatd

les résultats correspondants relatifs au groupe L%{l} . (Voir (A,I1)).

Remarque : On tire du théoréme 1a ¢, e) le moyen de construire un grand



nombre de fonctions pZei’nement ttérables. Par exemple, on calcule aisément
les éléments @ de dont les logarithmes itératifs globaux sont
. =7, :
8 ® = 2 ils vatent : { {3 = %(\-‘(ﬂ( et pour tout complexe
b, b
pvF s leurs itérées d'ordrewr valent :
oW N _‘{t\
?.b () =2 (L= W ) ( . Par suite, pour tout f entier e(')/‘
of-l
et tout élément @ de U{ﬁ , d'inverse dans {}{ﬁ’ 1'élément de ‘g qui vaut :
c o-| R
F\.er‘ = fﬁ_ o Qr o %, est pleinement itérable, ©. e. il appartient 4
I%& . Toutefois, ausst nombreux que paraissent les éléments de I‘% 2 nous
allons montrer qu'en un certain sems, le complémentaire '{39\ = I.‘%R de X%K
est encore plus vaste. Ce sera L'objet du théoréme 2 qui suit et dont les ré-

sultats seront considérablement précisés et complétés par les énoncés du

- chapitre IV, qui cldt la partie A. ("thdéorémes d'extrémalité").

Rappelons que, par définition, pour tout élément g de% :
~ o Q@
valit g = valit g et résit X = résit (? .

Du théoreme A, I, 4, il résulte que si deux éléments X et ?, de 3&
sont conjugués par rapport & un élément Q\de ‘Hﬁ » alors 8 et 3, ont méme

valuation itératique et méme résidu itératif. Toutefois on verra que la réci-

3 AS
proque n'est pas vraie (alors qu'elle 1'est pour % ).

Clest 1d une différence capitale, qui sera & la base de la partie B

et servirva de point de départ 4 la recherche des "invariants holomorphes™.
Signalons un lemme utile dans les applications.

i Lemme 1 : On peut calculer le résidu itératif'f de tout élément g de %e\
directement (Z.e. sans passer par le logarithme itératif (g)* de y ) en uti-

lisant la relation qui suit : .
| -,
(3) mésit g = Res { &= O) (g(k) - :b) }*’“;’:ij‘_vawtg '

Démonstration :

D'gprés le théoréme @, I,§?)-Z. . nous avons, st valit g:ln :
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~f

‘ g(ﬂ = *‘/S:((%) 3 ¥ gm) f_@(%grﬂ) (4)

#*

-1.
g @) = '@'_ (%M') (5)
- _ A
Il en résulte que :

Y ) Y -t ~ ~ ~ k\-l A
(=< = @g«ﬁ -+ bo/fe + OGN
Or le coefficient de Z',-\ dans @(%))4 est, par défiﬁ?ltion, résitg‘ .
' k

e'est-g-dire résitg , et, d'aprés (5), le coefficient de 2 dans

{-l '2"(%)/ g’(})} est —L(H’h) .
20y " Uy 2 |
D'ou la formule (3) du lemme 1.

Cela étant, nous pouvons énoncer le théoréme annoncé :

Théoréme 2 : (Critéres de non-pleine itérabilité, et non stabilité

de I‘@m pour la composition).
2

a) (Critéres de non-pleine Ltérabilité)®*

S7, un élément g de ‘%& .posse‘de les propriétés?‘ | g~ 392 sutvantes, il
n'est pas pleinement itérable ('i.e. Xélgg\)

,: (S)‘) : résitg —{: 0.

CS)Z) : 11 existe un sous—eﬁsemble E: E(g)dec 5 fermé, au plus ldénombrable,
ne c;ntenant pas l'origine et tel que g sott prolongeable analytiquement

a partir de l'origine, le long de tout chemin de (L\—'—fl: et donne naissance

{ & une fonction finiment multiforme dans C_E.

: ' nel ? .
j ©) St on pose g(%} =% -{-Z ana s La condition( y | admet 1'expression

3 h)/‘
 analytique suivante :
87/ valit 8—-\ Q_‘ -#O
. (A O
A, — o, FC

(22) Dans le cas particulier ou valit g = 1, le point a) a été démontré
par I. N. Baker.
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st valit. g = 0.. o= (9] } 1 Y .# )

7 3ol 42062 ~ 20,85 40

st valit g =3 Q= 0,= 0 ; Qa, q.‘ 0

: . 2

P cte ... |

e) La condﬂtion@) est automatiquement vérifiée notamment lorsque y est

de la forme g. 4 X 5 OU g est le germe (en 0 ) d'une fonetion méro-
’ " Va, [

§ morphe dans tout le plan complexe (et holomorphe en O ) et on f est le
: . , U

§ germe d'une fonetion algébrique.

(Ceci englobe évidemment les g entiéres).

d}( Non Stabilﬂfé deI%;a'pour la composition :
@(eéf&) ° @63&) ¢I‘%a )

I Pour tout entier tt?, I, on désigne par er, L'élément deg (et en fait delgg S
8 ‘/f'-

de valuation itérative [1. s et défini par : et" () = ® ("‘hz'
" )

au voisinage de O  (dstermination principale de (...
Sotent ‘)‘( et& deux éléments de ’Hﬁ qui sont des germes de fonctions aqlgé-
o(-l) o(~i)

§ briques, et ,% leurs inverses dans -’}( . Alors, les éZémentsg eté
- of-1)

j de %& définis par : LG) % g\ Q 2. r\.-f-q

o(~()

& 4 = B, & LpgeN

| sont pleinement itérables, ainsi, bzen entendu, que leurs itérées générales

d'ordre complexes M et 1 (7, e. % % % &X 1‘% ’v‘uv) mais

1'élément de %K def"bm par :

GLI'V'

(8) -~ ol oV
%u,v B %l ° 2.

n'est pas pleinement itérable en général.
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: Plus précisément :

Q)() st '/2 <h/q <( ou st ‘/7_ < q/l‘-<\/ % n'est en général pleine-—
. . w, v ’

g ment itérable pour presque aucun (4 V) e

(.m st 11, = Qq ou st t‘ Zh y, % n'est pleinement itérable
: oy U
| pour aucun @/u-) tel que ww FO.

Il en résulte que I(q n'est pas un sous-groupe de LQ( (22)

Jqp (]a

Démonstration du théoréme 2.a)

Nous aurons besoin du lemme facile sutvant, que nous énongons sans

démonstration :

Lemme 2 : Si deux éléments g et 3, de ‘% vem,f‘zentg )alors g %_

également vérifie C?) , et par suite aussi : g s pour tout mEé N

Il s'agit de montrer Z'absurdité des hypothéses (H,) sutvantes :

Hl {g élﬁ%ﬁ, resitg = f % O ; g vérifie C.?z)}
- Mais 'Y est nécessaivement de la forme :
_ ' txﬂ)
b=2+ 0E") ; pyt.

Or un changement de variable 2 — %_(?) =¢z,(c,.fo)transmute g en %

(OA )avec % (%\ =c g(c%_) et par suite il existe un C# O tel que
+1 A '

%(%)_ 2 -2 a-z:-(%h )

Comme d'autre part le changement de variable & —3 %(1—) chsse inva-
riant le résidu zteramf et, en vertu du théoréme lwe, préserve la pleine-

itérabilité, on est ramené d démonf:rer Z'absurd@'té des hypothe‘ses(Hz )suivantes .

Hz g, é-l-.‘e}a 3 resitS:f{:O ;(?vérvjfie :?2
g,'(%) =3 -3 + e () 5 _avec = va%t‘ §>/\

(::eae) Clest meme, en quelque sorte, 1'"exact contraw'e" d'un sous~groupe :
voir 4 ce sujet les théorémes d'"extrémalité'de A, chapitre IV.
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D'aprés le théoréme 1, b) un tel g posséde un logarithme Ltératif
: : ' +1 +1
gZobaZf . Or g(%) MX(}) -% et par suite g(z,) .—.-.-'ab A~ U(?:b ) .
% * . ¥ _
Par suite l'itérateur global %* de X est une fonction multiforme

du type

4 "
(‘3) C?(%): Z Cu 2

TP
Xﬁwf@”&n%} e < Cg=b s =05 bl

Ry |
& % holomorphe en O .

-
et pour toute détermination de logw, tout W & C et tout ¥ voisin de 1l'ori-

gine, nous aurons d'aprés le théoréme 1 (A, I § 1) :
¥ oW oo , ' | s o
(10) § °(? (Fl= W + g (%) ( Prenons maintenant pour log & la détermination
‘ : principale) .
¥
Puisque l'i{térateur gest de la forme (9) il est possible de trouver

deux régions P et S du plan complexe telles que :

() P est un demi-plan G{‘e. 2 >x >0.

(<1) S est un ouvert, contenant un intervalle 10,x’[de 1'axe réel et admet-
tant pour frontiére au voisinage de l'origine deux arcs de courbes, ayant en
0 des tangentes inclinées de * -E-%sur 1L'axe réel.

(227) 1'application & —3 3*(%) (pour la détermination principals de log & )

. e P LW o -
réalise une $ijection holomorphe de S sur ¥ . On note g la bijection réei-

proque de P sur S .

_ - |
Soit maintenant un voisinage Ude- 0 tel que @(_%) = X(%) - loe“"a’é’
sott holomorphe sur /D"-L-{O} et soit wn contour l" contenu dans V-!-{O},

d'indice + 1 paf rapport au point O, coupant le demi axe &) Q en un point

unique A. Lorsque & parcourt rdans le sens positif, de A a A (voir figure 1),
- :

une fots, g (%) parcourt un certain arc E » d'extrémitésBo et Y, , ou BQB,

a pour affixe Z.Tlélﬂf-o, ad cause du caractére multifome de g;r.

On peut ensutte choisir un entierg, positif et assez gmnd pour que

le contour r:, + & (c'est-a-dire le translaté de K: par“&'?{) soit entiérement
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contenu dans le dem—plan? Sotent ({1 (z’esp r& ) les courbes décrites
par &_ + g(% quand & parcourt F a partw’ de A, en tournant indéfiniment

dans le sens positif (resp. négatif).

Alors " = U (E + R +m2wc/)

K= Y (Trh-ning

57 (KECZH cf) O resp si G{E_(Zﬂ’b/) O) la courbe @:‘h
toute entiére (resp. la courbe Wk toute entiére) est contenue dans le demi-
pZanP . Or g, est uniforme et univalente sur? et par suite en faisant
tourner & autour de l'origine, selon le contour F, 4 partir du point A, indé-
finiment et dans Ze sens positif (resp. négatif), et en tenant compte de

oﬁ

'g g ( &+ g (?—-))

on voit qu'on obtient, d partir du point A & S, un prolongement analquue

ok
de X > et que ce prolongement posséde une infinité de branches, situées

"sur" le domaine /D’.’..{D}.

Done g° ne vérifie pas LPZ) et d'aprés le lemme 2 cela implique queg
non plus ne vérifie pas @2) . On aboutit donc & une contradiction avec les

hypothéses Hzet ceci achdve de démontrer le théoréme 2.a.
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Figure 1 : (dans le cas ol valit g:k

Vi

:\.

N

-

<<

ONNNASRNAN

Démonstration du théoréme 2, b=c.

Le point ¢ est immédiat, et le point b résulte de calculs simples
effectués q partir de la formuie (3) du lemme 1 qui permet d'exprimer resit g

directement en fonction des coefficients de Taylor deg .

Démonstration du théoréme 2,d.

D'aprés le théoreme l.e, les éiémentsg et% de‘% sont pleinement
. Y% 2 L .
itérables, puisqu'ils sont conjugués( par rapport 4§ des éléments de F}(R) a
: . . ‘ 2 .
€t\ et Q s eux-mémes pleinement itérables. Or pour tout &,’U') & (C , Les troig
C g oV U U ,
éléments de 2 : % 3 % et %. o 3, sont des germes de fonctions
! ( 2
aZgébriquesﬁ.q)D 'aprés le. théoréme 2.a %"";,aé‘vne peut éventuellement &tre pleine-
t Oz

ment itérable que lorsque P(u,’v') = résit C%ou.o%a'v') 7.‘: O .
! 2

**) et done sabisfonk @l) |



T
Mais d'aprés le théoréme 2 {A, I/ §.1)
(11) Togit ( o g0V -
%' o %z. ) (2-) = W 3(% +tf}(%)+—- [-%‘* %,2 (?.-
*

Do : )
el g o
g0 =06 ;g m-g6")

D'ol les relations :

= U6
¥) siks,:ﬁ : ,o(u.v G{GA u,%(%)w‘ (,% }mwa{{%‘l)(-av2 . O—(%’

i

w g0 4o @) OE)

n<Bir
*¥) st }‘\(QQZF : f(u,v- : Z U}n‘ ..4.}'.. q{& {% (% ‘n-(?)
2 m
avec ' - = o M- Hﬁ.t.w
-ﬁmo {m("e) } =0 et % SRS -_(?'(e )
#) sih=24: u,v- =% a& ( ( avee —@z%
e sipaly plav) = -3 lla{ge gz:v 79, =0

[Les cas q<\t<2.q ek t‘*Qt\se déduisent bien stir des cas (ﬁ%)
et (WJ

A partir des relations ci-dessus on discute facilement les cas de

nmullité de f(u,v) et on aboutit & 1'énomcé du théoréme 2.d.
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§ 2 : LA THEORIE ITERATIVE DANS LE SEMI-GROUPE ('61 P V

N

).
L

py.

ITERATION "SECTORIELLE'". Z?«-

Les résultats du présent paragraphe nous serviront d deux reprises
dans la suite : aux §§3 et 4 de ce chapitre, pouf construire les éléments iti-
ratifs "sectoriels" et aussi pour démontrer l'important théoréme concernant
la réalité du groupe Wg des ordres d'itération admissibles d'un élément 'g de
Lé& ; enfin, aux §§ 2, 3 de la conclusioﬁ, lors de la sommation canonique de di-—

vers types de séries de Gevray divergentes.

Commengons par définir les principales notions domt nous aurons 4

nous servir dans la suite.

Définition 2 :

al :0 étant un domaine de C et &, un point frontiére de@ , on dira

: cy’une‘fholomorphe sur Z) admet en %, un développement asymptotique (ou encore :

un développement asymptoticjue faible) s'il existe une infinité de constantes

Cm (Mz/no)telles que ffzr toutm :

tf(%j = ,LZ:% Cl,‘.(%~2:,)’L + O (L&"%a)’h) (’YuéZ)

Zorsque&tend verst, d 1'intérieur de ;D (Voir remarque 1 ci-dessous).

b) Pour tout entier’m‘oo, on dira que (f admet en ,un_développement

| asymptotique de forceW si ’]om}a@net un dé’veloppement asymptotique (faible) en

&, » pour tous les c‘ M. ST M=o, on pdrlera ausst de développement

asymptotique fort. (Voir remarque 1).
e) Pour tous réels &, B ,L tels que : A)O S M(P) J B—o{ S,Qn
on introduit le secteur V(M/B/A) :

Vispi) = {2 =2 s ocnch ok b}

d) Pour tout réeZ_B’ on dira qu'une propriété a lieu "d la racine
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du rayon B " gl elle a lieu sur un certain secteur V(o{/ﬁ) /\) avee 0<<B(P7~

e) (Sem'-—groﬁpes sectoriels L%%-(V/ b’/m) )

Soit Vun secteur V(e(/f?»; l\) et soientr. et’'m deux entiers tels que
. Op<ee ;0 gm Lo = g Lo LOLKB 7
| Ondésigne par‘%, (V/ r.,/ /m) l'ensemble des f‘onctwns g satisfaisant aux
conditions suivantes :
( («)gdéfinie holomorphe sﬁr V et g(V) C~V

(f&) g admet en O un développement asymptotique de force M. .

Jt)< gm.-.-z az to (™) wec a0 > quand = —> 0.
LS} 0| fal o s Vet $lg 0

k @) ;,Z{'f (Re {SC“—) _ ‘t“} >O (Voir remarque l}

Chaque g de (g (V h )deftmt un endomorphisme hoZomorphe du sec—

teurv On vérifie aisément que (V r,’nt) est un semi-groupe pour la compo-
sition des endomorphismes L'itéré d lordre entier d run : de % (V f‘;’n"')
sera noté 8 . On note que pour tout 2 de V g (.%) —3 O

quand =3 00 . (Voir remarque 2).

Pemarque 1 : La notion de développement asymptotique faible utilisée ici
correspond d la notion éZassique, qui remonte. 4 Potncaré. Si le domaine OD
est contenu dans un secteur issu de 2, et d'angle <2n' , Les fonctions holo-
morphes de OD ne sont pas caractérisées par leur éventuel développement

asymptotique faible, ni méme fort, en e

Plus précisément, oz) étant un domaine (pour simplifier : convexe et
borné) et T Lt .. .?ﬁ‘ .n points~-frontiére de oD ,alors il existe une infi-
nité de({) holomorphes dans o@et admettant en &; un développement asymptotique

donné d 1'avance (au moyen de constantes { C;' h.} choisies arbitrairement).
: / .
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Remarque 2 : Les conditions Lg) et (S) du syste‘me&ﬁ) ne figurent ici que
pour simplifier les raisonnements" ultérieurs. On pourrait en fqit s'en dispen—
ser. De plus, (_‘2-) est moins artificielle qu'il ne paratt, ‘car st (P) et(b’) sont
vérifiées surv C_é est automatiquement vérifiée sur Ze secteur ‘\/(o(@-/\’ )C_V

!
pour tout l\ assez petit.

Lemme 3 : Soit g une foncvtion dé %ﬁ (V y tt./ D)

Alors, pour tout R la série Zixm R est normalement convergente sur
' ' " . v

0]
V et L'on a : _ .
o N n-
(I1) 2. [X (%) = O(a rl)
w0
‘Démonstration :

D'aprés la condition Ci) de @4») (Déf. 2) il existe €50 tel que pour

tout ¥ de V : ...',_
@c g (% s + ﬁe
et par suite, pour tout m & lN

Re [g ¥ -t mE 4 q{c mne i/m"f“

/
avec mf{(‘,a-da\o() ) M(he)} >O
Fiﬂalement_: : {3. (%)I é [’ni +- S_ &\ b] VEév

ce qut permet aussitdt d'établir (II) et de prouwver le lemme 3 en utilisant

’ f
une évaluation aisée des sommes " /b -~ [
E -(_'ns. + (¥ 1
"0
Définition 3 : Tout élément g de ‘%,&(V/[l,w) possédant au point 0
- : PV

un développement asymptotique (au moins faible)) on désignera par g la série
e .

formelle .de Luni emprunte ses coefficients au développement asymptotique de
o~ ~

g en O . S est en fait un élément de% , de valuation itérative égale
~ ,
dt\. » et l'application : g-—)g est évidemment un homomorphisme du semi-groupe
lyd

Q}é}l,h%) dans le groupe ‘%



+8

AL

| de (ea associé s s smt(?) L'itérateur de get soit enf‘v,n/ le résidu

itératif de g
AL
R Alors, d'aprés le théoréme I, 1, e), <8) est nécessairement de la forme :

(o = ptae + Z co™ (cy0,c=0

'“?/

Théoréme 8 : Soztg un élément de “‘%K(V,p, B soit g l'élément

et st l'on pose :
mz-|

fz—) = f ea-r(.)z- + z C 2- ( pouf a-éV on prend la détermination principale.
de log 2 )

| on peut énoncer :

a) Il existe une fonction g* unique, holomorphe surv et telle que
* . *

Folln =1 + 8 VFeeV

) (13) X, (x) = F(}) ~+ & ) quand =30 dansv

3* sera dit "itérateur de g ",

b) On a, pour tout m é (N o

?*(%) e:-%% +. Z Cm% &—o‘(%)

| e) Pour toute fonctwn G hoZomorphe sur V et de la forme :
§ (14) G(%) = F(z.) + e«(l)

R on a ¢

on : ' )
{ (15) X*(z\ = Llim {C‘Jog (%) ..'n} unifomément surtout V .

N 00

Démonstration du théoréme 3 - a, b.
Montrons d'aéord que s'il existe %érifiant (12) et (13), elle est
unique. C'est tmmédiat :'soit en effet (? vérifiant:
(12 bis) $, Y=t + 3y
(13 bis) CP (Y = F(ﬂ 4 er(i)
| On aura, pour touttf Vet tout entier m,0

@ @) (g (IS) XC%} (g*-.df.),, gm(%) (16)

Or d'aprés (13) et (13 bis): (g ?)(}\—)0 quand =~ Q . Par
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suite, pour tout 2 fize de V s. le dernier membre de ( fb’) tend verso quand
¥
N —> 400, ce qui montre bien que g(&) = CP(%)
. . Lo
Montrons maintenant 1'existence de g .

Pour tout entier n.>/ rtposons :
-A

(17) =p ea%a T‘ Cp 2
n=—-
(18) (\,,_ @ = E.0m - R -

: g A\ s
R+t
on a done (19) E (’2;) = G) (¥ + O ('& )
, POt I ~\ K '
et ausst (20) (X) o g - (g) - = 0 | (Voir Théoréme I,1,e).

De (18), (19) et (20) on tire

(21) /AJR (%) = 5 <<g(.%))'l+‘) _ 6:(%1\.-1-7 _ 6-(%n.+|)

Notons ensuite que st Z'on pose :

[N (%) - F, g (}) —M (m élN)

on a ;. uc[
E:m () = E(% %:’o" P\n od C%) (%),9

Mais (21) implique que An,‘ () = 0(‘& ) et par suite on peut

appliquer le lemme 3 et affirmer :

4 . ., ,
(22) Z7/m F F = CE(%) unt formément sur'v st R 2,‘4_

T o | |
\.(23) ch(z) = F,:(%) f@(auﬂ-h) ; (R € H(V)

De plus, en passant 4 la limite (en M) dars 1l'identité :

En:'n o g(%} - E:,rn{l (%] | O

i

~on trouve :

(20) @nvog(%) —~ cRm ~1 = 0 s V.
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(23) + (24) + montrent que pour tout rL7/l1., le ?“ qu'on vient de construire
est bien un itérateur g * de g (et putsque g *est unique (Ph. ne dépend pas
de L ).
De plus, dans (23),n peut 8tre choisi arbitrairement grand, et 1'asser-

tion du théoréme 3-b en découle.

Démonstration du théoréme 3—c.

Elle est immédiate.‘ En effet, toute Gde la forme (15) est aussi

de la forme ‘
¥ .

6(%) = g () + €(7) avee e(E) = a(l)

Par smte, umformement sur tout V

. on <

im | G, 9w - 1i { _] ; ),_g

Jir Lo for - = [gpthon ni:":(Xm 8

Théoréme 4 :

al) 5% % é%, V 1 alors la fonction méromorphe sur v définie par

g(}] ( g-)z%)) esz‘: en fa@t holomorphe. On l'appelle "logarithme itératif

Elle est#Oet est caractérisée por les relations (25) + (26) :

(25) &‘o g(%) -= ;’<%) g*cq_.) ‘sor V

(26) g(}) P y(%) -3 quand 2 = O dans V .
3
De plus, on a, uniformément sur \[

o(Mi) o
(x} - (%)

(27) X(}\ = lim
(3
b) Sv,gé lr\m)et st [ £ m $ w,g admet en O, sur'v > un déve-
loppement asymptomque de force ( -() 5 et <§ (¥) -f&-%%) un développement

8 asymptotique de force M .

Démonstration du théordme 4 - a.

g étant 1'inverse d'une fonetion holomorphe, est -‘f—‘ 0]
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De pZus (25) + (26) caractérisent bien f

(25 bis) 3, X(?;) = ;(%) %(% %*

(26 bis) %, () ~ g(ﬂ -

De (25) et (25 bis) on tive : (28) @ /X)(% k/(f) (?L% @/f)

Mais, d'aprés (26) et (26 bis) le demwr membre de (28) tend vers

: soit en effet 3 vérifiant
*

1 Zlorsque n = +o@ (4 2 fixe). Done : 3 () = % (3.)
: k]

Montrons ensuite que (F vérifie effectivement (25) et (26).

) *
Pour (25) c'lest immédiat. Examinons (26).

Sott E et A,l les fonctions auxiliaires imtroduites ci-avant lors
de la démonstration du point a) du théoréme 3.
On a vu que pour tout N assez grand :
(29) ; (¥) = (%1 + 2 /‘\,t ) g (zg)

920

Tous les termes de (29) étant holomorphes sur v , et la comvergence
étant uniforme sur tout compact dé \[ (en fait sur\[tout entier), (29)
implique : ‘
o ¢ o0
(30) i gi@) ) -+ Z ( %ﬂ(%)) An °§ (2)
dz 920 |
uniformément sur tout compact de V
Mais on a vu que : (31) A (%) = F (?) - F(}} -‘ ...Ok WH)
Or F admet en O un developpement asymptotique faible (puisque c'est
une fraction rationnelle) et <l en est de méme de g et f é?m,sque par hypo-—
thése (? C (%a<v !"1 &)) . Par suite A admet aussi en O un développement asymp-
totique faible et d'aprés (31) on a nécessairement : (32) An. (% OC?:)

' o e .. A °‘1 oA
D'autre.part, 4 cause de 1l'identité L. . % g (%)
J'% O(.b(ﬂ

%/(%)Kl sur V (voir Qﬁ'),LS)) on a aussi :
(33)!3.. g,a?’%)l <l sur V _
?

et puisque par hypothése
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De (32) et (33), et par application du lemme 3, 1l résulte que

of Q‘>tL . ((W}on rappelle que par. hyp. lgl(%)‘ <I)

{ ‘l>o “ ﬂ(z-)) ‘ :., o g°?(%) < Cste < lg (%[ O’(Z:m-[t)

la relation (26) en résulte. De plus, compte tenu de (30), on.a :

. A ¥ ‘ - / . n-

(34) d;.- % (¢ = f(%) = F,; (%) -+ O('& t‘) V/z. >tz.
3 _

Or on tire de (25), en itérant :

@ gy = (18) /(48%)

St done } était méromorphe et non holomorphe sur V ;(@) s'annulerait

oM
~en un certain %96\/ et ausst, d'aprés (35) en tous les potnts 2 = 3 (%)

En portant dans (34) on trowve : F (2,) + G(l ) 0 (V”" R &”‘c d‘)t‘)

Mais c'est absurde, car 2,~> 0 et F’ - (}) = 6(% .)

Done g est bien hoZomoz’phe, et le théoréme 4—a) est démontré, 4

~

L'exception de ( 27), qu'il reste 4 examiner :
(35) peut aussi s'éerirve (pour N assez grand) :
g g°’€'z_) o{n‘“ °n
(-]
Lo - fw -
¥ - d N
PIG- % (4.87)

Or d'aprés (26) (qui vient d'étre établie) :

lin, Roft /(g flo-fu) =t

uniformément sur V, et (27) en résulte.

N. B. Le second membre de (27) étant, pour chaque M. ; une fonction holomorphe

sur V s on retrouve le fait que J) est holomorphe sur V . Toutefois, la rela-
#

tion (34) nous était nécessaire pour établir (26), et surtout en vue de la dé-

monstration du point b).
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Démonstration du théoréme 4- b).

De la relation (34), valable pour R tL , on tire Z'existence
d'un développement asymptotique faible (de force Q) pour f > et celle d'un
développement asymptotique de force 1 pour {g*(%) — /) ema:}, ce qui démontre
le point b) pour o= | . Raisonnons par récurrénce et supposons maintenant que
pour un certain .';‘zl.,>/l le point b) soit vrai (cé qut entratne qu'il 1l'est

aussi pour tout M QWI, ).

En application de la formule (35) on peut éerire :

J/&z. ( An o g"q(%) _ @J\;)oé)"?ﬂ /J;(%) et de méme :

f{; ({‘\,L ogo?(%)) = éi 2 (g: A’;’;)o gﬂ(ﬂ t &:&')'( & g';zA/n)ogﬂ(ﬁ)oq
‘ - y*(%) &(%)( &Nn)ogw

Et plus généralement, par application répétée de la formule (35) on

m oq o :
voit que .ﬁ‘.l. (ANO 8 (%)) est une somme finie de termes de la forme

Y

T
Q(t) ( P P‘qu) ogoq(%) o | Q‘mlg'm et ou les ? (resp. les Q ) sont des
l / ren=t)
polyndmes (resp. fractions rationnelles) des arguments g (&, gw, ., g( )
_ ‘ ! ¢ :

Par suite de 1l'hypothése de récurrence concernmant l'existence d'un

développement asymptotique de g de force @YLO-\) , Tl est clair que chacune
* . .

des fonctions Q(‘t) et(P(zl A(:_\Zl')
i+l

. 91 :
j%fmm <'A"°§ (_%))

admet un développement asymptotique faible (au moins) en 0 , et puisque

) intervenant dans 1'expression de

AQ(%’ -_:6 (zl-w), pour tout entier donné n on peut chotsir R, ( = entier fonc-
\ (m)
tion de N et de(m. ti assez grand pour que chacun des termes Pi (\ (2
. o Lt ( ) n )
sott un G(?:m) . Par suite, en différenciant@na-fl) fots la relation (29) et

en appliquant une fois de plus le lemme 3 on trouve :
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Mo+

d * ' une somme finie de termes
— (7)) = F (2 ‘.
Ml g ) " | o+ du type Q(;&) O’(EQ f‘)

dz |
Mais puisque chaque‘Q(?-;) est un G( (2 q )(QQGZ), pour tout I

donné a l'avance, on peut choisir n! » puts L, assez grands pour que :

meH cmm)
L8 fo = B 009

2.’mo+l
ce qui achéve le raisonnement par récurrence et prouve le point b) en ce qui

3
concerne ( gm - f eb"%&) .
Or 1'énoncé correspondant relatif 4 g (‘e) en résulte aussitdt, et

cect achéve la démonstration du théoréme 4.

Pour obtenir des résultats plus riches, et en particulier pour cons-—
truire une itération "fpactionnaire'n (ou complexe générale) dans %K ( V/ t(./'m,) ‘
il va nous faZZoir postuler 1l'univalence de g > univalence que - on le notera

bien - les hypothéses précédentes n'assurent pas.

Définition 5. On désigne par ((2, (V,p,m )
(pour | { ft {oe;0Lmeo) le sous-—ensemble de (%R(V [ f'ormé des g
qui sont univalentes sur*v » c'est-a~dire telles que {% #%, %@[g(% .,wé-g(%,}

Il est immédiat que (% (V P“ ) est un sous-semi-groupe du semi-groupe

G (L)

Nous pouvons alors énoncer :

Théordme 5:(Itération générale sectorielle) _
Sott X un élément de (3 (V/r\,,'m,) (done :f univalente sur V ).
| fu- |

Alors :

a) L'Itérateur g de C? est univalent sur V .

¥ on note g Z'arpplwatwn hoZomorphe de g (V)sur v telle queX X(%)*'

b) Pour tout W é @ 14 relation

09 gou&) = *j) | w _09*(%)]




85

| définit "q la racine du rayon O [c 'est-d-dire sur un certain secteur

Vou V(d fujhe)  aee o, o< By "

» : : 0

§ voir d ce sujet la définition ~2—d] une fonction holomorphe g de t ,
] X ]

| appelée "itérée (généralisée) d'ordreW de g ", g(%) est univalente

en ¥, et d la racine du rayon O) .

De plus, les relations suivantes sont vérifiées identiquement "q la

| racine du rayon O

(37) X (t-) = gcﬂ
L (32) § ° g', (¥) = JQ"@&T)' ¥uv ¢

(36 bis) g X.(a = §° 0@““2%

(39) § Gl -2 W(g(%) - ) (wfcxe;e-ao)
(40) 2 gou{%] = X(.%) g (,% = g © gow(%)

_ w *

(40 bis) Ew ga‘g)) = f @)

(40 ter) } m .‘il}.’. =w

2 40 w
e) \?LW‘ & C la fonetion (def;)/ g(%)admet enQ, "a la racine du rayon 0 ",

oW
| développement asynptomque(f de forceM et l'on a :

-0 w

d) Les relations (38 bis) + (39) du point b) caractérisent X

Elais attention!.l 11 s'agit des relations (38 bis) + (39) "a la racine du

rayon 0. Sinon, le résultat est fauzx. |

' : ¢ ¢ ¢ / .

Par exemple, sur un secteur V(o((/@ ; /\) avec 0<w<§\<p ou o {X <{2 g,

1l peut y avoir une infinité de f holomorphes vérifiant "(ag = SOL{)

et \f(}\ ‘2'/‘/“"(5&)'%): et meme admettant en Q des développements asymp—
oW

totiques de forceM , et toutefois distinctes de g . Ce failt est capital

pour la suite de la théorie ]



36

Démonstration du théoréme 5-q.

On a vu lors de la démonstration du théoréme 3.a) que

r oNn
41) : - L7 — 11 - . : , .
(41) g (}) = MZ"DOE;% (R} = sz)mw{ﬁog (7 'h.} st m?, }z, untformément

sur tout compact de V .

MmN

Mais F.(ﬂ = /o * + C,. % et par suite ©l existe
un- secteur \( \/(0( B, ) C \,/ \/(u,@/ ) tel que surV Za fonetion

F-(?:) -sotlt umvalenté* et par' suite aqussi les fonections F g et

E;nu) E oo g (¥} - M.

Or une limite uniforme sur tout compact de fonctions holomorphes
univalentes est soit univalente, soit constante. ( Cela tient 4 ce qu'une limite

uniforme sur tout compact de fonctionsholomorphes .75'. O eshk soib #0 so&{*::O) ‘
.’ . * .
Done, eu égard ¢ (41), g est univalente sur Yy .

St done il existait deux points distz’nc‘ts '-2" et %2. de V tels %
* ¥ ‘ o
que X(%‘):z g (%,_) » on pourrait choisir un entier ﬁ assez grand pour que g (%‘)
fZeL sotent dans vn. et d'aprés l'équation fonctiomnelle de 1'itérateur
nous aurzons :
ﬁ * o?l P
& Moyennant L'univalence de g sur Vn. , eela impliquerait : P{
-4
g )= g(z » en contradiction avec l'univalence de 1'élément de

4 ()

*.
Done, 5 est univalent sur v » et l'on peut définir une application

* ’ *
réciproque : & — g(%) s qui sera holomorphe univalente sur g (V) .

Démonstration du théoréme 5- b, ¢, d).

Les démonstrations sont une affaires de sznples vérifications, a partw»
aw' ,){,
de la définition (36) de X s et des propriétés de 5 énumérées aux théorémes

3 et 4.

(%) ot te[i‘ que g(V,,_) ¥
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Enongons pour clore ce paragraphe un théoréme _reZiant (directement)

ol
g_, X et g deux a deux.

x

Théoréme 6 :

a) Soit gé—gﬁ(\f/hm) etiCPé H(V) (Z.e. ? holomorphe surv )

Alors, pour tout compact de il existe w DO tel que sur 1'en-

semble{(%, w) vreK s | (u} on ait uniformément

() (P g° (%) = | + Z 'W'/Ml (gm Z") q)(%) |
b) Soit £ lg' V { fm_) (donc valit X-"‘ { ') et supposons en
outre qu'tl existe un dzsque Dn_ = {%l\a n\<r¢,.§ tel que

*) X admet un prolongement analytique univalent sur Ph.‘

*)‘) g est de la forme e-oa_.z' fo-(t") non . seulement surv (comme

L'implique Z'hypothese mats aussz sur'D tout entier.

¥ %) S (d )CDnet Ve, e D, X (]),t - 0 quanal n—> o=.

Alors, Vw é C et\¥ ?é H‘ (Pn) (é.e.,‘? hoZémorphe et intégrable%*)

sur Pn.) les relations suivantes gont uniformément vérifiées quand ¥ parcourt

un compact donné K de Dll

( (.B)' CP(S (%} ?(? fZ CM U(CP 0@/)

h (3] &(% (% Z U“% U. (CP ﬂ')
& & o(ﬂ.'p‘l
Kczvee- K}"“ ( (P' gl [ | Z L l) C ? 3 (2—)

ogk &M
Inversement, pour tout & fixé dans V s 1l existe FL(%))O et tel que

@) et (.K } soient vérifides uniformément pour tout wdu disque(W|{R(Z) .

l

Démonstrations :

Le point a) est trds facile & établivr & partir de la relation (36) du

Q‘v’k\ eh moduee. '
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théoréme 5, quil permet de discuter les domatnes d'holomorphﬂe en (% 4;% de

oW
(%) » et de la relation (40) du méme théoréme 5, qui implique :

%.(‘PO X"%) <g(%)___) <CP X(?:) Vm ¢ N

La relation Cx)du point b) résulte de la relation L?} compte tenu de :

5G] -5 ¥
) (2 CW] oo

\ aUJ' wWw=0 n

Reste la reZation(F)eZZe-méme. Celle-ct n'étant pas absolument
essentielle pour la suite, nous nous contenterons d'indiquer le principe de

. sa démonstration.

On démontre la relation () successivement dans les cas suivants :
{2) ,g(%-) = ¥ /lt# 5 CP(%) = @—2—)" e € cso
G fx) = 2/t CPéH‘(Pu)
wo 3 e (V,m) ¢ 1 (D)

Voici groseo modo comment on procéde d chacune de ces trois étapes.

: oW ,
(1) On vérifie Elémentairement que () = = /H-wz-

et que

Um. (@-%}“, (1~ z-) <c‘ mu)cﬂﬂ '.avec 4= t-3

La reZation(P) s'éerit alors :

(42) ( - H-w%) = (¢-¢) l—C-zZC.AM—l)CM;‘ avec y=c"

nyl

. " t-fez

Or a & fixe on a \C} ~ “_Z%)} N : e\uanokm-—aw:
ce qui permet de discuter le domaine de convergence absolue du second membre

de (42). Enfin, pour Stablir la validité de (42) on peut par exemple uttlzser

la relation suzvante, cZasstque en théorie des fbnctwons hypergéométriques
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A .L+Z A(wal)... (W-n+t) ,si'&-v_ (sz-
v-w V) (i) (U =) v

et ol le second membre converge normalement sur tout compact du domaine

{(Kev-( «ewf.g de €y x €, .

. -1
(i2) En multipliant les deuxwembres de (42) par @.m'.) (‘P('C.) on trouve :

o [P 5 g b

2aife- X%)} 2ui(c-%) ")l R

}

avee g(z-) = z/1+2 ; 5"“{%} =2/l+twez

En intégz?ant (42 bis) formellement, terme & terme, par rapport 4 e,
le long d'un contour DD&'(“ ’(n,) bien choisi et en tenant corhpte de la linéari-
té en (V de UM((V/ g /E) s on trouve, pour le terme de droite et de

gauche de (42 bis) : | .
(42 ter) CPO g“ﬁ) ek CP(%) + '?7:; C:, U%<(P, f,z) (%:Qv)
o 4 '

Mais comme, ainsti qu'on le vérifie aisément, iorsque C varie sur un
tel contour D‘DIL' , la série du .second membre de (42), et done aussi la série
du second membre de (42 bis), eonvgrge ﬁomalement (par rapport a & ), l'inté-
gration terme & terme de (42 bis) par rapport d c¢ est bien légitime, et cela
montre 1'égalité des deux termes de la Ligne (42 ter) (et la comvergence du

second).

(122) Il s'agit de prouver

(0w = P+ o U
(43) C?og () = [ (¥ T Cw- M‘( q/ g/z-)
» w) | :
<pour un g. quelconque satisfaisant aux hypothéses du Th. 6, D)

(et pour des (w, %:) convenables) .
\ ,

Utilisant les hypothéses ¥) *¥) -x-ae«x) du théoréme 6, b) et tirant

. . Fo
parti de la relation fonctionnelle : g* o g O?z?) -m = % ('t‘)
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de l'itérateur g* de f s On commence par montrer que g*se prolonge en

une fonetion holomorphe univdlenie sur Dn. tout entier , et que X* (oujtfenaz)

‘admet- en 0 un développement asymptotique non seulement relativement & V,

mats aussi relativement d:D,.. .
On introduit ensuite les fonctions

3,(%): ’i;_/\{- z ek %°w(%) =2/(+W?

(¢c'est-a-dire 3 et Xowde (22)) ' _

et 1'itérateur c}* de Q. , ainsi que *% ( %*(i) = ‘;'?%(%) = %')
Mais puisque : '
[ = gl s pul & § 2y eqe]

on peut montrer qu'en posant ‘
. ‘RF: *503*' ek ﬁ:f(a o'ﬁ*

- on auwra :

( ‘ﬁo Qt(z\ =z ; L et R rotomorphes sur D

‘ ’?\m = g(%) ek ‘F{(%) ﬁg(%) quand & —3 QO dans PA.

goe\ = %oﬁ. ; Xm-o ho= F‘.q %am; g"u:ﬁ:f"&acjw(néﬂ\ljwécf)

Il en résulte qu'en substituant @.(%) & & dans (43) on trouve :

(43)@(43 bis) avec :

143 bis) \Eo' tgw(}) = (1](1-)' + Z C:;— U,,; ((}f/ 3/ 2)

%7,‘

?: ?o& & Hl(PR) ; %(’%):%/I+Z-;%a“(r%):l~/£+0f%-

Mais (43 bis) est tdentique, aux notations prés, d la relation (42 ter)
qui a été établie lors de 1'étape (ii), et ceci achéve de prouver(p) dans le

cas le plus général.
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§ 3 : LA THEORIE ITERATIVE DANS LE GROUPE g, .

. , » 0
LES ELEMENTS ITERATIFS SECTORIELS. K

On avu au § 1 du présent chapitre que toute (? de f}fﬁ de valuation

itérative nulle était pleinement itérable. Cela tient essentiellement au fait

i/
que pour une telie = 1 (o) f l(:ll: m?O)et que st &S| ( resp. o é]o l(_

la suite S.t)(’?: = 0., % (_%) (resp ('f (@_) -'h O/Y(LQ)

au voisinage de 0 s vers un élément de ‘ebk » noté *T <

tend normalement,
’Eg) et tel que
il . . :

% o g@;} = a,g (%) . Cect donne la possibilité de définir d'une maniére

naturelle, pour tout W~ complexe, 1'itérée wzeme de g par :

oW -
(ﬁ; :*g (ft) sver. R - L 3 ( )

oWy’ ’
(% n'est eZement de Mﬁ'que st W est réeZ) . La théorie 1téritive pour de

telles (? ne présente donc aucune difficulté (et peu d'intérét).

Il en va tout autrement du sous~groupe %, de g'e R é)alw g}l

87 %é (%/ ) auquel est consacré le present paragraphe (et Ze sutvant). Les

éléments g de % ne sont pas, en général, pleinement itérables. Nous montre-—

rong toutefors que si vality= r‘, 1l extste 2 P’ ‘domaines” fondamentavz, rayonmant
autour de l'origine, notés ug(g) {dits "feutlles deg ") sur lesquels on
peut définir d'une maniére naturelle les éléments itératifs habituels : loga-
rithme itératif, itérateur, itérées générales. Le fait fondomental sera 1'exis-

tence, sur chaque domaine’ (famais vide) u&<§) ﬂ UL(} " ( }), d'une double

gérie d'éléments itératifs. Par des combinaisons appropriées des éléments

itératifs de ces deux séries Q)et (a/«\ﬂ) , nous obtiendrons 1'important
théoréme 11 du § 4 [sur le caractére réel et discrei du soué—groupe additif
\Nx, des ordres d'itérations admissibles d'un Xé:g -I% )et surtout, dans
la partie B, nous pourrons construire des systémes gomple%:s d'invariants
"géométriques" de %ﬁ , les tnvariants dits "holomorphes", dont 1'obtention est

un des objectifs et une des justifications principales de la théorie itérative.
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Définition 6 : (Rayons fondamentaux et feuilles fondamentales).

telquevalitg :t‘g { oo .

; k .
@) gest de la forme g(%) = B 4+ O -e(‘\ + D’(%N‘)

Soit g un élément de %

et on désigne par Bo = 6, le nombre unique de | B & T s tel que
. _;_(é)go ] S ]

=N e " (N.oo |

Pour tout 8 & Z on pose : Ba' (g) = 9,(3) +$ .—%:

Les 63 (%) seront dits '"rayons fondamentaux de % "

N

]

( Leur importance tient 4 ce que st Llim (,?:.) = O
e : nstee 0

t alors lim Arg (_2.) = 9 {g) pour un certain ,a ) .

: > koo é

: ol
.b) Soit A (g) le plus grand disque \%\ < R} sur lequel % et g ( ) sotent
§ 70lomorphes. Pour tout 8 A <ou & Z/ ZI‘LZ) on désigne par ud( 2)

t L!'intérieur de 1l'ensemble :

A o M "
z;g(z)eh(%) Y e) N ek {'\n%g(’z-}—a%[%)moé.h quard m-s 1) “Ij
‘ /&é (g) est dit "feuille d'indice é de g ",

Nous sommes maintenant en mesure de construire les éléments itératifs
sectoriels. Les démonstrations des théorémes 7, 8, 9 et 10 qui suivent sont
rejetées en fin de paragraphe. .

On rappelle qu'une propriété est dite vérifiée "4 la racine du rayon 9 .”

st .eZZe est vérifiée sur un certain secteur V( o(/ Q,A) avec

& < B<e ek A S0 .

Lemme 4 : Soit %é‘%% (valitg;—tg <oo> . Alors, pour tout X de}O/%.[,

<1 existe /\'(m) SO tel que |

: | . ¥

V(g v, Bul)-ashte) < W (F) Y €2/ 2
Il en résulte en particulier que l'intersection . ‘)(g) ﬂ é“ (g)

B de deux feuilles conséecutives n'est jamais vide.
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Démonstration : Puisque (%} est de la forme & + 0.?: +° ( QE‘ I\)

. of- -1} : R4l bt
on a ausst : % () =2 -0 + o® )

Par suite, pour & = %1 :

- o -
' i

(44) W (%) = <& 2t - & [S (%)1 = ot CT(%)

Fizons-nous matintenant un P ¢Jo,™f.

On peut choisir un disque Af = {\%l <f} tel que :

o(-\ B :
(7) % et g sont holomorphes sur A/ et n'y admettent pas d'autres

points fizes ni d'autves zéros que
(41) [w;(z) -~ l S b sin(l Y2 e [X/, s et par suite :
g Wy (3] & B te e,
) \@_e w3 (%)I )/T‘Q' smﬁ) S0 Ye e A/p
Pour €=l @ e]o,u/af et R >0 désignons maintenant par

DB, n.) Ltouvert borns formé des B mon-mils tels que
(44 bis) IAbrg (-nfr’ —sa” %-F) ‘l L w-p
On peut choisir N = N [%) asses petit pour que W) (g/ fl,n.) <A 5 (s.—.:t)
| Mais de (iit) et (44 bis) on tire :
Arg {(—n"" iof‘z'h) + 003 ( %)} [ Ara{ - b2 Of‘ oiz) “FSI <‘n'-fl
et par ouite : 32{@ n.(%} c@(z B, (®)
ADonc sl e & ob(i f%,n.(@))

(45) ,X (z- %ofé), gai&) & @(z @,n(@)) Y e N

(46) W (%) w3 (§ a»)+ g ( (%)) YN N Egoit)lfh

(i)

(45), (46) et (iiii) impliquent :

o [ Qe[ W)T] D | ap o -sing) [
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oEM

De (47) il résulte que pour tout & cieim‘ba ({/ P/ n(ﬁ)} ) g (%) - O
quand M -3 +00, Mais par suite : Wz ( g (2—)) —_— IL > et en se re-

portant une seconde fois 4 (46), on voit que
L oSN 4=t | oS .
20,“2 \x - a;-\ [g (%)1,1,%11. quand N-> o> Seit encotcﬁtg) [% (})JN - __E‘_“
. ’ rho.
Mais on vérifie facilement d'aprés la définition de bb(s, @/ h..) t‘
~Tal
¥) que @(«-l,@,m) = e T @<1 , B, h..)
ﬁ)que $(l/ @',n)est la réunion de p composantes connexes 0@6 (l/ (3, h.)
(.& € Zﬁ'/?.h Z; 3’5[/\%0—4 2.> . Elles: sont telles que ODA'(«[/B/A) est
symétrique par rapport au.rayon 63 et timité en O par deux demi-arcs tangents
respectivement aux rayons BA,M-(@/ ‘m) ‘et e&“‘ -@/r.) > et que par suite,

¥ o(,y@%/k.) S O, il existe N tel que.
\/(e;-t'k"‘) 9&*;"“/]}‘1) C‘@%(ll G/h(@>>
On désigne de méme par ‘2‘3("/@/“(?)) (AéZ/Zt\Z. y, 55 0 modz,)
la partie connexe de . 3(-“ ,(; ,n(@)) “symétrique par rapport au rayon e& .
De tout ceci, et compte tenu de (48), il résulte que pour tout
. : . $H
A & Z/Zr\.(l et tout Z de ., \@A( (-I)a}@/n_(@)):
oM
Lim “ | Arg «g (’%) ::9(‘) (modl’_tt)

m—-v(-\)}’
Il résﬁlte de tout ce quz précéde que
in .
“D{(("‘) / B / h(@)) < Ud V() N Z/Iﬁr“z
et le lemme 4 en résulte, compte tenu de la forme des bgd- ((:l) / @ ; h.(ﬁ))

qui vient d'étre précisée.

W oW
Théoréme 7 : (Les éléments sectoriels g R g et g )
\ *S 7/

Sott g un élément de % s sotent V! = 9 (g) ses 2;1 rayons fonda-
: . L J
imentaux, sotent ud‘ = ud (%) ses-Zt‘_ feuilles. (On pose comme d'habitude :

valitg.—: r.. et résit'%:f )
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a) \Ql WA Z s L1 extiste une seule fonetion ({ ,» définie et holomorphe

"g la racine du rayon g " et vérifiant ("a la racine du rayon 9 ") le

systéme (9() (resp. le syéte‘me w) )(.Z)) .
“foﬁ’(%) = Cy Y@
(‘Z‘) ‘e(_%) o 3(%) -

fofu=1+ {0

| (f(%) =€eﬂa% + FC%) tﬁ'(ﬂ) , Ol F(%) est une fraétion

: @) . jrationnelle du type ZC%%% et ol log & = A g “\‘esa(i'— e—-teé)
\ o RCFSY ) ‘2

<7,og & : détermination priﬁcipale)

L

Lfé g(%} = fo T(?:), ( W complexe donné).
Q{) f(%) - mw(y(%)-%)
L'unique solution ﬁode (respeé'ﬁivement) (%) ] LB) etQ{ ) sera notée :
1 oW~ '

*
g ) g A Xe et appelée :
%3 / _

: logarithme itératif sectoriel d'indice a deg (en abrégé : Zogi% g )

t;

§*5 ¢ itérateur sectoriel d'indice éde g .

oW
11§

X} ,
b) (% et g d admettent chacune un prolongement analytique sur la
¥ ' oW
feutlle &w() toute entiére. Aussi petit que soit (x)o)g admet un prolon-—

: itérée (généralisée) d'ordre Wy et d'indiced. de g .

gement analytique sur un certain secteur

l Y B v, B - Agupg)

il
(pour un certain l\(w-, oL) >O ) mais pas toujours sur la feuille ’Uld‘

toute entiére.

De plus, sur ces domaines élargis de définition
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g (¥) > g (v - ID&%% et goawz% admettent en

Q des adeveloppements asymptotzques forts (Voir III, § 2, déf. 2) et qui

cotneident avec les éléments itératifs correspondants relatifs a 1'élément

3')* */’%* ; @)M

A
s de% associé 4 (? R
*
e) ¥ . est D swr (3 et ga est univalente sur M

N

4

5 réalise donc une bijection hoZomorphe du domaine MJ sur le domaine
% | ¥
'W X 3 ( 6) . La bijection réciproque de ua sur UA sera notée JX
Il existe ‘a D0 et < +o0  tel que les 2 demi-plans ?;l>9

soient contenus dcms /LQ‘S . 97 F =0, on peut chozsv,r\é indépendant de 3 .

4

Démonstration : voir em fin de paragraphe.

Remarque : Bien entendu, lorsque UQ est pleinement itérable, chacun
% oM -
des éléments sectoriels g g d s 'gd cotneide, sur son domaine de défi-
- : ¥' ‘
nition, avec la restriction de 1'élément global correspondant.

On va montrer ce fait capital pour la suite : le systéme @([
(resp. [@) ,(_K]) caractérise l'élément sectoriel correspondant uniquement si on

lut impose d'&tre vérifié & la racine d'un rayon fondamental Ba

Théoréme 8 : Les hypothéses et notations étant celles du théoréme 7,

§ on peut énoncer :

b ) sur tout secteur V ne contenant aucun des (2 F,) rayons fondamentaux 9b
E chacun des systémes (o(], (P) , (_K ) du théoréme 7-a) admet une infinité de

8 solutions ‘f, méme st on impose d r de posséder en 0 (sur\ ) un dévelop-

| pement asymptotique faible, ou méme fort.

b) sur‘l ;énsemble Uld (IUi H (¢¢) nous avons (notamment) comme solutions :

d |
(1) du_systéme &_O() : Y' 3){6 + Q"E) S* bﬂ /\}E e
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() du_syatene(P) ’ ?*5 . Q‘E) g* i

De plus, 4 la racine de tout rayon a distinet. des@tt) rayons fonda-
',: mentauzx, nous avons des solutions encore plus nombreuses, d savoir (entre
§ autres) celle qu'on obtient 4 partir des solutions (1) et (iZ) en substi-

| tuant O (Y a 2 , ou w(t) est une fonetion quelconque du type :
o, - 0, V. Ou,

. . ) 0, 0,,, 1 Ow, 0,V
U, 4. U+ r. +0 = 0
k avec n entier quelconque, et ou b est L'unique entier de Z/ZPZ

tel que la racine du rayon 9 sott dans 'U.a (\'LQ 11

Chacune des solutions de (g{) R (@ ) ou (Z) énumérées ci-dessus posséde,
§ au point O (sur’ son domaine de définition, c'est-d-dire soilt wa n u g
§ soit d la racine du rayon B ) un développement asymptotique fort,qui

| cst identique pour chacune (c'est-a-dire, qui ne dépend que du systéme Q() R

@») ou LX) dont elle est solution).

Théoréme 9 : (Relations entre les &léments sectoriels)

Les hypothéses et les notations étant toujours celles du théoréme 7,
¥ nous pouwvons donner la liste des principales relations liant les différents
| ¢léments sectoriels (sans qﬁ'il goit besoin de préeiser les domaines de
validité dans chaque eas). Ce sont d,’ailleur's‘ les relations auxquelles nous

§ commes déjo habitués : on motera toutefois la non commutabilité de

goﬁu : E Ob*‘v .
: ¢ y |
a) goal _ ' goau. oaif'.
.- ? ) o j) = |

(O ] . O Y
% commute avec X > mats en general : f o ; #j) ° (?

0, (.Lu-fu-)
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Yo -

gﬂ(g) d3=w

~.

L .

0 » L

B g (] = X{w + g 3(1-)]
o)

t d) s 2. est un élément de‘}(ﬁ, d'inverse a et st on pose

L3 A Y IO

! alors :

fui )OW ﬁ(ow) |
U‘(ﬂ &,?‘/R avec ('5’,=Cale+5.
(x|

Indiquons pour terminer une liste de relations permettant la cons-

.& )

truction effective des éléments itératifs.

Théoréme 10 : (Diverses caractérisations "constructives' des

éléments itératifs) (Hypothéses et motations du théoréme 7)

o) Caractérisation constructive du logarithme itératif sectoriel :

o(’hﬂ)
w fp= b A0 %
" oo’ 4 8Ty

: uniformément sur tout secteur (ou : sur tout compact) dewb

b) Caractérisation constructive de L'itérateur sectoriel :

¥ N
(50) gbm = Qe + gwtqw { Fog (¢ - ’h.}
avee F(z-) —_ _ii log ¥4 une primitive de (3(3)

uniformément sur tout secteur (ou : sur tout compact) de 'w‘a

¢) Caractérisation constructive de l'itérde complexe sectorielle.

On suppose ici : k\.: valiég = |
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B X T (A e ——p———
oo ) o !

%. X - P~ % CU) U( Jsi)
4(51) Cu, e wwel] @) /@l

‘ ?5 /3 M u)&C?‘d? 5((; P ln-)

untformément sur tout compact situé & la racine du rayon fondcmzentale

)

Principe de la démonstration des théorémes 7, 8, 9,10 :

V } & Z le changement de variable :
2 —> e b

transforme la feuillew& en un domaine C 6 w. contenant la racine du

demi-axe réel positif, et ce méme changement de variable transmute la transfor-
U{n\ %-ﬂ

mation : g - ) en la transformation :

.8,
-l

; o (-l
T —> 4() = e s g f

(e.g*z)

% holomorphe en un voisinage (compZet, t.e. non

avec ”sectoriel’) de O ; et de la forme :
+
%(ﬁ =% - Db L 4 0(1—‘\ ) QL,)O)
Il résulte aisément de ld qu'on peut trouver un secteur du type

V( Sl“ ;3‘ P [\) é’f’endr’e A assez pettt)@) tel que la restriction de %

a V appartienne non seuZement a % (\I/ l\,&) mais encore 4 %( C\} , x\_/
oul \'L: valitg = vaZzt} (voir § 2) “=
On est alors a méme d'utiliser la théorie des semi-groupes (V,[x/w) et
les théorémes 3, 4, 5 et 6 du § 2, chapitre III. On construit les eZeme;z'ts sec—
toriels de % considéré comme élément (ée ‘% ( l‘z w) puts, effectuant le chan-
-

gement de vamable 'aner'se e s “on en tire des éléments sectoriels

o(~1
de g L ) / et done. de g R définis & la racine du rayon. fondamental 96



(plus préoisément : sur le secteur \! = C éV) et satisfaisant,selon les cas,

aux conditions (¥ /, d&) ou (_b’ / du theoreme 7, al.

On obtient ensuite la prolongation analytique, 4 u() tout entier, de

X1 .
2 ( resp. 3 d) en utilisant la relation fonctionnelle

)
L3 /4 T = foo et

(resp. g g(":\ W +X Aé%))de,ja veznfwe sur Vb , et en+observamﬁ que
i
pour tout & de ' ) appartient & Va dés que t-{) M est assez

grand.

Les autres assertions des théorémes 7, 8, 9, 10 sont alors aisément

déduites des résultats correspondants du § 2, relatifs aux semi-groupes

%\‘( Vi) et %RE_V/P/‘ ¥
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§ 4 : NATURE DU GROUPE WQ DES ORDRES D'ITERATIONS

0
apurssieres  pes §  DE a .

] Ug_

Divers auteurs, et notamment M. Kuczma, dans Eﬂ?] s page ... , ont

posé une question, qui moyeﬁmxnt nos notations, s'exprime ainsi : étant donmné
un éZémentg de {;“gnon pleinement itérable <’i.e. ép %I %ﬁ s peut—il arriver
que g admette des itérées globales d'ordre ¥ pour tout Ur complexe de la forme
m u,o-\—'\'\'lfo on o est un ratiommel domnd, et'U”; un complexe, non réel,

donné ? Nous allons montrer que c'est impossible.

Théoréme 11 : Etant domné un élément g de g ¢ on désigne par Wg

. le sous—groupe acfditif de @ formé des ordres d'itération admissibles de g s
c'est~d—dire des complexesWr tels que f admette une itérde globale d'ordre

’ W . Alors deux cas seulement peuvent se présenter :

! premier cas : (? est pleinement itérable, et alors bien sir : -\A‘{@ = (C

deuxiéme cas : f n'est pas pleinement itérable, et alors V\}f est réel,

. -l .

i discret, et de la forme L‘i Z s ou q est le plus grand entier tel que
0 :

| L'équation 3 6\ = % admette une solution 3, dans %ﬁ .

Démonstration : Le théoréme 11 résultera de la théorie générale des

invariants holomorphes, qui sera développée dans la partie B. Toutefois, nous

powvons dés maintenant montrer la réalité dew(y lorsque g n'est pas itérable.

Soit en effet gnbn pleinement itérable, de valuation itérative b, s
et done de la forme : ‘
&2 e
(=% +az +o~(,%v) (a0)
Swpposonng non réel. Puisque de toute fagon V\E@?Z > le groupe
Wg n'est pas porté par un axe unique : A'\% W= 8 , et contient des Wr
d'arguments franrtoskt denses sur (_0,211_] . Soit donec un W, de ‘V\(f tel que :

. O.uro
(52) 0 p\'l%wo £ TY/F et posons : % = 3 .



o2

On aura évidemment : (53) %(%) T AW (g(%) ) quand z2 =0,

sotent |J; ( g) et U (%) les feuilles de X et q (g]ef“ b. (&3)

leurs rayons f'ondamenwux

D'aprés le théoréme 7-a et compte tenu de (53), g et % sont

st s . *) Q
earactérisées par les relations
!
bt /8 =k
+*
(54) d : : d a la racine du rayon %b (%)
| (2~ Jl2) -
*}

. % o /%I: 3 ' | | :
(55) { *t) % 4 la racine du rayon 9& (%}

%(u o W XL%) g) ()

Mais puisque % 2 ?‘ g g : on tire de (55) en suqutuant
- (¥
() ¢ &

{ % 93/ N= b o) =t by
| @8/ 8~ v {lede - Braf v (3 -9

Mais puisque (55) caractérise % , (56) implique :

¥
| ot/ = |
(_57)' - Yet Zn;ﬁd su§ cor§me c‘u-—avg‘z’;) : (sur tout u}(%)) .

Uy (81 ~ wr (3e - 2)

Or W, vemfw (52) et il est clair que la feuille ’U. 3) qui contient

des secteurs <e (‘c:)) 'i'ﬁ'-, (’ ).ﬁ._. - A(&)) ausst petzt que 301t &

contient aussi la racine du rayon eé(v%) et la racine du rayon a.-ﬂ(%)

Cela étant, compte tenu de (57), et puisque (54) caractérise g .
: x)

on trouwve :
| | = WU, @ la racine de B et
" = &(%) e de e)

- (58)

par suite sur tout u‘} (g) n WJ(a)

Q"] ek en diwsant han %I- .
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Et on montrerait de méme :
(}) = w, (ﬁ:) | a la racine de 93 h(g)
(58 bis) Xy ¥

par suite sur tout /u?{(%) ﬂ u&ﬂ (2)

En rapprochant (58) et (58 bis), on voit que g et :
#Ih

cotneident sur le 'éZomaine"/w, “ n w %) ﬂ u)},“ y) s qut n'est pas

vide, et par suite sur 5(} (g} tout entier.

Ceci étant vrai pour tout A, & z/Zr.z' s on voit qu'il existe

une fonction (f telle que :

¥) T est holomorphe sur U { lw_ (\ 1\,6 % , qui est

un votsinage de O R prwe de 0 .

xq {1 ~ ‘f(%;-z- quand 7 — O,

_ /.
¥M‘)L€°g = 2"{0
Mais d'aprés le critére (_{3) du théoréme 1,a du chapitre III cela

prouve que g est pleinement itérable, en contradiction avec notre hypothése.

Cect achéve donc de prouver que Wg est soit d: tout entier, soit un sous-—
groupe de TK

Dans ce second cas, la discrétude de WJ pourrait elle aussi se dé-
montrer directement, mais nousg renmvoyons aux résultats généraux de la partie B,

dont elle découle d'une maniére encore plus naturelle.

Théoréme 12. (Critéres de pleine itérabilité ).

Soit 8 é"%& 5 vvaZitg = L o2

Alors 8 est pleinement itérable si et seulement si est vérifiée

BZ'une des conditions équivalentes suivantes :

; ur
Qq 1l existe un W % Q tel que g (’% gan ) sur Lo domaine commmin
de def‘m?,_twn, pour k 1,..,2)1.




(0%
Opesfor = 0t i

% +

Q{ %**(% f" (v o U, ﬂ’Ul&ﬂ foun = Loy 2

Cet énoncé est une simple conséquence des théorémes 7 et 11.




CHAPITRE IV

' PROPRIETES DE FERMETURE OU D'EXTREMALITE DES E’NSE’MBLE’S

T (0;{{‘ FORMES DES g PLEINEMENTS ITERABLES DE ‘6 { r‘}

§ 1 : INTRODUCTION - FERMETURE DE L (% {Ma } ST 92/_! .

Comme au chapitre II, on désigne par A& {A A‘etc ... des suttes

de ty_ped{., sauf' mention expresse du contraire.

On avu en A, II, § 4 que 1l'itération "fractionmnaire" ne modifie pas
lad
~

la classe des éléments X der}{'qui sont de valuation itérative nulle. En re-
~

vanche, pour les g de valuation itérative )/l s ¢'est~a~dire éléments de
P P d
C )}e s onn'a Jusqu 'd présent démontré que le théoréme :

mow :
<<é> é‘(’%{m .—:3 é‘%{a«r}Vur » .

Dans le présent chapﬁtre nous montrons que dans certains cas, et
notamment dans celui du groupe (‘%_{ l} , Zsomorphe 4 Lea,& (voir chapitre pré-
cédent) le résultat ci-dessus ne peut pas &tre amélioré. En outre, on g'intéres-
sera

la stabilité eventuelle c_oouz’ la loi de groupe “o", qui est la composi-

a
~*
Ton ) des ensembles I L%{r} formés des g pleinement <térables de

hy

On verra que pour certaines {R} s L'ensemble 1‘5{(‘ est fermé pour

la composition, alors que pour d'autres {C\\} s 1l ne l'est pas du tout, et



(D6

A

-~
méme qu'alors, dans un sens bien précis, st g et 9 sont pleinement itérables
e ’

dans Le}{(;} > alors %“’% ne 1l'est presque jamais. Enfin, pour le cas impor—
tant de la suite {QE l} s qui '_correspond a la "elasse holomorphe”, on énonce
un résultat encore beaucoup plus fort. Tous les éﬁoncés de ce second type tra-
dutsent des proprwtes de non stabilité (par rapport d la composition) de

K_ L(b{(‘ § ) qu7, rappellent les propriétés de la frontiére d'un domaine
comvexe dans un espace vectoriel (par rapport & la prise du barycentre de deux
points de cette frontiére). Cette analogie, qui explique Z'expression de
- Mthéorémes d'extrémalité!, est en fait le point cée départ d'une théorie riche

et difficile, mais que nous ne développerons pas ict.

Commengons par rappeller, concerncnt les groupes de Lie et la formule

de Campbell-Hausdorff, certains résultats dont nous nous serviroms.

S’oit(x‘ s eee /‘Z‘,L)R_ variables formelles non commitatives. Soit J%((x))

l'algébre des sommes formelles du type (i) :

(1) ZX’N N , ol les XN sonf des coefficients complexes,
ol N {'Y\.‘} est un multiindice entier, et ou
LU e, Nin
‘ ...xh el X ‘...,xm
(avecm>/ = S M0 5 (M= Ty

Destgnons, pour toute paire(x Y)d éléments de J%((x)))
par [x Yl le crochet de Lie, c'est-d-dire XY YX

Enfin, soit to«x)) le sous-ensemble de J% (x)) formé des

gsommes formelles du type (2)

(2) ZS ['X.N] , o ’Zes SN sont des coéfficients complexes

ol o

| S, Ny © My,
bien stir xN =0 si N, g 0 . v "
( 7

et ol
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Posons enfin

(5) CP( @z}\x)(mrx L&L}«I)_H'?: N

| Wiy ¥
| (2) (&z) _-.:z.a%x;:\:\:;..:a:xa:&}q)(z) WZI- YZ
p2

(Les ‘fN et les LYN sont des coefficients réels).

La méthode de Dynkine consiste d remarquer que st X est
un élément de (]%((x, homogéne en X de degré M (c'est-d-dire de
la forme. x 25 2. avee lNl"‘ n ) et st en outre x appar-
tient en fait & og((*x.) Cd%((x)) et si enfin on pose

{X] = Z X ‘:XN] , alors :
N ‘
"X] = M X 35 M degré de X
_ Or on démontre en théorie des algébres de Lie libres que
W(xl est un "élément de Lie", . e. appartient dof((x)) .
Par suite, compte tenu de (4) et (), on trouve

(6) 2, 3IeA,AF... X = YL%) = Z \Nr‘ KVN }

L2
Comme les coefficients ka, puis YN' , entrant dans (3) et

(4), sont aisément calculables, (6) fournit une expression expli-

eite de Yia.) au moyen seulement de X, , ... Xp et du crochet de Lie.

P d

Désignons comme en A; I, § 1, par gz l'algébre de Lze des

séries formelles en € de Za forme OC%) , munie de la loi de

Lie : "E,'CI =(.I1-t) 8‘, — t(Iz'?)
. . A

”
On note que-si &, , ..., &/n. désignent L éléments de ‘zz
~ .
tels que CL Y = ,Q. (?\ﬂy (i\‘>/l) , alors la substitution

- o
formelle de Q&; a. X; respectivement dans
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(%) [ =, %8\
(7/L) {x 1 (pour un multiindice entier N {M 4,5 ’Nt })
(£i1) K((z,) 7

fournit respectivement :
AL s
1% 4
(j) un élément de \ﬁz ~de la forme O b -Hla)
(JJ) un eZement de \Z‘L de la fowme O'C HMN) ol : g l'l.
(§djg) une somme formelle Z \PNAN (d'éléments AN de ‘%; )

et ne comportant, pour tout entier M , qu'un nombre fini de termes

de la forme ﬁ(&w) avec "W\Q’h

(§ij) montre que dans Z YN AN le coefficient de '2' est une

sommé’ finie de nombres réels et qu'il est donc possible de sommer

2. X Le résultat est désigné o = T ;
\VN \N . Le résultat es ésigné par O ¥ O, ¥ ... Oy 3
c'est un élément de 2

Théoréme 1 : Utilisons les notations précédentes et suppo-

sons que 2(; € fz et que ’&‘;é‘ﬁ {he} ( b >0 f:l,...,fy

Alors : G{s & ... &,A) & ?g{%b%(ge}}

Démonstration :
Du fait de l'associativité manifeste de la lo< -'—%'—'- s on pour-
rait se limiter au cas ou N=2 , mais autant raisonner directement

sur un [ quelconque.

Posons :

4+ M
(7) ,(\l'; L%‘ = Z “'&,‘N Z

™M

A_Zors,‘ d'aprés (6) et (?) :
E B = 2 WY, Zoanm..o«n (]2

Wizl {
m=|N|
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oy la suite (n‘\/"'lm"\> est fonction du multi-indice N:{M.:,J‘§

‘Mais on vérifie que : _
| M.+,
[..[z‘*m;...]...%‘mﬂ:@h.—m)(mmrm)...(’m.+....+mq.-l --'m,,\)?.f\L b

Par suite :

(&#E )(ﬂ:) 2. szw’m avee :

ml
\Kw‘ é K Ku Km ‘0}1 e.’or\ o ?ose’:
Ky = N
o { e N
Kq“_ A“—h K‘W&M C,E‘ KWM':ZL
nEm Cm W im_:m)
i
\ B —(mAj;,: ‘Zmam {\’m‘ oy ‘M bk, m‘h‘

Or, en se reportant 4 (3) et (4), et en raisonnant sur la

-substitution de % cP(z, -l dans les séries f‘ormeZZes\

/m
- Zog(\ na) et Zog(li—é) s on peut montrer que(Z H”Nl)
INLEm
reste inférieur A une certaine constante L - kn.<.a‘=> lorsque

W Pparcourt N .

Done, a fortiori :

LK:m ]'/« M

On vérifie ensuite que C { QIM M MM
= Mitn-y N im =

et de 1l& on tire :

(12) k )‘/'M </\u

En troisiéme Zzeu, puisque a éﬁ{ "'m§ , 1l existe
™wm 'm
Coovet que | Uom| <C™ I (Yogn; ¥m elN)

et L'on en tire :

(13). " e Au.b grmm' \\:m"m (’(MM) (W\;f.‘.'WQ)%
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Finalement, de (9), (10), (11), (12) et (13) on déduit que

(&fﬁ’ SN &’h’) est de elasse 8{&,,“_} avee
|
(14) ,A,M = duj M, (Mt M) e (i, f%)(;:“ (;‘ }/w

<WH2A529M:=TQ

Maie, par suite des propridtés usymptotiques de la fonction

f‘actoriglle, la classe g{‘;:'ne}. et la classe (E{r/: Q\’)WM}

M
cotneident. Finalement, on peut remplacer dans (14) ‘:L par E;

k]

ce qui changera A'\M en Alm . Ensuite, st B)\ » 4 partir de la

@;‘)@. (rmiz)m ™, < @;.mz)%.?m

qui équivaut & la relation évidente : m,
| w+m> 2 (simyl)

et en raisonnant par récurrence sur M\ , on voit que

relation :

Al,mgmm:: @!)9/?& . ce qui achéve de démontrer le théoréme 1
dans le cas ozZ~ 97/( , et é_%_’f__c_ ausst dan-s le cas ou O 4 9 ((
Dans ce dernier cas, on peut en outre prouver que le résultat du
théoréme i'ne peut pas étre amélioré (cela résultera d'diZZeurs
immédiatement des résultats du paragraphe suivant).

Venons-en maintenant Q l'objet principal de ce paragraphe

et énongons lLe

Corollaire du théoréme 1 : (dit "théoréme de fermeture').

~
e ~”
ST Bz, » L'ensemble 1%}{¢\§, formé des 3 du groupe
%3{7{ qui sont pleinement zterables, est fermé (pour la Zoz du

groupe Q%{h » c¢lest-d-dire la composition).

ot d
‘ ~
Démonstration ': En effet, soit g et 3 pleinement itérables
~o ' J
dans (?a{f;?} . Alors, d'aprés le théoréme 4 de (A, II, S 4),



9%

~

4

lacd
e(:‘ . éf{’ueg , et d'aprés le théoréme 1 ci-dessus,
*

n'

4
oo

~ P
f =k éf{’he} . Mais d'aprés le théoréme .2. de (A, 1, § 1)
¥ ¥ - ' :

e ~ ~ . : »
Jd;% _-;(go ) s et enfin, d'aprés le théoréme de (A, II,
¥ ¥ %

§ 2) et puisque ﬁo 3‘)* & %’{'h T
v

9} s on peut affirmer que 502
est pleinement itérable dans ‘(a {Meg

Remarque :

Bien entendu, ce théorémeﬂy'est substantiel que sous ré-
serve de l'existence de ’g' dé %{%B} qui ne sont pas pleinement
itérables. L'existence de tels [/ est établie au paragraphe sui-
vqnt, mais seulement dans le cas 9<l . Toutefois, elle paratlt

infiniment probable pour toutes les {‘:\ » et en particulier dans

le cas présent, c'est~d-dire pour - {R:‘he{: avee 6)1 .
. o J
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.d
2 : THEOREME D'EXTREMALITE FAIBLE POUR I%

ST 0$9<i

Théoréme 2 : (dit "théoréme d'extrémalité faible!)
o~ B
| a) soit g et 3 deux éléments del(‘%{ } ne commutant pas, et

sozttt et ‘1 leurs valuations itératives (('L et ‘1)/ )

Soit F(w) et Q (w) deuw polyndmes, de degrés }L et q(r et q >,0)
AZors st ﬂ(q <resp6<{x ) et S’Lﬂ[(ﬂl>‘r//rl. <resp*~/‘,\7<1//5t)
L1é1ément gm“" %"Q“‘" de %{’YLB} n'appartient 4 K‘?é {me}

| (i.c. n'est pleinement itérable) pour presqu'aucun M- complexe.

N o
2 %, P et Q sont d coefficients réells,

;gOP(w) o %OQ(M}) n'appartient 4 I% {Me} pour pres-

b qu'aucun W réel.

{ D) S7 en outre

i ¢c) aux points a) et b) ci-dessus il suffit en fait de supposer
got)(w) ,\;oCQ(w)
[

; 4 .
E que g et 3 appartzennent a % pour conclure que

n appartzent presque gamazs a X%{

Démonstration du théoréme 2 :

Nous aurons besoin du

ZLemme 1 : Si, conservant les notations du paragraphe précédent,

on pose : X AKX, = @%((&xbz,)(%xz)) x +A (%, 2+ 5(=),

| ¢ 'est-a-dire si on désigne par A(xw'x,_) la partie de (z-_)
! lindaire en X, , on a :
| ' Zm-fz .
— l z uc x z z ..cx 1
baurd = 4127 2y o 03w
400 b
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Ce Zemme ne peut pas se déduire directement de la formule de
Dynkine, mais on peut Ll'obtenir & partir des théorémes de K.
_ Goldberg (cf [lB] ) ou encore de nos résultats sur la f.or*muZe de-
C'ampbeZZ—Hauédorff‘ (cf [12] )

o Vol ~r o~ lodd
Cela étant, puisque g a% %"g , c'est que Lg %}#0
I, §14

d'aprés le théoréme 2., de (A, ), et nous aurons par hypo-

3

thése :
Pl = Tt Bwe.. Bewl’ 5 Q= ,+Q,w+...quuﬁ(<kj.ﬂ">/o)
X(% = o(t\%\ﬁzr 3(%*‘“) ; %G}:Fz %ﬂ»é“(&a”) (19%!)
n=0 =h-a & hF
[3 l(% K%req H@(%) Am{nyo :i%;toq\u::j‘
et si nous posons pour abreger L = F('w) g* ek Z, = Q(,w)%v

nous aurons, en vertu du paragraphe précédent et du théoréme

de (A, I, § .Z,a) :

L

Or %, %%y est une somme de. termes de la forme

[}L l: E..{’X‘\,...X,sz...xx I,LJ' H N:: multi—indice:{’n%}
& N\ )d N\

et le caleul montre que dans &7&“’} le terme de plus bas degré en

2 est de la forme

R(w) l+n.+(z'n%)b <Z’n)

ou R(w est un polyné‘me en W de degré égal a (Z /nuﬂtl.{-(Z’nu)c{/
Cette remarque prouve que si l'on suppose par exempleti/&l)t\./ﬁ et

que st l'on pose :

(17). (x 1\#*% (3 = Zg(w | /F\w%—{—B(w%)



W

; (+nth+2t9
| A("”/ ?’) = - .Sn+lx+?.h1 w
*8(%%) < 2. S )
. mién"("}n.(MZ)

alors, pour tout entier EZ— » le polynbme “+k+2kﬁ aura son
terme de plus haut degré en W provenant de la partie de X, HA
qut est de plus bas degré possible en X, , c¢'est-d-dire en fait,

provenant de A(x‘,zt) .

Par suite, le degré de 5;4h+2k? serqa h{+;2k1/ et son terme

le plus haut degré en UI proviendra du terme (cf. lemme 1) :

b

{\/IZ‘: = 82&-! [. [zlixz]..-- 2’..,:]

On calcule 4 partir de (15) que :

~ lt' -2 .
tathtlbg a4 Lk
Mze( % [ w)( ? { M-tuf.m{)} z j ‘1+ & (%\Mﬂ ! q)

Par suite, le terme de plus haut degré en Wwr

S’zﬁrszhi (w) e

Prea XO( uli )u- b <“+F+A1)

+2bq
et €;+r+2Pq ) peut se mettre sous la forme : A VI:+h*z£ﬂ(yb)

h+Zéq/

(18;X:*k+1k 0/w7 est un polyndme én(Vﬁd, de degré affine en k')

2% ZEZ

19 Ty O = Bly?) O8] L (2o ag)

Mais le lemme 1, énoncé ci- dessus, implique

tw

(20) 1im sup lk“t = l/Zﬂ '

De plus :
g -1

(21)’ ulh (2¢- z) 4_” (’L+}L+A1) <(/>.+I,Lf1) @hz).{
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A partir de (19), (20), et (21), <1 est immédia‘t que :

(/inty vreq) ~(a)
(22) O <Z?E,m_>s:f l T’:ﬂ"*'?*‘l (O)! (lz.+ +“‘«1) <oo

.Mais. st l'on pose? 6(0'%).;4 Z T ('V) a}im’fbf?.kc‘

k20 n.qw?.kq

et si on suppose que h( t/(i > lLes inegalités (22) expriment
que la série C(O ?:) n'est pas de classe ﬁ{m }, et par suite
d'aprés le lemme 2. de (A, II, § 4), la série (en 7 ) C.(v 2—)

.

n'appartient 4 f{’n§ pour presque aucun 'U“ complexe.

A partir de 1a il est immédiat que la eérie (en & )
Py

Neleql len+p +2¢
A(wl ?:) = % w T:z.a-yw—u%(‘/w) ¢ 1
et donc aussti la série (en & )

( o’t;cw . 5 o Q) )*

pour presque aucun W complexe Or, comme

(242, ) (%)

LY

n'lappartient a
d'aprés le theor’eme (1' de (A, II, § 4) un élément 'K de %ﬂ{'n

n'est pleinement <itérable que si son logarithme itératif ‘ﬁ* est
de classe l@{’neg » L'assertion du théoréme 1, a)se trouve dé-

montrée dans le cas q//zi)h’/rb ;Qt le cas l.\j/r_ S q//ﬂ

s'en déduit aussitdt car :

NaF(‘w] w0 Q) 1) . (-—Q(w)) so(~Fw)
(F™ g™) - o f

§ g

Quant au point b, relatif & des 8 % ? et Q a coeffi-

cients réels, il se demontre d'une maniére tout analogue.

Enfin, le point ¢ résulte tout simplement de ce que les

hypothéses :«g & ‘% {'neg el %’ & "%{MB'(I » n'ont été utilisées

nulle part dans les démonstrations précédentes.

Enongong maintenant une conséquence tmmédiate mais capitale

du théoréme 2 :



e

Corollaire du théoréme 2

Al
Pour chaque B [ [Olt » 1l existe dans le groupe é{’na}
”~
E des g non pleinement itérables (et, en un sens que L'on a
: o)

S "
précisé, les g de (%{’neg sont méme '"presque toujours’ non

| ‘térab Zes) .
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§ 3 : CAS "HOLOMORPHE". THEOREME D'EXTREMALITE . FORTE.

COMPLEMENTS.

Le théoréme 2 éinavf’nt, dit d'extrémalité faible, s'applique
en particulier au groupe L{} {E;E 1} s Tsomorphe au.groupe (6&&
des transformations holomorphes (cf. A, III) et <l confirme, tout
en l'élargissant considérablement, 1'énoncé du théoréme .2
de (A, III, § 1). En fait, nous allons voir que dans ce cas, nous

pouvons énoncer un résultat encore plus fort. D'une fagon précise

Théoréme 3 (dit d'"extrémalité forte")

(%& désigne, comme. en (A, IIT), le groupe (pour la compo-
sition) formé des g holomorphes au voisinage de O et telles

/
que : X(o) = 0 et g(o] =1 . Dans ces conditions

al) Si F(W) et Q(w) sont deux polyndmes en W , non tous deux
constants, et si g et %‘ sont deux éléments de L%R" pleinement
itérables et tele que X % ?ég g alors l'élément
offw) oQlw)
5 0 ?, de ﬁ n'est pleinement itérable que (au

plus) pour un nombre _f_z,_n_'b_lde w gnferzeurs en module d M,
(\'ffn 61N) .

b) Plus généralement soit Q un élément de é qui dépend
d'une fagon hoZomorphe (22) d'un paramétre complexe W~ , lorsque
W- varie sur un domaine‘:@ de d? .

Alors s'il existe ne serait—-ce qu'un W, & @ tel que 'ﬁwo

ne soit pas pleinement itérable, et si K est un compact deOD s

(22) On trouvera en (B, III, § 1) la défihitio exacte de la
dépendance holomorphe en #r d'un élément #, de (% .
R

NBOn s s volik B, =



B

_au, n'est pleinement itérable que pour un nombre nul ou fini

de AN~ appartenant 4 F< .

c¢) L'énoncé du point b) reste vrai lorsqu'on remplace "pleine-
ment itérable' par "possédant,dansté une racine d'itération

d'ordre entier donné'na ",

Démonstration : En (f, II, §372ﬂg‘on.démontrera indépen—-
damment un résultat, qui, avec les notations du théoréme ci-dessus
s'énonce : "une condition nécessaire et suffisante pour que aur

soit pleinement itérable (éesp. admette dansQ%. une racine d'ité-
. . | I s Vo JJ

ration d'ordre entier /n,) est que : (aw) = O , T €

(resp. VC & U%J, ou [) et JJMO sont certains ensemblesd’'indices,

et ou les applications A -3 Y;(&w) sont holomorphes sur éZ)

pour tout 4 fixé".

Par suite, si pour un certain W, de @ R Qw. n'est pas
pleinement itérable (}esp. n'admet pas dans %& de racine d'itéra-
tion d'ordre M, ), i1 existe au moins un 1 de 9 (resp. Dlnp )
tel que Ii (‘?\U}o)’#O .
| Pqr s-uite la fonection holomorphe W—QI((QW.) ne peut
s'annuler qu'au plus un nombre fin< ée fois sur tout compact donné

de (;O . Les points b et ¢ en résultent aussitdt.

Reste le point a : compte tenu du théoréme 2 ci-dessus

oP(w o Qw

(4, 1V, § 2) il existe bien un complexe W, tel que g 40 %,(?{ 9
ne soit pas pleinement itérable, ce qui nous raméne au cas du

point b, et achéve la démonstration.

Pour clore ce chapitre, énongons sans démonstration un
théoréme qu'on peut qussi ranger parmi les théorémes d'"extréma-

l2té", puisqu'il fournit un exemple concret de famille d'éléments
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aw de %?\ qui ne sont pas pleinement itérables pour certaines

valeurs du paramétre W~ .

Théorémg 4 : Soit g, ? et R trois éléments de %,K s et
? supposonsﬁ. pleinement itérable. Alors, lorsque W tend vers
+ o2 par valeurs réelles, comme la valuation itérative de
Rw: ‘go @:wo Br reste f'ixe et égale a P, (pour 44 assez
grand tout azz moing) et que les rayons fondamentaux Bk(&”)
tendent vers des limites B s on peut, pour tout (} & Z/Zkz
t envisager les 1térées fractionnaires d'indice 3’ ét d'ordre O/w')
t de Rur , et &tre assuré qu'elles sont définies 4 la racine du

g rayon eé . AZorsilen un certain sens naturel et qu'on peut

| préciser on a :

o(l/ur) go & 0 go("‘) st é =0 mod.2,

o ‘ oW
Zi;n.h,o <g o@. 0%). = e
é ‘3’ og‘o% st éE\WFJl

D'oul le corollaire immédiat

Corollaire du théoréme 4 : Si en sus des‘hypothéses.du

théoréme 4 on suppose que 0 X*’P‘ =+ ﬁa%of , alors 1'61é-
ow
ment _?lw._-_,-go &, o% de n'est pleinement itérable pour

aucun MFréel assez grand.

o (11w) 0, (1/w)

)

d la racine du rayon bissecteur des rayons 9(3 ek B&ﬂ )

(Indications ¢ ratsonner sur les (w,)
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PARTIE B
THEORIE DES INVARIANTS

HOL OMORPHES
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CHAPITRE I

GENERALITES ET CAS FELEMENTAIRES

§ 1 : GENERALITES. INVARIANTS PURS ET MIXTES.

SEMI-INVARIANTS. HOMOGENEITE ITERATIVE D'UN INVARIANT.

SYSTEMES COMPLETS ET SYSTEMES .LIBRES D'INVARIANTS.

Dans cette partie B nous allons appliquer la théorie itéra-
tive au calcul des "invariants géométriques”, tant purs que mixtes,
des transformations, et ceci pour les principaux groupes introduits

dans la partie A.

Ensuite, nous utiliserons ces mémes"invariants géométriques”
pour énoncer des conditions nécessaires et suffisantes de conjuga-
bilité des transformations, et pour résoudre divers autres problémes

du méme type.

Définition 1 : Soit G; un groupe, et é?? %, ... Ses éléments.
Soit Aut 65 le groupé des automorphismes de 65 s et 'K: un sous-
‘groupe quelconque de Aut e> . Enfin, soit EE un ensemblebquel—

conque.
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£ a) Pour tout M éN, on dira qu'une application

8' g -—31( de G dane E  dépinit un
@\,K)g;;ari;nr)sur G sg;l) po/u%b)tout élément € de K on -a :
feg)-104)

3
lorsqu'on remplace simultandment tous ses arguments par leurs

. Autrement dit, I doit ne pas changer

} conjugués selon un méme automorphisme ¢ de G )V'G‘é K.

k) si m=| (resp 'ﬁ,)l) on dira que I est un K -invariant pur
(resp. mixte).

St K = aut 6 (resp Ke aut 6 lstrictement) on dira queI '

est un M -invariant (resp. un '?'L-semi—invariant).

Les semi~invariants sont d'autant plus intéressants que K

t est plus vaste. On s'intéressera surtout aux cas ou

(e 6) /K= C o R .

e) Deua; éléments get 2, de G seront dits K-—conjugables
(résp.: cohjugables) s'il existe au moins un élément €& de K
| (resp. de Aut G )tél que.‘"g:'-ﬁ"?;

Un systéme {L_} (l éﬂ 3 D:ensemble'd'indice%d'invariants
(resp. de K —inva:ﬁiants) deG sera dit complet si, pour toute
paire(g,g)d'éléments de G s une condition nécessaire et suffi-
sante de conjdgqbilité est que :
| @) un systéme {I‘}(L é_—)]) d'invariants {r.esp. de K —invariants)
de G serq dit libre si pour tout i de I:] 1l existe au moins une

paire (3,3) d'éléments de Gteis que

Lkt = Gulsha) (hed ey
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€ ¢) Les notions de complétude et de liberté introduites ci-dessus
?pour les systémes d'imvariants purs d'étendent naturellement aux

d cas des systémes d'invariants mixtes.

B Si.E: est un espace vectoriel sur d: (;u un 2? —modulg) on

d dira qu'un (m75)—invariant de (;»est itérativement homogéne

~

i d'ordres Aw,,.. R I\m par rapport 4 chacune de ses M variables

st pour tout { gh. } & G’n et tout {‘YY\,L} & m&:@Ton a

. oM, M A‘ .
I(&'m}‘,.,gmm) = m, mh I(&,,.,&)

ot les n ne dépendent pas des M , mais seulement de

A

' <;t ventuellement qussi des 3 ).
n
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§ 2 : CAS ELEMENTAIRE : LES INVARIANTS PURS DANS‘@@?‘:Q{ .

J

Nous allons examiner dans ce paragraphe les deux seuls cas
T NS

élémentaires : le cas des invariants purs de(% et le cas des
: AA

invariants purs de I’A{ (Voir A, I, § 1 def'tnztzon 1).

Comme dans la par’t'l,e A, C deszgne Z'applzcat'bon : g @7

N
de % dans % (resp de’}e dans M ) e est -q- dw’e la conju-

gatson complexe des coef‘f'tczents Pour tout R.é’]“[ d'inverse

;i > ~o 'U~ >
&o( l) ) C’@ des’bgne Z'iSOMOz’phtsme .g -_— Cg- X &(9 JOQ

’\/ Lo
' de (g dans % (resp de g{ dans D'e ) Enfin, on rappeZZe que
A
pour tout 5 de ou ‘}{ » on désigne par valit l'entier
o A

IYL tel que X(% %-\- 6(3}) , et par résitg le coefficient de

dans la série (Zogttg}

Cela étant, on peut énoncer

Théoréme 1
Ar A [a¥d

a) Aut(ﬁ ﬁAutge et tout élément 6 de Aut (% est soit de la
A ~ s
forme g_ (‘&, & ,}’() soit de la forme eﬁ_ Cavree f?{é;}{

l'k s'identifie donc d'une maniére naturelle 4 un sous-—-groupe
al

de Aut% et de Aut% » que l'on notera % , et que l'on "

Ar .
nommera : groupe des automorphismes primaires (de ‘5 s ou de% )

b) Les fonections valit et résit forment, ensemble, un systéme
N, AA

e . . . %
complet et libre de ﬂ'{ -invariants scalaires de et de .
c) Les foncti‘ons { valit ; «8 (résit); lr}m@ésit)‘} forment
. A

un systéme complet et libre d'invariants scalaires de ('% et de
N . .

W
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Indications sur la démonstration :

Point_a) : Ce résultat pourrait s'établir directement, mais
21l découle d'un résultat gémnéral établi par Roudakov dans &ZSJJ
ou cet auteur indique la forme générale des automorphismes de cer-

taines algébres de Lie de dimension infinie.

Poznts b_et_c¢). Nous avons indiqué les éléments de la
demonstratton dans [11} . Cette démonstration repose essen-,
tiellement sur l'action d'un changement de variable Z-—ag(%) ?{é[}()

A
sur le logarithme <tératif d'un eZement de ou de

@}V._, 4.7 - (1 ;é s
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C HAPITRE I1TI

LES INVARIANTS PURS DE Q?& ET LEURS APPLICATIONS.

§ 1 : LES INVARIANTS PURS DE %&' s LEUR DEFINITION
" d
ET PRINCIPALES PROPRIETES.

Remarquons d'abofd que seule présente de l'intérét l'étude
des invariants purs dans le sous-groupe %K de r}ea , et non pas
dans gfg lui-méme. Cela tient & ce qu'une condition nécessaire et
suffisante pour que deux gléments g et de ’Ma :—@éﬁ sotent
conjugués (par rappoz/::ﬁ a un glément de c)}%\ ) est q.ue les élé~
ments g' et 5 de Mit}—?{liqu'x Zeur;{eorrespondent sotent conju-
gués par rapport/g‘, un élément & de ’{‘ s qui sera alors automa-
tiquement dans @({\} (et on est ramené 4 1'énoncé de B, I, § 2,

P
. N
théoréme 1, b et ¢). De fait, si g et 8 sont deux éléments de

A A2
l}{-'—\% , leursvaluations itératives sont nulles, et si en outre
o~ / )
g/(o) = %’.(0) on aura :
~
c ~
= ~
en prenant par exemple : = (f ° 3 (Voir A, I, § 2, Th.5,¢).
& ~n I As
. . — : ¥ e MARR mwrAV
Or, si t sont dan =l

N

et par suite aussi &_ appartiennent tous a ‘%{[S C"S;C{k‘s
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(Voir A, II §§ 1, 2, 4). On peut donc légitimement se limiter,

dans la suite, & l'étude des.invariants purs de (éaek

Commengons par rappeler certains résultats établis dans la
partie A (spécialement au chapitre III) et qui nous seront indis-—

pensables dans la suite.

Rappel : g désigne iei un élément deﬁ ;}«.: valit‘oo 3
}7-:. résit 3 . g est de la f‘drme z‘+q%bia(}b7 avee ¢

-ip
t (1

Q= n}‘e.r' ; N, SO0 3 Boél-'n/lt/'ﬂ/[i].

A(X) désigne le plus grand disque{é;\z!(u} sur lequel j et 5

sont hclomorphes.
| a) Pour tout A de Z <ou‘"de Z/Zr. Z) on définit ud(;’l,%(g))

comme l'intérieur de 1'ensemble :

o)

+t

oM P ot
{E; 3 (2) éA(X],VM ét\)d*lN ek A’!%X(q-) -aaa twod 2n (iuamal M—?Q—l)aoo
od L'on a posé : (} - °+d.v/[1‘-~‘ .

U,

est dit "feuille d’indiceé de g“ i BA est dit "rayon
fondamental. d'indice A de X ",

'V"()O (et <T‘/rt) i1l existe
((d) >0 tel qué QQ contienne le secteur
V (68“ <X, 63“ - L(o()) | (Voir A,’ Irr, § 2-3).

Par suite, st l(\_(s'[_._._[ et st on pose u(“,(g) =Ud((” nu&'(?}
l'ouvert /uM, (X) n'est pas vide. Et de plus : . '
V'M. € Z H gdn.(u‘\/X) = u '

| AIX .
b) Pour tout a de ¢ (ou de Z/zbz ) la suite

il o M | _ _
g (%) ..g(’%))/i‘_gm tend unifprmément sur tout compact

A‘N
de - vers une Llimite (;) 7&0 lorsque M tend vers tl) 0 |
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La fonction hoZohorphe é;. est dite "Zogarithme i1tératif

sectoriel d'indicea " de f posséde en O sur /LQ() un

développement asymptotique fort (Vozr A, III, § 3) qu% ne dépend
n

pas de a et s'identifie 4 X (Voir A, III, § 3).

¥
e) Soit maintenant A un élément de Z/ (et non plus de Z/Zli Z),

on définit-sur12‘ la fonection log & par :
0.
Zogz i 3 + log (ze. d) (log : détermination principale)
* ' -l
et on désigne par 3’6 la przm%tave de . qut est de la forme

*§
*J(% =f Zogjé +F(%) +a-(1) quand 2 —3 O Surué(g)

ol Fk%) est une fonection rationnelle du type
mes -l

' n
2 Cut )
*\ ‘ 'ﬂ..'-‘.-tt
8 est dit "itérateur sectoriel d'indice J de § .
C'est une fonction univalente, qui réalise une bijection
. *
(de la feuiZZe)(wé . sur (Z’ensemble)'-mA = g A(’lﬁd)

X
La bijection réciproque est notée 38 .

Il existe U& >O et {+eP tel que les deux demi-

pZans {{ ‘}m% l >té } sotent contenus dans IUM

d) L'itérateur sectortel g‘ est caractérisé (d une constante
. X . . .
prés) par l'existence d'un développement asymptotique fort

(éénéralisé *7 et par l'équation fonctionnelle suivante

(1) g g(%) = 1 + 5*3 (z) Ve éw-
| Nous allons maintenant introduire les invariants de %%R
et . indiquer leurs principales propr%etes au moyen d'une série
de = définitions (1 a 3) et de théorémés (1 @ 4), donnés les uns.
d la suite des autres. Toutes les démonstrations sont rejetées en

fin de paragraphe.

S

£.e. contenant. un terme 0 Ura % .
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Définition 1 : Soit $ = * | et soit d un élément de Z
‘ Le "domaine" U_ : - /u, ﬂ w n'étant pas vide, et étant

LY

l stable par rapport 4 la transformation 2 —3 X(%) s pour
tout * de ,UM% (**) on peut trouver un chemin P s Inté-

 ricur o %3’8,‘,: et joignarnt z d g(%) . On peut done poser

¢ * xjte ~2nim X*}(?) -
Yan éZ ' ®3,5+z;m () = j(r.) (g (§)~g (g))e igzo(;
Puisque 'g‘*a‘*i@)% 0, @J/S"‘i)'\\ (_%) ne dépend pas de | .

Théoréme 1 :

§
a) Les @6,3*5‘;% ("é) sont constants en & . On pose :
3 . _
@3,3.\-2;% = e m (?)

b) Pour tout 5 de Z . et tout m de Z on a @

; | .
®3zi+i‘% = O st z(-x)‘)m. L0.

Démonstration : Voir en fin de paragraphe.

Définition 2 : ( g ¢ Lege‘ ; W__Q;_[:.g = t‘)
Z

'8 a) Pour tous #& et M de

si w0 [ Ok w) = @

on pose :

28,284 ;™

®3 ('f\/&"h) = ®§RH,-2@.;%
@g (Vkn) = ®zga,z&.;,;%
@g (“\le{,%] = @5{;"%, ?—?{;'k

b) On désigne par P résidu itératif de GO et pour tous
Q/ P{a ‘et M de

sz’ n & O

on pose : | pour £ =%|

Rohodpn

ﬂg (Z/Q,'M.; ?19)'-:. —‘-—AZ

h &; %o

2 R o RS
"(m,'“f)t‘ Zm_t:

G)(f (s, &,m) e

Qw) g& ué,&*i (g} w'est pas connexe ,on se Cimike bien sbr &

'Eo. Comr:oSo.n('e_‘ connexe 'conkiasa * f’om:%zne.
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Théoréme 2 :

; TT! (?. 941- ?{ ) est en fait indépendant de é, , et pé-
riodique de période 'r. (_valv,t(f) en . on pose

| T(g (5,0n) = TTj (28m; k)
b) Pour tout & & Z s L1l existe un réel minimal ,é'&

et L toD tel que la série : Zm'hu.r
| w2 © 1 & )
%7,0(&%1«(0)

| converge uniformément dans tout demi-plan r}‘mw>/ I:'} k’a

é-esp dans tout demi plan r}ww -k <-—(’.‘R)
Pour tout W tel que [J}MW{ >Ept la somme de la série
correspondante gsera notée _(Lf( ,UJ)

Définition 3 : Pour €= %| on pose :

) HX (5 w) = __Qg (5, ko +lucp R/p))‘_.(wﬂzftéf?&/(t))
(on t«,:valit 3 H f':. résitj ) pour tous les A tels que cela

it un sens.

b) ﬂg (2, 4m) = ﬁ; (%n) TTX(z;-Q,-a) <V'ee.‘:'uéZ)
o Thetm = Tty (Ty(s-0a) (VeerncZ)

Les principales propm,etes des éléments __Q Tf ﬂ T[-ek- T(

introduits ci-dessus sont données dans les deux théorémes qui

sutvent :

Théoréme 3 =

a) Pour tout g deZ » Les applications :
A — .,Q(i, ?ﬂlw) et Mr —3 _ﬂ(—il F{/w) sont

réeciproques (ld ou leur composition a un sens).
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b) Pour $ — 4 | , la fonetion ng(g/ &,w) est doublement
périodique, & savoir de période t!. en & et de période ’!_ en
W (partout onl cela a un sens). La périodicité en fl. ét en 4
permet d'étendre la définition de ﬂy ({/ Pg, w) a un domaine du
| type {P\ EZ ; mfw. w[; Kg?

e) Les ﬂg(z/ Q/ m) sont les coefj“icients de Fourrier de
T\-g (5‘/ Pg/ w) par rapport aux deux derniéres variables.

! Autrement dit :

(B e
ko) = 22 T e

0729 parcourt les valeurs entteres de [60/8 +l‘~[ (Vf)eb ov M

 rorcours N (seor.=N) ot Twar So (rece. Tmg o)

Théoréme ¢ : Propriétés d'imvariance de ﬂ ﬂ T TT .

g deszgne el l'élément générique de (%R s et T et o

f désignent deux auvtomorphismes de » de la forme :
| ¢ e o(-)
T = Q. et 6 = ﬁ.C (&é’}(ﬂlﬁ inverse de&) .

Autrement dit : (}

ao —? tg E } R’ é": automorphisme primaire)
0(_‘ .
6 g —_— 5 R
Alors 11 existe 2 entzers : ‘ et %1 » et 4 complexes

; C_‘,Cz/w' et M, , ne dépendant que de g et de ‘Z(ou 0‘)

et tels que

) sz (z.l&lw) =C + ng(s/f)zﬁ@., W, tw) ¥soa
i | ¥kez
() ﬂs‘g (s,(%,w) = C, +(Wf(z,ﬁz-&,m)) {*!u;é
@) Thep (2,2) = Tl ) o {2ae (B el

@7 ﬁ&g(‘zﬁ %) = (ﬁg &, Q*%)) {?.m(..__ ,g.ur,_m)}
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Qs) Tf-cg (£,m) = ﬁg(z,e, n)
& .T.ng (5,8 = (ﬁg (5, -4, )
©)  Tleg(e, 0,4 = ﬁg (g, )
@/) .ﬁ}g £,0,4) = ﬁ“g(z,e,u)

Autrement dit, si on désigne par ;}’(a le sous—~groupe de

Au}:% formé des automor’ph%smes du type de T (’est a~dire de
'_: la forme : P\, ;. avee g.én"{ ) on peut affirmer que les

applications; g_a 3 et a fort'z,om, j__y'ﬂ.g sont des {H_.__-..

d invariants de s et que l'application: Xaﬂ'gest un invariant

\03 (eines e | Ty 0,m)] ).

Les constantes C C?., W) ?(1_/ P{ sont d'un caleul

atsé, et s'expriment en fonction des ft premiers coefftc%ents non

nuls de g et de '?L . Ainsi,par exemple :

R(;‘t)
(Kezs {z“ j Y_(Hp g( +(1-1) 31122 (§1)-3)] ig}

i deux enm’ers relatifs tels que

ST inf(é,") est pair (resp. impair) on vérifie que la relation
__Qg * 2}'* e o
oy (w) = g é)( ) ‘ définit une fonction holomorphe

dans un demi-plan r}\m ur > k (resp r}mw<~ ) et 11l est
)

clatr que les applications ¢ MF — _ﬁL A ( ) et MI-Aa_ﬁL Uy
: g
sont réciproques l'une de 1l'autre.
X |
2°) Les zterateurs sectoriels vérifient la relation

fonetionnelle : g > g(% == gz('%) et par suite les fonctions
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% .
réciproquesj g vérifient la relation fonctionnelle :

X
g é 5 = J % u:**i
Par suzte >
% * % % 3'3
'ﬁ'ia (w+1) = 3%5 g(wu :g gég() H—jf jw)
I R
= 4+ 0 ()
La fonetion "ﬁlbélh¥}.~ w est donc_pertodtque en 4y~
de période 1, et puisque * et * admettent sur ~~,(§
| - a4
deux développements asymptotiques identiques, 11 est clair que

_Q.“,( ) - ur '~—3D quand %w’ S f@(&@fw-—;-w)

- Par suite la fonetion périodique _113 (MO -

est de la forme :

__Q_% ( Z /\ Zm'mw-

3é hE—oo 33 "

i, - Y
: r o luimw ¥ 4% v
avee ( Aé'/i.’i"‘— = s e é) o (w) dtd'

| | e X Ay i ¥2) -

(2) - ! - 2)| & (3 0(;
< L (f -1 jz )

w3 (3,4
et aussz (3). Aﬁﬁ;“‘- =0 st { \) 333 40

kou, ce qui revient au méme, si (ﬁ a) L‘j j’ m < 0.

<3
3°) Par définition des itérateurs sectoriels g 3 s du
%a+2 *3
résidu ztera'ﬁif/) de g s on a-: (4) 3 Q.TYA.F —\»—5 (%}
d+lp»
(w) = gw ijo)

Portant (4) et (5) dans la relation définissant

et par sutite : (5

i él (w)

on trouve :

o 8

#%“% (w) = 2“’70 +.Q.é (4 — me)
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Cela étant

M posons ®331 = Aé'& M <13"“&Il :1)
%) définissons les @3(21&,%) a partir des ®5g'5'l'"‘- ‘comme

dans la définition 2, a.

ge-). de’finisson‘s (pour ?&éz; ‘2:::1:1)' les Bi(z/ ‘?’{,w) par les reZa—.
tions suivantes :

fB (4, %( w) 'Qz&,z&ﬂ(w
Bg (i % w) = :1& ey
‘< 68 (4 G{ w) = Z@aﬂz(”\ (w)
68( h W) :'-.n..gz&_‘zp\(w) st ~IYmW est asses grand.

ﬁ) enf‘zn, définissons 3(2 P?. w) (pouz’ e = ..’*:.‘1/; 191,, éZ) par :

7 r}mw est assez grand

w

7 —-r}’mﬂu est assez grand

[v)]

[V

87 ‘}VK‘JJ“ est assez grand

Cg(z,f’a,w-) = B (e, %w-+2174:ffi) (w+2§cf %)

Alors, compte tenu des propm,etes (2) et (3) des A

) j,j";ﬂ\
notre nouvelle définition des 5'3 ‘ » et par suite celle des
174+

@8 (Z/Q{I«L , cotneident bien avec les anciennes définitions

(2)et (3).
De plus, compte tenu de la périodicité en A" de

.Q. W) W d'une part, et de la relation (6) d'autre part, on

b ,
trouve : (7)_ Bg(a/ ﬁ,w+‘1) = 4 4+ 'Bg (2/?{,«#}

%(i,g&ﬂn,w) = ?.rri/) J;-‘Bg. (s/ {Z{Iw-?mc/o)

et par suitel(7 bis) - Cg( - ?( ’uu‘) est  doublement Dem,odzque‘
de période }rl. en ?‘l et de période d en A

(7 big) nousautorise 4 poser :

(8) CS (=, &) = QZ %: Cg (2, Q{m)%{hé(%{emw)}
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(ov Z parcourt Z/TL Z et ou M parcourt '_“..{N selon le
signe de I}WW)

‘Maie,par définition des B{ (2/' &, w) e,l:' C’%(ﬁ/ P{//)L) on a :
(9) s khw) = Z @ z?wn La¢
| B (I ’ ) m2 0 (nesp ¢0) 3(/ l %( mmw)
Tenant- compte de (8), (9) et de la relation définissant (:;

a partir de E% , on trouve :
(zo)svlm.éz‘ iC(a&fn "

L'inversion de la relation (10) fournit :

, b =Rrp

(;j), Cg (2, 8, n) = jt: &Z% g(i,ﬁ,'n) mh{-—‘rnunf%lmfgg

Comparant (11) & la relation de définition des

ﬁg (SIQJ'K,‘&o) (voir déf. 2, b) onvvoit.que :
(12) ég (£,8,n) = ﬁg-(i‘/Ql’h;%o) ¥ .

Comme d'autre part Zes Cg(é 0 M) sont les coéffi-

-;erm

@ (z ?m)é[mmfr‘

cients de Fourrier de la fonetzon doublement peraodtque

Cg (2 {2{ w) s i1l est clatr que si l'on pose : _
TTB (i P{ UJ‘) = Cg (2. ?{ w) , cette définition de Wg

est équivalente d celle qut a ete donnée a Za defanztton 3, a)
et qu'en outre T7é et ]73 verzfzent bien les énoncés des théo-

rémes 2 et 3.

Il ne reste plus maintenant qu'd démontrer le théoréme

4, et pour cela, a etudter les proprzetes d'invariance de TTg

et TTg

T et 6 etant deux automorphismes de Q%K deftnzs comme

dans 1'énoncé du theoreme 4 (i.e. respectivement primaire et
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non-primaire), et compte tenu de A, III, § 3, théoréme 9, d),
on voit qu'il doit exister deux constantes complexes C, et Cz s

et deux constantes entiéres relatives 6 et /3 ‘telles que :
- tcg)ﬂ-(%) _C 'g*(é“ﬂ,)" b 7 \feéu&(té’)
(14) G‘X)‘)\% (%) = (, + 6}*(6{3‘)0 e\(%) ,Vé , ¥a élwa (65)

* ‘
Passant aux fonctions _g»(réaiproques des i1térateurs

sectoriels) et faisant a‘; ,8/ , on tirve de (13) et (14);
r o o) Grilx ar ¢ 2
(13 bis) @g) (W) = ?L o

X(w —-C‘) et 'Vw- teZ que
o e | e st )
(14 bis) 68) (w‘) ;_-_Q, 5 ( Xw_,czp soit assez grand.:
. \ ‘

\

Compte tenu des 4 relations cz-dessus, et se reportant a

la définition de _(1.8 ‘ W) '(i.e gié/ : K ,3 g(w SL‘A 31 l)

on pezzt déterminer L' act'aon des antomor phv,smes ‘Z.‘ et sur

les ...Q. s dune fagon précise, on trouve :
Qrf - nd
(13 ter) M,(w) = C 1 .._{L +a 6’*3 (w C)
' e} —
aever M) = G (g (- ))
A partir de Zd, et au moyen des relations définissant

83 (Z/P{, d partir des 'Q:i,j ( )  puis 5(2 gw)

d partir de (E ?{ w) , et utilisant enfin Z identité des .ﬂ-‘?

I

et des CX s on.aboutzt Ffacilement aux relations Q(} et QI’)

du théoréme 4.
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Comme d'autre part Zes‘Trg sont les coefficients de

Fourrier des Tr (bar rapport aux deux derniéres vartables &_ et

Cnd
MU‘»} les relations (p).et (@ } du méme théoréme 4 résultent

aussitdt de Qﬁ) et @y).
Enfin, se reportant au définitions des TTg et TT?

b-c) on trouve successivement

(déf. 3,
TT'C‘? (E = z‘?(i ¢ M} ﬂtao(z —.e —*’)‘.}'

_ Wj(z Q'n) Zm( t‘—J‘w‘ ) ﬁg(i"?-%) —Znt(_+w%)

| =T (5,0, )

ﬁes CS,QIM) = Ws‘g(‘i & ) €§(z" _,ﬁ) . |
B e G o P

Ceei prouve Zfexactitﬁd? des relat?ons QS}/Q{ I) /(—S') et(S/)

du théoréme 4 et achéve la démonstration des résultats de ce pa-

ragraphe.
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§ 2 : LES INVARIANTS PURS DE %n (SUITE) ;
Vi
SYSTEMES COMPLETS ET SYSTEMES LIBRES.

On désigne toujours par O{k les groupe des automorphis-
mes primaires de %3 s ¢lest-d-dire le sous—-groupe de Aut%ﬁ
BT
formé des T de 1la forme K y avec R éI}CR et ﬁ défint par
-l
% — CK. g R. g. &L . On dira aussi? que le change-

ment de variable : z - KCE) transmute la transformation
z = 8(%7 en la transformation : 2 — (jﬁ,g (%)

Nous allons, dans le théoréme qui suit, donner des systémes
complets ét libres d'invariants et de cﬁfﬁ—invariants de %%&
Clest la ﬁn des principaux résultats de la présemte théorie..Cela
apporte, notamment, une répomnse définitive 4 Z'importaﬁt probléme
sutvant (dont nous croyons qu'il est resté ouvert jusqu'd ce jour) :
étant donné'deux.fonctions '5 et 9.., holomorphes en O et ‘
telles que g(o] = ‘}S(o) =0 ; 5/(0) - %/(0): {, quand existe-t-il
une R » holomorphe en O , et telle que :

e\(o}:(ﬂ; R/(o):iéi ; gog = %ﬂﬁ ?

on verra.que ce n'est "présqﬁé Jamais" le éas s plus pré-

etsément, que c'est le cas si et seulement si un certain ensemble

dénombrable de scalaires attachés canoniquement 4 g coinecide

exactement avec l'ensemble homologue de scalaires attachés a i} .

D'une fagon précise, et avec les notations du paragraphe

précédent, on peut énoncer

Théoréme 5

é a) le systéme vaZzthresat g TT} "V'“ et le systéme

valm';g- resztg Tl-X (*3,0 00,00 } sont

s.y'\\
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.chacun des systémes complets et libres de CJ}’C& ~invariants
de ‘%9. s> 4 condition de regarder la fonction Wg(i/ &,w}
(qui est bipériodique : en &', et en W ) comme définte Q
deux translations pre‘s. : sur &. , et sur W .

b) Pour =+4 et i::.-i s Le systéme

{valitg 5 résit g 5 ﬁg (s,e,m) jZeZ/hZ,-uéZ}

R et le systéme

{valit § ;02\»6(179'_3751; g) 3 ,}M (résitg)I;ﬁg(g{’m);eél/rzimél}

5 R N < . . .
E cst, respectivement, un systéme de ]}’C& -invariants scalaires

de (%& , ou d'invartants scalaires de (%K

{vawt% ; résit g ,-ﬁg (5,8, 4]q) = @(Zﬂ,«)ﬁﬁg(ﬁ,ﬁez"f“)

‘ ~avee eéZ/l«.Z ,fnéZ,qéZ’ }

: ¢
d cst un systéme complet (mais non libre) de {}{ﬁ—im)ariants

de%g.

d 1) Etant donné deux éléments g et 3 de (%R , une condition

C) Pour §¢ = 4 Q.L' 2‘,-::-'1, le systéme

§ nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction a s
. nolomorphe au voisinage de l'origine et telle que :
) '
— . wd . =
t cst qu'il existe deux constantes R‘ & Z et W & C telles que

| coit verifise 1'une des 4 conditions équivalentes suivantes :

. @() pour g =41 ona: |

L valit g = valit % ; résit é’: rééitz ,-,Tg(zlﬁlw)—-[g(s,gﬁ%wﬁw):
- ‘ Cale

(-P) . méme condition que ci-dessus pour & = -l
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g o £a ot e L
”a”tg’-'”a”tg ; réoit farésit g ;Wg(:},&g)z .a(s,@n)em("ﬁ*um)

(§) méme condition que ci-dessus pour € =-1.

E'e) Une condition nécessaire et suffisante pour qde deux élé-

; ments g et 3, de %3K sotent conjugués <;ar rapport a4 umn auto-
. morphisme de %k )-est que soit vér%lfié'é soit 1'une des 4 condi-
é tions équivalentes du point d), soit l'une des 4 conditions ci-

;R dessous (pour un certain entier ﬁi_ et un certain complexe W, )

@') pour § — 41 ona

f valit g = valit % ;5 résit 8=résit 8) ;ﬂ;(gﬁleﬁ‘l—%(gﬁf%m)
‘ = Cuke

QS‘) pour € = +1 on a : ) . ZRI—M%W'“)
 valit % = valit % 3 résitg:Gésit 8) ;ﬂg(%@/ﬁ}:ﬂa(ifelu)e

[ MezpraVuez

l ' v :
K§ )méme condition que ci-dessus pour ¢ =-| .

; (@7 méme condition que ci-dessus pour § =~ |

 Remarque : En se reportdnt a la définition 1, (B, cﬁap I, § 1)
on voit que la Ziberté'des systémes du théoréme 5.a ne préjuge en
rien de la liberté des systémes'dﬁ théoréme 5. b,et ceci bien que
les premiers puissent &tre exactement reconstitués d partir des se-
conds. En fait, la question intéressdﬁte et délicdte de la complé~-
.tude et de la liberté des systémesbdu théoréme 5. b ne sera pas

abordée Zct.
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Démonstration du_théoréme 5 :

On peut aisément ramener la démonstration du théoréme 5
tout entier a la démonstration de la nécessité et suffisance de la
condition Qg) du péint d, et de Za'conditioﬁ 144 (d}ou Q&C)))

du point e. Or la nécessité de chacune de ces conditions résulte

aussitdt du théoréme 4 (4, II, § 1).

Il ne reste donec plus qu'ad établir leur suffisance, et,
pour simplifier, nous ne l'établirons que dans le cas de la con-
dition (X) du point d (Ze cas de la condition & &) ou LO(') »
du point e se traitant d'une maniére analogue).

Il s'agit done de prouver (féz.d , avec :

((ﬁ, et.%é‘%ﬁ , valitg—;valitg N résitg:résitg 5 11 existe
@i &1 et ‘UJ" ~ tels que -n:?(l/ P{lw) ”W%(‘/&d'&lwt*w)gwﬂ' P>
%(4 11 existe R dans'y}’(& telle que a,g = %o&. P

Commengons par montrer qu'il suffit en fait de prouver un

théorsme ‘pZus simple, soit @Z)twéc :

(& g et gégﬁ; Uaz’b'tg:: vazitgrr_- E résiz‘:g: p_ésit,}:/

@ Bj(f) = 93(3) Vj (identi‘té des rayons fondamentas de
y i T, k=T Rw)y J ** 9

L::? & il existe 'e\, daﬁsr}{& t.eZZe que ;g.og :%og »
Soitent en effet g et 3, yérifiant les hypothéses de(@j}.

~

aux imagesao et ﬁ de f

A ~S
- théoréme 1 (B, I, § 1) on voit qu'il existe ft dans{hﬁ tel que :
Y

3,.-_ @Q)%‘l) 0 %’ o % % appartient en fait

Puisque valit ﬁ = valit i} et résit ¥ = résit 8, , en passant
~ ~

et 3 dans % et en appliquant le
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ad ~
a I}( {‘;";S m,} mais pas nécessairement 4 }}’(_ {AME i%
(Voir théoféme 6 ci-—aér’és) si1 bien que % n'est pas nécessairement
! zmage d'un élément "ﬁ: de )}CR . Tou'l;efois, 81 on désigne par
ﬁ('?:) le poZynome de degré Q}{-?_) qut est égal a la série for-
melle t‘,(";; 6’(% ) prés, f_ est évidemment l'image d'un 8é-

o)
g-E gl

ment ﬁ de r}q‘{ » et st l'on pose

on vérifie aisément que l'on a :

(2) |

7/ %; | c @}9‘ Zh«-l

(1%) g (y - k (¢g) = o (2 )

(Z27) g) 1(%) 6/07,1'* la définition des rayons fondamen-
taux (3) (en A, III, § 3, déf. 6. a))

(ii1) g (%) 21 (’t :0(% quand 2 ._30 sur ug(ﬁ)ﬂ%(})%}?
MaZs d'aprés le thééréme 4 (B, I, § 1) 71 e:mlsté deux

constantes W, et ﬁ., ,teZZ-es que :
(15) TT}(\, R, w) — TTx (i,(zio+?{/ W, +w)§ Cioke.
ce qu%l implique, en tenant compte des hypothéses de Cfi) 2

(16) ﬂg(\,?{w» —-'Wg (\, @i,*-fltﬁr&www;tw)sdée

-Or, en vertu de (iiii), et compte tenu de la manzere dont

Wg et Wg sont définis aQ partv,r des itérateurs g %

la relation (16) n'est possible que pour - é ?g‘ +?{
u
_ Gk =0

Comme enfin la conjugabilité de deux éléments de ‘%R

' est une relation transitive, on est bien ramené 4 prouver sz)‘
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Soient done mazntenant deux éléments ' g, de %,&
vérifiant Zes hypothéses de Ge )

Puisque les 2"«. rayons fondamentaux de g et ?, coinecident

(v,e 33(8) = 03(%) :9} ), pour tout g fiuxé >’0 ek <TT/2fm,

on peut trouver (2) >O tel que
Vi =V (e, aﬂ ~2; k) < ’lﬁ.x(gmu&(%) |
Vw N (B2, 8.~ )cud(g)(\Wh(ﬁ)(\iﬂm)(\um(g)

Par suite, pour g ‘1 9. Q_ky_ les relations

1) {((ﬁ)) 3*%' ,

2{(3)) V
définissent une fonection holomorphe sur (au besoin on

réduit le paramétre '((S) zntervenant dans la defzn'ptzon de Vj )

Or,surV ; g(z :4*5(”3 (%)
| %(%) = %(l-&- %*3(%) »
Done, toujours sur vﬁ : |
6))

(18) 5(%} g o R (%) (1+g (z—))

Or, sur v 15*1 , on peut éerire :
(4 ' jf* * oA kAT, x4
(1g) B\, (%} % g () = A 1 onﬁ 5033 (’i:)
Soit encore : ,
(19 bis) Q\«m _Q_ *3 +' Vi
{ (% = % 3+u3 °© 5é+t OX SO Vi
- ¢ 2fH 4* ¢ d“‘*
ave —Q"é“:j = % JZ‘&'A‘H = g g
Mats compte tenu de la maniére dont ﬂs et TT sont défi-
nis a4 partuﬂ des_Q_ , et _Q? R ‘et eu égard a

{valttg = valit % s reszt X = részt '} , 1l est clair
3 Y

que .l 'hypothése { ﬂg U} } 'me’Z‘Lque ,_n_g3 = __(Lg"yg et
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par suite aussi : {_(Z‘%",dls eﬂg}éﬂ — identité }

Portant ce dernier résultat dans (19 big) on trouve

¢ (14+1)

(20) &. (33 = ﬁ (¥) Sup V{,{H
Ceci étant vrai pour tout ﬁ s On ﬁoit qu'il existe une
.fonction & telle que ?-h.
f(i) K est définie holomorphe sur v = U § \/é ‘i+\§
: =\ ‘

3 G - C

(i) a(%) = eu (%) . sor V(\ (\V

\f"iii) P\og(z) = 030&(1) ¥z ¢V

A

0 Or Zes‘pI’Oprié.tés asymptotiques de gﬂ et 6*3 font que
‘K“n(i}) , et par suite K(}) , tend vers O quand 2 —>0
et que f\. E,Mn (%) , et par.suite 'Kl(?,—) » tend versC‘g%eqﬁ@c‘uanJ
z ——32(.) | |
Comme V est un voisinage de 0 s privé de O , R_
se prolonge par continuité en une fonction holomorphe en 0 R
et telle. que :

E\.(O]::O ', &I(O)%O ; e\ag = %09\

ce qui achéve de démontrer @z), et du méme coup le théoréme 5.

Théoréme 6 : D'aprés ce qui précéde, pour deux éléments

g et %,de (%R, les hypothe‘seé ,
{ valit 3 — valit «3, 5 résv;-}bg:'résit 8}

n'assurent aucunement L'existence d'ung de q{g conjuguantg

et 2‘; toutefois, d'aprés le théoréme 1, (B, I, § 2), elles
N4 N\

assurent l'existence de séries formelles ‘&_ de rJ‘C telles que :

~

~ ~
(21) ‘a-o g = %’ o e\‘ et 1l'on peut énoncer :
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~

Les 2\, solutions de (21) dépendent d'un unique paramétre
: , ' . -\ A7 .
t complexe et appartiennent en fait toutes (x,’]{_ {\M ?—"h-%

| (Voir 4, II).

Démonstration succincte

————— —— A —— - — — — —— ——— 7~ g

¢

'y ~
| X et a sont éléments de {A%Ei et par sutite,

~

d'aprés (A, II, § 3), Théoréme 3, f/* etd:i? sont de classe
. e :

n*
8 {RE% , ainsi que les séries formelles :

@)*@)'-f&%z‘ | e;k @)*(1) ..f &r%% : f\j neAiEg =/Le,%@-a) .
Les solutions de (21) sont les &*),de classe 8{%%, |

caractérisés par (22)

o )

ce qui conduit facilement 4 1l'énoncé ci-dessus.
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§ 3 : AUTRES APPLICATIONS DES INVARIANTS PURS DE (61

CRITERES DE PLEINE ITERABILITE. ' 0&

Définition 4 :

V=21 y ¥ e Z/hZ,VMéZon pose
Ap(s,tm) = [0 e Th(slm =0
| ) 4 e TTg (2,(2,14) £0

La relation (ﬁ) du théoréme 4 montre que Zes'Ag sont des
c?(—invariants (& la différence desTTg ).

Cela étant, nous allons donner trois énoncés montrant
comment on peut utiliser la théorie des invariants holomorphes d
la résolution de divers problémes sur Q3K . Les démonstrations
faitsant appél d des modes de raisonnements déjd ehployés, nous

nous bornerons d quelques indications, en fin de paragraphe.

Théoréme 7 : (Critéres de pleine itérabilité au moyen des

invariants holomorphes).

Pour qu'un élément g de Qaa'soit pleinement <térable
(Voir A, III, § 1, déf. 1;d) <1 faut et <l suffit que soit véri-

fiée L'une des quatre conditions équivalentes euivantes :
« T,k w =0, YR, Y
B T kh,w) =0, ¥k, Yo,
(%) Ag (i,Q,m) = 0, Vﬁ éZ/fLZd«VméZ.
'A.g (fi,@,m ) =0 ,W ez, Vael.

CZ)
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Théoréme 8 : (Critéres d'itérabilité fractionnaire au

moyen des invariants)

: 8% un élément ?de (‘%ﬁ n'est pas pleinement itérable, alors
le groupe Wg des ordres d'itérations admissibles de g
(ijr en A, III,§ 4 la définition exacte de W}) est réel et
discret ; plus précisément, Il est de la forme Wf - c{'l Z

' °

o ﬂ est Ll'entier naturel caractérisé par chacune des condi-
6 : .

| tions suivantes, équivalentes :

; Q() M, = est la plus petite période (en w) commune 4

1 tous les OT%CS,/&,(U) pour 2 =4| et pour P&.—,— {, ?‘/"‘f"'.'
((3) méme énoncé avee € = =1.
: Q{) Pouf 2=+ , on a : AX-(S/ Q/VL):_O VM%O(MC‘()QEveéz/[LZ

méme énoncé pour £ ==
©) pox 1

Théoréme 9 : (eritére de conjugabilité par rapport d une

transformation de valuation 1térative moindre).

Etant donné un é&lément g de (%& , 11l existe un élément

%. de %& tel qué vvalit % = r_/<‘1 = valit g et une fonection et_',

holomorphe en O et telle que

Q=0 ; kel =g, R
st et seulement sz 'f\', divise rl. et 81 est vérifide l'une des

quatre conditions équivalentes suivantes :
Q() )V,"W‘/ ﬂg(f./ P\.,w) est périodique en 'FL de période 'fL/,
pour &= 1.
qg) ﬁéme énoncé.pour S = ..i.

) DBpElm)=0 powrz=t ,'veqa O(’ma'oqx”zwt\)& Yae .

@) méme énoncé avec = —-i,
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Indications sur la démonstration des trois théorémes

précédents

Les théorémes 7 et 8 se démontrent & partir de la remarque
suivante, facile d proﬁver : le groupexﬁdé des ordres d’itérati0n
admissibles de g (.3 é%a) est identique au groupe des périodes
(enw) de ﬂgx(i/ F\,w) , et ceci tant pour £=+_1 que pour §=-1

Quant au théoréme 9, 1l repose sur la remarque suivante :

‘81 on pose’ %.(_‘!:) = 2}\“ (t\" é(N) |
la relation ‘9\ . % _ % . %

associe sans ambiguité d tout élément de %&' de valuation itéra-

tive'TL' un élément unique g de %& de valuation itérative 'fL: ’fL('{'L”

et les logarithmes <itératifs de fetg sont encore liés par la

relation habituelle @alable en principe pour des K de %Q)

gxg ) g*éo&/ Mow)

On passe au cas général du théoréme 9 en composant le

.~

4 savoir :

: : Tl .
changement de variable : 2 ——7a6ﬂ;:éh avec un changement de
variable du type : & - & (%) s avec R_ & {]‘{R .
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C HAPITRE ITITIT

LES INVARIANTS_PURS DE% COMME FONCTIONS ENTIERES

R

D'UNE INFINITE DE VARIABLES COMPLEXES.

§ 1 : GENERALITES

Ce chapitre est, avec le précédent, le plus Zmportant du
présent trabail. On y étudie les invariants purs de(%ﬁ comme fonc-
tions de divers systémes de paramétres définissant les éléments
de_%ga . Commengons par préeciser ce que nous entendons par "dépén—

dance analytique d'un élément g: XA de %9\ par rapport aux para-

s u
metres A .

Définition 1

a) On dit qu'une suite g d'éléments de % eonverge vers un
m

: !
élément g de %a 8'il existe deux voisinages 1)- et U de O
e o¥l
dans @ tels que *"U"C'U’, que chaque g sott définie holomorphe
_ "

ozl | - o ey
surv et que 'g converge untiformément vers g sur*/U~ .
m )

b) Soit {I\ un élément de % dépendant analytiquement de Ne

paramétres complexes : [\ = {/\""‘)/\”‘-S . On dit que ‘gA est

N
analytique en A sur le domaine de @ sl pour tout compact



150

K de OD s Tl existe un *voisinage U de O dans Ctel que
oti '
l'application (%IA) - gf\('%) sott définie et holomorphe sur

le domaine Q}.X R ) de G:.M’f

e) . On dit qu'un élément %A de% » dépendant d'une suite infi-
nie de paramétres complexes : A = {/\‘, k.&),, o /\%)... }

¢
est analytique en\ sz pour toute sous-suite finte N ge A

, . / ~
(comportant m termes), g est analytique en A (sur (E tout
; 0y :

entier).

Théoréme 1 :

o) s¢ g!\ est un élément de (%K dépendant analytiquement de M

1 paramétres complexes A: {}\,,...) l\n.} variant dans un domaine
n ' : ,

EZ) de C et si en outre valit g}\ reste constant quand j\.

: < . . ' ,
| parcourt O(D' s alors chacun des MR. -invartants scalaires

[ Al d

: IT@ (i le) et chacun des invariants.scalaires T[g (g P m) est une
. AY 7 : A ¢~/

§ fonction holomorphe de I\ sur le domaine OD .

b) Sous les hypothéses du po_'int a, les fonctions ﬂg’\ (z, P(,,w")
i cont définies et holomorphes en @, I\-) sur un domaine du type
{Cw,l\] s Ne ®/\,%wf> 'aA(I\) } ot %C[\)

. A .

€ cst }O R <(>0 et peut-8tre choisi continu en
dc) Soit gm\. une 'sutte d'éléments de (% qui convergent

| (dans ) vers g 'S1 en outre valitg = cste ::valitg »
: b Y

jalors les TFg (’-,Q,‘A»} et TT& CQ,QIM) tendent respectivement vers
X3 k) .

[14.]

Trg(f-,e,'?‘—} et Wﬁ(i,é,’h) quand M —5 o0

§d) Sous les hypothéses du point_ec, Zés.f'onctions TT{ (g/ ?qlw)
' ' "

Beconvergent uniformément vers Z.es fonctions ﬂg (21 &/ w)

fsur deux demi-plans l,}m\v‘l >‘3. s pour un certain ‘3_ >0
et < oD . |
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Corollaire du théoréme 1 :

Soit & un élément de Q%& de valuation ttérative égale
| t\_ et done de la forme : 5(2— = 2 + Z Ow% (db_;,éo) _
éAZors, pour tout chozx de(i Q«? les 3{£-$nvar¢ants TTE(E,Q, )
f ot les invariants |1 (i Q ) sont des fonmctions holomorphes des
variables <0'k‘~} t\“/ t‘*"’ ) sur ls domaine C*x C xC x.o..
(avec C (C-L{OS) En particulier, pour une valeur fixde et
; nan-nulle de aF , les TTQ(Z ¢ M) et Zes'rgcz. ] M? sont des

| fonctions entiéres de Ll'infinité de variables complexes
i (at\‘!\] a’k\,-{—'z_) vee )

Démonstration succincte du théoréme 1.

Plagons—-nous sous les hypothéses des points a et b ; en
se reportant au théoréme 10, b (A, III, § 3) et & la démonstration

- du théoréme 3 (A, III, § 2) on voit que sur la feutille 113( %A>

3
L'itérateur % 3 de g s'obtient comme somme d'une série :
g = z, + ' o g z i)
'\ (’ A ( ) M= O A ( ) (/

o l'on a posé :

KF(I\)-_-. résit ) @) /9 % + Z C. (M o

M=-f
Mo RN
{ Sheai=p () by ﬂ«m c. u\_)% o)
fC,\(%u: ’?f\o(‘g’m -fm-1 = O (y
Mais Ll'analycité en f\ de.ghv

d partir de la définition 1) Z'analycité en A des coef‘f"écients s f\)

L

implique (comme on le vérifie

de Taylor de %A ,eidonc aussi celle de‘f(h et celle des coefficients

—
C (.’\3 de 1 tterateur(f'oz’mel) Q‘ ) de @[\) (carcm est un

Eolgnome en th bt 7 {1.-&7..) 7—(‘-'\'4‘- .

%
*) @m& () Sbigue sme. colive dltgmnaki da Orpe mnts foile ALy ()
Q\lm Am §% R nGe. 0‘1@))
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Cela étant, pour tout Adde @ s on peut trouver un voisinage
, ) .
ouvert OZ) de A° dans OE assez petit pour que le premier coeffi-
' /
etent non nul de gl\ , soit ar(i\), varie assez peu Sur OZ) et que

L'on att

'&3 (@’) = AQ&D‘ /u.é ( gh) # ¢ (et /&o(ob/) ouve:ﬂt?
Mais de (1), (2) et de L'holomorphie en A,de/(!\)et

des CM ([\.) » on tire que sur lq feuille non-vide ua (oD')
*) ’

l'itérateur gé
A "4 .

gente, dont chaque terme est holomorphe. Donc, g (%) est holo-

morphe en (%/I\) sur Za”feuille" @\3 (DDI) % OD‘ . On déduit

aitsément de 1ld, de proche en proche, tous les résultats souhaités

de 8 est somme d'une série normalement conver-—
a ! _

concernant l'analycité (én A) des .O__g'\ y (w—) ) T—C? (2/ P{,'UJ')
: %8 A
et des scalaires ,

L _J ¢ 0 [ X N4 )
[ {g'\(i/ Q_,'w) ) [ (?A(i/ e/’h) ) H%ﬂ(i/ e/'h) ;s ce qui établit
les points a et b du théoréme 1 (ainsi que son corollaire).

Quant aux points ¢ et d, leur démonstration est analogue

éemplacer ?;\ et v A par des termes.ﬁ;,_ et ‘7?:.% appropriés, et

) N
montrer l'existence d'une sérte S = 2 lﬂio . magjorant

un\ifoi'mément les séries S'm.'—‘- Z \ﬁ% _96 S’Yll ).
.



153

§ 2 : CALCUL EFFECTIF DES INVARIANTS PURS DE (ej .
Uk

: ' e
On- a vu au thé'ore‘_me 7 (B, IIT § 3) que les ﬂ{&—invariants

oo ]

T[‘g (S., e,’h) et les invariants ﬂg (S., e/ M)‘ sont identiquement
nuls (’VLSI Q./’h.) sl ? est un élément pleinement itérable de %A
(i.e ‘36 I‘%R ) Il f.St done naf&trel de chercher a étudier la
dépéndance en g des W et des Wg au voisinage de leurs "zéros",
c'est-d—~dire des g pleinement itérables. Cette méthode est d'autant
prlus intéressante qu’iZ.existe - en un sens que précise le lemme 1
ci-dessous - des éléments pleinement itérables 3 de (%K .”voi’sihs"
de tout élément donné 3 de cgf_ ('2 non nécessairement pleinement

itérable).v Commengons par donner la

Définition 2 : Soit g et 9. deus éléments de(g . on dit

R

que est une approximante de g s

CY _w&‘t—vg_: un.ei&a&.;: N

u&) %(}_j -«3(%) = a(%ﬁmx)

u
Remarques : La relation " %_est une approximante de g est
bien sdr une relation d'équivalence sur %K . La suite montrera
qu'elle est moins artificielle qu'il ne paratt 4 premiére vue.
/4

Remarquons simplement pour l'instant que la relation est une

- u 7* o) ¥ s “
approximante deg " gquivaut @ (5/ (%) - (?) (%) = 02'2;)

ou, ce qui revient au méme, 4 :

“ gﬂ (8) —. 8”(2—) = 0(2—) sor &d(g)ﬂ'wa[%)iéﬁ " pour un 4'
donné (et done pour tout autred : voir & ce sujet A, III, § 3).
En d'autres termes, %, est approximante de g st et séulement st
les itérateurs (f‘ofmels et sectoriels) de g et %- co’i,'neiden# a

O'(g) " prés, ce qui entratne en particulier que : résit 3 = résit(? .
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, .
§ Lemme 1 : Soit g un élément de\g dépendant analytiquement
UA

:‘ dellparamétres corﬁplexes f\ = { I\U"‘/ I\n.} sur un domaineoD

D.
et supposons que

{.‘,. \ = valit (%) = Cste =h
)—valzt(%) = 'Csbe =f

Alors i1 est possv,bZe.de trouver des éléments % et ?_ de%

ilteZs que :
Q(] % dépend analytiquement deA sur 02)

L@) 00}\ est conjugué de gA par rapport & un élément {Z{A de ,}Cﬁ

.‘ (i.e. %‘A o 3 =g o R ) qui dépend analytiquement de A
A~ On A |

kR sur ‘}{,9\ |

(b) pour tout A de @ » %J\ est une approximante dlur;

élément (fixe) %_ de %R_ que l'on peut choisir pleinement tté-

;rable.

On note enfin que Qﬂ peut &tre remplacee par (\‘)

Qg) pour tout Ade s on a : %J\ = %Oj;

f(z) % est un élément fize (et, si on le veut, pleinement

avee itérable) de (%9\. de la forme :

‘< ?(%\ a4 +""" '.70) LA )

(1,7,)% est un élément de. % , de valuation itérative

L >2r. et dépendant analytiquement de A sur o@

Indications sur la démomstration du lemme 1

On peut trouver un element %, de %R pleinement itérable
et tel que : valit % ‘1_ et restt%:f Il suffit par exemple de
pre‘ndré pour % 1'élément de % dont le logarithme itératif global
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kot ! Lh*‘ (
est ¢ —~}>?: a.vccﬁ-‘-f”
Pour tout %. atnsi chozsz, d apres le théoréme 1 de B, I, § 2

N ‘. 4
7,Z existe un élément (‘P\_A de ’}ﬁ tel que 3, soit conjuguée de

@,\) par rapport 4 (g_) , ¢'est-d-dire :

w g @ -0

(Aftention G la position relative des tildes et parenthéses !)

D'aprés le théoréme (B, II, § 2) le- («2:)/\ déf‘in.i par :

(51) @’.)* = @:\)* o @1)1\

satisfalt biez;a (3) et appartient qQ {}(-{4»}. s mats pas néces-
sairement a M{‘L}, et done n'est pas nécessaw’ement 1'image d un
eZement RI\ de %ﬂ par Z'homomor’phv,sme > a - Q. de r}{a’ dans’}{_
Toutefoas, en remplagant Ze ?jk défini par (3') par le polyndme

g; g' . pe
A de degre(h+2)et égal a la série formelle a &% )pres,

et en définissant % par :

o 4 - Qay“ . p . Ry

on obtient un élément % de %R dont on vérifie qu'il satisfait aux
conditions (9( /q;) et Q/) du lemme 1. Quant a4 l'équivalence de

{{Oﬂ,&@ /Qﬂ% et de {(og , /(X } , elle est de vem,ftcatzon

. tmmédiate.

Matis les ’3 et % du lemme 1, étant conjugués par rapport
Roae 1y ¥
aux de s possédent les mémes systemes de ? -invariants et,
a fortiori, d'imvariants. En fin de compte, le lemme 1 nous apprend

ceel
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Corollaire du lemme 1

& .
Pour étudier les ?{Einvariants purs de @3 et les inva-
friants purs de %%% comme fonetionsholomorphes d'un systéme
L de variables complexes paramétrant les éléments g 'deggk" 1

B suffit de se limiter 4 l'étude du cas ou g. est de la forme
: _ N

(5) g = ? »

| Sl AL

: f’g éZém?nt fize ﬂe ‘%& |

‘g : élément variable de %& s analytique en A\.
A

_ ualit&\ >valit% = (W\.).

De plus, 7l est méme possible de se limiter au cas ou le

g (5')

A

g de (5) est pleinement itérable.

On note que dans l'énoncé ci-dessus, d cause de la derniére
des conditions (5'), pour tout 1\ ,'g est une approximante de gﬂ'
Cect nous conduit & étudier les liens existant entre les inmvariants
d'un élément g de %%R  et les invariants de 1'une de sés approxi-
mantes, soit %t . Etant donné d'autre part que tous les invariants
de g s'obtiennezt stmplement 4 partir des fonctions auxiliaires
—Jliié' = g*é ° 3*g introduites en II, § 1 (dans la démonstra-
tion des théorémes 1, 2, 3 et 4) il suffit dé comparer;{Léd{ et

(l?éé, ; clest l'objet du théoréme suivant
/

Théoréme 2 : Soit g un.éiément de g%& et %ﬂ une approxi-—
Emante de % H sotent 5 et 5/ deux entiers relatifs tels que
13—8/[ =1 .et sotent ,an,(hﬂ et —ﬂﬁZJICMﬁ' les fonctions

j auxiliaires, pseudo-invariantes, périodiques en AW, de période

1, attachées a g.et ?r par les relations

{ s A ) ¥ A%
| o) .ILM, = «g o g ek ﬂ_ﬁ'é':% o %
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o8 .
Alors Pfl*%’ﬂ' est liée @ ,D_i 3, -, et aux itérateurs de -g
et a par les relations suivantes, valables dés que
A ¢
) %(@ )Ehndu“ est asses grand :

r—

¢ y - Q s o A%
(7) --Q.:,é (W’\l = M'?WLVL‘)X&Q {3_ og ; (»w) -—-"YL}
@ Al 5 m—au)* {%M £ty ot - M)}

9 ﬁ“z d%
’ —Q‘ﬂ'?(’w\ ) ’Re’c’nr‘}*bl]a { g ’ %(w-m) %%\
B (10) —fl_ () — 'Q‘é p mj Qum i‘L x‘& %3) %’uf—t-%)

m-—au

rl Nk I's » by
(11) <_(Z,.M, o ﬁj’/i) (W) = wr +_Ilé (w)

< ou _(-ﬁ';é’ ne dépend pas de é'(:: 8:&:() et est donné par
g;‘} —)\& 'Xé
LJLé(wyz (MU m{ ~8 3w+4«>}

Ces relations sont vaZabZes notamment dans le cas od L'on

choisit pour g une approximante %a pleinement itérable (ce qui
est toujours possible) et alors (10) et (11) se simplifient et

~g'écerivent toutes deux :

(12) ( ..Q_:gd,ézcaf) = 'UJ- _'—{" ..Q.gf (w)
Yoo Q%% = i (Lo,
\ o 'Q-ﬁ (W) = f’u;v;t)éw{% ——2 )o %(w-%’n)j

Démonstration suceincte Jdu théoréme 2 :

D'aprés la définition 2 ci-dessus les itérateurs sectoriels

de get % coinctdent, sur les domaznes”%g?fz vides MA (8) ﬂ%a (%)
a un terme OC%) prés.

(* %) mow mdasboinemenk Connexes



i c'est-a-dire :

|59

(7) g (et done aussi '?:\) est analytique en A:{A‘;...’An_}
A .

n
sur un domaine @ de @ qu'on peut supposer
contenir {O, gy 0«}- ‘

(i%) % valit % (: .2{. valit 'X\) > vaZitg =t\_(W\{—D)

Sotent -—Q—(.g’\ (w et —ﬁ’ ‘}' ) les fonetions L**)

pseudo- tnvarzantes, périodiques de période 1 en W™, attachées

a g‘\ et g respectivement, et soient lesg déveZoppements en série

A

con‘ver"gente (par rapport g .A. ) de ‘Sl&’ au point
| {0,..., 0%
(l6) <’"Q’*:zﬁ' ) ,D._g.‘,’a>(w) = A + Z A,,Q Aw)

Ip A

| ou, s< gest choistie pleinement itérable :

(16 bis) —Qflg\,gf (w) = w o+ > j\_Q (A, w)

Wt

§ avec les conventions habituelles relatives aux multi-incices,

e

A {o.”,,.,/ a,ﬂj &
<Al = T |y

&a

LAY SRR

Moyennant ces motations, les coefficients .D.. (I:\,w) interve-—

3

nant dans le developpement de —Qﬁb ( ) en série de A [ou
encore, les ?%}) s> ce qui revient aqu méme, du fait de
%Z'unzvalence des sont explmcttement caZeuZabZes au moyen

des op.érateufs Zzneazr’es | R , X, \}d , i S ) 17/’0 ek 'AA

é’d

fdéfinis par :

(% a)

o ey f < ]
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(" (1) g (et done auss< %) est analytique en A:{A”..,j ;\;,_}
A .

. . R
< sur un domaine @ de (ﬁ qu'on peut supposer
. contenir {O, ey 0}-

Lm:) It valit % (,—: .é. valit'Z\) > ualitg;-}«.(w\éi))

§ : | *
Sotent —Qg‘ﬁ‘(w) et Q‘,ﬂl(“’) les fonctions (x )

pseudo-invariantes, périodiques de période 1 en W™, attachdes
a gA et g respectivement, et soient les développements en série

convergente (par ra?port s A\ ) de ""[LA'S,'&& au point

1 {0,..., 00

A ? A

, (lé) 'Q‘ﬂ"ﬂi ) de”a) (W) = W 4 Z [\, _Qa(Alw)

- Al

| ou, 1 gest choisie pleinement itérable :

(16 bis) _Q_a_?%’é, (w) = w + Z _/\A—O—-d (A,'w‘)'

Y

| avec les conventions habituelles relatives aux multi-incices,

!‘A‘:.:' {Q;,..../ Q,JJ, é ‘NJ’L
<IA\::: -Zl\‘la] | |

A A o,
\A-: ‘/\; /\:L

Moyennant ces mnotations, Les coefficients .-D-. (A,w) interve-

3

nant dans le développement de g\‘b, (w) en série de A [ou
e'ncore, les ..Q_6 (A, A(q;)) s> ce qui revient au méme, du fait de
o . ,

8. 'univalence des g“ J sont explicitement calculables au moyen

des op.ér*ateufs linéai¥es | R ) X/ \}a , T S Lﬁ ek Afl

d 7 T4 v

Bdcfinis par ¢

(x¥)

Ofv. MW&QQL va'e' g = g", %"’\
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| A
C? g;\ ? -+ Z ./\ ‘EA @ (pour N petit)
? o ‘gl\ = C? + Z AA AA @ (pour‘ A petit)-
R q) (et done R d.L) CP ‘g V/)\,EZ)
_ sz é est pair : E¥\4~qu'¥ g:5+

{S’Lé est impair”;e‘:\—nﬁ-—'?\—-R—-,“
)( ;: ’Y; "-T1 = E;; "'<3 e = E%;;. F<“

+ oo , {

(7& CP) [w) = Z C?aag(m+w)

-—

Remarque : }CA et AR sont des opérateurs différentiels de

degre\ k T et S (r*esp x et Y) 8 appZ@quent a toute @
définie sur 'm (g) (resp sur a 2) ” (g))

ou sur un sous-ensemble convenable de ce domazne et telle que

@m = @’(%““) quand B —5 O
_ |

D'une fagon explicite, on a, pour tout multi-indice A.et

pour des % <resp.‘ur) appartenant aux domaines convenables :
x{ ~
(17) —Q_S(Pr,g j(i’:)) = U) 2. X:‘CA—I E TE (a
*\ é
= tl) > X AA‘% Al\z“' gd b‘qﬁg ty)
ou, ce qut revient au méme :

ar viw AL () = @f\/a (25T k. T gﬁx}
= t‘]ﬁyé {'Z 4,5 AA:‘_“Sa AA?{%}?
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%avec les conventions de sommation suivantes (pour 17 et 17 bis).

2 A =k 5 VA (Ae}_ﬁ_-‘_me)ﬁdﬂ&im)

Bornons-nous a indiquer le principe de la démonstration :

(17) résulte de (17 bis), qui elle-méme peut se déduire de la re-

lation (10) du théoréme 2, jointe aux relations (18)et(19)qui

suitvent :

r 3 x *
(18) g:é = 1Jr / (Z (7; h;...—rih,‘ g 5)Ay

AT, ) |
<Pour.j\ voiain de.{o,...,o})

'(19). g,j\é = g + R-‘Z Z <SAA|... SX An‘% %M')AA

WL oA

L | (Pour' N voisin ae fo,..., ;)

Ce sont donc ces relavions (18) et (19) qu'il s'agit

<

d'établir. On peut, grosso modo, procéder comme suit : moyemnnant

la définition de g éﬁ et 5? s L'équation fonctionnelle de
A -

L'itérateur sectorzel 3 de g sléerit sous l'une ou l'autre des

deux formes équivalentes suivantes :

o o
(20) -%A ) g > g{\ = 1,.4'. g
.(.2‘1) g:ﬁ a 8

1l
+
> X
SR
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%4 Portant formellement dans (20){resp (21{>Z'expression de
%A correspondant a (19) (resp (18))’et tenant compte de la défi;
nition des opérdteurs différentiels AA (resp kﬁ) a partir de é%
(resp'gk) on vérifie que (20) et (21) sont formellement satisfaits
(%dentiquemént, pour chaque coefficient d'un J\P‘ ). Mais d’aufre

part, dans le second membre de (18) (et de 19) le coefficient de /\

est une fonction holomorphe sur M& (g) (ou sur un /lf(\ ua(.%) )

tout entier, et qui, de plus, admet en C) SuUr 11((%)un développement
0 i

asymptotique fort. Ce dernier point résulte de la forme de —rs et

3

oK o
499 8 avec g convergeant ver%:O ﬁw1% (g), et, d'autre part,

dans (18) et (19), chaque 1} et Sk est appliqué d un qui est

S' : pour tout ,6. s T; @ et S(\@ sont des sommes infinies de
n

) A\ . .

un Cj(%v ) sur 12&(8), atnst qu'on le vérifie par recurrence
(ceci assure la convergence). Moyennant quoi, et compte tenu des
résultats des chapitres précédents qui nous assurent

((i) de l'existence et de L'unicité de l'itérateur sectoriel

(i7) de sa caractérisation par l'équation fonctionnelle et la

< propriété du développement asymptotique fort

(212) de son holomorphie par rapport & tout systémer§ de para-

\  métres dont 8& dépend analytiquement.

nous pouvons affirmer que dans les seconds membres de (18) et (19)
LAl

G *{

s e

av QA A

le coefficient de j\A'est bien égal a :

e. qg. f. d.

Pour terminer, remarquons que les opérateurs différentiels

}? et My s'expriment élémentairement en fonction des coefficients
R A
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X et Af’bgurant dans les deveZoppements de ? et :g: en série de
A
A (c est-d-dire : 'g'; 2% —}-z /\ X (%) ek— ’g: 2.+ZA ‘SA‘*))

J{‘A etAA s'expriment d'une maniére spéeialement simple dans

les deux cas particuliers suitvants :
Premier cas particulier :
j\:{/\ (un seul paramétre) et g 2)_—;? og 2
= 1M N (=)

avec g; (2} gg(%—) = % +l.£()('?,—) ,'ozi ‘f est une fonction

holomorphe au voisinage de 0 ct de la forme :

LfC% = O/ %'LM{)} %:valit g
Alors, les.llp se réduisent aux :{' "((%) .6.{., ' (’k € IN)
da

il

Deuxiéme cas'particulier :

A:&}\‘;---,/»ng etg g @ @) on chaque g"

est un élément de P‘.pletnement ttérable, possédant par conséquent

un logarithme itératif gZobaZ@) s quv, est une fonetion holomorphe

au voisinage de 0.

On pose : (_3?) (3) __,

Alors, pour toyt myltv,—zndzce entier A :
- A, Am Al A
/AA::'Z ¢ ...6¢ . ek )TA:;;L\! Z —C |
SZA\=;\ B .. @ 2 A um
Aol
\ 117/ m‘l&}

avec les notations symboliques :




6y

.Z:A‘\ - "C'aq‘ . Tf‘t&
A : &qn Qe attention d Z'ordrf)
6 Q poma) Tl&. v '.C.‘ “ (

On approfondira 1l'étude de ces deux cas particuliers au

paragraphe suivant et onm en tirera en fait le moyen de calculer

'bw oo ?(m see
GNP TTg,\ ek 6}"\?\‘ TT%,\

pour tout multi-indicej% et pour le 8& le plus général, autrement

dit, le moyen de calevler les coefficients entrant dans les dévelop-

e

[ ]
pements de'(YS et 'YTg en série d'une infinité de variables com-

plexes (déterminant g ).
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§ 3 : CALCUL EFFECTIF DES INVARIANTS PURS DE (%&

(SUITE ET FIN).

Vu la densité de I%R dans (%‘K (au sens de la convergence
.simple des coefficients), il est légitime de chercher & étudier

les invariants.au voisinage de leurs zérés,.autrement dit, d'étu-
LS [ VR | A o T

dz ' tC +..

e A N N L T ) .

pour des g de la forme :
g g, ,e{)f ; _Ll..uaz»;t% > vatit §.

% analyt'zlque en A .
)\

(22)

pour des f\ petits et un g pleinement itérable.

Le cas plus particulier et important ou resit g (et par
suite résit {A aussti) est nul mérite aussi de retenir L'attention,
car alors, par un changement de variable holomorphe convenable, on

peut toujours se ramener au cas d'une g de la forme :
~l

. , b”r b,—H
o= (-1 & fu= = (1Y
En bref, dans la suite, nous envisagerons les deux sys-

témes d'hypothéses suivants

(- % = ﬁog s valit (? :i\> | gest pleinement

m&erable et son logaritnme itératif global est noté g ,
*

()
,}f, { g est noté ? £ et 'g sont analytiques
A

2ht
en./\.etdelaforme: e+e'z-h),
k . pdsit g = Orrésitg
o

Y}[{ Mémes hypothéses qu ren d"e avee g(a = P ', OU,
%

* -.l
ce qui revient au méme : g(%) = (l_.r'q)r
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Sous les hypothéses générales I}‘{ ou D‘e (=$ g éI(%»a)

les fonctions Jlgéa‘ ) ’ sont toutes =M et par suite les rela-
¢ ' ’ .

tions (16) et (16 bis) du théoréme 3 ci-avant s'éerivent :

o e e+ 2 A DL (e
’ Wi
Mais par suite de la définition de m(z Y w) et
de la nullité des reszdus itératifs de -g’\ et g , '{Tg (=, & w)
se rattache aux 'Q‘;}' (A, w) ‘d'une maniére particuliérement simple,
l?\w) _Q.ZM, - MZ?A,Q. (Aaw)
I |

(23) Wg (\ ?{w) - -_Qgém&( e = Z A__O__'\ (Aw)

Wizt

a4 savoir :

avee %',: 2%."‘\ (nef)‘r\. 2.‘?{'4) st Y]'mw >0 (ﬂeby. (O)
Comme enfin les ﬂg (2 Q ) sont caractérisées d

partir de ﬂg (‘Z ?{ ) par : |
(24) Wg (s, k. w) = Z TLT&\ (zle,{m)@-

XX ° ) '
et que les TT} et TTg se déduisent aussitét des T—Tg > iZ est
A A
eZazr que les reZattons (23), Jointes a Z’expresszon explzctte des

Z.']T('.(ﬁ'r—? +’MW)'

._.(L (A w) -fournie par les relatv/ons (17 bis) du théoréme 3
(B, III § 2) domnent le moyen de caZeuZer effectivement le dévelop-
pement en puissances de A , au voisinage de A {0 0,. } des inva-

riants et semi- 'anarzants attachés a g .
A

Nous mous bormerons dans la suite au cas o & = + 1.

le cas £=~1 étant tout analogue.

On constate alors que la relation (17 bis) (B, III, § 2)
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A

fournit ,(Z.é(ﬁi4u> comme somme deAtermes de la forme
. %.

(25) )’-)c T--'t , TLA gj.

Comme chaque &h est un opérateur différentiel de degré
fini, 4 coefficients qui sont des fonections holomorphes en 0 s

kﬁt est somme d'opérateurs de la forme

(26) k()‘(%) B (f;(_'t:) b “fq.‘(%) B 'ﬁ(%)
4
Comme enfin rvé = F{ %~?< 4~Fr. .. lorsque é est

pair et que les opérateurs FK commutent entre eux et avec L'opéra-

teur B » on tire de (26) et (25) que pour 4 pair, ,fzﬂh A ur)

est somme de séries de la forme

(27).2 Y {\VR LVK LV R—-’YML{,?}

M. >0

so1t encore

w o Z Y {W)(R T ER™T t)-5 )]

Finalement, on peut énoncer :

a) Sous les hypothéses {LQL s pour chaque multi-indice entier

A = fq d..“,,,} , le terme :. 8:&“\,@@) , d/ailleues e’zal &

{ xm - |
o T—r? {} , est une somme finie de séries
Q{\) ! ,_{o,o,...}

du type :

o 28 e ][cv 2‘; o[ e ]
+060 >Me DM, >

ou les A sont hoZomorphes au voisinage de 0 .
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ng—

.Zg.& -5
i p) Sous les hypotheses Q"QL. é),(,w] = & TL ( f"

et par suite (2 AF&(A 4;:) , ou ce qui revient au méme, le

H terme :

M - |
..L { ,?___,A : W (.'ll ?{( w) . S“"exprime
AL ON) Dox 0,03

| comme somme. finie de fonctions aumzlbazres E{A} ) R

; définies par :

(30) CP{A““_ 13 Z T—T [w—-%]-. a(ﬂmw‘%o)

— oM, LM & Mg (oo

.- Y ‘

| ou {W'& désigne la détermination principale de '\AU'-A

sur le domaine (f—!-s {-—- o2, 0] et on les Dy sont des ration~

{ nels appartenant a t’\"

des invariants holomorphes, disons—en queunes mots. Tout d'abord,
bien qu'on,puisse étendre leur définition, par divers prbcédés.ge
prolongation analytique, 4 des systémes {A % trés généraux, nous
n'aurons besoin'ici que du eas_elementamre on chaque G%@ N est Dl
(en fait: du cas od chaque M; est rationnel et D| ) ce qui assure

la convergence untforme du second membre de (30) dans tout domaine
| Dw - | 7 b 0.
C’haque' @{j;% ('UJ‘) ‘est, bien entendu, périodique de pé-—

fiode 1 en W™ et L'on a : Cﬁb; (w) - (§ b (G)
{4} 4%

Toutefois, en général, pour un W, réel non entier,

@{Aig (w) tend vers deux limites, e+(w°) et e_' (’Ulo) , distinctes
et non-réelles, lorsque W W, dans le demi-plan supérieur ou in-

férieur.
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Dans le demi-plan Umw)o(z’esp <D> CP{'A‘-} est de la
forme

| q) - z It mwr
S ey LS

(et bien sﬁf : Z{‘m {).\17; = Xm {big ) .

Lorsqu'on développe la théorie des invariants holomorphes,
il s'avére que les 5‘5;5;% jouent un réle essentiel pour l'étude
. e see [& . .
des TT% et des TT} . Les X {A;g sont d'atlleurs assez commo-
vy

dément explicitables, sous forme d'intégrales, mais nous n'insis-
terons pas.

Pour donner une idée plus précise des imvariants et semi-
invariants, nous allons expliciter les calculs dans les deux cas
particuliers signalés d la fin du paragraphe précédent. Bornons-

nous d donner les énoncés sans démonstrations.

Théorémes 4 :

8 o) Soient get %, deux éléments de Qﬁﬂ s.pleinement “<térables
b ot tels que L valit valit £
| ot tets que 5 4 >

E Alore si on pose, pour tout &M entier :

Moo
Buia) = {gx(ﬂ jT] E_LX(%) = URA d
| > g, fm =

l on aura, pour tout entier a :

?:TT%,\ (&/ ?ﬁ,w) | ey

k=0

P R AL




| +0
rozz ZQ z est étendu {XA + A {
(£2) 4 toutes Zes suites{u, ,_‘,Mq}telles que; 0 & My é L=l
(22) & toutes les suztes{'\r",,. 'U“}telles que :'U'l':i/. 0$1}}*‘~1]3 \({

L ) (#2) o tous les systémes d'entiers {Rl,}l.,_/...§

‘tequue: °°>hq>h7_>... >....o.o
et, enfin, on L'on a posé :
A : ,
| (£2) U — E ’_L
: m
|\ V= m
B ) bﬂ l’l"'i"l’l
b) Dans le cas particulier ou : (3= 2 ; (?) =&

. '* X
((1)&,.) on a, 8t M. est un entier >‘O

‘ R - Znigs “F
| 0)e "o = 47T e (e )

et si . U=0: ,
-% 'Znagié - "%

O

ee qui permet de donner la forme explicite du coefficient de /\

I

&

dans le developpement de Taylor en O de "Tgo(%o} et d'étudier

sur un cas particulier

E (a savow 2?/\ g %l\ T L T
% % (%1 2 [i- (M%%MJMY‘ \um_ M)/\ )* } [ )

les fonetions entiéres (en[)

'l‘& g QM) y ﬁngz an) el ﬁg (S.IQ,M)

Indiquons pour terminer un théoréme plus général, qui

pérmet, moyennant des changements simples de parametrage analy=

LN )

tique des éZément_s g de %R de développer les TT,g/ TTg el Wg

par rapport au paramétrage le plus naturel : celui des coefficients

Mt
(ay) de Taylor deg'en-O < g('z’.—): = + Z Q, T )
MZ;{’\.
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Théoréme 5 : Sott f(% = 2 ((-‘rz,%) (p-),l)

un élément pleinement tterable de %ﬂ , et sott ‘? ~un élément

de %& tel que la fonctzon (gﬁ définie par :

_ a(-1) o
?3 g o g soit de la forme : 7 + z Am. z
A A

np L

“ Alors on peut expliciter le deveZoppement de Wg et TT%
par sutite ausm, celui des {%g\—ﬂnvartants TTg et des invariants

scalaires TTg en fonction de A {l\m‘g au voisinage de {00 ;

Voici & titre d'exemple ces développements, limités aux

termes de degré global <3 par rapport aux /\
ﬁ'ﬂ 'f\

o) T(?A(\, how) = Z /\ﬂ@ F Clb

; Lﬁmw O AR

ZI( A S r\‘_'“ CP'M\ m
i Z H)/\ /\ ez m’—w fﬂ+')‘t q}

B 'f'ﬂz
P |
.o Z A lh‘p.h :
Thoew =
A0 s SRR A
22 I R )

ou les K {’n;g.sont les coefficients de Fourrier des @%A‘}('\U‘)

: s
Q/oir ci-avant 1
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C HAPITRE Iv

: AL ~AS
LES JZVVARIANT_S MIXTES DE % ET }3’6

A
§ 1 : INVARIANTS BINAIRES ET ITERATIVEMENT HOMOGENES DE (6

d

Rappelons que conformément 4 la définition 1 (ef B, I, § 1)
un invari.dnt (res-p K—invériant mixte d'un groupe 6 est une applica-
tion (%)g) >I<§)”, g) de G’“dans un ensemble |
telle que poughtout 6 appartenant au groupe Aut G des automor-
phismes. de G(resp au sous-—groupe K de aut 6) et pour tout {g%

"
de L2 on ait

I(c‘&,.../c'&) = 1 (7 ,...,?

Nous nous occuperons iet des groupes % et de
4
¢
deux sous- groupes de Aut (’usomor’phe a Aut ) . d savoir %
we

et Aut Zm,—meme [}’Cde.sm,gne on-le rappelle, le groupe des au-

tomorphv/smes dev% ou de > qui sont de la forme

¢ “ag gamaéf}c)

Nous nous bornerons en fait dans le présent chapztre a
étudier les invariants mzxtes du groupe seul, car les résultats

s'étendent sans difficultés majeures d
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D'autre part, par abus de langage, nous appellerons, tout
P

au long de ce chapitre <invariants (au lieu de G£'4inﬁariahts)

les fonctions I d valeurs complexes que nous construirons et qui

A

I(o*&) = I(&) st e H
I(d‘g);;— I<g;) st s‘é ﬁuk‘%:..u}(,

(A strictement parler, c'est la fonction lI seule qui est un véri-

seront telles que

table invariant).

Nous commencerons dans ce paragraphe par Ll'étude des
2 -invariants, ou invariants mixtes binaires, sur le groupe Qg

Les démonstrations sont toutes reportées en fin de paragraphe.

Signalons d'emblée que dans la suite chaque fois qu'une
série formelle sera portde & une puissance complexe , on supposera

le caleul effeétué selon les régles habituelles. Le résultat sera

i 2 . : o » 2 - . 2 -~ . - \
une série formelle précédée d'un facteur scalaire déterminé o
ql’m‘. c , . e

e. prés et éventuellement d'un facteur symbolique 2

( ﬂ et N entiers). Ainsi, pour A?\qé 0, (A&‘ 2:&'4» APH-( %QK—H"‘_ )Q

s . ¢ _Re -l a N c ) . _
désignera A& T ([ -+ Aa“ AR z 4... > oul l@. est une déter
mination quelconque de eam»(clogAR) ‘et on )

-t < < s . . N

(i + A&h}&&' T ... \ = Q + X (2) ) /2 désignant par 1d
la série formelle : { + o 2&(}) + ete-i) X (z—) .

: 2

On raisonnera tout au Zong du présent paragraphe sur un
‘ ,, Y
couple d'éléments g et 5‘ de (% , de valuations itératives /1. et
q L o0 | . Autrement dit :
%= = +a. " 4 8.2 a 4
_&(u R NP T TR TR 2 (an 0, ﬁ%cy
pe s . 9+
(M= o ¥+ ;8w = By (d=a - 4)
g e / 8¥() B1 e F)/gﬁ 1/

* En outre, on supposera partout que go%’ % %’,ﬁ s OU,

ce qui revient au méme, qu'aucune de ces deux transformations n'est
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itérée(générale) de l'autre. Enfin, lorsque r,: q . on définit

l'entier & par la condition (1) :

(1) %;(%)/ ?f;(ﬂ O (Cofo, Cast o)

ou par la condition équivalente (1 bis)
(1 Ibi's)_(%'(ﬂ —-2—) /(%\(%-) —i}) = ol,, + Ola%ib-k... (da-.;éO)

Nous sommes alors a méme d'introduire nos invariants bi-
N

naires de Lea,

Définition 1 : on se donne deux complexes a et b et on

pos_e ’h::b.&-%é\& ea'wcru.g‘h:#cl et M= Lb.+£)(a+@)
E Lorsque {L':;_ c‘ . Lorsque A = %(6., 6.) est un entier, si on pose
. "o Ne)-l ol ~ o len &~ e’- . o~

= N‘ : : S est une
5 ? ¢, 9 )
, ¥ % * ¥ '
l sorie formelle, calculable d'aprés la régle ci-dessus, et ne

B comportant pas en facteur de puissance non entiére (relative)
tde & . On désigne par I<m,€-> (%, %‘) le coeffiecient
: -l

i de 2 de cétte série. De plus, et lorsque }.#1 seulement, on

définit les nombres I<i> ( ? , 5‘) s pour & complexe
< ::A:fe-
Y
M:fxé."rﬂe)'
A

IQ/' N C'g‘/’ﬁ‘) = Résité’ et I<o,l> (?/g’),—:}?ésitg

f et m entier relatif, par :

I

I<o;l N

Remarque 1 : On note que :

Remarque & ':

(9(] St Q et b sont complexes, | I‘<¢,Q-> est défini é un fae-
teur exp [_Zﬂi,(m,o.whze-)] prés (m. ek m, € Z)
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L{%) 37 o, (et par suite § ) est réel, I<°~/G"> a un module défint
sans ambigutté.
(K) S7 o6 et & sont entiers chacun, I<&/ e,.> lut-méme est

défini samns ambiguité.

Remarque 3 : Dans la suite, lorsque nous indiquerons des rela-

tions entre Zes dszerents I<a 6-> relatifs 4 un méme couple(«g 3)
ou Zorsque nous formerons des fonctions generatrzces d l'aide de
ces I<&/Q,>, 11 sera toujours sous-entendu qu'il s'agit des I(@,Q,?

caleulés ‘a partir de déterminations fizes de log Qr_ et log 6‘1

Remarque 4 : On note pour finir que I(A Q,.>(g 3) est i1den-
~
‘tiquement nul en g et % si et seulement st m O lorsque r,#-cl

(resp. & Zorsqz,;e r_.:: cl)

‘Théoréme 1 : | < ; -

, Les I<q1€,> et les _[ < M> sont inva

| riants au sens qui vient d'étre indiqué plus haut. En particulier,
: rY) NS
pour tout ‘g. dex}’t on a

o -1) : ~=~l ~ ~
E<a/€..> ( ¢ g 2. % OR) = I(ai@> C'S,g)

Attention : dans le cas général cette identité n'est vratie

qu'd un facteur exp[ZnE_ (m,Mm&ﬂ prés (’Y\l ek Yo & Z)

Définition 2 : On se fixe une fois pour toutes une détermi-

n'ation de log 4 et de log & » @ l'aide desquelles on calcule

zes différents I<o,,€,-><g %‘) > (g 3) . On désigne
aZors par Inv (.. > L'ensemble de tous Zes I(a,&) par Inv< >
(resp Inv<q > ‘et Inv < &))Z'ensemble de tous les I<¢ (),.> ol le
arametre c:(resp 0. ou @) est fixé. Enfin, on a,joute d chacun

“ ”~~
‘Hde ces systémes les invariants valit § et valit Z s et ausst,
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Zorsque tk::C\ s Z’invdrianﬁ J’C?/%‘) -:_a'{: 6? , dit "excep-
%tionnel"- .

. ‘ e
Q0n note que pour toute valeur de c,a ou b, les ensembles Inv<<ﬁ>
Inv<a. > et Ian .@-> sont des ensembles dénombrables, d cause de

Za condition astreignantvm,:m(ove,) d parcourir Z ]

on a donné dans (B, I, § 1) la définition de la liberté
et de la complétude d'un systéme d'invariants, purs ou mixtes. Plus

conerétement, la liberté d'un systéme traduit 1'indépendance de ses

différents éléments, tandis qﬁe la complétude d'un systéme exprime

que celui-ci contient asses d'éléments pour permettre de reconsti-
-~ tuer par le calcul tout autre invartant (attaché aux éléments consi-
dérés du groupe).

‘ ~
. Théoréme 3 : Pour toute paire'(%,%‘)d'éléments de 3 s Le

? . »
f systéme Inv<..> formé des invariants binaires I<6.,Qr>(g/§)
g(dits "invariants fondamentauax'") est cbmplet, mais surabondant

€ (2.e. non libre).

Les ensembles dénombrables In04ti> et Inv<:6j> sont chacun

fdes systémes complets et libres d'invariants binaires si &¢# 0

(resp. (’r-:f: O) . Enfin, Inv<f> est un éyste‘me complet et Llibre

E s7 r_;# 1 ,» et dégénéré (<. e. non complet) si.h_:~1.

Corollaire du théoréme 3 : Les énoncés ci-dessus relatifs

?d la complétude des systémes Inv expriment en particulier cect

~
Q% , une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe

; . ~r o CN A A qm ” ~

o vimons B 20 ror e NI F o *B.q =5

5 NI\ B By \ 2 | .

i <resp. ﬁ(g»}:g ek &@3 = %) est que pour un certain complexe.
t Z : [} 2

a.;é O (et par suite pour tout A& 30 ) les systémes d'inva-

Y < A o
Etant donné deux paires( , ) et:(g 3 d'éléments de
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'm,ants Inv(a_ ,>(% %> et Inv<o_ >(g /5)
(pesp les systémes Inv < (g %) et lInv(a.> Lg %>1 )

Hsolent identiques. M&mes énoncés avec b et e, bien sfr.

En vert-u de Zq surabondance du systéme Inv<..> et de
la complétude des systémes Inv<a,.>, Inv s 6-> et Inv <?>tl doit
étre possible de cachZer tout imvariant binaire, et en particulier
tout élément I(&, 6—> dé Im) < > » 4 partir de la donnée de 1'un
quelconque des' systémes Inv<0g > s> Inv < 6.> ou Inv <$>
(371 a£0, 40 ou c_?i_(_c et k=9 ) Nous allons indiquer un théo-
réme qui permet effectivement ce caZcuZ..Pour ce faire, 11 est
commode d'introduire certdines f‘onctz’oﬁs génératrices 5(9) , de Zd
variable formelle b » 4@ l'aide des invariants I<&,€r). Clest Z’ébjet

de la

Définition 3 :

Lorsque h(q(le cas. tu)ﬂi s'y ramene> on pose :

(2) ’](a. E: a.(o.(eﬁe. +m) I(zx./wa&kjﬂf‘)eqk
'(3) r]<. @>(9 = i “ (e () PRSI
o 0= 2wy TGy ¥

et lorsque lm f‘on pose
| (5) IJ<0~.0> ) T"\"Za.’}‘\. I<O.Mh—\-£ ——-0,>e' avee
U<. 6—> =4 +i@’h"1‘<’n(r¢i "6 6}9 I= ad

Dans ces conditions on obtient entre les fonctions généra-

. trices H(B)ci—dessus les relations désirées qui permettent le calcul

des I(d., Q’?, d partir d'un systéme libre. En effetd
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Théoréme 4 : Pour toutes valeurs non nulles des paramétres

complexes a., of / @,&’ o ¢ ek C.’»- > on a (dans fous les cas) :

' : Ly a ,

. (7) 1] oS (ﬁ) :{U(u,>(9)} = { [2(9)} avee @,(9)=U<l.>(0)
4/t

| ce) ] o ?r} {I)( 0! }/ {o( } avee (1 ']< l>(9)

De plus, et dans le .cas ou valit g =tg £ valit %:‘1 > on a ¢

”’q“ )= {30 } = Ly e 3 =050

Théoréme 4 bis : Les fonctions génératrices o(f,eet X sont

§ Liées par

(10) ‘O(U} X'W‘(&} ‘f/h (3{9 -l/q } 2{l G‘/ﬂ)

(K nlest défint, ‘et ces relations n'ont de sens, que si r.-t:li)

Théoréme 4 ter :

Les fonctions génératrices & , PJ et X attachées au
molk U
couple(g ) se déduisent comme suit des fonctions corres-—

pondantes attachees au couple (3 3)

(11) O(,Ou,wq,. (9) - M‘{/p- 4r"l o(?, (M"W 9)
ww [ = ™ gy (v
“ (

L (15) 0 ‘1[0“1 tn/m) e Wea- )y

Applications aux sous-—groupes (8\ .ﬁﬂ de (Q
¢
. On a défini en (4, II, §.i) Zes sous- groupes %.{r} de

(% et les ensembles I%{r} formés des éléments pleinement
itérables de %{F%
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Les théorémes 4, 4 bis et 4 ter ci-dessus montrent que st
1'une quelgonque des fonctiéns génératrices (non dégémérées) atta-
chées a dﬁux éZéments(?v,%l) de (‘% R appaftient 3 une certaine
elasse - (6{&“"%’ pour une suite Am. de type @LCCX Rn'@l), alors 71
en est de méme de toutes les autres fonciionskgénératrices atta=-
chées a ce mé‘me coupZe(?,%,) et aussi ces fonctions génératrices

attach_'ées au couple ( j«g‘oU. / '5°,u-> (Vu. e 'V'é_ C) .

Toutefois

Théoréme &

~

ja) Pour g et éléments de %{m}, les différentes fonctions
: N\

géréératrices ’J(B) sont de classe 8{% m} , mais ne sont pas en
3 Vad
fgénéral de classe f{mg .

kD) Une condition nécessaire et suffisante pour que t'une de

lces fonctions génératrices non dégénérées (et par suite toutes

& L
‘;Zes autres) soit de cZasse%f{cig est qu'ill existe un & de
EAut (% tel que 6‘8" et 5‘8 appartiennent tous deux 4
P »
X‘?& {E;% , e'est-d-dire soient tous deux des éléments pleine-
i , ) P
§ment itérables du groupe Q%,{[;% . Dans ce cas l'automorphisme
£ CN o~ ,vo(_‘) AL As
6 peut &tre choisi de la forme . ﬁ 3 — R ag o ‘a,
o~ o~
avec e\_ appartenant aQ %{%R} , mats pas nécessairement d

Ho{ oy
Ainsi, par exemple, pour chacun des couples
.. R PV L 'Y - %
%(ﬁ.—: 2 (4-2) ’,'\,8 ()= 2 +2 et {g(z];- %(l—-%) ; a(?) =ze
d'éléments de (“% {(’;_——;1} on peut montrer qu'il nlexiste pas d'auto-
~s ' .
morphisme € de.% , et a fortiori de %{AMam} tel que 6-(?
et 6'5 soilent simultanément pleinement itérables dans %_{EE [} .
Dans ce cas la, on peut méme montrer que les fonctions génératrices

Ns
B(B) (non dégénérées) n'appartiennent d aucune classe %{A’M?’
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A .
strictement incluse dans 8 .{‘ BMEM}-

Corollaire du théoréme 5

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un élément
AL [a%d
%} {[;g soit pleinement <térable (aans %@{[Lg) est que
?Z'une(et par suite chacune) des {k' ) non dégénérées soit de

% classe (6 {T‘% pour un (et par suzte tout) élément 3 pleine-

ément 1térable de %}{(ﬁ§

On a la un critére de pleine itérabilité qui s'ajoute a
. Ah
celut du théoréme 7 dans le cas particulier du groupe %{R-’Elg

i1somorphe au groupe Qaa. .

Indications sur la démonstration des théorémes 1, 2, 3,

4 et 5.

A propos du théoréme 1

~

AL ~
. : <
Sous.Z’effet d'un automorphisme de %% de la forme g, nous
—

e ?—e j’ 3 ; g\ <3° P&)/@
L‘X*,N%l -——-3{_‘? ,%10@2/@:’ -el' engin
o ST SR

¥
et (14) montre bien que le coeff'zczent de -2 dans S(%) est un

"invariant" (au sens que nous donnons 4 ce mot dans le présent

chapitre).

A propos du théoréme 2

C'lest une conséquence immédiate des relations !

/v;u. e oV o :

% = A e.k‘ (62, ) Ar % qui entralnent

2 . | .
Sl —» et SC%)
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A propos des théorémes 3, 4, 4 bis et 4 ter:

Pour démontrer ces résultats, nous auronse besoin du

P

o~ )
Lemme 1 : Soient ‘f\,et 'ﬁ_ deux éléments de {]"C inverses L'un de

l'autre, et posons, pour tous M. et M entiers relatifs

@]'m: i ?erm 2" | ek @’«)’m,—: i £ %2:%

M=—pa ™

Mo o0
Alors %‘fm,m = % %""“/"""V\ S'L_ m=+# O . ‘
3= -'wQ !
%—w ‘?\4%"3 %. = %\.(2’) /%(%} St mM=0,

Ce Zemme)dﬁ a E. Ja'botinsky)se‘ trouve dans Y;Z‘] .

Sa démonstraﬁﬁon est aisée ; on peut par exemple partir de
. ‘s - N -R -
1'identité (L { & () = } = g. (3) Ok 2 42 c& Q’ (2.)

et remarquer que

e

le’n N
(dans J,{% (3 # } le coefficient de Z"&% est nul
m | -
dans ’Ex % c{%"% le coefficient de ’-7_—"‘&,‘2- est égal a4 (am %
< : wam ~ : fn,m
dans %‘MAQ_ (3) et dans % (%) J‘%’fm les coefficients de 2'd &
L sont égaux et valent ("Yne\,_,n‘_m)

]

Soit : O = —MN er,m. + M %

"%l"‘m *
Gréce 4 ce lemme, et aqvant méme d'examiner le théoréme 3, nous

allons démontrer le théoréme 4 dans ses différents cas.

Dans les différents cas d traiter, nous profiterons des
, e '
propriétés d'invariance (plus exactement : de )}’(‘—tnvariance) des

I(NQ'> et des E4§> pour raisonner non paé sur le coupie ('g—/%‘)

. e eﬂ ~ CA i~ )
donné, mais sur un couple L% N):(Rg B," ou e sera un élément

de r}{_ Judicieusement choist.

St L'on pose Z’ ~ -~
¢
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~ M : e

A
noOUs aurons ‘k [\ R , et a cause de Z’kypo'theoé g % %- ﬁ f

_ -
on voit que /\ s et par su%te ausst ‘rl{ , n'est pas constante.

Enfin, pu%sque&% % I/\’ N? et [:g: 2‘] %{ g nou's«c/zzvmons,-

en applzcatﬁon de la deftn%tzon 1 :

5 Loty i I(mb(%,ﬁ):me:ffcaw&m%"mg“%aw %
| | *

Cas o h €4 :
1

P - .
Dans ce cas nous -avons A(% _Q:(%c\ F) et 71 est donc
o

possible de choisir un Etel que }(‘(’% - EQHR.

Alors, d'aprés (15) :

- 5 | cabrpfeaet] am
10 T (§5) messrisons a0 smefe Pt o]

*

It
2‘ h

r~ =
. Posons : 6('{,—] = Q_r\)-‘ & (%)

Alors (16) s'éerit :
~ A 4.
I<°‘t QI->(& . a) = coefficient de % dans{q tﬂ)x (%) o o ~ho-4 }

Mais on rappelle que atd =a etly..-:txo.-'ga\qr . Par suite :

Loy () = T (§.9) =9 v,
(0%2 1'on pose, bien siir, Ja(%) ::Z c.,m,?:m )

Done gi l'on définit, pour e =0, les fonctions rJ<E>

de la variable: formeZZe B’ par

Webih) = @ty ’Z l<m>9
l](c DS , ce qui établit (9).
Posons maintenant : B(a {@' r.) &T -l [i-)}
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o
On vérifie que B est un élément de [‘}{, et on désigne par(}%
Cond

son inverse dans I}L . La relation (16) s'éerit alors :

o.-‘c%)

E(m,%)(g ) = coéfloded do' dons {Q o B (2) . *l§

D'on (avec des moba bion et conforme
. ens B’“‘:’V\ @‘m,% onf s au

@‘\‘)ﬁt Lty = B“{(“*Q‘)/"ﬁ"t‘)*

lemme 1) :

et done :

(17) @@/m = —% ‘BTI:_Q'T_ s L. Trs = _ &,

i T Yt g
Finalement, si on définit pour o.:LéO la fonetion r}<o.,.>

de la variable formelle 9 par :

s
‘1@-) = ; & (a(q-p) )+ ) I<o\ (m. o) Q{~*>e
on voit, d'aprés (17) que ’J(o.'. -—&6 @(Q)-} pouxr 6‘:&(‘_1’1‘\.)
ce qui établit Z'idéntité (7) dans Ze cas ﬂ)?_ . |
L'identité (8), enfin, dans ce méme cas(at >Tg>se démontre

d'une maniére tout analogue.

Cas ou k:q .
{ \

Par déf?lni'ﬁion de l'entier &, on a :

/\ sw%(%/g(%) ,—-ca%+ <c ekchio)

On peut done choisir e dans r}’{, de maniére que

k(?: = Ca | + %) . Dans ces conditions, (16) s'éecrit :

(18)'.[(&‘3.») ): aefgm@k&% donas {% a-& __Q, | a-@-@ 1) (- a~8) H.%)d' g

Définissons un élément B de J}C par :

o _ | s T Vi tp)
Blej = Jo & 2 S

et désignons par @ 1rstément de inverse de B
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(18) s'éerit alors :
@qQLy@

I(C\,@?( gl %‘) = coefficient de 2™ dans {EC‘ Z (H-%) (&)

= ZB,M'% LB ()= 2Z 6, ="

Par sutte, en posant :

Teey=sel ZC:\ ) Ry E M.

(st _a_est entier)

avee  No= (£+f) (&.—\—6)

Or d'aprés le lemme 1 : f%k% = Tﬁ QB“%7“YW et par suite :

™
I’ 0,8y = < :2. <3 —
LA U TET Bersm,n
87 done on définit pour &0 une fonection K(B) de la
variable formeZZe 9 par :
oD
n

okz&(e) z I L« e’(ﬁ > 9 agec @(n) = pery -0

nous aurons si a est entier :
' [ 8 \ M
"7%6. (g) = € G 2 C,_,‘ @ 9
‘ M=o n=s. i‘M.'f‘S f—'ff'\m n
2+€‘M

c 2o Chb 2 (B

'w—o THEm

FACTR X S S T \(9)

a3 (U HOW:

=0

VE@ BT BT

\f

1l

Par suite, 8T nous posons :

s () = (e L+ B )

la relation (7) du théoréme 4 est encore vérifiée et nous avons

) e
= Co + o S 2y £ de

oh

Q(&o‘) {9) = TQ%* Z ::i K(&,ﬁ; .~«x> 9« asec, -J;c.: @r/%

mz &
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Cette démomnstration, valable pour les 0. entiers, s'étend
en fait a des O_quelconques non nuls.

Enfin, Za. relation. @) R r}elative a U(- &}(9}3@ démontre d'une

maniére exactement identique.

A propes des théorémes 4 bis et 4 ter

Le théoréme 4 bis n'a de sens que Zorsque ﬁé i Supposons

b(ﬂ. Dans ce cas nous auvons : B(} Q H @ ()ekm
T b Ry el T A AR KL
D'ou 1'on tire la relation o({% K-(‘/H (6)} — K‘"H{M (Q)

par des combinaisons judicieuses. Quant & la seconde des relations
(10), elle est exactement symétrique de celle-c<.

Enfin, le théoréme 4 ter est une simple conséquence des
relations de définition de ’](W et des propriétés d'homogénéité

itérative des K}@v%>(Voir théoréme 2).

A propos des théorémes & et &

La complétude des systémes Inv (A, Inv(. 6—> et

(si r,‘.% ﬂ Inv<§>, ou, ce qui revient au méme, la 'éomplétude

des systémes d'invariants formés des coefficients de l'une quelconque

des fonetions génératrices non dégénérées O{W, tient d ce que la
donnée d'une telle Uaﬂ équivaut —-?our peu que l'on se fixe le rap-
4 ~~
port k(‘%)':nz:(}) [ ?J (%) comme dans les démonstrations ci-dessus —
¥ o X

. N . r.
d la donnée de ‘5 et de %: s qut eZZes—memes permettent de calcu=-
*

K
Zer‘g et g; et donec de reconstituer tous les invariants bznatres

bpossables liés a (i,g_) et done aqussi 4 8 3)

Quant & la liberté dee mémes systémes, elle résulte de la
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forme méme des relations liant les Q(B) a f; ﬁ@
*
En ce qyi concerne enfin le théoréme § et son corollaire,
bornons-nous 4 indiquer qu'on le démontre en utilisant les théo-

A
rémes de (A, II) sur les classes E,{Y; , en exploitant leg rela-

, e
tions liant les différentes O(W ‘g %; et en se souvenant de

c’“ *
la maniére dont un <somorphisme & ( @Z ) Q% affecte un

logarithme itératif, a savoir
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A
§ 2 : INVARIANTS MIXTE'S GENE’RAUX DE % .
kil

P

On part ‘d'un ensemble de M eZements de % ag f 3
[
on poseb(, valit g et on suppose pour simplifier que hi%'rd
st & #& . On se donne en pZus un systeme ﬂl deQ_ -—l) complexes :
A AL& ] Aii?\)"‘ / Al'Lua-nM .
< ’(\ . € {l, ?_). . .Ii’k})qui vérifient les relations ‘é? et ez
suivantes (avec R&: %. 9%»’3 /2 )

Cﬁ\ R, = Ay R, 2. AL %RsAigp\—k...'\—RmAmm“:[

¥
(&) : 2R A b 2Ry hog bt Ry ot hon

on def'zm,t ensutte le g. erochet de %\_séries, généralisant

le bi-crochet de Lie.

. 4 p o
- Définition 4 : g désignant Ze logarithme itératif de § s
: L* P L
on définit {% ) g g K comme étant égal au détermi-
: W T be Y B! C&t
E nant ?{_xg\dont 17 3LMZ7/Q7’2.6 est { 4% 8, ; % ) }
. ¥ ¥

Définition § : Lorsque ﬁvem,fv,e ﬁ)‘ etce » L'expression qut

t suit

(19) §:W% ‘TTHM fj ATW N fﬁ,j] i&té)) g] "

dé’signe une série formelle de = > calculable d'aprés la régle
| indiquée au début du paragraphe § 1 de ce chapitre.

' \ I s od A ,

; ‘cient de % té g ) . Clest
| Le coefficient de % sera noté <ﬁ;> ( ;'31’ , 54. ,

~

I un nombre complexe, déterminé en général 4 un facteur

&x_k@ﬂt,z.m‘&& . l prés, et sans ambiguité 'dans le

l cas ou les A‘EQ"‘" sont tous entiers relatifs.




Théoréme 6

et

Lorsque le systémed%'vérifie les conditions |,

gles secalaires I<:J%;> ( g Ry ¥I> qu'ils permettent de
: s o

idefznar, sont des znvarzants(*#ﬁ mixtes de . A condition d'y

: | 2
l joindre les FC--vaZit 3 s
3 {

ﬁpleﬁ mats surabondant d'invariants du systeme<§ g >.
; "

I<JQ‘,> sont itérativement homogénes de

leur ensemble forme un systéme com-—

De plus,

3

Edegré (—-d;) par rapport & 1'exposant d' itération A} de g

Autrement dit

Tets (% 1) = ot 3t (1,1

"

Ict, les Oy sont des complexes entiérement déterminables

éd partir del}t .

Indications sur la démonstration du théoréme 6

Bornons-nous 1i¢i & montrer le caractére invariant (;Zus

’ A
exactement :CG{— invarian?).des ]:(;J%:>

CeZui ¢t va résulter des propriétés des %% -crochets

&g- R g —I ~introduits d la définition (4).
o 'w fx |
Ce ~crochet est aussi égal au determanant dont la
. melT Nty
X¢0we colonne est % soit en abrégé 2| F( .
. V¥ cl a—l
w50
& ~ AL A s
n T o Ce Q }}C
, Or un auﬁomorphtsme prtmatwe de (&vec €
aad
change chaque § g // e . et par suite change
L% L
NA

c .
(g*) A strbctement parler des @{ invariants : voir la convention
de langage faite du § 1 de ce chapztre
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;;% e‘n ' i n=j-l
L) TALN IS INP VRS VY
aﬁém"@}:vl{isKJ”e " T it;aKlf’e

A ~ . ~
o le scalaire q '(:: Cl (Q;)) ne dépend que de aln, et 8
é'n. 81’1

. . ‘\\
Par suite le déterminant A dont la é'\%colonne est

&R
- °1Q . est égal au déterminant dont Za(g.iam colonne est
&?:l" 2~ A-‘L Aa.l ™~ { &L%:g) e
\f_ 1 1—'8‘{}0& y clest-d-dire au déterminant ' Dce .
da”
~

. ¢
En résumé, sous l'effet de 1l'automorphisme 8,

| | N R -~
:D(%) —> A(’%) = {Q(’é)] t :Do\e(%) avec R&: P{(?Zg)

Par suite, et compte tenu de la condition f‘ . L'effet de

ot ~
e sur la série S(%) de la définition & sera :
. A

(20) §(%) _ i(’&) = @ Se !

oo
et la relation cé)z assure que S(’&) est bien une série formelle dont

les exposants de % appartiennent tous a Z . Cela étant acquis,

ey \ &
le {H‘-invariance du coefficient de % dans S(%) résulte de (20)

(par un ratsonnement simple sur les résid_us)
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EXTENSIONS
QUESTIONS OUVERTES

CONCLUSION

§ 1) CAS DE PLUSIEURS VARIABLES.

Les deux principaux groupes qui généralisent au cas de N variables

.' complemes(z;

‘)vi/

?:,“}-:;2 le groupe %ﬁ et qui domnent lieu d des théories ité-
ratives non triviales — et & des théories d'invariance holomorphe intéressantes —

sont les groupes (‘% et(% ainst définis :

('% resg.% est le groupe, pour la composition, des applications
e ={

‘e‘ .
de la f‘orme ‘g(’% g(O Z + 6’((% £ 1——‘2,“[) ou §<0)68t la matrice
unité d'ordre M (resp. : une matrice triangulaire supérieure ayant tous ses

termes diagonaux égaux 4 1). W

N
On définit d’une maniére anaZogue Zes groupes ‘% et g/ de trans-—
Y

n
. formations formelles. :

Au prix de complications assez considérables, la théorie itérative’ et
la théorie de l'invariance holomorphe s'étendent aur groupes (% et (3,/

et condmsent a des résultats pCZI’fOoS voisine de la théorie & une vam,able

Toutefois, pour les groupes formels, il existe une différence capitale
entre le cas d'une varzable et le cas de plusieurs variables ; en effet, alors

que les scalaires vaZzt et resit forment & eux deux un systéme complet d'inva-



L9y

AL S
riants simples de (‘% tout systeme complet d'iwvariants simples de (“% ou de
A»
N

g est nécessairement wfzm (denombrable) st nM|.

™~ . . , N .
Signalons que pour construire ces derniers systémes, 1l est commode

d'utiliser le "symbole du résidu d.e Grothendieck" (usuellement employé dans la

formule de Lefschetz du point fixe pour les applications holomorphes).

§ 2 ) CAS DES GROUPES Q%ﬁgmv(4/€ﬂ§.

Qe
QUESTION DES INVARIANTS QUASI-ANALYTIQUES.

AL
IZ est naturel d'assocter d chaque groupe formel (%, {rmjg (ef A-IT)
A
le groupe L%,{r;%} formé des germes g pour lesquels il existe un représentant
de g sun 120 et un K>O tels que :
(il / noom
w |§ @] ot K e 6N Nk e (o],

(IZ existe d'ailleurs d'autres définitions possibles,et d'égal wzteret)

Lorsqu'en outre on impose d la suite {r:;_} (déja supposée de type

regulwr ;s ¢f A—II-—J) de vérifier la condition :

A

(2) Z @(—;) = t o°

alors les éléments de (%{E} sont des germes (en O >, @ droite) de fonctions
quasti-analytiques au sens de Denjoy et dans. ce cas L% {F‘E est noté de prefe—
rence (% {\rl et ses éléments sont notés g 2, etec ... (et non pas g s 8 ces
bien que ce soient des germes, et en raison de l'unicité des représentants de

ces germes).

A
On note bien que 1'homomorphisme naturel du groupe %{ r.; dans le
~s
groupe L% {ﬁ ‘§

A ~
(3) g — g



n'est en général pas un isomorphisme (pas surjectif).

fals
En particulier <1 n'y a pas isomorphisme entre (%’{m‘g et %{‘1

( ‘% {\" }) lorsque {r % définit une classe quasi—analytique dis-

tincte de la classe analytique. Par exemple,si un élément g de (%, ,{ g

- n'est pas de classe analytique et a ses coefficients tous positifs, alors i1
n'est 1l'image par i'homomorphisme (3) d'aucun élément «g de % {r} G)m,r d ce
sujet [34] et [_35] ) Cette derniére circonstance pose des daff'bcultes sé—
m,euses mats surmontables,lors de l'extension de la théorie itérative aux groupes

Ging « 440

En revanche, nous n'avons pas encore pu étendre d ces groupes la théo-

rie des tnvariants (purs). C'est 1d une lacune <mportante, car on pressent bien,

pour les groupes L% {m.g une théorie des invariants quasi-analytiques ana-
a

logues aux invariants holomorphes construits pour (% g La difficulté essen—

tielle réside ici en l'absence d'"éléments itératifs sectoriels' se recouvrant

deux ¢ deux.

Il y a la, semble~t—il, une série capitale de problémes ouverts.

§ 3 ) LES EXTENSIONS SUCCESSIVES DE (Q ET DES (@ f
Ve
SOMMATION CANONIQUE DE CERTAINS DEVELOPPFMENTS DIVEFGENTS

On désigne par S% Q le semv/—groupe formé des éléments g de %ﬁ
tels que le premier coef‘fﬂczent non nul du developpement {%(% -2 } sotit

réel négatif. On défini/t\ de méme les semi-groupes S (% et SL% {C»%

a partir des groupes (65{!‘ et (’% %P}
Désignons maintenant par F S k%& (resp FS L%Y\ ‘S ou FS(%QQQR}

l'ensemble de toutes les itérées fractionnaires d'indice O éeSp. les itérées

"

fractionnaires au sein du semi-groupe ;5 ef A-I-3}) et d'ordre d'itération réel

positif des léments de S‘%& <r’esp. de S‘%{Q% on S%img )



193

On déstigne ensuite par SFS (%?\ le semi-groupe (c'en est bien un)

engendré en composant les éléments de B S ; et on fait la méme chose pour

les FS%{E% et les FS(%@_{C;§
, : _ A
_ Enfin, on note que tout élément de SFS resp. de SF S r
ou SFS (68 N %m% ) est ausst élément d'un féf:ta;(n semi—~groupe ?\ir:}a/

-

pour un certain entier (1, et un certain secteu(z’%a)v contenant la raciﬁéﬁm)du
N

rayon O é”esp. est aussi élément du semi-groupe ('%

-

s ef A-;I—gg et cect nous
permet d'aprés A-IIT-2 (resp A-I-3) d'em prendre & nouveau l'itérée fractionmnaire
pour toute valeur réelle positive de 1'ordre d'itération; on note FSFS %%
(resp,etc ...) les ensembles ainsi obtenus, puis S FSES (6 (resp ...) les

0n

semi-groupes engendrés par chacun de ces ensenbles.

Ainsi, en partant en particulier du groupe holomorphe g}& ou d'un

.

groupe quasti-analytique ‘ek &{";g on ébout'ét & une infinité d'extensions suc—
ceséives . SF SFﬁS ‘%& et SF SFS% &{.r;% s qu%; sont

. P
des semi-groupes, dont les éléments g ont des images qu dans (¢c'est~d-dire,
des développements de Taylor & l'origine) qui en général n'appartiennent pas d

AP AL
(%,{(% ou a (63 Smg > mats qui toutefois appartiennent 4 une classe de
7

Gevray, c¢'est—-d-dire d N % s OU 6 dépend de 1'ordre de 1'extension envi-

sagée.

On a 1la un moyen de sommer d'une maniére canonique et naturelle une

classe trés vaste de développements de Gevray divergents.

Stgnalons que l'étude des extensions successives de %& et des

k%%gm} - et surtout des extensions-transfinies - pose des problémes re-

doutables et qu'il reste beaucoup 4 faire.

(-%)cf' 4-III-e2.
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§ 4 ) FORMULES EXPLICITES EXPRIMANT - LES ZEROS D'UNE FONCTION

QUAST-ANALYTIQUE REELLE AU MOYEN DE SES COEFFICIENTS

DE TAYLOR EN UN POINT DONNE.

En développant la théorie itérative dans les groupes d'automorphismes

analytiques (resp.. quasi-analytiques) du segment @,1] on aboutit d des théorémes

dont voici un échantillon :

Théoréme :

Etant donné une suite {-mg de type régulier (cf. A-II-1) et vérifiant
L -1 ‘ .

E on outre Z (m R} = 4 oo s on note (6%{(;§ la classe de fonctions
quasi—analytiques associée (cf. les inégalités (1) ci~dessus). De plus Lf
désigne une fonction

(75) qua;i-—analytique de classe g‘l"{ms sur un segment i‘k“, (:1]

.(7171) strictement positive sur Y.Ex,\'-'m[_

(’éii) s'annulant en (:,_.

| (1iii) dont le développement de Taylor en l’:‘ est noté Y(’ﬂ = Z LG-; )

Il existe une suite universelle de polyndmes Q%(LQ) possédant les

§ propriétés sutvantes :

(1) Qm("')  est un polyndme en (ﬁ TRy ‘ﬁtd .

§ (11) les polyndmes \W,, sont "universels'! en ce sens que leurs coefficients ne

dépendent que de {Uﬁg <pas de (-f !)

E (741) pour tous'h/t,_ et "{9 satisfaisant aux conditions ci-avant on a :
| lim Q ‘f = L  quand :
: m\ k| = ma m —3 of .

N. B. Les Qm sont parfaitement explicitables.

C'est ld, croyons-nous, le preﬁn’er exemple d'un procédé permettant le
caZéuZ explicite des zéros en fonction des coefficients de Taylor en un point

donné. Notoms que tout repose sur l'utilisation de la série formelle (fomelle
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ena-gng-): (? i n Z w \M
(Z,W):: 4'—-9-—-5 (fnZ:_.'.%)
me m de

m

)

et sert parfois dans la recherche des zéros complexes de fonctions définies par

et que ce proéédé est susceptible d'extensions considérables au plan complexe

»des séries de Divrichlet.

§ & ) CONCLUSION.

Les résultats du présent travail, on Z;a vu, s'obtiennent pour la
plupart sans recours d aucune des théories de pointe des mathématiques modernes.
Bfen qu'on utilise ict et ld certains lemmes assez spééidux, bien qu'on se serve
d'une forme explicite de la fbrmule de Campbell-Hausdorff et bien qu'enfin,
dans les déveZoppéments-uZtérieurs qu'on vient d'esquisser, il faille recourir
d la théorie des espaces de Baire, & certains résultats fins de la théorie des
fonctions quasi—analytiques ete ... malgré tout cela le fait saillant demeure le
cdté classique des méthodes employées et des théories mises dvcontribution
(parmi ces derniéres, essentiellement et trés banalement : Z'dnaZyse complexe Q

une variable).

Néanmoins on aboutit 4 une théorie non seuZemgnt riche en applications
mais encore débouchant sur quantité de probléﬁes non encére résolus ei dont
certains semblent fort ardus. Ceci, joint au eafactérel"premier" ou "mon dérivé"
de nétre théorie#ﬁ; nous renforce dans notre conmviction qu'elle est susceptible
de recevoir des développements considérables. Par exemple, et sans sortir du do-—
maine de l'analyse complexe d une variable, il semble que cette théorie de
1 '"tnvariance homeorphe revéte une importance intrinséqu?, et recéle des possi-

bilités de croissance, au moins égales A un sujet tel que celutl des "coefficients

de Jaylor des fonctions holomorphes univalentes dans le disque unité" - sujet

'CﬁKQOn est libre bien entendu d'y voir une vertu ou une imperfection !
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auquel sont pourtant consacrées chaque mois en moyenne 3 ou 4 publications nou—

velles.

 Nous serions done comblés si le présent travail pouvait retenir 1'atten—
tion d'autres chercheurs et servir de point de départ d des travaux approfondis

.sur la théorie des invariants holomorphes.
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Pour plus de détails noug remvoyons & la bibliographie trés compléte
qut cldot 1'ouvrage [}i} de KUCZMA. Toutefois, et sauf erreur de notre part, on n'y
trouvera pas de développement ayant trait directement aux questions traitées dans cette

thése.

Enfin, pour les §§ 2.et 3 de la Conclusion, nous renvoyons au livre
de Torsten CARLEMAN : &34] "Les fonctions quasi-analytiques" Gauthier-Villars (1926)

(Tsve)
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et surtout 4 la thése de doctorat de Th¢ger BANG : t?g] "Om quasi-analytiske
Punktioner" (Copenhague, 1946) ou l'on trowvera la démonstration de la conjecture de

Borel.
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