
UNIVERSITÉ PARIS XI 
U. E. R. MATHÉMATIQUE 

91405 ORSAY FRANCE 

Pub l ications Mathématiques d'Orsay 

n ° 67 - 74 09 

Théorie des Invar i ants Holomorphes 

par J ea n Ec a l J.e 



Publications JVIathématiques d'Orsay 

n° 67 - 74 09 

Théorie des Invariants Holomorphes 

par Jean Ecalle 



A Monsieur DELANGE 

qui n'a cessé depuis Ze début 

de me prodiguer des oonseiZs 

pZeins de compétence 

et de sympathie. 



TABLE DES MATIERES 

PREAMBULE : t-t 

IN~RODUCTION : f ~ 
§ 1) Généralités. 

§ 2) Aperçu sur la partie A. 

§ 3) Aperçu sur la partie B. 

§ 4) Etat de la question antérieur au présent travail. 

§ 5) Quelques questions ouvertes. 

PA R T I E A : THE O RIE ITERA TI VE. 11. lb . 

CHAPITRE I : {1. l t- /v 

§ 1) La théorie itérative dans "1.i~ • 
§ 2) La théorie itérative dans ll{ -~ 
§ 3) La théorie itérative dans les semi-groupes 

A 

~ et -0:t 
CHAPITRE II : ;. 't 8 ,.J 

§ 1) Définition des alasses 'e { r..,..J. Théorèmes de stabilité. 

§ 2) Régularité de l'e:x:ponentiation itérative. 

§ 3) Non-régularité de la prise du logarithme itératif. 

§ 4) Non-régularité de la prise de l'itérée fraationnaire. 

CHAPITRE III : t-S 3 

§ 1) Généralités. Existenae et exemple de fonations non pleinement 

itérables. 

§ 2) La théorie itérative dans le semi-groupe 

Itération. "seatorieUe". 

§ 3) La théorie itérative dans le groupe 

Les éléments itératif seatoriels. 



§ 4) Nature du groupe Wgdes ord:res d'itération admissibles 

d'un a de ~l 

CHAPITRE . IV : \1. l05 
§ 1) Introduation. Fermeture de 

§ 2) 

§ 3) Cas holomorphe. Théorème d'extrémalité forte. 

Compléments. 

PARTIE B THEORIE DES INVARIANTS 

H O L O M O R P H E S. t-l 2.ô 

CHAPITRE I : f l 2.. \ 

§ 1) Généralités. Invariants purs et mixtes. Semi-invariants. 

Homogénéité itérat-/;,ve .d'un invariant. Systèmes aomplets 

et systèmes librès d'invariants. ~ A/ 

§ 2) Cas élémentaires : les invariants purs dans ~ et~ 

CHAPITRE II : \'- \ i b 
§ 1) Les invariants purs!de 

pales propriétés • . 

§ 2) Les invariants purs de 
~ ' 

et systèmes libres. 

~t, ; leur définition et prinai­

~l (suite); systèmes aomplets 

§ 3) Autres appliaations des invariants purs de 

Critères de pleine itérabilité. 

CHAPITRE III : '~ l 't ~ 
§ 1) Généralités. 

§ 2) Calaul effeatii des' 1,nvariants purs de 

§ 3) Calcul effectif des invariants purs de 

CHAPITRE IV : f. l f 2.. ,'V 

§ 1) Les invariants: mixtes de ~ et.,._,, là{ 
§ 2) 'Invariants mixtes géné"i'aux :·de · ~ • 

~,. 
~l . (Suite et fin). 



EXTENSIONS. QUESTIONS OUVERTES. CONCLUSION. 'f-l Cj 0 
§ 1) 

§ 2) 

§ 3) 

Cas de plusieurs VQX'iables. 

Cas des groupes CÇ u~ 1 et ~ Jr:.l 
Question des invariants quasi-dtaZytiques. 

Les extensions sudaeasives de ~(- et des ~ i Ç., 1 · 
Sommation canonique de oertains déveZoppemen\s divergents. 

§ 4) Formules-e'iptioites exprimant Zes zéros d'une fonotion 

analytique réeZZe ou quasi-analytique au moyen de ses 

aoeffiaients de Tay7,,or en un point donné. 

§ 5) ConoZusion. 

TABLEAU RESUMANT LE § 1 DU CHAPITRE B -II. f" l ~ 7' 

BIBLIOGRAPHIE. \1-\ ~ ~ 



4-

PREAMBULE 

Notre premier mot sera pour exprimer notre infinie gratitude à 

Monsieur H. Delange, qui a depuis le début dirigé nos trava.uz avea la plus 

extrême bienveiZZanae, et sans les préaieu:x; aonseils de qui Za présente thèse 

n'aurait jamais vu 7,e jour. 

Nous avons aorronenaé à étudier sérieusement Zes questions exposées 

iai en 69 et surtout 70. Nous obttnmes Za moitié environ des résultats de aette 

thèse (a 'est,à-dire grosso modo A-I, II, III, IV et B-IV) en oatobre 1970 : 

voir à ae_ sujet nos artiales [ct] , [ ~J et lS) . 
Quant à Z 'autre moitié (a 'est-à-dire B-I, II, III) nous l 'obttnmes en août­

septembre 1971: voir à ae·sujet notl'e artialeL{.2.] et surtout [l3J., qui 

expose suaainatement l'essentieZ de la théorie des invay,iants holomorphes. 

~es deux derniers artiaZes pal'Urent en 1973, mais les manusarits en furent 

remis dès oatobre 1971 à la, revue "VjestnikLeni,ng:padsk~ ,Univ." par Monsieur 

V. P. Khavine, de l 'Universit;é. _d~ Leningrad) , 

en 0 

Voiai les deux' remarques qui sont à l ·, ;~igine de Za présente théorie. 

Désignons paz> ~Î . G•sp l}CfJ fo ~• {OZ'm~ des 

et telles que : ' 8,Co\ = 0 et . r ( o)::. t (resp ~ ~o) f ~) 
! . h~ lomorphes 

• La loi de 
·\ 
groupe est Za aorrrposition: 

~- goÔ 
/ 



s 
Remarque 1: Etant donné g é ~! , l '¾uation 

(I) g ::: Ô o ~ o ••• ~ ( ~ ~) :: °'l'rl. 
a parfois une so 7,ution i dans ~~ pour tout 'r\.. ., et parfoit pout> un nombr-e 

fini de 1\. seuZement., parfois enfin poU!' 11.: i uniquement • . 

Remarque 2 : Etant donné ~ et Ô de ~ R. ., Z 'équation ( en ~ ) 

i r2; R o. _ R 
1 admet des sol:~ons fo~m:Ues -e._ si estvérifiée une aonilition C, = C, { ~ 1 i) 

qui est assez simp7,e (eize ne fait intervenir qu'un nombre fini de_ooeffioients 

de ~ et i ) ., mais., mê~e Zo;sque C1 est v;"rifiée., Z 'équation (2) n'admet 

· pas, en générai., de soiutions . ~ 6 r.\{~ 

La remarque 1 es.t Ze point de départ de Za théorie itérative. 

La remarque 2 est .Ze potnt de,4,épart de Za théone des invariants hoZo-

mo~. 

La théorie itérative (partie A du présent travail,) étudie pour queZs 

0 d 'fi ., '' . ( ) ' dm d ., • ·' . t., · · p_o{I/,,_) / 7/ 
6 e ()A_ v equat1,on 1 a et es sovut1,ons., no ees (1 ., pour tout 1'I.. c:; tz_. . 

elle montre qu'on peut alors définir ÔoW d'une manière natU!'elle pour tout 

tv.r ~ (C ., et non pZus poU!' 'Lti16 2. . 
. ) 

Dan~ aë oas' 0 'est dite pleinement itérabZe. Si, J n'est pas pZeine-
~oW-a' .•-' (f 

ment itérable; '. { · dé~igne 'simpZem~nt uné série formeUe non convergente en 

général; sauf poU!' des -W- appartenant à un sous-groupe additif de <C ., noté 

Ws ., et dont on mon~re Ze oaraotère réeZ. Enfin, et surtout, on construit ies 

"éléments itératifs' seotorieZs" des f. générales de ~R. ., itérabZes ou non. 

(Voir ai-dessous). Et oe. sont oes"éZéments itératifs seotorieZs'', qui nous per­

mettent de développer. Za théorie des invariants hoZomoryhes. 

Etat an~érieU!' de Za question: maZgré Ze n~mbre assez considérable 

d·'auteurs qui avaient étudié oes problèmes, et Za Zongue Ziste. de pubZioatio'ns 



qui Zew ont été oonsaorées (voir indioations bibZiographiques), nous oroyons 

pouvoir affirmer que rien de aonsidérable n!avait été trouvé et que les problèmes 

essentiels étaient irrésolus. Quant à la théorie des invariants holomorphes, 
< 

eZZe n'existait même pas, so~s auoune forme, aussi embryonnaire que oe fût. 

En ae qui concerne la théorie itérative, voici quels étaient les résul­

tats acquis: 

~)on aonnaissait Z 'existence de J de ~ non pZeinement itérabZes, et, pour ces 

dernières, /.a natiœe discrète du f!Z'OUpe Wg (mais on ignora:it sa réaUté, dé­

montrée iai). 

?f)on utilisait 

tif", associée 

/Y 

une ' série forme Ue., no tee iai -Q , et nommée 
C ' (l* 

à tout 2 de ~l , ei, daraotérisée par 

""logarithme itéra-

r~•~ = rt (égalités entre séries 
(3) 

~ 

g* ( 11_ :: ô (1)_,~ Î' + é)' ( 1 ti) ,~ i) 
*)on oonnaissait une aonditi?n néoessaire et suffisante de pleine itérabilité, 

pour un ~ de ~l · , e,,; foncâon de t \o, 
¾) on donnait que ~ques '· èxemp l~e -âe fonàtio

1

n~ \ ~ ei ~ de ÔJ , pleinement i té­

rab les, et teUes que ~ 0 ~ n'était pas pleinement itérable. 

Et là s'arrête, sauf omission de notre part, Za .liste des :t>ésuZtats 

connus. Bien entendu, rien n'avait été fait touaha.nt la par_tie B, o'est-à-dire 

Za théorie des invariants ,ho Zomoryhes. 

A notre'avis, si Zes divers auteurs s'étant 'penahés sur aes questions, 

n'ont pas pu progresser davantage;, a 'est parae qu ''il leur manquait l'outil 

essentiel, de la théorie, a'est-à-dire les "éléments itératifs seatoriels", et 

notamment les "logarithmes itératifs sectorie1,s'~, . que no.us notons , et 

dont voici grosso modo Za définition,: 



pou:,, tout i de ~ L (pleinement ité:,,abZe ou non), et de la 

forme 

(4) 

Bo ~ l -~:-Ô a. l ( r,. 
- --- ,i 

et su:,, ahacun des '\id iZ existe une seule fonct:an hoZomoT'phe, notée t. (et 

nommée ""logarithme itératif seotorieZ d 'indiae j "), qui vérifie sur u.t Ze 

système (3) et qui en outre possède en Ô un déveZoppement asymptotique. 

Le seaond fait essentiel, est que Zes intersections 'U.~ n 'U~+L 
de deux "feuiZZes" oonséoutives, sont d'intérieur non vide., et que sur 11.~ {\ 'Ui-tl 
on dispose de d,eu:x; soZutionscanoniques du sy~tème (3)., soit ~ . et ~ • • 

. ~d C~i-H 
La considération de oette paire de Zogarithmes itératifs seanorieZs 

permet : 

*)d'une part d,e montrer Za réalité de Ws "lorsque -g n'est pas pZeinement ité­

rabZe. 

*)d'autre part., 

fr,.~ ~ t1+1· 
groupe -d ~ . 

P/11' invaz,iant de ~Î, nous entend.ans toute fonction : 

et surtout., de aonstruire., par des aombinaisons judiaieuses de 

des· systèmes compZ.ets et Ubres "d'invariants hoZomoryhes" du 



i ~ I ( f) , à argument a dans ., et teZZe que : 

(5) I ( f( ~-n ::: ; elc l:f 6 6 Au.~~i 
où Aut ~l désign,e le groupe des ctul;omorphismes de ~

1 
C'est la remarque 2 ai-dessus qui invite à la reaherahe de tels invariants.: en 

effet, eZZe montre que pour assurer à l'équation (2) l'existenae d'une solution 

«- 0e ~ ~ ) il faut ajouter à ia aondition c 1,une autre aondition c.2., 
et que Ci doit pouvoir se mettre SOUY' ta fome :C2,::C,a (i,~): I, l~)::t (~) v~t-1 
où ~ est un certain ensemble d'indices et les L sont des inv=iants de ~i . 

Après aoup, on s'aperçoit que les invariants holomorphes sont des 

outils extrêmement préaieux, et qu'ils pey,mettent de résoudre bien d'autres pro­

bZèmes que aelui de ta "aonjugabiUté" 0:'est-à-dire de Za résolubilité en Î 
de (2)). 

En résumé, dans le présent travail nous empruntons trois ahoses à nos 

prédeaesseurs: 

*)la notion de logarithme itératif formez (aonnuedans la 'littérature sous divers 

autres noms, et de portée de toute façon très limitée) 

~)un Zerrone dû à E. Jabotinski (le lerrone 1 de (A, II, § 4)) relatif aux polynômes. 

*)une méthode, utilisée par I. N. Baker pour démontrer un aas partiautier de 

notre théorème 2, a (A, III§ 1). 

Le reste est original, autant que nous le saahions. 

Sont entièrement nouvelles, en partiauZier, Zes parties (A, I, § 5) (A, II) 

(A, III, §§ 2, 5, 4) (A, IV) (sur Zes théorèmes ''d'extrémaUtéjet bien entendu 

Za partie B tout entière, aonsaarée aux "invariants ho Zomorphes ". 



INTRODUCTION 

1) GENERALITES. 

Les deux parties (A et B) du présent travail développent, comme leurs 

titres Z'indiquent, Za théorie itéY'ative et Za théoY'ie des invariants dans di­

vers groupes G ,et principaZement dans Ze groupe i, des fonctions g , hoZo­

morrphes en Ô et teUes que 1 ( o} ::: 0 i f[o) ::. 1, (la Zoi de groupe étant 

Za composition des fonctions). 

La théorie itérative, bien que présentant un intérêt autonome, est pour 

nous avant tout un moyen de oonstruire et d'étudie:t' les invariants holomorphes -

construction et étude qui sont l'objet essentiel de oe travail. 

Indiquons d'e~blée l'allure générale des solutions dans le cas princi­

pal, celui du groupe ~'l : on construit effeotivement des systèmes libres et 

complets d'invariants sur ~i; on établit que tout système complet d'invariants 

soalaires sur~~ est au moins dénombrabZe, et pour les systèmes canoniques que 

l'on construit, on montre que chaque invariant soalaire I est une fonotion 

entière d'une infinité dénombrable de variables oorrrplexes, à savoir Za suite 

l O..'r-\ des coeffioients de Taylor en O de ohaque élément de ~~ ; enfin, on 

étudie la dépendanoe de I{ (Cl.11.)} par rapport à ses variables, aut:t'ement dit : 

on donne Ze moyen de oalcuZer chaque dérivée partielle: 

'dm. 
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Ces systèmes d'invariants servent·ensuite à résoudre divers problèmes 

depuis longtemps posés et irrésolus, tels que .. oelui-oi : étant donné deux élé­

ments ~ et d' de ~(l , . à quelles aonditions, néaessair,es et suffisantes, 

existe-t-i'l un ahangement de variable holomorphe ë-,t.-: R('t) oonjuguant g et j, 
a•èst-d-dire tei que: t • i = d• ~. 

Quant à la théor,ie itér,ative de la partie A &ui-répétons-le-a 

pour, fonction principale de prépar,er la construction des invqriants holomorphes 

de 'la partie B} eUe étudie div.er,s· groupes de tr,ansformations : groupes de 
7 ~ ,,.._; ,t\,; ,'\J 

tr,ansformations formelles : ~ I ~ 1 ~ { C. \ /~ TJ...eA{r""-~ 
groupes de germes de tr,ansformations r,éelles de a lasse Y:i:,o ! ~- 1l-e , 

0 I 
çp•oupes analytiques ~ 1-l I r:\.-.e~ et aussi divers. groupes de germes de transfor-

mations quasi-analytiques 4e alasse donnée,_(voi~ aonalusfon). 

Dans chacun de ces groupes on se préoacupe d'abord.de construir,e et 

d'étudier une "itér,ation fr'aationnaire 11 naturelle, a'est-à-dire de conserver un 

sens saûs faisant d i 'e~ession tll ( ai;. J ~ g O ai, ... 0 f; 11. f rto,. J:.l ')i 6 IN) 
lor,sque 'h n'est plus un entier, mais selon les aas, un réel ou un complexe quél­

conque. On voit alors apparattre,.1.à l'égard de l'itération fractionnaire, des 
.. '-

différenoes essentielles entre les difffrents groupes,. et, au sein d'un mêm~ . . 

groupe G , entre les différents, éléments de G -:. Pou:t' ohaque J de G , on 

étudie Wg, a'est-à-diz,e Ze sourrgroupe additif·de{R..ou .<C formé des W- tels 

que* admet une"itéz,ée" généraUsé~.<J,~ordr.eW-. .,Enf~n on s~intéresse à l'en­

semble 'CG des éléments .pleinement itérables !,de. G , o 'est-à-dire tels que 

Ws ; R (ou iC ) tout enti•". 

De plus, 'la théol'ie itérativé fait un usage constant~ partout où a'est 

possible, des algèbres de Lie correspondant aux différents groupes étudids 

( atgèbresde ,dimensi~ms infinies) · ainsi que de quelques outils essentiels qui 

sont "'les résidus itératifs", les lflogar,ithmes itératifs." ("gZobaux", "seatol'iels", 

"par,tie'ls"), les "itérateurs" et 7,es "préitérateurs". 
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Nous donnons ci-après un rapide aperçu des pcœties A et B. Nous indi­

quons ensuite où la question en était avant le présent travail, quels problèmes 

nous.avons résolus, et quelles questions se posent encore. Nous ~erminons pa:r> 

les indications bibliographiques~*) 

2) APERCU SUR LA PARTIE A (Théorie itérative). 

Chapitre I: §§ 1, 2) Nous rappelons les résultats concernant la théorie itéra-
.,-v rv . 

tive dans les groupes ~ et i}e_ de. séries formelles, résultats étabUs dans notre 

thèse de 3ème cycle. 

§ 3) Nous construisons la théorie itérative dans les semi-groupes (pour Za compo­

sition) cp;_ et 1J{ + , dont les éléments sont des germes ( en O , à droite) de 
"'d+ -

fonction de-classe "etA:J, et nous établissons le résultat essentiel concernant 

l'indéfinie différentiobüité des itérées régulières et du logarithme itératif 

&•est un résultat qui ne peut pas se déduire Ms résulta:ts génér": da Kuazma 

[1 1" J sur les équations fonc-bionne Ues à d.onnées da c Zasse Y: ) . . 
Chapitre II: Nous étudions la théorie itérative dans certains sous-groupes 

A,/> ~ 

remarquables de ~ , 1{ (incluant les classes de Gevray). 

Chap_itre III : On montre que pour chaque ~· da ~K , Z 'équation /en /l' ) : 
g~ 0 i lï:-) ::. ~1tl g:,r c~) qui est liée à l'équation d'Abel : 

Ao~(ë) = Kt At=r}, et qui n'admet pas en générai de solution t~ "globale", 

c'est-à-dire holomorphe au voisinage de O , admet néanmoins toujours 2.jt ( *~) 
so Zutions li ho Zomorphes SU2' 2 ~ domaines canoniques 'li.d L!} (d d, 1.1 •.• 2. I") 
disposés autour de l'origine. Nous montrons que g.y.i admet en Ô sur 1J.J (8) 
un déyeloppement asymptotique (indépendant de ~ ) . Nous construisons ensuite la 

théorie itérative dans ~R_ • Nous indiquons diverses classes de J . non itérables 

pour tout 1-0-0· e. : . S ,ji:. I ~ l ) et nous montrons que I ~ K, n'est pas 

~*7<1~: entier lié à J et dit "valuation itérative"de ~ • 

l3/.-) : n.~l~ à. ~ g w. dA.. ~ ,. JU~~ • 
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stable par corrrposition. 

Chapitre IV : Nous étudions la stabilité des ensembles par rappor,t 

à la corrrposition et avons recours pour ceZa à une forme e:x:pZicite de Za formule 

de CarrrpbeZZ-Hausdorff. Au§ 1 nous montrons Za fermeture par, rapport à Za oorrrpo-
A-> 

sition de I ~ {Ç 1 pour toute une vaste classe de suites { rti\. }· Au § 2 au 

contraire nous montrons que pour une autre oZasse de suites {Ç, ~ (:out aussi 

vas;:;, et incluant /.a classe "holomorphe" { 1}) le composé de de':; éUments de 

1 ~{Ç,} n'est, en un certain sens., ''presque jamais" dans I~ {Ç,5. 
Enfin au§ 3 nous donnons une variante beaucoup plus forte de.ce résultat géné­

ral dans Ze oas partiouZier. de la classe "holomorphe". 

3) APERCU SUR LA PARTIE B (rhéorie des invariants hoZomoryhes). 

Chaoitre I : Nous posons le problème : pour ohaoun des grioupes G étudiés oi­

avant, rechercher les ~ystèmes d'invariants {I~ 1 ~é~; D:ensembZe d'indiCes) 

corrrpl.ets~l c'est-à-dire teZs que Z'on puisse énoncer :((une C. N. s. pour que 

deu:x: éléments S et ef de 

6" du groupe G est que ,• 

Puis on résout les 

G . soient conjugués par rapport à un automorphisme 

11 (S) = I~ i i) -)} \};) G Tj >> 
cas des groupes 1 et ~ · · • 

Chapit~: (chapitre cruoiaZ). On construit des syst?~es ZipPes et oompZets 

d'invariants sur ~R. (dits "invàriants hoZomo':tphes") et on Zes applique à 

Z.a solution de nombreu:x: problèmes classiques. , 

Chapitre III : 
1 

On étudie Zes invariants hoZomorphet$ scalaires sur ~~ comme 

onctions entières d!une,in inité dénombrable de variables co , où 

( h"'-) est une suite de complexe paramétrant· Zes éléments g de ~ (Par exemple 

la suite des coefficients de Taylor en O de J } . R 

~)et si possible Zibres. 
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Chapitre IV: On étudie les systèmes complets et libres d'invariants mixtes 
,V -

( et surtout : binairies) suri ~ et 'J,e ( ou· : invariants mixtes formels). 

4) ETAT DE LA QUESTION ANTERIEUREMENT AU PRESENT TRAVAIL. 

(On trouvera en fin d'ouvrage la liste des principaux auteurs qui s'étaient 

occupés de la quest~on). 

Les résultats antérieurs étaient minces; il nous semble que Zes 

logarithmes itératifs secto~els des éléments de ~Î (absolument essentiels pour 

la construction des invariants holomorphes) et a fortiori les invariants holo­

morphes eux-mêmes, étaient absolument inconnus. Le problème des C. N. S. pour 

que deux transformations holomorphes en O : ï (i) = t- +o., i'\ ... 

~(il::~ t~t,.t ... 
Boient transmutées, la seconde de la première, par rapport à un changement de 

variable holomorphe è -) Z = ~lë) (i.e. ~ 0 R, ::: (( o d ) - ce problème, 

d.onc, avait été posé, mais il n'en existait aucune solution, aussi partielle 

ff1t-eUe. Bien entendu, tout l'immense sujet de l·'étude . des invariants holo­

morphes comme fonctions entières d'une infinité de variables corrplexes, est 

entièrement inédit. Il en est de même, croyons-nous, du chapitre sur les inva-
tv IV 

riants mixtes de ~ et ~ 

En ce qui concerne Za théorie itérative proprement dite, on trouve 

chez Jabotinski, N. Baker, Kuczma des notions équivalentes à notre 
,V, 

Zogarithme -
etlJ-e -itératif 8* , mais seulement dans le cas "formel" des groupes ~ 

cas de peu d'intérêt. Ces auteurs avaient/ aùssi remarqué que les éléments g 
~t n'ont pas toujours de logarithme itératif :holomorphe en Q , mais -ils 

·' 

ne connaissaient pratiquement aucun critère d'existence ou de non-ew{stenàe. 

Surtout, iis i(PU)raient Za notion :cl,, ~og=ithme i#rat;if seatariel, Î,,.j 

de 

(Voir partie A, III), notio:n; indispensable. au. développement ultérieur .de la théorie 



En outre, dans [l +J Kuazma dema,ndait si Ze groupe~ des o~dres 

d 'itér,ation_ _admissibZes d'un éZ"ément J de 1~ pouvait être f ([ et en même 

temps être</:- fR . Nous démontrons ( en A, III, § 4) que o 'est ùrrpossibZe. 

Baker anonçait dans ··· l'] · Za parution d'un~ 
1 

thèse de Ran, destinée 

à montrer, sur un exemp Ze partiau'Zier Z 'existehae de paires (.} 1 cl' ) d' é Zémen ts 

de ~Î , pZeinement itérabt~s/mais de composé f o} non pZeinement itérabZe .• 

Nous montrons qu'en réaZité Ze fait est absoZument"géntraZ •·; a 'est Z 'objet du 

ahapitre IV de Za partie A et"des théorèmes d"'extrémaZité" (faibZ.e et forte). 

1. 

5) QUELQUES QUESTIONS OUVERTES. (Voir aussi. Za ConoZusion). 

Bornons-~ous à en énumérer queZques-unes: 

a) P:t>éciser la, nature Ms extensi~~ SUccessiveB ,les graupes ~~ et 

~ f t:_ 1_ , introduits dans Za Cono Zusion; i,~ r . . 1 • 

Dégager Za notion d'extension d'ordre transfini. Type de aroissanoe des ooeffi-

aients de TayZor des déveZoppements asymptotiq~es en Ô des éZéme~ts de oes 
~ ~. 

extensions transfin'i~s. Ea pZupart de aes probZèmes sembZent êxtrdmement ardus ; 

Za déoidabiZité de aertains d'entre eux paratt même douteuse. 

b) P:t>éoiser Zes théorèmes d"'extrémaUté" de(A, IV}dans Ze sens : 

"presque partout,, -->~ "partout". 

Etudier ies ensembles Œ ~P. r~" (L ~~) O Q ~Q.) 0 • .. ~ ~~ î ( ~ taib) 
et Zeurs propriétés d"'extrémaZité" dans ~R, (eta ... ). 

a) Donner des exempZes pZus expZiaites de_ fonations T(J (i 1 ~✓-w-) . 
et fft~ (S.1 l, 1'l) } Etudier Za Ziber té des systèmes { ~ g ( t.1 e_.~.~} 

de ~F-, . Approfondir Z 'étude des TTg et TTg 
infinité de variabZes oompZexes. (eta, eto ••. ). 

comme fonations entières d'une 

d) Faire Za 'liaison avea Zes invariants de Za forme J(S) avea 

r (~) = w H ( t, S) , où H est une fonction de Za suite des ooeffiaients 

lGl:l&_ 



de Taylor en O de 

e) Etudie~ la théorie des invariants dans les groupes ~ o. {Cl 
!\"~SI t-"y-1 ?\ ' ) 

de transformationsVanalytiques ~eut-être sous la forme J ($} i~ La question 

semble très délicate, essentiellement à cause & l'absence de notion générali­

sant les logarithmes seatoriels ~. et J. avea leurs domaines & définition se 
. ~ ~~ 

recouvrant partiellement (etc, etc ••• ). 



PARTIE A 

THEORIE ITERATIVE 



CHAPITRE I 

',!\,/ /V 

LA THEORIE ITERATIVE DANS LES GROUPES '-P_. ET 1e 
-'\ AÔ 

ET DANS LES SEMI-GROUPES i±ET 1d-e:t 

N 

§ I : LA THEORIE ITERATIVE DANS ~ : 

Dans toute Za suite, Zes symboZes oi>dinai1'es : f , F , l{' , t • • • 
désigner>ont des fonctions ; Zes mêmes symboZes, sU'1'montés d'une tiZde : .P , 

/J Al (Î) 0 
F ., r , 'I ... désigneront des "déveZoppements", a'est-à-dil'e par définition 

des séries formeziës de Za variabZe 1: , aorrrpoPtant éventuel,Zement un nomb!'e 

fini de puissanaes négatives del: : 

,,.,, "Ç"' ~ 

(1) F (1:) = L. 0.1'\.•I è avea tL 6 ~ et a.ti.., ::/: 0 . 
'l'l,Qr- N 1 

L'entier ~ sera dit "vaZuation de F "· Les symboZes de Landau 

.,.., ~) ~ /'J r-; 
ô' ( t , (J (ë'f-) et f (ë désignepont r>espeativement des développements 

du type (1) et de valuation 7 ("-, 4' t'-et = (1- • 

Dans un déveZoppement du type (1)., Ze aoeffiaient de t::rr.. sera généraZement 

, pou!' des Paisons d'homogénéité qui apparattront affeaté de Z 'indiae ('h.-t) 
\ 

• \ 1 '' 

plus loin. On appliquera aux déveZoppements tes opé!'ations or>dinai!'es, en par-
,,.._, ' · .. 

tiautier> Za déPivation formeZZe. f\o) désigner>a Ze' teme a~stant du déveZop-
/V ,1\.1' ,-J ,,....._, .,,,..,.,, \J 

pement F(!è.J et si G(~)=O'(ë), F0 b désignera Za série obtenue en 



/V 

substituant G (è-) à ~ dans 
/V 

f(ë) . 
,...., 

Définition I: ~{ désigne Z~ groupe des déveZoppements 'f de vaZua­

tion 1, à aoeffiaients aompZexes: 

La Zoi de groupe est Za substitution notée 11 o ", 
A,/ A> /V IY 

1J-e ( resp. ~) désigne Ze sous-groupe de ~ formé des g 
( resp. fco): 1). 

Zue "rond". 
/:'-' ✓ 

teZs que g (o) > ô 

~ - """ ,,...,,, 
~ , 'Je et 1 · sont munis de Za topoZogie t de Za convergence 

simpZe des coefficients. 

/V [V) q r-' ~ t-Jrl 
Si g E:: · <H, ou O, z , entierrt~ que g c ê) = ~ + _ (ê: )ser; par 

définition Za "vaZuation itérative de d " et on Ze notera : · "vaZit S " 
:,v. ,,..,,. ,.,.,, 

On démontre que tout automorphisme de '}l, de 'J.e ou de ~. est soit de Za 

forme 

(2) = {. f O [ 

soit de Za forme 

(3)., f -- -~[. L. f = i : ( C. fl O i 
où ~ et {\ sont deux éZéments de 1J{. inverses Z 'un de Z 'autre et où C 
désigne Z'opérateur effectuant Za conjugaison compZexe des coefficients: 

. -
C. g = (î) . 

Les automorphismes de Za forme (2) seront dits automorphismes pri-

l "'lires (de']{ , jé ou ~) • 

Les§§ 1 et 2 du présent chapitre constituent un rappeZ rapide de 

queZques résuZtats démontrés dans notre Ü,i) . IZs déveZoppen:t; Za théorie 
N ,,._,, 

itérative dans Zes groupes ~ et lJe et servent d'introduction au présent 

travaiZ. 



Théorème 1 désigne iai l'élément générique de 

teUe que : 

C~J goJJ. 
0 
gov; So(~'r1r) 

~) V-'Y\'\. 6 lN., l'application 
,v()IJI' 8 est dite 

~ou, 
Si ~ ( o-!' et si on pose : g ( ~) = 

l°'-) O.""(w) est un polynôme en w- ; 

0.rlw-)::vra.r; enfin, le polynôme 

a.~ (0)-= 0. 

p''o qo(-1) @) à ti):: ~ et ô . est l'inverse de f dans 

\f--U ; V 6 ([. : 

le développement 

logit f). 



1L 

ordinaire) caractérisé par tes conditions~ 

Ft1:) = Q (ê- 1\) , f lo)'=O ) f ç .. , + F1
c?) = 

,... ,.., 
On appeUe rx "itérateur de s ". Pour tout w- 6 (C : 

• -0~ ~ov.r Q ~ ( ) 
.,.., (1,} 6 0 g =- w- -;- (Î ** 
g~ est aaractérisé par (J .. ) à une constante additive près. 

f) Pou,, tout automol'phieme "f p»imai:t'e de i ( Î (; 1}(.) 
on a: 

~ ~)ow <:. p "'-'ow- '1 
Lo<) ( c:. ~ • d = h,, • ~ \Autrement dit, t 'itération comp7,e:x;e est 

pe.,.,,..tdbZe aveo tout automol'phisme primaire ds ~ ). 
. l@.) tJ • X t~ :: î O I / [' • 

a) t_f. f)* ,. c:t .. r to R -Définition 2 : On désigne par ~ t 'atgèbre topotogique formée de tous tes -dévetoppements f de vat~ation >-~ (pour 7,, 'addition et ta mu7,,tipUaation 
. ~ H -

oPdinaires, et pour 7,,a topologie:: ) • A tout élément Ô de_~ on associe 

deu:x: automorphismes continus de 'ê ., notés 7Î et f\ g ., et définis par : 

~1 A1. r = r O î; s, . - . 

Par- t , intermédiaire des Tg et des A î 7,,e groupe ~ opère doub Zemen t -dans t Tf . TÎ = T,iof) 
et A.1. ~i ~ ~({of)· 

• On note toutefois t'inversion de Z'ordx>e: 

Pour tout X fixe., et W" variable., Zes 1°~ .-!t tes {\ r•W" 
forment deu:x: groupes, à l paramètre, d'automorphisme de 't , dont les généra­

teurs infinitésimaux sont., respectivement: 

et 

~~) Iai., et dans toute la suite., Za substitution de 

dans Zog~ doit s'entendx>e de Za manière natureZZe: 
,._OUI" t..o. - -2, Zogs (t:) = - 3 1: -¾- itl) -Y2. xti) -t-... 



2.l 

,V - ~ 
Définition 3 : Pour toute paire l ~ , r) d'éléments de t , 

on définit leur' 11aroahet de Lie" [ o/, f] par : 

l f, r 1 ~ f' r -i' q 
Cette opération bilinéaire anticommutative vérifie bien l'identité -

de Jacobi et munit~ d'une structure supplémentaire d'algèbz.e. de Lie. En 

outre : 

(4) 

(5) 

Dona 

( 1. ÂÎow • i) 
dw w=O 

ArI q, r1 = l Pi. f, 
[ y Il 1 
A8.f]. -Ar est ·un automorphisme de ~ , poui> Za 

d 'aZgèbre. de Li.e: 
struatui>e 

- -
1 

Théorème 2 : On désigne par !1 ; Za sous-aZgèbre de Lie de t 
formée des éiéments de valuation li' 1 ~ l. - - ~ 
(ceia a un sens car [ ~, 1 i-1 J C. t 1~-• ) . 

AZors : 

N - -

a) L'algèbre de Lie L ~ du groupe ~ s'identifie à !2,.. 
,V, - - - -· La correspondance entre ~ et 'Z.i est : d -, ..., 8:,. : logit 8 . 

ElZe est biunivoque et dona gZobaZe sui> tout le . 
~ - ô ~ 

Par aette correspondance 1 ";;1 'î,z. , Zc;._,Zoi de groupe "o" de ~ se 

trouve transmutée en une Zoi interne sur i2. , notée 4f : Uf o~) = f +i 
,l'J . 6~ * ) 

La Zoi d,\', s 'ea:prime directement dans ~i. au moyen de Za formule de 

CampbeZl-Hansdorff: 

(Voir (A, IV, §§ .1. et 1)). 

b) Les opérateurs Tg ,. Ty•~ · et t t ( M i dans f) <ont Ués 

entre eux par Zes relations: 



"\'\. 

t2'l li•Yl " 1 -r L. c: ( L (-1f ~ \1,,..-1-i) 
'l\~l i'-;O Q 

@) -~OW = 1 + L. W 'r. .. ( Q J )")'I. 
ô 'I\ t1 l rn ~ 61'-cl'c 

C
V) Q ~ = L ~I ( :t (-if et Tr•c"•l'l \ 
0 Ô~ d,~ "l\.ql 'Y\. ti-=O d / 

où 7, 'on pose (_"" - w-( \IJ" - \) • • • ( u.r-""' -t-1) poU1' tout w- é (l. . 
v.r - ')\\ 

Autrement dit, poU1' tout f f: ·1, on aU1'a par exempte : 

LO(') Î •l°"'c~) = fo,J tw-( f.f L•l • ft•J) ;-w(w-1){2_ ( f.f,î<<1-1 f.îtq t fc,p--. 
(&') 'f. fr.,= r l1/ +w Î;"l Î'riJ + wï: Î}•l { ~•l fhi + {ni fl'..11 "· 

N. B. dans aes reZations, aomme dans aeZZes qui suivent, Za aonvergenae 
;'V 

(poU1' Za topoZogie ~ ) des seconds membres ne pose auaune diffiauZté 

d'interprétation, puisque aes mêmes seconds membPes (aomme on Ze vérifie 

dans ahaaun des aas) ne comportent qu'un nombre fini de termes de vaZua­

tion inférieU1'e à tout entier donné. 

a) En partiauZier, en appZiquant Zes opérateurs entrant dans Zes reZations -l~ J~) 1 (t) à f (è-) = t- , on trouve : 

Î 0

u,(i\:: ~ t- ~ c: ( 2: (-lt c~ Q"(?;tl) • 
Q 'Wl.11\ ~sO Ô 

(j") Î o\Afl1:) = ~ + L. w; m ! ( Q d.lc1.~)~ i. · 
ô ~4', (f* 

~ Z ~l)"'i''/ l'fl. ( f_ (:-l)t'-l.~ _ço('I\•~ \) • 
~),t . ~::O Q -

d) Enfin, f\ Î est dans 7, 'aZgèbre de Lie L ~:: ~2. , 7, 'opérateur adjoint 

de 7, 'éZément S du groupe ~ , et pour toute paire (S , Î) d 'éZéments 

([oc•\ g • K t = 1\ . [ 
En outre, iZ existe un équivaZent, dans ae aas, pour ahaaune des reZations 

l"'-) ,&l,(o') ai-dessus; équivaZent qu'on obtient en rempZaçant simulta­

nément Ty P"" Af • t ie générateu,, infini usima i { ~ / / .i-.,} des / fr,.,. 



ri 
f1 par le générateur 
fj 

~ 

23 

des 

Théorème 3 : 
,..,, 

et () de 

Une condition nécessaire et suffisante pour que deux éléments 

~ oommutent (i.e. f o ~ = ~ • 8) est qu 'il existe un oomp Ze:x:e 

ii W tel que l'un deux soit itéré d'ordre w- de l'autre. 
ë ~ - ~ 

On rappeUe qu'on nomme résidu itératif d'un g de ~ (résit g ) 
_, N fl c:L .. )-l 

le coefficient de t dans le développement (_ §*/ = ( Zogit ,S . 
Alors : 

ij Théorème 4 : Le résidu itératif est invariant pour les avJ;omort-phismes 
H u . . 
r,, pnma-ires de 
tl ,, 
f~ n 

!~ résit 

,V ,IV .,...,, 

résit i pour tout f f: ~ et tout [ G '){. 
p 

~ De plus, une condition nécessaire et suffisante pour que deux éléments 

~ Q et ô; de (é soient conjugués par rapport à (au moins) un élément [ 
11ô---., () ô 
fJ. de 1{ est que l'on ait : 
[1 
ij 
ij 
~ 
Il 
ij 

§ 2 

{ 

vaZit 

résit 

vaZit ô 
,,... 

ô résit 

,..., 
LA THEORIE ITERATIVE DANS 1J-e: 

,.., 

Le groupe IJ..e, et la valuàtion itérative de ses éléments, ont 
"V 

de "Je tels que définis en (A, I, 1). (voir déf. 
N ,'V 

vaZit g )? 1 s'identifie à ~. 

1). L'ensemble des g 

-Si vaZit Ô: 0 
""'' . -, 

, alors 3 (o) 70 , g (o} f I et on pose 
/V 

été 

-
1 

( eiro o' )-1 f =-o( ~ f" -- -0 6 {o) • / est appelé "résidu itératif de d " ( en abrégé : 

f = résit $ ) . 
/V -

Comme dans i , on peut construire dans 'Jl une "itération fraction-

naire" natureUe, à condition toutefois de _se restreindre aux ordres d'itéra-



tion réeZs. Néanmoins, Ze aomportement des Ode vaZuation itérative nuite sera 
"" "" -v d 

triès différent de ~:ui des $ 6 ~ c..·J}e . , du fait de Za pro~senae du 

aoefficient a.0 ::::: d (o) f 1 , coefficient dit "sans dimension". 

l'V 

~ ~ 

Théorème 5: g désigne iai Z'éZément générique dè 'Je; et on pose 
- -1 

.,; ~ -= va Zi t $ , f :=: résit $ , ~ ( o) -= a... > O . -~ ~ow n~ 
a) i Z ~xis te une app Ziaation unique ( v.r, S ) ~ · g de IR. 'X. ()'\, 

dans 'Jt te Ue que : 

Z 'app Uaation : 

est continue de ~ dans (C . 

"-ow ~ '\\.-t-1 
b) On pose e (ll = L- U"" ( u.r) è 

(l .,.,_, ·"tl.qO 

AZors, si ~:. vaZit J = 0 : 

ot) Q,Jw) est un poZunôme en O..W' de degré ('n.+y . 
'IJJ' 

Q.o(w) = a... En particu Zier 
"-' 

. l'-oO "'-o(-1) ~) g ( i) = ~ et g est Z 'inverse de dans 'J..e . 
En outre, t/-u.

1
,.,. (:; {R : l§ou..) otr = J0 <.,u.~) 

~) Z 'application · lw , Î) --'J f ouJ' de lR 'f.. tl-{ dans 

est continue. 

a) On pose p =. ( 1· O ow) et on appe Z Ze Ze déve Zoppement Ô 
à ➔ dl.ù' 0,,.,, v.r:0 - IV d'* 

"Zogarithme itératif" de j (En abrégé : P = Zogit P ) et on désigne, 
M o~ a ,-V 

comme en I, §1, v,ar f _,,. Ze géve Zoppement génér,aZisé de Za forme·, Zog 1:+fti} 

avea F(oJ = 0 et fl"' t f}1-1 =;({ tf' 
J ~ est dit "i térateur de l '~ 

Enfin, dans Ze cas où ~ = VC;,Zit.. Q = Q, 

& ·- 6 de g ) · Z 'étémer.zt vunique de'-'~ teZ que 

-on désigne par g~¾' ("préitérateur" cs~~ruJ ~·r = f t 



~~,Il., 

et on désigne par· g 

tt,s), 
(Lfr 

--

2.S 

l'inverse de 

et rr = r ... ! ~ ~ 
Ensuite, pour tout élément l de 'J-e (et non plus néc~sairement de ~ l '}e ) 

on définit encore les automorphismes 71 ~t Aa dei comme précédemment. 

(Voir déf. 2). On peut alors énoncer le théorème suivant, analogue au théorème ,,., . 
2, quoique affaibli. _( f .:\\: q n'admet plus toujours de développements 

~ :,,. 0~ .. 
convergents selon èC, et la plupart des relations du théorème 2, b) c) n'ont 

pas d'équivalents simple~. 

Théorème 6: On désigne par{,, la sous algèbre dB Lie dei dont 

les éléments sont de la forme: 



2-G 

"" "" 
a) L'algèbre de Lie L 'Je du groupe~ s'identifie à l'algèbre de Lie 

,,.._, M A. - ,,..,,. N i et l 'app Zication ·ç ➔ Zogi t Ç == .p est biuni vaque de 'J.e sur t, ". 
Il\. ~ "" o A-' O:yc AJ , .. 

Par cette correspondance 1J.e ➔ ~I"-, Za Zoi o du groupe 1J{ se trouve 

transmutée en une Zoi interne surf , notée.::ff=.(i.e.(êo~):: r4Fq). 
,..., 1~ _ da~ ~~ a* 

Dans le cas où inf (vaut j ., vaZit 3)::: l , S*i=-3'➔ ne s'exprime pas 

au moyen de Zà formule de Campbell -Hauaiorff : ceUe-ci fournit une série 
r-' 

qui ne converge pas pour <(; en général. 

Toutefois., pour tous "rl\., 'VI. E (N on a : 

Ç d'rt\.-t-'-'. (,.,, ou. ~ov-) } [ 
1'{ 1 ô lA.w,.OU-'t'\ s O i />t u.:;O.., v--:o -=- 'M,'\\.. 

où f\.tn.. tn.. est la sorrme des termes ( en nombre fini) de Za formule de 
I ,,,.._ 

CœrrpbeU-·HaUBdorff, qui sont m-Zinéaires en f et n-Zinéaires en î . 
/'-/ :,, I':!> I",, ~ 

b) Si S l 0 ) = t\.. ) l (resp. f!i o.<,l J le préitérateur t ~* de S est donné 

par la formule : 

11** - ~ 6 1t-, -te,,::, 

'Q~Y, .._ ~ a.,"':°'\\ Q O""- ) 

6 lw- ➔ +o-=- ô ~ 
La convergence doit s'entendre au sens de la topologie ce. 

Théorème 7: 

a) '!:;e condition nécessaire et suffisante pour que deux éléments let a 
de 'Je commutent est qu'il existe un 'Ur, réel, ou complexe, tel que l'un des 

deux soit itéré d'ordre W- de l 'autre. 

b) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe au moins un 
,,.., "-' 

élément ~ de 1{ conjuguant deux éléments 
- ""-/ ~"- A,. 3 et i de 'J-e (i.e. do R : ~ ~ 3 J 

est que l'on ait: 
,,,_, 

vaZit ! ::: tr~ta-i r , L ,.._, 
; rési t d' .:: re s i c-d . 



A 

§ 3 : LA THEORIE ITERATIVE DANS LES SEMI-GROUPES (/d_. et 
a'± 

On désigne par t 
O 

= U ~ [ o T.J l 'algèbre des fonctions Y 
T,o 

réelles, définies et indéfiniment différentiables sur un certain segment 

~df'f 1 (Tif) o) , et par t l'algèbre des fonctions de Za forme t.'M. f (t) 
avec 'M. {:; 'd: et· t 6 t o • On note bien que pour toute f de 1, , on exige 

en particulier l'indéfinie différentiabilité en O, à droite, de k 1\. f (t-) 
pour tout entier rtassez grand. 

A 

. On désigne par Î 
A 

et ~ 0 les algèbres des germes de fonctions de 

On définit ensuite un homomorphisme unique, noté: /1/ 
'J) A,, ,IV ;v 

\ ➔ i' de t dans 1, (Voir là définition de t : § I, déf. 2) paY' les 

conditions 

{ 
- L 'I~! 

'Yll-),o 
,,,__,,,, /V 

(b11. r) = in. f 
A ~ 

Pour tout i élément del , et pour des représentants 

~ ... /,H?" f Co)) 

pour tout f de i et tout entier l'l. . 
/\ t de Cf 

(.Ç) _, ~ 

dans l, , l'élément Î. de Î 
IV c, 

ne dépend pas du choix du rèprésentant f . On le 
A. /V A 

note simplement 1 , déf-Z:nissant ainsi 

tt: 
un homomorphisme f ➔ lf de 't dans 

A /\ _I\ 

On désigne par (8 (resp. 1J-e ,'J{ ,..., ~ . ,..., ô 
(resp. 'J-e , !J:l ) de t par l'homomorphisme 

,V 

) l'image réciproque des parties 'e 
I\ ,V li r ➔ Y · 

A A /\ 

On munit ~ , 1}l et 1J{ d'une structure de groupe naturelle en intro-

l 11 ~) ➔ Î 0
~ 

duisant la composition des germes: 
/\_ A/ 

Les applications Y -, ( 
sont des homomorphismes de groupes • 

/\.A A ,v ,v --v 

de ~ , i;}{, '}{ dans ~ , ~ , fJ< 

. ·A /\ 

Pou:,, tout S de 71 ou de 1J-e on pose : 



ne sont des sous-groupes de 

/\ /\ 

On dira enfin que }:_e ge:r>rne If,.,_ (resp. lf',.) aonverge veps Ze genne 1 
dans 'Î se Zon Za topo Zogie 'G quand 'l\. ➔ o0 ( Pesp. X.~ 'X O ) si il existe un 

intervalle [oT] fixe (rr'>o) et des représentants Î"' 1 f ~ et lf des germes 

ci-dessus, tels que pour tout entier m, la fonction: 

(~} ('t\i.) ( \.P('li\} ('m}) 
Îrr.lt}- lf't~) resp. l';\;. (t} -Î{~) 

lorsque n --:, c,,a ( resp. JC.~-X.o/. 
converge uniformément sur loTJ vers 0 

On tire de là une notion naturelle de dérivabilité (par rapport au paramètre 
,\ 

x) du germe Î x • 

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer les principaux;{'ésultats 

de Za théoPie de Z. 'itération" fraationnaire" dans Zes serrri-groupes ~:t et 'd{, 
sous forme des trois théorèmes sui~'ants. Les démonstrations sont reportées à 

la fin de ce paragraphe. 

~_ .... Théorème B : lR+ désigne ici l'ensemble des réels > 0 et cL 
( resp. iJêz) l'un ou l'autre des semi-groupes ~ et <ê" 

" A èl+ éL 
( resp. IJ{+ eJ Je_) 

,. I\ tow-fPT n1 
a) Il existe une application unique : ( w I S ) ➔ d de H'\ X · Jt ± 

/\ -+ ~. i dJ;s T}e t, et de ~ )( Ô±-dans (1 ± qui soit continue (pov:r la topologie 

c{; J et telle que pour tout w rationnel (w-::. m/'rl.-) on ait : 

r,.our Aou.r Aour /\. 6 A ! o ~ • ·· . . . . o i (n fois) = S o ~. . . o ~ (m fois). 



b) Cette application (-w I Ê) ➔ j•= possède les propriéUs suivantes 

( qui, ensemble, la ca,ractérisent). 

quand w- ~0- ,,.,....__,,. 

o) On a l'identité /en 5 et w ) : ,(t'J _ (sr..,. A /\ 

Autrement dit, 7,, 'itération généraZisée
1
dans Zes semi-groupes (8 et J}e 

/; A d+ ± 
est permutable avec Zes homomorphismes (de semi-groupes) : ~ ~ I 

+ ,.. 
d) Pour tout u.r. E: [R ~'apxlication w---i> S...,. est dérivable e(jn /:::,.w:10 , et 

Zorsque -tù'0 ~ O Ze germe ~ Q tend vers une Umite, notée · , 
1:\ ow- <lw-p t:,. ' ~ h ) 

ou simplement ~ , ou encore Zogit g (i.e. "Zogarithme itératif 11de J . 
e) m <: m. , :u~ement :it), on a Ze dic:roJ17171e c;mrnutat1 : 

homomorphisme N ~±(au.~± ~} 'l,1"- ( ai,. "l, )c. ! homOmorphisme 

1t (.,,_ ~) [~) 'li (~ ~'-)c î' d'alg~e de Lie 

f) Pour tout w l; (Ri-: ' 
I\ g ,. ov.r /1 

~-v.r l io~: 
1' oJ = I\ gl' 

'd 

" ;,\li' ôw A 
g) Que s appartienne '- ~ ou à 1à{ 1" , tout représentant g* de i~ a. 

± -
est j o sur un certain ]o'T]. (T>O) 

et Za fonction k ➔ K''ê:) , nuUe en b ::0 et définie sans 

amhiguité sul'' 1 DT] -par Za relation : 

jt;
s(tj cL_s 

::ur (w>o) 
tte) 

est un Peprésentant du germe g•w . 



30 

h) Si vaZit 8 = 0 , U existe dans i 
A 

nommé "préitérateur de d ", et tel que : 

d*~l (t i*~r =/ t 
De plus, pour tout w- é;; tR on a : 

un germe unique, noté 

. 
) 

démonstration: Voir en fin de paragraphe. 

A A 

Théorème 9 : S~it i un germe appartenant à ~- ou 

un représentant de ~ 
A A/ ) 

a) Si valit ! :.0 ,/i.e. 0~ S (0) = Il.(\ et si 

du préitérateur g~* de a , on a., pour tout 

et soit g 

e-}i~ 
() est un rep1~ésentant 

(; ~ 0 et assez ~etit : 

A g1r* ( t} ·- ;_ ~oa ( Cl-'" so~) 
b) Si' ~ appartient à~- et. est donc de la forme: 

1\ /\ ·")~+1 /\ ( 1 r,·tt1 /\ 
·~:.: b - a.(t + 8 C j a.)O J l If :::-~eu-s < t-00 · 

et si e est un représentant du logarithme itératifs de E , on a, pour 
6~ ~ 

tout b )0 et assez petit : 
~ 

Q ( q = _ eVft'-. CA. ( ~ l'i, o.f ~ 
a~ )\~()Q 1.(r w) 

Démonstration: Voir en fin de parag~aphe. 
A A 

N. B. Comme tout élément du semi-groupe te (resp ~ ) est l'inverse d'un 
A /\ ) I\ AÔ+ + . 

él~ment de ~- (resp 'Je_ dans ~ (resp 'J-e. ) le théorème ci-dessus permet 

de construire effectivement toutes les itérées d'ordre w- réel > 0 des élé-
A I\ 

ments de (8 ou ~ + par Z 'intermédiaire de leur logarithme itératif ou àt - -
préitérateur et en utilisant les relations du théorème 8, i -f..), 

On généraliserait aisément à des ordres d'itération W- réels quel-

conque_s. 



Le théorème suivant donne une ca:r>actérisation directe, pour un w-

donné, de 
/\ /\ 

Théorème 10. Soit S un geme de 'e 
A 

ou r:}(_ , soit v.r 6 lR-t-et soient 
o /\ ""owO-s , S w- des représentants de Î , $ . Alors, pour tout l:: assez petit, le 

nombre 0 -:: ~0

~) est ca:Pactérisé pa:P les relations suivantes: 

/\ 

si vaUt $~ l: 

C)~ ~o&} ,..,, 
~ s (b-) 

v.r 
si valit ~::O: @) \JJ' 

l- (t -
~➔oO r~) 50(~)~1) \- ~ -

I 
a..=: $(ô) 

N. B. On note que les limites des premiers membres de (_!>() et {p) existent, 

et sont continues croissantes en. & , pour des S plus générales que celles 

du théorème 10, et qu'on aurait là le moyen, en pa:r>ticulier, de définir les 
A 

itérées "fractionnaires" de germes Q de valuation itérative infinie, c'est-à-
/\ tJ /::,. 

dire n'appartenant pas à ·'Ji :t (et par suite, par à ~± ). De fait,,._ on 

pourrait ainsi, 
I\ 

en particulier, itérer"fractionnairement" tout geme g 
de i ou 'Je dont un représenà:mt.,J. et par suite : tout a:utre représentant) 

···...::-. ! 

-est strictement convexe (on concave) sur··~n- êë'J:>tai._n [01] '(T )0) . Mais nous 

n'aurons pas besoin de ces développements. 

Démonstration du théorème 10: Voir ci-après. 

Les théorèmes ci-dessus, 8, 9 èt 10, vont résulter d'un théorème 

auxiliaire, le théorème il, énoncé ci~dessous. Commençons par donner la 

Définition 4: 

a) Pour tout réel T > 0 et tout entier ~ // 0 on désigne par 1-(T; ~) 
Ze semi-groupe (pour· la composition) des endomorphismes s de tÇ)TJ qui sont 

de la forme: 



î t; ~oo[ OT] 

$ (l-} ( t" sor JO T] el; J'(t-) ) O svr J OT] 

f ~ (1:-} = l- - o.. tr,tl + et ( ltH) ~van~ b-~ O 

32. 

l. avec. 0.. )0 ( C.l- en rtvs I Si r-:::0 I Ô.. (() 

b) Etant donné un éZément s de ~-(T,i-), s'il existe une fonetion s* 
telle que 

e 6 to0[0T] a~ 
} (t-} < 0 sur- ] OTJ 
* I 8 c ~ Ut = f (t) P (l-) [oTJ 
* ~ d 
~v~nd t ~ 0 { S (t) l'V J(t) - ~ ~1 \1, ),-1 

_ ( (J;) ,., 1:-½(t-o-) :: (;-e, tfo sê ~•O 

on dira que f possède un "logarithme itératif f . 
c,,0 i'-

Puisque ~ (T1~) et e [oT] sont des parties de ~ , on sait 
/V /V -a,_ 

définir, s et a7f) (Voi~ .. ci-avant, au début du § 3). ,,,,.._, 

î est un élément ~ ~ ~ de valuation itérative égale à ~ , ~t ( l~) 
est un élément de t2. (. "i, . On peut alors énoncer Ze théorème aux1:Ziaire 

suivant: 

Théorème 11 : V-r, 4 0 e~ T >O , toute S de i-(T; p.) pos­

-sède un "logarithme itératif et celui-ci ~st unique. IZ est entièrement ca~ac-

térisé par(~'}+(~'} (voir déf. 't-ei-J. 
Si on ie note f * , on a : '(l) ={J) JI-

Commençons par démontrer Ze théorème 11 dans Ze cas ~ // f , au 

moyen des cinq lemmes suivants: 

Lemme 1 -_: ( T > 0 Î r, :.} 1) 
a) Si une S de 1 (½~)possède un "logarithme itératif f 1' on ,.z : 

lt)=(R -



b) Toute fonction l{ de. 'e(oT] , < 0 sur 1 oTJ et de la forme 

(b) f t ~) == - a. ~ti tl + o-( t;r-t1) ( o.. > o) 
est le logarithme itéraiif d'une S unique de ~-(-r:i r-,), et 3(1;) est carac­

térisé par la relation: 

L1-) - (~ ~ = 1 
. )8L~) lf(0) 

c) Pour toute ~ de ~(T 1 ~) il existe une d de J(T,~, possédant un loga­

rithme itératif et téUe que s(~) - d (t-):::: C ( ~) .. 

Démonstration du lemme 1 - a 

Rappelons qu'étant donné lf 6 'C[oTJ on désigne par f la série for-

melle : y Ct) _ '2: 1~, r d.: \.P (t-} J 1:; "ri. ~,,o L cil:- l ,,..., 1;::;o -v. 

Si i est dans ~- (T,.. f) , son ~éve loppement asso,::ié $ est un élément de ~ , 

et oo,r,ne tel il posslde un logarithme itératitù)~, qui d'après le théorlme 

1 est caractérisé par: 

CTt O g a< CTl crr 
a}~i = l l~) - ~ + & (l+I) ( <e.>.r vo.e...l-l =~) 

Mais d'après les relations Q') et 0} de CP) : 

[:i) = [) • l = '(fj W ;: [) 0)' 
[) l~l = r tl) _ ~ + t c .-"+1 

On voit donc que [) = a), 
Démonstration du_lemme 1 -_b. 

Montrons d'abord que s 'il existe s é 1s~ f) admettant j 
itératif, ~ est unique e=t vérifie (7). 

En effet, d'après US.').: 
Il existe donc K tel que 

. I r O ~(~) = r(l-} i c~) 
: (8) _(l- ~ =\<. 

. Js(~) 1(8) 

comme logarithme 



et pa,, suite u existe J, , dansrn(l),i-Jet tei que , (]) ( gc,1-~/f(t,)"' K 

Mais puisque g (i) = k + {;li) n,.),., Î(o/=nal· ~o . 
En portant dans (9) et en tenant compte de S' (déf. 4) on voit que 

dans (8) la constante d'intégration K doit être choisie égale à 1., ce -~i dé­

termine 8 . sans ambigui té. 

Inversement., montrons que la fonction g caractérisée par (8) appartient 

effectivement à ~JT.1 ~) . 
. 1 

Désignons par 8* la primitive de 1--qui n'a pas de "terme constant"., 

c'est-â-dire qui est de la forme: 

--~ ~ ,a ¾ r:-- {Fco)-O k t- ?- ~ t; + V h t rc k) ô.\/ec_ r--~ ~~~ '1 
-~dl<.o ~ 00 r c u t.9•..l 

Formons l 'e:x:pression 9 = ~ - l::t',-t-tA..+A) et considérons la relation : 

(11! 1(1,A) = r (Q) - g(.t) -1 _· 

qui définit une fonction tc,0 de deux variables k et .A ., pour l, et 4) D et 

assez letitt Or les r{f J~tions : ~4-R 

{ 

S - t:- = - R l c 0.1-.ô) + er ( 1- ) 

¾~ -½,l-= _ / (o.+4) -t "'(k~l 
montr-·ent que., pour tout rz.. entier > 0., P est de la forme 

T(k .h) °' i, o.:' + L b. l + (Jet) -l- .t. lÏ (lkl + l-6(1 
I o ~t\$,J\. R. ~ ij 

et i 'un au moins des if:t Se,_ n 'est pas nui, oar ';( ( );;
1 

O) n 'est pas un Ô' ( J:-") , 

si 

Par suite '} possède les propriétés suivantes: 

riJ 4( k
1 
i) est définie et de classe (;J> sur un certain domaine 

de la forme [o '~.' t o} X l O' .A~ lio ~ 
(ii) tco,o) = 0. · 

avec 

(iii) ~ ~ co,,o) ::e, O 
à.t> 'J 

(iiii! ~~ P (o,o) {;: 

; et il existe un entier 'l)t 0 ~ l tel que 

si 

si 
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Cela étant, d'après Ze théorème générai sur Zes fonctions irrrpZicites, 

Za relation ~ (.k-
1 
b) = O définit une fonction J:.::::: .b(k) qui appartient à 

~[o,, k-1 J pour un certain J:..·>o . Mais en se reportant à Za relation (11) 

on voit que ia fonction gck), définie par S(k--) = 0 = k--l--}'i--t(o.t-~(k)), 
appaPtient à ~-(T~~) pour un certain T1 

de] OTJet qu'eUe admet '-f 
comme logarithme .itératif, relativement au semi-groupe \ (T~ 11..) 

Enfin, on prolonge aisément S sur Ze segment LO TJ tout entier, au 

moyen payi exerrrpZe de Za PeZation - li: ~ = f , qui irrrpUque que fl 
~ g~ ~~ ~ 

est de classe ~ sur J ô T J . 
Démonstration du Zemrne 1, c. ,v ,v /"1) 

Soit en effet une g de ~-(~ l') , g Z 'éZéme::,t de ~ associé et \8/* 
son logarithme itératif. On peut trouver une r de e (oTj et admettant en O des 

dérivées données à l'avance. Par suite on peut trouver une teUe l vérifiant: 

I 11) ? ,:: (1), . Mai-;J est de Za forme i( !:) :: l-.c. oJI<• ~ t1 ( /+) ave~ o. > O 

Par suite sc,r-t et &/1:) sont tous dew: de fo foz>rne - 11, .J'" + (1 (?/} et on 

peut donc imposer en p Zus à \{' d 'être < 0 sur ] 0 T 1 · -
D'après Ze point b) Î est Ze logarithme itératif d'une certaine ~ de 

'4 ... C17r);t on a, d'après ie point a) .. 

/12) 'f::,. (}L . En :opp":,ehant /11) et .(12) on voit que ~)*,:, Œl , soit 

d'après Ze théorème 1, ~ :::: g, ce qui irrrpUque à son tour : 

i(!) -~(~} =&(t; . 
Lemme 2 : ( T > O ; r-),.-() · 
a) soit une î de ~Ji;r) et soit une A de ~[oTJ et de Za forme Ü(~; 
~vec 'ri\) p. . A fors Za série L_ A0 Q"( -t-) est uniformément convergente sur 

1\~D Ô 
~oT] et sa somme est de Za forme io/(1:,'i\'\•r) 
b) soit une ~ de ~ C~r) ~t possédant un logarithme itératif i . Soit une 

,.. ~• - · """ ot A o"II. * 
f"\. de L> (o Tj. Alors Za série ~ _ , 0 q ( t) converge uniformément sur tout. 

IA;i,D d.b u 
~ T' TJ (rry et sa sorrone est de Za forme ô"( {~ . 
De Pius, pour tous O ~~ 14 k, {, T fo série ~ [ A,ftt~ -A,{û.J} 
converge vers une somme A(tu'r .... ) qu'i vérifie : (13) lA(t.,~")l (Ctk. l-, .. b,. 

(:,ri 
1 



c) Soient ~ et Ô- deux éléments de ~ ( oT} et soient A et B 
deux éléments de ~[ oT} admettant en O des développements limités de 

tous ord:i:>es. Si en outre 

Att-) - \sl~}:: &0/-,D> e.l: sl~} -i(~} =o-(bQOJ 

Za série ~ ( A O S0

(t:) - Bo ~0
""(t-)) . converge vers une somme 

S(t) et 1/. S(I;)-= 6-(~oQ) ; Sé ~[oT]. 

Démonstration du lemme 1-a -------- --

Pour tout entier !Lq I et tout w) 0 posons 
. 1 . 

D ~J-~ 
lll.,W' t 1;} -::.. \: L l + w [\, t = 

On note que 

/) Ll'l.+I l\.+I\ 
et que t.J\,w (1-) = k- -w ~ + & { .k /. 

Q ~ ) (}_ 1 ~ t-1 ( l ~+') ( ) 
Or si (J 6 â- (T, r, ) O est de la forme k- - O.. t" + CJ ,t" . "'- > O 

et on peut donc choisir ·'W'" positif assez petit pour que l'on ait sur ( o T] : 
§(t;-) ~ e.i,.,w (1:-) t ~ 

et par suite aussi : """ { p )o~ e (t) 
[ l~l ~ "--t..~,w- (t;-) ;:: l\~ur 

Si donc A (t-) :::. ô'(F'..,.)., .la série L.} A O t (t:Jf sera majorée par Za 
""~0 0 

série : -m. 

L K, f L,.., l~l J"" == k, ~ [t-~ + 'rl h. w J-"F=" 
~~o L P ~ho ,-

Mais une majoration aisée montre que pour v.r) O 

L. [çi-+,.,_~w r"'\ l<,tw) ('."'-1' J où K,l"') n'est 
~~o . 

fonction que de W- ., et le point a est démontré. 

Démonstration du lerrrme-2-b. --------------------------
Par définition ~ et q sont liées par Za r•eZation ~ <t-) q, o q.tl-):: '1 (r) ~ i(l-) 

d O ;,;- . 0 r O O * J.l--

D'où l'on tire., en itérant-: 

(14 bis) 



et pŒI' suite la 8érie 

Z t [ A a Gto~(l-)] 
~~o 6 

vers une somme de la forme 

L'intégration terme à terme entre les bornes [t~, t~] est donc légi­

time et on en tire aussitôt (13). 

Démonstration du lerrone 2-c. 

Comme il existe des fonctions indéfiniment différentiables admettant 

en un point donné des dérivées successives fixées à l'avance, on peut choisir 

une fonction C appartenant à e to 1"] et telle que P\ { ~) - C.(~} :::.t,{F'}= Bt~J-CU·) 
Or Ao flH - Ba f'\\t-} = A'l'-lt-) T ÎS,~ (l-) -t-(~ lb) 
à condition de poser : [\1r. ll;) = ~ - C) 0 f't\) 

B:~ tl-) = (Ç_ - B) o ~
0 \tl 

C1\ ltl = Co j0 1\-} - Co i 0 ~lt:) 
Mais d'après le point a, les séries l'A"'lt) et L B"" l~) 

. ~c,'"4\\,•"') convergent et leurs sorrones sont des U ~ pour tout•Wl, c'est-à-dire 

des o-(t·oA) . Il suffit donc maintenant de prouver que 2.C."'l\;) == o-(ltj 

Si A , et par suite B et C ·, sont des o( t00
), c'est immédiat 

d'après le point Cl. • 

Sinon, f\ , et par su.ite \3 et C , sont de la forme {1 ( t'ff\.) 
pour un certain entier 'm., et corrone en plus. C est indéfiniment dérivable, eUe 

est strictement monotone au voisinage de O . 

D'autre part, d'après• le lemme 1~ c) il est possible de trouver une 



~ de 

de O : 

~-(T 1 r,); possédant un logarithlne itératif et telle que 

~ ( t) == ~ ( t} t a ( b oO) == i l l-) + tt ( !-oO) 
Les el\. w étant défini; comme au point a), posons., pour 

J 

~/l.,ur L \:) ::. e-\-VJ' 0 (l o e n.,VI ( t-) 
0 1 r,+l (Lf-tl 

Un calcul aisé montre que si rt {t) = t-- a.c +O' \;" ): 

voisin 

~(b\ - ~",w \l-) ::: Lii-r,) a.w t~+/\.+~o-(l--l'-;-J\.t-) 
Par suite., si Il..;> f et compte tenu de la rrronotoni'fl:de C. au voisinage 

de O ., il existe un To )_O tel que sur ~T.] on ait : 

Î",•• ( <) 4 ( ~( k) ek- ~ li,) <k ittJ) ~ ~.,., l t) 

et par suite R~:
1 
l<l ~ ( f..'.ti,) el-flè1 ek {1.•l) l fr;., lt) 

lC~ t~d 4 lC O &°~, (t-l - CO [n:, ll-) \ ~ c1\-t-(l-) t C1tJ t) 

Q;W,e. c'n-t (!;-) = l Co R°~±l (t-} - c., [(t;} \ . 

c1\tlb) ~ \])~:t o tn.±, (l-)l + \ E'rt± (l-d 

{ 

J)'rlt l<J = c:ce,.,'.fl)o p(°(I,) -Co f((t) 
~'>« . Ein~l(;l = Co ~1~l - Co R-

0

: tn.;:t(t:) 
ce qui va permettre de conclure. 

En effet C. 0 e1l,;a (~) - C (~) = Ü(l--"-i-; et d'après le 

lemme 2.,a) la série L_J)'l\.±;lt-), et donc aussi la série L.D1\to tll.,±l (l-)) 

converge vers une somme qui est un Cf ( tl\.H -i,.) 
i· 

D'autre part., puisque C. ~-~ [o To] , on peut appliquer le 

lemme 2.,b) à 7, '~tude de Za série L Ent. (t-) en prenant : 

. . ( t,, t~) : ( t/\.1+\ (l:) J 'c::) 

tesp : li;,, l:1.) -::. ( l- J eJ\.,-l (~)) ] 

W monotonie que 7, 'on pouvait s'imposer Zors du choix de C et qu'on postule 
ici. 



converge vers une 

Mais 

Par suite . L Et\\± {1:-} ~ ~ (} n.-~J . 
M-;J.-0 

(c'était pour pouvoir appliquer le Zerrme 2, b) qu'il était indispensable d'intro-

duire une ft possédant un logarithme itératif). 

En rassemblant tous les résultats obtenus ci-dessus, on voit que pour 

tout k 6 [ 0 T: J Za série L C,,_ ( k) , et donc aussi la série 

Z: ( Ao ~•(-tJ - B. 1{{.t-)). lt: convergent vers des so,mies, resp. R (Je J 
et S (~) , qui sont des Ô"(k 'r-) . 

Passons maintenant de Lo To] 
existe 'YI.• 6 lN tel que 

à · l.9 T] en remarquant qu'il 

f'• ( [n}) C. \_DT,] 

t• ( (DT}) C.. to T.J 
On peut alors écrire: 

D'après le choix de 'l\.0 , 0 appartient à l O T ~ et d'après ce 

qui précèM, la série ~ L A, (( 9),,:-f3 0 {" ( 9) ] converge 

vers une somme S l8) qui est un Ô{ 9 r,) , c'est-à-dire aussi un 

0 (! •-r) ( car 8 ~ ~) . Enfin, la somme finie 

L ~ /\. {1 ~) - B o i'~l!} ] est ,r,anif estement un o-( [-°") 
0 !,, ¾ <.'f.. 
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r 0~ o¾ 
Par suite, la série ~ LA t.) ,? (t} - 'Bo l\ {t-)J 

,.,...:?--o d o 
converge sur l oT} tout entier vers une certaine somme S(t) , qui est 

continue bien ente~u, et qui en ou:e est un O ( t-Il -r,) pour tout 

n. ~ ~ , et par suite un 0--(t ) , et ceci achève la démonstration. 

Lemme 3 : (_ l > 0 ; \'- )/ , 1 2 
Soit une ~ appartenant à ~-(T 1 \'1·) et possédant un logarithme itéra-

tif 3; Alors : 

a) pour tout 1:-f ] o'lj on a : 

(15) Zogt"ôf•l) log[-~)') J= ~~JZog ë{, {\i-) - Zog i-i1T)J 
b) pour tout 1 entier i} l et tout k 'É [ 0 Îj on a : 

116
) ht1 if. ~[-i/:)J = -~ {tiJf. e,o'} 0 

{\~) 

Démonstration du lemme 3-a: _____ ...;_ _____ _.;..., _____ _ 

Par hypothèse Ô.y:-et ~ sont liés par Za re Zation 

(1?) d"' - 'ô,, • 6 I ~
1 

qui entratne, après itération : 

o'ti\ / ~-'rit)' vf(fl. l N* (1? bis) i~ - ~~ 0 ci -
Par suite, pour tout t- f ]-oT] 

o'nl l{hJ]
1 

(17 ter) % (-l-) / i (T) - Ô/6 (k) 
0~ L,("<~i 1' * 1' Ô~ off U-} 



41 

Puisque on peut prendre les logarithmes des 

avec 

'YW\. _., + ~ . 

En remarquant qu'il existe un entier 1'Yl0 tel que ~o'Tf\.
0

(T) ~ d" ( b) 
et en passant à la limite (en m). dans les inégalités 

i (1m-t'nt•\T) °6·1Yf\.o ( °dom (T}) io'm(t) 
~----~ \ 

0'"' i (T) io 1M ( T) o'W'-( T) . 

on voit que {). ( o""'- /i~m )) \ 
,t\/(V\. (\. (.Ir} 0i. ( T -:: . 
lfl'l- ➔+oo a . o 

et par sui te que D O 
\ (t-\ = 

et ceci établit le point a). 

Démonstration du lemme 3-b. -----------
De (17 bis) on tire: 

' ( ~t) iJ,) ( H ,f\éi) :: ( \ t 1-1)., f'tt-) Y H é ~ [o TJ 
Ceci montre que la relation ( 16) pour tout 11' 2. s 'obtient formel le­

ment à partir de la rela~ion (16) pourL1-1) par une dérivation terme à terme., 

suivie par une multiplication par ~ lt) ., et que la relation(16)pour 0\ = \ 
) 

s'obtient de la même manière à partir de la relation (15). 
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et en appliquant le lemme 2, a) on voit que pour tout 1 )/ l le second 

membre de (16) est une série uniformément convergente sur [o T} 

Cela montre que la dérivation formelle de (15), puis de (16) pour 

\ := 1, 2, 3 etc .•. est légitime, et ceci achève de prouver le lemme 3. 

CoroUaire du lemme 3 : Si une '} de ~-(~\'-)possède un logarithme 

itératif~ ; celui-ci est unique. 
-Y-

En effet, la relation (15) détermine~ à ùn facteur multiplicatif 
ii'-

près ( à partir de d ) . Mais la condition.·• ~;t-}"' ~(l-} - ~ détermine ce 

facteur sans ambiguité. 

1 Lemme 4 : Toute fonetion i de 15T,r,) (T)O j ~h-9 possède un ZogaY'ithme 

itératif. 

Q~~~~!ration: Soit un;~ quelconque, élément de 1_(T,r)· 
D'après Ze lemme 1-c). i'z existe une d de ~_(,: \1.), possédant un 

logarithme itératif 1➔ et teUe que ¾(t) - }(l-\ :: O' ( t-j, 
·D'après Ze lemme 3-a), pour tout t:.-6 ] 0 -r]: 

(21) Log [-'\.(t-})-Zog(-~ (T)] = -· "2: f Zogi
1
0 ct~) - Zog l\ 

1
0 q.

0 (TJ l 
u~ ~ 'h. ~o l. o a o J 

et d'autre part, d'après Ze lemme 2,c) [prendre (1\B}:::(lOJ f, ¾rf')] 
Za série L ( Zog }

1
o f'c9) - Zog 6( 0 q_0 1\(0)J converge pour tout e) 

l\Qo o.o0U n 8 T 6 ~ }Oî} et sa somme est un o-(u) . En faisant U-::; l-- , puis :r 

et en tenant compte de (21), on voit que, pour tout l:-G'}oTJ la série : 

L,)Zogd~rt~) - Zog j'ej 0,....(T)} converge et que si l'on 
'rl.~OL 

définit, à un facteur multiplicatif positif près, une fonction r (1:-) par Za 

relation : 
-

122
! ½ l-ft<lÎ - ~ L-f ( T)] = - fyo l ½ i:rrti-~s~ flT1) 

cette fonction ( est définie,;f,iO et continue sur J oTJ et vérifie : 
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(23) 

et que par suite f se proZongè par continuité à [ ô T] tout entier, et admet 

en Odes développements limités de tous ordres. 

Pour déterminer f sans ambiguité, imposons la relation: 

(24) f (t") A, g (l-) - t" 

Puisque: (24 bis) 

on a ~lt:) IV dit (t:) 

- ~ ll-1 - l/~\ 
et par suite, d'après (23) : 

(25) 

Substituant ensuite Ô (t) à \: dans (22) on établit facilement que : 

(26) : Îo ~llr) = flt-} f (l:} , et, en itérant : 

(26 bis) ~ o s0 "'"u:1 =-(S0 't\-)' <fttr) y.¾ f::.. tN 

f 
Montrons maintenant(Par recurrence sur l'entier 1 } que la fonction 

qu'on vient de définir possède, pour tout 1 4 () , les trois propriétés 

j" l~) suivantes : 

'S, ( 1) 
1i(1) : -s, ~-::: 0: 

(R_ ( o) 1 ¾ [· t(~l1-t,t ~ ( T)] = _. fyo f ~,. s~ r t1 -½ 3~ f è'rJJ 

~: 

(/{(~): ~'('(~ tf ½it-ll•)J = - ~Jlf tJ1e,tJ.sl~ 
( 'il (1) oo) 

f_ (t) - 01) t(;) = o-(r i 

Les propriétés .): (o) , .Pi, ( o) et J'~ ( O) viennent d'être çl,émontrées 

~oir (22) et (25)) • Supposons maintenant les~(~) vraies pour ~ ~ '1o 
( q 

O 
fixé ~ 0) et ~ontrons que les ~ ( t +1) sont vraies. 



Corronençons par noter qu'en vertu de (26 bis) on a., pour tout "t\. 1'0 
et tout H f 'e1 

(oTJ: 

(
2

7) (f t~) i) H" r 1~i == a t. ~) . rt~i 
Or la fonction Ht (t) = ( îti) ¾Y: ½ ghi 

ne contient que _les dé'!'ivées de f d 'ordre~t- \ . • Donc., en verte de l 'hyp)-

thèse de récurrence: H, 6 ~~[o TJ 
0 . 

et on peut appliquer (27) q.vec H-:: \-\t , Ceci montre que la relation 

(ft ( t + 1 ) se déduit forme Uement de la re Zation dl ( ~o) par «pp Zication 

terme à terme de l'opérateur différentiel Î(~) i , 
D'autre part., d'après le lerrone 3-b)., pour tout 9 ~ 1 

sont liées par la relation: 

1
<~) : li/•i!te,r-~p-11=-..~J(tif~i}·ftJ 

Mais puisque par construction de ~ : Stt-} - 6(l-) -=-o-( ~ / 

· et puisque., par hypothèse., ~- (,) est vraie pour tout l ~ 4
0 

., on voit que 

si l'on pose: 

on aura: 

B ( t) ::: Bt +I ( t-l 

A(~) - ~ (l-) = a(~~) . 

On est donc dans les conditions d'application du lemme 2-c) et on 

peut affirmer que pour tout _ l: E-LOT] la série : 

(28) ~ t (\ o d0

(l-) - B o Ô 0

(1/l 
'P.?O . j 

converge et que sa somme est un & ( ~c,Q) 



Mais corrone cette série n'est autre que la différence terme à terme 

des seconds membres de (J{.(~
0 
t l) et f ( 9o+1) et corrone le second membre de 

tj\t tl) converge, on en déduit que le second membre de Œ.(~
0
+\) converge 

lui aussi. Cela prouve que la différentiation terme à terme de a?.c~D) 
est Zégi time. Or le premier membre de CR. ( 1

0
) est de Za forme : 

{ 
'f ~.-• / 1

•1 + Ot ( f, (, · · · 1f(9.-) 

o~ Q1 est un polynôme,_ à coefficients constants, de 1 variables. 

P'uisque f j O sur] 01], la dérivabilité de ce premier membre implique 

donc celle de \ (~o) sur JO TJ. 
Mais la sorrone de la série (28) est un e-( l-

00

) • Par suite : 

f 
(t+1) 

( 1:J 

Moyennant Y!to)1 J'~(L)1 ... 1 ~ 3 (4.,) on tire aisément de (29) : 

- a ci.+\ ~i = ,,. ( ~ ... J , 
e 'est-à-dire ! Y'j;{ i,+l} , et eeei aehève la démonstration de l'hypothèse 

de récurrence. 

Récapitulons les propriétés de la fonction f 
(i) \ f: 'Ct)O[oT] (_li) l o J :::: S'r 

. . 

(iii) [(l:-)"'-' jlt:·) _,l-, 1vancl l=-_~ 0 

(iiii) f est j O sur J o TJ , et par suite de (iii) l(' ( 0 sur JoTJ 

Il en résulte que la fonction ! admet r corrone logarithme itératif, 

et ceci achève la démonstraiion du lerronG 4. 

Lerrone 5 : Soit S une fonction de ~- (T1 ~) (T> 0; p-~ I) 
D'après le lerrone 4, } possède un logarithme itératif J*, et d'après le 



corollaire du lemme 3, ce logarithme itératif est unique. En fait, toute 

fonction r vérifiant : 

(30) f o ~ = Lf g I et (31) f ( t-} /\J g l~) - ~ 

est égale à ~ • O:,. 
Démonstration: _______ .. ,, ___ _ 
De (30) on tire en effet: 

Par suite la relation 

est vérifiée pour 1 = f et pour 

{9,,l Q 5u~JoTJ)on trouve : 

et en divisant 

( 32 ) te~}/ i~ (t) := 10 ~D~) / 8~ O ~D(t-) • 

Mais f (t-) tv set') - t- ;V~ ll:-) quand \:- \\ O 
~ 

Donc, à 1:: fixe, et quand 'Y\. ➔+o0, le second membre de (32) tend 

vers 1, ce qui prouve le lemme 5 et achève du même coup la démonstration du 

théorème 11 dans le cas où /1-~ 1. . Quant à la démonstration du théorème 

11 dans le cas 1~ 4 l, elle est exactement analogue: il suffit de remplacer 

la condition g1,1::} /\1 ~(!:) - ~ par la condition S_/i..) tv À:-e,-~1
( 0) 

et, dans la démonstration du lemme 2, a), de substituer à la majoration de 

Ô ( ~) par t.,w-U-) une majoration par Âur(t-)=:.1.1.r~. 

A partir de là on démontre les théorèmes B, 9 et 10 du présent 

paragraphe de la manière suivante 
/\ /\ /\ 

Toul S de 'dl:+-ou ~+ est remplacé ~ar son j_nverseÀ qui est un 

élément de 1Je. ou i. · . Ensuite, à tout germe J de'){'_" ou '1_ on assoeie 

l'un quefoonque de ses représentants, soit J . Si valit d ::= f1- , il existe 

nécessairement des T assez petits pour que s appartienne à 1_c~ r-) . On 

construit alors le logarithme itératif s = f de P , considéré comme 

* ·}tT 0 



élément de ~_(1'; \1..) ., et pour 

par Za relation 

tout w-> 0 on définit un 

J~ d8 
élément 

- rr1~~ î rn) = w-
on note ensuite que Ze germe 0

...,.) ~ ne dépend ni 
b ï 

du choix de T ni du 

choix du représentant j de i ., ce qui autorise à poser : 
A ~ 
gour (S~w) 

A partir de Zà., et du théorème 11., 'l'obtention des énoncés des 

théorèmes 8., 9 et 10 n'est qu'une affaire de vérifications aisées., sur Zes­

queZZes nous n'insisterons pas. 



CHAPITRE II 

/V AJ 

LA THEORIE ITERATIVE DANS LES GROUPES ) l ç) F:T !Je z r.__ \ . 

I : DEFINITION DES CLASSES • THEOREMES DE STABILITE. 

Le présent chapitre étudie la régularité ou non-régularité, en un 

sens qu'on précise, des opérateurs Zogit et expit Son intérêt autonome est 

limité, mais iZ est indispensable pour la suite, et notamment les chapitres 

III et IV de la partie A. 

Définition 1 : 

a) Suites de type (fl . On app,'.ll~ suite de type dt, ou de type rêguUer~ 

toute suite \ ~ 1 (1'1..~9, positive, non· décroissante et telle que 

~¼.y- cr;i"\ ;~) < oO • -

b) CZasses i { r~) . On dit qu'une série formelle de i , C'est-à-dire 

du,.;ype:(1) . i('t) = ¾-a..'VI. è~tl (1~ ~ 'ZJappartient à Za classe 

't'{ Î-,. J si ,/' 
. v'l'\. 

\ a~\ < c.o. ( 2) Zim sup .J_ r: 
C= {C} et toute c) Opérateur r . Pour toute suite 

r,.,. 
(1) on désigne par 1 l'élément de t défini par: 

r- ~ 'i'-+l ~ 
(1 bis) 'f ( t:) :: L._ O.."' t: -\- L 

"1\6.:o ~n1 

du type 



- /\J 

d) Enfin, pour deux éléments lf et r ;'V 

dei on écrit si les coef-
,,..., ,-V 

ficients de r majorent en valeur absolue ceux de ~ , i. e. si 

l f '~1co> 1 , o/ ,~i0> v~ 
!i§!.1!!~q_7!:~: 

suites { r""} 
Voici trois exemples, importants pour les applications, de 

de type dl : 
N 

(i ·l) Ç~e,~ ou Ç-TT PJm 11-
Tl,:::\ -v Ôcri.) 

(iJ Ç :=: l 

o~ Zo9c"'?1.) désigne (iog (Zog "V (Zog 'ri.))") 1'l. foi~ et o \J N esb t i )I.e , 

(iii) Ç ='ri.~ (G>o). Les classes 0{ ~} correspondantes sont respectivement : 

(i) la calsse "analytique" (ii) les classes quasi-analytiques "originelles" de 

Denjoy (iii) les classes de Gevray d'indice~. 

Théorème 1 : r.:: { ~ 1 désigne ici une sui te de type Oî . 
'V - AJ 

a) étant donné deux éléments ~et\ de~ , à coefficients positifs et 
l"V /V ,'V ....., 

de la forme~ (è} = (J (t) et 1 (ë} =.Çl(ë) , on a : 

_ tf) 0 t9) <Ç r(r 0 ?} 
b) 'e{l:.\ est stable 

(i) par intégration et dérivation formelle. 

(ii) par la multiplication ordina-/re 
. -
(iii)par composition : a I 'f) --;} 

,_ ,,.._,, 

où r (:i) = Q ('i:) 
.,,.., -

l'inverse (de composition) d'un s de la forme Q'(i-} (iiii) par prise de 

(i.e. S G 1{ J. 

On peut bien sûr se ramener au cas où . Si alors 

on pose . . . 

:.,.) r ~ ~tl (ë) ::: o.. l- + a, t 
~4', "1\-

AJ 

0 r J l•) ~) li - C..è 



so 

*) r (f Or) (~) = c/ë +L c/ tn.+I 
è-

'n);I 
')\. 

(:r) 0 tY) G'' t" +L c.. ,, 1'I. H 
r--) lë) - t; 

/il, 

11.4\ 

I . 
on aura : (3) C. == c. = c" et pour tout 'YL 4-" 1 : 

D_ c:::;- K l 'n1 D 1ti ) 
C'I\ := O. U-'h. + L- \t,}1 'n

1
/h~ ... J ( Q,.t ~ &. U-2. •. •' 

où les K f . . ..., tl., 1. sont des constantes ) 0 et où le L est pris 
1, (,.Jd; "lJ ,~i.• • • J r 

par rapport aux { 1t'l J tels que : 

(4J .i. + _'Yl, + 2.11.2. + .. . == 'tL ; l ~ t ~ 'l't. i o~~~H·i. 

Par suite : G If -;:; o. C & -r L K . . li r.l& f 1r1\1
~
111c2/l\2.) 

-t\ '}\ ",\ {lJd/h1,11-.., .. ·"\ ,a.~ C. ' 1 2. 2. ... 

D'où., en majorant chaque Ç par Ç (pour 'l. 4 'tl ) : 

r 5 J c'' t.. a.. 6: C + -.:::;:-K ( . /) ~ D 111 o 11 
'l. ) [ (' + 11., + 2. ni. t .. ·) 

'h- " ,,,. ~ L_ . \"'J ll" (r u, U-1-... "r1. 

soit., d'après ( 4) : (5 bis) : C.1~ ~ Cin Ç-n ( 'l'\ 1' 1) 

(5 ter) : C~-= C."' Ç'tt lV-1\4l) Or par définition même de r (f o Î) on a. : 

(3)., (5 bis) et (5 ter) montrent bien que tf) o(f) (, '(f ~ f) 
Q~monstra!fon du théorème 1~-~). 

Le point (i) résulte aussitôt des propriétés des suites dl., qui as­

surent que Ze rapport Ç ... , / ~ osci Ue entre 1 et une constante ~ < 00 · 

Le point (ii) est très sirrrple. 

Le point (iii) résulte de la partie a)du présent théorème. En effet supposons - ,,..,, 
d'abord que ce (tJ :Ô{t} et posons pour tout J... (:;; (. : 



......., A/ AJ. 

L'appartenance de f et 'f à <e \ r::.1 s 'exprime par l 'existence de 

réets positifs /.., et Ai teis que o/ <.<.. r ~ et o/ <<. r~ . 
Cp ""' fr-/Y \ A,(r,,...,.) Â.z. 

Mais ators I or (<(_ \_ i , ) o 8 et d'après le point a : 

e-~ ) c~ ~ ~ r ( ~ ( ~ 1, i. 
et vuÎ\u 'o: véri~"; que\ • '\,i~ ~+k9iJ• 4 1 , il s'ensuit que 
r - ) OJ.. () Uki.+k,r.'t, ,_ ~ 

( ~ 0 éL est· de classe · ~{f.t ., et majoré. en valeur absolue f or ., Ot 0~1.. \\-) .,..., ,,,.,_ 
ce qui délJrlontre le point (iii) lorsque cr l~} = (J ('t-) • 

,V 

On passe ensuite au cas d'un lf général en montrant séparément 
,,..... ---l 

l 'appa:rtenance à ~ t f"' J d'un nombre fini de term::_,s de la forme '( ( ë) 

ce qui se fait aisément., par exemple., en mettant Îl~} sous la forme 
~ /'W ,-J l"v 

f.,.~(\ +-i/'\.&t=è)} avec R.(1:\=lJ{~et en substituant ~Lt-) à ~ dans Za 

série ~ 1;f {\ ( \ + è I\ i: )-Ve.. ., qui est manifestement de classe "ho Zomorphe" en 

( ~ I t) • 
"" Il ne reste plus qu'à examiner le point (iiii). Dêsignons par a.,, 

~ ,._, ô 
l'inverse de ~ dans']{ et posons : 

(6) 'f {ë) = o.. è - ·"2: a.~ i: 'n+l e~ (7-) q (t:) ::: e, t:' t- L 8-'i\ 1;1'.·d 
d ')'\ ✓/, . () ')\ ~ l 

Bien sû:1' fr :::--0:1 et d'autre part en substituant f (l} à l: dans (6) 

0 'it+I 
et en identifiant à le coefficient de ~ ., on trouve pour chaque 'h.4 I 
une relation di..~du type: 

(8) 0-B-"'-:: ~~ ( O.t ,e.J) o'ù. ~ est un polynôme en Il.; lt1) ••• Cl1'-J 

t-,1 t-2-J ... (r"l\.-\ ., à coefficients 4-' 0 I'- -et indépendants de ~ et iJ . On 

déduit de là que: 

(8 bis) 8-"'- Q"rt.( a.i.) o'; Q""-est un polynôm! en 0..1 0.., 1 O..i.,·., a.,,.,_ 
·n ~q -'l'loTT ,n. Q 

de la forme (8 ter) : 't-\'\. -: ~ \'n,} O.. tal a., ., où les. {'n.1 
sont des constantes ?0 et où la L s'étend à toutes les famiUes {-ttt) 
telles que 



Si 

(9) 

o ~ 'n.o ~--2 -n. +l 

Mais puisque r 6. i t Ç \ , il existe ~/ 0 tel que 

u_o) la~l < ~~r:~ 
" -'l'\.oTT 'llz Chaque monome a., a.., au second membre de (8 ter) est donc 

\
-'rt 12~'-'tl~ TT , t n~ 

majoré en valeur absolue par [ a., 
0 

î\ " l ~ , et donc aussi par 

n\-'llo(O-1-)!'~tn; -'ho O \'V\ l"'; \71.l'"- =lfl\ (lt Ç , soit.enfin ~uisque -n0 ~2--n.t1) par: 
'l\. I 12. 'Q ~ 0-\ t;_) par exemple, avec f\, ::; Rsup ( \; l a.j· Î 

Compte tenu de la posi ti vi té des Q {1't Jan trouve aonc 

\t.,1 { Q,_ (\ 0.,1) ~ ç" Q ,_ ( Ct) avec f c.. = ~ Ç \L IL. 

I'\,, l c..~ ;; \.R1J J T ..... 41. 
Mais puisque la série [ (1:)-:::::: 0..-=è-Lf:.ti°tl., qui est le déveZ-oppement 

à l'origine d'une fonction holomorphe en O., admet pour inverse de com;osition 
00(-I) .l -.:;""Q '"--tl -

·ta série k. (?:-)::a. t- L- Je~) ê ., qui est aussi le développement à l'origine 

d'une fonction holomorphe., il existe une constante f\.2 telle que q'I'-(C.i.) ~ ~: 
"'01\'\. ,.._ ""' 1 

et par suite, telle que \6-~l(J~ R'l.; 'frn.~lce qui prouve que t b 'e.tr~ \ 
et achè1,e la démonstration du théorème 1. 

Définition 2 : ,,...:. 

les On désigne p~ J:{ l r'f> 1 _., ~ { ri\'-\ et 

sous-ensembl,es de 1}{., 1}e et ~ · foy,rnés des éléments qui soni: de 

classe ~ { '-0 . Si l~ suite {'"\est de type <R_ ., ce sont des sous-

groupes de 1{ ., ~ et ~ (cela résulte du théorème 1., b (iii) et 

(iiiif-

Nous allons maintena~t étudier la stabilité éventuelle des classes 
rJ 

~ { Ç 1 par rapport aux opérateurs : expit, logit etc ..• introduits plus 

haut. Le principal champ d'application sera fourni par les fonctions holo­

morph~s., quasi-analytiques, et de Gevray. 



§ 2 - REGULARITE DE L 'EXPONENTIATION ITERATIVE. 

Théorème 2(Ré[JU;Zarité de l'opérateur expit) 

I"" ;'V 

. ~ { \'\\.1 est une suite de type dl et si t est un éZéme~ de ~ 
(resp 'Je. ) pozsédant un logarithme itératif f. de classe '(; { r" S 
alors f et g'"'('lwd-) appartiennent à* ~lf-.1~esp. à 1f{q) 

., 

Démonstration: ------------- ~ ~ "'v 

Premier cas : vaZit Î ~ l (i.e. S <e ) . 
,_ ,;;- 'V\.-tl 0 S Lt} -:: L- (X'l\?: (Ici., bien sûr., on n'impose pas o<,f C 
* 'l\);l \ 

On a alors 

Or d'après Ze théorème 2 (A., I., § 1)., Z'exponentieZZe itérative 

~ - ~~ ~ 
d'ordre 1Ar de!*., qu'on note ~ ou expit(w-t)., s'exprime en fonction de Q 

ô"~ 
par Za formule : 

""O\.\.Ï ~ 
.P. (1;) -= ~ + c_ o ~~i 

D'où iZ résulte que ~lw-) = Q'\'I. (w i r:A,J ... .I ~) ot - a"(\. 
est un polynôme par rapport à ses ('i\tl) variables. Puisque ~. 6 <e { ~) 

. (2 ~ ')\ ['l\. 
par hypothèse., iZ existe une consfunte R. )0 teUe que \O(~l ( ({ 'I\ • Or 

pour des raisons d'homogénéité., 

monômes du type: 

avec 

et Zes coefficients précédant ces monômes sont manifestement positifs ou nuls. 

A partir de Zà., et en raisonnant corrone dans Za démonstration du théorème 1., a 

ci-dessus., on montre facilement que 

{ o.,. ( w; °',, ... , oc,.)\ ~ Q"' (1 w-1; ~ Ç, f G: ... 1 f' Ç") 
... ~ ç'r\ Q.'n (\w-\, &,~\ ... ~~) 

~ou.r Ç5 
L'appartenance de S à v { Ç 1 sera démontrée , si nous prouvons 

,._, o'\l' 
que pour tout '\r ) O ., Ze développement ( en ~ ) i défini par : 



= expit (tr ~) = ~ + L Q.~ (-v-
1 

~ 1 ... 
1 
~1') ë'i\+I 

,..., 0~ 11.~1 
appartient à 'e { fl"(l.s l}., a 'est-à-dire à la classe des développements 

,,hofomorphes".Mais les relations ai-dessus postulent que 

fi:(t)::. L. ~1
ë~+I = R.1:"1.(t-A.1-Y'. Or 

0~ q},1 
admet pour pPimitive 

{
·G l ~ (1 + r t~))} 

~ [

1 i\l+f(t)Y1
+ ~-'½c lrft!-))-K\-' t'tr: 0 

et en appliquant à ae système le théorème sur les fonctions implicites hoZo-
r,.,, .-...o-v-

morphes., on démontre que f ., et,...,,done aussi i ., sont des développements 

,,holomorphes,,., i. e. de aZasse Y:{ t} ., et aeai achève Za démonstratio_n. 

. -
Deuxième cas : va Zi t S = 0 (i.eJ t/Û-'-~ ) 
Ce cas est irrmédiat. En effet., si S est de classe 

~ 
stabilité du§ 1., on montre successivement 

et enfin 

Qow __ ** p ( e.C<W-Q~~(::>.)) 
5) .de l'itérée générale (f Q O v 

., en appZi­

l 'appartenance 



SS 

§ 3 : NON-REGULARITE DE LA PRISE DU LOGARITHME ITERATIF. 

Ici comme ci-avant, \::: t ["--1 désigne toujours une suite de type (l{ . 

Théorème 3: (Non-régularité de l'opérateur logit). 
/\J ,V ,'V 

,/) soi,: ~ un éiément de~ .'.'.,t t. ~n fogarithme itératif.~ j Q:I 

Si à 6 ~· { r'r\-1' alors ~¼'. b ~{'I\\~\ mais en général~¾( <f-ulC.1 
a bis) En particulier si 'lim. '{, t)'I. -t f:_ ) ::: 0 , il est certain 

,..,, -( ,- "" 
qu'il existe des s dans ~ "\. ~ ~ teUes que ~* f- Yj { r~) . 

~n fait, cette propriété est probablement vraie dans tous les groupes 

i ( ç \]· ~ ,V . 

b) Au oontraire, tout élément S },e iJ{ { f.,. \ de vatuation :.::é-
rative nulle, possède (comme élément de~) un logarithme itératif P 

~ . d* 
qui est de classe 'e l Ç. \ • _ 

Posons: 
~. · 'li+\ -ow- ~ 'r\tl tv ~ 'l'\.+I 
p (ël -=-1: + 2 a.'t\. t: j p (t):: ~ + L._ a.ri\tw) è j ~ (iJ = L o<.1i?: d )\,,, o ~,,, /:,.. <l* 11.,

1
1 ,..,, 

D 'ap;r,ès Ze théorème 2 1 C-de (A, I, §l)) ! s'exprime à partir de f 
* 

par Za :eZation ~ l "l\.+l ,,...,A A- ~ (\ cft A# o('h-~) 
r11J f) (i) ::: .c__ •ît- tl} 11\ (1) avec.· tt) =: L-. tl) "' J ( t} . 4 ~I ~ a_ 0 

I ,l'w /V ~ /V ;'V "--

De là on tire : A/1,. - { ·(\ 0 Q - /\ 11~ et puisque 
r,:, r- ~tl - ~ ·'\'\ (J -~ .. tl {t) ;;; -Pt~) -?; = (j (?:j on voit. facilement par récurrence que 

A d -~ "t'\.-tl 1'-+\ t 
~ ( t) ::: v ( t; }· _Par suite le coefficient OC.in. de t; dans (J (?:) 

~+• * 
est égal au coefficient de è dans Za série : 

(p +- 1 'n'-+l ;'\.,A 
\'h. ('i-1 = è- + L- ~- (-t) - 'r'tt {i) . 

m:: l f~ .- 0 (l ! ) 
Avec Za notation symbolique X = J (V ft6IN/on peut écrire : 

(x-1)"" 



soit., après quelques regroupements formels Ucites: 

/V . ""- c·m ·mtl x'Yr\ 
~~ = - ( \ + r' + ... ~-1). + ~ 'l\ t-l) rm-' 

, ~d· m-l c est-a- ~re . · 

(p . l ~ c'Y'I\ 'rntl l IV o"m 
r12J \rit (i\ = - ( \ -\-2.~ +-... rt-•) + ~ ·n (-1) ·m"" ~ (~) 

De la relation (12) et de la remarque faite plus haut et selon laqu,U, 
~ ;'V . -

9 ('t-):: L (t) + (j (ë~-t-)' on déduit : 
0~ 'n. 

rw et. = Z"' tl)"" +' 'l'I'!. ·' · C: a,.. ( 'll'l-) ; V 'I\. >, 1 
m:l 

D'où: (l4) su~ \ Q~(m)} 
\ ~lh\_ .Ç'n. 

Posons maintenant: 

ll5) ql2(~) - ~ +-L &'hi:~+l=ë(l-~ëf
1 

Or.._ 'n.1tl . 

Q5bh) q.0 w-(1) = ~ +L &"l'.(w-)l-'lt+l:=ë(\-w-[èr
1 

oi - ~~, . -
,..._, En utilisant les notations du_§ 1., l'appartenance de S à la classe 

~ [~ 1 équivaut à l'existence d'un & ) 0 tel que : 

- r: 
(l6) S << (i(\_) et pal' suite : 

(l?) ŒT~ ~ (( i(\_))°~ ( 'tJ frL entier et 4 l) 
D'où., par application répétée qu théorème 1., a): 

(lB) é(ôi(\_)r~ <~ r(î~~) , et finalement 

(ffln . << r (r'rrl) ,,,,ee qui se traduit :ar les i:galités : 

! Q,_ l 'llt l 1 ~ r,.. G-,,, < 'l'll) == Ç ( m ~) 
D'où., compte tenu de (14) : 

(20) [ oq ~ ~· r:f ~ ~r-, c'est-à-dire, I 6 €\1\ Ç) . 
~ 



Ce point résultera du corollaire du théorème 2 (A, IV§ 2), qui sera 

établi indépendamment au chapitre IV. 

,,.., 

Qém~~stration du théorème 3~_q)_. 

Nous devons examiner des I de 
...., 

o...~ + 0-' (ë-) avec o.. / 1 i (1-) = 

la forme 

et > 0 

( si Cl) l , on se ramène au cas précédent en envis_:::,geant 

Pour tout B,_ , introduisons i' éUment ~=-i. f 'Je par la re Zation : 

o.. ( i-, r ({ t 1. + &, 1. è ~ +-• ~ • ) == O.. è ( l - f~ ë-)-1
. 

/'-

i(:e-} = 
On calcule à partir de là: 

. (21) -vo11t -Yn. { l D. •'\"f'\) _, }-l 
~ ( i-} ,,, - a."'<: R. ( 1 - o. ( 1- o.) ë . ~ r ~ 

Puisque s <=.,,, ~ {r~} , il existe ~ )0 tel que :~2) S<< ~ 
Désignons par g~➔ le préitérateur de j (voir déf. en A, I § 2). 

Alors : 

d'après Théor. 6 (A, I, §2) 

d'après (22) 

d':r,près le théorème 1,a de II 

d'après (21) 

Soit finalement: 

IV r / ry.. < ( ~ { ~ c \ -l ( l - a.r• i-t l avec , ce qui 

J ""'* ➔ 
exprime bien que r·~ est de classe 'e l ~ l , et par suite aussi 

puis (1, f•"' r puis finaiem~nt f,,_ = l1"-l fa f'T' ( t·) , oe qui aohève 

la démonstration. 

lt 3 , 



§ 4 : NON-REGULARITE DE LA PRISE DE L'ITEREE FRACTIONNAIRE. 

On .continue de désigner par r -=-l C) une sui te de type dZ. . 

Définition 3: 
I"" ,.._,. 

On dit qu'un élément g du groupe '~ft7{~~st itérable d'ordre W- hoUl' 

un certain 'W" complexe)., ou encore que:W est un ordre d'itération admis-
~ no ~ow- no 

sib le pour I re lativeme::! à -d'l, { r'l\.}., si s ., a priori élément de -d"t ., 

,'.]-e {_C 1 · Cette définition vaut de même pour Ze sous-

~ {~1-
a:ppartient en fait à 

groupe ~ {ï,-\ de 

On désigne par Wr{ ç} ., ou simplement par Wr Zorsqu 'il n'y a 

pas à craindre d'ambiguité., l'ensemble des ordres d'itération admissibles 

de 1 . W3 est manifestement un sous-groupe additif de (' et un sur­

groupe de L 
Lorsque Wf :: (L ., on dit que 'f est pleinement itérable dans 

rü {r,_ \ (resp i {ï,.))-'V 

Enfin, on désigne p,zr. I )\r..1 z 'ensemble des f de 

pleinement itérables. 

Théorème 4: -

sont 

a) Toute ~ de ualuation itérative nulle est vleinement 

itérable (et par suite., seule prése.nte de l'intérêt l'étude du sous-groupe 

~tr..1)· 
b) Une conditions nécessaire et suffisante pour qu'une 1f de 

~ ,_ à 
soit pleinement itérable., est que g soit de classe 'éf\f~}· 

* IV ,v 

a) Une condition suffisante pour qu'une S · de \{ ~} à coefficie-ats 

réels soit itérable pour tout ,W- complexe est qu'elle soit itérable pour 

tout w- réel. 



à 

N. B. Pour certaines classes, e:_:n pcœticulier pour { Ç: \ } , cette 

condition vaut pour toutes les S , que leurs coefficients soient réels 

ou non. 
,., 

d) Si une g de 

me sure nul le dans d: 

,V 

~{r""} n'est pas pleinement itérable, Wr,.,. est de 

• Pour certaines {C' données, Wr peut alors 

revêtir dans tous les cas une forme encore plus particulière. Par exemple, 

si Ç :=:_ \
1
Wg est nécessairement de la forme 1t..·' -;l,.. ( 'l'\.. entier) si S 

n'est pas itérable. 

e) L. ensemble r ' { r ... 1 des S de --~\ r... 1 qui sont p Zeinement 

itérables ne colncide en général pas avec ~J {4'} tout entier. En particu­

z ier, il est certain que si 0 (; [ 0 \ [ , 4j { rn:QJ ;:;_ntient des l non 

itérables( et c'est probablement vrai de tous les CS{ r"' 1)· 

;-.., 

C'est immédiat. En effet, d'après le théorème 3, si f appartient 
,/';,, -! ~t de classe r{ç_} est de valuation itérative nulle, alors 

""oW-
et d'après le théorème 2, ? est alors dans '}C{~1 pour tout W 

Démonstration du théorème __ 'l_J__q_ : 

si 

La condition 

f 1:i{r..}, 
est évidemment suffisante, car, d'après le théorème 2 

rJoW ,-v 

g é=.. ~{t:} pour tout w-6~. 
Reste à montrer que la condition est né~essaire. Pour cela, nous allons devoir 

utiliser un lemme, dû à Jabotinsky et.utilisé par cet auteur dans 0~ pour 

traiter un cas particulier du problème que nous examinons. 

Nous donnons de ce lemme un énoncé légèrement modifié. On désigne 

par 'tn.e.6(1: et ·î\'le.61t\ les mesures de Lebesgue le (L et (R . 

Lemme 1 : 

Cas_conrp_lexe Soit Î(w·) un polynôme à coefficients complexes et de degré'/ 



en ·W- ., soit l un réel de [o t] et /:; un réel ) 0 . Il existe une constante 

universelle C1 (i. e. indépendante de f'v k .à} telle que : 
· I I I ½ 

m~â: { VS-j tw-1 ~ ô .j l -P (w-> / P(o) \ < ~} c. ~ lt~ 

fg:g_r~~I : Soit t(w)un polynôme à coefficients réels et de degréV env,/ réel., 

soit J.. un réel de(o Ù et ~ un réel> 0 . Il existe une constante universelle 

telle que : C2. 
'htalR { 'IAf; -1. 4 w-4>.. ; \ f'cw) / Pco>\-' ~ 1 ~ Ca.J:'•~ 

~~ Pour la démonstration du lemme 1~ nous renvoyons à 

Nous allons tirer-de là un second lemme., qui nous servira à plusieurs 

reprises dans la suite. En .vue surtout des applications ultérieures., nous. 

donnons à ce lemme 2 une forme légèrement plus compliquée que celle qui suffi­

rait à traiter le cas qui nous occupe présentement. 

Lemme 2 : Soit IE. un sous-ensemble de lN et soit ~(n) une fonction affine 

non constante., de 'l\., teUe que ~(lE) C \N • 
,,...,, ~ 'rt.+l 
p ('t) ::: L_ Q (w-) "-2:: ., où 
~ W' 'r\ 6 tE 'n. 

polynôme en W-de degré ~ ( '1'\.) . 

Soit en outre est un 

/V 

Alors., si P (considéré comme développement en "l--) n'appcœtient 
;v dur /V ;'V 

pas à -e { r"\'\,} pour un certain \,lj";.'Uf'~., ~w- n 'appcœtient à <e { r~ 1 
pour pr>esque aucun W- camp lexe ( et pour pr>esque aucun w- r>ée l si les 0.,,.,,_(w) 

sont des polynômes à coefficients réels). 

Démonstration: 

Si {
1110 

4- <e { c.1, a fors iZ existe une sui te { ')t, r d 'entiers 

teUe que 

\ 1/,n 
~2.) \ Q'l'l1 (o) \ 1 4 V~ - 9 ' 

\in~ 
I 

t AJ 

et inversement si 6 ~qi:1 ., il existe ~ ::: ~ (w-) > 0 

telle que : 



(23) 

De (22) et (23) on tire: 

/t't) 1 Qn1W) / Urn.1 (o}j ) ( ~tw) / qr11 ; V~. 
Désignons par ¼/rr,,1 l'ensemble desW"corrrplexes du disque \-w-1<~ 

et. tels que . 

(25) 

Corrrpte tenu de (24)., il est clair que si l'on désigne par V l 'ensemblf - ....... 
des ·W- tels que ~-W (:; r{ r/\\.1, on aura : 

PO 00 oo ~ o0 cQ 

(26) V C ~ ~"' Q, 'i,tn,1 C . ~
1 

~I Qm V4,'-',1 

. Mais lorsque "n\ ~~ , on·peut appliquer le lerrone 1 à (25) en prenant 

V=. )('11,) et /, = f:!"11f""1 et conclure que : 'li /. • 

/\, (V ) / C . /\+S(11q) 2. 
rrte,bt A1'Y)\1 ~ ~ 1 ( 'l'Yl/ ~) ~ 

Puisque n, /ô(îl1)t:;td vers une li~ite )V quand ol ➔+~ ., on déduit 

de (2?) que 1Yt~4: { \0'M-vf.)/rv., ~ 1=0 et donc que _me1.>J..V) = 0 
Le cas réel se traite de même~ et ceci démontre le lerrone 2. Appliquons-le -main-

tenant à la démonstration de la nécessité d~ critère de pleine itérabilité 

indiqué au théo~ème 4, b. Posons pour cela 

{

.,.., w:::::;- 'P.-H 
Q (l-\ = L_ 0(1\ t-
61' ~~l 
-w-' ( i 0

~~) - l-) : L (\~ (w) è'YlH 
(l . '\'\);l 

En se reportant au théorème 2., de A, I., § 1, on établit facilement 

que Â,'tlJw) est un polyn.ôme de degré ô('V\.) affine en 'l\ ., et que (\tri.(0)-=CX,.,._. 
,,.., /\J 

Donc, si K n 'appart'ient pas è ~ {C.,. J., alors, en vertu du lemme 2., 

W •1 
{ rr,i -'"} , :t pa:r> sui te aus::: y-w-, n'appartiennent à <e { Ç \ 

pour presque aucun ·-\Ar complexe., et g ne saurait ~tre pleinement itérable. 

c.q.f.d. 



Dé~~~~f~atio~ du théorème 4~~-: 

Montrons que dans ce cas, si g n'est pas itérable pour tous les ,'\,IJ'"" 

complexes, il n'est pas non plus itérable pour tous les ,w- réels. En effet, si 
. ,,._, N r N est non pleinement itérable, a 'après le point:.: î .y E. <è\t: 1 · Mais si 

g est à coefficients réels, il en est de même de 4 et des polynomes A,l\(w) 

définis plus hau-:.;, Par suite on peut appliquer la clause du lerrone 2 relative 

au cas réel, et en raisonnant comme ci-avant, montrer que 
NO\AJ" ;v 

et j n'appartiennent à c;'{f:.!pour presqu'aucun 'Wréel. 

Q~~~~~!F-ation du théorème 4~-~: 

On vient de voir que si î n 'est pas p Zeinement i téro), Ze dans ~ { Ç I 
alors 1Yl€.ôt l Wr )=o. Cela, pourrait d'ailleurs s'établir plus directement 

(sans utiliser les lemmes 1 et 2) : en effet, on prouverait facilement que Wg 
est borélien, donc mesurable, et comme c'est un sous-groupe strict de <(, 

ce la inrp lique 
.IV 

Enfin, la -:_:marque concernant la' classe ~ \. Ç =\}résultera, grâce 

à l'isomorphisme ~ l l} ➔ ~R. , des résultats correspondants, qui seront 

établis indépendamment pour le groupe ~g__ (Voir A, J1l et B). 

Q~~onstration du théorème 4~~~: 

En effet, d'après le théorème 3, si 

en géné~al pas à <e { r;.. J , et d'ap1?ès le 

alors J' n'est pas pleinement 1-térable. 

De la même manière, la remarqué du point e)concernant 

{.your & G. [o l[J résulte du théorème 3, a bis (A, II § 3) et du point b)du 

présent théorème 4. 



CHAPITRE' III 

LA THEORIE ITERATIVE DANS LES GROUPES ~f_. ET 

w ~ DE TRANSFORMATIONS HOLOMORPHES. 

§ 1 : GENERALITES. EXISTENCE ET EXEMPLES DE FONCTIONS 

NON PLEINEMENT ITERABLES. 

Définition 1 : 

a) On désigne pcœ 1{t (resp ~t; ~,l) le groupe des germes de fonctions 

î ., holomorphes au voisinage de l'origine et teUes que g (o) = O 

et g'lo) ,fo O ~esp g(o) >D; S1o)=f 
. la loi de (]l'GUpe de l){l, IJ{R et ~l est la aorrrposition des appUaa-

tions : cg I &) -} go} avec s od(t) ::; ~(~(t}). 

\§n vertu de l'UYlicité du prolongement analytique., on n'introduira pas de 

notations différentes pour les germes et leurs représentants]. 
·;-o._; 

b 1,._,Le (]l'O'X e 'I{ e; ( re sp 1J-e ~ j ~ l) est isorr,orp};e au ,!"oupe 'J,q Ç_ =' 11 
( resp IJ,-e { l \; ~ t l f) par Za correspondance S ➔ Î où g est défini par Za 

condition naturelle: 



c) La série formelle Q en tant qu'élément de 
;v - 0 J 

oul'Yde ~ =:,:}tl} possède (voir chapitre I) un logarit7J:;e itératif 

(J}, = ~i) qui est une séz>ie formelle appal'tenant à 'Z . 
)1, D 'après le t,héorème li 13, (J) 't" est de e -::• se 'ê{ 'I\ f , mai~as née essai­

remen t de e lasse 'e[ 1) . Lorsque toutefois (S)* est de e lasse 'ef 1} , (Jt 
est le développement de Taylor en O d'une fonction holomorphe en O ., et que 

nous noterons 8* ., ou logit g . Nous dirons alors que l'élément g de ~Î 

ou de TJ{R. possède un logarithme itératif global (par opposition aux loga-

rithmes itératifs sectoriels., introduits plus loin). 

d) Enfin., une J de lJe ~ (resp ~ ) sera dite "<[ - itérable" ou 
. 1t (.'1)otv 

"r>!_:inemen!_, itérabZe" lorsque pour to~ ,t.(J'" complexe., l'élément /; de 

'Jcl{'tl.\ C r:l{ appartient en fa_it à 'Ît{tJ . L'élément de l}Cl qui lui 
o.ow-

correspond alors sera noté (J et appelé "itérée (généralisée) d'ordre 

corrrp Zexe -W- " de ! . . 
N. B.~ Si ~f:( : j é ~ ~ Œ(~j ,_, mais: 

g (:; IJe =,0eulement) . W (, 'Jl. 
On désigne par I ~~ ( resp 1 ~() l'ensemble des 3 pleinement itérables 

de ~l (resp ~vJ . . 
e) Pour tout g de r:}f f ou ~~ on pose : vaZit s:: vaZita) 

et résit J = résit{J) 

.On peut.alors énoncer le théorème suivant, qui donne des critères de 

pleine itérabilité., et indique des exerrrpJes explicites de fonctions pleinement 

itérables (Pour des exemples et des critères de non-pleine itérabilité., voir 

théorème 2 du présent chapitre). 

Théorème 1: (Critères de pleine itérabilité holomorphe). 

a) Tout élément S de 'Je ( et de valuation itérative nuUe est pleine­

ment itérable. 



b) Pour qu'un éUment G de 1t soit pleinement iUrabie, il faut et 

il suffit que soit vérifiée l'une des deux conditions équivalentes suivantes: 

li){) S possède un logarithme itératif global (Voir déf. 1) 

{.?) Il existe une fonetion l/' ., holomorphe en O et teUe que 

Îo8 ~ r r et ~ (ë)- =è A-' 1(i) quand è --? 0 ,[!i une teUe r 
existe., elle est néeessairement unique., et cotncide avec le logarithme 

itératif gZobaZ s~ de ! ] . 
c) Inversement., toute fon(J.tion r ., hoZomorphe en O et de Za forme 

r ( ~) ::: Q ( i,t'-+1
) { ~~ 1) est Ze 'logarithme itératif gZobaZ d'un certain 

éZément f de ~l ( et en fait de I ~e.,) et vaUt J = ~ . Si on désigne 

par ~,,l l'ensemble des fonctions hofomorphes de Za forme lf (t} = 0( =è ~) 

on a ainsi une correspondance biunivoque : S -, Zogit ~ entre I~f et 

i1L · . I 

d) Soit j un éiément pZei~~nt itérahie de i;J{'Î ou ~( , soit t. son 

'logarithme itératif gZobaZ., et i ses itérées d'ordre corrrpZexe 'W' . 

Alors pour tout w 6 <f: 
01.V" 

r8ci1 J.~ = '\IJ" 

(I) Jê 8'1t(~) pour tout t assez voisin de l'origine et 

pour tout chemin d'intégration lui aussi assez voisin de l'origine et 

homéo'f:ope au segment [1:, f~)] par r<:Pport à Z 'origine. Autremen·t dit., s~ 
désignant au voisinage de O une.primitine (en générai non uniforme) de 

o'W"' 
., on a., pour ~ et J (?) assez voisins de O : 

~ oW- no g (l)., et (2) caractérise ~ corrune éZément de d"(.~ 

i 
.... l 

CeZZe des primitines de qui est de 
'1'° 

Za forme 

3*(1=) = re,~ +~ c"'" t;'rt­
'l'l.4--r 

avec resit 8 = f l 
C.0 -=O 

vaUt 8-:;;. ~ 



est dite itérateur global de~ • 

e) Si deux éléments ~ et d' de TJ..e,au ~f sont conjugués par rapport 

à un élément f de ·']{~ (i. e. j o R, = R O t ) ., alors } et d"' sont simulta­

nément soit pleinement itérables soit non ple'Înement itérables. 

Ce théorème sert d'introduction au présent chapitre; sa démonstra­

tion est simple et fait appel essentiellement aux résultats établis dans les 

deux chapitres précédents. 

Démonstration du théorème 1-a. ------- ;'\...- .-...,; 

D'après le théorème 4 

valit r = ~ ., alors (J) oW­

(A., II., § 4)., si lb ,Uç_\) c!Je et si -., a priori éZément de 1}e ., est en fait un 

éZément de 1Je {l} . D'où lè résultat., par ,...., 
fJ{t -.:, }e{,, 

Démonstration du théorème 1-b. 

l 'isomorrphisme ·. 

Au théorème I., 1-c) on trouve énoncées les propriétés caractéris­
A-" 

tiques des logarithmes itératifs d'éléments de ~ . Utilisant les isomor-

phismes naturels: 
,V 'V 

~~ 7 ~ { 1 J C ~ e..~ 

on voit que les candi tians ~Jet Û5} sont équivalentes. 
,,..,,, 

Montrons que Za pleine itérabilité d'une S de ~~équivaut à l~} . 
En effet., si j /'-'de~( est pleinement itérable., cela équivaut à la pleine 

itérabilité de t d~s ~ { \} ., qui f!Ue-même équivaut à l'appartenance de 

(IL,.. à 7,a classe 'e{ 1J (voir théorème 'r (A, II § 4}-

,,,.., 
Ici encore., grâce à J, 'isomorphisme : Î 7 j ~ il suffit d'invoquer 

les résultats correspondants relatifs au groupe ~{t} . (Voir (A.,II)). 

Remarque : On tire du théorème 1 "J-c.,·· e) le moyen de construire un grand 



nombre de fonctions pleinement itérables. Par exemple, on calcule aisément 

les éléments e~ de ~ dont les logaritlimes itératifs globaux sont 

( er-l?l = <-~H ; it vaient , li' t ~1 =- t ( 1 -1< l(~t pour tout eomp Zexe 

,w-, leurs itérées d'ordre w valent : 

tl°w- \\.)-'Ir, 
<-11. (t) -::. ~ ( l - \JJ" ~ ~ • Par suite, pour tout ft-entier ~1:-;J, \ 

r lli ~~ ~ ~ 
et tout élémentR de Jf.g_, d'inverse tl dansJlri., l'élément de V" qui vaut: 

c() _pr{--l} 0 t 
rt.ep-: r\. 0 t~ 0 ll est pleinement itérable, i. e. il appartient à 

I ~R, . Toutefois, aussi nombreux que paraissent les éléments de I ~i_ , nous 

allons montrer qu'en un certain sens, le complémentaire ~e._ ..!- 1 ~~ de I~i 
est encore plus vaste. Ce sera l'objet du théorème 2 qui suit et dont les ré­

sultats seront considérablement précisés et complétés par les énoncés du 

chapitre IV, qui clôt la partie A. ("théorèmes d'extrémalité"). 

Rappelons que, par définition, pour tout élément J de ~ : 
N àt ,..,, 

valit Ô :: valit i et résit g = résit f . 
Du théorème A, I, 4, il résulte que si deux .éléments S et d' de ~e_, 

sont conjugués par rapport à un élément R, de ~l, alors S et } ont même 

valuation itératique et même résidu itératif. Toutefois on verra que la réci-
. -'V 

proque n'est pas vraie (alors qu'elle l'est pour~). 

C'est là une différence capitale, qui sera à la base de la partie B 

et servira de point de départ à la recherche des "invariants holomorphes". 

Signalons un lemne utile dans les applications. 

Lemne 1 : On peut calculer le résidu_ itératif f 
directement (i.e. sans passer par le logarithme 

lisant la relation qui suit: 

Démonstration: 

de tout él~ment ~ de ~R, 

itératif (V,.. der ) en uti-

D'après le théorème 0., I,§ ~ -2.. nous avons, si va lit g = ~ : 



Il en résulte que: 

( 1.{è-} - i-)-' - 1L.t' 1 î(•i/ fi•i + Q ci-') o ~ ,. ) l'r ~ ~' .1' ~ 
Or le coefficient de è-\ dans \..t,.tiJj est., par définition., résit J ., 

~ -\ c'est-à-dire résit l ., et., d'après (5)., le coefficient de è dans 

h YJll/ ll•J} est -k (lt~) • 

D'où la formule (3) du lemme 1. 

Cela étant., nous pouvons énoncer le théorème annoncé: 

Théorème 2: (Critères de non-pleine itérabilité., et non stabilité 

de I ~e._ pour la corrposition). 

) (C 't' d -, . . ' b . ., 't 'J:t:t a rb eres e non-p&ebne btera b&b e 

Si un élément S, de 1e.. . possède les propriétés~ et i suivantes., il 

n'est pas pleinement itérable (i.e. i1-r~R) 
( S'l ) : rési t 8 f O . 
et) : il existe un sous-ensemble E: E(S)delL., fermé., au plus dénombrable., 

ne contenant pas l'origine et tel que I ~oit prolong__eable analytiquement 

à partir de l'origine., le .long de tout chemin de(.J..E et donne naissance 

à une fonction finiment multiforme dans {.:... E . 

b) Si on pose j(è): t:-+L Q'h.è-~+l., fo condition.CY.)admet l'expression 
l'\.J,l 

analytique suivante: 

si vaZit ~ = l 

(:t:t) Dans Ze cas particulier où valit S = 1., Ze point a) a été démontré 
_par I. N. Baker. 



si valit ~ :: 'l. 

si valit Î = 3 

etc ... 

c) La, condition~) est automatiquement vérifiée notamment lorsque f est 

de Za forme S . ~ S, , où Y, est le germe ( en D ) d'une fonction méro-
• .2. 1 . 

morphe dans tout le plan corrrplexe (et holomorphe en D) et où J. est le 
2. 

germe d'une fonction algébrique. 

(Ceci englobe évidermrzent les S entières). 

d)(~on Stabilité de I\rour la C°'!fEOSition : 

(]:~~) o 0:~e.l 4=-Iltv. ) · 

Pour tout entier_ ~ // 1, on désigne par el'-l 'élément de ~ r et en fait de 1 ~ J, 

de valuation itérative I' , et d~fini pcœ : e,. (l) = $ ( 1-f i-"f'~ f 
-'If'. au voisinage de O ( détermination principale de ( ... ) ) . 

Soient ~ et~_ deux éléments de ·J:{R, qui sont des germes de fonctions algé-
00(-1) o oH) . ru 

briques, et h. , l\ leurs inverses dans .J1.f . A lors, les éléments d et~ 
<p. - { 00(-1) e O . , Oz. 

de ât définis par : (_6) ~. :. \1. 0 ~ o n.. { r-+ ~ 
. . Do(-1) n O 6 IN lq.) 61 = n. o t 1 o R. ~,, 

sont pleinement itérables, ainsi, bien entendu, que leurs itérées générales 

d'ordre corrrplexes .M.. et 1J' ~.e. 1a J ~i."' i:u., 1:1rf:. 1 ~l-V-u.1-v-) mais 

l'élément 1 de ~o défini par : 
te., 'V' Il. 

(8) 

n'est pas pleinement itérable en général. 
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Plus précisément: 

ccx) si Y2 ( ~,~ < l ou si ~2. < 11,,. < \ I 1",v-n'est en général pleine-

ment itérable pour presque aucun ~V-) 6 {~ 

ou si 1 ::-2.r, / Di o .... , 1.r 

pour> aucun ~/Ir) te?, que 1.t.11" .:f=. 0 . 

n'est pleinement itérable 

Démonstration du théorème 2.a) 

Nous aurons besoin du lemme facile suivant, que nous énonçons sans 

démonstration: 

Lemme 2 : Si deux éléments i et } de ~ . vérifient(!i) alors g 0 ~ 

égaiement vérifie CTi) , et par suite au!si : r'h. , pour tout ·"'-(;IN . 

Il s ;agit de montrer l'absurdité des hypothèses lH,) suivantes : 

\--1, · { Î f 1 ~C.; resit S::: f :f, 0 ; S vérifie (_J'.)} 
Mais -s est nécessairement de la forme: 

gce) = è + (J (ë~+•) ; ~ 4' 1 • 

Or un changement de variable 2-➔ ~(~) = c:i(c.j1transmute 

et par suite il èxiste un C4" 0 tel que (i='~·J)œvea ~ (~\ = c' ~(<~) 
~+I ~l.tl) , 

'} (~J _::: ~ ·- ê + t:r ( T , 

variabie -ë-_ ➔ (\( è-) laisse inva-Comme d'autre part le changement de 

riant le résidu itératif et, en vertu du théorème l'!e, préserve la pleine­

itérabiUté, on est ramené à démontre.r l 'ab~urdité des hypothèseslr\2. )suivantes 

~ ~ 1 ~Î ~· resit S= f+ 0 ; gvérifie i \4,. 
i·(i\:; =è - -ir+• + o-(rr+1

) ; avec r,= vaut g~l 

(:t:t) C'est même, en quelque sorte, l "'exact contraire" d'un sous-groupe : 
voir à ce sujet· les théorèmes d "'extrémalité "de A, chapitre IV. 
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D'après le théorème 1., b) un tel f possède un logarithme itératif 

global, j . Or f ('t} IV V(l") -'1:- et _par suite g (1:-) =-"!. l'·H -\- a ("è~+I). 
~ * d * 

Par suite Z 'itérateur gZ~baZ ~* de d est une fonction muUiforme 

du type 

( '3) 

itè) ::f e., H ~(tj avec 

ho Zomoyrp he en D . 

et pour toute détermination de Zog ê., tout W- 6 (. et tout =è-voisin de 7,, 'ori-

gine., nous aurons d'après te théorème 1 (A., I § 1) : 

(Prenons maintenant pour Zogè Za détePmination 

principaZe). 

Puisque 7,, 'itérateur S!st de Za forme 

deux régions f et S du p Zan corrrp Zexe te Ues 

(i) ? est un demi-pZan 

(9) iZ est possibZe de trouver 

que : 

(ii) S est un ouvert., contenant un intervaUe 30,x.'[ de Z'axe réèZ et admet­

tant pour frontière au voisinage de Z'origine deux arcs de courbes., ayant en 

Ô des tangentes incUnées de±~ sur 7,, 'axe réel,. 

(iii) 7,, 'appUcation c-➔ ~"(~) (pour Za détermination principal,('. de Zog ë- J 

réaUse une li,jection holomorphe de $ sur p . On note ¾f-s Za bijection réci­

proque de · P sur S . 
Soit maintenant un voisinage 'trde O tel, que Pc~1 = g(f)-f ~è­

soit hoZomorphe sur 'lJ..:.. l o} et soit un contour r contenu dans ti.:..{oJ .. 
d'indice + 1 par rapport au point O., coupant Ze demi axe è-) 0 en un point 

unique A. Lorsque ë- parcourt f' dans 7,,e sens positif., de A à A (voir figu.re 1 J., 
. ~ 

une fois., g~(t) parcourt un certain arc f: ., d'extrémités '60 et B, ., où 130 Î5, 

a pour affixe 2.. TIC f p. 0., ~ cause du caractère mu Zti forme de S ~ . 
On peut ensuite choisir un entier [ positif et assez grand pou:r> que 

Ze con·tour r: + ~ (c'est-à-dire Ze transZaté de Ç par+ {t_ J soit entiè:r>ement 



contenu dan: le demi-plan~- Soient fiT ~esp. rfl._-) les courbes décrites 

par ~tg ti) quand é:-parcourt r à partir de A., en tournant indéfiniment 

dans le sens positif (resp. négatif). 

Alors 

~ = "'S7
1 

( r; + R- -n 2nyi) 
Si ~e(2n lj)J-O(resp si O<.e. (2.tî</)t O) Za courbe {î+ 

toute entière (resp. la courbe\( toute entière) est contenue dans le demi­

plan f. Or ~ est uniforme et univalente surf et par suite en faisant 

tourner~ autour de l'origine., selon le contour r., à partir du point A., indé-

finiment et dans le sens positif (resp. négatif)., et en tenant compte de 

20ft 
6 ( i-) 

on voit qu'on obtient., à partir du point un prolongement analytique 

de so\%,., et que ce prolongement possède une infinité de branches., situées 

"sur" le domaine 'lJ' ~f oJ. 
Donc fR,ne vérifie pas(Ji) et d'apr~s le lemme 2 cela implique que S 

non plus ne vérifie pas ~.2). On aboutit donc à une contx>adiction avec les 

hypothèses Hiet ceci achève de dé;;ntx>ex> le théox>ème 2.a. 
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Figure 1 : ( dans le cas ~ù vaZit g =. ~-= 2). 

-r 

Démonstration du théorème 2L_b-~. 

Le point c est immédiat, et le point b résulte de calculs simples 

effectués à partir de la formule (3) du lemme 1 qui permet d'exprimer resit S 
directement en fonction des coefficients de Taylor de S. 

Q~~onstration du théorème 2~1· 
D'après le théorème 1. e, les éiéments ~ et~ de~ sont pleinement 

. ( a i 6'. l1f ). 
itérables, puisqu'ils sont conjugués par rapport à des éléments de Jl~ à 

e~ et eq , eux-mêmes pleinemer:t itérables. Or> pour tout C!:_, 1r) ~ ([2.., les troir; 
l (8 oU.. 011" oU. oV-

éléments de Ô{{. : ~ ; 'à et ~ o ~2. sont des germes de fonctions 

algébrique~"'1 'après le. t_héorème 2. a ~:~,f; ne peut éventueUement être pleine-

ment itérable que lorsque p(u.,tr) -=-résit ( 'fU. 
0 
i:'I,;-) -:p O . 
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D'où: 

(12) 

[ies cas 9 (\'-( 2.~ el--1::2re déduisent bien sûr des cas {J,t!f:) 

et{~J 

A partir des relations ci-dessus on discute facilement les cas de 

nullité de J (u./11') et on aboutit à l'énoncé .du théoPème 2 .. d. 



§ 2: LA THEORIE ITERATIVE DANS LE SEMI-GROUPE 

ITERATION "SECTORIELLE". 

Les résultats du présent paragraphe nous serviront à deux reprises 

dans la suite : aux §§3 et 4 de ce chapitre., pour construire les éléments it.t­

ratifs "sectoriels" et aussi pour démontrer l'important théorème concernant 

la réalité du groupe Wsdes ordres d'ité~ation admissibles d'un élément î de 

~ ; enfin., aux§§ 2., 3 de la conclusion., lorA de la sommation canonique de di-1i . 
vers types de séries de Gevray d?.'.vergentes. 

Commençons par définir les principales notions dont nous aurons à 

nous servir dans la suite. 

Définition 2 : 

a) J) étant un domaine de ( et t 0 un point frontière de dJ ., on dira 

.q,,i'unefholomorphe sur JJ admet en ~
0 

un développement asymptotique (ou encore: 

un développement asymptotique faible) s'il existe une infinité de constantes 

C."'-( ~i')\ 0)teUes que [t!: tout ;y,., : ~ 

1t~J ~ ~•llo Cil. ( t - t.) + fr ( (__è-t0 r) 
lorsque "t tend vers 2-

0 
à l'intérieur de;!). (Voir remarque 1 ci-dessous). 

b) Pour tout entier"fn.t.,oo, on di.ra que ~ admet en ~o un dévelop-pement 

asyrrrptotique de force"M. si ~(~)admet. un d~veZoppement àsymptotique (faible) en 

l;.
0 

., pour tous les~ ~m. Si m::+oo., on parlera aussi de développement 

asynrptotique fort. (Voir remarque 1). 

cF Pour tous réels OC., ~ ., ·~ 

· on introduit le secteur V ( ~; ~ i Â,) : 
\/ i& 
'I ( ~1 ~ i () = · { ? -= n.. e 

d) Pour tout réel & on dira 

tels que: 

e.~ o(.<&(~} 
qu'une propriété a Zieu "à la racine 



du rayon 0 ,, si e Ue a lieu sur un certain secteur V ( °' 1 p i ~) avec °'<-° <r . 
e) &errri-groupes sectoriels ~~- ( V1 ~

1
1'Yl.) ) , 

Soit V un secteur Vcr:1..,~i k)et soient~ etîr\..deux entiers tels que 

o < r < oe ; o ~ ~ " oo ; _ :r-< o( < o < ~ < ~ 
On dl!signe par ~ 1.. (V

I 
I'-!'"'·) i 'ensemb te des fonctions S satisfaisant aux 

conditions suivantes: 

(et.) S définie holomorphe sur V et S (V) C.. V· 
(p.>} S admet en O un déve.loppement asymptotique de force 11\. • 

~) a ('~\ ::: è - (A.. '¼~+I + Ô' ( èf'-H) avec 

@) 0 < \ s'c~)l < l suv- V . el; 

~} :;y ~e { g-t~l -~-~} > o 

a.) o , quand ?:. ➔ O. 

sl(D) * 0 

{Voir remaPque l). 

Cha.que S d.e '4R! V1 f, ""-) définit un endomorphisme holomorphe du sec­

teur V. On vérifie o:isément que 1t/,f,1") est un semi-groupe ;ur ta compo­

sition des endomorphismes. L'itéré d'ord:t>e entier d'un j de -
0 

(V,ft-/YI''-} 
Q°'\t V 011. ~-

sera noté Ô • On note que pour tout è de 
I 
g ( -t=) ~ O 

quand I'\'\.--;) oa . (Voir remarque 2). 

Remarque 1 : La notion de développement asymptotique faible utilisée ici 

correspond.à la notion classique, qui remonte à PoincaPé. Si le domaine JJ 
est contenu dans un secteur issu de 10 et d'angle (2.TT , les fonctions holo­

morphes de JJ ne sont pas caPac.térisées paP leur éventuel développement 

asymptotique faible, ni même fort, en t:o . 

borné) et 

nité der 

Plus précisément, J) étant un domaine (pour simplifier : convexe et 

è , l:~ ... :Z:. n points-frontière de J) ,alors il existe une infi-
~ .. ·"" 

holomorphes dans JJ et admettant en~, un développement asymptotique 

donné à l'avance (au moyen de constantes { CL/l.} choisies ai'bitrairement), 
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Remarque 2 : Les conditions (_3) et(~) du système{jt)ne figurent ici que 

pour simplifier les raisonnement~ ultérieurs. On pourrait en fait s'en dispen­

ser. De plus, l~) est moins a,r,tif{cieUe qu'il ne pa,r,att, car si (P} et(J} sont 

vérifiées sur V, ~) est automatiquement vérifiée sur le secteur V(~~ ;/!)é.. V 
pour tout l! assez petit. 

Lermie 3 : SoÙ S une fowtion de ~'- ( V1 f, 0) 
Alors, pour tout !t.) ~ la série L lft!Jll. est normalement convergente 

V ~ . 
et l'on a: 

sur 

(II) 

·Démonstration: 

D'après la condition (.î} de l!ft}(Déf. 2) il existe î.>O tel que pour 

tout~ de V : 
lîJ -~ lù r 
~ s _ ( 1:] ~ f. + U\e t-

et par suite, pour tout 11-6 {N: 

{ 
ffte [f~rf~ 4' 'ltZ + <Re ~-r-~ 'h'i + ·i'(tl-~ 

avec 'i
1
::inf { ùr.i(rot.)" / C4j(r-~)} >o 

Finalement: / r1l-) j ~ ['tt. t t- ï.'. 1 èr~ ('" ., v 7' f. v 
ce qui permet aussitôt d'établir (II) et de prouver le lemme 3 en utilisant 

une évaluation aisée des sommes 

1\qO 

Définition 3 : Tout élément s de (8 ( V,~/ft'-) possédant au point 0 0~. ,V 

·un développer;::,nt asymptotique (au moins faible~ on désignera par Ô la série 

formel le . de t qui emprunte ses èoefficients au développement asymptotique de 
I'!,,/ ,,..,, 

~ en O . S est en fait-:n élément de~ , · de valuation itérative égale 

à~ , et l 'applic~tion : g➔ 4., est évidemment un homomorphisme du semi-groupe 

~ i~ ~1 -V..) dans le (J1'0Upe ~ • 



Théorème 3 : Soit i im élément de ~iV,r, o), soit f Z.'élément 

de~ a88œié à t , soit~}\ 'itérateur de Jet soit enfin/ Ze résidu 

itératif de I . 
Alors, d 'o:près le théorème I, 1, e), (8),,. est néaessairement de ia forme : 

et si l'on pose: 
l't\.r•I 

( C..(-::foO I Co = 0) 

F(~1 :=f e,ê +-L c~ t'r\ 
1' ::.-r-

(po~ ëf V on prend la détermination principale 

de log t J 

on peut énoncer: 

a) Il existe une fonction runique, holomorphe sur V et teUe que 

r12J frr o f ti-} = l + g~ ('t-) V-è 6 V 
(13) fit (-i} =- Fei) + 0-(1)_ quand ~-,o dans V 
81'-sera dit "itérateur de f "· 

b) On a, pour tout ~ 6 lN ~ ~:;;'\'\ . 

t (ël =-I ~ c + ~r- c.,,,_ t"" + o-( ~") 
a) Pour toute fç;nation G , holomorphe sur V et de la forme : 

(14J G(1-) = F(1-) + er(l) 
on a: 

(15) P(l\ = Zim [ G,0 f~l -'ll Î. w,iformément surtout V . 
ô in.➔ oo l . J 
Démonstration du théorème 3 - a, b. 

Montrons d'abord que s'il existe. (vérifiant (12) et (13), eUe est 

unique. C'est in-médiat : . soit en effet <p vérifiant: 

{ 

(12 bis) T ~ S (~) =:-1 -+ <p (tj 

. (13 bis) <:P (i} :. Fc1-( +- o-(i) 
On aura, pour tout if V et tout entier '¾. q O : 

l-t -1) (<) "' (S* - éf ). gc,1 -= (t - 'f ). r~,) (16) 

Or d'après (13) et (13 bis) t ~* - 1)lë\➔Ù quand ic-➔ 0 . Par 



suite, pour tout è fixe de V , le dernier membre de (16) tend vers Ô quand 

1\. ~toO, ce qui montre bien que 8(ê:)::: 1(i). 

Q*. Montrons maintenant l'existence de O 
Pour tout entier 11.4-rposons : 

"\Il:: /t. 

(17) ~ ( l-) . = f e., l- + ~- ~ 
r18) A/\, (il = f;: of tl-) - f: Ctl -l 

on a d.onc (19) • t ('t) "' IJJ"c~) T 

et au8si (20) (!)\ f -{j})<--1 0 

De (18), (19) et (20) on tire 

Notons ensuite que si l'on pose: 

on a : · 

r:::- F 0~ 

'~, 1\. ( t-) :::: 0 ~ ( t} -1'L 

(Voir Théorème I,1,e). 

( ~ é IN) 
q :;;'\\.--1 

~ .. (7,) - ( ('t) t- ~ f\ 0 f1i-J 
Mais ( 21) implique que A" ( 't) = (J ( è n..+J et par sui te on peut 

appliquer le lerrone 3 et affirmer: 

( 2 2) ~im Ç 'YI-l'i-) =: d\ l:) uniformément sur V si. h ).. h. ')\.➔oO , ¾.. ~ ,-

. 
I 

De plus, en passant à la .limite (en 11.) dans l'identité : 

F:~ 'I 
0. 8 ( 1;.} ~, ...... +, (1;} -l = 0 

on trouve : 

(24) 4,. o 8 Ul t (i-} -1 = 0 sur- V. 



&o 
(23) + (24) + montrent que pour tout n.~11.., le Pl\. qu'on vient de constPUire 

est bien un itérateu;x> gi !i de N ( et puisque r' est unique <?~ ne dépend pas 

de Q. ) . 

De plus, dans (23~rt. peut être choisi arbitrairement grand, et l'asser­

tion du théorème 3-b en découle. 

Démonstration du théorème 3-c. 

EUe est immédiate. En effet, toute G de Za forme (15) est aussi 

de Za forme 

o..ve.c. 

Par suite, uniformément sur tout 

r r._ on ,,l . [ ~ on ] 
Zim L o o Î ('t-) - ~ == Zim Q o Q ( t l - 11. 

'W\.-)oO '\'. ➔~ ~ 4 

Théorème 4: 

a) Si ~ 6 ~(½ ~J~ alors Za fonction méromorphe sur V définie par 

Q (d ~ ,\-1 R~ 6~1.) = ii1: Ô C-è)) est 
1
en fait holomorphe. On l 'appeUe "logarithme itératif 

de i "· 
EUe est::f:: 0 et est ca_racÛrisée par Zes relations (25) + (26) : 

(25) t. 0 s-ci-1 ·= ~
1

(t) s* (1:) . '>Or' v 
(26) t (°?·},.., f Ct} -t quand 2-➔ 0 dans V. 

De plus, on a, uniformément sur V 
o('Yltl) p0 'h. 

(27) N ('tl = Zim 8 (î-) . a (Tl 

li' 'ft.➔ oc ( ¼i-3°~:i-} ) 
b) Si SE~(½~;}'}\.) et si l ~ "Yn ,4i>D 1f admet en O, sur V , un déve-

loppement asympto\ique de f oroe ( "/'11.-J} , et *( ~(,_) 1 &ii) un développement 

asymptotique de force 1ll . 

Démonstration du théorème 4 - a. --~---'---'------
f étant l'inverse d'un~ fonction holomorphe, est -:p O . 
il' 
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De plus (25) + (26) caractérisent bien i: soit en effet 4-vérifiant 

7\' o* 

{ 

(25 bis) 

(26 bis) 

De (25) et 

Mais, d'après (26) et (26 bis) le dernier membre de (28) tend vers 

1 lorsque 1\ ➔ -\-c,O ( à ~fixe). Donc : J t'l} = q (1:) 
i' 0~ 

Montrons ensuite que! vérifie effectivement (25) et (26). 

. * 
Pour (25) c'est immédiat. Examinons (26). 

Soit ~ et Al\. les fonctions auxiliaires introduites ci-avant lors 

de la démonstration du point a) du théorème 3. 

On a vu que pour tout n. assez grand: 

(29) .::: A 0~ 

A. 0 P. (t-) 
j~O <J 
.,tant holomorphes sur V , Tous les termes de (29) et la converg 

étant uniforme sur tout compact d~ V (en fait sur V tout entier), (29) 

implique 

J * / . ( d 0~ ) A Q"~ 
(30) [i, ~ (l-) = Fn (¼) -t fo ~ î (1-) ... 6 (è-) 

uniformément sur tout compact de V. 
Mais ~n a vu que : (31) A.,[,~) = F.:" 0 ~ (~) - F,;c11 -1 =-tf(t: O.+') 
Or~ admet en Üun développement asymptotique faible ·(puisque c'est 

une fraction rationnelle) et il en est de même de g et f1 
~uisque par hypo­

thèse J 6 CA (~ji., t)) . Par suite A'11. admet aussi en Ô un développement asymp-
~~ A/ A 

totique faible et d'après (31) on a nécessairement : (32) Il. (t:} :::: V ( 1; '') • 

D'autre.part, à cause de l'identité J. Q
0

~(i-) TT Q.
1 9°'\t} ,h, ô :::. O~).)~, ô O d . 

et puisque par hypothèse f ~
1
('e:)J(l sur V (voir (!/t},Ô)) on a aussi : 

(33) 11 f 111/ < 1 sur V .. 



De (32) et (33), et par application du lerrone 3, il résulte que 

si Il.>~ : ((#)on rappelle que pw. hyp.1 s<"t) 1 < l) r,. 

1 L ( ~ Ç
0

~(~)). A: o it\i) ,( Csfe 2. [fJi/== Ô(i~-~ 
1~o t!è d 6 ~qo 

la relation (26) en résulte. De plus, compte tenu de (30), on a: 

(34) 

Or on tire de (25), en itérant: 

(r~i)' I ( l · f ~·1/ _, 
Si donc J: était méromorphe et nçm holomorphe sur V, Q (i) s'annulerait 

(35) --

. \~ ( .Ço'h 
en un certaint 0 tv , et aussi, d'après (35) en tous les points 2:-'W\.= O (1=,.) 

c-1 ~ I\,..:~) 
En portant dans (34) on trouve : \ n.. ( t,.) +-V (J ë~ 1 ::: 0 (v-"11.i n. ~ie d)~) • 

F/ A-( -lvt) 
Mais c 'est absurde, car =t~ ➔ 0 et ra.. ( t) .:: ~ l: / . 

Donc g est bien holomorphe, et le théorème 4-a) est démontpé, à 
* -

l'exception de (2?), qu'il reste à examiner: 

(35) 

Or d'après (26) (qui vient d'être établie) : 

"'~<P t o ffii / ( S· ~ti -f~•i) -
uniformément sur V, et (2?) en résulte._ 

N. B. Le second membre de (2?) étant, pour chaque n. i une fonction holomorphe 

sur \/ , on retrouve lé fait que J est holomorphe sur V . Toutefois, Za rela-
1'-

tion (34) nous était nécessaire pour établir (26), et surtout en vue de la dé-

monstration du point b). 



Q~~onstration du théorème 4- b). 

De la relation (34), valable pour n.) ~ , on tire l'existence 

d'un développement asymptotique faible (de force O) pour g , et celle d'un 

développeme~t asymptotique de fOI'oe 1 pour [ g~i-) - f ¾:}, oe qui démontre 

le point b) pour m: l . Raisonnons par récurrence et supposons mainter,.a,nt que 

pour un certain :ii\.o ~ J le point b) soit vrai (ce qui entratne qu'il l'est 

aussi pour tout 'm. 4'm0 ), 

En application de la formule (35) on peut écrire: 

Par suite de l'hypothèse de récurrence concernant l'existence d'un 

développement asymptotique de f de force{jn. 0 -l) , il est clair que chacune 

des fonctions Q(ê) et(îh1 ~:'l.-~) intervenant dans l '.ixpression de 

d')i'l0 +l ( A. 0
, )' 

Atim0 +1 
. 'I. 0 s (t) 

admet un développement asymptotique faible ( au moins) en O, et puisque 

A (lj = fJ( i"J, pour tout entier donné l'l.
1 on peut choisir n. (=entier fonc-

11. . ('fi'.'} 
tian de n.' et de lW.

0
tl)) assez grand pour. que chacun des termes (fl-tJ (\ ~ (1:)) 

soit un 0( i/') . Par suite, en différenciantf:!!t- 0 + l) fois la relation (29) et 

en appliquant une fois de plus le lemme 3 on trouve: 



- ~

*( F_('lno+l} { une sorrone finie de termes 

1) =- Il. (î) + {J ri'-t'-) 
du type Q(~ ( t; 

Mais puisque chaque Qc~} est un O(t ~l rtq )(lia,.(; 71.), pour tout n.11 

donné à l'avance, on peut choisir rt1 , puis f'I.., assez grands pour que : 

d'Mo+I 

d ~ 'Yl\otl 
--

ce qui achève le raisonnement par récurrence et prouve le point b) en ce qui 

concerne ( ! (i) - f ~~) . 
Or l'énoncé correspondant relatif à K~(~) en résulte aussitôt, et 

ceci achève la démonstration du théorème 4. 

Pour obtenir des résultats plus riches, et en particulier pour cons­

truire une itération "fractionnaire" (ou corrrplexe générale) dans ~Î_(V
1
r,/)')\,,) 

il va nous falloir postuler l'univalence de S, univalence que - on le notera 

bien - les hypothèses précédentes n'assurent pas. 

Définition 5. On désigne par ~~-~ ( V:1, m) j) 

(pour l <.t~ (oe;o~tm.,oO) le sous-ensemble de <lRSV,f/Yf) formé des 0 
qui sont univalentes sur V , c'est-à-dire telles que { ~, =f:.'t:i l ~('! 1) =p J(-t .. )J 
Il est irronédiat que ~- (V, p-,'l'n-) 

ô~I&.-
est un sous-semi-groupe du semi-groupe 

Nous pouvons alors ênoncer: 

Théorème 5:(Itération générale sectorielle) 

Soit s un élément de ~f,_~sv✓ f ,711.) 
Alors : 

(donc : f univalente sur V ) . 

a) l'Itérateur S~de test univalent sur V. 
On note *8 l'application holomorphe de g"'(V)sur V telle que joJÎ<)'=t-. 
b) Pour tout W- {: (L. Za relation 

(36) r (.1 :. ""S l ur + fù-i J 



définit "à la racine du rayon O " [ c 'est-à-dire sur un certain secteur 

Vw-= V ( C(w,ru,j ~w) _ avec o<w < o <. ~W' : ow-
voir à ce sujet la définition-2-dJ une fonction holomorphe g de ë, 

oW 
appelée "itérée (généralisée) d 'ordreW de s "· g {t) est univalente 

(en~, et à la racine du rayon 0). 
De plus., les relations suivantes sont vérifiées identiquement "à la 

racine du rayon O ". 
_çol 

(31; d (ë-l == ~ ci-1 
.('~U.. ~oV 
0 0 0 ( t} .:: (38) 

,Po~ t1r-} . 
( ( i-) 

(38 bis) Jo JO~t) 

(39) w ( i (t) - ~) 

~ou: ](~) = 

so~?:J - ~ IV 

(40) i t%,1 =: s/~l r fhi -
~ ~(> (è-) = 
ow VJ :.o 

( 40 bis) °d w- .) 

( 40 ter) 1 l>! ol lz_ = u.r 

, l: ~)~} o\l.r 

c) 'tf w- 6 {, la fonction ( de:kS(-1:)admet en O, "à la ràcine du rayon Ô ", 

un développement asymptotique ( r7 de f orae m et l 'on a : 

d) Les relarl (38 bi~:~39) du point b) aaraatéPisent t~ 
~ais attention!! il s'agit des relatio'-ns (38 bis) + (39) "à la racine du,. 

rayon O "· Sinon, le résultat est faux . 

. Par exemple, sur un secteur V(rJ..',@'i "') avec O<o1..'<~,~~ ou o<~~'<r <O 
il peut if avoir une infinité de f holomorphes vérifiant Îo S ::; Sot 
et Î ( 1-\ - è 1vur (J(iJ-l), et même admettant en Odes développements asymp­

totiques de force:m,, et toutefois distinctes de S0W: Ce fait est capital 

pour la suite de la théorie J 



Démonstration du théorème 5-a. --------------------
On a vu lors de la démonstration du théorème 3.a) que 

(41) : ~('t) = Um F..;')\(~} :: Um {~ 0 q°(t:} -'h.} si /\..~ 11- uniformément 0 1 1'.➔ oo i 'l\➔ oO 0 
sur tout compact de V . 

--

et par suite il existe 

SU2'' '\( Za fonction 

F,; o ~
0(t) et 

Or une limite uniforme sur tout compact de fonctions holomorphes 

univalentes est soit univalente,soit constante. (cela tient à ce qu'une limite 

uniforme su:r tout compact de fonctionshofomorphes f- 0 e.~l-sot~~ 0 Sotl--=0) 

Donc, eu égard à ( 41), f.* est univalente sur Vn. . 

Si donc il existait deux points distincts ~ t et t'z. de V tels 
O 

~ 
que gfi,}= fl1:1.), on pourrait choisir un entier ~ assez grand pour que g (=t1 ) 

et fct) soient dans Vn. et d'après l'équation fonctionneUe de l 'itérateur 

nous 

Moyennant l'univalence de s~ sur Vn , cela irrrpiiquerait : 0~ r t,) = set) , en contradiction avec l 'uiiivalence de l 'élément s de 

~(~~~) . 

K ... - s~ v Donc, . est univalent sur , et l'on peut définir une application 

. * ) réciproque: è -,*d('è)., qui sera hofomo!'phe univalente sur~ (Y . 

Démonstration du théorème 5--~-c~ d). 

Les démonstrations sont une affaires de simples vérifications, à partir 
0 l.\r . 

de la définition (36) de s , et des propriétés d -f ~ , , , thé .. e d enumerees aux oremes 

3 et 4. 



Enonçons pour clore ce paragraphe un théorème reliant (direc.tement) 
oUr · ! , s et i deux à deux. 

* Théorème 6: 

a) Soit P G-~ (\f;f/m.) et (f 6 H(V) (i.e. f holomorphe sur V ) 
cr ·~u.- K V 

Alors, poura tout compact de il existe "-)D tel que sur l'en-

semble{(è1to-) ·; =t-f- K , lW-l ~-û..} on ait uniformément 

(_o( l <p" f Ï:1:1 = l + ~ -w-/'lt! ( [;11 ~r Pc1;J 
b) Soit j 6 ~. {VJ l,m.) (donc vaZit s= l J et supposons en 

- d~u.-1"" r 
outre qu'il existe un disque yll. :::-'\. 1 j lè-n. \ (Tl.} tel que 

~) s admet un prolongement analytique univalent sur J)/l.. 

~~} f est de la forme :,;-0.:1::,'l. -t ô"(ti.) non seulement sur V (comme 

l'implique l'hypothèse) mais au~si sur Dl\. tout entier. 

-l<lHI) ~(O~J Co. et 
1h,. 6 1),. , r (JJ,.) ➔ 0 1u -~ J 'l'\ - 00. 

Aloras, \fw 6 {: et \/ PE ~• ( J>n} ~-e. 'f holomorphe et intégrable~~) 

sur J)"-) les relations suivantes f!Ont uniformément vérifiées quand è parcourt 

un compact donné K , de ])-4. 

avec 

t li) 1>(~) 
V: c 1, S, z-) 

= Tc~) 1-L c: Q(cfi, t~) 
1'.)/1 

== L ttJ"Ï11 V~ (<P,j,r) 
'"'1-' -=s- . & c& (1) ~ o('t'l-fi) 

_ L.:__ (:-l) '"- ] o Q (1:-J 
o.s ft~1\ 

Inversement, pour tout ~ fixé dans V , il existe f"l.(t) )0 et tel que 

~} et (1} soient vérifiées uniformément pour tout vrdu disque lWI ( n.(è) • 

Démonstrations: 

Le point a) est très facile à établir à partir de la relation (36) du 



théorème 5, qui permet de discuter les domaines d'holomor-phie en (ë,w) de 
oW . g { i) J et de la relation ( 40) _du même théorème 5, qui irrrpZique : 

';)"" ( in o'W' ) - ( d )~ ( {Î) aW- ) ~~ r o g li} = git c~) h T o S c 1:) \/ 1)\ l (N 
La, relation ~}du point b) résulte de la relation (J) corrrpte tenu de : 

f l I t O R
0w)] "' S f L ';) w- ~ d / ur= o ~ 

Reste la relation t,P) eUe;...même. CeUe-ci n'étant pas absolument 

essentielle pour Za suite, nous nous contenterons d'indiquer le principe de 

sa démonstration. 

On démontre la relation~) successivement dans les cas suivants: 

(i) g (l-} -::. ~ /t t ~ • CFci1 : c_c.-~r· C 6( ;c:;/:-0 
/ I ' 

1> t li. ( J),._) (ii) fti}.= ~1i+1: • ) 

(iii) j E.\ (V,l,~) . <î ê H' (Oil) 
i\11 ... J 

Voici grosso modo comment on procède à chaaune de ces trois étapes. 

(i) On vérifie élémentairement que go~J == ~ /l+w-~ 
. 

et que , l 

u ... ( ~-tr•, '1.-(•-ir•, ~) =-( c.• ("""') c";T av,c r· c. ... - 1:' 
La relation(@} s'écrit alors: 

(42) 

ce qui permet de diseuter le domaine de convergence absolue du second membre 

de ( 42). Enfin, pour établir Za validité de ( 42) on peut par exerrrple utiliser 

Za relation suivante, classique en théorie des fonctions hypergéométriques 



l - = J.. + L. w(w-1) ... ( W--"rl-+l) 
11 '"~l '\r(-tr-1}, • • (V-~) 

et où le second membre converge normalement sur tout compact du domaine 

{ q(e v- (._ (Re v.r \ J.e. <(\,. )( (Lw-. 
(iiJ En multipliant les deu::ctrembres de (42) par (g_-utr' 4 (c..) on trouve : 

(42 bis) 41~1 = . 1 + L.. c: q,J-•l~ S, i) Pc~; 
2.-ntlc.-r~>1 2:nt(c.-~) ')\~l lm. 

avec ~(è}::: e/l-rl- Î 3°"11.1 = 2:/ltWl-

En intégrant (42 bis) formellement, terme à terme, par rapport à c, 

le long d'un contour d Dn' ( n 1 ( 1\.) bien choisi et en tenant compte de Za linéari­

té en o/ de ul\\. ( î I ! / ê) , on trouve, pour le terme de droite et de 

gauche de (42 bis) : 

( 42 ter) 

Mais oonme, ainsi qu'on le vérifie aisément, lorsque C varie sur un 

tel contour d1)~, , la série du second membre de (42), et donc aussi la série 

du second membre de (42 bis), conv~rge normalement (par rapport à C ), l'inté­

gration terme à terme de (42 bis) par rapport à c est bien légitime, et cela 

montre l'égalité des deux termes de Za Zign:3 (42 ter) (et Za convergence du 

second). 

(iii) Il s'agit de prouver 

(43) 

pour un f q~elconq_ue satisfaisant au::c hypothèses du Th. b, b) 

(et pour des (W/1:) convenables). 

Utilisant les hypothèses 1f-) ~i'} iHHt) du théorème 6, b) et tirant 

parti de la relation fonctionneZZe : ~* 0 go~l-} _ 'Y\ : ~il-Ct) 



de Z'itérateur g~ dei, on corrrmenee par montrer que rse prolonge en 

une fonction holomorphe univalente sur :Pn. tout entier , et que S* (ou f':.rfi ~ 
admet en Ô un développement asymptotique non seu.Zement relativement à V, 
mais aussi relativement à :Dn. . 

On introduit ensuite Zes fonations 

}(i) = ê / \ + è e~ 

(c'est-.à-dire J et sol.V de (ii)J 

et Z 'i térateur '}* de <} , ainsi que 

oW' / a. {l-} = ~ 'twë 

"''à ( f l •l = t-' ; • \C•I = ;!) 
Mais puisque 

e.l: 

on peut montrer qu'en posant 

on aura: 

{ 0 ~ (t\ = t- ; .({ eJ ft holomorphes sur J)A 
Î(1) = ~ttJ e~ ~( !) -::: ~(è} quand t ➔ 0 dans ))A. 

S o ~ -=-fl o ~ i g0

n l> R = ~ o °o0,,.. ; 

IZ en résulte qu'en substituant~(~) à -t- dans (43) on trouve: 

r~ L R_~M(~éM;wti) 

(43)~(43 bis) avec : 

(43 bis) 

où: 

r = et ~ ~ H' (1>") ,. 'ôc•l="!'/IH; f'f..i .:i-1,i.., l--

Mais (43 bis) est identique, aux notations près, à Za relation (42 ter) 

qui a été établie Zors de l'étape (ii), et ceci achève de prouver{J3)dans Ze 

cas Ze pZus générai. 



§ 3 : LA THEORIE ITERATIVE DANS LE GROUPE 

LES ELEMENTS ITERATIFS SECTORIELS. 

On a vu au§ 1 du présent chapitre que toute S de IJ.f, d,e vaZuation 

itérative nulle était pleinement itérable. Cela tient essentiellement au fait 

' que pou:,, une teUe S , Il.= } ( o) f l~O o.;>o)et que si 11. > l (resp. a.. lé] O {) 

la suite i~(7:-} :::: 0:, r(-'lt(-i) ( resp. ~1'- (ë} =- fl."h.Jot!t}) .., tend normalement, 

au voisinage de O , vers un élément de <e , noté -li-,-~t"Q) et tel que 
~~ 

0
-)'il" . -tt12. , a/ i 0 }<..ti =-O.. à (:t-) . Ceci donne la possibil~:é de définir d'une manière 

naturelle, pour tout W- complexe, l 'itérée ,w 1--eme de 3 par : 

~~w, *~Q ( /4.U' Q~,Jt,; ) "'~.Q l i~it")o(-l) 
tf 1.,t) == 0 a... ô (tj ~vu. 0 = \JJ. ( t'l' n'est é/.ément d,e ~~ que si UT est réeZ) , la théorie > Un ti ve pou:,, de 

tellesJ ne présente donc aucune difficulté (et peu d'intérêt). 

Il en va tout autrement du sous-groupe (P. de ' 09'. 
(et le suivant). Les si i é: ~~) auquel est consacré le présent paragraphe 

éléments f de ~~ ne sont pas,. en général., pleinement itérables. Nous montre­

rons toutefois que si valits= ~, il. existe 2 r-"domaines" fondamentaux, rayonnant 

autour de l'origine, notés 'U.j(S) (dits "feuilles de} ") sur lesquels on 

peut définir d'une manière naturelle les éléments itératifs habituels: loga-

rithme itératif, itérateur, itérées générales. Le fait fondamental sera l'exis~ 

tenee, sur chaque 'aomaind' ( jamais vide) Ui î) n U.~+ I ( j}, d'une dnubZe 

série d'éléments itératifs. Par des combinaisons appropriées des éléments 

itératifs de ces deux séries (i)et ~,tl) , nous obtiendrons l'important 

théorème 11 du§ 4 ~ur le caractère réel et discreb du sous-groupe additif 

Wi des ordres d'itéràtions admissibZes d'un 1& \/ri~ )et surtout, dans 

la partie B, nous pourrons construire des systèmes complets d'invariants 

,,géométriques,, de~«., les invariants dits "holomor-phes", dont l'obtention est 

un des objectifs et une des justifications principales de la théorie itérative. 



Définition 6: (Rayons fondamentaux et feuilles fondamentales) . 

. soit ~ un élément de ~i_ tei que vatit g = \'- t._ c,0 , 

a) ~ est de la forme i ( :e) .::: è -;--- ~ è~+\ -r r:J' ( "i-~t\) 
et on désigne par 80 ( l J = 00 le nombre unique de J _ !!.. 1 !!:. J , tel que 

l'- -~& \'- ~ 
d.. = ~ e -t.. 

0 

( llo > o) 
Pour tout i 6 2 on pose : ej w = 9. ( Î) + i t 
Les ~J ( ~) seront dits "rayons fondamentaux

0

~e i 11 

( Leur importance tient à ce que si Zim Q (to) :::; 0 
~ ~ ~➔~~ ô . ) 

a.Zors Zim Arg Q t ê.) = U \ \ ~) pour un certain 1 •. 
"Il, -) f t>D () 0 o( •9 

b) Soit D, ( S) le plus grand disque { \=t-\ <. t\ 1 sur lequel ~ et l soient 

hofomol'[)hes. PouP tout J 6 d'. (ou E 2'/2.~ a'.) on d~signe par U.b 0) 
l'intérieur de l'ensemble: · 

Nous somme.s m:xintenant en mesure de construire les éléments itératifs 

sectoriels. Les démonstrations des théorèmes 7, 8, 9 et 10 qui suivent sont 

rejetées en fin de paragraphe. 

On rappeUe qu'une propriété est dite vérifiée "à la racine du rayon e 11 

si eUe est vérifiée sur un certain secteur Ve()(,,/@;~) avec 

tx.< ~<~ 
Lemme 4 : Soit ~ {: ~~ (valit g-:::;~ (oe) . AZors, pour tout 

il existe l ( t1..) ) ô tel que 

V (01 .. t~l + o( , ~J••W-~) lot~ é. 11~ 0) 
Il en résulte en particulier que l'intersection 

de deux feuilles consécutives n'est jamais vide. 

V~~ 2/lf 2: 
uii) n 11J~~ (i) 



Démonstratio:1. : Puisque J ( r:} est de la forme 
.o(-\) ~-\\ ~ +I) 

on a aussi : ~ ( î-) :: =t- - O.. t + r:, ( ê / 

(44) 

Par suite, pour L ::: ± l : 

, -~ , r 0
~ ,--r. ~ 

W1. Ce) = ~ o..· c- - z o.· L ~ c~) J ::: r-+ c t:) 
Fixons-nous maintenant un @ {;-] 0 1 TI/ 2., r . -
On peut choisir un disque 6,/::. { \ êl ( / J tel que : 

o~ij A 
(i) } et ~ sont holomorphes .sur U/ et n'y admettent pas d'autres 

points fixes -ni d'autres zéros que Ô. 

(ii) (~ci} -~ l 
(iii) l Arg Wi (?::) } 

(iiii) \ Ote w-l. ('tJ I 

~ ~ sin f V-2-é- ~/ , et par suite : 

¾ ~ ~~. t=.~/ 
~~~· - sin ~) > 0 lrJ e-6 i_f 

Pour ~ ::: ± ( / ~ fË] ô I Tf/'J. [ et. f2. > 0 désignons maintenant po,r 

;}) (t,...~
1 
n.) l'ouvert borné formé des ~ non-nuls tels que 

(44 bis) l Arg ( -11.-~ - ~ a.·l è-f) f < ,r -~ 

On peut choisir h. ;. Il. ( ~) assez petit pour que 0 { !_, ~1 /l.) C: ll f (Z = ±} 
Mais de (iii) et (44 bis) on tire: 

1 Arg {(-it~ - z/i-~) +~(i-J) l .. ]Argf-1ijt,- Z ô.·'f f~2:Jf")/ (1T-~ 

et par sui te : . (· { c2) ( 'i. / ~ 1 Jl. ( ~)} C::: .2) ( 2, ~ 1 "- ( ~)) 

Donc1 si i':, é': o2) (:., ~ 1 Il(~)) on a : 

( 45) f 7 t) i f fi,\;.•} f 'i.(t) 6 o2) ( r, ~ I h. (~)) ),j-,,,_ (:; !1-J 
o~ oi(1t·I} ,) .. l ·t'- .. 1\ oi1'.,l-~ 

(46) W-i (i-) t-Wz <i ('i-) + ... -+Wï. ($ (ë-~ ~ zô. c - io. l E (i-)j 

(45), (46) et (iiii) impiiquent: 



À ot~ 
De (47) il résulte que pour tout t:" de'î.~~ ('i,,. p I n(~)} 1 S (&)-;, 0 

quand 'V\. ➔ + oO. Mais par suite : ~J't_ ( io (ë-)) ---, ~ , et en se re-

portant une seconde fois à (46), on voit que 

l ~ \ l o~'Vl..1-~ r .î'\1.J~ ~ 
i. li è • - '2 a.· ~ ( ë) 11,'l\. \t quand 'n➔ 6!' soit enme\,'.t8) L~ lël N - 1)1.~Q. 

Mais on vérifie facilement d'après la dé finition de tl} ( ~ I' ~ 1 lt.) 
*) que J) C - l 1 ~ 

1 
Tl.) := e -'TI/~ t JJ ( i / ~ 1 li..) 

~)que ~ (l, @1 ~ est la réunion de p composantes connexes J)J (11 @ 1 1l..) 
({ f l/2.~ ~i J .::l"M.~ 2.) . ElLes;. s"ônt telles que J)i(l 1 ~ 1 ~) est 

symétrique par rapport au rayon 8~ et limité en O par deux demi-arcs tangents 

respectivement aux rayons aà.d· l~/11\..) · et eôh -@('r-) , et que par suite, 

\J-t;J. -;(J/r,-) ) 0 , il existe r,.1 tel que . 

V ( ~~-l t-c< J 9~H - ~ 1 h.
1

) c '2)~ ( t , ~ , rt(@)) 
On désigne de même par ,2\ (-1,r 1 ~œJ) 0 Û/21' '2'. / ~:: 0 mod 2.) 

la partie connexe de :2)~ (--1 10 1 n.( ~)) symétrique par rapport au rayon aj . 
De tout ceci, et corrpte tenu de (48), il résulte que pour tout 

et tout? de_ ~Z\((-li:i~11L(@)): 

lœg •('\ 'è) :: ' ( moal .r) 
Il résulte de tout ce qui précède que 

c 'lQd V-0 é ~ltr- 2' 
et te lerrme 4 en résulte, compte tenu de la forme d&s 4 (t I i1+• 1 ~ 1 IL(~» 
qui vient d'être précisée. 

*J o.W 
TMorème ? : ~es éléments sectoriels ~s , g et 8~ 
Soit s w, élément de ~i_, soient ei "' 9! (î) ses 2 ~ rayons fonda­

menta=, soient 1J.Î = 11J li) ses 2 ~ feuilles. (an pose comme d'habitude : 

valit i :::: ~ et résit i -:;: / _} · 



a) V i 6 '?L. , iZ existe une seule fonction y , définie et holomoPphe 

"à la racine du rayon 8J " et vérifiant ("à la racine du rayon 0
0 

") le 

système~) f esp. le système (f) j(l()) . 
J <f oî (i) : i("t) r,~1 
J '{\~1 ~ gci-1 _., 
\ 0 9 ( i) ~ \ -t- <f tt} 

f ci-1 =f ~ 1: t- Fct) t o-( l) , où Fez-) est une fraction 

~ ~ n ¾( -t0•) rationnelle du type c__ C,,,_ 't et où log î;;- = l lJ -\- ~ e.. d 
- ~ ~ 'tl.~◄ l b ~ 

~og ê : détermination principale) 

{ 
1 o J(ë-):: j of(?:) ( W- complexe donné). 

(¼) flt-l - 1- "" ~ ( ]l't-/ - 1;) 
L'unique solution f de (respeèiivement) ~lJ l.@) et(6} sera notée : 

o-W . 
I f I et appeUe : tk ' 

t! : logarithme itératif sectoriel d'indice~ de j (en abrégé: 

îyi .· ~ Q d O itérateur sectoriel d'indice Ô de (1 • 

8~1AJ' : itérée (généralisée) d'ordre ,i et d'indice j de & . 
b! K. et rJ admettent chacune un prolongement analytique sur la 

feuiU:~ll/oUte entière. Aussi petit que soit ,1 ( tl.)o)J\":;,,et un prolan-

gement analytique sur un certain secteur 

y ( eJ•~ +o< / ~ôH -rxi ~, urJJ()) 
(pour un certain k(w-, Q(.) > D ) mais pas toujours sur la feuille '11.d 

toute entière. 

De plus, sur cès· domaines éla:rigis de définition 



. 

i-(") , rl1:1 - f ~,i et admettent en 

() des ~éveloppements asyrrrptotiquesdforts (Voir III, § 2, déf. 2) et qui 

cotncident avec les éléments itératifs correspondants relatifs à l'élément - ~ Î de~ associé à J ., à savoir : 

(l i 11r -r ~?; ; crr' 
a) Î · est -:/: D sur iià et Q I est W'livalente sur 1f j 

~ ~d o i*~ réa~ise donc une bijection holomorphe du.domaine 'U,j sur le do~aine 

'Ail\ ~~'("n) Lah'' t' ., . d 106 1A. t" d~J ·li(. 0 
: d O Ltj . 1,J ec 1,on reci,proque e \,{ sur U.J sera no ee d 

Il existe 1 )0 <:t < t-(>O tel que les 2 demi-plans \~1:} )~. 
soient contenus aats ~ô . Si r~o., on peut choisir l indépendant de à d 

' 
Remarque: Bien entendu~ lorsque Q est pleinement itérahle., chacun 

~ ,)tJ O W'" (f 
des éléments sectoriels O~-., ~ , ~ d cotncide, sur son doma.ine de défi-

nition, avec la restrictiJn de l'élément global correspondant. 

On va montrer ce fait capital pour la suite : le système (e<j 

(resp. (PLt-Ol} caractérise l'élément sectoriel correspondant uniquement si on 

lui impose d'être vérifié à la racine d'un rayon fondamental 8À . 

Théorème 8: Les hypothèses et notations étant celles du théorème 7, 

on peut énoncer: 

a) sur tout secteur V ne contenant aucun des (2 ~) rayons fondamentaux 9à 
chacun des systèmes (o(j., {i} ., (t} du théorème 7-a) admet une infinité de 

solutions f., même si on irrrpose à ( de posséder en O (sur\.( J un dévelop­

pement asymptotique faible., ou même fort. 

b) sur ·l 'ensemble u~. 0 U.~t, (:f:fJ} nous avons (notamment) comme solutions : 

(i) du système l°') : ~ î t ~ -e) ~ /ve 6 <l 
·XÔ ~ )il 



De plus., à la racine de._tout rayon ~ distinct. desJr) rayons fonda­

mentaux., nous avons des solutions encore p'lus nombreuses., à savoir (entre 

autres) aeZZe qu'on obtient à partir des so'lutions (i) et (ii) en substi-

tuant "CXT( l:) à 

avec rt entier 

est une fonation_que'laonque du type: 

quefoonque., et où ~ est Z 'unique entier de & /z )1-Î 

tel que Za racine du rayon 0 soit dans '\!a 0'\.QJ-tl 

Chacune des so'lutions de ~} j (P J ou {.J) énumérées ai-dessus possède., 

au point O (sur son domaine de définition., a 'est-à-dire soit ·t.Qd n tf. ~t\ ., 

soit à 'la racine du rayon 8) un déveZoppement asymptotique fort.,q~i 

est identique pour chacune (a 'est-à-dire., qui ne dépend que du système ~) ., 

~) ou (1) dont eUe est sOZution). 

Théorème 9: (Re'lations entre 'les é'léments seatorièZs) 

Les hypothèses et 'les notations étant toujours ae'lles du théorème?., 

nous pouvons donner 'la liste des prinaipa'les relations liant les différents 

éléments sectoriels (sans qu'il, soit besoin de préciser 'les domaines de 

validitJ dans chaque cas). Ce sont d:aiUeur; 'les reZations auxqueUes nous 

sommes déjà habitués: on notera toutefois Za non commutabiZité de 

a) 
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bJ 

c) 

d'inverse 

Indiquons pour terminer une "liste de relations permettant· la cons­

truction effective des éléments itératifs. 

Théorème 10 : (Diverses caractérisations "constructives" des 

éléments itératifs) (Hypothèses et notations du théorème?) 

a) Caractérisation constructive du loaarithme itératif sectoriel: 

b) Caractérisation constructive de Z'itérateur sectoriel: 

o 'i'L➔ ~t\~ "° 1. ô -
(5o) { Q\.-1 = G..le, t €w,. ,, f F. Q•~•l - 1t.} 

. avec f.c1:} = l'-ll Zog ~+une primitive de (~ltJ - èr l 

uniformément sur tout secteur (ou: sur tout compact) de 1.Q.J. 

c) Caractérisation constructive de Z'itérée complexe sectorielle. 

On suppose ici : t-== vaU i; g = l 



Principe de la démonstration des théorèmes 7, 8, 9,10: 

V\. é: ~ Ze changement de variable : 
0 - . &· 

ë- --=, e.-1. a è-
.i.0· 

transforme Za feuiUe 'Ill.) en un domaine e. ~ {.Q ~ contenant la racine du 

demi-axe réel positif, et ce même changement de variable transmute la transfor-
0(-1)\·H 

mation : 2:-➔ j C.1.} en Za transformation ~l 

avec 

. _i:e~ Qo(-l)! ( iOi ) 
, ~ c~J ;: e. ô e ë 

6" holomorphe 'en un voisinage {:orrplet, i.e. non 

"sectorielj de O ; et i de Za forme : 

icèJ : t - J}~ t~+I + 0 (t~-tL) tno) 0) . 
Il résulte aisément de là qu'on peut trouver un secteur V du type 

V (-!. 1 Tl ; t). (prendre i assez petit) 0) tel que la restriction de q,. 
~r-3t1. ~ . ~ 0 

à V appartienne non seulement à q (V1 r,,ti0}, mais encore à (\J
1
r,100J 

t> i. t~-
où ~:: vaUto:. vaZitl· (voir§ 2). 

On est alors à même d'utiliser la théorie des semi-groupes~ (~fio/ et 
L ... 

les théorèmes 3,4, 5 et 6 c7u § 2, chapitre III. On construit les éléments sec-

toriels de 1 considéré comme élément_ d~ ~ ( V
1 
fi i:,,D} puis, effectuant le chan-

. -i.6~ t ..... 
gement de variable inverse : l:-;> e i:: , on en tire des éléments sectoriels 

ot-l) )~\ 
de ~ I et donc de s , définis à la racine du rayon fondamental 0~ 
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{pius préeisément : sur ie seeteU1' ~ = e.' ~ V} et satisfaisant, se ion ies eas, 

aux candi tians (:!-) , (P} ou C6} du théorème 7, a) . 

(resp. 
pour 

grand. 

On obtient ensuite la prolongation analytique, tout entier, de 

en utilisant la relation fonctionnelle 

Les autres assertions des théorèmes 7, 8, 9, 10 sont alors aisément 

déduites des Pésultats correspondants du§ 2, relatifs aux semi-groupes 

~I ( \f/~/ "°) 
~-
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§ 4 : NATURE DU GROUPE w8 DES ORDRES D, I'JJERATIONS 

ADMISSIBLES DES g p E!. ~ . 

Divers auteurs., et notomnent M. Kuczma., d~s ~~ ., page . • • ., ont 

posé une question., qui moyennant nos notations., s'ezprime ainsi: étant donné 

un étément J de inon pleinement iUrahle (i.e. j 4' I ~t) , peut-il a:rriver 

que g ad.mette des itérées globales d'ordre W- pour tout 1.ti corrrplexe de la forme 

'Y\'\. lJ.
0 
+'Yl V-0 où U..o est un rationnel donné., et 'lJ;, un corrrplexe., non 1?éel., 

donné? Nous allons montrer que c'est irrrpossible. 

Théorème 11 : Etant donné un élément s de ~f on désigne par> wf 
le sous-groupe aàditif de (/;formé des ordres d'itération admissibles de j., 
c'est-à-dire des corrrplexesW- tels que J admette une itérée globale d'ordre 

">r . Alors deux cas seulement peuvent se présenter: 

premier cas : S est pleinement itérable., et alors bien sûr : "!, = ({_ 

deuxième cas : ! n'est pas pleine~ent itérable., et alors \}Jj est réel., 

discret., et de la forme ~-l 2 ., où 9 est le plus grand entier tel que 

l'équation f, :: ~ admette ·une solution ~ dans ~i 

Démonstration: Le théorème 11 résultera de la théorie générale des 

invariants holomorphes., cµisera développée dans la partie B. Toutefois., nous 

pouvons dès maintenant montrer la réalité de~ lorsque g n'est pas itérable~ 

Soit en effet s non pleinement itérable., de valuation itérative Jt-., 

et donc de la forme: ! (è:\ = ~ + 0. ~ ~-tl + 0-( 1;~.-t;I) ( O.. ::/? 0) 
supposons Ws 'non réel. Puisque de toute façon Wj :;> 2' ., le groupe 

n'est pas porté par un axe unique : A~ W ::: 0 ., et contient des t.cr 

d'arguments 'ft-a.rl:oul: denses sur [o;2rtJ . Soit dona un tû0 ·de \!'fs tel que : 

o ( P.'i w, < 1t/jt et posons : ~ = r uJ' •. (52) 



On aura éviderronent : (53) i (ë}-t /V vJ0(~(t}-t) quand 1-➔ 0. 

Soient Ut U) et 111 ( ,) les feuiUes de g et ~ i eÂwet 9J Cd) 
Zeurs rayons fondamentaux~ 

D'après le théorème ?-a et compte tenu de (53), 

caractérisées par les relations 

sont 

(54) 
t~ ·! ! t = tJ 
}.,~ (1:\ ,-.., i('è/ - '! 

à la racine du rayon ~ ~ ( i 1 

~ t>}/~'-~ ~. 
~, "~ à la racine du rayon GJ ( Ô) 

o.. (t) N w.( jli-J-~) J ) 
U~d . "\.ltlJJ~ 

(55) 

Mais puisque ~ 0 d = d"o ~= y on tire de (55) en substituant _ 

it~l à i- .~\f) 

i O ~ • S /Lf•Il S1= ~ 0 °4 "Î / ld°F/ = { ~•i•~l.'d/(=q·Slt 
1-~ ~~ $' J 0~4 ï 

l°'➔( ~u ïli, ,,_, 111• { t-H~l - j{'è} J "'w, nu,J -➔ 
Mais puisque (55) caractérf,se ~- • ., (56) implique : 

( . *J 
~~d O ~ / E = i,t • (_ . ) 

et Men sûr, eomme ei-cwant' : \ tout it. j ( 1) 
'ô-rc t1:) /V v.r ( !li) - 1:-) _ 

Or Wo v$rifie (52) et il est clair que la feuille 'lJ..ô ( ~} qui contient 

(56) 

(5?) 

des seeteiœs V ( eh ( ~l -t ,t .. , ~i') ~f, -c() ("/) aussi petit que soit o< 

contient auss1: ~a racine du rayon 8~(~) et la racine du rayon eç+l (~) _ 

Cela étant., compte tenu de (5?), et puisque (54) caractérise O. ,~) 
on trouve: 

~ ttl = \.IJ, î lt) à ia raeine de BalS) et 

(58) ~~ \} 

rar suite sur tout Uk 0) fi ½ ( ~) 



Et on montrerait de même: 

i (è} = W0 f . (l:} 
-~~ ~(~H) 

à ta raeine de Bj¼I (j} et 

(58 bis) 

var suite sur tout '11k ( 1) 0 1J1t 1 ( Î) 
En rapprochant (58) et (58 bis)., on voit qi.A.e l 

aofncident sur le '!iomaine"'la.d(ll n UJ li) (\ 'tRi-1, (J) ~~ 
vide., et par sui te sur -u~ l l l (\ 1J. ~·tt ( i } tau t entier. 

et ~ 
Ô~tt-t 

., qu1., n'est pas 

Ceci étant vrai pour tout } é ~ / 2 ~ ~ ., on voit qu 'il existe 

une fonction r telle que·: 

-li) i es-t holomorphe sur y { '\l~ (\ 1J.J+•) , qui est 

un voisinage de O ., privé de O . 

-1-~) ~(êl N '! (1:J - t quand -r- ➔ o. 

-Y ~1; f O l = 3" î .. 
Mais d'après le CY'itère c(1} du théorème 1.,a du chapitre III cela 

prouve que 8 est pleinement itérable., en contradiction avec notre hypothèse. 

Ceci achève donc de prouver que W3 est soit <l tout entier., soit un sous­

groupe de~ . 

Dans ce second cas., la discrétude de W3 pourrait elle aussi se dé­

montrer directement., mais nous renvoyons aux résultats généraux de la partie B., 

dont eUe découle d'une manière encore plus natureUe. 

Théorème 12. (Critères de pleine itérabilité ). 

Soit ~ 6 '%~ ; vaZit g == \1.. <. ~ 
Afors Ô est pleinement itérable si et seulement si est vérifiée 

l'une des conditions équivalentes suivantes: 

~) il existe un W f Q tel que 

. de définition., pour ~~~ •• ~1p. 
sur le domaine commun 



Cet énoncé est une simple conséquence des théorèmes 7 et 11. 



CHAPITRE IV 

. PROPRIETES DE FERMETURE OU D 'EXTREMALITE DES ENSEMBLES 

I ' { r..} FORMES DES V PL;;NF:MENTS ITERABLES DE % { r.. \ · 

§ 1 : INTRODUCTION - FERMETURE DE I ~ t rr..8 J SI 0 4: 1 . 

lOS 

Comme o:u chapitre II, on désigne par l \:,} ,t/'1,._ 1 etc ••• des suites 

de type dt, sauf mention expresse du contraire. 

On a vu en A, II, § 4 que l'itération "fractionnaire" ne modifie pas 

la classe des éléments 
~ 

vanahe, pour les -Q de 

-î de'<l{ qui sont de valuation itérative nulle. En re-

valuation itérative #1, c'est-à-dire éléments de 
~ - 6 te C~ ·, on n'a jusqu'à présent démontré que le théorème 
1 ~ rv /1,,,oW · ,,,v 

<< g 6 ~ { r~ 1 97 S 6 ~ { ~ r~ 1 v w >) • 
Dans le présent chapitre nous montrons que dans certains cas, et 

notamment dans celui du groupe ~ { l_J , isomorphe à <eal (voir chapitre pré­

cédent) le résultat ai-dessus ne peut pas être amélioré. En outre, on s'intéres-

sera à la stabilité éven:t:i~eUe {pour la loi de groupe ''o'', qui est la aorrrposi-
/V ,.., 

tic::,} des ensembles I ~{ ~ J, formés des ~ pleinement itérables de 

~ { r~ \ . . ,J 

On verra que pour certaines l r~} , z, ensemble r ~ {ri\\ J est fermé pour 

la aorrrposition, alors que pour d'autres { r.._. J , il ne Z 'est pas du tout, et 
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A; ,,.., 

même qu'alors, dans un sens bien précis, si s et d sont pleinement itérables 

dans ~ 1 r.;. J, alors f o ~ ne i 'est pres'Ee jœ-nais. Enfin, pou:r ie cas impor­

tant de la suite l r"" = l l , . qui .correspond à la "classe holomorphe", on énonce 

un résultat encore beaucoup plus fort. Tous les énoncés de ce second type tra­

duisent des propriétés de non stabilité (par rapport à la composition) de ,.,, 
1 ~ { r').1 , :ui rappel lent les propriétés de la frontière d 'un domaine 

convexe dans un espace vectoriel (par rapport à la prise du barycentre de deux 

points de cette frontière). Cette analogie, qui explique l'expression de 

"théorèmes d'extrémalité", eiJt en fait le point de départ d'une théorie riche 

et difficile, mais que nous ne développerons pas ici. 

Commençons par rappeUer, concernant les groupes de Lie et la formule 

de Campbell-Hausdorff, certains résultats dont nous nous servirons. 

Soitf-l , ..• ,'X".1t.)1t variables formeUes non commutatives. Soit dtccx)) 
l'algèbre des sommes formelles du type (1) : 

( 1) ~ ÔN ?<..N , où les ÔN sont des coefficients camp Zexes, 

où N = {')\.•,fi est un multiindice entier, et où 

xN -= :x.~1,, ... x:,,~ .. x;i:,1 .. .. x,:1.;11._-

lavec 'Yl;,i ~ 0 ; 'Yl~ ::. ~ ·'n~.,\ ~o i / Nj-::. ~ 1t~.,1) 
\' 0 . \t~,,\ a . ....,cl u 

Désignons, pour toute paire lX I Y} d'éléments de Jh ((~)); 
par [K 1 Y1 le crochet de Lie, c'est-à-dire X 't-Y X. 

Enfin, soit ;t(( 1f. )) le sous-ensemble de Je ((,c.,)) formé des 

sommes formelles du type (2) : 

(2) 
1 où les sont des coéfficients complexes 

et où 



Posons enfin 

(3) c~~ x,) ( ~r :t~) ·· -l~r X~} = l-t-L ~ ~N 
· · lNIJI tJ 

(4) _ :l, ~ i\. ~ H • ~ x"-= ero crt"i =-L 'fN x~ 
_ -Q lN(#t 

(Les fN et les lfN sont des coefficients réels). 

La méthode de Dynkine consiste à remarquer que si X est 

un élément de Je((~)}, homogène en 'Z de degré "ri. ~'est-à-dire de 

la forme /\::. LON :t.N- avec INf-.:: ~ } et si en outre X appar-

tient en fait à ~ ((,c..)} C Jt{(x)) et si enfin on pose : 

L X] :: ~ ô~ L XN J , a lors : 

( 5 J : l X ] = 'h- X ; 1)1. degré de X . 
br on démontre en ~héorie des algèbres de Lie libres que 

Î(~} est un "élément de Lie", i. e. appartient à r:tc(~1J . 
Par suite, compte tenu de (4) et ($), on trouve : 

(6J x,-=i\=xi.*•·· x)l. 'Cft?-.) = L \Nl-' ~N [:zN] 
LN l 7,, l 

Comme les coefficients ~N, puis ~N' , entrant dans (3) et 

(4), sont aisément calculables, (6) fournit une expression expli­

cite de Ît~) au moyen seulement de Xt , . . . :X:11,. et du crochet de Lie. 

' -
Désignons comme en A_; I,. § 1,. par ê2, l'algèbre de Lie des ,,,..., 

s·éries formel-les en i"- de la forme CJ C,/) , munie de la loi de 

Li"e : [ l: / i1 = li~~) t - 1 ( ¾~ i) 
I"" IV 

On note que si O., , ... , 0.1\. désignent 

,'V 

f'L éléments de t-z. 
~ N \ +l,\.) ( 1 \ O.t l~ :r Ô:, ( 1:" '; f\; ~ ~ , alors la substitution 

;v 

tels que 

formelle de al à. X.; respectivement dans 



lO 8 

(i) [ Â:i I X j 1 
(ii) [:r.N1 

'f(~) 

( pour un mu Z.tiindice -entier. N 1 {Ît . n.. . _ 'fl 1) 1,1 / ... ,,., •• •; t .• 

(iii) 

fournit respectivement: 

(j) un éZément de 'i,. · de ia forme Ü ( 'l;-I+~, +l'i) 

( jj) un éZément de ~ de Za fo::_,me 6( ël+r,\N~ où ~: ~s ~~ ~ \ 
(jjj) une somme formeZZe ~ ~wAw (d'éZéments AN d: ~~ ) 

et ne 

de Za 

(jjj) 

comportant, pour tout entier 

forme ~(&/'fr\.) avec ~-''k.. 
. ~ 

montr>e que dans~ rN AN 

'l1. , qu'un nombre fini de termes 

"' Ze coefficient de ë est une 

sommé finie de nombres réeZs et qu'iZ est donc possibZe de sommer 
c::;-- /\JA ,,.,_ ,,,., ,...,, 
~ ~N . N . Le rt;uttat est désigné par Q.l-+ tl.1, -:\p. ••• ll._, ; 

c'est un éZément de ù. 
t. 

Théorème 1 : UtiZisons 
A-1 

sons que At t' it; et que 

AZors: 
••• 

Démonstration :· -------------
Du fait de 7, 'associativité manifeste de Za Zoi ~ , on pour­

rait se Zimiter au cas où ~=t ,· mais autant raisonner directement 

sur un n. que Zconque. 

Posons : 

"" L l-t~ 
('1) o.~ t l-) - C(. ~ è - Ibo..#( 

L1 

A Zors, d'après (6) et (?) . . 

(8) 



où la sui te ( Q,
1 

... 1 fl""-) est fonction du mu lti-indiae N :. l 1\1.t:,À ~ 

Mais on vérifie que : 

[ [ 
l+m, l+1il,,.._1 tt1l\t ... +~ 

.. è , .. ·J ... e J;::._(!l\-1Yti)(1î\--fî)1i~ rn))•··(n\ + ... t'ln11_, -m~)?: 

(9) 

(10) 

Par suite : 

( Ô:,-<\!= •:. Îi._) ('l) = L. l<.-. t;l+1'l avec : 
1".) l 

tK~l ~ K~ K~ \('~ 

K' ~ : z- l N t-l . l f N \ 

\ 
ou 

lNl'-'™" 
K" " " ~ 'ln -: h~ Kir.,."' e.1:- Klft\.,~ -::. L__ i 

'J\. ''W\. I (_ 'l'n.t ii; 1:'M.t,=~) 

K: =_ ~r- S\'Yn,~Yn2.\l'rfl,t'M~~'MJl•••\'M,+ ... +~.,._.,-~l"'>iii .. C\ .J 
l''l'V\,t),~, L'Mt~'n\ )L . r .. ' "'' j 

Or, en se reportant à (3) et (4), et en raisonnant sur la 

substitution de l.\. = 4>(::t)-1 dans les séries formelles 
0 . y. 

- log(t-~) et Zog(l+~}, on peut montrer que( Z: l't'Nl) ~ 
lN\~'b\ 

reste inférieur à une certaine constante k = l,.ll. <.. ()1-!:> "lorsque 

'h\, parcourt [N . 

Dona, a fortiori: 

(_K~ ly,_ < J/ 
On vérifie ensuite que K~,1\ :: · c.:t1'-l ~ C. ~ ~ 'h.. ~ 1\\ 

et de là on tire. 

(12) l\<.~ )""' ( ( li 
,,_ / \0 ( i- ~ 1 

En troisième lieu, puisque Ô.; cl, t \"n\. ::.'M J , il existe 

C..)otel que l D<i,""'l < c'M ~,.,. (Vi:~n.; \rlM. t-lN) 
et l'on en tire . 

m I K'~ , C""' 1.,4 · l ç~: .. î; 'll\n ,(111. 1 m ,.) .. · (-\\{, t ... "r\l i 
(, '"l\'i z-~: ;:~) 1 . , J 



Mais, par suite des propriétés usymptotiques de la fonction 

faatorieUe, ia dasse fp:.:a')\'} et Za olasse i{r::: ~!)fi'"'} 
aoî.ncident. Finalement, on peut remplacer dans (14) ¼ par r~ , 
ce qui changera l~ en t{'M. . Ensuite, si 0;, \ , à partir de la 

relation: 

qui équivaut 

et en raisonnant par récurrence sur 'm, on voit que 

6.~ 4 r~ ~ ~!) 01
- , ce qui achève de démontrer le théorème 1 

dans le cas où. 9 ~ l , et donc aussi dans le cas 

Dans ce dernier cas, on peut en outre prouver que le résultat du 

théorème 1 ne peut pas être amélioré (cela résultera d'ailleurs 

immédiatement des résultats du paragraphe suivant). 

Venons-en maintenant à l'objet principal de ce paragraphe 

et énonçons le 

Corol la ire du théorème 1 : . (dit "théorème de fermeture" J • 

.., Si &1-1 , l'ensemble I~{'l\8!, formé des s du groupe 

~{'1\8\ qui sont pleinement itérables, est fermé (pour Za loi du 

groupe ~{"' 8i , o'est-à-dire la oomposition) • 

dans 

Q~Œ~~~!~~!i~~ ·: En effet, 

~ { 1:. \ . Alors, d'après 

. N /'-

soit g et d pleinement itérables 

le théorème 4 de (A, II, .§ 4), 



/Y ,,.,, f el- ~ 6t'{'l\8f , et d'après Ze théorème 1 ai-dessus, 
1 o, 

\ \ l 

l. ·=li= ~li f f {i8J • Mais d'après Ze théorème .2. de (A, I, § 1) 

t + t =cf. ~l > :t enfi_::,, raprès Ze théorème de (A:,. I~ 

§ 2) et puisq_«e tr o o)Jt-fé: ! f• J , on peut affirmer que : 4~ 

est pleinement itérable ·dans ~ \ "1\8\. 

Remarque: 

Bien entendu, ce théor~me n'est substantiel que sous ré­

serve de Z 'existenae de r de ,.. ~ f 'll8f qui ne sont pas pZeinement 

itérables. L'existence de tels~ est établie au paragraphe sui­

vant, mais sèulèment dans le cas 8(/ . Toutefois, elle paratt 

infiniment probable pour toutes les {î;, 1, et en particulier dans 

le cas présent, c , est-à-dire pour _ { h = ')\ 8 ~, avec 8 ;> 1 . 



_§_2 __ : __ T_H_E_OR_E_M_E __ D_'_E_X_TR_E_M_A_L_I_T_E __ F_A_IB_L_E __ P_O_U_R_I ~ { 'tt9 ~ 
SI O ~ e ( 1 . 

Théorème 2: (dit "théorème d'extrémalité faible") 

\ l 2. 

I"- N ,v 8 
a) soit [. et d deux éléments del~ l tyt J ne commutant pas, et 

soit ~ et ~ leurs valuations itératives ( ~ et ~ // ! ) . 

Soit f(w) et Q(w) deux po"lynômes, de degrés r,' et ~ '( ~1 et q140) 
A"lors si 8(q·

1 
( resp e ~:f1.) et si q1(1 >t'I~ ( resp r'lr?f /q) 

ioÎ{w) M0{7){-..J) 'e 81 ,- • e 
l'é"lément O od ~ de 0{'rt j n'appartient à 1~ \_'r\} 
(i.e. n'est p"leinement itérab"le) pour presqu'aucun W- comp"lexe. 

/V . /'-' p Q 
b) Si en outre ~ J 1, ./ et 

MO?tw) IVO Qt <W} 
~ .o Ô n'appartient à 

sont à coefficients réels, 

I~ {'1t9} pourpres-

qu'aucun W- réel. 

c) aux points a) et b) ci-dessus il, suffit en fait de supposer 
f ,. "" f i 0ftw) ,;_o~lw) 

que O et ~ appartiennent. à () P;:_,Ur conc"lure que d O ~ 

n'appartient presque jamais à r1t'lt6\. 

Démonstration du théorème 2 · ---------------------------
Nous aurons besoin du 

Lemme 1 : Si, conservant "les notations du paragraphe précédent, 

on pose : X~ -:\?.Xi,: ¾ ({e-x..r~•)(~X1.)) ~ X1.-t A (-x,,x?.)+o(x,)1 
C, est-à-dire si on désigne par Â (?t,, 'X '2.) la partie de <r c:t..) 
"linéaire en X, on a : ! 

avec 

, 
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Ce lemme ne peut pas se déduire directement de·Za formule de 

Dynkine, mais on peut l'obtenir d pa~tir des théorèmes de K. 

Goldberg (cf (lSJ ) ou encore de nos résultats sur la formule de 

Campbel l-Hawilorff (cf (l 2.J } . 
~ /V #' 

Cela étant, puisque f 0 ~ =fa~ 0 g , c'est que l K~/ j~] ::p.0 
d'après le th.éorème 2. 1 de ( A, I, § 1. )1 et nous aurons par hypo-

thèse : 

de (A, I, § l 1a.) : 

(
foP(w) No Q(~}) 

( 1 6) 6 D 6 J:t,. 

Or Z, 1:\=Xi est une somme de. termes de la forme 

~ J : [ . .(x., ... xJ.:t, ... x., 3-.. J-. x,.,J ; N = muiti-indiae:{11,,J l 
<ttt_ X > < ) 

,,1 1)1.1,'2. 'Yl.i, i. 

et le ca leu Z montre que dans \J,NJ' l-e terme de p Zus bas degré en 

où f<.tw]est un polynôme en '\Jr de degré égal d (?11.:;i)f-1+(~1t,,1)~~ 

Cette remarque prouve que si Z 'on suppose par exemp Ze ~ '/1) f'-' /p. et 

que si l'on pose: 



! 
1:.:::0 

avec 

alors, pour tout entier aura son 

terme de plus_ haut degré en W- provenant de la partie de :;t1 -#'Xi. 
qui est de plus bas degré possible en X~ , c'est-à-dire en fait, 

provenant de 6_ (~,/~·1.) . 

Par suite, le degré de S.11..q1.+1 t-1 sera ~
1 +'2.l:-11 et son terme 

le plus haut degré en 1..o-· 
,"./ 

proviendra du terme (cf. lemme 1) : 
k. ~l:- ) 

['11~ - ei~-1 [ ... [x,~x~J. ... x-i.] 
On calcule à partir de (15) que : 

Mais le lemme·1, énoncé ci-dessus, implique 

''"' ( 20) lim sup le,,.. t -- l/2..n 

De plus: 

(21) 
2.l--t . 
~ (2 ~-2)( 

!l--t 

1. :rI (11.+r-+.b1) 
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A partir de (19), (20), et (21), il est immédiat que : 

I 
f/(1t.tr, +2.t-'\) -(1/q) 

r22; o < iim➔s:: / T.:+\--+ ü î (o) (il.+ t' t H9) (_oo 

Mais si z, on pose : cl'V . ~ T l+-1\ t~;,-tt-i 
(11, è-) .:: fu ll.+-t-t-tt"9(1t) ê . 

et si on suppoie que 0~ ~ ( 1/1 , Zes i>;fga;-ités ( 22) expriment 

que la série ·t(o 1 r-) n'est pas de classe t;'{~ f, et par suite, 
,Il.; 

d'après le lemme 2.. · de (A, II, § 4), la série (en ë) C.(1t
1
1;-) 

n'appartient à f{J} pour presque aucun -V- complexe. 

A partir de là. il est immédiat que la série ( en ê- ) : 

Atv ~ , ... ~t-t'=-1' ~ ltll.+r,t2.l-~ 
( W I è} T ·w l n. + ~ + 2 ~ , ( ! / w) 2-

et donc aussi la série (en 

( Àl ~ X 1. ) ( 1:-l 
,.,oQ(w)) 
ô * 

n 'app,artien t à i { 't'l.6} pour presque aucun W complexe. Or, comme 

d'après le théorème,~-
~ ,V e 

çl,e (A, II, § 4) un élément e de ~{1t. t 
logarithme itératif {~ est n'est pleinement itérable que si son 

de classe t { 'llij~ , l'asse~tion du théorème 1, a)se trouve dé-

s'en déduit aussitôt car: 

( f P(wl 
0 

q r-1} ,v o(-Q(w)) ,.., o (- 1'( w)) 
- 0 {v>} 

a - - î ~ 0 J -
Quant au point b, relatif à des s , ~ , ? et q à coeffi-

cients réels, il se démontre d'u~e manière tout analogue. 

Enfin, le point c résulte tout simplement di ce que les 

hypotMses :« É 6 -~ { 'lt0\ à i f. ~ {•11\ » n'ont été utilisées 

nulle part dans les démonstrations précédentes. 

Enonçoné maintenant une conséquence immédiate mais capitale 

du théorème 2: 
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Corollaire du théorème 2: 

Pour chaque S, [ol[ , il existe dans le 

des î non pleinemen":..,._itérables (et, 
préeisé, les r de ~ {'li&~ sont même 

itérables}. 

en un sens que l'on a 

"presque toujours" non 
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§ 3 : CAS "HOLOMORPHE". THEOREME D'EXTREMALITE FORTE. 

COMPLEMENTS. 

Le théorème 2 ci-avant 3 dit d'extrémalité faible 3 s'applique 
,V 

en particulier au groupe ) { ¼: 1 j 3 isomorphe au. groupe ~l 

des transformations holomorphes (cf. A 3 III) et il confirme 3 tout 

en l'élargissant considérablement 3 l'énoncé du théorème 2-, 
de (A 3 III 3 § 1). En fait 3 nous allons voir que dans ce cas 3 nous 

pouvons énoncer un résultat encore plus fort. D'une façon précise : 

Théorème 3 (dit d'"extrémalité forte") 

~l désigne 3 comme en (A 3 III) 3 le groupe (pour la campo-

sition) formé des i holomorphes au voisinage de O et telles 

que : g ( o) = O et f (o) = i . Dans ces conditions: 

a) Si l'(w} et Qlw) sont deux polynômes en W-- 3 non tous deux 

constants 3 et si g et 

itérables et tels 
_,eoÎ(w} · 0 Q(w-} 
6 ° i 

que 

de 

} sont deux éléments de ~~, 
f,o~ :fdo~ 3 alors l'élément 

~{ n'est pleinement itérable 

pleinement 

que (au 

plus) pour un nombre fini de W- inférieurs en module à 11.. 
=1 

b) Plus généralement 3 soit R-w-un élément de ~l qui dépend 

d'une façon holomorphe (:t:t) d'un paramètre complexe W- 3 lorsque 

't)J--varie sur un domaine :zJ de (L . 

Alors s'il existe ne serait-ce qu'un W-.. f ~ tel que {Wo 
ne soit pas pleinement itérable 3 et si K est un compact de :J) 3 

(:t:t) On trouvera en (B 3 III 3 § 1) la définitioi exacte 
dépendance holomorphe en W- d'un élément tl~ de ~ 

~ O'\,\ /)~ : 1ro..W.--Q.,, : ôJ..-t. . K 

de la 



n'est pleinement itérable que pour un nombre nui ou fini 

de ,v.r appartenant à K . 
a) L'énoncé du point b) reste vrai lorsqu'on rempZaae "pZein~­

ment itérabZe" par "possédant dans ~g une raaine d'itération 

d'ordre entier donné 'h0 ". 

QiŒ!2~~!~~.Lt:f!2~ : En (B, II, §3ÎèJ,R} on démontrera indépen- · 

damment un résultat, qui, avea Zes notations du théorème ai-dessus 

s'énonce: "une condition nécessaire et suffisante pour que Îw 
soit pleinement itérable (resp. admette dans ~tune raaine d 'ité­

ration d'ordre entier 'llo) est que I i ( t,) = 0 1 V-l é ~ 
(resp. V ( E-~'}\.,), où O et IJ'}\

0 
sont certains ensembles d'indice.a, 

et où Zes appZiaations W ~ Ii ( t,-) sont holomorphes sur 2J 
. 

pour tout L fixé". 

Par .suite, si pour un aerta1-n W-0 de ;/) , f w- n'est pas 

pleinement itérabZe (resp. n'admet pas dans ~{ de raaine d 'itéra-

tion d'ordre 'lt0 } , iZ existe au moins un i de ~ (resp. ~'lt., ) 

teZ que Ii ( {-UJ
0
),# 0 . 

Par suite Za fonction holomorphe W-? T\ ( t,,.) ne peut 

s'annuler qu'au plus un nombre fini de fois sur tout compact donné 

de ~ • Les points b et a en résultent aussitôt. 

Reste le point a : aompt.e tenu du théorème 2 ai-dessus 

(A, IV, § 2) iZ existe bien un complexe W. tel que r f(uJ,/ 0 ,; «("'·) 

ne soit pas pleinement itérabZe, ce qui nous ramène au aas du 

point b, et aahève Za démonstration. 

PouP aZore ce chapitre, énonçons sans démonstration un 

théorème qu'on peut·aussi ranger parmi Zes théorèmes d'"extréma­

Zité", puisqu'il fournit un exemple aonaret de famiZZe d'éléments 
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qui ne sont pas pleinement itérables pour certaines 

valeurs du paramètre W'"' . 

trois éléments de ~ {( , et Théorème 4 : Soit f , } et ~ 
supposons & pleinement itérable. Alors, lorsque w- tend vers 

+ oO par valeurs réelles, comme la valuation itérative de 

lw::: f o R0

uro 6 reste fixe et égale à ~ (pour 'VI'" assez 

grand tout a~ moins) et que les rayons fondamentaux B~(lv) 
tendent vers des limites B! , on peut, pour tout J ~ a' /2v, à= 

envisager les itérées fractionnaires d'indice J, et d'ordre (_l/1;r) 
de RIAi'", et être assuré qu'elles sont définies à la racine du 

rayon 0· d . A lors, en un certain aens riaturel et qu'on peut 

préciser on a : 

~ o(-t} 
• ur t/ur) go o g · St ~ == o 'r>'-ad.2 . 

U .L'ô, lim 
➔ +ci, 

J o(-1) ft i a o'â-~t ~ :E' \ -w-.crJ.2. 

D'où le corollaire immédiat : 

Corollaire du théorème 4: Si en sus des hypothèses du 

théorème 4 on suppose que ~ 4 0 g O fl =/:: K O 'à' 0 [ , a lors 

ment k..,. =-g O R0

"' 0 6 de '<Ji n'est p ieinement itérabie 

aucun 'V.Trée l assez gr,and. 

l'élé-

pour 

(Indications : 

à la racine du 

(L?(tfw} et Œw-)°l.,(1/w-) 

rayon bissecteur des rayons 8d el:- U6+1 } • 

raisonner sur les 
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PARTIE B 

T H E O R I E D E S I N V A R I A N T S 

H O L O M O R P H E S 
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C H A P I T R E I 

GENERALITES ET CAS ELEMENTAIRES 

§ 1 : GENERALITES. INVARIANTS PURS ET MIXTES. 

SEMI-INVARIANTS. HOMOGENEITE ITERATIVE D'UN INVARIANT. 

SYSTEMES COMPLETS ET SYSTEMES .LIBRES D'INVARIANTS. 

Dans cette partie B nous allons appliquer la théorie itéra­

tive au calcul des "invariants géométriques", tant purs que mixtes, 

des transformations, et ceci pour les principaux groupes introduits 

dans la partie A. 

Ensuite, nous utiliserons ces mêmes"invariants géométriques" 

pour énoncer des conditions nécessaires et suffisantes de conjuga..., 

bilité des transfo~mations, et pour résoudre divers autres problèmes 

du même type. 

Définition 1 : Soit G un groupe, et g ~ 2-"- ... ses 

Soit Aut G le groupe des automorphismes de G , et K 
éléments. 

un sous-

groupe quelconque de Aut G . Enfin, soit E un ensemble quel­

conque. 
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a) Pour tout lwt l [N', on dira qu'une application 

. (_o, , ... , 9,,,_) - r ( E, 1 ••• , SJ de G"' dan 8 E défi nit un 

~,K)-invariant sur G si. pour tout élément ~ de K on a : 

I(trJJ = I ( t.) . Autrement dit, I doit ne pas changer 

lorsqu'on remplace simultanément tous ses arguments par leurs 

conjugués sèlon un même automorphisme ~ de G i V-~€ K . 

b) Si 'tt=:l (resp'n.)>1) on dira qu~ I est un K-invariant pur 

(resp. mixte). 

Si K = Aut G (resp Kc Aut G strictement) on dira que I 
est un 11.. -invariant {resp. un 11..-semi-invariant}. 

Les semi-invariants sont d'autant plus intéressants que K 
es~ plus vaste. On s'intéressera surtout au~ cas o~: 

ou [K 

seront dits l<-conjugables c) Deux éléments a, et % de G 
(resp~: conjugables) s'il existe au moins un élément 6" de K 
(resp. de Aut G ) tel que : ·s = 5' i. 

Un sysUme {L} ( i E:1 ; ~=ensemble d 'indicej d'invariants 

(resp. de k -invariants} de G sera dit complet si, pour toute 

paire(a,~) d'éléments de G , une condition nécessaire et suffi-_ 

sante de conjugabilité eit que: 

It (S) = 1~ Cô) i i«:. EIJ. 
d) Un système l I if ( i.. t-lJ) d'invariants (resp. de K -invariants) 

de G sera dit libre si pour tout ide ry il existe au moins une 

paire (8,3} d'éléments de G teÎs que : 



e) Les notions de complétude et de liberté introduites ai-dessus 

pour les systèmes d'invariants purs d'étendent naturellement aux 

cas des systèmes d'invariants mixtes. 

f) Si, E est un espaoe vectoriel sur ((' {ou un J: -module) on 

dira qu'un ("", K}-invariant de G est itérativement homogène 

d'ordres A, , ... , A"A. par rapport à chacune de ses 'l't variables 

si pour tout f slt.} G:. G
1t 

et tout { 'mil } f fN ~:<f }on a : 

= 1n,A ..... 111-t,., I a, /' .. , tJ I ( f ~ ... ' f m") 
où les Al\. ne dépendent pas des 'ni.~ , mais seulement de I 
(et éventuellement aussi des VIL ). 



§ 2 : CAS ELEMENTAIRE : LES INVARIANTS PURS DANS 

Nous allons examin~r dans ce paragraphe les 
~ 

élémentaires·: le ca:..,. des invariants purs de ~ et 

deux seuls cas 

le cas des 

invariants purs de TJe (Voir A, I, § 1, définition 1 ) . -
""f _,. fi~ Comme dans la partie A, C désigne l'application -, \JJ 

N ,v ,,..,. "V 

de ~ dans ~ {resp. de ~ dans lJ.e ) , c 'e;...,t-à-;.!:,.ire la conju-

gaison complexe des coeffici-ents. Pour tout R f:: 1}[ , d'inverse 
[o(-l) , c.?f ;-.; c:~ A, .,...o(-1/,._ Îf 
R ît désigne l'isomorphisme · P --? [{ P ~ .P l\. ,.,/ _ ;\,, _ 'd ·o= "q" 

de ~ dans .'fA (resp. de !J,{ dans ~ ). Enfin, on rappelle que o ,...d "" """ 
pour tout 3 de ~ ou IJ-l , on désigne par valit r l'entier 

,yt tel que J('è}::: ê+ ~ (1/"'; , et par résit J le coefficient de 

ë .. l dans la série (logit l)-~ 
Cela étant; on peut énoncer: 

Théorème 1 : 
;'V - ~ 

a) Aut ~ = Aut !Je, et tout élément ô de Aut ~ est soit de la 

fJJme e[ (K é '1{) soit de la forme ~[.Co..'NC. K ~ JJ{. 
IJt s'identifie donc d'une manièr'e naturelle à un sous-groupe -de Aut ~ 

nommera: 

- ,.._,,. 
et de Aut Je , que l'on notera t.'J( , et que l'on 

,V ·~ 

groupe des automorphismes primaires {de ~ , ou de 'Jt). 
b) Les fonctions valit et résit forment, ensemble, un système 

aomplet et libre de •f -invariants saalaires de r et de 'il 
c) Les fonctions { valit; Q{e (résit); llk(!ésit}{} f~ment 

u~sysUme aomplet et libre d'invariants saalaires de ~ et de 
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Indications sur la démonstration: 

r~f~!-~L: Ce résultat pourrait s'établir directement, mais 

il découle d'un résultat général établi par Roudakov dans [2.SJ, 
oa cet auteur indique la forme générale des automoiphismes de cer­

taines alg~bres de Lie de dimension infinie. 

f~f.~!~-t-~!_c). Nous avons indiqué les éléments de la 

démonstration dans [iil . Cette démonstration repose essen-
!.1 ,Y - ~ 

tiellement sur l'action d'un changement de variable l7K(iJ(&tfJl) 
- "V -

sur le logarithme itératif d'un élément! de~ ou de 1J-l : 



C H A P I T R E I I 

LES INVARIANTS PURS DE ~l ET LEURS APPLICATIONS, 

§ 1 : LES INVARIANTS PURS DE ; LEUR DEFINITION 

ET PRINCIPALES 

Remarquons d'abord que seule présente de l'intérlt l'étude 

des invariants purs dans le sous-gr,oupe ~i de !Je, , et non pas 

dans JJeÎ lui-même. Ce la ti.ent à ce qu'une condition nécessaire et 

suffisante pour que deux éléments g et~~ de Q-f l ~ ~( soient 

conjugués (var rappo~ à ~n alément de <:J}[i ) est que les élé­

ments r et ~ de g,e\l}.:. ~ftf qu~ leur ~orrespondent soient conju­

gués par rapport à un élément l de IJ{ , qui sera alors automa-
rv 

tiquement dans ~ { l} (et on estr- :r>amené à l'énoncé de B, I, § 2, 

thf,orèr:_; 1, b et c). De fait, si s et 3 sont deux éléments de 

1J-{ ~ ~ , leurs valuations itératives sont nul les, et si en outre : 

î'c o) = ~'to) on aura : 
,.,, µ 

(:~. s = f 
(Voir A, I, § 2, Th. 5, c), 
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(Voir A, II§§ 1, 2, 4). On peut donc légitimement se limiter, 

dans la suite, à l'étude des,invariants purs de ~l 

Commençons par rappeJer certains résultats établis dans la 

partie A (spécialement au chapitre III) et qui nous seront indis­

pensables dans la suite. 

Rappel : g désigne ici un élément de ~ ; ~ :e valit f ; 
J :. résit J . g est de Za forme ;; +Il./~ O' ~-l'J aveo : 

et::: n! è_q,.eo j n.., ) 0 ; 80 e;_ 1-TT(!t-1 TT/~ J · 
À(I) désigne le plus grand disque {iitll(n.J sur lequel ~ et r(-I} 

sont holomorphes. 

comme l'intérieur de l'ensemble : 

r po'fl A JH . A p°rt 6 ~t• } 
lèj à (r} éu(i), v'fl. tl:1) IN el: ~ô (~) ➔Ua trtcrrl2n ~u.0.1.,j '"n ➔ (:1) c,o 

0 Ù l 1 
0 n a p OS é : ~a : go + d 'Tl'/~ • 

'U.~ est dit "feuille d'indice J de g" . 9J est dit "ray_on 

fondamental d'indice j de J ". 
\J-ct.)O ~t <11(~) il existe 

contienne le secteur 

(Voir A, III, § 2-3). 

Par suite, si l ~ -l l = 1 . et si on pose v.J,~' (n -=-ua al n VJ'(i) 
l'ouvert '\J.~~,l1) n'est pas vid_e. Et de plus: 

V-1re 6 ;J: : r"' ( 111,r) = UMt ' 
J Pour tout J de ~u de 2/2r ~ ) la suite 

sur tout compact 

tend vers 



La fonction holomorphe J. est dite "logarithme itératif 
. ~~ 1.R. 

seatoriel a.•.indioe a " de S . ~ possède en O SU!' . à un 

développement asymptotique fort (Voir A, III, § 3) qui ne dépend 

pas de ~ et s'identifie à (a· (Voir A, III, § 3.). 

c) Soit maintenant J un élément de 'lt. (et non plus de l'/2.~ ~); 
on définit· sur 'te\. Za fonction Zog. ê par : 

0 0 . 8· J 
Zo~ è = l À + Zog (? ~--1. i) ( Zog : détermination principale) 

gttJ f::. et on dés~gne par Za primitive de ~o qui est de Za forme 

f*J (:e) = f zo 1 ë -t P( t) t- 0- (1} quand l -? O ~vr 'UJ ($) 
(oil F(t) est une fonction rationneUe du type : 

~=--1 

Z: ctr-1:. ,,_ ) 

' p-v~ O est dit "itérateur sectoriel d'indice 

tn.=-ti 
J de J ". 

C'est une fonction univalente, qui réalise une bijection 

( de la feuiUeltlj sur ri 'ensembie) ~j :: r: ('U ~) 
La bijection réciproq~e est notée ~ ~ 

IZ existe i- ) 0 et ~-+ èP tel que Zes deux demi-

plans {I lJ.m. 1, 
1
1 >~à} soient contenus dans ttJ 

d) L 'itérateur sectorie Z 8 . 
~J 

est caractérisé (à une constante 
' . 

près) par l'existence d'un développement asymptotique fort 

(généralisé~} et par l'équation fonctionnelle suivante : 

{t.) 

Nous allons ma~~tenant introduire Zes invariants de 

et indiquer leurs principaZQs propriétés au m~yen d'une série 

de déf?nitions - (1 à 3) et de théorèmes (1 à 4), donné& Zes uns -

à Za suite des autres. Toutes Zes démonstrations sont rejetées en 

fin de paragraphe • 

.i.~. con~ena.nb. un ~ermé. 



\ 2.. 9 

Défin'ition 1 : Soit 'i =. ± 1 et soit J un élément de Z . 
1< u A ~ ~ h fi 4 {) 

Le domaine v;,.i,l+f. ::=: ~~ V:.i+t n'étant pas vide, et étant 

stable par rapport à la transformation ~ ~ a(~) , pour 

tout t de .11i,l +<ï. ()J,.~) on peut trouver un chemin r , inté-

rieur à ·'t!J, i +t et joignant ë à Jlë} . On peut donc poser 

Puisque 

Théorème 1 : 

a) Les 8!,J H.; ._ l 1:) sont constants en -è 

ei 0.'. . . (ë} 6,~-¼-f..)-\fl. a,i+<-;""' 
b) Pour tout à de 2 et tout ""'- de 2 on a 

0s 0 I. (-\ )J m. ~ 0 - st J,J+tj'M. - . -
Démonstration : Voir en fin de paragraphe. -------------

Définition 2: ( i é ~i ï ~~b J = ~) 

a) Pour tous ft et ~ de °lL.. on pose : 

si 

si 

{ 
0s cr , !l, 't't.) 

Gg r\, Pl,1'-) 

03 ( l ,ft,~) 

Gg (-\,~,~) 
b) On désigne par / 

QI ~o et 1t de Z 
• 

TT9 (i,e,"A., t) 

S'i: 11.~,&H (~} ~' esl:- rQ.s coru1e.ie. 1 on 

ell. eom\~e>Sll.l'lte. Cc>nn(t)'-e C.owd:td~'2. 

. On pose 

: 

' a. 

: 
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Théorème 2: 

a) *s u.,(tni ~.) est en fait indépendant de ~o , et pé-

riodique de période f- (=va lit f) en e_ . On pose 
• • 

TT3 (<i, e/,t.) = TT1 ci., e ,1'- j R <>) 

b) Pour tout K 6 -;I:: , il existe un réel minimal ,tl ~ô 

et < +o0 tei que ia série 'w- + L ~ cz, ~,~ e.2"t~.,. 
~~o(n.t4-tvt,o) 

converge uniformément dan.s tout demi-plan fkw 4 l-/ ~A. 

fesp. dans tout demi plan ~W' ~ _.l:-<-tA.), 
Pour tout W- tel que [ ~ w-l > tA_ , la somme de la série 

correspondante sera notée _(')_f ('i.
1 

~, W) . 

Définition 3 : Pour 'i == ± l on pose : 

aJ TT3 ( i, ~, to-) = SL 8 ( r,. ~,w +tl 1t if R/N) - ( w +(lnl f ~/~~ 
(où~ r-=valit J ; j-::::. résit J) 'pour tous les W tels que cela 

ait un sens • 

bJ 
•• n, (1, e/~) - TT3 cz, e,~J TTg c1:, -e,-1,.) 
·-· 

c) TTg (r,e,~) - fr 8 ('i,e, 1-J ( ii 8 ( r,,-e ,-..y ( ve e: "' .. t :z-1._ 
Les principales propriétés des éléments Jl

1 
TI

1 
TT

1 
TTe~ TT 

introduits ci-des~us sont données dans les deux théorèmes qui 

suivent: 

Théorème 3.: 

a) Pour tout , les applications : 

réciproques (ld ~ù leur composition a un sens). 



b) Pour i ~ ± l , la fonction TTs (f, ~,w) est doublement 

périodique, à savoir de période p. en [ et de période i en 

,W- (partout où cela a u.n sens). La périodicité en ,ft-et en -t<.r 

permet d'étendre la définition de TT j ( t
1 

~, -w) à un domaine du 

{ ~. {; ~ ; l !k.. w-l> Ks}· type 

c) Les TT g(t, e, ~) sont les coefficients de Fourrier de n, (r, ~/ w) par rapport aux deux dernières variables. 

\ 
ov ")'\. 

• •• • •• 
Théorème 4 : Pro riétés d'invariance de TI 11 TT 
g désigne ici l'élément générique de ~~ , et -c et (j 

désignent deux avtomorphismes de ~Î, de la forme: 

7:: .= c~ c:g_. C x rc-lJ de~) et ô - ( ~ ~ ~ j inverse -
Autrement dit : .~q 

'"C ' K ~ 'C J == ~ 0 J O R &: «utomor-phiome pr>imair>e) 

6' : a - 6' s =-rc-1). r D R 
A lors il existe 2 entiers : ~ 1 et ~,._ , et 4 complexes 

C, 1 Ci., W 1 et W'i. , ne dépendànt que de g et de T ( ou (J") 

et tels que 

TT-ij (î)(w-) =: C, + 1ff (~1 ~ 1 + &, w-t +w) [ ir:±1 
- ----- __ -_--:-' ~~E~ 

TT6g ( f)i,w) = C t +. (TT1(t, ~t-Pt 1 {}fi.+ w-)) )J u1 

ir-cs (î.,~,'h) = Tf3(t,e,"') ~{211<(~-1-w,¾)} 

TT ~s ci,~, -n:i = (TT~ et ,e,""ll)) "4 p.11t c-~ ., ur,. "'-)} 

. 
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• • •• 

TT -c s C Î1 e, ~J = Tfsci"e,'k) 
•• 

TT ÔS (î, e,~) 
••• 
TT,3 ci/ e, .-...) 

- (l'tf cr, -e, 'hv 
• •• 

-= TTg (i/ e; 'K..) 
••• 

·TT6'â (~,Q1"'-) - TT, et, e, 1f.) 

Autrement dit, si on désigne par cJJ{~ le sous-groupe de 

Au.t~ formé des automorphismes du type de -r: (c~st-à-dire de 

ia f!rme : • 1( 1 .~veo ~ /;; l]{R) on pe~.~ affirmer q
0

ue les 

applications: y➔ ÎÎJ et a fortiori: J ➔ TfJ so
0

~t des ::K -
invariants de ~R, , ~: que l'application~ 8➔Tîsest un invariant 

de ~t (ainsi que [ TTg ( ~ O ,'•'-) l ) • 
N. B. Les constantes C C. w:, uJ'L/ ~1. Pt .. sont d'un calcul 

1 / .. / / / ~ 

aisé, et s'expriment en fonction des ,fi-premiers co~fficients non 

nuls de· S 

Démonstration des théorèmes 1 2 3 et 4 : -----------------------------~--~-------
1 °) Soient deux entiers relatifs tels que 

1 

li-tl = 1· 
Si inf ( i ,i'} es~ pafr (resp. impair) on vérifie que la relation 

B ~ ~ . ~J,J' (w) ==. Ô o g ( w) définit une fonction holomorphe 

dans un demi-plan ~ 'Ui" > k (resp. f1.rt~<'-t-) et il est 

o lair que les app l.ica tians : W ~ ..IL~ ., ( 1.t>). et ,w--7> JL~1.1w' 
d'~ J,~, ; 

sont réciproques l'une de l 'aut-re. 
• 

2°) Les itérateurs 

Q.iti 
fonationneUe : Ô O s('!:) 

$-la 
sectoriels vérifient la relation 

~· 
=o i + s a ('è) et par suite les fonations 



. 
réoipro:ues f"~ vérifient la relation fonctionnelle: 

~ Y~ (w) = 
I Par suite 

JLJ,J' ( w- + i} 

est de la forme : 

JlL (wJ J,J -W-

avec 
Ai . 

à,}';~ 

on trouve : 

(B J ___œ{+t\'-, f H\'-(',,r) 



Cela étant 

~ posons == AL,,,,_ (l!-ll ::1) 
:/Ji) définissons les 01 (t, f..,11.) à partir des 0 J,f;""- comme 

dans la définition 2., a. 

~}- définisson~ (pour Ré-a:' Î t: ±i) les Es(,./ f1,w J par les rela­

tions suivantes : 

61 ( 1, ~1 w-) = .rr!l!.,tf.+i (w-) si 11... W- est assez grand 

Bg {{
1 
~t'w} ::: -12..it.~/2.l\-t (W-J si -Tu.W est assez grand 

Bg (-{, ~' w) = .12.S?.f,..tVL (\ {w-} si 1Jw. W- est assez grand 

Bg ("°•11 f1/Jj) :: .11!1.t\.-~ 'l. ~ (w-) si _ l)w. ,w- est assez grand. 

'IV enfin, définissons Cs (t, (1,., w) (pour :î = ±.1; ~ ~ 2) pa.r : 

Cs { t, P1, W') == Bg ( f I ~ I w-+ 2 1f ,: f ~ )-( 'W" + 2 ~ ~1 ~ ) 
Alors., compte tenu des propriétés (2) et J3) des A;. i,r')>.. 

¾ d'4 I 
notre nouve t le définition des 0~,1:,trl ., et par suite celle des 

Gî ci1 ~~) ., coincident bien avec les anciennes définitions 

(2)et (3). 

i 
- De plus., compte tenu de la périodicité en W'" de 

Jt, •, (v.r} - W- d'une part:, et de la relation (6) d'autre part., on ~,i 
trouve: {?) 

et par suite:(? bis) 

B3 c~, ~,w-+1) = i + EJ (2.., ~,w-) 
; (i 1 ~+~/w-) =- l-rr:;_t + "Bs(t, P'{,~-2111l) 

"{ Cs ( z / -~ I W') esl:- doublement périodique 

de période f- en ~ et de période i en A..J.r 

(? bis) nousautorise·à poser: 

• 
(8) c8 ci, e, ~) ~ {tue(~ 1 'ltw-)J 
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(où e parcourt tt / fL 7L. 
signe de ~W) 

et où ')'1. parcourt ±. /N selon le 

Mais, par définition des ~ (t.., ~I 4..1.,) e.b G}c~ ~,'Î\..) on a : 

L Gg (î.1 R,'11-) ~(2.ni1tw-) 
~ ~ 0 ( Ile.or-~ O) 

Tenant· compte de (8), (9) et de la relation définissant Cf 

(9) 

à partir de Bf , on 

(10) V""-t: 7L. 
I 

L'inversion de la 

( 11) 

Comparant (11) à la relation de définition des 

\Îg (t,e,11.i Plo) (voir déf. 2, b) on voit que : 

r 1 2) ê. g ( z I e , 1') == TT 3 ( 'i, e, "'-; t) V-t 
~ 

Comme d'autre part les C3c~, e,,,,,_ ). sont les coéffi-

cients de Fourrier de la fonction doublement périodique 

C j (z. 
1 
~ 1 W) , i l est c lai r que si l 'on pose : 

TT~ c~, p{/to·) = Ci ( t, ~, v.r) , cette définition de TT3 
est équivalente à celle qui a été donnée à la définition 3, a) . . 

TT et qu'en outre . 9 et TTg vérifient bien les énoncés des théo-

rèmes 2 et 3. 

Il ne reste plus maintenant qu'à démon~rer le théorème 

4, e~ pour cela, à'étudier les propriétés d'invariance de TTs 
. et TT g 

"'C et 6" étant deux. automorphismes de ~R. définis comme 

dans l'énoncé du théorème 4 (i.e. respectivement primaire et 



non-primaire), et compte tenu de A, III, § 3, théorème 9, d), 

on voit qu'il doit exister deux constantes complexes C, et Ci, . 
et deux constantes entières relatives ~ 

1 
et 12. tel les que : 

(13) C *(i+i) D • . · 
- · 1 t, s O r..(?:) j V~ I V-ë-ê ~(-c J) 

- C~ + ~*'fr'o f..tëJ ; V i, Vz-é'!RJ (ôg) 
. i* ' 

Passant aux fonctions i (réciproques des itérateurs 
• • I 

sectoriels) et faisant ~:: ~ , on tire de (13) et (14): 

(14) 

V-~ 6 ~ 
et 1/w-tel que 

11,.v.r (resp~W ) 

soit asssz grand. 

Compte tenu des 4 relations ai-dessus, et se reportant à 

ia définition de J)!J,l (W) . (i.e . ..n.tj'("') = r~ i'Î("') sijfjl=I) 
on peut déterminer Z 'action des antomo1.?phismes 7:: et <S'" su1? 

les _n,! ; dune façon précise, on .trouve : 

( 13 ter) 

(14 ter) 

A partir de là, et au moyen des relations définissa~t 

Bs ( t; ~,~) à partir des .JL1,j' ( 1ir) , puis ci ( t, R,w) 
à partir de t) (t, ~,w) , et utilisant enfin l'identité des 1T3 
et des C.3 , on aboutit facilement aux relations ~} et ~ 1) 

du théorème 4. 
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Comme d'autre part Zes TTs sont Zes coefficients de 

Fourrier des 113 {par rapp~rt aux deux dernières variabZes k et 

'VJ" } Zes reZations l~) et" (f'} du même théorème 4 résuZtent 

aussitôt de ~) et ~ 1
) • 

Enfin, se reportant aux d~finitions des TT$ et ïis 
(déf. 3, b-cr on trouve successivement: 

• • 
( f, e , 1\\. ) = TT-z: J c i I e , ~ ) TT -r 1 ( i " - e 1 - 1'. ) 

TT
• · 2.ni(~~ftW.~) 11. e ) -2.11l(~1f,_W/f..} 

::: J (2.1 e,11.) e 9 c~--,-1t e. 11. 

·::: tt8 p:, e, 'lt J 

ff cJ ( Î. I e I "') - ii t:J ( E1 €,-i.) (tt~J ( t_, - e 1 'k» 
== TT1 (z./ e"~) (tt~ cr." -e,~)). 

:=. n, (r1e,'h) 

ft.s c~,e,"'-) - fr~~ (z~ e,,,.) (fr .. &(..:,-e,1-.;) 
its ("re,,.,_J (frs et, e, -...V -- .... 
TT* ( ~" e / ~) 

Ceci prouve Z 'exactitude des relations (§ [ i(i '} 1 (!) et {.J') 
du théorème 4 et achève Za ddmonstration des résuZtats de ce pa-

ragraphe. 



§ 2 : LES INVARIANTS PURS DE %f.: (SUITE) ; 

SYSTEMES COMPLETS ET SYSTEMES LIBRES. 

On désigne toujours par C 1.){l les groupe des 

mes primaires de ~~ , e'est-à-dire le sous-groupe 

formé des "'C' de la forme c~ ) avec R. t: 'l{Î et '1 
itll. s • t 

automorphis­

de Aut ~ 
défini par: 

. On dira aussi que le change-

ment de variable: è ➔ ~ (1::) transmute la transformation 

~ --) ~ (ë-) en la transformation : 

Nous allons, dans le théorème qui suit, donner des systèmes 

complets et libres d'invariants et de cxl-invariants de ~{ 

C'est là un des principaux résultats de la présente théorie. -Cela 

apporte, notamment, une réponse définitive à l'important problème 

suivant (dont nous croyons qu'il est resté ouvert jusqu'à ce jour) : 

étant donné deux fonctions g et i , holomorphes en 0 et 

telles que * (ô) = '(o) = 0 i al(o)::; ~l(o); i, quand existe-t-il 

une ~ , holomorphe en 0 , et telle que : 

{ ( o) ~ ô . ~
1
Co) =f: i • ~o~ ~ot 7 

/ J - • 
On verra que ce n'est "presque jamais" le cas ; plus pré-

aisément, que c'est le cas si et seulement si un certain ensemble 

dénombrable de scalaires attachés canoniquement à * co-încide 

exactement avec l'ensemble homologue de scalaires attachés à} 

D'une façon précise, et avec les notations du paragraphe 

précédent, on peut énoncer: 

Théorème 5: 

a) le système et le système 

sont 



ohacun des systèmes complets et libres de CJJ{i -invariants 

de ~i , à condition de regarder la fonction TTi ( Cz..,, ~,w) 
(qui est bipériodique: en ~, et en W J comme définie à 

deux translations près : sur i , et sur ,f,(j • 

b) Pour t::::: +1 et f::::. - i , Ze système 

l valit s ; résit 

et le système 

lvaZit i ; 01te( résit E) ;111,,. (ré;it ~)/ ;ff i(r,1,1'); e1:~~l; .. Ü} 
e_st, respectiveme_nt, un système de Xi -invariants sea.laires 

de ~l , ou d'invariants scalaires de ~~ . 

c) Pour 'i -:::: +1 e.t· t=-i, le système 

{vaut ~ ; résit i ; TTi ci,e., "'I 9) = ~ ti/,f'ITTg(~9e,r) 
L-:vee té L'/f7L i '11. a,~ ~2' } 

est un système complet (mais non libre) de cxfinvariants 

de ~l . 

d) Etant donné deux Uéments i et ô de ~Î , une eondition 

nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction .J{_ , 

holomorphe au voisinage de l'origine et telle que : 

t t o) = o i t' c o) i o j R o g = . 6 o ~ 
est qu'il existe deux constantes {\1 f: 2' et W 1 6 (L . tel les que 

soit vérifiée l'une des 4 conditions équivalentes suivantes : 

pour on a: 

vaZit g., valii i ; résit g., résit» ;~(t,~wJ-1(di,t~1w,tw)= 

l CtJe~ 
l(3J même condition que ci-dessus pour ~ = -1 



(~} pour• ~ = + i 
valit g; valit ~ ; résit J :::. résit d . • · 2ïtt(&f tw;"1-) 

; lTS(~~~::~(~(it)e r-

7 v-e. t ~Ir 7/,; v~BL 
G) même condition que ci-dessus pour i = -1 

e) Une condition nécessaire et suffisante pour que deux élé­

ments g et l de ~i soient conjugués (var rapport à un auto­

morphisme de 'l} est que soit vérifiée soit l'une des 4 condi­

tions équivalentes du point d), soit l'une des 4 conditions ci-

dessous (pour un certain entier ~'L et un certain complexe 'Uri. J : 

~') pour r . + i 
valit ~ == valit i( 

(j') même condition 

a') pour <i = +i 
valit i -:: valit ~ 

on a: 

; résit 8 =tésit ô); TTs(~R,wJ-Trôf t~R,~-w) 
1 = Ch 

que ci-dessus pour î =-1 

on a: 

~
1 
)même condition que ci-dessus pour 'i == - l . 

Remarque: En se reportant à Za définition 1, (B, chap I, § 1j 

on voit que la liberté des systèmes du théorème 5.a ne préjuge en 

rien de la liberté des systèmes du théorème 5. b,et ceci bien que 

les premiers puissent être exactement reconstitués à partir des se­

conds. En fait, la question intéressante et délicate de la complé-

.tude et de la liberté des systèmes du théorème 5. b ne sera pas 

abordée ici. 



Démonstration du théorème 5: ---------------------------
On peut aisément ramener la démonstration du théorème 5 

tout entier à la démonstration de la nécessité et suffisance de la 

condition ~) du point d," et de la condition << ( o<.) ou (_cx.1) )) 

du pointe. Or la nécessité de chacune de ces conditions résulte 

aussitôt du théorème 4 (A, II, § 1). 

Il ne reste donc plus qu'à établir leur suffisance, et, 

pour simplifier, nous ne l'établirons que dans le cas de la con­

dition Lex) du point d (le ca·s de la condition << ~) ou (._rx...1
) ")") 

du p·oint e se traitant d'une manière analogue). 

Il s'agit donc de prouver C c(;i ) , avec : 

rf .. ) <<i·et iéig_; valiti;;valitd ; résitf:=.résit(J; il existe 

~·. ~i et W~ •· tels que TT3 (l, ~,w) - 1îf (\,~,+fr., W'd "-'):: C-J..~ '>) 

9~<. il existe R dans l}(~ tel le que R O 1 .::: ô O R. >) 

Commençons par montrer qu'il suffit en fait de prouver un 

théorème ptus simpZe, soit (!?2) avec : 

(.(.~et 3t~t; vaiitg,,, vaiit~=t'- ; résitg= résit'l,-=/ 

QJ ( a) = ~ ( ô 1 v à I ( id~n ti_t é des rayons fondamentaux de 

ÎÎg(t, ~,w};;Tii(t,lt,w-),) g et ~ ) 

=--y~<. il existe {. dans fJl~ telle que ~ o ~ =-do g );> 

Soient en effet g et } vérifiant tes hypothèses de~}. 

Puisque va lit g = va lit d" et résit g = ~ésit} , en passant 

aux images l et [ de ! et 3 dans ~ :fÇet en a:;3:_tiquant ie 

théorème 1 (B, I, § 1) on voit qu 'it existe f,,_ dans 1}G tel que : 

l " (ttl) 0 i O f 
/V 

{ appartient en fait 



l"-J' ~ 

à I}{ [ r,;..;:: /)\.} mais pas nécessairement à · iJ{ { J:i.,,.. = 1 ~ 
(Voir théorème 6 ci-après) si bien que Î n'est pas nécessairement 

l'image d'un élément f 
,Y 

t ( ~) le polynôme de 

de l}{l . Toutefois, si on désigne par 

degré ~+t) qui est égal à la série for­

près, f_ est évidemment l'image d'un ~é­me l le t eè-) à & ( 1:~;-z.) 

ment t de f}(i. , et si l'on pose 

on vérifie aisément que l'on a: 

(i) 

(ii) 

(iii) 

taux 

(iiii) 

t tE ~l 2i,.+1) 
~ ( it - ~ ( ~) = c,. ( t' 

0f(î) .:= 01· ( ~) {voir la définition des rayons fondamen-

8j (j? (en A, I~I, § J, déf. 6.a;J. 
r1 ( è) _ ,Î i (<t\ :a Ü ( "') quand è- ➔ o sur ui ( !) n 11s (j;} t-P 

Mais d'après le théorème 4 ( B, JI., § 1) il existe deux 

constantes W-0 et ~o ,telles que : 

( 15) TT~ ( \1 Pt, w-) - TTi ( l 1 ~o+{\1 W 0 tw) = C~-e. 
ce qui implique, en tenant çompte des hypothèses de (_t;t) : 
( 16) TTi (1 1 ~. +-t + ~ w-, tw; tw-/=G'.i.e 

Or, en vertu de (iiii), et compte 

TT/ et TT i · sont définis à partir des 

la relation (16) n'est possible que pour 

w--, "t 1.Jj d ; 0 

0::1:a = 0 

Comme enfin la conjugabilité de deux éléments de ~( 

est une relation transitive, on est bien ramené à prouver (t'~)• 



Soient dona maintenant deux éUments î et _ ':J- de ~{ 

vérifiant Zes hypothèses de_ ~ 2.) 

Puisque les !~ rayons fondamentaux de g et 'r cof.ncident 

(i.e. 8i(~}::: 9à(~) :::9j }:, pour tout z. fixé >O el--<îî/2.ft-:, 

on peut trouver A. ( i) > O tel que 

½ = v ( ej-1 ,. f , e~+, -<i.j kct;) c 'UllV n tt~('d) 

~,it' = \J ( e~+t, e0~,-t; k(r.V, c'UJ(~J fi½+,(i) ouJCôlnu~+,t~) 
Par suite:, pour- i = {

1
2,.1 , •• 2.~ Zes relations 

dCill i* ~i -
r 11) i = ~ _ o ·S . 
défi ni s sent une f one ti on f ~» ho lomo>'P he sur ½ (au besoin on-

réduit le paramètre /..("i} intervenant dans Za définition de YiJ ·). 
i* . 

Or, sur và : fC•l = J (l + f 1c•i) 

~("t) = {*icl + fi(1:)J 
toujours sur V• : 

«ill ~ «1·u - · · r . s (il = 6 0 t c•, == ~* i < i + r~(•) J 
Or, sur • V~ ,i +i , _ on p~ut écrire : · 

~Ull ~* ~~i lt'* .. JH ~·J ~1i i+Pt.Ç ~f tl 
( ë} = i o ô l~) = ~ o ~ o i o O o c1 o 3 Ct) 

Donc, 

(1.8) 

(19) 

Soit encore : 



-- identité J . 
Portant ce dernier résultat dans (19 bis) on trouve: 

(20) sur 

Ceci étant vrai pour tout ~· , on voit qu'il existe une 

fonction l t-:> l le que 

(i) f est défini~ holomorphe sur 

. (ii) 

Comme V est un voisinage de O , privé de O , P.. 

se prolonge par continuité en une fonction holomorphe en O , 
et telle que: 

~(o] = 0 j t'{o) 'f O i t S = 't) • ~ 
oe qui achève de démontrer lf1 ), et du même ooup le théorème 5. 

Théorème 6: D'après ce qui précède, pour deux éléments 

g et ~ de ~Î , les hypothèses 

{ valit ~ = va lit ~ ; rési·t g := réait Ô} 
n'assurent aucunement l'existence d'un~- de']{{ conjuguant J 
et ~; toutefois, d'après le théorème 1, (B, I, § 2), elles 

(J T de n1 assurent l'existence de séries formelles R -~ telles que: 
t-

= [ 0 t· et l'on peut énoncer: 



Les 

~ 

t solution; de (21) dépendent d'un unique paramètre 
~ 

complexe et appartiennent 

(Voir A, II). 

en fait toutes· ~ I}(_ {Ç. :: 'ri, J 

Démonstration succincte : ----------------------- ;v r et . ! sont éléments de,,.~ {t._,._:;; 1} et par suite, 

d '<;!;rès (A, II, § 3),_Théorème 3, (JJ et (J}Jf-sont de classe 

~ { C., = 'n.-1 , ainsi que les séries formel les : 

~)'\-.) - f ½ ~ eh li)\</ -f ¾ t . { f,_;. Il~~ J ~ 11.~ 'ô) . 
Les solutions de (21) sont les {R*),de classe t{?'Ls., 

caractérisés par (22) : 

(22) -- ...ù.. + (J}* 
ce qui conduit facilement d l'énoncé ai-dessus. 



§ 3: AUTRES APPLICATIONS DES INVARIANTS PURS DE 

CRITERES DE PLEINE ITERABILITE. 

Définition 4: 

\f i = ± 1 
1 

'f l 6 tZ./ti, â' 1 \J ~ t:.. â'. on pose 

Àt c·i,, e,~) :::: { 0 si Tii (f,e,"Vi-) = 0 

. .i si *s (t,,€,-¾) ·::10 

La relat·ion (}) du théorème 4 montre que les ~f sont des 

c'J{-invariants (à la différence des îT9 ) . 
Cela étant 3 nous allons donner trois énoncés montrant 

comment on peut utiliser la théorie des invariants holomorphes à 

la résolution de divers problèmes sur ~i . Les démonstrations 

faisant appel à des modes de raisonnements déjà employés 3 nous 

nous bornerons à quelques indications 3 en fin de paragraphe. 

Théorème 7: (Critères de pleine itérabilité au moyen des 

in~ariants holomorphes). 

Pour qu'un élément t de ~t soit p_leinement itérable 

(Voir A3 III 3 § 13 déf. 1;d) il faut et il suffit que soit véri-

fiée l'une _des quatre conditions équivalentes suivantes . . 

~I n, (1 , l\, w) - 0.) vft• v,w' - I 

~I n, (-1, ~, w) - 0) \f ~ \fw-- I 

aJ Llg (i.,e,~} - 0 V-t é ~Ir-~ 4t:. v~éz: . -- ) 

~} A â (-1, f, ~ ) - 0 Ve é "J: /r-°d: t..t' V14. 6'lt.. - I 



Théor~me 8: _(Crit~res d'itérabilité fractionnaire au 

moyen des invariants) 

Si un élément 

le groupe W3 des 

(voir en A., III.,§ 

n'est pas pleinement itérdble., alors 

ordres d'itérations admissibles de j 
4 la définition exacte de WJ ) est réel et 

discret; ~lus précisément., il est de la forme w, := ~:' ~ 
où ~o est l'entier naturel. caractérisé par chacune des condi­

tions suivantes., équivalentes:• 

~J JJ..0 -:. ~:i est.la plus petite période (enw-) commune à 

tous les TTf ( î._, ~, w') pour î = -H et pour R_ = l, 2.
1 

... r-· . 

{P) même énoncé avea î :::: - i. 

('6} Pour ~::: +l ., on a : Lli ( î, e, "'-l = o >./,,,_'f ~'>Md.~r-ve t a'/r-?L 
Œ) même énona.é pour ~ =-1 

Théor~me 9: (crit~re de conjugabilité par rapport à une 

transformation de valuation itérativg moindre). 

Etant donné un élément .P de (fA ., il existe un élément · o 'ôt. 
'{ de ~t, tel que vaUt i ,= I'-' <J = va Ut ~ et une fonction f..., 

holomorphe en Ô et tel le que 

R(o} = 0 i ~o g = 'à o R. 
si et seulement si f' divise~. et si est vérifiée l'une des 

quatre conditions équivalentes suivantes : 

L1 V-w-1 TT 9 ( f,, ~ 1 w) est périodique en ~ de période 1/., 
pour f:: 1 . 

même énoncé pour i::::::: - i. 

pour 

· ~) même énoncé avec i := -i. 



Indications sur la démonstration des trois théorèmes 

précédents: 

Les théorèmes? et 8 se démontrent à partir de la remarque 

suivante, facile à prouver : le groupe Wf des ordres d'itération 

admissibles de ~ (~ t~t) est identique au groupe des périodes 

(enw) de TTr(t; f\,w) , et ceci tant pour t ::::+i que pour ~==-i 

Quant au théorème 9, il repose sur la remarque suivante: 

si on pos:e · 

la relaiion 

r-11 
. iLë) :::: ë 

--
associe sans ambiguité à tout él~ment d' de ~l de valuation itéra­

tive -fi! un élément unique ~ de ~1. de valuation itérative f ~ f-'ft!' 
et les logarithmes itératifs de "if et d sont encore liés par_ la 

relation habituelle (valable en principe pour des { de l){R.,} 
à savoir: 

--
On passe au cas général du théorème 9 en composant le 

changement de variable : i.-, t(-t} ;:;-~~,, avec un changement de 

variable du type : ë- -, -R. ( ~) ' avea ~ ~ Xa 



CHAPITRE I I I 

LES INVARIANTS PURS DE ~l COMME FONCTIONS ENTIERES 

D'UNE INFINITE DE VARIABLES COMPLEXES. 

§ 1 : GENERALITES 

Ce chapitre est, avec le précédent, le plus important du 

présent travail. On y étudie les invariants purs de~~ comme fonc­

tions de divers systèmes de paramètres définissant les éléments f 
de ~Î . Commençons par préciser ce que nous entendons par "dépen­

dance analytique d'un élément g;:: jA de ~R,. par rapport aux para­

mè:t;res A '' 

Définition 1 : 

a) On dit qu 'unw suite K ... d'éléments de ~Il eon;:;ge vers un 

élément g de Ôi s'il existe deux voisinages V et 1F de 0 
~ - oo±\ 

dans \Il tels que 1T1 C 1T, que chaque t soit définie holomorphe 
J7otl ""- otl 1 

sur '1J-" et que -0~ converge uniformément vers g sur 'ÎT . 

b) Soit jl\. un élément de ~lt dépendant analytiquement de 11. 

paramè.tres aomplexes: A~ {A., ... 
1
Ati.~ . On dit que .gf,. est 

analytique en J\. sur le domaine Jj de (LJ\. si pour tout compact 



K de J) , il existe un voisinage '1.r de Ô dans C tel que 
oil 

l'application (':l:.1A.) ➔ g (=è) soit définie et holomorphe sur 
( 1 r o ) /\ 1\.-t-l 

le doma.ine ~ 'f._ ~ de (C. 

c) . On dit qu'un élément ~/\ de ~R ., dépendant d'une sui te infi­

nie de paramètres complexes : Â -::: { k, ki.J ... ') J..~; ... J 
est analytique en A si pour toute sous-suite finie A' de A 
( comportant ')L. termes)., FA est analytique en N (sur(~ tout 

entier). 

Théorème 1 : 

a) Si ~J\ est un élément de ~l dépendant analytiquement de h.. 

paramètres complexes A;:: t~•; • .. ; ~Jl.} variant dans un domaine 

<J) de (n.. et si en outre valit ~l\. reste constant quand Î\. 

parcourt (/J., alors chacun des c~i -invariants scalaires 
•• • •• 
TTg,.Jz,e,""-) et chacun des invariants scalaires ITgf\ (t.,('YI.) est une 

fonction holomorphe de h sur le domaine /lJ . 
b) Sous les hypothèses du point a., les fonctions Tfgh (r., fJt./~r) 
sont définies et holomorphes en 0!1 h) sur un domaine du type 

{(_w1 A) j ~é; ~ 1 \.~w{> ~(/\) } où ~(t\) 
est ;p-o ., ,(_c,,D et peut-~tre choisi conti~u en /\ • 

c) Soit 8/fr\. une -suite d'éléments de 4âi qui convergent 

(dans ~l )••vers S . Si •• ~n outre_ valit f'rrl.. -;:: este ::: va lit J ., 
a.:ors les TTtJt, e/n,,)__~t TîsJ'i., t,M.) tendent respectivement vers 

TTg(t,~,I}'\.,) et TTs(t,l,I')'.) quand 1'Vl.-? ç,O • 

d) Sous les hypothèses du point_ c., les fonctions n,w.( -t
1 

e'\, w-) 
convergent uniformément Ve:r>s les fonctions TTi (.t, i<_, w J 
sur deux demi-plans l 'Jtrt. u.r J > "{j ., pour> un certain '2J, ~ 0 

et < c:,t:> • 



Corollaire du théorème 1 : 

Soit 1 un élément de ~R, de valuation itérative égale 

I ~ ~ -1-1 
à ~ et donc de la forme : ô(~) ~ è + ~ D..r,,. ~ •• ( d.~:;#o) 

Alors, pour tout choix de(z.,e,1\.) les ix-9,._-invariants TT& (r.,, e,,,,_) 
••• 

et les invariants ITg ("-1 e,M) sont des fonctions holomorphes des 

variables ( ll:r-J llf+LJ ô..~t1., ...• ) sur l,· domaine C*x (C ~ C X ••• 

(avec C*-=-C .1-{ o)). En particulier, pour une valeur fixée et 

nan-nulle de a,,., les TT&(t,e,~) et les ÎÏg(t, ~,~) sont des 

fonctions entières de l'infinité de variables complexes 

( a.~._ 1 Ô..~+'l.1 "' • ) 

Démonstration succincte du théorème 1. -------------------------------------
Plaçons-nous sous les hypothèses des points a et b; en 

se reportant au théorème 10, b (A, III, § 3) et à la démonstration 

du théorème 3 (A, III, § 2) 

l'itérateur ~:i de gA . 

r1· 'Jf c~1 ( !?; } -· -(\ 

on voit que sur La feuille 11.~ ( ~/\) 
s'obtient comme somme d'une série : 

~,t 1 

~:{~"° dct. 
o'n. 

+ 0 ~ ( t:) (J.) 
1-\.:: 0 

où l'on a posé : 
~ 

f (1\): rtsH lt) ; ~/\/ = f (l\) ¾ 'I, 

~ c~, = f (l\) ½ r; + :>:=. c.,__ (J\) ":tM. 
~ -~ ''YI, ~4r,-

Jt; t\ t t) = t o g (t) ~ l ë) - i - (f c ~) 
Mais l'analycité en/\ de ~A implique (comme on le vérifie 

à partir de la définition 1) l'analycité en A des coefficients~~(~) 

de Taytor de t,, et donc aussi ce/~~: f (t.) e~eize des coefficients 

ch\, (J\) de l ~:térateur (formel) \.,~I\)) de Œl\) (car c~ est un 

polynôme en a_ r" I ~~-H I n_~-l>t. J •• • J <l.,_{'-t~) . 



Cela étant, pour tout Aôde J), on peut trouver ùn voisinage 

ouvert OÔ1 
de A.0 dans él) assez petit pour que le premier coeffi-

cient non nul 

l'on ait: 

, soit Clt'-(l\), varie assez peu sur cl)' et que 

'U.J ( ~/1) =f. ç6 (et UJ(o'\Î ouvert) 

Mais de (1), (2) et de l'holomorphie en A de f (A)et 

des C"' (l\) , on tire que sur la feuil le non-vide 1.!J ( cl)') 
~:À l'i térateur Ô.,\ est somme d'une série normalement conver-

gente, dont chaque terme est holomorphe. Donc, 

morphe en (i 1 /\.) sur la
11

feuille
11 Ü~ ( ,J)') 

est halo­

. On déduit 

aisément de là, de proche en proche, tous les résultats souhaités 

concernant l'analycité (en A) des 1L\,i' ( 1<r) 1 De,_ (z:, R,~) 
et des scalaires 

•• • •• 
I n~,Jî., e,ty,._) ) TTiA (î..,-el "11.) ; ce qui établit 

les points a et b du théorème 1 (ainsi que son corollaire). 

Quant a~x points cet d, leur démo~stration eèt analogue 

femplacer ~ et Jth par des termes~ et ft-w.. appropriés, et 

montrer l'existence d'une série '$ -;;-, L l ,/t O ~o'Vl.l maJ orant 

unifoi>mi!ment les séries 'S.._= ".2: \ J/;,,._ • ~..,_)')'l! ) , 



l S 3 

§ 2 : CALCUL EFFECTIF DES INVARIANTS PURS DE 
li... 

•• 
On a vu au théorème 7 (B, II§ 3) que Zes ~xi-invariants 

TTÎ ( î., e/ ,..._) et Zes invariants rr·s ( ~, e, 'VL) sont identiquement 

nuls ( 'irfi, Q.1 lh.) si ~ est un élément pleinement itérabZe de ~A. 

(i.e i 6 I ~i ·}. IZ !.st donc na_:~re Z de chercher à étudier Zà 

dépendance en î des ITs et des Tîs au voisinage de leurs "zéros", 

g pZe~nement itérabZes. Cette méthode est d'autant c'est-à-dire des 

plus intéressante qu'il existe - en un sens qu~ précise Ze lemme 1 

ai-dessous - des éléments pleinement itérabZes 3 de ~Î "voisins" 

de tout élément donné ~ de ~l (Î non nécessairement pleinement 

itérabie). Commençons par donner Za: 

Définition 2 : Soit g et '} deux 

~ est une approximante de j si 

éléments de WP... On dit 

que 

{ ;; 
Remarques : La relation " % est un~ approximante de g" est 

bien sûr une relation d'équivalence .sur ~l . La suite montrera 

qu'elle est ~oins artificielle qu'il ne paratt à première vue. 

une .,..., Remarquons simplement pour i 'instant que Za relation 11 0-est 

approximante de g " équivaut à u (V"'c.,) - ~-';-C'") ::. 

ou,. ce qui revient au mime, à: 

UC't) Il 

. 
• - a -VJ ce-J =-ô'c ?:) Sut' 11 pour un â 

• 
donné (et donc pour tout autre â : voir à ce sujet A, III, § 3). 

En d'autres termes, i est approximante de § si et seulement si 

les itérateurs (formels et sectoriels) de f et t cotncident à 

0-(e) · près, ce qui entratne en particulier que : résit d ~ résit J . 



Lemme 1 : Soit _g I\ un é Z.émen t de ~l dépendant analytiquement 

delT.paramètres aompZ.exes /\ ::: 

de (C"-et supposons que 

{ ~., ... / ~/1. } sur un domaineJ) 

{ +.(~):: Valit (q - Cs~~ =~ 
p (1\) = vaZ.it (tJ ::::: Csre =t 

Al.ors i z. est possible de trouver des éléments d /\ et ~ de~l 
te Z.s que: 

~} ~/\ dépend analytiquement de J\ sur ;[) • 

~) t est aonjugué de f~ par rapport à un élément ~A de 
. A Q .,~ 

(1,, · e. 't'tA o ~A : fA o ~I\ } qui dépend analytiquement de 

sur l}(l . 
lô) pour tout Â de ~ , ~/\. est une approximante d 'u~ 

élément (fixe) } de ~Î que Z. 'on peut ahoisir pleinement ité-

rabZ.e. 

On 

lo') 

avea 

n9te enfin que Co') peut être remp Z.aaée par l1') : 
pour tout /\ de .J) , on a : 

~)\ 
- ~oi -

,'\ 

{i) i est un élément fixe _{et, si on le veut, pleinement 

itérabZ.e) de ~l de Z.a forme : 

. . l'-➔ L / ~+I . ) 2~+l {· ttvt-1) 
} ( ~\ ::: ë + ë -t "--T -/ ~ + er ?: I 

(ii)\ est un élément de,\l, de valuation itérative 

)2.r- et dépendant_ analytiquement de A sur o2J . 

Indiaations sur la démonstration du Z.emme 1 : 

On peut trouver un élément e:r de ~Î' pleinement itérabZ.e 

et tel que : vaZ.it ~-=~ et résit ~ = J· IZ. suffit par exemple de 

prendre pour> ~ l'élément de ~l dont le logar>ithme itér>atif gtobal 



\ SS 

est 
I ~ 

t\.\JC.C. f = f - 2.. 

Pour tout i ainsi choisi., d'après le théorème 1 de B., I., § 2 

iff/\):xiste un élément (fL\ ~e ijé tel que f soit conjuguée de 

\j par rapport à {J.) /\ ., c'est-à-dire : 

i ~ ~(\W 
(Aitention à la position relative des tilde~ et 

D'après le théorème (B., II., § 2) le· (l)/\. défini 

- 0 
/'v 

parenthèses 1) 
par: 

satisfait bien à (3) et appartient à 1}( { 1\1\.. J ., mais pas néces-

sairement à ~{il., et donc n'est pas nécessairement l'image d'un 
n J ~ ~ 

élément f../\ de '}:{.Î. par l'homomorphisme : ~ ➔ g_ de T}('l dans IJ{ 
Toutefois., en remplaçant. le {J.)f\ défini par (3 ') par le polynôme 

RA de· degré (r-+.2) et égal à .Za série formelle ~)/\ à ~(-è~H) près., 

et en définissant iA par: 

l{t.)°(-l) 
(4) -- 0 0 

on obtient un élément 1h de ~Î dont on vérifie qu'il satisfait aux 

conditions ~1 1 ~) et Qs') du lemme 1. Quant à l'équivalence de 

lLo<l,\.@l , (j-')~ et de ~(~) 1 (j) 1 cy'j} ., elle est de vérification 

immédiate. 

Mais les {I\ et ~I\ du lemme 1., étant conjugués par rapport 

aux R~ de ~{~ ., possèdent les m~mes systèmes de c'J{i -invariants et., 

a fortiori., d'invariants. En fin de compte., le lemme 1 nous apprend 



Corollaire du lemme 1 : 

Pour étudier les ~ x(invariants purs de ~Q.. et les inva­

riants purs de ~l comme fonctions holomorphes d'un système 

de variables complexes paramétrant les éléments g/\ de iR., il 

suffit de se limiter à l'étude du cas oû î-~ est de la forme : 

(5) -- 0 

avec 

( 5,) 

C : élément fixe de ~a_ 

J~: élément variable de~(, analytique en /\. 

½ vaut t > vaut i "" l'-
De plus, il est même possible de se limiter au cas où le 

K de (5) est pleinement itérable. 

On note que dans l'lnoncé ci-dessus, à cause de la dernière 

des conditions (5'), pour tout A, 8 est une approximante de ~h. 

Ceci nous conduit à étudier les liens existant entre les invariants 

d'un élément g de ~l. · et les invariants de l'une de ses approxi­

mantes, soit i . Etant donné d'autre part que tous les invariants 

à partir des fonctions auxiliaires de Î s'obtiennent simplement 

ni . ~*i f iti --l C..\ •1 ;=. D 
~I~ 

introduites en· II, § 1 (dans la démonstra-

1) e 
tion des théor~mes 1, 2, 3 et 4) il suffit de comparerJ~~~~ et 

; c'est l'objet du théorèmè suivant: 

Théorème 2 : Soit l un élément de ~e,_ et } une approxi­

mante de ? ; soie~t ~ et i' deux entiers relatifs tels ·que 

l~ -i1 { -= i et soient .Q.t~, ( AJJ-) et J~,{' (w-) les fonctions 

auxiliaires, pseudo-invariantes, périodiques en W--, de période 

1, attachées par les relations : 

(6) -- e.1:--



~ Jl... 1, ~, , et aux i térateurs de f 
suivantes, valables dès que 

est assez grand: 

(?) 
e . 01\ f~ 

- Ht)Ït, { f o g o y(w) -'VI.} 
f) î e { ~ ~ orr.. {'.1t 

....J L.~;~, c,w) _ W(I.. &¼• 2· "~ o 4 ('l!J -1\'\.) l 
~~ ~') 00 ~ 0 J 

(8) 

r\ g Q · { -i~ <>(11,t'nt) f--- ~ 
-\l-~,i'(.w) ~ '-1-1 °" 09 0 ·q..(w---n1.)-'rt, 

'l'l\ e.t /}'l'l.➔ l--l} ~CO .a d a _ 
(9) 

-Œl,i' ( wî - ~,id"') ::: el/M . s ( t~ o,"'~ )0 J'i1-q_(w-t-11.) l 
~➔(::l)k16 o I ô ) 

(-n.t, D J2}i) (W) = W" + ~'? (1,J-) 

( 10) 

( 11) 

('\ !,.} ne •if~ • ) où .. u ... ~ dépend pas de ~ \...:=: ~ ±.l et est donné. par 

-fl.!t(w-J ~ evW-. ( ( tJ_ ql\j)lq (w--+1'.)l 
_ iv. ..=, <.=l )doo l Ô () () 'J 

Ces relations sont valables notamment dans le cas où l'on 

choisit pour ~ une approximante % pleinement itérable (ce qui 

est toujours possible) et alors (10) et (11) se simplifient et 

s'écrivent toutes deux: 

( 12) __n_iH { '1,}' l -"' 

avee _Q_\i ~. ( ,w) -
Démonstration succincte du théo~ème 2: 

D'après la définition 2 ci-dessus les itérateurs sectoriels 

9 " "c~~> 11n ~) n tin ) de '6 et ~ co1incident, sur les domaines non-vides LX.! (d \ l lJ.i (~ 
à un terme (J (1::) près. -



(i) $1\ (et done aussi t) est analytique en .A:;:(J-
11 

... ,~ .. 1 
sur un domaine ;/) de (CIL qu'on peut· supposer 

con tenir [ 01 •• '/ ô} 

et "les fonctions l~~) 
pseudo-invariantes, périodiques de période 1 enW-, attachées 

à Î,._ et ~ respectiv_ement, _et soient 

convergente (par> rappor>t à ./\ } de 

"les développements en série 
n ~/\ 

--1 L i ,~, au point 

{or••; 01s : 

/t6) (-()_\à' 
ou, si g est choisie pleinement itérab"le : 

-D!.A ~ 
A 

( 16 bis) ( tw-) ::=. ,u)" + Ji JLJ (A, w) d,~' tAl ~! 
avec "les conventions habituelles r>e"latives aux mu"lti-incices, 

c'est-à-dir>e : 

A~ r lN~ 
è),_l1••••1 o.A.1 E6 t 

l A\ - 'Z. l o.~ l -
/\A - l~' ... ~:h. 

Moyennant ces notations, Ze-s coefficients Jl.~ ( A,w) interve­

nant dans le d~veloppement de Jrf,
1
, ('"') en série de fi. [ ou 

eneore, les J2~ (f:l.~ r.i('lc)) , . ee qui revient au même, du fait de 

"l'univalence des s~ J sont explicitement ca"lcu"lab"les au moyen 

des op.éra teurs ZinéaiY!es K I X 
1 

'JJ / ~ 
1 
~ 

1 
b A el- J.:,A. 

définis par .· 



(i) $/\ (et done aussi t.) est analytique en .J\:::(J-., ... ),11.} 

sur un domaine J) de (C 11. qu'on peut supposer 

contenir [ o, .. '/ oJ 

(ii) f va Ut t ( :, { va Ut t) > va lit g := ['-('fi\. t-ll) 

Soient · lt;,t ( w) et ~H' [ ,w-) les fonetions Ü'_.) 
pseudo-invariantes, périodiques de période 1 enW-, attachées 

à f,._ et ~ respectiv_ement, _et soient 

convergente (par rapport à 1\ } de 

les développements en série 
~ ri 'OJ\ . .L 

--1 L i ,~, au po1,,n1.,, 

{0,. .. 1 o) .-

rw (-n.\à' 
ou, si g est choisie pleinement itérable: 

()8A 
( 16 bis) -l L~

1
~ 1 ( w-) ::! ,v;-

avec les conventions habituelles relatives aux multi-incices, 

c'est-à-dire: 

A (' lN Il. 0..1, .. •·1 °'~ ~ 6 :::: l 
J A\ - L. l ~LI -
/\ A - A~' ... ~:~ -

Moyennant ces notations, le-s coefficients nà ( A,w) interve­

nant dans le dtve loppement de ~t
4
, ( "1") en s~rie de 1,. [ ou 

eneore, les Jl~ (/).~ r.j(i)) , ee qui revient au même, du fait de 

l'univalence des i~ ] sont explicitement calculables au moyen 

R 1 'f... 1 'I J / ~ 1 ~ 1 b A el--tlt des opArateurs linéaires 

définis par: 



(poùr · A petit) 

(pour A petit) 

Remarque : Je-A et J:.A sont des opérateurs différentie-7,,s de 

degré \AL 7l et 'Sj (resp X et Y~) s'appliquent d toute <p 
définie sur 'LQ.j ( i) (resp. sur 'UJ ( i) n tfd ±l l 9) ) 
ou sur un sous-ensemble convenable de ce domaine, et telle que 

<î>c~-) .:: U( ~~+') quand -a-~ o 

D'une façon explicite~ on a, pour tout multi-indice Aet 

pour des ~ (resp.'U.1-) appartenant aux domaines convenables: 

n *i ) 1 ~ X - ~~ 
(1?) --!L~ (Pt,~ (ë] ::: tt) c.._ kA~lJ tA1."'~l-A1 B (1:) 

. fH ~ X (" ç ~~ 
::: (::1) .c:_ ~A, ~jAAz· .. J bA, g t1:J 

ou, ce qui revient au même: 

• 

m bis! Jl/A,w) = t::l)~ ~ {~b11~t'a, .. 1itJ1!f}(w) 
:::: tl f' ~ r~: .lA, ~à h11, · .. S'/:iA1 rJ }r 



l Cl 

avec les conventions de sommation suivantes (pour 17 et 17 bis) . 

• 
I 

Bornons-nous à indiquer le principe de la démonstration: 

(17) résul~e de (17 bis), qui elle-m~me peut se déduire de lare­

lation (10) du·théorème 2, jointe aux relations (1B)et(19)qui 

suivent: 

. 
t\1(L (li f~)Aj (18) g:~ = t-A, .. · 11 kA, 

\ At;>\~ At ~At\l 

(Pour}; voisin def o, ... ,oJ) 
. 

f' -·L(~ ( ~~ ) (i ( 19) - + J\ . i h11, .. • sj .hn ~ A -
tA\)l ,A~=\A-\ 1 

(Pour J\ voisin de { 01 .. , 10~) 
Ce sont donc ces rela~ions (18) et (19) qu''~Z s'~git 

d'établir. On peut, grosso modo, procéder comme suit: moyennant 

la définition de 9 , i et ~ , l'équation fonctionnelle de 
dA A 0A -

l 'itérateur _sectoriel Ô~ de g s'écrit sous l'une ou l'autre des 
~ A - -

deux formes équivalentes suivantes : 

(20) --
(21) \ t 



• Portant forme Z. Z.emen t dans ( 20) (re sp ( 21 )) l'expression de 

~: correspondant à /19) (rfsp (18)) et tenant compte de Za défi­

nition des opérateurs différentiels A.A (resp J:A) à partir de JA 
(resp !h) on vérifie que (20) et (21) sont formellement satisfaits 

(identiquement, pour chaque coefficient d'un .À.A. ) . Mais d'autre 

part, dans le second membre de (18) (et de 1·9) le coefficient de J\A 
est une fonction holomorphe {ou sur un ) 

ement tout entier, et ui, de lus, admet. en Ô sur 1J.. un dévelo ---''---"'---..._--"'------'----'"-----__:.--,1-~+-----___.,_._ __ _ 

asymptotique fort. Ce dernier point résulte de la forme de Tj et 

s. : pour tout i , ~ <f et S~ g_> sont des sommes infinies de 

~o A g4 
4n ) "':t ~ avec O convergeant vers Ô :.ur Lli ( g , et, d'autre part, 

dans (18) et (19), chaque ~ et SJ est appliqué à un c:p qui est 

un Ô ( 7:'f't') sur '1J.~ ( ~) , ainsi qu'on le vérifie par recurrence 

(ceci assure la convergence). Moyennant quoi, et compte tenu des 

résul~ats des chapitres précédents qui nous assurent: 

(i) de l'existence et de l'unicité de l'itérateur sectoriel 

(ii) de sa caractérisation par l'équation fonctionnelle et la 

propriété du développement asymptotique fort 

(iii) de son holomorphie par rapport à tout systèmeA de para­

mètres dont jl\ dépend analytiquement. 

nous pouvons affirmer que dans les seconds membres de (18) et (19) 

Ze coefficient de Î\ A. est bien éga Z à : ; ! i~\A. , ~~ { 
c. q. f. d. 

Pour terminer, remarquons que les opérateurs différentiels 

A-A_ et ~A s'expriment élémentairement en fonction des coefficients 
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t et sft figurant dans les développements de t et 1 en série de 

A_(\ (o 'est-à-dire : t ( t):. ~ + ~ /\ A '6 A l ¾) e\.A J,t'l ~ HLA\t~l) 
À:-A et ~As 'expriment d'une manière spécialement simple dans 

les deux cas particuliers suivants: 

Premier cas particulier: 

../\ - (' l î._ (un seul paramètre) et 
o~ll t J t...{J 

avec Z, (~l -::: -f" (t} :::: !è + l \ (i-) 
'J.. 61.. 

holomorphe au voisinage de Ô et de la 

l" (î) ;:; g o JI\ (~) 
, · où f est une fonction 

forme : 

1 (ë) = cr ('l:tr,+); 1-,,,, vaiit g . 
A lors, lea.Â::-A se réduisent aux k l'e\ -::: --
Deuxième cas particulier: 

/\ ~ \k,, .. ),. ! et gl\-;: g O ŒJ":;.,, o & .. /" où chaque l 
est un élément de ~l pleinement itérable, possédant par conséquent 

un logarithme itératif global(1
1
)~, qui est une fonction holomorphe 

au voisinage de Ô. 

On pose . ?:: i. Ul (t) 
J -. - ---. . 
tLë 

Alors, pour tout multi-indice entier À: 



(attention à l'ordre) 

On approfondira l'étude de ces deux cas partiauZiers au 

paragraphe suivant et on en tirera en fait Ze moyen de caZcuZer 

~lAl 
- TI et 
~f\)A ôf\ _ 

pour tout muZti-indice A et 

•• 

pour 

• • • 

pZus générai, autrement 

dit, Ze moyen de calculer Zes coefficients entrant dans Zes dévelop­

pements de ft3 et fig en série d'une infinité de variables com­

plexes (déterminant g J. 



§ 3 : CALCUL EFFECTIF DES INVARIANTS PURS DE 

(SUITE ET FIN). 

\GS 

Vu la densité de I ~R_ dans ~t ( au sens de la convergence 

simple des coefficients), il est légitime de chercher à étudier 

les· invariants.au voisinage de leuPs zéros, autrement dit, d'étu-

dier les n Hl\ ÎÎi> 
...l L. i,i' ' <lf\ J 

pour des ~/\ de la forme 

g(\ = g. 0 !/\ 
( 22) 

•• 

' TTg~ ) 
etc •.. 

• 
) { valit ~ > valit f . 

îl\ana lytique en /\. • 

pour des A petits et un S pleinement itérable. 

Le cas plus particulier et important où resit f (et par 

suite résit jh aussi) est nul mérite aussi de retenir l'attention, 

car alors, par un changement de variable holomorphe convenable, on 

peut toujours se ramener au cas d'unè f 
t f ( t) = ~ ( 1 - \1-~~ r ~ 

de la forme: 

f li} =-
~ 

En bref, dans la suite, nous envisagerons les deux sys-

tèmes d'hypothèses suivants: 

ÎA =- J o t ; va lit g::: ~ # 1 ; lest pleinement 

itérable et son logarithme itératif global est noté 
. o (...;l} . 
{ est noté t ; i ~t .fJ' sont analytiques 

/\ · h f\ Ô(\ .2.ti-tl) 
en A et de la forme : ~ + & ( =2-- / 

Pésit g = O=-Pésit 8(\ 

{ Mêmes hypothèses qu'en ~• , avec 

ce qui Pevient au même 



Sous Zes hypothèses générales /J{, ou 

les fondions ~,;' ['"') sont toutes :::,w- et par suite les rela-

tians (16) et (16 bis) du théorème 3 ai-avant s'écrivent: 

( 22) 

Mais par suite de la définition de 

de la nullité des résidus itératifs 8 . 
se rattache aux ~/\ 

1 
(A ;1Jt-) ·d'une 

. ~'l I 
manière particulièrement simple, 

à savoir: 

TTgA ( 11 ~, 1'I) Jl!~,f ( w) - w- ==: 

(23) TTR,. (-1, f\w) = Ji;,11\. (-w} - -w--= 

avec ~
1 ~ 1 R+\ ( neJf. 2. ft-l) s{ 

• 
Comme enfin les TTg/\ ( -z./· e, "'-) sont caractérisées à 

partir de TTsl\ ( r.., ~, w-) par : 

• 
(24) TTs,. V·, Pi-, -w) ,. . .. 
et que les n~ et TT9 se déduisent aussitôt des 

· dt,. Oh 
elair que Zes relations (23), jointes à l'expression explicite des 

Jl_~ (A,w) fournie par les relations (17 bis) du théorème 3 

(B, III, § 2) donnent le moyen de calculer effectivement le dévelop­

pement en puissances de A , au voisinage de Ao:::. { o,o,, ... }, des inva­

riants et semi-invariants attachés à 9 
()1\. 

Nous nous bornerons dans Za suite au eas où ~ = + {. 

le eas t = - i étant tout analogue. 

On constate alors que la relation (17 bis) {B, III, § 2) 

, 



fournit 
n il\ 

--l L ~ (A
I 

AJJ) comme somme de termes de l,a forme 

(25) ~ }A, 7J· 1:-A, • • • 7s l-A, f 1, 
Comme chaque ,tAt est un opérateur différentiel de d~gré 

fini, à coefficients qui sont des fonctions holomorphes en O , 
kAt est somme d'opérateurs de l,a forme 

( 26) ~ ( ï-) 9 . . . 
avec G == t ['!.) 11-

T o ... , o-'l- D .. 3 
Comme enfin à :::: l"\ .\-- \'\ + 1\ ••• lorsque j est 

pair et que les opérateurs R~commutent entre eux et avec ?,'opéra­

teur & , on tire de (26) et (25) que pour i pair, .12.!; (A
1
-w-) 

est somme de séries de la forme 

( 27) 

soit encore 

(28) 

Finalement, on peut Anoncer : 

(29) L ~l'P.)02}f»-+11.Jtf.):~j(-ur+-AJ .. [<lf,) "2a*f {1JJ'-f1{ 1 )j 
(+ (>O >'Ylo >1t,>••• >- t>O) 
où les lf11. sont holomorphes au voisinage de Ô . 



Îl.D 
b) Sous les hypothèses <f\t.! 

et par suite ~~e,_ ( f\1-1>r) 
terme : 

, ou ce qui revient au même, le 

lAl · 
.!. ( ~A ~(l,~

1
w)} · s-'exprime 

A!l Q/\) A l\0~{010, ... ~ 11") 
comme somme.finie de fonctions auxiliaires "t'{~t} (w-) 
définies par: 

(30) --
2 :::L'{ h· 

~ TI ~-1\\,f '(fkw-i:o) 
- t>O<"', <.'Vl1..<•" <-vt, <._-tôO 

r .. 4 
où L ur 1 désigne la détermination principale de 

sur le domaine (' ~ l - e,D/ 03 
nels appartenant à f' (N 

et où les h;. sont des ration-· 

Vu i 'importance des fonctions , '±\.!>, 3 ( ,W) pour ta_ théorie 

des invariants holomorphes, disoni-en quelques mots. Tout d'abord, 

bien qu'on. puisse étendre leur définition, par divers procédés de 

prolongation analytique, à des systèmes {~t1 très généraux, nous 

n'aurons besoin ici que du cas élémentaire où chaque (Re ~t est >l 

(en fait: du cas où chaque Ai est rajio~~el et)\ J ce qüi assure 

la convergence uniforme du second membre de (30) dans tout domaine 

l ~ -w- l ~ /.). >0 · 

Chaque 1p, ~ ( 'Ur) est; bien entendu, périodique de pé-

riode 1 en W- et l'on a: 

Toutef9is, en général, pour un 'U.)0 réel non entier, 

{>p,~ ( ,w) tend vers deux Umites, ( {'\li,) et ( (W,) , distinct,es 

et non-réelles, lorsque W ➔ 1J.Ï~ dans le demi-plan supérieur ou in­

férieur. 



est de Za 

forme 

L 2;n t 'Î'l W"" 

(31) - e -p fb•,i (w] t ç J, t 
~)ô (n.~<:.o) ~ 

'o'J bt~ ) 
(et bien SÛT' : Û \ .ht \ --

.. 'I\ 

Lorsqu'on déveZoppe Za théorie des invariants holomorphes, 

i Z s '.~vère que Ze•~• 0111. \_!>;. ~ 
des ns et des ITg . Les 

jouent un rôZe essentieZ pour 'l'étude 

sont d'aiZZeur>s assez comma-

dément expZicitabZes, sous forme d'intégrales, mai~ nous n'insis­

terons pas. 

Pour donner une idée pZus précise des invariants et semi­

invariants, nous aZZons expZiciter Zes caZcuZs dans Zes déux cas 

particuZiers signaZés à Za fin du paragraphe précédent. Bornons­

nous à donner Zes énoncés sans démonstrations. 

Théorèmes 4: 

a) Soient Set '} deux éZéments de i( , pZeinement ,::térables 

et teZs que 1 vaZit ~ > vaZit ~ 
A Zors si on pose, pour tout M. entier : 



où le L. est étendu 

(:t:t) à toutes les 

(:t~) à toutes les suites[iu-;, ••• /lr~s telles que : 1/";:ii D~1f1-u-~ 4 f 

(:t:t) à tous les systèmes d'entiers { ~ h ( , , ,~ "t / ••• J 
tels que •. oo > " ......_ n ......_ > _,..,, "·1 .;' ?. ~ • • • - -

et, enfin, où l'on a posé_: 

b) Dans Ze cas particulier où : t ('!-] ::o '2,~tl j 

( ~ )~) on a, si J.J... est un entier > O 

( 1 ~ - -Yi' 2n. ~ -i -U-

\.~,,_) 0 j(w) ~ f- e ' r- (f)(}+i) .. · (î +u.-1) (:_w-) 
et si . .(..l"=Ô: 

IJt.. 

ce qui permet de donner la forme explicite du coefficient de~ 

dans le développement de Taylor en Ô de ÎÎgo(_~o~ et d'étudier 

sur un cas particulier 

(~ . .{) p o/.. 
\ a savo1.,r : ~ ;;; O O i avec :\ .t_ ...!. 

~. fk (i-) ~ ., [1-~t~)i.l'1~F\u-~J-(1-(~t~)J.lt'jp•1 r !'-
les fonctions entières (eni) ~ . 

) 
1 ra,. \ i , f, ,,._ ) 1 fi 8• \ a , e , "') e. ~ 

Indiquons pour terminer un théorème plus général, qui 

permet, moyennant des changements simples de paramétrage analy-

1/ique des éléments s de ~I(, de développer les fr~ 1 ita e.1:-iTg 
par rapport au paramétrage le plus naturel : celui des coefficients 

(ai) de Taylor de Ç èn O ( g ('t-):: ~ -r L a.,,. î:-~-tl) . 
d ~✓,,r-



1 

Théorème 5 : Soit f (<=1 -:=: 'è ( 1 .... f -è-1'-)-~ 
un élément pleinement ité:able de ~l , et soit 

de ~i tel que la fonction { définie par: 

soit de la forme: 

(p-4-t) 
0 un élément 
~/\ 

• 
Alors on peut expliciter le développement de TTÎ et TTÎ , et 

c}Lt • • fi. /\ 

par suite -~~ssi ce lui des J11..i-in~ariants TT3/\ et des invariants 

scalaires TTgl\ en fon~tion de }\, ={ """' 1 au voisinage ·de (01 01••· t • 

+ ... 



l 1-2.. 

C H A P I T R E I V 

/V ,,.J· 

LES INVARIANTS MIXTES DE ~ ET fJ{ 

/V' 

§ 1 INVARIANTS BINAIRES ET ITERATIVEMENT HOMOGENES DE 

Rappelons que conformément à la définition 1 (cf B, I, § _1) 

un invariànt ( resp K-invariant) mixte d 'un~groupe Gest une applica­

tion ( l 1 ... 1 t) --;> I ( S, 1 ... 1 î..._) de G dans un ensembte E 
telle que pour tout cr appartenant au groupe Aut G des automor-

phismes. de G (resp. au sous-groupe K de Aut G) et pour tout {f ... l 
r'n- . ) 

de l_j on ait : 

I ( 6" g I • .. / 6' g ) ~ ! ( Î ;. • •; î ) . 
1 ~ l ~~ ~ 

Nous nous occuperons ici des groupes ~ et fJ..e et de ,'\J 

deux so::.:-groupes d:~Aut r (isomorphe à Aut 1Jé) , à savoir c:J,(_ 

et Aut ~ lui-mêm:_,.( :){ désig:;e, on· le rappelle, le groupe des au­

tomorphismes de', ou de 1Jl , qui sont de la forme : 
"" o."" 1-J ""')o(-l} ,-.J ,.., ,v f,'-f ) 
g ➔ L i = t . r o R, av_ea i 6 '.l'L . 

Nous nous bornerons en fait dans le présent chapitre à 

étudier les invariants mixtes dû groupe Î se.ul, car les ·résu.ltats 

s'étendent sans difficultés majeures à ~ 
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D'autre part, par abus de langage, nous appellerons, tout ,..._, 

au long de ce chapitre invariants (au lieu de "1(·.:..invariants) 

les fonètions I à valeurs complexes que nous construirons et qui 

séront telles que · · 

I C 6' f) ~ I ( gJ 
I (6' g~) = I ( t) 

sl 

N A./ 

St 0 6 Au.t-~ ~ (.1}{ 
(A stri~tement parler, c'est la fonction 

table invar?ant). 

lif s~ule qui est un vlri~ 

Nous commencerons dans ce paragraphe par l'étude des 

2 -invariants, ou 1--nvariants mixtes binaires, sur le groupe 

Lés démonstratibhs sont toute~ repb~tées en -fin de ~arag~aphe. 

Signalons d'emblée que ·dans la suite chaque fois qu'une 

~érie formelle sera portée à ~ne puissance ~omplexe 
. . . 

, on supposera 

le calcul effectué selon les règles habituelles. Le résultat sera 

une série for~elle précédée d'un facteur scalaire déte~miné ~ 
~2n~~ ~ 

e. près et éventuellement d'un facteur symbolique ~ Q. 

( 
~ ~H )C. 

Î.l(t t +-Âfl+, i- + ..• 

)~ où .bi est une déter-

( ~ et 1'l. entiers). Ainsi, pour ..l!\. ;f: O, 
~ • C !te. ( -_, 

de s1,,gnera b~ è l + .bflt1 ~ft ë- + ... 
mination quelconque de .exp ( c.Zog JR) 
(t + hi+ih~ ~+ ... )~ = 0 +- X(r)) c I 

\ ..\- ~ ~l~) + c.cc.-1} X2(ë-) + ... 
2. 

et où : 

désignant par là 

la série formelle: 

On raisonnera tout au long du présent paragraphe sur un 

couple d'éléments f et g de î , de valuations itératives Jt- et 

t>D • Autr.ement dit .. 

= ~ + ctr-J+~ +... ' i (i-} = i + q, e-V'+... ( ô.r-=t v J 6--1 ~ ~ 
"" °'~ l-r•-,_ __ . ; ~}i-l "' ~, l-'tl+. ·,;.. (o{"-=-11.r-, J,~G-,) 
En outre, on supposera partout que -~ 0 ~ -=/=' i O ~ , ou, 

ce qui revient au mime, qu'aucune de ces deux transformations n'est 



itérée ( générale) de l 'autT>e. Enfin, lorsque f = 'l , on définit 

l'entier ~ par la condition ( 1 J : 

( 1) - C0 + C.2_ ë î +... ( Cc =f: o; C'i. -=f O) 
ou par la condition équivalente (1 bis) : 

--
Nous sommes alors à même d'inty,oduire nos invariants hi­
~ 

naires de ~ :-

Définition 1 : On se donne deux complexes ~ et g. et on 

pose 11. = ~ o..+ \ t. ~~*, et I')\,_-::; (r- + !:) ( o..+ e.) 
lorsque 

r-= ' 
. Lorsque 1\. :::. 'VL. ( o..1 e,.) est un entier, si on pose 

r.> te,_, 0.-1 

Lt tr ~- e.. ;'V 

s (1.,. 

5 - d~- eat une - I ) 

série formelle, calculable d'aprJs la rJgle ci-dessus, et ne 

comportant pas en facteur ·de puissance non entiJre (reldtive) 

de è- . On désigne par I < o..1 i> ( ! 1 i) le coefficient 
-t 

de ~ de cette série. De plus, et lorsque~:/:, seulement, on 

r<=>· ( r I ?) définit les nombres .,... ~ O , pour C complexe 

et 'h.. entier relatif, par : 

Remarque 1 : On note que: 

Remarqùe 2 ·: 

l9() Si O., et B. sont complexes, 

teur exp [2.iîL(tn, a..t-'hi e.)J près 

[ < &.
1 
e,. >. . est défini à 

( 'rl, e.1:-'hi. é: 2) 
un fac-



(fo) Si O.. (et par suite 8- ) est réel., I(o..,G.> a un module défini 

sans arribiguité. 

(J') Si ~ et e,. sont en tiers chacun., 

défini sans ambiguité. 

I < o..
1 
~ > lui-même est 

Remar.qùe 3 : · Dans la suite, lorsque nous indiquerons des rela-
~ 

tians entre les différents I<o.., e,.> relatifs à un même couple (Î 
I
f) 

ou lorsque nous.formerons des fonctions génératrices à l'aide de 

ces Î.<&../,-/., il sera toujours sous-entendu qu'il s'agit des Iz~,t-,> 
calculJs ·à partir de déterminations fixes de log-~~ et log B-, 

Remarqùe 4 : 0~ note pour finir que I<o.., i> ( r 
I
f) est iden­

. tiquement nul en g et -~ si et seulement si ')t< O lorsque f :i ~ 
(resp. 'n. (~ lorsque ~::::: 9)· 

Théorème 1 : Les I <.n., €,. > et les I ( ! > sont inva-

riants au sens qui vient d'être indiqué plus haut. En particulier., ,... ~ 

pour tout {. de lJl on a : 

T ·,._o(-l) N 

J. <~, e,. > ( t O ~ 
Attention: dans le cas général cette identité n'est vraie 

qu'à un facteur exp[2.nl (~,0..+1ti.e,.)J près ('h, fr 111. 6 2), 

Définition 2: On_se fixe une fois pour toutes une détermi-

nation de log a.t'- et de log e., ., à l'aide desquelles on calcule 

les différents r,~, e,_> ( f, ~) et f <~> cf 1 ~) • On désigne 

a lors par Inv ( • • > l'ensemble de tous les -!(c.\.
1 
G-;> ; par Inv<': > 

(resp Inv(~) et Inv (· e.>) l'ensemble de tous les I (A., e,.> où le 

aramètre c. (res; O.. ou ·8-) est fixé. Enfin., on ajoute à chacun 
,...., I;-' 

de c~s ~ystèmes les.invariants valit s et valit a ., et aussi., 



lorsque ~ = ~ ., Z, 'invariant 

tionne Z, ". 

., dit "excep-

On note que pour toute valeur de c., a ou b., Z.es ensembles Inv <~> 
Inv(~ ·> et Inv~8-> sont des ensembles dénombrables., à cause de 

Z.a CJ.ondition astreignant 'I\. = ""-( o,
1 
e,) à parcourir 'Z, 

On a dbnné dans (B., I., § 1) Z.a définition de Za liberté 

et de Z.a complétude d'un système d'invariants., purs ou mixtes. PZ.us 

concrètement., Za liberté d'un système traduit l'indépendance de ses 

différents éléments., tandis que Z.a complétude d'un système exprime 

que celui-ci contient assez d'éléments pour permettre de reconsti­

tuer par Z.e caZ.cuZ. tout autre invariant (attaché aux éléments consi­

dérés du groupe). 

;,, ' ;'V 

. Théorème 3 : Pour toute paire·({ 1 i) d'éléments de ~ ·., Z.e 

système Inv ( ·.) formé des invariants binaires I <4./r >{ f I f) 
(dits "invariants fondamentaux~) est complet., mais surabondant 

(i.e. non Z.ibre). 

Les ensembles dénombrables Inv(o..·> et Inv~ e,.> sont chacun 

des systèmes complets et libres d'invariants binaires si Cl. ::f:. 0 

(resp. e,. :::f:. o) . Enfin., Inv(;) est un ~y;tème complet et Z.ibre 

si, ~~,.,_et dégénéré. (i. e. non complet) si f-;:;:;-~. 

CoroZ.Z.aire du théor~me 3: Les énoncés ci-dessus relatifs 

à Z,a complétude des. systèmes Inv expriment en parti~uZ.ier ceci : 

,,,_, Etant donné deux paires(! 
1 
l) . et ll1. 1 K.) d'éléments de 

~ 
l . 

., une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe 
~ r'-A ,...,.._ ;'1,# N 

un éZ.ém~n.::_ Pi. de ~ teZ. que cfl. i. == g et a~ . [ -;:::: Î-z. 
~e sP. < R_ (&) = l el;-'(&.j "" ~

1 
) es/ qu: pou,. un aey,t ain a omp i exe 

(l ={:: 0 ( et par suite pour tout 11. ::f:. 0 ) Z.es systèmes d 'inva-



riants 

(resp. 

soient identiques. Mêmes énoncés avec b etc, bien sûr. 

En vertu de la surabondance du système Inv < .. > et de 

la complétude des systèmes Inv(o..~, Inv ,. 6-> et Inv <<:>il doit 

être possible de calculer tout invariant binaire, et en particulier 

tout élément I t..,o..1 tt-> d~ Inv ( .• ) , à partir de la donnée de l'un 

quelconque des systèmes Inv<o..,. >, Inv <· e,.> ou Inv ( ~> 
(si fA. ,pô, ~ ::/: 0 ou c:f: .. o et r-= ~ } . Nous allons indiquer un théo­

rème qui permet effectivement ce calcul. Pour ce faire, il est 

commode d'introduire certaines fonctions génératrices ~ ( G) , de la 

variable formel le & , à l 'aide des invariants I<o..,i). C'est l'objet 

de la 

Définition 3: 

Lorsque \'-t.. ~ ( le cas ~ )~ s'y ramène) on pose : 

(2) 1 <o.·> ( &) -:,. iô a.c .. c,-r-) +-.')"' r <(l, ~-~"--)f)o"-

(3) ~<-t>(O)-:;; ~ e. ce. CH)-ll)"' I <.c'll.-~e.w, e. > a"' 
·+c,0 , 

(4) 1 ( :>(&) -= ~ l1+f I (~} f 
et lorsque~=, on pose 

. + C>0 

( 5) ~ ( 6. ·> ( &) = J'-r S Q.')l."
1 Î<o.,'ll.(t,HJ'-4), f avee 

(6) 9<• e.>(0) -"" J"6-+ ~e.'ll.·'Î('ll.(\'H)°'-e. _,e.>e"' 
Dans ces conditions on obtient entre les fonetions généra­

trices ~(~ci-dessus les relat~ons désirées qui permettent le calcul 

des I(c1., Q,..> à partir d'un· système libre. En effet; 



l 1-8 

Théorème 4: Pour toutes vaZeurs non nuZZes des paramètres 

compZexes d.
1 

o.! 
1 

B--1 e,.' .1 ~ e,l,. c.' , on a (dans tous Zes cas) : 

. o.,/ I 

(7) 'J <'-·>(&) =-{~<--'·>(&)} "= {p(&)f' .. ~@(8),J<1·>(&) 

ra; ~ (, 3-> (&) :o { lJ(, (l.')(&)}M-' - { °' (8)t c.ue.e. ,((9)~ 14 l>{&) 

De pZus, et dans Ze .cas où vaZit g :::~ :::f:: vaZit d = ! , on a : 

Théorème 4 bis : Les fonctions génératrices r:x1 i et '( sont 

Ziées par 

( ~ n'est défini, et ces reZations n'ont de sens, que si f1-t9) 

Théorème 4 ter: 

Les fonctions génératrices ~, ~ et t attachées au 

ooupte ( f'\ f<J-) , se déduisent comme suit des fonctions corres-



Les théorèmes 4, 4 bis et 4 ter ci-de~sus montrent que si 

l'une quelqonque des fonctions 

chées à ~ux éléments ( g, i) de 

classe 'e{A...,.1, pour une suite 

génératrices (non dégénérées) atta­
;v 

~., appartient à une certaine 

111'(1. de type~ (c.s A-U.-§l), alors il 

en est de même de toutes les autres fonctions génératrices atta­

chies à ce même couple(f,~), et aussi des fonctions génératrices 

attachées au couple (. f oU. 
1 

. ~ o"\J") ( \/ u. el- vf:_ <() . 
Toutefois : 

Théorème 5: 
A/ 

a) Pour r et [ éléments de ~ ~}, les différentes fonctions 

génératrices ~ (0) sa,:;t de classe ~{ ~ \:5 , mais ne sont pas en 

général de classe 'C { ·Ç,_ ~ . 

b) Une condition nécessaire et suffisante pour que l'une de 

ces fonctions génératrices non dégénérées (et par suite toutes 
,-J 

les autres) soit de classe~{~~ est qu'il existe un <S de 
IV ,v 

tel que 6' g et 6' d appartiennent tous deux à 

, c'est-à-dire soient tous deux des éléments pleine­
,v 

ment itérables du groupe ~ { r~ 1 . ;;ans ce ~cas 

6" peut être choisi de ~a forme _c ~ : ~ -, 

appartenant à J}C { 1\ r:;._} , mais pas nécessairement à 

Ainsi, par exemple, pour chacun des couples 

{ Î(t)-= èWrf' .J (ë) - rH'} et {f 111 =: .. ( 1-'<r i 3 ('l-} " i e. .. } 

montrer qu'il n 1 ex·iste pas d'auto-d'éléments de ~ { Ç= t} on peut 

_morphisme (J" de . i , et a fortiori de ~v~,.;;~1 tei ,tue 6" f 
pleinement itérables dans ~ {Ç, ::-1} N 

et 6~ soient simultanément 

Dans ce cas là, on pe~t même montrer que les fonctions génératrices 

~ (&) /non dégénéPées) n 'appaptiennent à aueune efosse 'if { l',...} 



....... 

strictement inotuse dans · l'.;' l t'.,,._ ';'a"'-}-

Corollaire du théorime 5 

Une condition nécessaire et suffisant~ pour qu'un élément 

l de ~ [r;.\ soit pteinement itérabte {dans %fi:;.\) est que 

.l'une(et par suite chacune) des ~r~(ijl non dégénérées soit de 
,V . . d '~ / 

classe ~ {r1--~ p~r un (et par suite tout) élément f pleine-

ment itérable de ~ [~}. 

On a là un critère de pleine itérabilité qui s'ajoute à 

celui du théorème ? dans le cas particulier du groupè ~{~= t\ 
isomorphe au groupe 

Indications sur la démonstration des théorèmes 1, 2, 3~ 

4 et- 5. 

A propos du théorème 1 : 

Sous l'effet d'un automorphisme de 

avons : 

(14) S.K ;f ,..._, 

dans S (t) est un 

"invariant" (au sens que nous donnons à ce mot dans le présent 

chapitre). 

A propos du théorème 2: 

C'est une·conséquence immédiate des relations: 

nous 

qui entrainent: 

_o., 
)J... 



A propos des théorèmes 3, 4, 4 bis et 4 ter: 

Pour démontrer ces résultats, nous aurons besoin du 
,'\J I',>..> ~ 

Lemme 1 : Soient {. et ,R. deux éléments de 1}{ inverses l'un de 

l'autre, et posons, pour tous'»'-- et 'h.. entiers relatifs : 

lN~ +c,0 ~r +-t>O 

~ R~/~'-""' e.t L .~ ~~ -- 't:. -- - 1\4. = - c,O tn-.,111. ~::- 00 

Alors titi",.,~ :=, 'm. 
~ 

~ . 

-~, -"M. st "A.;;fo o. 
+c:,Q 

R'b,. o l'(~) /Re~) ~ --~-l 
ë - St ~= 0. -tli\:::-cO t 

Ce lemme
1 

dû à E. Jabotinsky
1

se- trouve dans i!-') 
Sa démonstration est aisée; on peut par exemple partir de 

l'identité 
,V 'm. 'ri. 1 ,..,, 'Yrl.. ""- A# l'{I\. 

d. { ~ (l-) t;~ J' ~. i (ê) cl V- +.z.-'k. J. R ('t) 
et remarquer que: 

dans 

dans 

dans 

sont égaux et valent 

Soit : 

_, I 
coefficient de è o..1:-est nul 

eoefficient de '1:-' d:t, est égal à (_'Il. t.._,.._) 
dans R-(!t-) J ?;'m.. les coefficients de •t' d è 

( trR R_~, -~) 

Grâce à ce lemme, et avant même d'examiner le théorème 3, nous 

allons démontrer le théorème 4 dans ses différents cas. 

Dans les différents cas à -traiter, nous profiterons des 
;'\J 

propriétés d'invariance (plus exactement: de e1J,l-invariance) des 

I(o.../,-> et des I (~> pour raisonner non pas sur ~le couple (f,~) 
couple lî , 5J{LJt ·t r) où e sera. un Uément donné, mais sur un 

,V 

de TJ{ judicieusement choisi. · 

Si l'on pose 



-:;: l"/v ~ ;"v 

nous aurons ~ ;:: h O ~ ., et à cause ~ l'hypothèse Î o ~ :p f ll s 
on voit que ~ ., et par sui.te aussi i ., n'est pas constante. 

[~ 1 71 'Q t r i ~, r 
Enfin, puisque a,.,~* -::: I'\ o*· et Lk~ 1 Î] = " 6 

.., . t . d .., d .. f . • • 1 * ,t-en appv~ca ~on e va e ~n~t~on : 

nous_aurons., 

( 15) I < o., Ir> ( f 3) = Î < D., e, > ( J I j) :: eclJf èc.e,J-cl,. ë'
1 

,!,,,..~ ,,..t°'{" ·•'} 

Cas où ~<,: 
Dans ce cas nous avons et il est donc 

~ 

possible de choisir un t tel que 

Alors, d'après (15) : 

. Posons ·: 

Alors (16) s'écrit : 

Mais on rappel le que o...~l =C et~=- {1-6.;, ~ e,. . Par sui te : 

I < ~/· '> ( î, V ) :: r. < ~ > (f, f) "' (_,r~) K,.._ 
(où l'on pose., bien sûr., Y~(ë-) ~~Y ë "Il. ) • 

(/ Uc.,.lk.-

Donc si l'on définit., po_ur c. :::frO., les fonctipns 1( ~> 
de la variable· formelle & pa2° 

~('; / (&) = (1 •f f ~ I ( !> f' nous aurons : 

~(':>(~);:; Lo(&)f ) ee qui étabUt (9). 

Posons maintenant: 



son 

/'--" 

On vérifie que B · est 
d"4..J 

inverse dans 1}L . La 

lem·me 1) : 

et donc : 

( 1?) 

A.J 

un élément de fl.t .JL., 
~ 

et on désigne par~ 

relation (16) s'écrit alors : 

conformes au 

Finalement., si on définit pour 0..-f O la fonction fJ(o,,.,. > 
de la variable formelle & · par: 

~<°' ·> =-~ °" ( a..c,-~) + 'kl.f' I< °'-i (~-r-o.) r· > e~ 
~- 0 ~ 1 .. l ~ 16' 

on voit., d'après (1?) que ~<tL. ·>-= Lo Ù)(\) J pour ô ::::-L\.(,-~) 
ce qui établit l'identité (?) dans le cas ,>~. 

L'identité (8)., enfin., dans ce même cas(~ >r),ge démontre 

d'une manière tout analogue. 

Cas où f==, . · 
Par définition de l'entier 2., on a : 

;'v ;.. 

k l1:J :== - q ('&) ! i c~ ~ 
Ü:it- ~ 

On peut donc choisir 
~ 

Co - et.. ~<i.+ ... (c. e.1:-Ct:fol 
~ /V Î 
e. d,ms fJ'G de manière que 

~(ê-) .::=: Co .( \ + ~~) . Dans ces conditions., (16) s'écrit: 



(18) s'écrit alors : 

0.\f€C n.:::~+ft.) (a..-t-&) 

Or d'après le l·emme 1 : t),..llt/~-::; ~ \Î')_~,-~ et par suite : 

Si donc on définit pour O.. =f: 0 une 

variable formelle & par: 

nous aurons S1,, a est entier: 
o..-1 

(f.)~+'i'VI'. J fi.. 

fonction to. (Q) de la 

l~ (Q) c:, ~ ().. L 'k asr+ f-v.\ /). ~n. ::: <i. Co 
'14-..;:;o n-:= z. t'M.•n: I 
A..-1 c:l ~ 'd L ~ (&) j HfW-z Co.. L l ::: ---'-'D 

"t+iw.. 19 ~-:;;0 

~-1 ~ (6 r1-tw.-\G) t 4. L c:L e <B' (~) - Co - ir,,.-: 0 - -~>·1 t \ t li ( 9) 1 o.-, - 2':. c:: . ~ fi (Q) ~ (9) -
c~ 

_, e ~ [t t ii(&)]°" - o. .... 
~ 

Par suite, si nous posons : 

f}<~-> (~J .. L c. c 1 + W\sJ)f = c~ -r cl.. }~ i(t) ~-• J1: 

la relation(?) du théorème 4 est encore vérifiée et nous avons: 

00 

1(o.· > ( ~) ;;; -r" + ~ 
~=t 



Cette démonstration, valable pour les a. entiers, s'étend 

en fait à des O..,quelconques non nuls. 

Enfin, la relation @), relative à ~<• e,..>(B}se démontre d'une 

manière exactement identique. 

A prop&s des théorèmes 4 bis et 4 ter: 

f ( ~ . Dans ce cas nous avons : 

"' { t V .. (1/r-) ( '') 7 '"::: 'll-(Vr-) (~) D'où l'on tire la relation ~ Q O ij J O tJ; 

par des combinaisons judicieuses. Quant à la seconde des relations 

(10), elle est exactement symétrique de celle-ci. 

Enfin, le théorè,me 4 ter est une simple conséquence des 

relations de définition de ~(~ et des propriétés d'homogénéité 

itérative des Î <(1>..,e,./ (Voir théorème 2). 

A propos des théorèmes Z et 5: 

La complétude des systèmes Inv <A.•), Inv <• e.> et 

(si {L 4" ~) Inv < '; >, ou, ce qui revient au même, la complétude 

des systqmes d'invariants formés des coefficients de l'une quelconque 

des fonctions génératrices non dégénérées~(~ tient à ce que la 

donnée d'une telle ~(&) équivaut - ·poU1." peu que l'on se fixe le rap­

port f (1:)-=: ..... ~ (ë-) / ! ('t--) comme dans les démonstrations ci-dessus -
~ - .:X- /V 

à la donnée de P et de l\ . ., qui elles-mêmes permettent de calcu-
l':' ~ ~* ,&~ . ler} et j , et donc de reconstituer tous les invariants binaires 

possibles liés à (Î ,j), et donc aussi à ( f ,i). 
Quant à la liberté. des mimes systèmes, elle résulte de la 



forme même des relations liant les 0(~) à 

En ce qui concerne enfin le théorème 5 et son corollaire, 

bornons-nous à indiquer qu'on le démontre en utilisant les théo~ -rèmes de (A, II) sur les classes t {f~}, en exploitant les rela-

tions liant les différentes Q(G) a 1 et 'tt et en se souvenant de 
e.,... e*~ e* ;,..,,. 

la manière dont un isomorphisme ~ ( { f fi<. ) de ~ affeate un 

logarithme itératif, à ~avoir: 

--



§ 2 : INVARIANTS MIXTES GENERAUX DE ~ 
On part d ~un ensemble· de "'- <! Zéments de ~: Î, 1 ••• 1 l ; 

on pose h-= va lit ~i et on suppose pour simplifier que r-, ;/: rd 
si i. ::/: À . On se donne en plus un système fi:. de 'J:,.,_-1) complexes : 

Ai. I Ati) A~i~ I ••• ) A,'l.. .. ,f'A. . 

(où .i.,~ ... E {l, 2., ... . ..,_1-.1)qui vérifient les relations~ et e'Z. 
suivantes (avec R!-= R(~~~9 /2 ) :. 
lce.\ ·. R, ~ At + R2. ~ Atj tR3 ~tt~+ ... + R,)\ ~l?. ... 1\ ~I 

4 ~,d 

~2.) : ?(-Ki+\'l,) A.t + ?=f Ri+~t·t~ûALJ + ... -t(-=K~+~,t ... +f~'~lt,-}\61 
(, A-,4 Q Q I J 

On définit ensuite le Il-crochet de Tl séries, généralisant 

le hi-crochet de Lie. 

/V 

Définition 4 : t désignant 

L 9 - ,t.* /\-~ 1 
on définit 'jj 1 ~ 1 ... 1 

If t~ t* 
nant ~i ~ dont 7a ~-t~ligne est 

le lonarithme itératif de Î ~ it ~ , 

Définition 5 : iorsque Jt vérifie ~ et e{;'l.. , l'expression qui 

suit: 

(lB) s = n t(nn. , lJ-At~-r:rn, r ,1 t!~si1i ··~] _JAit ... 1-. 

. " tt . JQ L~ d A 0~ . ~~ i* ti-1\ L ljl! t:i 'Y,~ 

désigne une série formelle de è, calculable d'après la règle 

indiquée au début du paragraphe § 1 de ce chapit~e. 

Le coefficient de 
-\ ., 

't: sera note r < tft > ( i , 11-, ... , r) • C'est 

un nombre complexe, déterminé en général à un facteur 

ea.,1. '2.rrt "'['Yt. .. o A .. o l près, et sans ambiguité dans le 
('" \; ~à\~... ~i ri.,... ~ 

cas où les ~9i.~.. sont tous entiers relatifs. 



Théorème 6: 

Lorsque le système /t vérifie les· conditions rel et c:t'"L. , 

les scalaires I z Jt > ( î 1 ••• 1 *~) qu 'i~s permettent de 

définir, sont des invar~nts c~~) mixtes de. V . A condition d'y 

joindre les fi = va lit a. , leur ensemble forme un système com­

.p let, mais •urabondant, ; 'invariants du système (î. , ... 1 î....) · 
· De plus, les I <Je> sont itérativement homogènes de 

degré ( - llt) par rappox>t à l 'exposant d'itération W--, de -a,_ 
1, 

Autrement dit: 

t:Jt>( r': .. '/ rw,.) - ... 
Ici, les ~t sont des complexes entièrement déterminables 

à partir de Je ." 

Indications sur la démonstration du théorème 6: 

Bornons-nous ici à montrer le caractère invariant {Pius 
fV 

exactement : ci)\_ invariant} des l ( Jt > . 
Celui-ci va résulter des propriétés des R -crochets 

L ! 
1 
9 

1 
... 

1 
Q ·1 introduits à la définition ( 4). 

éiit <l'-vi Oi.ll 
Ce R -crochet est aussi égal' au déterminant ]) dont la 

,,...1(~-,1 Jà-' .f'JK . 
colonne est soit en abrégé 

Pl 'J;{~l 

Or un 

change chaque 

. 
• . 
~ü-1) 

au tomo,.J~~me pPimair>e •f de 

[ en l • Î. / '[' 
'-* L~ 

et par suite change 

,l'\.A 

{!f~) A strictement parler: des ~'Jl~invariants : voir la convention 
de langage faite.du§ 1 de ce chapitre. 



en 

N 
C 0 

En résumé, sous l'effet de l'automorphisme l .. . 

(20) 

Par suite, et compte tenu de la condition tl 
/'J 

sur la série S (~) de la définition 5 sera: 

~ A--, ,N 

= t' S o l 
;'V 

, ('effet de 

et la relation 't;2. assure que Set} est bien une série formelle dont 

les exposants de,!, appartiennent tous à Z . Cela étant acquis, 
A., -\ ~ 

le Cf}l_-invariance du coefficient de ~ dans S(~) résulte <J,e (20) 

(par un raisonnement simple sur tes résidus). 



EXTENSIONS 

QUESTIONS OUVERTES 

CONCLUSION 

§ 1 ) CAS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

Les deux principaux groupes qui généralisent au cas de 'r'\. variables 

complexes( èi, ... , è~)::::. ~ le groupe~«_ et qui donnent lieu à des théo:ries ité­

ratives non t~iviales - et à des théoPies d'invariance holomorphe intéressantes -

sont fos groupes ~ et! ainsi définis : 

( 
'fi tr-) ft,'il 

~ resr, J est le gro,,q,e, pour Za eonrposition, des applications 
~4'1\. .e..,~ = / l :;::: / 

de la forme iCt) :: î (0) • + &((~1( t ... t-\ =t'l\.9-' où § (O}est la matrice 

unité d'ordre 'Yl (resp. : une matrice triangulaire supérieure ayant tous ses 

termes diagonaux égaux à 1). 

On définit d'une manière analog~e les groupes 

formations formelles. 

,J 

et ~ rr.e trans-
~ 

Au prix de complications assez considérables., la théorie itérative et 

la tMorie de l 'inv@ia:nee holomorphe s'étendent = groupes ~ et Cf, 
. R,~ J-i',\. 

et conduisent à des résultats parfois voisins de la théorie à une variable. 
1 

Toutefois, pour les groupes formels, il existe une différence capitale 

entre le cas d'une variable et le cas de plusieurs variables; en effet, alors 

_que les-scalaires valit et resit forment à eux deux un système complet d'inva-



N' 

riants simples de ~ , tout système complet d 'iwariants simples de ou de 

est nécessairement infini (dénombrable) sl 'ï\. > I • \ 
Signalons que pour construire ces derniers systèmes, il est commode 

d'utiliser le "symbole du résidu d:e Grothendieck" (usuellement employé da:ris la 

formule de Lefschetz du point fixe pour les applications holomorphes). 

§ 2 ) CAS DES GROUPES ~[ f;\sT 

QUESTION DES INVARIANTS QUASI-ANALYTIQUES. 

Il est naturel d'associer 
A 

à chaque groupe forrmel 
A 

(cf A-II) 

le group~ ~{~} formé des germes g pour lesquels il existe, un représentant 

S de i , un T > 0 et un K ) 0 tels que : 

(1) 
1 

{~ttl I l i Ul ( (t;\tl). t IN 

(Il existe d'ailleurs d'autres définitions possibles;et d'égal intérêt). 

Lorsqu 'en outre on impose à la sui te { f'::} (déjà . supposée de type 

régulier; cf A-II-1) de vérifier la condition: 

(2) z 0i:_ c.r1 := -t- oO 

A 

alors les JZéments de ~ {C} sont des ge1'111es (en R , à d:t>Oite) de fonctions 

quasi-analytiques au sens de Denjoy et dans. ce cas i { Ç,_ s est noté de,._ préré­

rence ~,{_¼} et ses éléments sont notés § , i etc . . . ( et non pas S , Q ... , 
bien que ce soient des germes, et en raison de l'unicité des représentants de 

ces germes). 

On note bien que l'homomorphisme naturel du groupe 

groupe ~tq: 
(3) 

t µ 
ô ~, ~ 



n'est en général pas un isomorphisme (pas surjectif). 

En partfru Uer il n'y a pas isomorphisme entre ~ { Ç} et ~ { C J 
( = ~,._ t r.. J) lorsque (t;_ 1 définit une classe ::,asi--a;;::lytique dis-

tincte de la classe analytique. Par exerrrple.,si un élément ~ de ~ l r~ ~ 
n'est pas de classe analytique et a ses coefficients tous positifs., alors il 

n 'est l 'image par ., 'homomorphisme ( 3) d'aucun élément ~ de ~,se} f oir à ce 

sujet [i4] et [is]). Cette dernière circonstance pose des difficultés,, sé-

de l'extension de la théorie itéràtive aux groupes 

En revanche., nous n'avons pas encore pu étendre à ces groupes la théo­

rie des invariants (purs). C'est là une lacune irrrportante., car on pressent bien., 

pOW' les groupes ~, J C 1 une théorie des invariants quasi-anal~tiques ana­

logues aux invariants holomorphes construits pour ~i . La difficulté essen­

tielle réside ici en l'absence d' "éléments itératifs sectoriels" se recouvrant 

deux à deux. 

Il y a là., semble-t-il., une série capitale de problèmes ouverts. 

§ 3 ) LES EXTENSIONS SUCCESSIVES DE ET DES 
1A. 

SOJfMATION CANONIQUE DE CERTAINS DEVELOPPEMENTS DIVERGENTS. 

On désigne par S ~· [ le semi-groupe formé des éléments S de ~ ( 
tels que le premier co:fficient non nul du déve loppemen~ { î ( "è) - '! } soit 

réel négatif, On définiÂ de même les sMri-gi,oupes S 1-(ï..} et S ~,5 Ç. \ 

à partir des groupes ~ { r.. \ et ~i• \ r,.} A 

Désignons mainteOOnt par F S i~ ( resp F 5 ~ \ 4, l ou f $ ¼)
1 
y-:_ s) 

l'ensemble de toutes les itérées fractionnaires d'indiceO (resp. les itérées 

fractiomiaires au sein du semi-groupe \ :,_ cf A-I-9 et d'ordre d'itération réel 

positif des éléments de s~l 0esp. de s ~ p: 5 ou s1,~ c ! )· 



On désigne ensuite pa:r> $FS ~R le semi-groupe (c'en est bien un) 

engendré /\en composant les éléments de F 5 ~"e., ; et on fait la même chose pour 

fos FS ~ { r.1 eties FS ~J Ç f . /\ 
Enfin, on note que tout éUment de SFS~t {esp. de $ F $ ~ \ Ï., \ 

ou $ FS ~1~ \ [;'. \ ) est aussi élément d'un certain semi-groupe \_( V, ['-, o0) 
pour un certain entier ~ et un certain secteuVt)J contenant la racin~~) du 

rayon O 0esp. est aussi élément du semi-groupe iL ; cf A-I-v et ceci nous 

permet d'après A-III-2 (resp A-I-3) d'en prendre à nouveau l'itérée fractionnaire 

pour toute valeur réelle positive de l'ordre d'itération. On note F S F' S ~~ 

(respJetc .•. ) les ensembles ainsi obtenus, puis SF5fS ~ (resp •.• ) les 
- u~ 

semi-groupes engendrés pcœ chacun de ces en,:5embles. 

Ainsi, en partant en particulier du groupe holomorphe ~l ou d'un 

groupe quasi-ana lytique '4~ ~ { [,. ~ on aboutit à une infini té d 'extensions suc-

cessives S F ... S t' 'S ~t_ et S f ... ':îF S j
1
,j Ç S ~ , qui sont 

des semi-groupes, dont les éléments g ont des images $ dans ~ (c'est-à-dire, 

des développements de Taylor à l'origine) qui en général n'appcœtiennent pas à 
/V . 

~ ( 1 ~ ou à ~ l Ç. ~ /., mais qui toutefois appartiennent à une classe de 

Gevray, c 'est-à-dire à ~ {')te \ , où e dépenil de l 'ord:Pe de l 'extension envi­

sagée. 

On a là un moyen de sommer d'une manière canonique et naturelle une 

classe très vaste de développements de Gevray dive1°gents. 

que l'étude des extensions successives de et des 

- et surtout des extensions transfinies - pose des problèmes re-

doutables et qu'il reste beaucoup à faire. 

l~-)cf A-III-2. 



§ 4 ) FORMULES EXPLICITES EXPRIMANT · LES ZERO8 D'UNE FONCTION 

QUASI-ANALYTIQUE REELLE AU MOYEN DE SES COEFFICIENTS 

DE TAYLOR EN UN POINT DONNE. 

En développant la théorie itérative dans les groupes d'automorphismes 

analytiques (resp .. quasi-analytiques) du segment@ 11.J on aboutit à des théorèmea 

dont voici un échantillon: 

Théorème: 

Etant donné une suite l [; \ de type régulier {cf. A-II-1) et vérifiant 

en outre L ( 'i\ Ç ri = + o0 , on note 'e1A. \ Ç f ia classe de fonctions 

quasi-analytiques associée (cf. les inégalités (1) ci-dessus). De plus 1 
désigne une fonction 

(i) quasi-analytique de classe ~o.\ Ç J sur un segment \. t 1, t"L J 
(ii) strictement positive sur \_ l:\,t'l. '[ 

(iii) s'annulant en t 2.. 
~ . 

(iiii) dont le développement de Taylor en t, est noté ~ (~) = L ~ ëd. 

Il existe une suite universelle de polyn8mes (2'r<. ( i~) possédant les 

propriétés suivantes: 

(i) QI'\\.(.,. J est un polynôme en f
0 

J • , , 1 ffl\-l . 
(ii) les polyn8mes Q'i\. sont "universels'! en ce sens que leurs coefficients ne 

dépendent que de f ¼, J ~a:s de y 1) 
(iii) pour tous· t~, t1 et f satisfaisant aux conditions ci-avant on a : 

lim Q~ ( 1 ~) .::; .,l-1. quand 1\-1. ~ c,D • 

N. B. Lès · Q'l\. sont parfaitement ex-plicitabZes. 

C'est là, croyons-nous, le premier exemple d'un procédé permettant le 

calcul ex-plicite des zéros en fonction des coefficients de Taylor en un point 

donné. Notons que tout repose sur l'utilisation de Za série formelle (formelle 



en -2- et -ur) . . 

et que ce procédé est susceptible d'extensions considérables au plan complexe) 

et sert parfois dans la recherche des zéros complexes de fonctions définies par 

des séries de Dirichlet. 

§ 5 ) CONCLUSION. 

Les résultats du présent travail, on l'a vu, s'obtiennent pour la 

plupart sans recours à aucune des théories de pointe des mathématiques modernes. 

Bien qu'on utilise ici et là certains lemmes assez spéciaux, bien qu'on se serve 

d'une forme exp Zici te de la formule de Camp be U-Hausdorff et bien qu'enfin, 

dans les développements ultérieurs qu'on vient d'esquisser, il faille recourir 

à la théorie des éspaces de Baire, à certains résultats fins de la théorie des 

fonctions quasi-analytiques etc ••• malgré tout cela le fait ~aillant demeure le 

côté classique des méthodes employées et des théories mises à contribution 

(parmi ces dernières, essentiellement et très banalement: l'analyse complexe à 

une variable). 

Néanmoins on aboutit à une théorie non seulem~nt riche en applications 

mais encore débouchant sur quantité de problèmes non encore résolus et dont 

certains semblent fort ardus. Ceci, ;joint au caractère "premier" ou "non dérivé" 

de notre théorie~, nous renforce dans notre conviction qu'elle est susceptible 

de recevoir des développements considérables. Par exemple, et sans sortir du do­

maine de l'analyse complexe à une variable, il semble que cette théorie de 

l'invariance holomorphe revête une importance intrinsèqu~, et recèle des possi­

bilités de croissance, au moins égales à un sujet tel que celui des "coefficients 

de Zaylor des fonctions holomorphes univalentes dans le disque unité" - sujet 

·tw)0n est libre bien entendu d'y voir une vertu ou une imperfection! 



auquel sont pourtant consacrées chaque mois en moyenne 3 ou 4 publications nou­

velles. 

Nous serions donc comblés si le présent travail pouvait retenir l'atten­

tion d'autres chercheurs et servir de point de départ à des travaux approfondis 

sur la théorie des invariants holomorphes. 
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Pour plus de détails nous renvoyons à la bibliographie très complète 

qui clôt l'ouvrage ~17) de KVCZMA. Toutefois, et sauf erreur de notre part, on n'y 

trouvera pas de développement ayant trait directement aux questions traitées dans cette 

thèse. 

Enfin, pour les§§ 2.et 3 de la Conclusion, nous renvoyons au livre 

de Torsten CARLEMAN : \. 34] "Les fonctions quasi-analyt-z'.ques' 1 Gauthier-Villars (1926) 



et surtout à Za thèse de doctorat de Th/ger BANG: "Dm quasi-anaZytiske 

F•mktioner" (Copenhague, 1946) où Z 'on trouvera Za démonstration de Za conjecture de 

BoreZ. 
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