
Pl .JB I~I CAT IO ~ S 

l\l i~ TH EI\ IA TIQ l_ J ES 

D -.ORS A Y 
82-05 

CAMILLE JORDAN ET LES FONDEMENTS DE L'ANALYSE 

(Comparaison de la 1ère édition (1882-1887) et de la 2è me (1893) de son 
cours d 'Ana lyse del' Ecole Polytechnique) 

Hélène GISPERT-CHAMBAZ 

Université de Paris - Sud 

Dépar tement de Ma thématique 

Bât . 425 

91405 ORSAY Fra nce 



Code matière AMS 1980 : 01A55 



PUBI~ICATIO~S 

l\lATHEI\IA TIQ l_J ES 

u~oRSAY 
82-05 

CAMILLE JORDAN ET LES FONDEMENTS DE L'ANALYSE 

(Comparaison de la 1ère édition (1882-1887) et de la 2ème (1893) de son 
cours d 'Analyse de l'Ecole Polytechnique) 

Hélène GISPERT-CHAMBAZ 

Université de Paris-Sud 

Département de Mathématique 

Bât. 425 

91405 ORSAY France 



ORSAY 
n° d'ordre: 3194 

UNIVERSITE DE PARIS-SUD 

CENTRE D'OR SA Y 

THESE 

présentée 

Pour obtenir 

Le .... TITRE .... de DOCTEUR ....... }.~ .. S~f.~r 
SPEC1AL1TE : :MATHEMATIQUES 

PAR 

Mme Hélène GISPERT-CHAMBAZ ·-··· .. ·· .. · .................................................... ___ .................................. _ .. . 

SUJET : Camille Jordan et les fondements de 1' analyse. 

(Comparaison de la 1ère édition (1882-1887) et de la 2ème (1893) de son 
cours d 'Analyse de 1' Ecole Polytechnique). 

soutenue le .................... ~ .. l...êY.r..il.J.9..8.~ .......................................................................... devant la Commission d'examen 

MM . .... Kf.\.l:JANE ...... J.füm::::P..ig.:r.r..~ ......... Président 

DUGAC Pierre 

LAUDENBACH ...... François 

.... TA TON ... René .................................... . 



-1-

TABLE DES MATIERES 

Introduction ........•...•........................................ 4 

Tableau chronologique récapitulatif •••••••••••••••••••••••••••••• 8 

Principaux travaux sur les fondements avant 1895 ••••••••••••••••• 9 

Première partie: PPin~ipau:x: tPavau:x: suP tes fonâements de l'ana
lyse au moment de Za paPution de ta pPemièPe édition du tmité 
de JoT'da:n. 

1.1. Une source, la correspondance inédite de Darboux ••••••••• 11 

1.2. Les constructions de réels ••••••••••••••••••••••••••••••• 13 

1.3. Théorèmes sur les suites infinies de réels ••••••••••••••• 14 

1 . 4. Les ensembles . ...•..........•..•.•.•.•.•...•..•.••...•.. . 15 

1 • 5 • Fo net ions ••••••••••••••.•••..••..••••..•.•••••.•••••••••• 1 7 

1.5.1. 
1.5.2. 
1.5.3. 
1.5.4. 
1.5.5. 

Sur les fonctions continues••••••••••••••••••••••••••••l7 
Continuité pour les fonctions de plusieurs variables ••• 18 
Fonctions discontinues•••••••••••••••••••••••••••••••••l9 
Sur la dérivabilité des fonctions •••••••••••••••••••••• 20 
Sur l'intégrabilité des fonctions de variable réelle ••• 22 

1.6. Sur les séries ........................................... 23 

1. 7. Conclusion • ••.•.........•.•.......•.•.•.....••.....•....• 24 

Notes sur la première partie••••••••••••••••••••••••••••••••••25 

Deuxième partie La mise sup pied des fonâements en Fpance 
de 1870 à 1882. 

2.1. Les traités : un moyen de connaissance ••••••••••••••••••• 29 

2.2. L'Italie et l'Allemagne••••••••••••••••••••••••••••••••••30 

2.3. Les fondements dans le tome 1 de Jordan de 1882 •••••••••• 35 

2.3.1. Buts et limites de notre étude ••••••••••••••••••••••••• 35 
2.3.2. La table des matières••••••••••••••••••••••••••••••••••37 
2.3.3. L'introduction ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 38 
2.3.4. Les irrationnels •••••••••••••••••••.••••••••••••••••••• 39 
2.3.5. I..a. continuité .......................................... 40 
2.3.6. La notion de dérivée•·••••••••••••••••••••••••··•·•••••41 



-2-

2.3.7. La formule fondamentale du calcul •••••••••••••••••••••• 44 
2.3.8. D6riv6es partielles, diffArentielles ••••••••••••••••••• 47 
2.3.9. Formule de Taylor, d6veloppement en s6rie de Taylor •••• 50 
2.3.10. Les séries ....................•..•.......... • ......... 53 
2.3.11. Int6gration et th6orie des fonctions •••••••••••••••••• 55 
2.3.12. Conclusion •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 56 

2.4. Les fondements dans les autres trait6s d'analyse ••••••••• 58 

2.4.1. Les in.troductions •••••••.•••••••••••••••••••••••••••.•• 59 
2.4.2. Les tables des matières•••••••••····•••••••··•••••••··•59 
2.4.3. Les irrationnels ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 61 
2.4.4. La continuité •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 61 
2.4.5. La notion de dérivée ...•.••••••.•.••••••••••••••••..••• 63 
2.4.6. Le th6orème des accroissements finis ••••••••••••••••••• 66 
2.4.7. D6riv6es partielles, diffArentielles ••••••••••••••••••• 67 

2.5. Les fondements en France à travers la correspondance 
de Darboux ....••...•••.....•......•..••••.•.••••••...•.•••..•• 67 

Notes sur la deuxième partie•·•••••••••••••••••••·••••••••••••71 

Troisième partie : Camille Joroa:n et Z'Eoole Polyteohnique. 

3.1. Jordan, un grand alg6briste •••••••• ~•••••••••••••••••••••75 

3.2. La note de 1881 •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 77 

3.3. L'Ecole Polytechnique••·•••••••••·••••••·••••••··••••••••79 

3.4. L'"enseignement 616mentaire", un alibi? - La pr6face 
de la première édition •••••••••••••••••• •-•:•.•·• ••••••••••••••••• 81 

3.5. La préface de la deuxième Adition •••••••••••••••••••••••• 84 

Quatrième partie : Une proemièroe étape-, en Froanoe, dans la 
pT'ise en oompte des nouveaux fondements de l'analyse. 

4.1. Une situation nouvelle à partir de 1885 •••••••••••••••••• 87 

4.2. La pr6face au tràit6 de Tannery •••••••••••••••••••••••••• 89 

4.3. Le supplément au. t.ome de 1887 •••••••••••••••••••••••••••• 90 

4.3.1. Les irrationnels dans les tomes de 1887 et 1893 •••••••• 92 
4.3.2. Les paragraphes sur les limites••••••••••••••••••••••••95 
4.3.3. Fonctions ••• · •••••••• • •••••••••••••••••••••••••••••••••• 96 

• Le théorème de la borne sup6rieure pour les 
fonctions limitées•••••••••••••••••••••••••••••••••••••98 

• Fonctions int6grables•••••••·••••••••••·•·•••••••••••••99 
• Propri6t6s des fonctions continues sur un intervalle •• 101 
• Continuité uniforme ••••••••••••••••••••••••••••••••••• 104 



-3-

4.3.4. Les derniers paragraphes •••••••••••••••••••••••••••••• 106 

4.4. Limites et continuité chez d'autres auteurs ••••••••••••• 107 

4.4.1. Peano ................................................. 107 
4 .4. 2. Dini .................................................. 108 
4. 4 • 3 • Ta nrie ry • .....••.....................•••..•...•...•.•.. 109 

Cinquième partie L'étape décisive: le tome de 1893. 

5.1. Une édition de référence •••••••••••••••••••••••••••••••• 111 

5.2. Un nouveau plan·•·••••••••••••••••••••••••••••••••••••••ll3 

5.3. Les énoncés sur les limites ••••••••••••••••••••••••••••• 114 

5.4. Les énoncés sur les ensembles ••••••••••••••••••••••••••• 115 

5.4.1. 
5.4.2. 
5.4.3. 
5.4.4. 
5.4.5. 

Premières définitions•••••••••••••••••••••••••••••••••ll5 
Existence de points frontières •••••••••••••••••••••••• 117 
Connexité .•.................•...................•..•• . 118 
Ensembles mesurables - étendue des ensembles •••••••••• 120 
Des manques dans l'exposé de la théorie des ensembles.122 

5.5. Fonctions ........................•.•...........•..•.•.•• 124 

5.5.l. 
5.5.2. 
5.5.3. 

Fonctions bornées - fonctions intégrables ••••••••••••• 124 
Fonctions continues .••••••••••.••••.•••••••••.•••••••• 125 
Fonctions à variation bornée •••••••••••••••••••••••••• 128 

5.6. Dérivées et différentielles ••••••••••••••••••••••••••••• 128 

5.6.1. 
5.6.2. 
5.6.3. 

Dérivée d'une fonction d'une seule variable ••••••••••• 128 
Dérivées partielles - différentielles totales ••••••••• 130 
Dérivée et différentielle d'ordre supérieur ••••••••••• 132 

5.7. Les autres paragraphes •••••••••••••••••••••••••••••••••• 133 

5.7.1. Lignes continues •••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 133 
5.7.2. Séries de fonctions•••••••••••••••••••••••••••••••••••l34 

5. 8. Conclusion .....................••••....•................ 134 

Conclusion . ...................•..........•.......•............ . 136 

Bibliographie . ............•................................... . 138 

Annexe lettres inédites de Gaston Darboux à Jacques Houël •••• 143 



-4-

INTRODUCTION 

A partir des années 1860, se développe en Allemagne un mouve
ment de refonte des principes de l'analyse, de mise sur pied de ses 
fondements, à la faveur duquel sont élaborées les premières notions 
de topologie. 

Ce mouvement qui ne concerne au départ que peu de mathémati
ciens et reste très marginal par rapport à toute l'activité mathéma
tique, va provoquer à la fin du siècle la naissance de la théorie 
des fonctions et de l'analyse moderne. 

L'étude de ce mouvement, de l'apport de chacun des mathéma
ticiens qui y participèrent, a été réalisée par P. Dugac dans sa 
thèse, Sur> les fondements de l'analyse de Cauchy à Bairoe. 

Nous nous proposons dans ce travail d'aborder cette étude sous 
un angle différent. Nous avons voulu rendre compte de l'influence de 
ce mouvement dans le monde mathématique et de son évolution entre 
les années 1870 et 1890 en France. 

Nous avons pu ainsi dégager trois moments différents dans 
l'histoire des fondements de l'analyse en France : 

- Une première période, jusque vers le début des années 1880 
où, mis à part Darboux, personne ne s'intéresse réellepient à tous 
ces nouveaux résultats trouvés essentiellement à l'étranger; les 
limites mêmes du mouvement de mise sur pied des fondements à cette 
époque expliquent en partie les résistances auxquelles il se heurte; 
"Il y avait des roemaroques ingénieuses, des roésultats isolés, des 
conceptions proofondes, mais aussi obscuroes que proofondes" (Lebesgue, 
[41], XXIII). 

- D'autre part, dans une France qui ne s'intéressait pas aux 
recherches sur les séries trigonométriques, recherches qui furent à 
l'origine de beaucoup de ces travaux, le grand défaut de ces résul
tats fut d'être sans emploi dans les autres secteurs de l'activité 
mathématique. Cela change en France à partir de 1884-1885 quand 
Poincaré, le premier, utilise dans un de ses mémoires un résultat de 
la théorie des ensembles de Cantor, dont les travaux ont été publiés 
en français à partir de 1883. 

- Enfin, dans les années 1890, a lieu un changement radical. La 
France tient alors la première place dans la poursuite de ce mouve
ment avec l'édification de la théorie des fonctions d'une variable 
réelle dont Borel, Baire et Lebesgue furent les fondateurs, bien que 
les résistances ne disparaissent que très lentement. Cette période 
nouvelle, la troisième, débute avec la parution de la deuxième édi
tion du Couros d' Analyse de l'Ecole Polytechnique de Camille Jordan 
qui "doit êtroe considéroé eorrone le proemiero arotisan de cette r-enais
sanee du roéel" (Lebesgue, [41], XXIII); "Il le fait dans son couros, 
((où)) il eorronence l'édification d'une théoroie des varoiables 
roéelles"(idem). Remarquons que l'essentiel des travaux sur les 
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fondements qui provoquèrent l'apparition de cette troisième période 
fut publié dès les années 1870. 

Nous avons procédé à cette étude, à travers l'histoire du Cours 
d' Analyse de Camille Jordan qui résume de façon intéressante ces 
trois moments que nous venons de caractériser; nous la résumerons en 
trois dates 

- 1882 parution du premier tome Cafoul différ>entiel du Cour>s 
d'Analyse de Z 'Ecole Polytechnique de Camille Jordan; le deuxième 
tome consacré au Calcul Intégr>al, parait en 1883. Dans ce cours 
remarquable qui rend compte de façon claire et exhaustive des 
derniers développements de l'analyse classique à cette époque, 
Camille Jordan ignore complètement les travaux de la dernière décen
nie sur les fondements. 

- 1887 : parution du troisième tome Intégr>ation des équations 
différ>entielles et Eléments de calcul des var>iations comportant une 
Note sur> quelques points de la théor>ie des fonctions. Jordan com
plète son exposé de 1882, en particulier sur l'étude des fonctions 
de variable réelle, introduisant alors les travaux sur les fonde
ments. 

- 1893 : parution de la deuxième édition. Dans cette édition, 
particulièrement remarquée et louée, qui fut le livre dans lequel la 
plupart des grands mathématiciens du début du XXe siècle apprirent 
1 'analyse, "les pr>incipes sont exposés de Za façon la plus solide et 
sous une fome qui, bien souvent, semble devoir> êtr>e définitive". 
(Jules Tannery, [59], 249) 

Nous nous sommes attachée dans ce travail à mesurer, grâce à une 
analyse détaillée du contenu des différents tomes sur les questions 
qui nous concernent ici, l'ampleur de la différence entre les tomes 
de 1882 et de 1893, ainsi que l'évolution profonde de 1887 à 1893. 

Nous avons ainsi cherché à mettre en évidence les deux choses 
suivantes 

- 1' état réel de la pénétration des nouvelles idées sur les 
fondements vers les années 1880, à partir du contenu du tome de 
1882. 

1' importance du rôle de Camille Jordan qui réussit à sur
monter le premier, dans les cent premières pages de son cours d'ana
lyse, les limites auxquelles se heurtait la mise sur pied des fonde
ments, et réalise la synthèse nécessaire de toutes ces idées nouvel
les, en élaborant ainsi une théorie naissante. 

Afin d'en avoir 1 'appréciation la plus précise, nous avons 
étudié, parallèlement aux tomes de 1882 et de 1887, plusieurs trai
tés d'analyse des années 1870-1880 parus en France, en Allemagne et 
en Italie. 
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Cela nous a permis de mettre à jour une adéquation entre l'état 
d'avancement de la mise sur pied des fondements dans les différents 
pays, à différentes périodes, et le contenu des traités, et nous a 
confirmé dans le choix que nous avons fait pour mener cette étude. 

la plus avancée 
école d'analyse 

que parait en 

Ainsi, c'est en Italie où la situation est 
- avec la création autour de Dini d'une puissante 
qui publie de nombreux résultats à partir de 1881 
1878 le premier cours consacré aux fondements ([15]). 

En Allemagne, par contre, où malgré la présence de Weierstrass 
et de ses éléves dont Cantor, il n'y a rien d'équivalent à cette 
école italienne, un tel traité fait défaut. Ainsi, bien que l'impul
sion décisive soit venue d'Allemagne, ce n'est qu'en 1885 que parait 
le traité de Stoltz, premier traité général d'analyse qui prenne en 
compte les idées nouvelles sur les fondements publié en Allemagne. 

Jusqu'en 1886, date de la parution de l' Intr>oduetion à Za 
Théor>ie des fonctions d'une var>iable de J. Tannery, les traités 
français ignorent de façon plus ou moins absolue les travaux sur les 
fondements et les premières notions de topologie. Cela ne change 
qu'une fois que les mathématiciens français s'emparent, dans leurs 
propres travaux, de ces résultats. 

Il apparait ainsi que la parution de "nouveaux traités" d'ana
lyse est étroitement liée à l'état de réflexion sur les fondements. 
Elle nous semble significative d'un état de maturité sur ces 
questions que tous les pays ne connaissent pas au même moment. 

Ainsi, nous montrerons que l'exposé remarquable de Jordan de 
1893 est la cristallisation d'un long processus caractéristique dans 
une certaine mesure de la réalité française : tout d'abord, au début 
des années 1880, des tâtonnements sur ces notions des fondements 
- que d'autres, à l'étranger, mais nous le verrons, aussi en France, 
maitrisaient mieux que lui - puis un long mûrissement qui s 'expri
ment tout à la fois dans les faiblesses du tome de 1882 et dans les 
améliorations et les limites de la Note de 1887. 

Il nous faudra également préciser le rôle que joua l'itinéraire 
personnel de Jordan dans l'élaboration de ce traité, ainsi que celui 
de l'Ecole "Polytechnique qui ne saurait être négligeable. 

Nous avrms enfin, au cours de nos recherches, été amenés à 
étudier la correspondance pour l'essentiel inédite de G. Darboux 
conservée au'< Archives de 1' Académie des Sciences. Il nous est 
apparu que ces quelques 426 lettres écrites entre 1870 et 1883 au 
mathémat:i ciPn bordelais J. Houël, traducteur de Lobatchevski et de 
Riemann, présentaient un intérêt considérable et donnaient des élé
ments inédits sur l'histoire des fondements en France et la part 
qu'y prit Darboux. 
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Un nombre important de lettres est consacré à la critique d'un 
cours de calcul différentiel et intégral de J. Houël qui parut en 
1878 et à l'exposé des idées personnelles de Darboux sur l'enseigne
ment du calcul différentiel; nous avons donc jugé utile de présen
ter ici une partie de notre travail sur cette correspondance qui, 
par ailleurs, a fait l'objet d'un article qui devrait être publié 
prochainement. 
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Principaux travaux cités sur les fondements 
points de repère 

-1869 : parution du Cours de calcul différentiel et intégrai de 
Serret ([51}) dans lequel se trouve la démonstration du théorème des 
accroissements finis. 

G. CANTOR: 
-1872 : premiers éléments de la théorie des ensembles ([4J) 
-1884 : parution en français, dans les Acta Mathematica, de 

certains de ses articles sur les ensembles de points ([6]) 

G. DARBOUX 
-1872 
-1875 
-1877 

([11]) 

U. DINI 

premier de ses articles sur les fondements ([9]) 
mémoire sur les fonctions discontinues ([lOJ) 

addition au mémoire sur les fonctions discontinues 

-1872 : il enseigne à l'Université de Pise un cours dans lequel 
il prend en compte les nouveaux travaux sur les fondements 

-1878 : parution de son traité ([15]), premier cours moderne 
sur la théorie des fonctions d'une variable réelle 

J. HOUEL : 
-1878 

C. JORDAN: 

parution de son Cours de calcul infinitésimal ([27]) 

-1882 parution du premier tome de la première édition du 
Cours d'analyse de l'Ecole Polytechnique ([31]) 

-1887 : parution du troisième volume de cette édition, com
portant une Note sur quelques points de la théorie des fonctions 
( [331) 

-1893 parution du premier volume de la deuxième édition 
•• entièrement revue et corrigée" ( [ 35]) 

G. PEANO: 
-1884 : remarques préliminaires au traité de Genocchi ( [45]), 

constituées de critiques de nombreux cours de calcul infinitésimal 
parus les années précédentes 

-1886 : il expose une théorie de la mesure dans les Appli
cations géométriques du calcul infinitésimal ([46)) 

A. POINCARE : 
-1884 : mémoire sur les groupes kleinéens ([49)) dans lequel il 

utilise des résultats de Cantor sur la théorie des ensembles 

B. RIEMANN: 
-1854 mémoire d'habilitation à l'Université de Gottingen 

([50]), paru en 1868 en Allemagne et en 1873 en France 
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J. TANNERY: 
-1886 : parution de son traité d'analyse ([56]), premier traité 

français dans lequel les travaux sur les fondements sont intégrés 

K. WEIERSTRASS : 
-1860-1874 : cours à l'Université de Berlin 
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1. PRINCIPAUX TRAVAUX SUR LES FONDEMENTS DE L'ANALYSE AU MOMENT DE 
LA PARUTION DE LA PREMIERE EDITION DU TRAITE DE JORDAN. 

Nous nous proposons de montrer dans ce premier chapitre, que 
1 'essentiel des travaux sur les fondements, dont Jordan se servira 
pour son exposé des principes de l'analyse dans le tome de 1893 de 
son traité, est antérieur à 1882, année de la parution du premier 
tome de la première édition du traité. 

Nous dresserons pour cela un tableau rapide des résultats dans 
ce domaine, au tout début des années 1880. Nous nous aiderons de la 
thèse de P. Dugac, Suro ies fondements de Z'anaZyse de Cauehy à Bairoe 
([18]) et de la correspondance de Gaston Darboux. 

1.1. Une source la correspondance inédite de G. Darboux 

Il s'agit de 426 lettres écrites par Gaston Darboux entre 1870 
et 1883 à Jules Houël~\ professeur à la Faculté de Bordeaux, traduc
teur de Lobatchevski et de Riemann et collaborateur le plus direct 
de Darboux à la direction du BuUetin des Seienees Mathématiques, 
bulletin fondé par Darboux en 1870. 

Nous n'utiliserons ici qu'une petite partie de cette corres
pondance, ne retenant que les lettres qui abordent des questions 
relatives aux fondements du calcul infinitésimal. 

Les si nombreuses lettres de Darboux sont en effet consacrées à 
de multiples sujets, mathématiques, historiques, mais aussi poli
tique/.!). 

A l'aide de ces lettres qui constituent de véritables archives 
du BuUetin des Seienees Mathématiques, nous pouvons suivre pas à 
pas l'élaboration et la réalisation des numéros du BuZZetin pendant 
plus de dix ans. On y trouve ainsi des échos de la vie mathématique. 
à Paris et à l'étranger; nous en donnerons ici certains extraits qui 
nous ont semblé apporter des éléments intéressants sur l'histoire 
des fondements dans les années 1872-1875. 

Mais cette correspondance est également étroitement mêlée à 
l'activité directement mathématique des deux hommes. 

Darboux y commente et défend les articles qu'il écrit pendant 
cette période, tout particulièrement les articles sur les fondements 
et les principes du calcul différentiel : Sur> un théoroème roeiatif à 
ia eontinuité des fonetions en 1872 ([9]), Mémoiroe suro ies fonetions 
diseontinues en 1875 ( [10]), Addition au mémoiroe suro Zes fonetions 
diseontinues en 1879 ([11]). 
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Houël et Darboux s'affrontent 
quelques démonstrations fondamentales 
un cours de calcul différentiel et 
Darboux les épreuves de son livre. 

aussi longuement à propos de 
d'analyse; Houël qui publiera 

intégral en 1878, soumet à 

Darboux traite ainsi de la continuité d'une fonction de deux 
variables et de la nécessité de démontrer qu'une fonction continue 
atteint sous certaines conditions ses valeurs extrema, de l'exis
tence de fonctions continues sans dérivées; à partir d'une discus
sion sur le rôle et la démonstration du théorème des accroissements 
finis, il revient sur la limite des infiniment petits à deux 
variables. 

Darboux a ainsi l'occasion de revenir longuement sur les fonde
ments de l'analyse. Ces discussions acharnées sur les fondements 
reprennent inlassablement, avec les mêmes arguments tout au long des 
années de correspondance,· jusqu'en 1882. Elles ont, par rapport aux 
trois articles cités précédemment, un caractère spécifique tout à 
fait remarquable; Darboux y affirme en effet sa conception des·prin
cipes du calcul infinitésimal et expose la façon dont il recons
truirait sur des bases solides et rigoureuses le calcul diffé
rentiel. 

Cet aspect non plus seulement critique mais constructif de sa 
démarche, excessivement rare à son époque, ne se retrouve pas sous 
une forme aussi accusée dans l' oeuvre majeure de Darboux sur ces 
questions, à savoir le mémoire de 1875. 

Tout au long de cette correspondance, utilisant de très 
nombreux exemples de fonctions "biza1"1"es", "saug1"enues" (Houël), 
Darboux affirme la nécessité d'être rigoureux dans les énoncés et 
les démonstrations de propositions qu'on ne peut, en aucun cas, 
considérer comme acquises; il le fait jusque dans les dernières 
lettres conservées aux Archives, ce qui n'est pas un des moindres 
intérêts de cette correspondance. 

En effet, après 1875, Darboux ne poursuivit 
dans cette direction et, comme l'écrit Lebesgue, 
d 'aut1"e incu1"sion dans Ze domaine des fonctions 
([39], 14). Les lettres sur les fondements des 
prennent donc une importance toute particulière. 

pas ses travaux 
"il, ne fit pas 

non anaZytiques" 
dernières années 

Nous intégrerons les éléments de notre étude sur cette corres
pondance de la façon suivante : 

Dans la première partie, nous donnerons des éléments inédits 
sur les recherches de Gaston Darboux sur les fondements, montrant 
que l'importance de Darboux dans ce domaine est généralement sous
estimée. 

Nous aurons recours à ces lettres 
deuxième partie, donnant d'une part les 
le "climat mathématique" de son temps, 
très précises sur le traité de Houël~. 

à deux reprises dans notre 
témoignages de Darboux sur 
d'autre part les critiques 
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Enfin, nous donnerons dans la troisième partie quelques 
extraits de la correspondance concernant l'Ecole Polytechnique et 
les conceptions de Darboux sur l'enseignement de l'analyse infinité
simale. 

1.2. Les constructions des réels 

Entre 1860 et 1870, plusieurs théories des nombres réels furent 
élaborées par divers mathématiciens. 

Méray et Cantor arrivèrent, dans leur travail de recherche et 
indépendamment l'un de l'autre, à une définition correcte des 
nombres irrationnels et de l'ensemble des réels en établissant une 
relation d'équivalence à 11 aide des sui tes de Cauchy et en passant 
au quotient. 

La publication de Méray ( [18], 80) qui date de 1869 fut la 
première. En 1872, Heine expose la théorie des nombres irrationnels 
de Cantor que celui-ci publiera lui-même plus tard ([25]). 

Dedekind et Weierstrass élaborèrent, en vue de leur enseigne
ment, deux théories différentes; Dedekind publia la sienne (procédé 
des coupures) en 1872 ([14]). La même année E. Kossak donne, d'après 
des notes prises au Cours de Weierstrass du semestre d'hiver 
1865-1866 sur la Théor>ie géné.,.ale des fonetions analytiques, une 
définition des irrationnels grâce à une relation d'équivalence 
([18], 58). 

Signalons enfin que Bolzano tenta de construire, dans les an
nées 1830, une théorie des nombres réels dans un traité resté inédit 
jusqu'en 1962 ([18], 11). 

Dans de nombreuses questions d'analyse, le problème de l'exis
tence et de la construction des nombres réels se trouvait implicite
ment posé. 

Par exemple, en énonçant dans son CouT's d'Analyse de 1821 
([7], 2, t.3) le critère de Cauchy dont il considère la condition 
suffisante évidente, Cauchy établit les principes d'une étude rigou
reuse de la convergence deEj :\ séries et du calcul, sinon de 1 'exis
tence, des limites de suites~t 

Mais il était nécessaire de définir les nombres irrationnels 
pour pouvoir démontrer la condition suffisante du critère. 

L'exigence d'une telle définition était ressentie de plus en 
plus consciemment au cours de la deuxième moitié du XIXe sièc1b} 
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D'autre part, comme le signale P. Dugac dans [18], page 57, le 
livre de Briot et Bouquet, Sur- la théor-ie des fonctions doublement 
pér-iodiques, paru en 1859, "contient plusieur-s théor-èmes incomplets 
((qui)) faisaient appel à des pr-opr-iétés non explicitées des sous
ensembles des points de la dr-oite et du plan, ce qui devait amener
les mathématiciens de façon tout à fait natur-eUe à la notion de 
point d'accumulation, à la pr-opr-iété de Bolzano-Weier-str-ass et à une 
conception r-igour-euse des nombr-es ir-r-ationnels (( ••• )) Il était 
nécessair-e de clar-ifier- et de r-edéfinir- un cer-tain nombr-e de notions 
fondamentales. Or> toutes ces questions qui por-tent sur- quelques unes 
des notions -pa,Pmi les plus essentielles de l'analyse nouvelle, r-en
voyaient en demier- r-essor-t à la str-uctur-e de la dr-oite r-éelle et à 
celle de ses sous-ensembles. On avait en fait besoin en analyse, 
outr-e d'une défini tian clair-e et maniable de la limite, d'outils 
plus fins tel que le point d'accumulation et des pr-écisions sur- la 
bome supér-ieur-e et la bome infér-ieur-e et toutes ces notions exi
geaient finalement que l'ensemble des nombr-es r-éels fut défini 
r-igour-eusement". 

Cette définition claire et maniable de la limite se forgera 
parallèlement à la construction des irrationnels qui permettra de 
débarrasser la notion de limite de toute contradiction et de démon
trer rigoureusement l'existence de limites de suites ou de 
fonctions. 

L'artisan principal de ce travail fut Weierstrass qui dès 1861 
exprima la notion de limite à 1 'aide d'inégalités, de[. et de ~ (6~ 

1.3. Théorème sur les suites infinies de réels 

Dans un mémoire de 1817 sur le théorème des valeurs intermé
diaires, Bolzano avait déjà formulé et démontré de façon remar
quable, malgré des lacunes dues essentiellement à l'inexistence de 
construction rigoureuse des irrationnels, les théorèmes fondamentaux 
de l'analyse dont il est question ici, dont celui sur la borne supé
rieure d'un ensemble majoré de réels. Il utilisera par ailleurs, 
dans un indédit publié en 1930, le théorème dit de Bolzano
Weier-str-ass (un ensemble borné infini de réels admet au moins un 
point d'accumulation). 

Cependant, ce mémoire resta longtemps ignoré et son influence 
ne se fit sentir qu'à partir des années 1865 à travers les cours 
enseignés par Weierstrass à l'Université de Berlin~~ 

C'est d'ailleurs Weierstrass qui élaborera dans ses cours les 
démonstrations rigoureuses de ces théorèmes sur les réels, qui ne 
furent tout d'abord connues qu'à travers des rédactions presque 
toutes inédites de ses cours successif s(e~ 
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En fait, d'après [18], c'est dans le cours de 1874 que l'on 
trouve dans le chapitre Sur, les sér,ies entièr,es la démonstration 
rigoureuse du théorème sur la borne supérieure d'un ensemble majoré 
de réels ( démonstration inspirée de Bolzano), ainsi que celle sur 
l'existence d'au moins un point d'accumulation pour un ensemble 
borné infini de réels, qui comporte explicitement un renvoi au 
mémoire de 1817 de Bolzano (ce théorème était déjà formulé dans le 
cours de 1865-1866, mais avec une démonstration lacunaire). 

La notion de point d'accumulation d' "un système de points" 
qu'il appela "point limite" fut également introduite par Cantor en 
1872 dans son mémoire Extension d'un théor>ème de la théor>ie des 
sér>ies tr>igonométr,iques à la suite de Weierstrass. 

C'est dans le livre de Di ni, Fondements pour> la théor>ie des 
fonctions de var>iables r>éelles, publié en 1878, que paraissent pour 
la première fois les démonstrations de ces théorèmes clefs de l'ana
lyse. Ce traité reprend les cours que Dini enseigna à Pise en 1871-
1872, cours conçus en partie à partir des Notes sur> les méthodes que 
suivaient Weier>str>ass et les mathématieiens al,7,emaru1'8, ses éléves, 
dans leur>s démonstr>ations, que lui envoya H. A. Schwarz en 1870. On 
retrouve ainsi les démonstrations de l'existence de la borne supé
rieure d'un ensemble majoré et sa caractérisation, de la convergence 
des suites monotones (toute suite croissante (resp. décroissante) 
majorée (resp. minorée) admet une limite), de l'existence de la 
limite commune de deux suites adjacentes, du théorème de Bolzano
Weierstrass (de toute suite infinie de réels on peut extraire une 
sous-suite convergente). 

1.4. Les ensembles 

Ce sont à nouveau les noms de Weierstrass et de Cantor que nous 
retrouvons à l'origine des notions premières de topologie générale. 

L'idée de base de l' oeuvre de Weierstrass, en ce qui concerne 
l'analyse, est l'utilisation de séries entières pour représenter les 
fonctionsè), qui implique l'idée de prolongement analytique, qui fut 
à 1 'origine du développement de la théorie des ensembles et de la 
topologie générale. 

Dans le cours de 1861, Weierstrass introduit un certain nombre 
de notions "topologiques". Il définit le voisinage (Naehbar>sehaft) 
d'un point :x:0 comme l'ensemble de tous les :x; "pour> lesquels la 
différ>en.ce :x:-:x:0 en valeur> absolue ne dé-passe -pas une valeur> 
déter>minée" et travaille sur des intervalles "fer>més bor>nés" (il 
montre que l'image continue d'un intervalle fermé et borné est un 
intervalle fermé et borné) ([18], 51). 
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Mais c'est dans le cours de 1874 que l'on trouve les défi
nitions actuelles d'un ensemble borné, puis celle d'un ouvert borné 
0 à l'aide de la notion de voisinage d'un point a, défini alors 
comme un disque ouvert de centre a. Weierstrass définit également un 
point extérieur à 0~ :\ la frontière de O et introduit la notion de 
connexité ( [ 18] , 65Y: o,. 

Quant à Cantor, son nom est universellement attaché à la 
théorie des ensembles qu'il élabore à partir de ses recherches sur 
les séries trigonométriques et publie dans une série de mémoires, 
principalement dans les Mathematische Annal.en et les Acta Mathe
matica. 

Dans le premier de ces mémoires en 1872 ([4]), Cantor introduit 
la notion d'un ensembZ.e de points et donne la définition du voisi
nage d'un point de Z.a droite (tout intervalle qui contient ce point 
dans son intérieur), puis. celle d'un point Z.imite (point d'accwrru
Z.ation) et d'ensemble de..U eme espèce (ensemble dérivé d'ordreµ), 
toutes sauf la dernière inspirées de Weierstrass. 

P. Dugac souligne l' importance de ce texte qui "ouvr-e Z.' èr-e de 
Z. 'étude des sous-ensembZ.es d'un ensembZ.e donné, munis de cer-taines 
pr-opr-iétés, étude qui conduir-a, en par-tieuZ.ier- aux notions cZ.és 
d'ensembZ.e de mesur-e nuZ.Z.e et d'ensembZ.e maigy,e". 

Dans une série d'articles, publiés de 1879 à 1884 dans les 
Mathematische Annal.en, et traduits (voir à ce sujet [17]) en 
français dans les Acta Mathematica en 1883 et 1884 donc après la 
parution du premier tome du traité de Jordan, Cantor donne un exposé 
de sa théorie des sous-ensembles infinis de R. Nous ne retiendrons 
ici que les quelques définitions qui figureront dans la deuxième 
édition du traité de Jordan, celles d'un ensembZ.e paT'tout dense, 
d'un ensembZ.e par-fait, d'un ensembl.e bien enchatné, de point isoZ.é 
et d'un ensembZ.e nuZ.Z.e par-t dense, d'un ensembZ.e fe'Y'Tflé, d'un 
ensembZ.e dense en Z.ui-même (Hankel, en 1870, avait introduit pour la 
droite les notions d'ensembZ.e pay,tout dense et d'ensembZ.e non 
dense). 

Par ailleurs, Cantor publie en 1877 le théorème affirmant qu'il 
existe une bijection entre R et H2-. 

Mais ce fut Dedekind qui, "à Z.'occasion d'une publication envi
sagée des Z.eçons de DiT'ichZ.et SUT' Z.a théoT'ie du potentiel, incité à 
se poser- des questions SUT' Z.es pT'obZ.èmes de topologie, fut Z.e 
pT'emier- mathématicien de son temps à Z.e fair>e dans des temes dont 
iZ. n'y a r>ien à r>etr>ancher-même en 19?4" ([17bisJ, 107). Il le fera 
malheureusement dans un article inédit situé aux environs de 1871 et 
qui ne paraîtra que dans ses oeuvres mathématiques ( [14], tome2, 
353). 



Dans cet article sont définis les ouver>ts (ensemble P de points 
p, p'... tel que pour tout point p on a une longueur ~ telle que 
tous les points dont la distance à p est plus petite que b., appar
tiennent à l'ensemble P), les points intér>ieur>s, les bouZes 
ouver>tes, les points extér>ieur>s, les points fr>ontièr>es. D'après 
Dugac ( [ 17bis]), "iZ faudm, attendr>e Zongtemps avant de tr>ouver>, 
dans "la Uttér-atur>e rra.thématique, un exposé aussi systématique de 
topoZogie génér>aZe". 

1.5. Les fonctions 

La volonté d'expliciter en toute rigueur les fondements des 
mathématiques qui est une des causes des travaux sur les nombres 
réels que nous venons de mentionner se retrouve dans les recherches 
sur la théorie des fonctions qui furent d'ailleurs souvent, à cette 
époque, à l'origine de notions topologiques (cf Weierstrass et 
Cantor). 

Le cadre général des recherches sur les fonctions en cette 
deuxième moitié du XIXe siècle reste toujours l'étude de la possibi
lité de représenter une fonction quelconque par une série conver
gente, étude que nous n'aborderons pas ici, notre but étant seule
ment de faire le point sur les notions de base de la théorie des 
fonctions de variables réelles traitées dans les premiers chapitres 
du traité de Jo~dan, à savoir celles concernant les fonctions conti
nues, les fonctions intégrables, les dérivées. Déjà celles - ci 
étaient loin d'être complétement clarifiées au début des années 
1870, comme le montrent les lettres de Darboux à Houël dans 
lesquelles, à maintes reprises, il développe l'idée suivante, expri
mée dans la préface de son mémoire de 1875 sur les fonctions discon
tinues : "Au r>isque d' êtr-e tr-op 7,ong, j'ai tenu avant tout, sans y 
r>éussir- peut êtr>e, à êtr>e r-igour>eux. Bien des points, qu'on r>egar>
dait à bon dr>oit eomme évidents ( ( ••• )) doivent êtr>e soumis à une 
er>i tique r>igour>euse ( ( ••• ) ) • Par> exempl,e on ve1"m qu 'iZ existe des 
fonetions eontinues qui ne sont ni er>oissantes ni déeroissantes dans 
aueun intewaize, qu 'iZ y a des f onetions diseontinues qui ne peu
vent var>ier> d'une vaieur> à une aut'r'e sans passer> par> toutes 'les 
vaieur>s inter>m.édiaires. On eonçoit qu'en pr>ésenee de propositions 
aussi singuZiè-,,.es on épy,ouve 1,e besoin d' appo'Y'te'Y' 1,a pl,us gm,nde 
r>igueur- dans ies déduetions et de n 'admett-,,.e que 7,es pr>oposi tions 
ies mieux démontr-ées". 

1.5.1. Sur les fonctions continues 

La première définition moderne à l'aide d'inégalités de la 
continuité fut donnée par Bolzano en 1817 dans son mémoire sur le 
théorème des valeurs intermédiaires, mémoire qui, comme nous l'avons 
déjà mentionné, ne fut redécouvert que vers 1865. 
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La définition qui servira de référence jusque vers les années 
soixante sera celle de Cauchy, parue dans son cours d'analyse en 
1821, moins précise que celle de Bolzanol+i\ 

C'est dans le cc;>urs de Weierstrass de 1861 qu'on trouve la 
première définition "epsilonienne" de la continuité d'une fonction 
d'une variable, définition que l'on retrouve chez Ossian Bonnet en 
1871 ( [18]) sous une forme voisine(-12). 

Dans ce même cours de 1861, Weierstrass démontre qu'une 
fonction continue sur un intervalle fermé borné atteint ses bornes 
supérieure et inférieure puis énonce le théorème des valeurs inter
médiaires, mais sa démonstration, ainsi que les démonstrations 
précédentes de Bolzano (1817) et de Cauchy (l821)( 4a), est lacunaire. 
Elle repose en effet sur l'existence de la borne supérieure d'un 
ensemble majoré, existence non encore démontrée. C'est en 1874 qu'il 
donnera une démonstration exacte de ce théorème (se référant expli
citement à celle de Bolzano), démonstration qu'il posséde proba
blement autour de 1868. 

Weierstrass démontre également dans le cours de 1861 que 
l'image continue d'un intervalle fermé borné est un intervalle fermé 
borné. 

Ce n'est pas Weierstrass qui attirera l'attention sur une autre 
de ces fausses évidences à propos des fonctions continues, à savoir 
leur monotonie, mais Darboux, dans son mémoire de 1875 où il montre 
1 'existence de 11f onctions continues ~ui ne sont ni cr>oissantes ni 
déer>oissantes dans aucun inter>vaZ Ze" ~ • 

En 1872, E. Heine dégage la notion de continuité uniforme dans 
[25] et démontre rigoureusement pour la première fois qu'une 
fonction continue sur un intervalle fermé et borné est uniformément 
continue sur cet intervalle. Cette propriété, ainsi que la notion de 
continuité uniforme, fut utilisée par d'autres mathématiciens aupa
ravant dont Cantor~). 

1.5.2. Continuité pour les fonctions de plusieurs variables 
• 

Les énoncés à ce propos, ou plus précisément leur absence ou 
les erreurs qu'ils renferment_, sont une indication supplémentaire de 
la difficulté qu'il y avait alors à saisir le fond de la notion de 
continuité. Cauchy avait tenté de démontrer en 1821 (i 1 avait déjà 
le mérite de se poser la question) un théorème affirmant que si une 
fonction de deux variables est continue par rapport à x et par rap
port à y, alors elle est continue par rapport à (x,y). 

Le premier contre-exemple sera publié 
dans [60] et sera suivi d'un deuxième 
en 1872 ([52])0~. 

par Thomae 
trouvé par 

en 1870 
Schwarz 
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Cette même année, dans une lettre du 26 avril à Houël, Darpoux 
expose avec une parfaite maitrise la différence entre la continuité 
séparément par rapport à chacune des variables et la continuité par 
rapport à deux variables. Il reviendra sur cette question en donnant 
des contre-exemples pendant plus de cinci ans, ce qui montre la 
difficulté qu'il avait à convaincre Houël0::0. 

Ces contre-exemples inédits, ainsi que les deux autres furent 
ignorés en France. Il en sera ainsi jusqu'en 1896 date à laquelle 
Baire redécouvrira cette différence de nature des deux continuités 
et en fera le point de départ de ses recherches. 

Il semble qu'en 1861 Weierstrass ait donné une définition tout 
à fait correcte (à l'aide de voisinages) de la continuité d'une 
fonction de deux variables ( [18), 114). Dans son cours de 1874 il 
démontre qu'une fonction continue sur un ensemble fermé borné 
atteint ses bornes supérieure et inférieure et définit la notion de 
point d'accumulation pour Ji'7, et en. 

La démonstration de ce théorème pour le cas particulier de deux 
variables avait été faite par Darboux en 1872 dans un article où il 
définissait la continuité d'une fonction de deux variables ([9))~~-

1.5.3. Fonctions discontinues 

C'est Riemann dans [50), mémoire présenté pour sa thèse d'habi
litation à l'Université de Gottingen en 1854 mais publié seulement 
en 1867 par Dedekind et traduit en français en 1873 par Darboux et 
Houël (voir les lettres de Darboux des 24 et 30 mars 1873), qui 
relança l'étude des fonctions discontinues~'). Définissant l' oscil
lation d'une fonction dans un intervalle, il élargit la notion 
d'intégrale à des fonctions non continues ayant une infinité dénom
brable de discontinuités et intégrable, exemple qui sera suivi par 
d'autres dont ceux de Hankel en 1870 qui donne les premières défini
tions et fait l'étude des fonctions ayant une infinité de discon
tinuités dans tout intervalle de R ([18), 116) et ceux de Darboux en 
1875 dans son mémoire sur les fonctions discontinues. 

Là encore Bolzano fut en avance sur beaucoup de ses contem
porains et des mathématiciens qui lui succédèrent. Vers 1835, il 
intitule la première partie de son livre, La théoT'ie des fonctions, 
Fonctions continues et discontinues (livre publié seulement en 
1930), alors que jusqu'à la deuxième édition du traité de Jordan 
(1893) la presque totalité des manuels de calcul infinitésimal 
(calcul intégral et différentiel) ne signale pas l'intégrale de 
Riemann et ignore les fonctions non continues. 

Mais le livre de Dini de 1878 est une exception. Il reprend et 
perfectionne en effet, dans un chapitre qui leur est consacré, les 
définitions et l'étude des fonctions discontinues. 
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Darboux quant à lui, utilise à plusieurs reprises dans sa 
correspondance des fonctions discontinues à titre de contre
exemples, considérant, par exemple, les fonctions définies de deux 
façons différentes sur les rationnels et les irrationnels (lettre du 
21 mai 1874). 

1.5.4. Sur la dérivabilité des fonctions 

Les résultats sur la dérivabilité exposés ici peuvent 
s'organiser autour de trois questions : l'existence des dérivées et 
la construction de fonctions continues mais non dérivables, la 
démonstration du théorème des accroissements finis, les dérivées de 
fonctions de plusieurs variables. 

Traitant du calcul différentiel, Bourbaki écrit : 

"Avec "les ouv.,.ages de Cauchy on se 1"et1"ouve ènfin su1" un 
te1"min so"lide. ( ( ••• )) La notion de "limite, fixée une fois pou.,. 
toutes, est p1"ise poU1" point de dépa.,.t; ceUes de fonction continue 
(au sens mode1"ne) et de dé.,.ivée s'en déduisent immédiatement, ainsi 
que "leu1"s p1"incipa"les p1"0p1"iétés é"lémentai1"es; et i 'existence de "la 
dé.,.ivée, au "lieu d' êt1"e un a1"tic"le de foi, devient une question à 
étudie.,. pa1" "les moyens o1"dinai1"es de "l'ana"lyse". 

Et, excepté une nouvelle fois Bolzano qui construisit un 
exemple non publié de fonction continue n'ayant~de dérivée ni finie 
ni infinie de signe déterminé en aucun pointlt>, les mathématiciens 
des années suivantes ne se préoccupèrènt que des calculs de dérivées 
ou de différentielles et non de leur existence, critique que formu
lait encore Peano en 1884 à l'égard de la majorité des traités de 
calcul infinitésimal publiés ([45], 1, 47). 

Darboux, également, reprend cette critique de façon implicite à 
plusieurs reprises dans ses réponses à Houë1C1i), et insiste sur les 
difficultés qu'il rencontrerait s'il cherchait, toutes les fois 
qu'il calculait une dérivée, à en démontrer l'existence. 

La question de l'inéluctabilité de l'existence de la dérivée 
d'une fonction continue fut définitivement tranchée par Weierstrass 
qui produisit en 1872 un exemple de fonction continue et qui n'est 
dérivable en aucun point de R, exemple qui ne fut publié qu'en 1875 
et qui apparait dans le cours de 1874. 

Dans ce même cours Weierstrass indique que Riemann aurait donné 
un exemple de fonction continue qui n'était dérivable qu'en certains 
points de R ou en aucun point de R, lors de ses cours à Gëttingen 
dans les années 1860 ( [ 18], 66). Mais c'est surtout à partir de la 
publication en 1868 de [50] que l'influence de Riemann se fit 
sentir, comme en témoigne Darboux dans l'introduction de son mémoire 
de 1875 : 
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"Jusqu'à ztappar>ition du mémoir•e de Riemann sur• 1,es sér>ies 
tr>igonométr>iques au<Jun doute ne s I était éZevé sur 7, 'existence de ia 
dé-,,,ivée des fonctions continues. ( ( .•• ) ) Ce seui fait qu'il existe 
des fonctions discontinues susceptibZes d'intégr>ation suffit à 
pr>ouver>, comme on Ze ver>r>a, qu 'iZ y a des fon<Jtions continues 
n'ayant pas de dér>ivée, et cette conséquenee des tr>avau:c de Riemann 
n'a pas tar>dé à être admise -par> Zes géomètr>es aZZemands". 

Darboux lui même, à la suite de la lecture du mémoire de 
Riemann et dès avant 1875, construisit plusieurs de ces fonctions. 
Dans la lettre du 24 mars 1873 il annonce qu'il en a communiqué 
plusieurs à la Société Mathématique de France, exemples dont 
malheureusement on 4.e_, retrouve pas de trace dans le BuUetin de la 
Société MathématiqueP4 

La deuxième question importante à propos de la dérivabilité est 
celle du rôle et de 1a démonstration du théorème des accroissements 
finis. 

Tout d'abord, une démonstration rigoureuse de 
nécessitait un recours:,,. aux résultats les plus 
fondements de l' analyse(t?t1. 

ce théorème 
nouveaux des 

Abandonnant le théorème des valeurs intermédiaires, jusqu'alors 
nécessaire à l'obtention de la formule finale et utilisant le 
théorème de Rolle, O.Bonnet donne la première démonstration qui ne 
suppose pas la continuité de la dérivée. Elle est publiée dans le 
cours de Serret de 1868. Elle a cependant un inconvénient, celui 
d'utiliser l'hypothèse fausse de la monotonie d'une fonction 
continue. 

En 1874, Darboux "arrange" la démonstration de Bonnet en 
utilisant le lemme sur le maximum. Il n'utilise plus en effet 
l'hypothèse de monotonie mais il admet, tout en disant qu'on peut la 
démontrer (ce qu'il ne fait pas, cf la lettre du 16 avril 1874), 
l'existence de la borne supérieure d'une fonction continu~tL4l 

C'est en 1878, dans le livre de Dini, que l'on trouve la 
première démonstration entièrement exacte de ce théorème, toutes les 
étapes intermédiaires étant démontrées avec rigueur. 

Dini signale qu'il a pris les éléments de sa démonstration dans 
les cours que donne Weierstrass. Cependant, on ne trouve pas de 
démonstration entièrement satisfaisante de ce théorème dans les 
notes de cours des étudiants de Weierstrass, celui-ci utilisant 
encore dans son cours de 187 4 l'hypothèse de con-tinui té de la 
dérivée. 

En 1870 Schwarz donne la première démonstration correcte de la 
propriété suivante : une fonction réelle, dérivable, dont la dérivée 
est toujours nulle, est constante. Il la démontre g_r~ce au théorème 
des accroissements finis dont c'est une conséquence~ 



C'est un des premiers exemples d'utilisation de la formule des 
accroissements finis dans les démonstrations des propriétés les plus 
élémentaires du calcul différentiel. Or, elle seule permet de 
"donner' ia seuZe exposition T"igouy,euse et simpZe du (J.a7,,(J.u7,, diffé
y,entieZ" (Darboux, lettre du 2 mai 1874). 

Darboux reviendra fréquemment dans ses lettresl 16) sur le rôle 
fondamental de ce "théoT"ème ((celui des accroissements finis)) 
dominant Ze tJafouZ infinitésimal,," (Darboux, lettre du 25 avril). 

En ce qui concerne les résultats sur les fonctions de plusieurs 
variables nous retrouvons les mêmes problèmes que ceux que nous 
avons soulignés à propos de la continuité : la difficulté à con
cevoir la nécessité d'une démonstration. 

Dans le cours de 1861 Weierstrass démontre que 
f":r:yf :r:, y) = f" y:r:( :r:, y) lorsque la fonction réelle f des variables :r; 

et y, ainsi que ses dérivées partielles premières et secondes sont 
continues. Schwarz généralisa ce théorème en 1873 en supposant la 
seule continuité de f' :r;, de f' y et de f":r:y• 

Les lettres de Darboux témoignent d'autre part des difficultés 
qu'il pouvait y avoir à définir les dérivées partielles des 
fonctions de deux variables, ainsi que les dérivées de fonctions 
implicites, etc, toutes propriétés et définitions qui nécessitaient 
l'utilisation de la formule des accroissements finis. 

1.5.5. Sur l'intégrabilité des fonctions de variables réelles 

En 1873 Darboux découvre le mémoire de Riemann de 1854 ( [50]) 
et écrit à Houël : "VoiZà un beau moy,(J.eau et qui ne sey,a pas 
appy,é(J.ié. Mais iZ y a une pey,7,,e que tout Ze monde y détJouvT"iT"a je 
Z 'espèy,e. C'est Za définition de Z' intégrol,e définie" (lettre du 
30 mars 1873). 

Alors que Cauchy "n 'appZique son pT"otJédé qu'à des fowtions a 
pT"ioT"i intéT"essantes, Zes fowtions tJontinues, Riemann y,egaroe à qui 
s'appZiqu.e Ze pT"otJédé de définition et tJOnsidèT"e tout don(J. y tJorrtpT"is 
l,es intégPaZes de fontJtions distJontinues" (H. Lebesgue, [38], 24]). 

C'est Darboux en 1875 qui démontrera dans [10] la condition 
nécessaire et suffisante pour que l'intégrale d'une fonction bornée 
existe, condition énoncée par Riemann. 

L'existence de l'intégrale restait en effet à démontrer rigou
reusement, même dans le cas d'une fonction continue. 

Dans sa démonstration en 1823, Cauchy supposait impZi(J.itement 
la continuité uniforme de la fonction sur un intervalle pour prouver 
l'existence d'une limite des sommes dites de Riemann lorsque le pas 
tend vers 0, continuité uniforme qui ne sera démontrée rigoureu
sement qu'en 1872 par Heine. 



1.6. Sur les séries 

Cauchy tout d'abord dans son cours de 1821, puis Abel à partir 
de 1825 posèrent, les premiers, les principes d'une étude rigoureuse 
du comportement des séries, s'élevant l'un comme l'autre à plusieurs 
occasions contre l'habitude de travailler sur des sommes de séries 
dont on ne montrait pas la convergence ou qui étaient divergentes(2l} 

Si des progrès furent faits alors dans l'étude de la conver
gence des séries numériques, il n'en fut pas de même pour celle des 
séries de fonctions dont l'étude était beaucoup plus délicate et 
nécessitait la maitrise, par exemple, de la convergence uniforme qui 
ne fut acquise que plus tard. 

Il faut 
par exemple, 
de la somme 
gente ou de 
d~monstration 
dérivables. 

cependant là encore noter le mérite de Cauchy qui sut, 
corriger une de ses propres erreursC 21>sur la continuité 
d'une série de fonctions continues simplement conver
Abel qui, sans la résoudre, posait la question de la 

de la dérivée de la somme d'une série de fonctions 

Dans son cours de 1861, Weierstrass reprend ces questions et 
donne la première démonstration connue du théorème sur la dérivation 
terme à terme d'une série convergente de fonctions. 

En 1869, Heine publie la démonstration du théorème sur l 'inté
gration terme à terme des séries, théorème que Weierstrass 
enseignait depuis des années dans ses cours. 

Le chapitre 5 du mémoire de Darboux sur les fonctions discon
tinues, consacré aux séries, est une synthèse de tous les résultats 
sur les ,séries de fonctions convergentes et absolument 
convergentes'. 29t 

Cette synthèse de 1875, où figurent de nombreux contre
exemples, montre que Darboux dominait ces questions, ceci étant loin 
d'être partagé par tous à cette époque. 

Si Dini dans son cours de 1878 donne des résultats rigoureux et 
démontre que si la somme d'une série de fonctions continues sur un 
intervalle et positives à partir d'un certain rang est continue, 
alors la série est uniformément convergente, d'autres mathématiciens 
et parmi les plus grands, traitent des séries avec moins de bonheur, 
comme le fait remarquer Darboux dans une lettre à Houël de 1875 
(voir la lettre du 23 décembre 1875). 
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1.7. Conclusion 

Il apparait ainsi, à la suite de ce rapide inventaire, que 
l'essentiel des propositions concernant la structure de la droite 
des réels, les propriétés des fonctions continues ou intégrables, 
les premiers éléments de la théorie des ensembles que Jordan expose 
dans le tome de 1893 ont déjà été démontrés en 1882 lorsque sort le 
premier tome de la première édition de son traité, principalement en 
Allemagne et en Italie. 

C'est pendant les années 1870 que l'exigence d'une plus grande 
rigueur dans l'énoncé et la démonstration des propriétés élémen
taires du calcul infinitésimal aboutit à la remise en cause des 
principes sur lesquels reposait l'analyse. Elle se traduit par une 
accumulation de résultats visant à poser les principes de l'analyse 
sur des bases plus solides. 

Cependant, s'il est vrai que c'est alors que sont élaborées les 
premières notions de topologie générale ou les premiers éléments de 
la théorie des fonctions, il nous faut souligner le caractère épars 
et marginal de tous ces résultats pendant cette décennie. 

S'il s'agit ici de la naissance de la topologie générale, de la 
théorie des fonctions à leurs tout débuts, personne ne voyait encore 
ni leur globalité, ni leur cohérence, ni leur utilité; là sera le 
mérite de Jordan avec la deuxième édition du traité qui en présen
tera un exposé unique. 

Ainsi, parlant des travaux sur les fonctions de variables 
réelles dans 1' introduction à sa notice sur ses travaux scienti
fiques de 1922 ([39], 101), Lebesgue constatait 

"Jusqu'à ees dernier>s temps, Za pZupar>t des tr>avau:r sur> Zes 
fonetions r>éel,1,es, eeu:r eoneer>nant Zes sér>ies tr>igonométr>iques 
exeeptés, se r>éduisaient à des r>emar>ques, par>fois tr>ès élégantes, 
mais sans Zien, ne foffllant nul, eo-,,.ps de doetr>ines, et n'ayant ser>vi 
pr>atiquement à r>ien". 

Dans une autre introduction à la notice, celle-là inédite 
([40], 89), Lebesgue écrit encore : 

"L'étude génér>aZe des fonetions, si eUe appar>aissait eomme 
for>t intér>essante au point de vue philosophique apr>ès Zes ouvr>ages 
de I>lni et de Tanner>y, par> exemple, semblait sans por>tée rrathé
matique vér>itabl,e.(( ••• )) Les tr>avau:r qu'on publiait sur> Zes 
fonations de var>iabZes r>éeZ 1,es avaient Ze plus souvent pour> but de 
montr>er>, par> des exemples, l'impossibilité d'énoneer> sans 
roestr>iation teZZe ou teZZe pr>oposition. On aonstituait ainsi une 
sor>te de musée de monstr>uosités plus pr>oproe à dktourner> Ze mathéma
tieien de ae genr>e d'étude qu'à 1,'y intéroesser>". 



-25-

Notes sur la prefflière partie 

1. L'Académie possède d'autre part 31 lettres de Houël à 
Darboux conservées à la bibliothéque de l'Institut (cf 2, note 19). 

2. Témoin de la Commune de Paris, de la République des 
Versaillais, Darboux fait part à Houël de son opinion sur les évé
nements politiques de cette période. La politique de Paul Bert, 
alors Ministre de l'Instruction Publique, ses réformes des pro
grammes de licence en Fa cul té des Sciences sont, entre autres, 
longuement critiquées et discutées. 

3. Nous verrons que ces critiques peuvent le plus souvent 
s'appliquer au tome de 1882 du cours de Jordan. 

4. Signalons également que Cauchy fut le premier à utiliser 
systématiquement la notation un pour les éléments d'une suite, les 
mathématiciens du XVIIIe siècle ayant abondamment travaillé sur les 
suites sans disposer de cette notation. Quant au critère dit de 
Cauehy, il fut énoncé déjà clairement par Bolzano en 1817, donc 
avant Cauchy. 

5. Ainsi dans son mémoire sur les nombres irrationnels C. Meray 
indique que "deu:r: pr>ineipes" étaient à cette époque le fondement 
essentiel de toutes les parties mathématiques où intervient la no
tion de limite. Le premier était qu'une suite croissante majorée 
(resp. décroissante minorée) tend vers une limite. Le second prin
cipe était que toute suite de Cauchy tend vers une limite. 

"Jusqu'à présent", écrit-il, "on a -y,egardé ees propositions 
eomme des axiomes", mais cette façon de faire n'évitait pas "Za né
cessité d'intr>oduiT'e dans Zes T'aisonnements Za aoneeption assez 
obsauT'e de nombT'e inaommensur>abZe" (cité par P. Dugac dans 
[ 18] , page 22 ) • 

6. Cauchy en 1821 utilise une définition de la limite en des 
termes voisins de ceux que donnera Weierstrass ({7], 2, t.3, 59). 

7. Dans une lettre du 17 janvier 1876, Darboux écrit à Houël 
"Qu' est-ae que ae Bolzano dont vous me parlez à propos d'un théorème 
sur> Za eontinuité des fonetions ? " D'autre part P. Dugac indique 
que Cantor ne connut ce mémoire qu'en 1870, mémoire signalé par 
Schwarz qui en possédait un exemplaire, "dernier> exemplaire qu'avait 
7,. 'éditeur>". 

8. Au sujet des rédactions inédites des cours de Weierstrass, 
signalons entre autre les rédactions suivantes étudiées par P. Dugac 
dans [16] et [18] : 

- le cours du semestre d'été 1861, intitulé CaZeuZ diffé
rentiel, rédigé par Schwarz, alors éléve de Weierstrass; ce cours a 
une importance particulière, car ce sont entre autres des notes de 
ce cours que Schwarz communiqua à différents mathématiciens, dont 
Heine et Dini qui prit ainsi connaissance, vers 1871, des idées de 
Weierstrass. 
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- le cours du semestre d'hiver de 1865-1866 qui était intitulé 
ThéoPie généPale des fonations analytiques. 

- le cours du semestre d'été de 1874, intitulé IntPoduation à 
la théoPie des f onations analytiques dont il existe une rédaction 
manuscrite d'un éléve de Weierstrass, G. Hettner. 

- le cours du semestre d'été de 1878, intitulé comme le précé
dent, dont il existe deux rédactions, avec des différences 
sensibles, l'une ayant été publiée en 1881 par S. Pincherle 
(Weierstrass se plaignit de cette rédaction). 

Notons que le dernier cours de Weierstrass date de 1886 et que 
le premier manuel d'enseignement s'inspirant des idées de 
Weierstrass fut celui de Stoltz paru en 1885. 

9. Ce principe de la représentation des fonctions avait été 
développé par Lagrange. Il es,t intéressant de faire le parallèle 
entre la façon dont Weierstrass d'une part et Méray d'autre part le 
développent, ce dernier se caractérisant par une grande étroitesse 
([18J, 85). 

10. - a est extérieur à O s'il existe un voisinage de a qui ne 
rencontre pas O. 

- a appartient à la frontière de O si dans tout voisinage 
de a il y a des points qui n'appartiennent pas à o. 

11. La définition de Bolzano d'une fonction continue en un 
point est : "Si x est une tetie valeUP quetaonque, ta difféPenae 
f(x-w) - f(x) peut êtPe Pendue ptus petite que toute gmndeuP 
donnée, si 'l'on peut toujouPs pPendPe 1."-' aussi petit que l'on 
voudm". 

Celle de Cauchy est d'autre part :"La fonation f sePa aontinue 
au point x si la valeuP numénque ((i.e. valeur absolue)) de ta 
difféPenae f(:r>fJ..) -f(x) déaPoit indéfiniment avea aelle deol. "· 

12. Riemann, dans un cours publié, utilise déjà les E. pour 1 a 
définition de la continuité et insiste, dans un inédit découvert 
après sa mort en 1866, sur l'importance de l'écriture de cette défi
nition à l'aide d'inégalités. 

13. Dans son mémoire de 1875, Darboux se réfère à la démons
tration de Cauchy de ce théorème. 

14. L'exemple qu'il donne d'une te}lz fonction est la somme 
f(x) de la série f(x) =~an(sin nx) I avec~¾ absolument 
convergente ([l0J, 106). 

15. En effet si la définition de la continuité uniforme est de 
Heine, la démonstration de [25J est sinon de Cantor, du moins très 
directement inspirée de celle de ce dernier, qui à ce sujet ne se 
référe pas à Heine mais à Cantor. 

Notons également que dans ses cours sur l'intégrale définie, en 
particulier celui de 1854, Dirichlet énonçait déjà un théorème sur 
la continuité uniforme d'une fonction continue sur un intervalle, et 
cela dans une formulation d'une modernité surprenante. 
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16. Il s'agit des contre-exemples suivants 
Thomae f(x,y)=sin (4 Ar>ctg(:r:/y}) au voisinage de (0,0) 

et f(x,O) = f(O,O) = O. 
Schwarz : f(x,y) = 2xy/(x2+y 2) avec f(O,O) = O. 

17. Il construit son premier contre-exemple dans la lettre du 
30 Décembre 1873. 

Il s'agit de la fonction 
f(x,y) = :tf/y 4 .exp(-:tf/y 4); f(O,y) = O; f(O,O) = 0 

Si elle est continue sur toute droite en s'approchant de l'ori
gine, ce n'est plus vrai lorsqu'elle s'en approche sur la parabole 
X=k.y2 où elle demeure constante. 

concerne la continuité pour une 
aux lettres des 26 avril 1872, 

1874, 27 novembre 1875, 11 juillet 

Nous renvoyons en ce qui 
fonction de deux variables 
30 décembre 1873, 19 janvier 
1877. 

18. "Suivant 7,' exerrrpZe de M. Bonnet pour> Zes fonetions d'une 
seuZe var-iabZe, nous définir-one "La continuité point par> point, pour> 
ainsi dir>e, de Za manièr>e suivante: 

Une fonetion z=f(:r:,y) est dite continue poUr> un système (:r:0,yo) 
des vaZeur>s de var>iab"Les, r>epr>ésenté par> un point M, quand on peut 
assigner> autour> du point M une cour>be, queZque petite qu 'ene soit, 
teZZe que, pour> tous Zes points m' (:r:,y) corrrpr>is à 7,'intér>ieur> de 
cette cour-be, on ait "La différ-enee f(x,y)-f(:r: 0,y 0) p"Lus petite en 
vaZeur> absoZue que o, b étant pr>is aussi petit qu'on 7,e veut". 

19. Dans son mémoire de 1829 "Sur> 7,a conver>gence des séries 
tr>igonométr>iques qui servent à r>epr>ésenter> une fonction ar>bitr>air>e 
entr>e des "limites données", Dirichlet examine le cas où le nombre de 
discontinuités, ainsi que le nombre des maxima et minima de la 
fonction est infini. Il y donne le premier exemple d'une fonction 
définie sur R et telle que tout point de R soit un point de discon
tinuité de la fonction ([18], 37) : f(x)=O si x est rationnel, 
f(x}=l si :r: est irrationnel. 

20. L'exemple de Bolzano se trouve dans la Théor>ie des 
fonctions éerit vers 1835, mais, rappelons le, publié seulement en 
1930, dans la deuxième partie: fonctions dér>ivées. 

21. Voir les lettres des 18 et 24 janvier 1875, ainsi que la 
lettre du 31 janvier de la même année à propos de l'existence de la 
dérivée de x6.sin(1/x) à l'origine. 

22. Nous trouvons dans la correspondance une série de lettres à 
propos du débat qui s'élève avec le mathématicien belge Gilbert sur 
l'existence de fonctions continues sans dérivées et la validité des 
travaux de Hankel ([24 bis]); dans la lettre du 18 février 1873 
Darboux expose à Houël une des erreurs de la démonstration dans 
laquelle Gilbert concluait à la nécessité de 1 'existence de la dé
rivée pour toute fonction continue ([23]).Voir également les lettres 
des 24 et 30 mars, 12 avril, 16 juin et 3 juillet 1873, ainsi qu'une 
lettre non datée du second semestre 1873. 
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23. Voir à propos de la démonstration de ce théorème le cours 
enseigné par P. Dugac en 1979 à l'Université de Paris VI ([19]). 

24. Darboux en donne une démonstration pour des fonctions de 
deux variables, dans laquelle il admet "Z'existence d'un point 
Zimite à l'intér>ieur> de tous les contour>s successifs de plus en pZus 
petits, intér>ieur>s chacun à tous ceu:c qui le pr>écèdent" ( [9]). 

25. La démonstration est donnée pour la première fois dans une 
lettre de Schwarz à Cantor du 20 février 1870 ([18], 49). 

26. Voir les lettres des années 1874 et 1875. 

27. Abel, dans une lettre du 16 janvier 1825 écrit, parlant des 
séries divergentes : "Je suis devenu pr>odigieusement attentif à tout 
ceZa; caP si Z'on excepte Zes cas de ia pZus extr>ême simplicité, par> 
exempZe : Zes sér>ies tr>igonométr>iques, iZ n'y a pr>esque pas, dans 
toutes les mathématiques, une seule sér>ie infinie dont la sorrme est 
déter,minée d'une m:znièr>e r>igour>euse: en d'autr>es ter,mes, ce qu'ii y 
a de pZus impor>tant dans Zes mathématiques est sans fondement". 

28. Ce n'est qu'en 1853 que Cauchy corrigea son erreur, alors 
que dans la lettre de 1825 déjà citée, publiée dès 1839, Abel criti
quait cette proposition en fournissant un contre exemple et 
ajoutait : "On fait tout espèce d 'opér>ations sur> Zes sér>ies 
infinies, comme si elles étaient finies; m:zis est-ce per,mis? Jamais 
de Za vie". 

29. Nous ne nous occuperons pas ici du problème important des 
séries de Fourier d'une fonction, bien qu'elles aient eu un rôle de 
premier plan au cours du dix-neuvième siecle. Nous n'avons pas fait 
rentrer dans notre comparaison des différentes éditions du traité de 
Jordan les chapitres correspondant à cette notion. 
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2. LA MISE SUR PIED DES FONDEMENTS EN FRANCE DE 1870 A 1882. 

2.1. les traités : un moyen de connaissance 

Le recensement des travaux sur les fondements de l'analyse de 
1870 à 1880 que nous venons d'effectuer nous montre que, mis à part 
Gaston Darboux et Ossian Bonnet, aucun mathématicien français ne 
participa à cette production de nouveaux résultats. Plus encore, à 
la suite de son mémoire de 1875 ( [10)), Darboux "fut que7-que peu 
b7-âmé de e 'êtr-e taieeé aUer- à étudier- de par-eittes questions" 
(Lebesgue, [39], 14). 

Ce mouvement des années 1870 à propos des fondements est en fait 
étranger aux recherches mathématiques qui se déroulent en France. On 
ne s'y intéresse pas aux séries trigonométriques qui .sont à l'ori
gine de beaucoup de ces travaux. Le ton désabusé de certaines des 
lettres de Darboux à propos de l'accueil qui risque d'être fait, par 
exemple au mémoire de Riemann [50], en est une preuve. 

De même, "Dar-bou:r: meontait ( ( ••• )) que ôe Mémoir-e ((celui de 
1875)) avait été fr-oidement aeeueiUi par> ptueieur>e de eeu:x: qui 
habitue7-tement e'intér-eesaient à ses tr-avau:x:. Ile 7,'avaient dissuadé 
de 7-abour>eP ptus 7,ongtemps 7-e ehamp etér-i7-e des fonetione qui n'ont 
pas de dér-ivéee" (E. Picard, [47), 11f"'l 

Nous confirmerons le peu d'intérêt en France pour ces questions 
des fondements, dans l'étude que nous allons faire dans cette par
tie, de différents traités d'analyse parus en France entre 1870 et 
1882 et particulièrement du premier tome du Cour>e d' Ana7,yse de 7, 'E
eote Po7-yteehnique de c. Jordan. 

Par contre, la parution en Italie dès 1878 du premier traité 
d'analyse qui présente, dans le cas de la droite réelle, les résul
tats de la théorie des ensembles et des fonctions ayant une infinité 
de points de discontinuité, témoigne d'une situation tout à fait 
différente. 

Enfin, l'absence en Allemagne jusqu'en 1885 de tout manuel 
s'inspirant des idées de Weierstrass malgré 1' importance du nombre 
des résultats trouvés par des mathématiciens allemands, traduit une 
troisième réalité. 

Ainsi, dans ces trois pays, le mouvement de mise sur pied des 
fondements entre 1870 et 1882 se développe de trois façons diffé
rentes; sa prise en compte dans les traités d'analyse apparaît à 
trois moments différents. 

Avant d'étudier plus particulièrement son histoire en France, 
nous donnerons quelques éléments sur les situations en Italie et en 
Allemagne. Un point de vue plus global nous permettra ainsi de mieux 
saisir l'originalité de la situation française, mais surtout de 
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mieux juger de la valeur des traités d'analyse comme "révélateur" de 
l'état du mouvement dans chaque pays. 

Nous attachant plus précisément à la situation en France, nous 
pourrons discuter, à la sui te de l'étude du tome de 1882 et des 
autres cours d'analyse parus en France de la distance inévitable 
entre la réalité du mouvement et l'image que nous en donnent les 
traités. 

2.2. L'Italie et l'Allemagne 

Depuis 1859, Weierstrass enseignait à l'Université de Berlin un 
cours dans lequel il s'attachait à étudier les fondements de l'ana
lyse (cf 1.3) • Mais Weierstrass n'ayant jamais publié ses cours, ce 
n'est qu'à partir de 1870, avec la parution en Allemagne de mémoires 
de certains de ses éléves comme Schwarz, Thomae et Heine, que ses 
idées commencèrent à être connues et que 1 'on put découvrir comme 
l'écrit Dini dans l'introduction à son cours [15], que "des hommes 
déjà habites dans l,a science, et estimés à juste titr>e, avaient 
souievé des doutes encor>e pl,us gronde" et visaient "à poser> l,es 
pr>incipes de 7, 'anaZyse sur> des bases pl,us sol,ides". 

D'autre part en 1868 Dedekind publia le mémoire de Riemann "Sur 
la possibilité de représenter une fonction par une série trigono
métrique" [50], et en 1872 C.a.ntor écrit son premier article dans 
lequel il définit entre autre la notion d'ensemble dérivé et de 
point d'accumulation ([4]) (cf 1.4) • 

Si ces di vers travaux n'ont que peu de répercussions en France 
il n'en est pas de même en Italie où U. Dini y trouve des réponses à 
ses propres préoccupations • 

• L'Italie 

Comme il s'en explique dans l'introduction à son cours que nous 
venons de citer, Dini ressent dès les années 1865-1866 des doutes 
quant à la rigueur des énoncés et des démonstrations concernant les 
principes fondamentaux de l'analyse. "Mais débutant dans 7,a vie 
scientifique" et comme "per>sonne n'avait soul,evé pubiiquement de 
tel,s doutes" il en tire la conclusion "qu 'its n'existent que dans 
son espr>it". 

Il doit attendre 1870-1871 pour trouver, dans les mémoires de 
Schwarz notamment, un écho à ses propres doutes. Cependant, ne se 
satisfaisant pas de ce qu'il ne trouvait dans les mémoires que "peu 
d'aper>çu sur> Les doutes mentionnés, tandis qu'on y faisait entendr>e 
que cer>tains de ces doutes pouvaient êtr>e Levés, ((et que)) aucun ne 
montr>ait comnent cel,a pouvait êtr>e fait", Dini écrit à Schwarz. 
Celui-ci lui envoie alors ses notes du cours de Weierstrass de 1861 
et les démonstrations qu'il n'avait pas encore publiées. 
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Enseignant alors à l'Université de Pise, Dini introduit immédia
tement ces nouvelles théories dans son cours de l'année 1871-1872 et 
conçoit son livre dont la publication sera retardée jusqu'en 1878. 
La rapidité avec laquelle Dini s'empare de ces nouvelles idées et 
les diffuse en Italie prouve l'importance qu'il accorde à la mise 
sur pied des fondements, aux notions et théories qui en sont issues. 

Dans son cours et dans son livre, Dini revient sur la théorie 
des ensembles et les notions présentes dans 1 'article de Cantor de 
1872 ([4]), sur les fonctions admettant une infinité de disconti
nuités, sur l'existence de la dérivée, etc. 

L'examen de la Table des matières permet de mieux saisir l'im
portance et la nouveauté de ce cours qui réalise une première syn
thèse des résultats obtenus sur les ensembles de réels et sur les 
fonctions d'une variable réelle. Dini reprend également, pour les 
"roend-re pleinement -rigou-reu:x:", les résultats de Hankel sur le prin
cipe de condensation des singularités, résultats provoqués par le 
mémoire de Riemann [SO]f1). 

Il nous semble qu'il est important de relever que, contrairement 
à Weierstrass, Dini publia son cours d'analyse. La parution de ce 
cours correspond à une étape différente du mouvement de mise sur 
pied des fondements en Italie. Autour de Dini, qui jusque là était 
isolé, se crée une puissante école italienne d'analyse qui commence 
à publier de nombreux travaux sur la théorie des fonctions vers 
1880. Alors qu'au même moment en Allemagne, malgré les travaux de 
certains mathématiciens dont Cantor, le mouvement semble s'es
souffler et les idées de Weierstrass ne se diffusent que très len
tement. 

Dans son intervention au Congrès International des Mathéma
ticiens de 1908, Les mathématiques en Italie dans la deuxième moitié 
du XIXe siècle, Volterra affirme ([62], 61-62) : 

"Ce fut Dini qui int-roduisit et diffusa l 'amouro pouro ce-rtaines 
roeche-rches àvec son liv-re et plus enco-re avec l'efficacité et l'oroi
ginalité de son enseignement. Qui a subi le chamie de ses leçons, 
dans lesquelles tant de pensées obscu-res devenaient paro enchantemept 
faciles et clairoes, -ressentim pouro la vie entièroe une vive sy~ 
pathie enve-rs les mêmes roecheroches. Weierost-rass et Riemann, parotant 
des idées qui s'étaient petit à petit infiltroées dans l'analyse, ont 
commencé, en en étant les initiateuros, Georoges Cantoro étonna tout le 
monde avec ses -révélations inattendues, lJu Bois Raymond a pénét-ré 
beaucoup de prooblèmes obscuPs et fupbou:x: a découvePt tant de belles 
prooposi tions oroiginales. C'est Dini, cooroonnant ces doctPines en
semble, les enroichissant de nouvelles véPités, qui eut le coupage de 
les intPoduiroe en Italie, dans l'UnivePsité au commencement même des 
études de l'analyse infinitésimale et comme fondement de celles-ci. 
Entroeproise haroie de ses jeunes années, groâce à laqueUe son ensei
gnement acquit une coloPation nouvel le tandis que les anciennes 
théoroies devenaient comme vivifiées par> un souffle de fr>aî:cheur> et 
de jeunesse. 
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AttiPée [XZP ces études, une école de nnthématiciens se foma en 
Italie, qui consacre la foy,ce de leuP talent au développement de 
cette doctPine et appoPtèPent d'impoPtants Pésultats. 

Ces études pPiPent ainsi chez nous une double diPection : l'une 
conduite -pa,P Ascoli, APzela et d' auty,es, vePs des PechePches con
cPètes suP les séPies, les limites et la théoPie des fonctions; 
l'autPe, avec Peano et l'école qu'il a animée, en donnant une base 
toujouPs plus solide aux fondements et en approfondissant la cPi
tique des postulats, va de jouP en jouP VePs des Pégions toujouPs 
plus abstPaites, acquéPant un caPactèPe plus ou moins philo
sophique." 

Nous évoquerons enfin un cours d'analyse, rédigé en partie par 
Peano, qui parut en Italie en 1884 et qui permet de mieux saisir 
l'état de la réflexion sur les fondements en Italie mais aussi en 
France et pour une moindre part en Allemagne. 

Il s'agit du traité d'Angelo Genocchi, Calcolo diffey,enziale e 
p'Y'incipii di caZcolo integPaZe, publicato con aggiunte daZ DY' Giu
seppe Peano. En fait, le traité est en grande partie l'oeuvre de 
Peano qui publia le cours oral professé par Genocchi à l'Université 
de Turin ainsi que le montrent des lettres et documents inédits de 
Genocchi ([45], I, 47). 

Peano, dans une longue introduction, recense différentes erreurs 
ou inexactitudes contenues dans un certain nombre de traités à pro
pos de définitions ou de démonstrations concernant les fondements de 
l'analyse.Il critique entre autre quatre traités français d'analyse 
parus entre 1857 et 1882 dont le tome I du cours d'analyse de 
Jordan. 

Nous reviendrons dans la quatrième partie sur le contenu du 
cours et des nombreuses notes que Peano y ajouta; mais il nous 
semble intéressant de noter ici, que cette étude critique des trai
tés d'analyse utilisés en Europe entre les années 18 70 et 188 2, 
étude consacrée spécifiquement aux paragraphes traitant de questions 
relevant des fondements, est faite en Italie et dès 1884. 

Nous nous servirons de cette analyse de: Peano pour notre étude 
du tome de 1882 du traité de Jordan et des autres traités; nous 
reviendrons alors, en détail, sur cette introduction de Peano. Nous 
ne donnerons ici que la liste des différents ouvrages critiqués par 
Peano et la liste de ceux auxquels il se réfère. Cela permet d'avoir 
une bibliographie relativement complète des traités d'analyse édités 
ou réédités en Europe en 1870 et 1884~~ 

• L'Allemagne. 

Tout a donc commencé en Allemagne où la plupart des travaux sur 
les fondements est publiée avant 1875 (cf 1). 

Le mémoire de Heine de 1872 ([25]) rédigé à partir des notes de 
cours de Weierstrass est le premier exemple d'une démarche qui vise 



-33-

explicitement à remettre en cause les anciennes bases de 1' analyse 
et à proposer, ici dans le cadre du théorème des valeurs inter
médiaires, une nouvelle mise sur pied de fondements pleinement ri
goureux. 

Cependant, il semble que le mouvement soit freiné par la non 
publication des cours de Weierstrass dont les idées, en Allemagne 
même, ne se diffusent pas vite. Dans une lettre de 1879 qu'il 
adresse à Hermite, Mittag Leffler souligne les limites auxquelles se 
heurte le mouvement de refonte des fondements ([16], 154) : 

"9 Décembr>e 18?9 

Je tr>ouve que Monsieur> Weier>str>ass a par>faitement Paison quand 
il dise ((sic)) que mon mémoiPe soit ty,op long et les caleuZs ty,op 
développés. Mais à côté des avantages énomes qu'il y a d'êty,e 
Z 'élève de Monsieuy, WeiePstPass, il y a aussi de petits incon
vénients que vous ne pouvez pas peut-êtPe saisir>. (( ••• )) Les 
AUemands eu:x)-mêmes ne sont pas en généy,al, assez au coupant des 
idées de Monsieuy, WeiePsty,ass pou-y, pouvoir' saisi-y, sans difficulté 
une exposition qui soit faite stPictement d'apPès Ze modèle 
classique qui a donné Ze gmnd géomèty,e. ( ( ••• )) Tout le mal vient 
de ça que Monsieur> WeiePsty,ass n'a pas publié ses cour>s. C'est VPai 
que Za méthode de WeiePstPass est enseignée maintenant dans pZu
sieuy,s univePsités allemandes, mais tout Ze monde n'est pas pouy,tant 
Z'éZéve de Weier>sty,ass ou Z'éZéve de quelqu'un de ses éZéves" 

Mittag Leffler n'est pas le seul à regretter l'absence d'un tel 
traité d'analyse en Allemagne. Lorsqu'avait paru le livre de Dini de 
1878, Cantor avait écrit à Dedekind dans une lettre du 18 janvier 
1880 ([17bis], 233) , il faudrait "le tr>aduiPe et l'adapte-y,", car 
"justement chez nous un ouvy,age corrone celui de Dini est nécessaiPe, 
et je Ze sens pPesque à chaque leçon que je donne à mes auditeuPs." 

Il faudra en fait attendre 1885 pour que sorte en Allemagne le 
traité de Stoltz, premier traité général d'analyse s'inspirant des 
idées de Weierstrass. 

Quoique des recherches se poursui vent, notamment sur l' inva
riance de la dimension, ou la théorie des ensembles de Cantor, il 
n'existe rien de comparable vers 1880 à l'école italienne d'analyse. 

Dans une lettre du 10 janvier 1883, Mittag Leffler écrit à 
Cantor "que si Za paPtie philosophique de son oeuvy,e fey,a tPès 
gPande sensation en Allemagne, il n'en sem pas de même de Za par>tie 
mathématique. Car> en dehor>s de Weier>str>ass, il semble que ce soit 
seulement Schottky qui ait "de la compr>éhension pour> votr>e tr>avail" 
([17], 13). 



C'est cependant en Allemagne que paraissent en 1878-1879, dif
férents articles à propos du non homéomorphisme de Fi'7-sur If', qui 
peuvent être considérés comme un des premiers exemples d'articles de 
topologie générale ( [ 24]). Ils furent provoqués par un article de 
1878 de Cantor qui établissait l'existence d'une correspondance 
bijective entre les points de la droite et ceux du plan ([4 bis]). 

Dès la parution de cet article plusieurs mathématiciens dont 
Luroth ([42]), Thomae ([61]), Netto ([43]) et Cantor ([5]) lui-même, 
s'attaquèrent au problème de l'invariance de la dimension cherchant 
à montrer l'impossibilité d'un homéomorphisme entre Fi'7-et If' pour n 
différent de m, souvent pour des cas particuliers. 

Ils cherchèrent en raisonnant par l'absurde à mettre en défaut 
soit la bijectivité, soit la continuité de l'application. Aucune de 
ces démonstrations n'est satisfaisante. Certaines sont fausses, mais 
beaucoup ont le défaut de considérer comme acquis et d'utiliser des 
propriétés non démontrées des applications et des espaces. Ce sont 
ces recherches poursuivies par Schoenflies, Fréchet, Baire, Brouwer 
et Lebesgue, qui ont contribué de façon décisive à la naissance de 
la topologie (voir [24] et [28]). 

Ces articles de 1878-1879, dans lesquels les mathématiciens 
utilisèrent des définitions de topologie et de théorie des en
sembles, sont un des premiers exemples de la pénétration des nou
velles définitions et des raisonnements topologiques dans les revues 
mathématiques. On sort enfin de l'Université de Berlin. 

A la suite de l'envoi d'une des démonstrations de Cantor sur le 
non homéomorphisme, Dedekind esquisse un souhait à propos du déve
loppement de la topologie ou plutôt de la théorie des multiplicités 
en Allemagne à cette époque ([8], 225), dans une lettre à Cantor du 
19 janvier 1879 : 

"Pour> une publication, je tiendr>ai pour> souhaitable que soient 
exactement définis les noms ou expr>essions techniques de la théor>ie 
des multiplicités (( ••• )) Il se-,.ait t-,.ès mér>itoi-,.e de développer> ab 
ovo toute cette théo-,.ie des domaines sans fair>e appel à l'intuition 
géométr>ique et qu 'iZ faud-,.ait alor>s défini-,. d'une façon nette et 
pPécise le concept d'une . ligne joignant continument le point a au 
point b à l'intér>ieur> du domaine". 

Dedekind ajoute à propos des définitions que donne Netto 
qu'elles "contiennent un bon germe mais semblent susceptibles d' êt-,.e 
simplifiées et en même temps complétées." 

Cependant ces prémices sont encore fragiles. Tous les auteurs 
insistent sur la nécessité d'éclaircir, de préciser, les notions de 
f-,.ontièr>e, de point inté-,.ieu-,., de voisinage, et proposent leurs 
propres définitions. Ils manient par contre avec moins de soin 
celles de va-,.iété, domaine, cour>be, connexité qui ne sont jamais 
énoncées rigoureusement. 
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Enfin ils signalent les difficultés qu'il y a à travailler avec 
des fonctions de Rn dans If'I, la continuité même présentant de nom
breux obstacles. Nous verrons que les premiers énoncés sur ces fonc
tions seront donnés dans la deuxième édition du traité de Jordan. 

2.3. les fondements dans le tome Ide Jordan de 1882 

En 1882 commence la parution de la première édition du Cour>s 
d'Analyse de l'Eeoie Polyteehnique de Camille Jordan. Le premier 
tome, Caleui différ>entiel, sort en 1882, le second Caleui intégr>al 
en 188J..4). 

Dans ces deux tomes remarquables, Jordan 
claire et exhaustive les derniers développements 
sique à cette époque, mais ignore complètement 
dernière décennie sur les fondements. 

2.3.1. Buts et limites de notre étude 

présente de façon 
de l'analyse clas
les travaux de la 

Il nous semble nécessaire de préciser ici les buts et les li
mites de la recherche scrupuleuse de tous les manques, inexactitudes 
ou erreurs dans les paragraphes consacrés aux principes du calcul 
différentiel (chapitre 1 : dér>ivées et différ>entie7,,7,,es; chapitre 3 : 
développements en sér>ie) que nous allons mener dans les pages sui
vantes. 

Nous montrerons, avec le constat que nous allons dresser au 
sujet du cours de Jordan puis · des autres cours d'analyse parus en 
France, que Jordan ne tient absolument pas compte de la somme des 
travaux sur les fondements réalisés avant 1882, et qu'il est en cela 
représentatif des auteurs français de traités d'analyse entre 1870 
et 1886, date de la parution du cours de Jules Tannery. 

D'autre part, en comparant avec le tome de 1893 de la deuxième 
édition, nous montrerons le changement radical que Jordan opère en 
dix ans. 

Nous pensons apporter ainsi un élément intéressant et signifi
catif sur l'état réel de la pénétration des nouvelles idées sur les 
fondements vers 1880 en France. 

Nous tenons cependant à signaler certaines des difficultés et 
des limites de cette recherche. 

Tout d'abord il est indispensable de redire que nous n'abordons 
ici que les fondements de 1 'analyse et que nos conclusions ne sau
raient s'étendre à l'ensemble de l'analyse classique de cette épo
que. 
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D'autre part, il nous a fallu veiller constamment à ce que notre 
recherche des traces du mouvement de mise sur pied des fondements ne 
se transforme pas en une recherche esthétique de la rigueur ou du 
formalisme; cela fausserait alors toute étude historique sur les 
mathématiques en oubliant l'essentiel, c'est-à-dire les mathéma
tiques en train de se faire. 

Dans la préface qu'il écrivit à son Intr>oduction à la théor>ie 
des fonctions d'une var>iabie r>éeUe parue en 1886, Tannery signale 
ce danger ([56], VII) : 

"On peut r>aisonner> forot bien et for>t longtemps sans avancer> d'un 
-pas, la r>igueur> n'empêche -pas un r>aisonnement d'êtr>e inutile(( ••• )) 
S 'imagine-t-on, -par> exemple, les inventeur>s du calcul différ>entiel 
et intégroal s'aehar>nant, avant d'aller> plus loin, sur> les notions de 
dér>ivée et d' intégr>ale définie ? Ne valait-il -pas mieux montroero la 
fécondité de ces notions, dont l'impor>tanee justifie le soin qu'on a 
mis à les éclaicir>? 

Cette roévision même, qu'on a faite de notr>e temps, l'aur>ait-on 
entroepr>ise, sans les questions que l'étude des fonctions et par>ticu
lièroement des séroies tr>igonométroiques a posées d'une manièr>e iné
vitable ?" 

Mais cet écueil étant repéré, il nous faut souligner que ce 
mouvement de mise sur pied des fondements, si profondément lié à une 
recherche de la rigueur a été à l'origine de notions fondamentales 
et incontournables comme la construction des irrationnels, l 'exis
tence de la borne supérieure, la convergence uniforme, outils indis
pensables à un moment pour faire de l'analyse. 

Ainsi, la juste démonstration de ces théorèmes sur les principes 
de l'analyse ne peut plus être considérée comme gratuite et uni
quement formelle lorsqu'elle fait apparaitre, ainsi que nous l'avons 
vu dans la première partie, de nouveaux outils mathématiques uti
lisables et nécessaires, à partir d'un moment, aux progrès de l'ana
lyse. 

La question délicate est alors de reconnaitre le moment où l'ef
ficacité de chacun de ces outils est prouvée puis reconnue, donc le 
moment à partir duquel leur absence, dans un exposé, devient une 
réelle faiblesse. 

C'est ce problème que soulève Darboux dans une lettre du 19 jan
vier 187 4 dans laquelle il donne son opinion sur les exigences que 
doit satisfaire, "aujourd'hui" un traité de calcul infinitésimal : 

"Pour> ce qui concer>ne la question génér>ale de l 'enseignement du 
Calcul Différ>entiel, voici ce que je soutiens. n y a eu une époque 
où les géomètroes groisés par> la découverote du Calcul Différoentiel et 
Intégr>al ont fait des applications, sont aUés en avant sans se 
pr>éoccuper> de la r>igueur> en admettant un tas de choses plus ou moins 
bien limitées. Cette époque est -passée depuis la publication de 
l 'Analyse A lgébr>ique. On a le dr>oit actueUement de demander> à un 
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t'Y'aité de Caleul Infinitésimal d'êt'Y'e ou d'essaye-y, d'êt1"e dans l'ex
position de la théo1"ie, je ne dis -pas dans les appUeations, aussi 
1"igou-y,eu::c que tout t'Y'aité de géomét'Y'ie. (Je -par>le de la géomèt'Y'ie 
des aneiens ea-y, eelle de modernes est du point de vue de la r>igueur> 
un mie mae insensé). Voilà mon opinion." 

Nous 
traités, 
une part 
ceux-ci, 
Genocchi 

relèverons donc dans le tome de 1882, puis dans les autres 
les différents manques quant aux fondements, laissant pour 
à Peano et à Darboux le soin de souligner l'importance de 
en citant certains passages de la préface au livre de 

et de la correspondance de Darboux. 

Nous indiquerons, en conclusion certains des "gros" manques de 
ces traités; rappelons cependant qu'en France, les preuves de l'uti
lité de toutes ces notions furent données et reconnues surtout à 
partir de 1885. 

Signalons enfin que tous ces traités posent la question du con
tenu d'un enseignement élémentaire, c'est-à-dire pour des étudiants 
sortant de Mathématiques Supérieures. Nous y reviendrons dans la 
partie suivante, dans laquelle nous étudierons la préface que Jordan 
a écrite à la première édition de son cours dans le tome de 1882. 

2.3.2. La table des matières 

La lecture seule des tables des matières des différents traités 
étudiés dans cette partie permet déjà de dégager des caratères com
muns qui s'opposent, par exemple, à ceux des tables des matières des 
traités de Dini, Peano, Tannery et de Jordan (1893). 

La principale raison de cette différence est l'introduction des 
nouveaux fondements de l'analyse dans ces derniers traités. 

Pour ceux- ci en effet, les premiers paragraphes d'un traité 
d'analyse sont consacrés à la construction des nombres irrationnels 
et à l'étude de R, à l'existence de la borne supérieure, aux théo
rèmes sur les limites et les suites de réels. 

Pour les premiers, les principes du calcul infinitésimal se 
réduisent aux théorèmes fondamentaux sur les infiniment petits. 

Ainsi, dans le tome de 1882, Jordan consacre une partie impor
tante de l'introduction à la définition, au rôle, aux propriétés des 
infiniment petits. Dans le tome de 1893, les théorèmes sur les infi
niment petits sont présentés à l'intérieur du paragraphe sur les 
limites, dans le premier chapitre, après la construction des nombres 
irrationnels et les énoncés sur les limites. 

Une autre différence est la place réservée à la notion de conti
nuité et plus généralement à l'étude d'une fonction. 
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Avant les travaux sur les fondements de l'analyse, il n'y avait 
aucune nécessité de traiter de la continuité, dans la mesure où 
toutes les fonctions considérées étaient continues et où elles 
étaient toutes définies sur de bons ensembles, à savoir des com
pacts. D'autre part il n'apparait pas nécessaire de démontrer un 
certain nombre de propriétés des fonctions continues considérées 
comme évidentes. 

Ainsi dans les premiers traités cités - parus cependant entre 
les années 1870 et 1880, et pour le tome de Jordan, après 1882, donc 
après l'ensemble des résultats cités dans la première partie - la 
continuité est peu ou pas étudiée. 

A aucun moment, par exemple, dans la table des matières du livre 
d 'Hermite ne figurent les mots eontinuité ou dér>ivée. Si ces mots 
sont présents dans la table des matières du tome de 1882 de Jordan, 
on n'y trouve par contre mentionné aucune des propriétés des fonc
tions. 

Dans le livre lui-même, par ailleurs, on ne trouve : 

- ni la définition de la limite bien qu'elle soit évidemment 
utilisée 

- ni la construction des réels 
- aucun énoncé sur les ensembles ou les notions premières de 

topologie (ouvert, voisinage, etc) 
- aucune des propriétés des fonctions continues qui soient dé

montrées. Elles ne sont parfois mentionnées qu'au détour d'une dé
monstration, comme le théorème des valeurs intermédiaires. 

2.3.3. L'introduction 

Il semble ainsi que toute théorie des fonctions soit superflue, 
l'analyse se réduisant alors au "calcul" différentiel et intégral 
dont les auteurs expliquent les buts dans leur introduction. Ainsi 
Jordan explique dans [31], page 7 que : 

"Ce nouveau CaZeuZ ( ( ••• )) se divise en deu:c bmnehes dis
tinetes: Ze CaZeuZ différ>entieZ et Ze CaZeuZ intégr>aZ. 

Le CaZeuZ différ>entieZ r>ésout Ze pr>obZème suivant: eonnaissant 
Zes r>eZations qui Zient pZusieur>s quantités var>iabZes, tr>ouver> 
eeZZes qui existent entr>e Zeur>s var>iations infiniment petites. 

Le CaZeuZ intégr>aZ pose Za question suivante: des r>eZations qui 
Zient Zes var>iations, déduir>e eeZ Zes qui existent entr>e Zes va
r>iabZes. 

Dans Zes appZieations de Z'AnaZyse au:c phénomènes natur>eZs, ees 
deu:r: pr>obZèmes pouy,y,aient se fo'Y'l'nuZer> ainsi: 

1 ° Des effets étant mesur>és, r>emonter> à Zeur>s eauses. 
2° Les eauses étant eonnues, eaZeuZer> Zeur>s effets". 
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Il nous semble cependant que leurs vues étaient plus audacieuses 
qu'il n'y parait; ainsi lorsqu'Hermite écrit dans l'introduction à 
son Cours écrit : 

"Le Cafoul, différ>entieZ et Ze CaZcuZ intégr>aZ étendent indéfi
niment Zeur> domaine en fournissant 7, 'or>igine et posant "la base de 
l'étude d'un nombr>e infini de fonctions nouveUes.Ainsi Z'on aom
pr>end que Lag.,.ange ait donné à 7, 'un de ses OuVPages, qui est pPéci
sément consacr>é à une exposition des pr>incipes du Calcul, diffé
PentieZ et du Calcul, intégr>aZ, Ze titr>e de Leçons sur> Ze Calcul, des 
f one tians". 

Cela est repris rapidement par Jordan qui signale : 

"C'est 
infiniment 
qui por>te 
fonctions". 

à Newton et à Leibnitz que r>evient Za g"loir>e d'en ((les 
petits)) avoi-,. fomé un cor>pB de doctr>ine systématique, 
Ze nom de "Ca"lcui infini té sima 1," ou "Théor>ie des 

Dans son introduction, Jordan amène l'idée de limite et de quan
tité infiniment petite ou grande à l'aide du problème des tangentes 
et de celui des quadratures. 

Le recours à l'intuition géométrique, que l'on retrouve dans les 
autres traités étudiés dans cette partie, n'est plus utilisé dans le 
tome de 1893 du traité de Jordan. 

2.3.4. Les irrationnels 

La premi·ère des critiques faites par Peano dans [45] a tra-it aux 
"nomb-,.es incommenBU7'ab"les" qui ne sont pas définis dans de nombreux 
traités et dont, "comme il, est faci"le de s'en aper>cevoir•", l'exis
tence est en fait supposée dans certaines démonstrations. Peano cite 
alors une démonstration de Serret ( [51], I, n°96) et une démons
tration de Jordan ( [31], 102) "qui contiennent toutes deu:r dans un 
évidemment Ze concept de nombr'e incommensur>ab"le". 

Cette remarque vigilante de Peano s'applique ici, dans les deux 
cas à un point particulièrement sensible dont nous avons déjà sou
ligné l'importance, la démonstration du critère de Cauchy pour la 
convergence d'une série (cf 1.2). 

Remarquons en outre, que le critère de Cauchy n'est ni nommé, ni 
mentionné, en tant que proposition chez Jordan (Il le sera dès 
1887). 
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2.3.5. La continuité 

Dans le chapitre 1 du Calcul différentiel, dé-,.ivées et diffé
r>entieZZes, Jordan, après avoir défini la notion de fonction (il la 
définit de la façon la plus générale qui soit, n'amenant des res
trictions que dans le tome de 1887 ([33], 556)), passe en revue les 
différentes sortes de fonctions, entières, algébriques, fraction
naires, transcendantes, puis définit la continuité ([31], 11) pour 
les fonctions d'une et deux variables, définition exacte si ce n'est 
l'absence de valeur absolue : 

"'On dit qu'une fonetion y=f(x) est eontinue pour> Za vaZeur> ~a 
si, queZque petite que soit Za quantité E, on peut toujour>s déteT'
mineT' une seeonde quantité 1 teZZe que Z'on ait 

f ( a+h) - f ( a) < €.. 
pour> toutes Zes vaZeuT's de h. eompr>ises ent-,.e - i et +~"· 

Mais là s'arrête toute étude spécifique des fonctions continues. 
Aucune des propriétés mentionnées comme trop souvent évidentes par 
Darboux dans [10] ne sont démontrées. 

Ainsi le théorème des valeurs intermédiaires n'est pas démontré 
mais présenté en remarque : 

"RemaT'que.- Si f' (x) est une fonetion eontinue de a à arh, eUe 
passem. paT' deg-,.és insensiZes de son mazimum M à son minimum m". 

Cette remarque est faite "en passant" à l'occasion de la démons
tration du théorème des accroissements finis. 

L'existence d'un maximum ou d'un minimum pour les fonctions 
continues sur un intervalle fermé borné n'est pas mentionnée mais 
utilisée (voir par exemple [31], page 23 et [32], page 56). 

Notons également qu'à la page 52 du deuxième tome de la première 
édition ([32]), dans le chapitre Intég-,.aZes définies, nous trouvons 
la définition avec valeur absolue d'une fonction continue, et la 
définition d'une fonction uniformément continue. En bas de page, une 
note indique qu' "on peut étabZiT' que toute fonetion eontinue est 
néeessaiT'ement unifomément eontinue; rrnis nous T'enVeT'T'Ons au tome 3 
pouT' Za démonstmtion de eette pT'oposition": 

"Soit f( x) une fonetion de x, eontinue de ~a à ~b. On pou-,.ro, 
paT' définition, pou-y, toute vaZeuT' de x eomp-,.ise dans eet intewaUe 
et queZque petite que soit Za quantité é, détemineT' une aut-,.e quan
tité ~, teUe que i 'on ait, pou-y, toute vaZeuT' de h qui ne suT'passe 
pas 1 en vaZeuT' absoZue, Za -,.eiation 

mod [f(:JJ+h) -f(x)]< € • 
On di-,.a que Za fonction est unif omément aontinue dans aet in

tewçzUe, si i 'on peut assigne-,. à ~ une vaZeuT' indépendante de x, et 
qui satisfasse à ia eondition pT'éeédente dans tout i' inte-,.vaUe 
eonsidé-,.é ". 
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Il est donc évident que Jordan envisage dans sa note la conti
nuité sur un intervalle; seulement il ne précise pas la nature de 
l'intervalle. Notons que dès 1872 Heine avait précisé si les inter
valles qu'il considérait étaient fermés ou non ( [ 25], 184). Jordan 
se servira de cette propriété de continuité uniforme pour pouvoir 
faire des passages à la limite sous le signe intégrale. 

Signalons enfin que toutes les fonctions envisagées par Jordan 
sont bien entendu continues. Il ne donne d'ailleurs aucun contre
exemple de fonction discontinue ne serait-ce qu'en un point parti
culier. La seule mention qu'il fasse de ces fonctions est la phrase 
suivante ([31], 12) : 

.. Tl est clair' qu'une fonction quelconque est discontinue pour' 
les systèmes de valeu'Y's des Va'Y'iables qui la Pendent infinie ou 
indéte'Y'minée " • 

• Continuité pour les fonctions de plusieurs variables 

Jordan en donne la définition pour deux variables, mais n'ajoute 
aucun commentaire. Nous avons déjà signalé que les exemples de 
Darboux, Thomae et Schwarz de fonctions de deux variables continues 
seulement séparément par rapport aux variables n'étaient pas connus 
en France (cf 1.5.2.). 

Ainsi, quoique sa définition soit correcte, Jordan commettra des 
erreurs dans la recherche de la limite d'une fonction continue de 
deux variables lors de la démonstration du théorème des accrois
sements finis. Il supposera qu'il revient au même de chercher la 
limite par rapport à chacune des variables, l'autre étant supposée 
constante ou de chercher la limite lorsqu'il y a variation simul
tanée des deux variables ([31], 21)(51 

2.3.6. La notion de dérivée 

• La définition de la dérivée 

C'est la définition classique, à l'aide de la limite du rapport 
de l'accroissement /J. y = f(ixJfflx) - f( x) sur l'accroissement de la 
variable /).x lorsque x tend vers O, que donne Jordan. 

Remarquons cependant, que cette limite est appelée la dérivée de 
y et non la dérivée de y au point x, même si Jordan ajoute 
([51], 12) : 

"Il est clair' que cette limite dépend en géné'Y'al de la valeur' 
initiale donnée à x. Ce se'Y'a donc une fonction de x ( ( ••• ) ) • n peut 
a1"1"iVe1" que ô y//Jx tende Ve'Y's oo ou ne tende Ve'Y's aucune limite fixe. 
Dans ce cas f'(x) sePait infinie ou indéteminée" ([31], 12). 
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Nous insistons sur ce point pour deux raisons. La première est 
que la définition exacte de la dérivée au point x

0 
sera donnée clai

rement dans la deuxième édition (page 61), la seconde est que cette 
question a été débattue par Weierstrass dans son cours de 1874 

Définissant d'abord la dérivée de f au point x comme la limite 
du quotient 

f(x+h) - f(x) 
h 

lorsque h tend vers O, il précise ([18], 66) 

"'En iUustroant jadis 7,' existence de cette limite en un point 
donné, pour- des fowtions connues, on supposait également que cette 
prooproiété était vm.ie pour- les autroes points où la fowtion était 
définie et que la fonction déroivée obtenue avait les mêmes proo
pr-iétés que la fowtion considéroée. Ce qui avait donné lieu à des 
tentatives pour- démontroero qu'une fowtion continue, sauf en des 
points isolés, était par-tout dér-ivable". 

Aussi la conclusion de Weierstrass, après avoir donné l'exemple 
d'une fonction continue sur R qui n'est dérivable en aucun point de 
R, est de donner une nouvelle définition de la dérivée : 

"'f est déroivabl,e au point x s'U existe un nombroe c tel que l'on 
ait 

f( :JJ+h) = f( :r:) + c.h + h.h1, 
où h1 tend veros zéro avec h, c'est-à .diroe que hz=o(h), c étant indé
pendant de h et f(x) + c.h étant une fonction affine de h". 

Weierstrass démontre alors l'unicité de cette application et 
conclut 

"Là dedans se troouve la véroitable notion de déroivée". 

Jordan envisage dans sa définition le cas où la limite du 
rapport peut ne pas exister. Mais, évoquant le cas des fonctions 
continues, il écrit 

"Il est clair- qu'une fonction est continue au:r: points où sa 
déroivée est finie et déteminée ( ( ••• )). On a longtemps admis, sans 
proeuve suffisante, que r-éciprooquement, si la fonction est continue, 
sa dérivée y' sem. finie et déteminée, sauf poùro certaines valeurs 
isolées données à 7,a variable. 

Cette assertion est trop absolue. On a donné récemment des exem
ples de fonctions continues dont la dérivée est toujouros indétero
minée. Mais ces fonctions anomales ne seront pas abordées dans ce 
cours. Nous nous bornerons à étudier- les fonctions continues qui 
satisfont au postulatum ci-dessus. EZZes offroent déjà un champ fort 
vaste, car-, pami les fonctions en nombroe infini qu'elles em
br-assent, se troouvent, ainsi que nous allons 1,e voir-, toutes celles 
qui sont connues par> les éléments des Mathématiques". 
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Ainsi, Jordan ne donnera pas d'exemple de fonction continue sans 
dérivée. Par contre, dans le tome de 1887, il donnera l'exemple de 
Weierstrass • 

• Existence de la dérivée 

Darboux soulève indirectement cette question dans deux lettres 
de 1875, dans lesquelles il attire l'attention de Houël sur le cas 
de l'existence de la dérivée de la fonction :r:2.ein{1/x) au point 
x=O, existence qu'il affirmait en appliquant directement la défi
nition, à savoir la limite du rapport au point o. 

Cette existence était contestée par Houël, et le restera (voir 
[27], page 120, où il affime que la dérivée de :r:2 .ein(1/x) est 
indéterminée pour x=O), l'application des formules de dérivation des 
fonctions composées l'amenant dans ce cas à une indétermination. 

Peano reprendra très explicitement cette question de l'existence 
([45], 55), critiquant plusieurs auteurs à propos de leur manque de 
considération pour les conditions d'existence des dérivées. 

Critiquant le procédé "de plueieur>e auteur>s, même moder>nes", qui 
tirent l'expression de la dérivée d'une succession d'équations, sans 
se soucier des conditions d'existence de la dérivée, il insiste sur 
le fait que, dans ses propres raisonnements, il démontre en même 
temps qu'il la détemine, l'existence de la dérivée. 

Il remarque très pertinemment, que ces auteurs démontrent "seu
lement que, si el le existe, la dér-ivée est bien égale à ce qu'on a 
trouvé". 

Peano mentionne ensuite certains paragraphes de Serret et de 
Jordan que nous allons étudier, et entre autres le paragraphe 38 de 
Sturm. Les paragraphes relevés par Peano chez Jordan sont les para
graphes 13 et 23 : Dér-ivée d'une fonction inver>se et Dér-ivée des 
fonctions composées, dont il se sert pour ealeuler> la dérivée d'une 
fonction implicite. 

Dans ces paragraphes, sans qu'aueune hypothèse ne soit précisée 
quant à la dérivabilité des fonctions en question, Jordan, appli
quant des formules, construit une équation dont il déduit, non 
l'existence, mais la forme de la dérivée. 

Dans le paragraphe 12, Dér-ivée d'une fonction de fonction, que 
Peano ne mentionne pas, on retrouve un défaut analogue, la formule 

y'= F'(f(x}).f'{x) 
où y=F(x), est donnée sans aucune hypothèse sur la dérivabilité de F 
ouf en quelque point que ce soit. 

La lecture d'un des paragraphes de la page 64 de la deuxième 
édition de 1893 (le paragraphe sur la dérivée d'une fonction de 
fonction contient les mêmes faiblesses que le n°12 du tome de 1882 



-44-

où Jordan précise : "Si Z 'une de ees fonetions a une dér>ivée eonnue, 
on aur>a irrunédiatement Za dér>ivée de Z 'autr>e", éclaire les faiblesses 
des paragraphes cités par Peano. 

Nous montrerons lors de 1' étude des autres traités de cette 
période que Darboux, à l'occasion de la critique du traité de Houel, 
revient avec insistance sur cette question de l'existence de la 
dérivée dans plusieurs lettres de janvier 1875. 

2.3.7. La formule fondamentale du calcul 
(ou le théorème des accroissements finis) 

C'est sous ce nom que Peano désigne le théorème des accrois
sements finis dont nous avons rapidement retracé l'histoire au XIXe 
siècle et dont nous avons signalé le rôle important qu'il joue dans 
une exposition du calcul différentiel, lors de la première partie de 
ce travail. 

Toutes les démonstrations qui en furent données jusqu'en 1884 
dans les manuels, mis à part celle de Dini, sont lacunaires ou 
exigent des hypothèses superflues sur la dérivée. 

Avant d'étudier les critiques de Peano, ainsi que celles ex
primées dix ans plus tôt par Darboux, nous allons rappeler très 
sommairement le plan de la démonstration correcte de ce théorème des 
accroissements finis, qui est en fait une conséquence du théorème de 
Rolle, 

Théor>ème 
Soit f, 

f( a)=f(b)=O. 

de RoUe : 
réelle continue sur [ a, b], 
Il existe e tel que f'(c)=O. 

Ce théorème se démontre grâce à 

dérivable sur Ja,b[ avec 

- f continue sur [ a, b], f atteint son maximum M; donc il existe c 
tel que f(e)=M, 
- lemme sur le maximum: f'(e)=O. 

Théor>ème des aeer>oissements finis 
On en déduit en appliquant le théorème de Rolle à la fonction 

'f(x)=f(x)-f(a)-(f(b)-f(a)).(:i:-a)/("b-a) 
que si f réelle continue sur [a,b], dérivable sur Ja,b[ alors, il 
existe e tel que 

f(b)-f(a)=(b-a) .f' (c) 

Ce rappel a une importance réelle, car c'est cette même démons
tration que l'on trouve dans le cours de 1878 de Dini qui renvoie 
explicitement aux deux Zemmes qui permettent une démonstration ri
goureuse du théorème de Rolle; la démonstration de Dini est la pre
mière démonstration entièrement correcte (cf 1.5.4). On voit d'autre 
part à quel point une bonne démonstration nécessitait un recours aux 
résultats les plus nouveaux des fondements de l'analyse. 
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La démonstration de Jordan dans le tome de 1882 n'a rien à voir 
avec celle que nous venons d'exposer, et est encore élaborée sur le 
vieux modèle de Lagrange et Cauchy. 

Il l'expose au paragraphe 15 (p. 21) sans l'honorer d'un titre 
et en donne l'énoncé suivant : 

"Soit y=f( :r:J une fonction de :r: dont 7-a dér>ivée r>este finie et 
déteminée 7-or>sque :r: var>ie dans un cer>tain intewaUe. Soient a et 
a+h deux val-eur>s de :r: pr>ises dans cet inter>val-7-e.On aur>a: 

f(a+hJ-f(a) =fh, 
)A désignant une quantité intemzédiair>e entr>e 7-a pl-us gronde et 7,a 
pl-us petite val-eur> de f'(:r:J dans 7,'intewaUe de a à a+h". 

Le principe de la démonstration de Jordan est de donner à :r: une 
suite finie de valeurs intermédiaires a1, a2, an-l entre a et a+h et 
d'additionner alors les équations obtenues en exprimant la relation 
suivante pour la dérivée (relation qu'il ne démontre pas aupa
ravant) : 

f( ai+JJ-f( ai) = (ai+1-ai) • (f' (aiJ+é i+l J 
Remplaçant les '(a) par leur maximum M, puis par leur minimum 

m, et les €1 par leur maximum E, puis leur minimum~, il obtient : 
f{ a+h)-f{ a) 4-, {M+l) .h 
f{ a+hJ-f{ a) , {mr? J .h 

Mais pour conclure, Jordan 11llltiplie indéfiniment les valeurs 
intermédiaires et en conclut que les Ei tendent tous vers O : 

"car> é1 par> e:rempl-e est ia différ>ence entr>e {f{a 1J-f{a))/{a 1-aJ 
et sa 7-imite f' {a)", 

donc E et? tendent vers O et : 

"on aum à 7,a 7-imi te : 
f{ a+h}-f( a) ~ M.h ~ m.h = JJ-h". 

Là se trouve l'erreur signalée par Peano à la fois dans une note 
publiée dans les Nouvel-7-es Annal-es de. 1884 ([44]) et dans [45], page 
55, où il la résume simplement : 

"La démonstr>ation de Joroan suppose que {f{:n+h)-f{:r:J)/h conver>ge 
unif omzément ver>s f' { :r:J pour> 7,es val-eur>s de :r: compr>ises dans 7, 'in
ter>val, 7-e { a, b), ce qui e:r:ige 7-a continuité de 7-a dér>ivée". 

Nous ne reviendrons pas sur la note de§ Nouvelles Annales, dans 
laquelle Peano utilise le contre-exemple ~.sin{l/:r:}, fonction dont 
la dérivée reste toujours finie et déterminée mais discontinue au 
point O. 

Par contre, nous insisterons sur les lettres des 24 janvier et 
19 février 1874, des 18, 24 et 31 janvier 1875, dans lesquelles 
Darboux repère et critique une erreur analogue à celle de Jordan, à 
propos de la convergence uniforme d'un infiniment petit à deux va
riables dans une démonstration de Houël du théorème : si f' (:r:)=0, 
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alor>B f(x)=cte, démonstration qu'on ne retrouve pas textuellement 
dans la version définitive du traité. 

Dans la lettre du 18 janvier 1875, Darboux expose la démons
tration de Houel qui est sur le même principe que celle de Jordan et 
conclut : 

"Voici ce que je r>epr>oche à votr>e r>aisonnement que per>sonne ne 
tr>ouve plus r>igour>eux. Quand on pose 

f ( :rJ+h) - f( :r) - f, ( X) =f, 
h 

€ est une fonction de deux var>iables :r et h qui tend ver>s zérao 
quand, :r raesta:nt fixe, h tend ve-,.s zé-,.o. Mais si :x: et h va-,.ient 
comme dans votr>e démonst-,.ation, bien mieux si à chaque nouvelle 
subdivision des intewalles :x:1-:x:0 il naît des nouvelles quantités€, 
je n'y vois plus clai-,. du tout et votrae démonst-,.ation n'a plus 
qu'une appaPence de r>igueu-,.. Ceci est tellement vr>ai que vous seul 
vous entêtez et qu'elle a été abandonnée pa-,. tous les p-,.of esseu-,.s 
des spéciales d'ici. Supposez pa1' exemple que vous divisiez les 
inte1'Valles en 2 puis ceux-ci en 2 égaux et ainsi de suite. Quand 
vous au1'ez 2n intewalles 7,a subdivision en aménem. 2n+l et il 
na1:t1'a 2n quantités€. Je suppose que chacune de ces quantités qui 
naissent tendent ver>s zéro mais coTTT11encent à êt1'e supé1'ieu1'es à -J 
pa1' exemple. Vous ve-,.1'ez que ta démonst1'ation ne s'applique ptus". 

lettre du 24 janvier 1875 : 

''Pou1' que vot1'e exposition soit juste, i7, faud1'ait que vous 
puissiez démontPe1' que ( donné, on peut toujouPs tPouve1' h tel que 

f(~h) - f(:r) - f' (:r) < é. 
&h 

pour toute valeur de x comprise entre les deux limites, & étant plus 
petit que 1". 

On verra que Houel a tenu compte de ces objections. 

lettre du 31 janvier 1875 

"En vacond lieu i~ .n'r.frc+'fz~l~em~ e:act de di1'e que supposer' 
t,UTI h f' (:r) 

quand h tend Ve1's zé1'o et supposer' qu'on puisse traouVe1' pour> chaque 
une quantité h telle que 

f(:rJ+fthJ - f( :r) _ f, rx; < E 
&-h 

pou1' toutes lès valeu1's de :r comp1'ises entrae deux limites soient une 
même chose absolument pa1'lant. n y a un abîme ent1'e ces deux pPopo
sitions et en voici la p1'euve: 
Imaginez une fonction pou-,. laquelle on au-,.ait 

f( :n+h) - f( :r) _ f, ( :r) = h3 

h :r-a+h 
La pr>emièr>e supposition ser>ait vé-,.ifiée, la seconde ne le se1'ait 
pas". 



Dans la lettre du 9 décembre 1874 Darboux écrit que, en fait, 
Houël suppose la continuité de la dérivée. Il formule donc, presque 
dans des termes équivalents, la critique que fait Peano dans l'in
troduction au traité de Genocchi dix ans plus tard. 

Nous avons eu, de plus, la surprise de constater que Darboux 
utilise à ce propos, dans les lettres des 24 et 31 janvier 1875, le 
même exemple que Peano; la fonction x2. sin(l /x) au voisinage de 
zéro. Il montre que lim f'(x) quand x t~nd vers O n'est pas égal à 
f'(O), devançant ainsi Peano. 

Jordan conclut le paragraphe sur les accroisssements finis par 
une remarque qui lui permet d'obtenir explicitement la formule des 
accroissements fin~s; il s'agit de la remarque déjà signalée sur le 
théorème des valeurs intermédiaires (cf 2.3.5.). 

A la suite de la note de Peano, toujours dans Les Nouve"l"les 
Annales, Jordan reconnrtt son erreur et demande à Peano de lui com
muniqueir sa démonstration car il n'en conna1t pas de satisfaisante. 

Peano lui répond à la fois dans les NouveUes Annales où il 
renvoie à la démonstration de Dini, et dans une lettre du 16 février 
1884 conservée à l'Ecole Polytechnique. Peano donne le détail de sa 
démonstration, "démonstr>ation donnée par> M. Genoeehi et par> moi à 
Z 'Univer>sité de Tur-in, par> M. Dini à Pise, ete ((qui)) est la même 
qu'on Ut dans le eour>s de M. Ser>r>et, si l'on fait abstr-aetion de 
quelques impe-,,f eetions de langage (la f onetion eo11Tl/'lenee à er-o-îtr-e, 
••• )" (cf 2.4.6). Nous verrons en étudiant la note de 1887 dans 
quelle mesure il tiendra compte des remarques de Peano • 

Nous avons déjà indiqué les faiblesses de la démonstration de 
Bonnet que Peano, à notre avis, sous-estime dans sa lettre du 16 
février 1884. Nous reviendrons sur cette démonstration de Bonnet 
lors de l'étude des autres traités de cette période 1870-1882. 

D'après les témoignages de Darboux (voir les lettres des 18 
janvier et 27 novembre 1875), il semble que cette démonstration ait 
été connue et utilisée par tous les professeurs de spéciales de 
Paris. On peut alors se poser les questions suivantes : 

Jordan connaissait-il la démonstration de Bonnet et ne la ju
geait-il pas satisfaisante, en ayant relevé l'erreur? 

Ou alors, ignorai t-il malgré tout cette démonstration ou lui 
préférait-il la version ancienne qui supposait des hypothèses sup
plémentaires sur la dérivée? 

2.3.8. Dérivées partielles; différentielles 

Peano, dans son introduction au cours de Genocchi, suivant le 
plan de celui-ci, passe ensuite à la critique des chapitres sur les 
séries, puis sur le développement des fonctions en série de Taylor 
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et enfin aux théorèmes sur les fonctions de 'plusieurs variables 
(dont dérivées et différentielles). 

Respectant 1' ordre suivi par Jordan dans le tome de 1882, nous 
étudierons tout d'abord les chapitres des di vers manuels concernant 
les dérivées partielles et les différentielles (chapitres 3 et 4 du 
livre de Jordan). 

Nous pouvons formuler à leur sujet une première remarque glo
bale. 

Nous constatons, à des degrés divers, une sur-utilisation de la 
notion de différentielle, y compris des fonctions d'une variable, au 
détriment de la notion de dérivée. 

A un moment où il ne pouvait pas être question de saisir la 
véritable nature, donc la véritable importance de la notion de dif
férentielle, la réduction de son rôle et de son utilisation dans le 
livre de Genocchi-Peano, ainsi que dans la deuxième édition du ·cours 
de Jordan en 1893, mais également dès le Supplément de 1887, doit 
être considérée comme un progrèJ'~ 

Darboux déjà, dès 1875, en insistant sur l'importance du théo
rème des accroissements finis et de son utilisation pour les démons
trations des théorèmes sur les dérivées partielles ou les dérivées 
des fonctions composées, avait pressenti que là était un des caps à 
franchir pour une exposition moderne et rigoureuse du calcul diffé
rentiel • 

• La définition de Jordan de la différentielle totale 

Jordan définit (n°16, p.23) la différentielle totale d'une fonc
tion d'une variable à partir du rapport de 1' accroissement y de la 
fonction et x de la variable, y' étant la dérivée, de la façon 
suivante : 

" /::. y//:,:r:;=y '+€ done y = y'. !J:::J+ ê .flx avec é étant un infiniment 
petit avec ~x. Donc y se eompose de deux te"Y'fnes : Z 'un, y' .6x sim
plement p'Y'opor-tionnel à ô.x et qui eonstitue sa valeur> p'Y'inaipale; 
l'autr-e, [.(!Jx, d'o'Y'dr-e supér-ieur- au pr>emier>.Le p-y,emier-de aes deux 
terrmes, y' .ôx, se nomme la différ,entiel7,,e de y et se désigne par
dy". 

Cette définition, très classique, que l'on retrouvera d'ailleurs 
dans l'édition de 1893 ne peut être mise en cause vu l'époque. 

Par contre, passant aux fonctions de plusieurs variables (en 
fait Jordan ne traite que le cas de deux variables) Jordan, ayant 
défini correctement les dérivées partielles, calque sur le cas d'une 
variable la définition de la différentielle totale (n°19, p.24) : 
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Exprimant [l: z à l'aide des équations dans- lesquelles inte:r
viennent les dérivées partielles, il obtient : 

/J z -:.'<)f~x,i) .ô:cf-€.tAa,-fdf>J~x, y) .tly+é1 ./Jy 

[. et [ 1 étant infiniment petits. 
Supposant alo,rs que'Ûf /Ox est continue par rapport à x, il obtient 

llz: 'df(x,y) ,4:1; 4-• ';lf(x,y) .{jy+f _fl:cf-([ 1+E2J ./1y 
l'j)x _,, ~Il 

et il conclut : d 

"Danc4.z ser>a fomée de deux par>ties: 
1 °. l'une 'i}f(x,y) ,/j:cf-~f(x,y) ./Jy 

~X taY 
linéair>e en Ax et !J y, 

2°. l'autr>e [.tJx + (!1+f2 J.dy d'or>dr>e supé-,,ieur> au p'Y'emie-,, •. 
La p'Y'emièr>e paPtie, qui est éviderrment la pr>incipale lo-,,sque.A x 

et /Jy sont suffisamment petits, se nomme la diffé-,,entielle totale 
de z". 

En fait, Jordan estime l'ordre de l' infiniment petit du 2° sans 
tenir aucun compte de 1 'ordre respectif des accroissement six et Il.y 
et des infiniment petits [, E1 ,f.2 qui sont fonctions à la fois de A x 
et de /J.y. 

Il s'agit en fait de la même faiblesse que dans la démonstration 
du théorème des accroissements finis, touchant à la limite d'un 
infiniment petit à deux variables. 

C'est ce que critique Peano dans le traité de Jordan et dans 
d·1 autres lorsqu'il met en cause "une pPoposition mal énoncée et mal 
démont-,,ée dans un grond nomb-,,e de tPaités" et il poursuit 

"Ainsi souvent on dit que la limite du. y,appor't de l'accrois
sement d'une fonction de plusieuPs va-,,iables à sa différ>entielle est 
l'unité". 

Il cite alors Sturm (n°102) dont la formulation est exactement 
celle donnée par Peano, puis Jordan (n°19, 22, etc). 

La critique est particulièrement dirigée contre la conclusion du 
passage que nous citons où Jordan introduit la définition. Il pré
cise alors sa critique, en s'appuyant sur des erreurs de Jordan ou 
Serret entre autres, à propos de la limite du reste de la formule de 
Taylor pour des fonctions de plusieurs. variables en fonction de 
l'accroissement des variables. 

Tl est intéressant de remarquer qu'à ce propos Peano renvoie au 
numéro 130 du traité de Genocchi-Peano dans lequel il développe la 
théorie de formes de degré n définie ou indéfinie et des limites des 
fonctions de plusieurs variables de la forme 0/0. 

En fait, ces erreurs disparaissent lorsqu'on utilise la formule 
des accroissements finis, ainsi que le fait Jordan dans le tome de 
1893 ( [35], 75). 
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• Dérivées des fonctions composées 

L'expression de la différentielle totale ou de la dérivée d'une 
fonction composée f(u, v, ••• ) où u, v,... sont des fonctions de va
riables indépendantes est une conséquence de l'expression de la 
différentielle. On retrouve donc chez Jordan la même erreur dans le 
paragraphe 22 que dans le paragraphe 19, critiquée de la même façon 
par Peano et où la formule des accroissements finis n'est toujours 
pas utilisée. Comme la précédente, cette erreur sera corrigée dans 
le tome de 1893 • 

• Dérivées et différentielles d'ordre supérieur, interversion de 
l'ordre de différentiation 

La seule remarque que nous ferons à propos de la définition des 
dérivées d'ordre supérieur, et que Peano ne relève même pas, est 
l'absence systématique de réserve quant à l'existence de ces dé
rivées seconde, troisième, etc. 

Jordan, ainsi que d'ailleurs les autres auteurs, ne considère 
que des fonctions C00 , les quelques précautions prises pour la défi
nition de la dérivée première ayant là totalement disparues. 

La définition de Jordan est par exemple (n°27, p.30) : 

"Soient y=f( :c) une fonction de :c, y' sa dér>ivée. Cette nouve'lle 
fonction aum e1.,1.,e-même une dér>ivée, qu'on appel,1.,e 1.,a dér>ivée se
conde de y". 

Jordan, dans le n°29, page 31, démontre que 
--;)2z ê) 2z 

~ =1ayclx 
lorsque les dérivées partielles jusqu'au second ordre sont des fonc
tions continues de :cet de y. Sa démonstration, où il utilise enfin 
le théorème des accroissements finis est correcte et semblable à 
celle de Peano ([20], n°103, p.136). 

Dans son introduction à Genocchi ([45] ,66), Peano donne un exem
ple de fonction de deux.variables dont l'ordre de différentiation ne 
peut être interverti. 

2.3.9. Formule de Taylor; développements en séries de Taylor 

Les remarques que nous pouvons faire à propos des développements 
limités et des développements en série de Taylor d'une fonction sont 
les conséquences des critiques des démonstrations de la formule des 
accroissements finis, ou du théorème de Rolle. 
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Jordan, ainsi que l'ensemble des auteurs, mis à part Houël, 
démontre la formule de Taylor, puis de Maclaurin, à l'aide de ces 
théorèmes. 

Peano fait remarquer, tout d'abord dans [45], page 60, puis à la 
fin de la lettre du 16 février 1884 qu'il écrivit à Jordan, que la 
validité de la formule de Taylor avec un reste d'ordre n ne suppose 
que l'existence et non la continuité de la dérivée n-ième de la 
fonction. Cela comme conséquence des hypothèses nécessaires à la 
démonstration de la formule des accroissements fini/11 

Jordan, quant à lui, note avec une insistance étonnante: 

"Il impoy.,te de ne pas oubZiey., que Za démonsty.,ation pPécédente 
suppose que f1-( x) est continue dans Z 'inter>vai Ze de x à ::ct-h" 
([31),70). 

Etonnante, car Jordan non seulement mentionnera cette condition 
à plusieurs reprises mais écrira (p.81) que cette méthode "est 
d' aiZZeur>s inappZicabZe si f1-( x) n'est pas continue aux envir>ons de 
:r:=O", alors que le cas des fonctions non continues n'a jamais été 
abordé dans son cours précédemment et qu'aucun exemple n'en a jamais 
été donné. 

A propos de l'extension de la formule de Taylor aux fonctions de 
plusieurs variables, Peano faH remarquer dans [ 45], page 66, qu'il 
est par contre nécessaire de supposer la continuité des dérivées 
partielles d'ordre n, ce que ne fera pas Serret (n°134, p.194). 

Dans ce cas en effet, l'utilisation du théorème sur la dérivée 
d'une fonction composée (Peano critique la démonstration qu'en donne 
Serret) suppose cette continuité. 

Peano fournit un contre-exemple d'un développement de Taylor 
jusqu'à l'ordre 1 d'une fonction de deux variables qui n'est pas 
valable, les dérivées partielles n'étant pas continues en (0,0). 

Il critique également dans [45], page 70, le n°134 de Serret 
dans lequel celui-ci essaie d'établir le rapport entre la limite du 
reste Rn et du dernier terme du développement. 

En ce qui concerne le développement en série de Taylor, n'ayant, 
au préalable ni défini ni discuté la convergence d'une série ou tout 
simplement de la série de Taylor ou de Maclaurin d'une fonction, 
Jordan étudie la convergence ou la divergence du développement en 
série de fonctions particulières, à partir évidemment de la limite 
du reste quand n tend vers l'infini. 

Ceci n'est qu'une maladresse, dans la mesure où, plus tard, il 
définit (p.104) la convergence d'une série et signale (n°104, p.98) 
qu'il est nécessaire, pour qu'une fonction soit développable en 
série infinie par la formule de Maclaurin, que le reste tende vers 
zéro. 
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On ne trouve d'autre part aucun énoncé sur les fonctions con
tinues. 

Serret, comme Jordan, se sert sans démonstration du théorème des 
valeurs intermédiaires; il affirme, dans le cours de la démons
tration du théorème des accroissements finis, la monotonie de toute 
fonction continue. 

Cette erreur est relevée par Peano ([45], 55) qui exhibe un 
contre-exemple. Ce fut Darboux qui, le premier, mit en cause cette 
évidence dans son mémoire de 1875 ([10], 58,106)4~. 

Contrairement aux autres auteurs, Houël, probablement sous l'in
fluence de Darboux, énonce le "théoroème" des valeurs intermédiaires 
et en donne une démonstration. 

Cette démonstration pêche cependant en un point essentiel rela
tivement aux fondements, et dont nous verrons toute la signification 
lorsque nous comparerons les tomes de 1887 et 1893 du cours de 
Jordan (cf 4.3.1). 

Houël se réfère en effet dans le cours de sa démonstration à un 
paragraphe où il énonce comme évidentes, et sans aucune démons
tration, les propositions sur la convergence de deux suites adja
centes ([27], 107 et 117). 

Admettant cette propriété, il ne démontre à aucun moment dans 
son cours le théoroème fondamental sur l'existence de la borne supé
rieure. 

Houël, d'autre part, est le seul auteur qui traite quelque peu 
des fonctions discontinues. 

Il y consacre trois pages ([27], 118 à 120), dans lesquelles il 
développe entre autre l'exemple de la fonction sinlf/x qui est dis
continue dans le voisinage de :x:=O 1~, et de la fonction exp(l/(x-a)) 
discontinue dans le voisinage de :x;=a. 

Les considérations de Houël, à propos des fonctions discon
tinues, sont effectivement influencées par la correspondance qu'il 
échangea avec Darboux. Celui-ci, à de nombreuses reprises, insiste 
sur certaines valeurs particulières de la variable qui peuvent 
mettre en défaut des théorèmes. 

On retrouve, page 120 du cours de Houël, l'écho de ces discus
sions t avec toutes les réserves que Houël apporte toujours aux re
marques de Darboux : 

"Toutes ces valeuros de la varoiable, qui mettent en défaut la 
pluparot des théoroèmes généroaux roelatifs aux fonctions continues, se 
nomment des valeuros singulièroes ou valeuros croitiques. Nous les ex
clu•roons toujouros dans l'énoncé et la démonstroation des proopositions 
fondamentales". 
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Il signale également, ainsi que tous les autres (mis à part 
Hermite), l'exemple de Cauchy d'un développement convergent qui 
converge vers une autre valeur que celle de la fonction (p.98). 

2.3.10. Les séries 

Au moment de la parution du premier tome du traité de Jordan, 
les résultats sur les séries numériques et les séries de fonctions 
étaient déjà, pour l'essentiel, assimilés. Darboux d'une part ([10]) 
et Dini d'autre part ( [ 15]) avaient exposé une synthèse des ré
sultats obtenus, tout en les enrichissant par leur apport personnel. 

Les paragraphes de l'Annexe que Peano consacre aux séries sont 
d'ailleurs plus historiques que critiques envers les traités 
récents. 

Certains paragraphes font cependant appel à des notions d'ana
lyse que nous avons déjà étudiées et traduisent les divers degrés 
d'"assimilation" de la mise sur pied des fondements. 

Il en est ainsi pour les différentes façons dont les auteurs 
exposent le critère que nous appelons aujourd'hui "de Cauchy" pour 
la convergence d'une série, mais auquel personne à ce moment ne se 
réfère sous ce nom. 

Les démonstrations de Serret et de Jordan du critère de Cauchy 
sont mentionnées par Peano, à propos de la construction de 1 'en
semble des réels. 

En effet, Serret et Jordan se "débarrassent" du point délicat de 
la démonstration de ce critère par un "évidemment" que Peano ne 
manque pas de relever. 

Jordan ( [31], 102) fait suivre la définition de la convergence 
d'une série grâce à la convergence de la suite des sommes par
tielles, convergence de suite qu'il ne définit nulle part aupa
ravant, d'un court développement sur une condition nécessaire et 
suffisante de convergence d'une série, en fait le critère de Cauchy, 
auquel il ne réserve pas le titre de remarque, encore moins celui de 
théorème. 

Pour la démonstration de la condition suffisante, point qui 
nécessite la construction et des théorèmes sur les réels, Jordan se 
contente, en fait, de renvoyer à la proposition analogue pour la 
sui te des sommes partielles qu'il n'énonce ni ne démontre à aucun 
moment. 

Dans la note de 1887 ajoutée au troisième tome de la première 
édition, Jordan, démontrant le critère, énoncé cette fois comme un 
théorème, ajoute ([33), 553) : 
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"Nous nous sommes appuyé su'Y' cette p'Y'oposition en plusieuy,s 
en.d'Y'oits de cet OUV'Y'age ( Tome 1, n °109, ••• ) ( ( ce numéro est celui 
que nous venons d'étudier)), en l,a considéy,ant comme suffisamment 
évidente par> eUe-même; mais on voit qu 'eUe peut se y,amene'Y' au:r: 
aut'Y'es axiomes"(!.) 

Serret ([51], 133), quant à lui, énonce et démontre la condition 
nécessaire (n°95) et la condition suffisante (n°96) du critère de 
Cauchy comme deux théorèmes dont la formulation ne fait pas inter
venir les ê et les N que 1 'on trouve par exemple chez Peano. 

La démonstration de la condition suffisante, qui contient le 
"évidemment", fait appel à un résultat non démontré dont il donne 
"pou-y, pZus de c1,ay,té" une forme géomttrique : 

"Le nombr>e n r>estant inva'Y'iable, faisons ten.dr>e p ver>s i 'infini, 
ia somme Sn+p r>este'Y'a toujou'Y's compr>ise entr>e deu:r:: quantités déte.,._ 
minées Sn-6 Sn+é, dont ia difféy,ence 2ê, est aussi petite que 1,'on 
veut; d'où iZ suit évidemment que Snfp tend ver>s une Umite déte.,._ 
minée quand pou n+p augmente indéfinùflent. 

Cette démonstr>ation aequierot pZus de cl,ay,té quan.d on Zui donne 
une fome géométroique. Soit O un point fixe d'un axe Ox. Pr>enons sur> 
Ox à par>tir> de O une 1,ongueu'Y' ON=Sn, puis faisons AN=NA'=t; p'Y'enons 
aussi OP=S11:f-.,.,, ie point P tombem ent'Y'e A et A'. Ainsi 

r- 0 A N P A' x 

ia somme Sn+ des 11:f-p pr>emier>s temes de. notroe séroie peut êtr>e 
roepr>ésentée "l/ar> une abscisse dont l'ext'Y'émité tombe constamment 
entroe deu:r:: points donnés A et A '; eUe est donc finie, mais de pZus 
ei ie est déterominée, &fr> ia distance AA ' peut devenir> moindroe que 
toute 1,ongueur> donnée". 

Remarquons que, malgré l'insuffisance de sa démonstration, 
Serret, dès sa première édition, accorde plus de place au critère 
que Jordan .qui, en fait, ne cherche pas à en donner une démons
tration. 

Quant au reste des résultats sur les séries, nous mentionnerons 
simplement ceux concernant la continuité et la dérivabilité de la 
somme d'une série de fonctions. Ils posent le problème de la conver
gence uniforme d'une série et du double passage à la limite. 

Jordan donne une définition de la convergence d'une série de 
fonctions dans le cas où les fonctions dépendent d'une même variable 
complexe ( [31], 116) et, après avoir donné un exemple de série non 
uniformément convergente, il ajoute : 

"L 'imporotance de ia notion de ia conver>genee unif orome r>ésul, te du 
théor>ème suivant, que nous démont'Y'ePons dans 7,e caicui Intégy,al, 
(([32], 92)) • 
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Si Za sér>ie s est conver>gente dans un cer>tain inter>val le et si 
Za sér>ie s' = u '1,+u '2+u '3+... des dér>ivées de ses différ>ents ter>rnes 
est eZZe-même un-z,for>rnément conver>gente dans ce même inter>vaZZe, s 
ser>a, dans cet intewalle, une fonction continue de z, et sa dér>ivée 
ser>a s' ". 

Ainsi, de par sa présentation, Jordan ne traite pas le cas d'une 
série uniformément convergente de fonctions continues, théorème que 
l'on retrouve à la fois_ chez Dini ( [15], 110, n°98) qui appelle la 
convergence uniforme "conver>genza in ugual gr>ado", cbez Peano ( [20], 
107, n°95) qui l'.appelle"conver>genza aquabiZe" ainsi que chez 
Darboux dans son mémoire sur les fonctions discontinues. 

L'important problème de l'interversion lim ~ et ~ lim grâce à 
la convergence uniforme n'est donc pas soulevé explicitement par 
Jordan. 

Quant à la dérivation terme à terme d'une série, Jordan la dé
montre comme une conséquence du théorème sur l'intégration terme à 
terme d'une série dans le cas où la série converge uniformément. 

Ce théorème, démontré de la même façon par Darboux ( [10], 83), 
est par contre démontré directement par Dini et Peano grâce au théo
rème des accroissements finis (voir Peano [20], page 108)~ 01 

2.3.11. Intégration et théorie des fonctions 

"Quant à ce qui co~cer>ne les intégr>a-Zes définies, la différ>en
tiation sous le signe J , il est cer>tain que ce sont des questions 
difficiles et que si l'on vous attaquait du bon côté, vous aur>iez de 
la peine à r>épondr>e. Miis ceci n'est pas un r>epr>oche à vous fair>e 
spécialement. Bouquet et moi, nous avons vé'Y'ifié que pas une des 
démonstr>ations de Ser>r>et où l'intégr>a-Ze a une de ses limites infinie 
n'est exacte". 

Quoique ce jugement de Darboux (voir la lettre à Houël du 1er 
mai 1880) invite à passer au crible les démonstrations de Serret 
concernant l'intégration et, parallèlement, êelles de Jordan qui 
sont contenues dans le tome 2 de 1883, nous n'avons pas cherché à en 
vérifier le bien fondé, cette étude débordant trop largement le 
cadre de notre propos. 

C'est uniquement en fonction des éléments supplémentaires qu'ils 
nous apportent sur la façon dont Jordan rendit compte des notions de 
topologie et de théorie des fonctions, que nous .avons étudié les 
chapitres sur l'intégration. 

Comme nous l'avons déjà signalé, Jordan ne considère dans le 
tome de 1883 que l'intégration des fonctions continues. Il ne consi
dère que les cas exceptionnels suivants ( [32], 59) : la fonction 
devient discontinue pour une des limites d'intégration ou pour des 
valeurs, en nombre limité, comprises dans le champ d'intégration. 
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Jordan se limite à l'intégrale de Cauchy et n'envisage pas d'ex
poser la théorie de l'intégration de Riemann. 

Celle-ci a été à l'origine d'exemples de fonctions bornées avec 
une infinité non dénombrable de points de discontinuité. Elle a fait 
éclater le cadre des "fonctions digne d' inté'Y'êt 11 et a attiré l' at
tention sur les ensembles de points de d'iscontinui tés, premiers 
sous-ensembles infinis de R qui furent étudiés par Hankel, Cantor, 
Smith, Dini et Volterra, entre autres. 

Malgré cela, Jordan ne juge pas utile d'introduire le concept de 
fonction intégrable Riemann et sa distinction d'avec celui de fonc
tion continue, qu'il connaissait parfaitement comme le montre la 
note de 1881 dans laquelle, un an avant la parution de ce tome, il 
définit les fonctions à variation bornée ([29J) : 

"Rema'Y'que I.- Dir>ichZet dit dans son mémoir>e qu'une fonction qui 
pr>ésente un nombr>e infini de discontinuités n'est intég-y,abZe que si, 
dans un inter>VaUe quefoonque ab, on peut pZacer> deu:x: quantités r>, s 
assez r>appr>ochées pour> que Za fonction r>este continue de r> à s. On 
voit par> L'exempZe qui pr>écède, que cette asse'Y'tion n'est pas 
exacte. Cette inadve'Y'tance d'un géomèt'Y'e si justement considér>é 
comme un modèZe de p'Y'écision nous pa'Y'a-Ît mér>itée d'êtr>e signaZée"~·I). 

2.3.12. Conclusion 

Nous arrêterons ici notre analyse détaillée du tome de 1882, en 
notant, une fois encore, que nous n'avons étudié que les paragraphes 
consacrés aux fondements, ou plutôt, traitant de questions relevant 
des fondements. 

Il nous semble nécessaire, avant de poursuivre l'examen des 
traités parus entre 1870 et 1882, de tirer de premières conclusions 
de notre étude du tome de Jordan et de dégager certains traits re
marquables de ce cours que nous retrouverons, pour l'essentiel, dans 
ces autres traités. 

Nous avons constaté tout à la fois des "manques", ainsi que nous 
les avons définis dans le paragraphe 2 .3. 1, qui sont les consé
quences de certains choix de Jordan et qui ne peuvent, à notre avis, 
être considérés comme une faiblesse, et un réel défaut de rigueur 
que nous allons tenter de mesurer et d'expliquer. 

D'une part Jordan, se plaçant dans le cadre de fonctions systé
matiquement continues, définies sur de bons ensembZes, ne considère 
comme principes de base du calcul infinitésimal que les propositions 
fondamentales sur les infiniment petits, ne prend en compte aucune 
notion d'ensemble ou topologique et, jugeant superflue toute théorie 
des fonctions, énonce très peu de propriétés des fonctions et ne 
définit que la seule intégrale de Riemann. 
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Mais, plus profondément, d'autres traits spécifiques de ce 
traité et de ceux que nous allons étudier, présentent des incon
vénients majeurs et sont révélateurs de l'état d'esprit de la plu
part des mathématiciens en France 

- le rôle privilégié de la différentielle au détriment de la 
notion de dérivée, 

- la sous-utilisation du théorème des accroissements finis dans 
les démonstrations des propriétés élémentaires du calcul diffé
rentiel, 

qui aboutissent à des démonstrations erronnées (cf 2.3.8) dont 
celles de la définition de la différentielle totale, de la dérivée 
des fonctions composées, de la dérivée des fonctions implicites, du 
théorème même des accroissements finis. 

- des propositions mal énoncées ou mal démontrées sur les fonc
tions. 

des propositions insuffisantes et mal démontrées sur les 
séries et les intégrales. 

Ainsi, Jordan ne juge pas nécessaire de construire les nombres 
irrationnels auxquels il a recours à plusieurs reprises, entre autre 
pour la démonstration de la condition suffisante du critère de 
Cauchy; il ne démontre pas le théorème des valeurs intermédiaires, 
évoque d'une manière très floue les fonctions discontinues et ne 
s'occupe jamais de l'existence des dérivées des fonctions qu'il 
considère, que ce soit pour la définition des dérivées d'ordre supé
rieur, ou la dérivée des fonctions composées ou des fonctions impli
cites. 

Toutes ces faiblesses tiennent à un manque de précaution dans 
l'utilisation de double passage à la limite (limite d 'infiniment 
petits de deux variables, par exemple), ou d'autres propriétés élé
mentaires des fondements. 

Elles traduisent, de la même façon que les "manques" que noµs 
avons rappelés, une conception de 1 'analyse et de ses fondements 
contre laquelle Darboux avait mis en garde dans son mémoire de 1875 
( cf 1. 5) et qui peut conduire à un défaut de rigueur dans 1 'expo
sition et les démonstrations du calcul infinitésimal. 

Ainsi, les mathématiciens confiants dans la solidité de l' édi
fice érigé à la suite de 150 ans de travaux d'analyse, considèrent 
comme un luxe superflu toute axiomatique, toute exposition minu
tieuse et rigoureuse des propriétés élémentaires des ensembles et 
des fonctions. 

Le monde de l'analyse mathématique paraît donné; on sait de quoi 
on parle H2.! 



Or, la prise en compte de toutes ces exigences de rigueur, exi
gences qui sont loin d'être formelles comme le montrent ces 
"défauts", ainsi que 1' utilisation du théorème des accroissements 
finis sont des caps qu'il est nécessaire de franchir pour une expo
sition rigoureuse du calcul différentiel. 

2.4. Les fondements dans les autres traités d'analyse 

Partant de la liste des livres critiqués par Peano dans [ 45 J, 
nous avons retenu pour notre étude les cours d' Hermite, de Serret 
(dans la troisième édition de 1886) et de Lipschitz. 

Nous y avons ajouté le cours de Houël, au sujet duquel nous 
citerons les critiques de Darboux. 

Nous n'avons pas fait référence, sauf à quelques exceptions 
près, au cours de Sturm, w 1 'année de sa première édition ( 185 7). 
Les passages que nous citerons sont extraits de la onzième édition 
qui date de 1897 mais qui n'est pas l'édition à laquelle se réf ère 
Peano. 

Plusieurs de ces livres comportent des exercices en fin de tome 
ou de chapitre. Il aurait pu être intéressant de les prendre comme 
éléments de comparaison, mais le livre de Jordan n'en comprenant 
pas, nous nous sommes limitée aux seuls textes des cours. 

Quoique sortis pendant la période qui nous intéresse ici, nous 
n'avons pas retenu pour cette comparaison les cours de Dini et 
Peano. Ces deux livres, dont les auteurs sont les seuls alors à 
prendre en compte le mouvement de mise sur pied des fondements de 
l'analyse, sont trop différents de tous ceux que nous étudions dans 
cette partie pour que la comparaison soit intéressante. 

Nous les étudierons plus précisément en les comparant aux tomes 
de 1887 et 1893 du traité de Jordan dont ils sont plus proches et 
nous ne mentionnerons ici que les développements de Peano qui sont 
dans son introduction au cours de Genocchi. 

Jules Tannery, dans le compte-rendu qu'il fit pour le ButZetin 
de Sciences Mathématiques du livre de Genocchi, résume cette diffé
rence ([55}, 170) : 

"L'auteur> ((il s'agit de Peano)) se pr>éoccupe de t 'or>igine des 
notions que Z 'on r>encont'Y'e au début des mathématiques ( ( ••• ) ) • De 
même encor>e, dans des notes nombr>euses placées en tête du Livr>e, it 
pr>écise Zes conditions exactes sous tesquettes sont appticabtes 
cer>tains théor>èmes qu'it démont'Y'e dans Ze cour>ant de t'OuV'Y'age: en 
un mot, it r>echer>che sur>tout ta pr>écision, soit dans Zes énoncés, 
soit dans Zes démonstr>ations. On aime à voir> ces notions bien dé
finies se substitue'Y' dans l'enseignement aux notions t'Y'op vagues que 
Z'on y r>eneontT'e rxzr>fois". 
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Nous allons retrouver dans ces traités les mêmes caracté
ristiques que nous avons dégagées de l'étude du tome de 1882 de 
Jordan. 

Nous reprendrons pour cette étude le plan suivi lors de l'ana
lyse du tome de 1882. 

2.4.1. Les Introductions 

Comme Jordan, la plupart des auteurs consacrent leur intro
duction aux usages des infiniment petits et à l'exposé de la méthode 
infinitésimale. Tannery s'étonnera dans le compte-rendu déjà cité de 
ce que Peano ne procède pas ainsi : 

"Mais justement à cause de 7, 'esp-,.it de p-,.écision qui -,.ègne dans 
ce Liv-,.e, iZ est pernzis de s 'étonneT' que 7, 'auteu-r n'ait pas CT'U 
devoiT' y mentionneT' ·ies théo-,.èmes cZassiques su-,. Zes Zimites des 
sommes et des -,.apporls d'infiniment petits, et qui sont Ze fondement 
même de Za méthode infinitésimaZe". 

S'il est vrai que ces propositions sur les infiniment petits 
"sont Ze fondement même de Za méthode infinitésimaZe", il n'en est 
pas de même du calcul infinitésimal. Celui-ci, malgré toute l 'uti
lité des infiniment petits, ne saurait se réduire, en effet, à la 
méthode infinitésimale. 

Nous renvoyons à ce propos à l'introduction d'Hermite, à la 
préface de Houël qui fait explicitement référence à Duhamel et qui 
revient sur ces notions dans les pages 105 à 107 de son livre, et 
aux "notions pT'éZiminai-,.es" de Serret. 

Un autre trait commun à la plupart de ces traités, que l'on 
retrouve dans l'introduction et à de nombreuses reprises dans le 
corps même des traités, est le recours à la démonsty,ation géo
mét-,.ique qui n'est le plus souvent qu'une iZZust-,.ation géomét-,.ique. 

Cela ne se retrouve pas dans les livres de Dini ou Peano, ou 
dans le tome de 1893 de Jordan, qui ne recourent pas à cette aide. 

Des exemples particuliers que l'on trouve chez Serret et Jordan 
dès l'introduction, chez Houël au début du chapitre 1, en sont les 
paragraphes sur les limites et la méthode infinitésimale : des ré
sultats, démontrés plus ou moins bien, mais démontrés, sur les li
mi tes, sont présentés comme { évidents et connus depuis longtemps en 
ce qui concerne la géométrie "~ 

2.4.2. Les tables des matières 

Nous avons déjà dégagé lors de l'étude du tome de 1882 certaines 
caractéristiques des plans de ces ouvrages. 
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Nous avons mentionné la faible place accordée à la continuité, 
et à la notion de dérivée. 

Un exemple que nous n'avons pas encore cité est le livre de 
Lipschitz. Alors qu'il présente la théorie des irrationnels, chose 
rare, nous l'avons vu, il ignore à la fois le théorème des valeurs 
intermédiaires et celui des accroissements finis, et il semble ne se 
servir ni du mot dérivée, ni de la notation f'(x) dans son livre, le 
vocabulaire se référant uniquement à la différentielle. 

Par contre, le plan que Darboux soumet à Houël pour son traité 
d'analyse, dans la lettre du 15 janvier 1875, est extrêmement nova
teur par l'importance qu'il accorde à certains paragraphes dont la 
continuité, le théorème des accroissements finis dont il fait la 
poutre maitresse de tout son édifice diminuant par là le rôle de la 
différentielle, le sens de variation d'une fonction, les fonctions 
de plusieurs variables qu'il se propose d'étudier spécifiquement, 
etc. 

Il en est de même du traité de Peano qui, lui, ne s'arrêta pas 
au plan de l'ouvrage. 

Consacrant les deux premiers chapitres à l'étude des fonctions 
d'une variable réelle, n'abordant les développements en série de 
Taylor qu'après avoir exposé la théorie élémentaire des séries, 
traitant de façon spécifique les fonctions de plusieurs variables 
(continuité, dérivabilité, formule de Taylor, etc), Peano aborde les 
principes du calcul différentiel et intégral d'une façon beaucoup 
plus moderne que la plupart des auteurs avant lui, Jordan compris, 
en 1882. 

La dernière question, que nous évoquerons à propos du plan et de 
la table des matières de ces traités d'analyse ou de calcul infini
tésimal, est la division que l'on trouve entre autres chez Jordan, 
entre calcul différentiel et calcul intégral. 

Relevant cette division à propos de la deuxième édition du 
traité de Jordan où elle subsiste, Lebesgue écrit dans [41], page 
XXVI : 

''Jordan est volontiers un n.ovateur traàitionnaliste; it eonserve 
ta division suPPanée en ealeui différentiel et intégral; mais eomme 
ses réfiexions Lui ont fait reeonnai-tre en l'intégrale la ptus 
simple, Za plus intuitive, ia ptus primitive de toutes les n.otions 
de l 'anatyse, it eommenee i 'exposé du eaieul différentier -par" ia 
définition de t'intéçrrale". 

Notons qu'il s'agit ici de réflexions postérieures à l'édition 
de 1882, et que c'est une des différences importantes entre les 
tomes de 1882 d'une part et 1887 et 1893 d'autre part. 
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En effet, contrairement à Houël et :à Lipschitz qui intr0'dui-sent 
dès le début la notion d'intégrale, Jordan ne la mentionne que ,dans 
son deuxième tome de 1883, CalcuZ intégral. Il en est de même :p·our 
Hermite et Serret. 

Dans le compte-rendu qu'il fit du livre de Houël, Darboux écrit 
à ce propos ([12], 6) : 

"L'auteur, a maintenu l'innovation qui avait ét.é approuvée, e,t 
selon nous avec r,aison, par, M. Painvain; immédiatement apr>ès les 
no·tions fondamentales de caicul différ>entiel, il donne :ia définition 
des intégr,ales définies et des intégr,ales indéfinie 811. 

2 .4. 3. Les .irrationnels 

Absente ,dans le livre de Jordan, ainsi que dans ceux d'Hermite 
et de Serret, la construction des irrationnels est donnée dans les 
livres de Houël et de Lipschitz. 

D'autre part, Darboux ne la mentionne à aucun moment dans le 
plan qu'il propose. Darboux, bien qu'il n'en traite pas dans sa 
correspondance, connaissait nécessairement une des constructions des 
nombres irrationnels, ne serait-ce que parce que Houël en expose une 
dans son traité. 

De même dans son fameux mémoire de 1875 ([10]), il ne se sert à 
aucun mome.nt des irrationnels et des proprétés des réels. 

Cela peut paraitre -étonnant dans la mesure où Darboux est un des 
artisans les plus remarquables de la mise sur pied des fondements, 
ce qui n'est, bien évidemment, ni le cas <l'Hermite, de Serret ou de 
Jordan ,à cet,te ,époque. 

2.4.4. La continuité 

Les traités de Lipschitz et <l'Hermite ne consacrent 1Ilême pas un 
paragraphe à la définition de la continuité. Serret en donne par 
contre la définition suivante ([51], 15) 

'~Une fonction f( x) de la .var,iable z e·st di-te continue pour, les 
valeu1"s de x comp'Y'ises entr,e les d:eu;r; limites x

0 
et X, lo,r,sque, pour, 

toutes ces vaZeur,s de x, la valeur, absolue de la différence 
f( :IH-h) - f( xJ 

décr,oit indéfiniment avec h, ou est indéfiniment petite en même 
temps que h. 

Si la fonction devient infinie pour, une valeur, de x compr,ise x
0 

et X, etie ne satifait pas à la pr,écédente définition de la conti
nuité; on dit alor,s qu'el'le devient dis.continue en passant par, l'in
fini". 
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Nous voudrions souligner à l'occasion de ces développements sur 
les fonctions discontinues que les différents auteurs des traités 
semblent ignorer l'u~age des contre-exemples. Ils auraient là, pour
tant, un argument particulièrement simple pour attirer l'attention 
des étudiants, sans développements excessifs, sur la délicatesse de 
certaines propriétés considérées comme évidentes. 

C'est d'ailleurs la présence de nombreux contre-exemples qui 
donne à la correspodance de Darboux ce caractère remarquable. 

Houël, et nous venons de le voir, est en fait le seul auteur qui 
s'en serve et encore avec réserve. Il faut y voir très probablement 
l'influence de Darboux et de leur correspondance • 

• La continuité pour les fonctions de plusieurs variables. 

Dans l'introduction au cours de Genocchi, Peano étudie de façon 
spécifique la continuité pour les fonctions de plusieurs variables; 
les autres auteurs se contentent de mentionner rapidement une défi
nition ou de l'ignorer. 

Ainsi, Serret n'en donne pas de définition, Hermite et Lipschitz 
qui ne mentionnent pas la continuité pour une variable, ne traitent 
donc pas de la continuité pour les fonctions de plusieurs variables; 
Houël, ainsi que Jordan, en donne simplement la définition, sans 
ajouter aucune propriété ou aucun exemple ([27],121-122). 

Peano est ainsi eontr>aint de choisir une erreur de Cauchy dans 
son Cour>s d' Analyse, où il affirme que la continuité par rapport à 
chacune des variables entraine la continuité par rapport à l'en
semble des variables, pour insister à l'aide d'un contre-exemple sur 
la non trivialité de cette notion. 

Aucun des auteurs qu'il critique dans le reste de l'Annexe ne 
lui donne en effet, vu la brièveté de leur développement, l'occasion 
de relever erreurs ou inexactitudes. 

Il n'est pas sans intérêt de signaler 1.c1. l'article de 1872 
([9]) dans lequel Darboux définit la continuité pour une fonction de 
plusieurs variables, définition donnée pour la première fois point 
par> point, et plusieurs lettres de la correspondance dans lesquelles 
Darboux explique très clairement la différence qu'il y a entre la 
continuité par rapport à l'ensemble des variables et la continuité 
séparément par rapport à chacune des variables. Il donne d'ailleurs 
dès 1873 un exemple de fonction, continue sur toute droite passant 
par l'origine, qui n'est pas continue (cf 1.5.2). 

Peano, sans critiquer précisément les manques de ces traités, 
consacre plusieurs paragraphes à la continuité, et renvoie au traité 
de Dini pour des développements supplémentaires sur la continuité 
d'une fonction, ainsi qu'à Weierstrass (article de Schwarz [52]), à 
Cantor (article de Heine [25]) et à Darboux ([10]). 
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Il démontre la fausseté de la définition d'une fonction continue 
trouvée dans certains traités dont celui de Gilbert de 1872 qui 
appelle fonction continue, une fonction qui ne peut passer d'une 
valeur à une autre sans passer par toutes les valeurs inter
médiaires (16). 

A cette occasion il définit les limites supérieure et inférieure 
d'une fonction, notions dont il se sert pour donner une définition 
de la continuité(◄~.)_ 

2.4.5. La notion de dérivée 

• Définition et existence de la dérivée 

Les définitions d'Hermite, Serret, Houël et Lipschitz pré
sentent, malgré leur diversité, le même défaut que celle de Jordan. 
Aucune ne spécifie que la définition donnée est celle de la dérivée 
en un point. 

Hermite introduit la notion de dérivée pour une fonction quel
conque comme "l-a 7-imite du raapporat 

f(:J>1-h) -f(x) 
h 

pour- h=O", en généralisant la notion de dérivée d'un polynôme entier 
F( x) qui est obtenue grâce au premier terme du développement en 
série de Taylor mis sous la forme 

et ajoute ([26], 40) : 

F(:J>i-h) - F( x) 
h 

"Cette définition se justifie, eomme on sait, 
quenees imporatantes qu'on en ti'r'e pour- -toutes 
eontinues". 

pa.,. 7-es eonsé-
7-es fone:tions 

Il énonce ensui te deux théorèmes sur le sens de variation d'une 
fonction d'après la nullité ou le signe de la dérivée, puis le théo
rème de Rolle avec la même assimilation fonction continue/ fonction 
dérivable. 

Enchainant avec la série de Taylor, Hermite n'ajoutera rien 
d'autre à propos de la notion de dérivée. 

Serret, en supposant que la fonction est continue, ·indique qu'en 
général la limite du rapport 

f ( :J>i-h) - f( x) 
h 

est indépendante du signe de h, qu'elle est fonction de x et qu'elle 
est appelée dérivée de la fonction f ( x). Il donne alors la formule 
"f(:J>l-h)-f(x) = h.f' (x)+ h.E, é désignant une quantité infiniment 
petite en même temps que h". 



Contrairement à Hermite, il mentionne des cas où la limite du 
rapport peut ne pas exister, mais n'évoque à aucun moment les rap
ports continuité/dérivabilité. 

Houël, quant à lui, débute le chapite 2 de son premier livre 
(Dér>ivées et différ>entieUes - Intégr>ales) par un paragraphe "histo
rique" sur les tangentes et sur les fluxions de Newton (p.141). 
Rattachant uniquement la définition de la dérivée, "limite du r>ap
por>t de l'accr>oissement infiniment petit de la fonction à l'accr>ois
sement infiniment petit cor>r>espondant de la var>iable ind.épendante", 
à ces deux points de vue, cette introduction historique dénote, à 
notre avis, un aspect passéiste. 

Dans le 
Serret, sous 

même temps, il introduit la formule déjà donnée par 
la forme 

f(:r:1)-f(:c) = (:r:1-:c) .f' (:c) + (:r:1-:c) .i. 

Il souligne d'autre part, de façon moins ambiguë que Jordan, 
l'existence de fonctions continues sans dérivées ([27], 144) 

"L 'on peut e:cpr>imer> par> les signes de l 'Analyse une infini té de 
fonctions continues n'ayant '[Xl,B de dér>ivée'~~~ 

A propos, enfin, de la définition de Lipschitz introduite éga
lement par des considérations sur les tangentes, signalons que lui 
aussi suppose f continue et que la limite, lorsqu'elle existe, de 

f ( :c+-h) - f( :cJ 
h 

n'est jamais notée que df( :c) /& et appelée "Differ>entialquotient". 
Le mot "Ableitung" (dérivée) n'est employé nulle part et on ne 
trouve aucun commentaire, aucun théorème, sauf "calculatoire", sur 
les dérivées. 

Peano dans [45], page 54 rapproche le recours à l'interprétation 
géométrique de la dérivée (existence de tangente à une courbe) et 
l'affirmation de l'existence d'une dérivée pour toute fonction con
tinue. 

Pour sa part, se référant à Maclaurin, 
qu'on• peut définir la dérivée d'une fonction 
sans avoir recours à la limite du rapport 

f ( :c+-h) - f ( :c) 
h 

il montre ( [ 45 J, 33) 
f( :c) en un point :c

0
, 

Nous avons déjà souligné que Peano critique plusieurs para
graphes du livre de Serret à propos d'un manque de considération 
pour les conditions d'existence des dérivées dont "l'e:cpr>ession est 
tir>ée d'une succession d'équations". 

Il s'agit du paragraphe 46 ( [51], 33) sur la dérivée des fonc
tions implicites, ainsi que des paragraphes 25 et 26 ([51], 33) dans 
lesquels Serret établit les formules de différentiation d'un quo
tient ou des puissances d'une fonction de façon tout à fait méca
nique à partir des différentielles logarithmiques. 
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Serret ne donne, d'autre part, ni formule, ni théorème, pour les 
dérivées d'un quotient, d'un produit, d'une somme, d'une fonction de 
fonction, etc. 

Peano n'intègre, à aucun moment, le livre de Houël dans ses 
critiques. Mais nous disposons des nombreuses critiques que Darboux 
adressa à Houël, en particulier à propos des paragraphes sur les 
propriétés des dérivées. La critique de Darboux porte, tout à la 
fois, sur les dérivées d'infiniment petits, sur la démonstration du 
théorème des accroissements finis, sur la façon de calculer la dé
rivée d'une fonction de fonction, d'une fonction composée, d'une 
fonction implic~te, etc 

Nous donnons ici deux extraits de lettres qui montrent à quel 
point le soucis de Darboux était la justification constante des 
calculs effectués, c'est-à-dire l'existence, et non pas seulement la 
forme, de la dérivée en un point, rejoignant ainsi les préoccu
pations exprimées par Peano dix ans plus tard. Il s'agit des lettres 
des 18 et 24 janvier 1875 que nous donnons en entier dans l'annexe. 

Lettre du 18 janvier 1875 

"Pou1" .,.end,.,.e -,.igou-,.euz tout eela vous se1"iez obligé de fai1"e 
quelque chose de loum et d'impossible. Toutes les fois que vous 
calcule1"iez une dé1"ivée f'(x) vous se1"iez obligé de démontT'e1" que 

f(:x:+h) -f(x) -f'(x) 
h 

est un infiniment petit quand h tend Ve1"s zé-,.o et x va-,.ie tendant 
VePs une ce-,.taine limite. Comment pou1"T'iez vous faiPe cela pou-,. les 
déPivées des fonctions composées, des fonctions de fonctions, etc". 

Lettre du 24 janvier 1875 

"Voyez ee que deviennent vos théoPèmes si on veut les énonce.,. 
PigouPeusement ( ( ••. )). AloPs chaque fois que vous pPend-,.ez une 
déPivée et que vous voudPez applique.,. les théo-,.èmes fondés suP la 
supposition pPéeédente, vous sePez donc obligé de véPifie-,. si eUe 
est satisfaite. Allez donc le faiPe pou.,. les fonctions de fonctions 
et les fonctions composées". 

C'est dJinS cette lettre, d'autre part, que Darboux présente 
l'exemple ~.sin(1/x), dont il discute l'existence de la dérivée en 
zéro - existence contestée par Houël - que nous avons déjà traité 
lors de l'étude du cours de Jordan (cf 2.3.6). 

Il critique à cette occasion, dans une lettre du 31 janvier 
1875, la façon dont Houël calcule la dérivée d'une fonction com
posée : 

"Vous Usez que cette fonction n'a -pas de déPivée pouP ~o. Là 
n'est -pas la natuPe de l'objeetion que je vous ai adPessée. Je vous 
ai dit :D'ap.,.ès la Pègle des fonctions composées ((Darboux veµt dire 
votPe règle)) on a 

dy/cix = 2x.sin(1 /::c) -cos(1 /x), 
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expPession indéterwzinée pouP :c=O, tandis que d'apPès le Paisonnement 
pPimitif la dé-,.ivée est papfaitement déter>minée, eUe est nuUe". 

Pour permettre de ~aisir l'ampleur de la différence qui séparait 
les conceptions "nouvelles" du calcul différentiel et les con
ceptions alors "classiques" que nous retrouvons dans presque tous 
les traités, nous citerons un extrait des propos de Charles Méray 
dans la préface de ses Leçons nouvelles BUT' l'analyse infinitésimale 
et ses applications parues en 1894 

"Les dé-,.ivées se définissent, se ca1-cu1-ent, s' entPemêlent dans 
les expPessions diffé-,.entieUes corrme Laçrrange le voulait, c'est-à
diPe paP 1-e simple jeu des opé-,.ations vulgai-,.es de l'a1-gèb-,.e, et la 
cePtitude de leUP existence devenue tangible dispense de toute Pes
t-,.iction à 1-eu-,. éga-,.d". 

2.4.6. Le théorème des accroissements finis 

La démonstration d'Ossian Bonnet que donne Serret dans son cours 
( [51}, 17) est donc le premier modèle de démonstration qui utilise 
le théorème de Rolle, abandonne le théorème des valeurs inter
médiaires jusqu'alors nécessaire à l'obtention de la formule finale 
et, Serret le souligne, ne suppose pas la continuité de la dérivée. 

Elle présente cependant une différence notoire avec celle de 
Dini. A la place du théorème sur la borne supérieure d'une fonction 
continue auquel bini se réfère explicitement, Serret utilise la 
propriété "évidente" de toute fonction continue : "Si l'on admet 
qu'elle ne soit pas constamment nulle, il faudro qu'elle commence à 
cPoitT'e en pPenant des valeuT's positives, ou à déc'Y'oit-,.e". 

Peano relèvera cette erreur ([45}, 55), et y répondra en donnant 
le contre -exemple x.sin(l/x) pour :r;:=O. Il la minimisera toutefois 
dans une lettre écrite à Jordan, la considérant comme une "impe'Y'
fection de langage". Notons que dans la troisième édition de son 
cours (1886), Serret ne corrige pas son erreur et ne mentionne, même 
pas par une note, la remarque de Peano. 

Nous 
celui-là, 
Serret : 

pouvons également citer un autre exemple, caricatural 
de version non corrigée de la démonstration de Bonnet-

Dans la préface de la onzième édition du cours de Sturm paru en 
1897, un des changements signalé comme nécessaire est la démons
tration de la formule de Taylor due à Rouché avec un rappel de "la 
démonstPation si géné-,.ale que M. Bonnet a donné du théor"ème de 
Rolle". Cette démonstration (n°125, p.16) n'est toujours pas satis
faisante et comporte la même erreur. 
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Cette démonstration de Bonnet est l'objet de discussions inces
santes entre Darboux et Houël dont rendent compte les lettres que 
nous donnons en annexe. Nous disposons à ce sujet des réponses de 
Houël(~). 

Nous pouvons grâce aux lettres de Darboux qui résument à plu
sieurs reprises les positions de Houël et les différents qui les 
opposent, et grâce aux réponses de Houël lui- même., retrouver la 
version initiale de la démonstration de Houël et la comparer à la 
version ou plutôt aux différentes versions de son livre, Houël choi
sissant de ne donner pas moins de trois démonstrations différent.es 
du théorème des accroissements finis ([27], 145-150). 

2.4.7. Dérivées partielles - différentielles 

Les remarques que nous pourrions faire sur l'ensemble des 
traités étant pour 1' essentiel semblables à celles que nous avons 
faites sur le tome de 1882 de Jordan (cf 2.3.8), il ne nous semble 
pas utile de développer ici une comparaison détaillée. 

Il en est de même pour 
dérivées et différentielles 
l'ordre de différentiation, 
série de Taylor (cf 2.3.9). 

la dérivée de fonctions composées, les 
d'ordre supérieur et l'interversion de 
ainsi que pour les développements en 

2.5. Les fondements en France à travers la correspondance de 
Darboux 

L'étude que nous venons de faire des différents traités parus en 
France entre 1870 et 1882 a permis de montrer que leurs auteurs n'y 
ont en général intégré aucun des travaux liés à la mise sur pied des 
fondements. 

Cette ••unanimité" est, bien évidemment, significative d'un cer
tain aspect de la situation des fondements en France. 

Il nous a cependant paru nécessaire de confronter le contenu des 
différents manuels et l'état réel des mathématiques dans ce domaine, 
en France. 

Nous nous sommes servie, à ce propos, de la correspondance de 
G. Darboux qui fait allusion à plusieurs reprises aux idées du monde 
mathématique français et internationa1t2.i:>). 

Cela nous permettra d'évaluer la distance inévitable entre la 
réalité du mouvement de mise sur pied des fondements et l'image que 
nous en donnent les traités, question que Jordan lui-même soulève 
dans la préface au tome de 188.2 que nous étudierons dans la troi
sième partie (cf 3.4). 



Darboux tout d'abord affirme la nouveauté, er. France, de ses 
préoccupations à propos des principes du calcul infinitésimal (cf 
1.1 et 3.4); il écrit dans la lettre du 2 février 1875 

"Si je vous tou-y,mente sur> les pr>ineipes du Calcul InfinitésimcZ 
c'est que je voudr>ais vous voir> pr>oduir>e quelque chose de vér>ita
blement neuf, Za r>igueur> au lieu de l 'à-peu-pr>ès de Duhamel et de 
ses pr>édéeesseur>s". 

"Tl s'agit d'un point tr>ès délicat où je voudr>ais vous 
r>éfo1"Tfler> des idées univer>sellement admises et fair>e oeuvr>e 
novateur>", poursuit-il dans une lettre du 25 février 1875. 

voir> 
de 

Par ailleurs il se réfère à un certain nombre de mathématiciens 
qui partagent son point de vue sur les démonstrations du calcul 
différentiel et cite tout à la fois Thomae, Schwarz, "Z.es pr>ofes
seur>s de spéciaZ.es d'ici", les universités anglaises et allemandes 
"où on commence à teni-,, à Za r>igueur>", Bonnet. 

Il précise, dans une lettre du 27 novembre 1875 à propos de la 
démonstration de Bonnet du théorème des accroissements finis 

"A titr>e de renseignement je dois vous dir>e que depuis que des 
objections de cette natur>e ont été faites ((il s'agit des objections 
sur les infiniment petits dont nous avons parlé, soulevées entre 
autres par "Weierstr>ass, Thomae et tous 1,es autres")), ici même dans 
Z.es cour>s de spéciaZ.es, on a adopté Z.a mar>che que vous attr>ibuez à 
SeT'T'et et qui n'est pas plus à Z.ui qu'à un. autr>e (EUe serait dans 
tous les cas à Bonnet). 

Mais Darboux est en fait le seul, en France, à participer au 
mouvement de remise sur pied des fondements de l I analyse et cela, 
indépendemment de Weierstrass. Il nous apparait, grâce à la corres
pondance, qu'il est surtout influencé par les réflexions d' Ossian 
Bonnet, dont il nous faut à nouveau signaler le rôle, et par le 
mémoire de Riemann qui est à l'origine du mémoire de 1875. 

En fait les idées de Weierstrass sont mal connues en France. 
Picard fut un des seuls mathématiciens français, sinon le seul avec 
J. Molk, à avoir eu entre les mains des notes des cours de Weier
strass et cela seulement en 1880. Il écrit à Mittag-Leffler le 27-

janvier 1880 ([17], 162) : 

"Je vous remer>cie bien vivement des feuilles que vous m'avez 
envoyées sur> · Z.es cour>s de Weier>str>ass. J'ai connu l'année dernièr>e 
un. jeune homme qui avait suivi à Ber>lin le cour>s du gr>and analyste 
et qui m'avait pr>êté ses cahier>s de notes; les feuiUes que vous 
m'avez envoyées vont me per'TTlettr>e de compléter> les notes assez in
compZètes que j'avais pr>ises sur> ees matièr>es". 

L'isolement de Darboux est particulièrement sensible dans les 
lettres du 30 mars et du 23 décembre 1873. 
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Dans la première de ces lettres, présentant le mémoire de 
Riemann, Darboux constate "VoiZà un beau morrceau et qui ne ser>a 
pas app1"écié". Dans la conclusion de la lettre du 23 décembre où il 
expose le plan de son mémoire de 187 5, Darboux écrit : "Si on ne se 
moque -pas de moi, je continuer>ài ces études petit à petit". 

Il semble que ce ne fut pas le cas et que Darboux fut, dans une 
certaine mesure, blâmé par ses collègues qui, au nom d'autres prio
rités dans la science, jugeaient inopportunes de telles recherches. 
Il abandonne ces recherches après le mémoire de 1875, même s'il 
publie encore un article en 1879. Ainsi, évoquant les recherches de 
Darboux sur les fondements, Lebesgue écrivait (cf 2.1), ([39], 14) : 

"On r>aconte qu'en 1875 Dar>bou:r: fut· quelque peu blâmé de s 'êt1"e 
Zaissé ai Zer> à étudier' de -pa1"eiZ Zes questions; soit à cause de ces 
1"emontr>ances, soit plutôt à cause de Za beauté et de Z'impor>tance 
des pr>obZèmes qu'il a ensuite aboroés, Iàr>bou:r: ne fit -pas d'autr>e 
incurasion dans Ze domaine des fonctions non analytiques". 

Picard notait de son côté ([47], 19) : 

"Darabou:r: r>acontait pZus taro que ce mémoir>e avait été fr>oidement 
accueiZZi -par> pZusieur>s de ceu:r: qui habitueZtement s'intéraessaient à 
ses tr>avau:r:. IZs Z 'avaient dissuailer> de tabouraer> pZus longtemps Ze 
champ stér>iZe des fonctions qui n'ont -pas de déraivées". 

Ces lettres qui datent d'avant 1875 traduisent en fait la réa
lité jusque vers 1884. Darboux resta seul et n'eut en France aucune 
influence immédiate, ce qui ne fut pas le cas, en Italie, pour Dini. 

Cependant, pendant cette période, parut aux Comptes Rendus une 
Note de Jordan qui nous donne des indications supplémentaires sur le 
développement, la pénétration des nouvelles recherches sur les fon
dements chez les mathématiciens français. 

Il s'agit de la note de 1881, Sur> Za sér>ie de Four>ier> (cf 3.2) 
dans laquelle Jordan définit les fonctions à osciUation limitées et 
revient à cette occasion sur la différence entre fonctions inté
grables Riemann et fonctions continues. 

Tout d'abord, c'est une des seules notes publiées en France 
entre 1875 et 1885 sur les fondements ou même sur ces fonctions qui 
sortent du cadre classique des fonctions auxquelles on s'intéressait 
alors, ce qui confirme le peu d'intérêt suscité par ces recherches. 

De plus, Jordan n'exploite pas immédiatement ce concept de fonc
tion à oscillation limitée, pourtant fondamental pour la théorie des 
fonctions à la fin du XIXe siècle. Il ne le reprendra que six ans 
plus tard ([33]), cet article ne semblant être ainsi qu'une remarque 
qui n'a rien d'essentiel. 

Enfin, Jordan l'écrit un an avant la parution du tome de 1882 
que nous venons d'analyser. Ainsi, même si certains mathématiciens 
connaissaient, et maîtrisaient, des éléments des fondements de 
1 'analyse, ils ne les jugeaient ni utiles, ni indispensables à une 
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bonne exposition du calcul différentiel et intégral; c'est, à notre 
avis, une manifestation supplémentaire de la marginalité du mou
vement de mise sur pied des fondements. 

Cela soulève un problème banal mais dont l'importance et la 
signification ne sauraient ici nous échapper, à savoir le décalage 
fixé par un auteur entre le niveau et le contenu de son cours et 
celui de la science. 

L'ampleur du décalage et les choix opérés nous semblent en effet 
liés à la conception globale que l'auteur a des mathématiques et des 
éléments qu'il reconnait comme essentiels. 

Ainsi les traités de Dini et de Peano, d'une part, des auteurs 
français, d'autre part, relèvent-ils de deux conceptions différentes 
de l'analyse et surtout de ses fondements (cf 2.3.12). 

Ainsi encore, les choix différents que Jordan fera en 1882 et en 
1893, pour les deux éditions de son cours, traduisent une évolution 
sensible dans sa conception des fondements de l'analyse et de l'ana
lyse des fonctions d'une variable réelle (cf 3.4 et 3.5). 

Le choix de Jordan pour le tome de 1882 est donc significatif de 
l'état réel des conceptions d'alors sur les fondements en France; et 
donc, si les traités ne rendent pas compte, dans le détail, du déve
loppement et de la pénétration du mouvement de mise sur pied des 
fondements, ils nous donnent une image relativement fidèle de la 
réalité de ce mouvement. 

Nous allons maintenant, dans la partie suivante, éclairer les 
choix de Jordan en retraçant rapidement l'itinéraire personnel de 
Jordan et en essayant de préciser certaines des caractéristiques 
d'un enseignement à l'Ecole Polytechnique. 
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Notes sur la deuxième partie 

1. Les travaux antérieurs de Darboux furent essentiellement des 
mémoires de géométrie. 

2. Table des matières 
Nombres incommensurables - Groupes de nombres et de points, leurs 
limites inférieure et supérieure - Concept de limite - Infiniment 
petits et infini - Concept de fonction - Continuité et disconti
nuité - Fonctions continues dans un intervalle donné - Fonctions 
admettant une infinité de discontinuités - Dérivée d'une fonction -
Théorèmes sur les séries - Principe de condensation des singula
rités - Fonctions qui ne possédent jamais de dérivée déterminée et 
finie - Autres considérations générales concernant spécialement 
l'existence de la dérivée d'une fonction finie et continue - Inté
grales définies. 

3. Les différents ouvrages critiqués par: Peano sont : 
- Sturm, Cou-,,s d'analyse de l'Ecole Polytechnique, première 

édition, 1857. 
- Gilbert, Cou-,,s d'analyse infinitésimale, 1872. 
- Hermite, Cou7's d'analyse de l'Ecole Polytechnique, 1873. 
- Bertrand, Calcul diffé-,,entiel, 1864. 
- Serret, Cou-,,s de calcul diffé-,,entiel et intég-,,al, deuxième 

édition, 1879. 
- Jordan, Cou-,,s d'analyse, tome 1, 1882. 

Par contre, Peano se référe plusieurs fois aux ouvrages de : 
- Dini, Fondamenti pe-,, la teo7'ica delle funzioni di va-,,iabili 

-,,eali, 1878. 
- Harnack, Diffe-,,ential und Integ-,,al-,,echnung, 1881. 
- Du Bois Raymond, Théo-,,ie géné-,,ale des fonctions, 1882, 

ainsi qu'aux G-,,undlagen de-,, Analysis (1877) de Lipchitz, à propos 
uniquement des nombres incommensurables. 

Signalons l'absence du Traité de Houël que nous étudierons, 
essentiellement, à cause des critiques que formula Darboux dans sa 
correspondance. 

4. Un troisième tome, que nous étudierons dans la quatrième 
partie, sortira en 1887. 

5. Nous reviendrons sur cette démonstration et sur un certain 
nombre de lettres admirables de Darboux à propos de la limite d'in
finiment petits de deux variables. 

6. La première définition correcte de la différentielle des 
fonctions de deux variables fut donnée par Stoltz en 1885. Citons 
d'autre part une des rares notes de "caractère historique" qui se 
trouve dans le cours de Dixmier ([15 bis], 364) : 
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"La notion de différ>entiel le, fondamentale, est plus difficile à 
assimiler> que celle de dér>ivées par>tielles, mais elle est plus natu
r>elle à beaucoup d'égar>ds (( ••• )). Histor>iquement les différ>en
tieUes étaient définies de façon f or>t obscur>e, cornm.e des accr>ois
sements infiniment petits; ce point de vue subsiste encor>e dans 1,a 
notation de l 'intégr>ale définie 11

• 

7. Signalons tout de sui te que Jordan ne tiendra pas compte de 
cette remarque dans l'édition de 1893, mais qu'il présentera alors 
la formule avec le reste intégral. 

8. Les axiomes que Jordan mentionne, sont les axiomes sur les 
réels par lesquels il commence la Note de 1887. 

9. Nous avons jugé intéressant de r~produire ces deux démons
trations qui comportent en fait la même faiblesse, les deux der
nières lignes de la démonstration géométrique n'étant que l' affir
mation d'une propriété des réels (non construits) non démontrée. 

10. A propos du théorème sur l'interversionZJetj.l, signalons 
la lettre du 23 décembre 1875 de Darboux qui, critiquant le théorème 
de Houël (l'intégrale d'une somme est la somme des intégrales si la 
série est convergente et est fonction continue de x, et si la série 
des intégrales converge) donne un contre-exemple et écrit que ce 
théorème faux se trouve également chez "Ser'r'et, Hemite et tutti 
quanti". 

ll. En fait Jordan et Dirichlet ne traitent pas de la même 
chose, Jordan considérant l'intégrabilité au sens de Riemann, ce que 
ne fait, évidemment pas, Dirichlet. 

12. Une caricature en est une des réponses que Houël envoie à 
Darboux à propos des discussions sur l'existence de la dérivée et de 
conditions supplémentaires que Darboux lui reproche d'ajouter 
(cf 2.4.5) : 

"Oui j'admets comme un fait d' e:x:pér>ience ( sans cher>cher> à le 
démontr>er> en génér>al, ce qui peut êtr>e difficile) que dans les fonc
tions que je tr>aite, on peut toujour>s tr>ouver> h satisfaisant à 
l'inégalité 

f(:i»h) - f(:,:J -f'(:,:J 
h 

, 

quelque soit le pa:ramètr>e :c, et je vous avoue que j' ignor>e ce que 
pour'r'ait signifier> le mot dér>ivée s'il n'en était pas ainsi. 
( ( ••• ) )Je C!-r>ois cette hypothèse identique aVeC!-ce 7, le de l'existence 
de "la dér>ivée. Si eUe ne "l'est pas, je "l'y ajoute". 

13. A la page 3 de son cours, après avoir donné une bonne défi
nition de la limite d'une variable, Serret écrit : 

"Le lecteur> est déjà fœniliar>isé avec cette notion de "limite. On 
sait, par> exemp"le, que "la sur>face du cer>C!-Ze est "la limite ver>s Za
quel"le tend "la sur>face d'un po"lygone r>égu"lier> inscr>it ou cir>
conscr>it". 
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De même, Jordan fait précéder les développements sur les infi
niment petits d'une recherche concrète de tangente et de quadrature 
dans laquelle des points tendent vers d'autres points et une aire 
est la limite d'autres aires sans que, bien sûr, aucune définition 
ne soit donnée. 

14. Notons à propos du théorème des valeurs intermédiaires, que 
Peano critique également dans l'introduction à Genocchi, la démons
tration géométrique de Cauchy du théorème des valeurs intermédiaires 
en observant qu'une fonction continue ne peut pas prendre que des 
valeurs rationnelles ({ 45] , 51). 

15. Le premier de ces exemples avait déjà été donné en 1821 par 
Cauchy qui la cite comme fonction n'ayant pas de limite ( [7], 2e sé
rie, t.3, 26). 

16. Cette critique à propos des fonctions continues avait déjà 
été faite par Darboux dans [10], ainsi que le signale Peano. 

17. Ceci est d'ailleurs noté dans le compte-rendu que fait 
Tannery ([55]) : ''L'auteur introduit avec raison la notion de limite 
supérieure ou inférieupe qui est si utile pouP l'étude des fonctions 
d'une vaPiabie Péeile". 

Ce commentaire est intéressant par la mention explicite qu'il 
fait de "l'étude des fonctions d'une vaPiable réeile". Nous avons 
déjà signalé qu'il était rare à cette époque de trouver un tel point 
de vue à propos de l'analyse, ou plus encore du calcul différentiel 
et intégral. 

18. Notons qu'il ne précise pas "en aucun point". 

19. Les lettres de Houël conservées à la bibliothèque de l'Ins
titut nous renseignent sur ces réticences. Houël écrit dix-sept 
lettres, dont douze en réponse aux arguments de Darboux à propos de 
ce théorème des accroissements finis, entre le 12 décembre 1874 et 
le 26 février 1875. 

En fait Houël rejette toutes les objections de Darboux, tout en 
exprimant son incompréhension et son inquiétude davant celles-ci : 

Vous me donnez des inquiétudes moPteUes sur les points que je 
CT'oyais les mieu:r: établis" (lettre du 31 janvier 1875). 

"Je compPends ce que me dit Cauchy, ou quand je ne compPends 
pas, je vois bien ce qui me manque pou.,. cela. Mais votPe doctrine 
m'épate tout simplement, et votPe abî.me me donne la bePlue" (Lettre 
du 16 février 1875). Il s'agit ici de l'abîme dont parle Darboux 
dans sa lettre du 31 janvier 1875 à propos de la limite d'infiniment 
petit de deux variables dont Houël ne veut pas considérer la 
variation simultanée : 
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"Tl y a d'ail ieuPs dans Zes obje<Jtions que vous me pPésentez, 
fondées su?" ia vaPiation simuZtanée de deu:r: VaPiabZes indépendantes, 
un point su?" Zequei vous ne vous êtes jamais e:x:pZiqué. Je raejette 
<JompZètement poura 1111 parat ia varaiation simuitanée. Je ne <Jonsidèrae 
que des varaiations successives des varaiabZes" (Lettre du 9 janvier 
1875). 

''Débaramssez vous de cette praéoeeupation de varaiation simuZtanée 
de deu:r: quantités qui n'a raien à fairae ici" (Lettre du 24 janvier 
1875). 

A propos de l'existence de la dérivée et des conditions supplé
mentaires que Darboux lui reproche d'ajouter, Houël écrit : 

Oui, j'admets comme un fait d' e:x:péraienee ( sans eherachera à Z.e 
démontraera en généraaZ., ce qui peut êtrae difficiZe) que dans Z.es fonc
tions que je traaite, on peut toujouras traouvera h satisfaisant à 
Z. 'inégaU té 

f(:r>-1-h) - f(:x:J -f' (:x:J 
h 

, 

quel.que soit Z.e paraamètT'e :x:, et je vous avoue que j' ignorae ce que 
pouT'r'ait signifiera Z.e mot déraivée s'il. n'en était pas ainsi(( ••• )). 
Je cois cette hypothèse identique avec ceZ. Z.e de Z.' e:x:istenee de Z.a 
déraivée. Si eZ.Z.e ne Z.'est pas, je Z.'y ajoute (( ••• )).Cel.a me semble 
pl.us el.aira et pl.us net que Z.e rrr:rzimum de Bonnet" (Lettre du 19 jan
vier 1875). 

En fait Houël n'a rien de sérieux à reprocher à la démonstration 
de Bonnet que reproduit Serret. Il n'a que des "scraupuZ.es" à copier 
Serret "dans un Z.ivrae destiné à Z.ui fairae coneuraraence", alors qu'il 
n'est pas convaincu de la faiblesse de sa propre démonstration. 

Le seul reproche qu'il fait à cette démonstration est la diffi
culté qu'il a à la retenir ! Chaque fois qu'il a eu à la développer 
devant des étudiants la mémoire lui a manqué, écrit-il dans la 
lettre du 25 janvier 1875. 

En fait, et Houël a raison quand il dit que leur désaccord ne 
porte pas sur des "vétiUes", Houël n'a pas saisi la question impor
tante, soulevée par Darboux dès la lettre du 26 avril 1872, de la 
continuité d'une fonction de deux variables ou de la limite d'une 
fonction de deux variables. Il pose d'ailleurs directement laques
tion de la définition et du concept de la limite à Darboux (Lettres 
des 6 septembre 1872, 25 janvier 1875 et 1 février 1875). 

20. Voir entre autre les lettres des 24 janvier 1874, 18 jan
vier, 2 février et 27 novembre 1875. 



3. CAMILLE JORDAN ET L'ECOLE POLYTECHNIQUE. 

3.1. Jordan, un grand algébriste 

En 1873, à 35 ans, 
comme examinateur des 
d'Ossian Bonnet. 

Jordan est appelé à l'Ecole Polytechnique 
élèves pour l'analyse, en remplacement 

En 1876, il est nommé professeur d'analyse en remplacement de 
Hermite qui allait se consacrer entièrement à son cours d'analyse de 
la Sorbonne; il est alors dans l'obligation de rédiger un traité à 
partir de son cours à l'Ecole. 

La première édition commence à paraitre en 1882; une deuxième 
-édition, "entièr>ement r>emaniée" selon les dires de Jordan lui-même, 
sort en 1893. 

Il nous semble important de signaler que, en 1873, les nom
breuses recherches de Jordan relèvent de l'algèbre ou de la "géo
mètrie de situation", ancêtre de la topologie algébrique. Il en sera 
toujours ainsi en 1876 puis au moment de la rédaction de la première 
édition du traité d'analyse. 

Jordan ne publiera que trois articles d'analyse, les deux pre
miers en 1881 dans les Comptes Rendus, et le troisième en 1892. Ce 
n'est donc pas un analyste qui rédige le traité dont nous venons 
d'étudier quelques paragraphes. 

Cependant, résumant l'activité de Jordan, E. Picard déclarait 
en 1922 à la mort de celui-ci ([48]) : "Joroa:n a été Vr>aiment un 
gr>and algébriste; les notions fondamentales qu'il a introduites en 
Anal y se pr>é ser>Veront son nom de l 'oubli". 

Confirmant l'opinion d'E. Picard, H. Lebesgue écrivait dans la 
Noti<Je BUT' la vie et les travau:x: de CamiUe Jor-dan ( [41]) : "CamiZle 
Jordan doit être eonsidéré <Jomme le pr>emier ar>tiean de <Jette étude 
du -,,.éel qui vient de donne-,,. à notre B<Jien<Je une vigueur> nouveUe" 
(Lebesgue traite alors de la théorie des fonctions). 

Le rôle et les travaux de Jordan en analyse sont en effet 
exceptionnels. Algébriste avant tout, Jordan ne s'intéresse que fort 
tard à l'analyse; en outre, il n'y consacre que trois articles aux
quels il faut cependant ajouter, comme nous le verrons, son traité 
d'analyse. 

Seulement, chacun de ses rares travaux est d'une importance 
capitale. Il a ~insi introduit dans sa note de 1881 ([29]) le con
cept fondamental de fonction à variation bornée, dans son mémoire de 
1892, Remarques BUT' les intégrales définies ( [ 34]), les notions 
d'étendue intér>ieure et extér>ieur>e d'un ensemble et d'ensemble meeu-



r>able auxquelles Lebesgue se réfèrera ( [38], 37). Mais il a aussi 
précisé dans le Supplément au tome de 1887 du traité, les notions de 
cour-bes r-ectifiables et quar-mbles définissant rigoureusement la 
longueur d'un arc de courbe ([33), 594); il a également formulé, 
sinon démontré correctement, le théor-ème de Jor-dan qui dit que toute 
courbe continue divise le plan en deux régions. 

Enfin, nous ne retiendrons de la deuxième édition de son cours 
d'analyse que les cent premières pages du tome de 1893 dans les
quelles il réussit à surmonter les limites et les difficultés aux
quelles se heurtait la mise sur pied des fondements de l'analyse 
dans les années 1870-1880 et réalisa le premier de façon aussi com
plète la synthèse de toutes les idées nouvelles liées à ce 
mouvement, en faisant ainsi une théorie naissante. 

Il se peut que la nature d'esprit de Jordan que l'on retrouve 
dans ses très nombreuses recherches, ainsi que son "amateurisme" en 
analyse explique pour une part qu'il ait su ainsi à plusieurs re
prises aller à l'essentiel et découvrir ou clarifier des notions 
fondamentales en analyse que l'on retrouve dans les éditions du 
traité. 

Lebesgue explique cette par>ticular-ité de Jordan de la façon 
suivante ([41], XXIII) : 

"Lor-squ 'il ne peut r>ecour>ir> au ca"lcul, "le rrnthématicien doit 
exp"lor>er> le domaine où il tr-availle, obser-ver- le r-ôle des différ-ents 
êtr-es ma,thématiques qu'il y r-encontr-e, les r-egar-der-vivr-e, pour-mit
on dir-e, afin d'en discemer- les qualités et r-econna~tr-e les appor-ts 
de chacune des qualités. ( ( ••• )) Br-ef, le ma,thématicien se tr-ans
fome en natur-aliste. (( ••• )) Pr-ivé du caieui, l 'ana"lyste doit lui 
aussi, avoir> r-ecour-s aux misonnements dits synthétiques. (( ••• )) Si 
dans la pr-incipa"le de ses oeuvr-es, Jor>da:n a utiiisé pr-esque unique
ment les r-aisonnements synthétiques, c'est qu'il, a suivi la voie et 
l'exemple de Galois. L 'entr-ainement qu'il, acquit ainsi, et aussi 
quelque tendance natur-eUe, l'incitèr-ent à s'attaquer> à des pr-o
b"lèmes inattendus. Le mathématicien qui n'use guèr-e du calcul subs
titue à la rrnthématique des quantités une mathématique des qualités; 
ceUe-ci soulève des questions nouveUes ou qu'on avait jusque là 
écar-tées des mathématiques; fey,,ner- les yeux et pr-endr-e rxzr-f ois un 
air- scandalisé n'était-ce '{XZS la meiUeur-e tactique pour- r-enforeer
le dogme que le ca"lcui r-églait tout ? Joroan ne s'est rxzs laissé 
ar-r-êter- par- ces pr-éjugés: "la solution de cer-taines questions ser-ait 
utile aux pr-ogr-ès de l 'ana"lyse, il est en mesur-e d' entr-epr-endr-e 
cette étude, ce"la lui suffit; son amour- de l'analyse l'oblige à en 
élar-gir- le cadr-e. C'est rxzr- là sur-tout que Joroan diffèr-e de ses 
contempor-ains; par> ses r-echer-ches il nous a pr-ouvé que la géométr-ie 
pouvait r-endr-e à l'analyse des ser-vices corrrpar-ables à ceux qu 'eUe 
en avait r-eçu. A ce r-evir-ement auquel nous assistons, le nom de 
Jar-dan r-ester-a étemellement attaché avec celui du génial Riemann. 
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(( ••• )) Dans son eour-s d' anal.yse., (( ... )) à eôté de la magni
fique exposition qu'il donne de la théor>ie des var>iables eomplexes, 
il eommenee i·1-édifieation d'une théor>ie des var>iables r>éeUes si 
intimement liée et si utile à sa voisine que les bar>r>i.èr>es, élevées 
entr>e eUes par> des habitudes et des pr>éjug.és, tombent d' eUes
mêmes. Apr>ès Jor>dan., on ose étudier> les fonetions r>éeUes génér>ales 
un peu oubliées au eour>s du XIXe siè.ele; on avoue de nouveau que 
l, 'anal-y.se a pour> but l, 'étude du r-éel, de eelui même qui ne se laisse 
pas pr>olonger> dans le domaine eomp1,exe". 

Est-il nécessaire de préciser que Lebesgue parle 1c1 de la 
deuxième édition du cours d'analyse et plus particulièrement, pour 
l'-étude des fonctions réelles un peu générales, du tome de 1893 que 
nous étudierons dans notre cinquième partie? 

3.2. La note de 1881 

Nous allons revenir rapidement sur cette note aux Comptes Ren
dus de 1881 Sur> la sér-ie de Four>ier>. Dans cet article., Jordan intro
duit le concept de fonction à oscillation limitée dont Charles 
de La Vallée Poussin souligna l'importance au Congrès International 
des Mathématiciens de 1920 à Strasbourg ([37], 1, 57). 

Nous nous intéressons ici à la définition de ces fonctions dans 
la mesure où elle révéle que Jordan avait une connaissance très fine 
des fonctions "marginales" ayant une infinité de points de discon
tinuité et de la structure de l'ensemble des réels; son exemple de 
fonction à oscillation limitée ayant, dans tout intervalle, une 
infinité de discontinuités, le prouve : 

"Soit en effet, r (m, n) une fonction eonstamment positive et 
tel le que la .somme ➔o0 ~ 

S = 2.. L'f(m, n) 
... oO ·-.,b 

étendue à toutes les valeur>s entièr>es de m et .de n, soit finie. On 
peut poser> 

F(x) =2.. t (m,n) 
la somme s'étendant à tous les systèmes de valeur>s pr>emièr>es entr>e 
el, les de m et de n, tels que min ne sur>pa.sse pas x. Cette fonetion . 
sem eonstamment non déer>oissante et aum. pour> oseiUation S. EUe 
ser>a d' aiUeur>s diseontinue pour> toutes les valeur>s r>a-tionneUes de 
la var>iable x". 

Il en est de même de la remarque T de la note dans laquelle 
Jordan discute de la nature des fonctions intégrables, avec les 
réserves que nous avons formulées (cf 2.3.11) 

"Dir>iehlet dit dans son MémoiT'e (Joumal, de CPeUe, tome 4, 
p. 169) qu'une f onetion qui pPésente un nomb7'e infini de diseonti
nuités n'est intégr>.abZ-e que si, dans un inteT'vaUe quefoonque ( a, b), 
on peut plaeeT' deux quantités r>, s assez r>appr>oehées pour> que la 
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fonction r>este continue de r> à s. On voit, par> l'exemple qui pr>é
céde, que cette asser>tion n'est -pas exacte. Cette inadver>tance d'un 
géomètr>e si justement considér>é comme un modèle de pr>éeision nous 
par>ait mér>iter> d'êtr>e signalée''. 

Il nous semble intéressant pour notre propos, de souligner à la 
fois l'importance et certaines limites de cette Note. 

Tout d'abord, on peut remarquer que le premier article d'ana
lyse de Jordan est consacré à un domaine inexploité en France, celui 
de la série de Fourier. C'est, de plus, le seul article depuis 
Darboux traitant également de la théorie de fonctions de variable 
réelle ayant une infinité de discontinuités. 

Mais, contrairement à Darboux qui donne surtout des exemples de 
fonctions anomales ou saugr>enues selon les termes de Houël, Jordan 
définit une classe de fonctions de variable réelle sur laquelle il 
énonce un théorème. 

Ceci est tout à fait nouveau, et, dans une certaine mesure, 
prématuré en France (Jordan d'ailleurs ne l'exploitera pas tout de 
suite). Comme le note Lebesgue (cf 1.7) : 

"L 'étude génér>aZe des fonctions ( ( ••• ) ) semblait sa:ns poPtée 
nrzthématique vér>itabZe. On citait Za définition des intégr>ales -par> 
excès et par> défaut de Dar>bou::c corrme un exempte unique de pr>opo
si tion généPale, m:zis on ne l'utiZisait jamais; et Zes tr>avaux qu'on 
pubZiait SUT' les fonctions de VaPiabZes PéeZZes avaient Ze pZus 
souvent pou.,. but de montr>eP, paP des exemples, Z'impossibiZité 
d'énonceP sa:ns Pestr>iction teZZe ou teZZe pPoposition". 

Ainsi, dès sa première note, on trouve chez Jordan cette facul
té étonnante de dégager et d'exploiter les notions essentielles dans 
un domaine particulier, faculté que tant de monde relèvera dans la 
deuxième édition de son cours d'analyse. 

Dans le même temps, la remarque I semble indiquer que cette 
Note a été suggérée à Jordan à 1 1 occasion de la lecture du mémoire 
de Dirichlet et que c'est incidemment qu'il s'est intéressé à cette 
question. Il attendra d'ailleurs plusieurs années, et le troisième 
tome de son traité, pour développer les premiers éléments d'étude de 
ses fonctions à variation bornée, dont il n'a peut être pas mesuré 
toute l'importance. 

Cette remarque I montre, d'autre part, une limite des vues de 
Jordan sur l'intégration et, peut-être plus généralement, sur les 
principes de l'analyse. 

Jordan ne saisit pas la relativité de la notion d'intégrabilité 
en fonction de la définition de l'intégrale que l'on utilise. En 
fait, l "'inadvePtance" de Dirichlet n'est qu' affaire de définition, 
Dirichlet ne pouvant connaître l'intégrale de Riemann. 
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Ainsi, il semble que Jordan considère cette notion comme une 
propriété intrinsèque et qu'il y aurait donc à découvrir des condi
tions d'intégrabilité et non à définir l'intégrabilité. 

3.3. L'Ecole Polytechnique 

"L 'ouvr,age dont nous pub1,ions au.jour,d'hui ie pr,emiero voiume est 
dans son ensemb1,e 1,a r,epr,oduction des 1,eçons que nous pr,of es sons 
depuis que1,ques années à 1,'Eco1,e Po1,ytechnique. Nous y avons seul,e
ment ajouté, sur, cer,tains points, queiques dévefoppements nouveaux, 
mais sans aitér,er, 1,e car,actèr,e de ce cour,s". 

Ainsi, dans la préface du tome de 1882, Jordan se réfère 
explicitement à son enseignement à l'Ecole Polytechnique, quoiqu'il 
ait un jour confié à Lebesgue : "Cour,s de 1, 'Eco1,e Po1,ytechnique, me 
disait-il, un jour,, on met ceia sur, ia couver,tur,e pour, fair,e p1,aisir, 
à 1,'Editeur,". 

Il nous semble donc intéressant de donner ici quelques éléments 
sur l'Ecole Polytechnique que nous avons trouvés dans la corres
pondance de Darboux. Il s'agit d'extraits de lettres des années 1870 
à 1872 dans lesquelles Darboux apparaît très critique à propos du 
niveau de l'Ecole et de l'intérêt des éléves pour les mathématiques. 

lettre du 5 mars 1870 : 

"Tous nos géomètr,es d' aii ieur,s, quoique tous for,t distingués, 
sembient appar,tenir, à un autr,e âge. Ce sont -.des savants éminents 
r,estés à 1,a Science d' i1, y a vingt ou tr,ente ans qu 'Us per,fec
tionnent et déveioppent avec beaucoup de succès mais toutes 1,es 
bronches moder,nes sont pour, eux accessoir,es (( ••• )) Mais je vous en 
pr,ie, ne cormnuniquea ce jugement à per,sonne, il, pou'Y"Y'ait attir,er, sur, 
moi 1,a foudr,e et 1,a tempête et je n'y tiens nui iement. Quant à 
i 'Ecoie Po1,ytechnique, on se r,endm compte p1,us taro de ia vaieu'Y' 
des r,engaines qui ont cour,s sur, ei 1,e et de son inf1,uence sur, ie 
déveioppement scientifique, je ne vous dis que ça". 

lettre du 11 Janvier 1872 

"La pr,emièr,e Ecol,e du Monde est depuis cette année, dotée de 
conf ér,ences de pr,emièroe année. Mais ii se tr,ouve que i 'on a demandé 
aux éiéves de deuxième année s'i1,s vou1,aient des confér,ences d'Ana-
1,yse. ris ont r,épondu qu'Us n'en voyaient pas bien ia nécessité. 
C'est char,mant, n'est-ce-pas". 

Nous tenons à signaler ici l'analyse de C. Gilain ( [21], XIX) 
sur les contraintes que Cauchy subit à l'Ecole Polytechnique à pro
pos de son enseignement de l'analyse et plus particulièrement de ses 
leçons sur les équations différentielles. 
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Nous ne nous sommes pas livré à une étude similaire en ce qui 
concerne l'enseignement de Camille Jordan, mais nous avons constaté 
en étudiant le cours polycopié de la deuxième division (première 
année) de l'année scolaire 1897-1898 conservé à la bibliothèque de 
l'Ecole Normale que . ce dernier était plus proche de la première 
édition du traité (tomes de 1882 et 1883) que de la deuxième, sortie 
quatre ans plus tôt. 

En effet si Jordan fond les deux premiers tomes en exposant 
parallélement le calcul différentiel et le calcul intégral, on ne 
trouve aucune trace de l'étude des fonctions réelles, de la théorie 
des ensembles ou de la construction des irrationnels. En 1883, 
Jordan succède à Liouville au Collège de. France; il était depuis 
1875 suppléant de Serret. Il semble d'après Lebesgue que les qua
lités de l'auditoire avaient permis à Jordan de se libérer de cer
taines contraintes imposées par le niveau et l'intérêt des élèves de 
l'Ecole Polytechnique ([41), XVII) : 

"Déjà, en effet, Za pr>emièr>e édition du Tr>aité débor>de tr>ès 
Zar>gement te eour>s de i 'Eeote; pour>tant eUe te fait assez exae
tement deviner>. Les éditions suivantes fur>ent sur>tout infiueneées 
par> tes leçons pr>ofessées par> Jor>dan au CoUège de PY.anee ( ( ••• )) 
Les quaU tés de J or-dan eonvenaient mieux eneor>e à i 'audi toir>e du 
CoUège qu'à eelui de l 'Eeole Polyteehnique; eer>tains ar>tifiees, 
destinés à diminuer> Z'effor>t et que Jor>dan n'utilisait guèr>e, 
n'avaient plus d'impor>tanee. Il, avait affair>e à des jeunes gens déjà 
instr>uits en mathématiques, désir>ant eonnattr>e et eompr>endr>e Vr>ai
ment et saehant bien que eeia exigeait du tr>avait. Les r>aisonnements 
de Jor>dan, diffieiies mais solides, affr>ontant les diffieultés, 
étaient pr>éeisément ee qu'il Zeur> faUait". 

Effectivement, le cours donné au Collège de France durant 
l'année 1891-1892, intitulé "Pr>ineipes du ealeul infinitésimal", est 
très différent tout à la fois du tome de 1882 et du cours polycopié 
de 1897-1898 de l'Ecole Polytechnique, consulté par nous à l'Ecole 
Normale; il est par contre très proche du premier volume de la deu
xième édition sorti en 1893. 

Il est cependant difficile de dire quelle a été l'influence ré
elle de l'Ecole Polytechnique. S'il est vrai que dans la préface de 
1882 Jordan mentionne "l'enseignement étémentair>e" qu'il dispense à 
Polytechnique : 

"Nous nous sommes eff or>eé d' appor>ter> dans eette diseussion, 
par>fois délieate, toute Za pr>éeision et la r>igueur> eompatibles avee 
un enseignement élémentair>e", 

il saura s'en libérer lors de la deuxième édition. 

D'autre part, le cours du Collège de France de 1891-1892 est 
surtout, à notre avis, l'illustration des positions de Jordan, à ce 
moment-là, sur les principes de l'analyse; positions qui, naturel
lement, se retrouvent dans le volume de 1893 du traité qui paraît 
l'année suivante. 



En fait, le cours de 1882 est surtout influencé par la concep
tion générale du calcul infinitésimal en France, conception que 
Jordan partageait probablement. Son contenu évoluera essentiellement 
avec les idées de Jordan sur les fondements de l'analyse. 

3.4. L' "enseignement élémentair>e", un alibi ? 

Nous avons à plusieurs reprises cité les arguments avancés par 
Jordan pour justifier le contenu du tome de 1882 de son cours d'ana
lyse. 

Voulant poser ici le problème plus général des différentes 
concept~ons de l'enseignement "élémentai-y,e" du calcul infinitésimal 
dans ces années, nous allons les reprendre ici. Nous les discuterons 
en les opposant, tout à la fois aux arguments que Darboux expose 
dans de nombreuses lettres consacrées à la critique du traité de 
Houël, et aux arguments que Jordan, lui-même, avance dans la préface 
à la deuxième édition du traité, en 1893. 

Ainsi Jordan écrit ([31], V) : 

"L 'ouVPage dont nous publions aujouPd'hui le pPemie'Y' volume 
est, dans son ensemble, la PepPoduction des leçons que nous pPo
fessons depuis quelques années à l'Ecole Polytechnique. Nous y avons 
ajouté, sur' cePtains points, quelques développements nouveaux, mais 
sans altéPe'Y' le caPactè-y,e de ce coups. 

( ( ••• )) ie tPoisième volume se tePmineru paP un Supplément sur' 
quelques théoPies impoPtantes, mais dont l 'exposi tian exige plus de 
développements que n'en compo-y,te le cadPe d'un couPs, dont l'objet 
essentiel est d'exposer' les pPincipes géné-y,aux du Calcul infini
tésimal, plutôt que d'en multiplie-y, les conséquences. 

Nous avons appoPté un soin fXJ,PticulieP à l'établissement des 
théoPèmes fondamentaux. n n'en est aucun dont la démonstPation ne 
soit suboPdonnée à cePtaines PestPictions. Nous nous sommes effoPcé 
d 'appo-y,te-y, dans cette discussion, pa-y,f ois délicate, toute la p'Y'é
cision et la 'Y'igueu-y, compatibles avec un enseignement élémentair>e. 
Nous aumns d'aiUeu-y,s à -y,eveni'Y', dans le Supplément, su-y, queZques 
unes des ces démonstr>ations". 

Jordan semble donc dans cette préface, à la fois par l'annonce 
du Supplément, c'est-à-dire de la Note su-y, queZques points de la 
théoPie des fonctions parue dans le troisième volume, et par la 
référence à un enseignement élémentaire, être pleinement conscient 
des limites qu'il assigne à son cours. 

Il nous paraît cependant que certains éléments peuvent mettre 
en cause cette interprétation de la préface qui, alors, aurait été 
écrite une fois le tome terminé, pour justifier et atténuer a poste
riori des insuffisances et des manques, essentiellement sur les 
fondements, qu'il corrigera dans le Supplément. 
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En effet, à aucun moment dans le tome 1 et une seule fois dans 
le tome 2, Jordan ne mentionne l'existence du Supplément ou renvoie 
à celui-ci pour des compléments de démonstrations, qui s'y trouvent 
effectivement. 

D'autre part, il nous semble que le recours à l'enseignement 
élémentaire et au degré de rigueur et de précision qui lui convient 
ne peut expliquer l'absence, par exemple, du théorème des valeurs 
intermédiaires, du critère de Cauchy, de la définition de la limite. 

En fait, quelque soit la signification de cette préface, il 
nous faut surtout constater 1' affirmation selon laquelle Jordan a 
renvoyé au Supplément tout ce qui pour lui ne fait pas partie "des 
pr>incipes génér>aux du Calcul infinitésimal", c'est-à-dire, d'après 
notre étude, les notions ayant trait aux ensembles de points ainsi 
que la construction des réels et les théorèmes les plus élémentaires 
sur les fonctions continues et dérivables dont il ne donne dans 1882 
aucun énoncé satisfaisant. 

L'étude de cette préface et du tome de 1882 pose en fait la 
question suivante : quelles sont les exigences minimales auxquelles 
doit satisfaire un traité d'analyse, "élémentaire", vers 1880? 

Cette question fut longuement débattue par Darboux et Houël 
dans une série de lettres des années 1874 et 1875 que nous donnons 
dans l'annexe. 

Darboux, comme nous l'avons vu dans la partie précédente, con
teste les énoncés de Houël dont il prouve l'insuffisance en multi
pliant les contre-exemples. Houël rejette ces objections, répondant 
qu'il ne se préoccupe en aucune façon de ces fonctions, et qu'il 
n'envisage dans son cours que les fonctions "natur>el les" pour les
quelles, alors, toutes les démonstrations qu'il donne, marchent. 

Darboux précise alors l'enjeu de leur discussion dans la lettre 
du 24 janvier 1874 : 

"Vous me demandez en quoi pêche la démonstr>ation que vous in
sér>ez d'apr>ès Duhamel à la page 69 de votr>e truité. Avant de vous 
r>épondr>e je vous demander>ai si dans l' ouvr>age que vous voulez pu
blier> vous avez l'intention de fair>e comme plusieur>s qu'il ser>ait 
facile de nommer> et de donner> des quasi théor>èmes qui sont géné
r>alement vr>ais mais qui peuvent êt'Y'e faux. Ou bien si vous avez 
l'intention tout en vous bor>nant aux fonctions les plus élémentair>es 
d 'énonce-y, d'une manièr>e pr>écise les Pest-y,ictions et les hypothèses 
sur' lesquelles s' appuyent tous les théo-,.èmes. En un mot voulez-vous 
intr>odui'Y'e dans le Calcul infinitésimal la r>igueur> de la géomètr>ie 
ou vous contentez-vous d'à peu pr>ès comme beaucoup de pe-y,sonnes. 
Dans ce dernier' cas vous ne se'Y'iez pas un élève de Duhamel et par> 
conséquent je pense qu'avant tout vous devez tenir> à la 'Y'igueu-y,". 

Comme Houël prend alibi du niveau des élèves auxquels il 
s'adresse, Darboux précise qu'il n'est pas question ici de ces fonc
tions "d'Y'ôlatiques" auxquelles il ne s'intéresse pas plus que Houël. 
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"IZ imporote beaucoup que vos roaisonnements soient justes et que 
si cerotains exemples mettent vos roègZes en défaut, vos élèves soient 
en meeuroe de diroe pouroquoi. Sans cela voue justifieroez ceux qui 
proétendent comme La Gourneroie, que Ze CafouZ infinitésimal, est une 
affairoe d'expéroience ~t qu'il est vroai paroce jusqu'ici on n'a pas pu 
proouvero Ze controairoe. Remaroquez bien que c'est Zà où vous en êtes" 
(lettre du 31 janvier 1875). 

En fait, Darboux ne demande que d'exposer avec rigueur des 
propositions pour les fonctions les plus usuelles : 

"Il imporote peu que Zes théoroèmes établis soient plue ou moins 
généroaux, maie iZ imporote beaucoup d 'habituero Zes jeunes gens à 
roaisonnero juste et c'est une condition à ZaqueUe ne me paroait pas 
eatiefairoe votroe exposition des proincipes du CafouZ infinitésimal" 
(lettre du 24 janvier 1875). 

''Je croois que vous pouvez forot bien avec des définitions conve
nables écarotero Zes fonctions einguZièroes. Sans cela roien ne eeroait 
possible. n y en a de ces fonctions qui sont si bizaroroes qu 'eUes 
mettroaient le Bon Dieu lui-même en défaut" (lettre du 26 février 
1876). 

Il rejoint ainsi le point de vue que Mittag Leffler exprime 
dans une lettre du 14 octobre 1881 à Charles Hermite 

"Les choses que voue me dites euro l'enseignement des mathéma
tiques m'ont donné beaucoup à pensero. Je me suie dit que vous Usez 
30 à 4 0 heuroes pendant toute Z 'année et que M. Weierostroass Ut 8 
heuroes paro semaine pendant les neuf mois de l'année. Vous avez croéé 
en troès peu d'années un nombroe groand d'élèves vmiment supéroieuros et 
M. Weierostroass n'a guèroe un seul élève qui soit vroaiment un mathéma
ticien hors de ligne. AZoros c'est évident que vous avez plus de 
talent d'éveiller les génies mathématiques que M. WeierstPass. Mais 
il me paroait que votroe méthode dans sa totalité soit tellement peP
sonneUe qu 'eUe ne peut pas êtroe imitée pa-y, un aut-y,e. Sans votroe 
génie c'est impossible de liroe comme vous. Mais c'est troès facile de 
liroe comme M. Weierstrass si on a seulement suffisamment appPofondi 
ses idées. 

C'est vmi que les erPèU'Y'S ont pPofité à la Science mais aloPs 
on a été naif et on cmyait à l 'eProeuP. Mais comment voulez-vous 
enseigne-y, une ePreu'Y' quand vous savez que c'est une eProeuro. Comment 
voulez-vous démontroeP par exemple que chaque fonction continue a une 
déroivée quand vous savez que c'est fautif? Monsieu-y, Serroet dans la 
nouvelle édition de son Calcul intégroal a tout un système de démons
tPations qui sont toutes fautives. Et iZ n'en dit pas un mot. Mais 
ce n'est pas plus difficile de donne-y, des démonst'Y'ations co-y,roectes. 
Je ne croois pas non plus qu'il soit juste de -y,egaPdero le système de 
Weierostroass comme compliqué. C'est au contPaiPe simple et naturoel en 
même temps que Pigou-y,eux, mais c'est V'Y'ai qu'il faut beaucoup de 
temps pou-y, le développe-y,". 
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La conception que défend ici Mittag Leffler se retrouve dans 
les cours de Weierstrass; Mittag Leffler était d'ailleurs un de ses 
élèves. Dans son cours de 1874 qu'il considérait comme un ensei
gnement propédeutique préparatoire à son enseignement sur la théorie 
des fonctions elliptiques et abéliennes, Weierstrass s'explique, au 
cours d'une de ses leçons sur sa façon de procéder ([18], 67) : 

"Les p1"incipales difficultés de l'analyse supé1"ieu1"e viennent 
p1"écisément d'une 1"ep'Y'ésentation floue et pas assez détaillée des 
notions de base et des opé1"ations a1"ithmétiques". 

Il semble en fait, que là soit la différence entre les traités 
français que nous avons étudiés et les traités de Dini et de Peano, 
premiers exemples de la nouvelle "génération" de traités d'analyse 
qui prendront en compte les fondements de l'analyse. 

C'est d'ailleurs ce que . relève Tannery dans sa critique du 
livre de Genocchi-Peano déjà cité ((55]) (cf 2.4) • 

"De même encoy,e, dans ses Notes nomb'Y'euses placées en tête du 
liV'Y'e, il p1"écise les oonditions e:xaotes sous lesquelles sont ap
plioables oe'Y'tains théo'Y'èmes qu'il démont'Y'e dans le oou1"ant de l'ou
V'Y'age : en un mot, il y,eche1"ohe su1"tout la p1"écision, soit dans les 
énoncés, soit dans les démonst'Y'ations. On aime à voir' oes notions 
bien définies se substituey, dans l'enseignement aux notions t'Y'op 
vagues que t 'on y y,encont'Y'e pa'Y'f ois". 

3.5. La préface de la deuxième édition 

En 1893, Jordan écrit une nouvelle préface pour la deuxième 
édition de son traité. Il revient à cette occasion sur les choix 
qu'il fit à propos du contenu du tome de 1882. Il écrit ((35]) 

"Dans la p1"écédente édition, où nous tenions à conse1"Ve'Y' toute 
la simplicité possible, nous avions glissé un peu y,apidement sur" ces 
p1"emie'Y's p1"incipes, qui ont été 1"écemment l'objet d'études app1"o
fondies de la pa'Y't des géomèt'Y'es les plus éminents. Not'Y'e but actuel 
est un peu diffé1"ent: nous les exposons aveo toute la p'Y'écision et 
la géné1"ali té que nous avons pu". 

Ainsi, il apparatt qu'en dix ans Jordan change radicalement de 
conception dans 1 'exposé des principes généraux du calcul infini
tésimal. Les exigences d'un enseignement élémentaire, le degré de 
"p'Y'éoision" et de rigueur que Jordan juge nécessaire à l'exposition 
des principes de l'analyse, ont en fait évolué au rythme de sa con
ception de 1 'analyse et de 1' intérêt croissant qu'il porte au mou
vement de mise sur pied des fondements. 

Nous verrons dans la partie suivante que l'évolution de Jordan 
dont témoigne la préface de 1893 n'est qu'un exemple parmi d'autres 
dans une France elle-même en pleine évolution sur ces questions. 
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Jordan est alors plus proche des conceptions de Darboux ou de 
Mittag Leff 1er que de celles qu'expose Ph. Gilbert dans une lettre 
de juillet 1885 envoyée à Jordan et conservée à l'Ecole Poly
technique : 

"Je m'occupe en ce moment de la r>évision des pr>incipes du Cal
cul infinitésimal pour> une nouvelle édition, ce qui me donne l 'oc
casion de r>encontr>er> des questions que vous voulez bien m'indiquer>. 
Assur>ément vous savez mieux que per>sonne ce qui peut Pester> im
par>fai t d.ans les pr>incipes de votr>e ouvr>age, au point de vue de la 
r>igueur>; cependant si je r>emar>que quelque chose de par>ticulieT', je 
ne manquer>ai -pas de r>épondr>e à votr>e désir>. L'ouvr>age de M. Peano me 
par>ait sous ce r>appor>t, un des meiUeur>s qui aient paPu; mais je 
pr>éfèr>e votr>e plan, qui consiste à r>ejeter> d.ans un volume final la 
discussion de cer>tains points tr>op ar'dus pour> les commençants. Quant 
à la théo'Y'ie des nombr>es ir>r>ationnels qui inter>vient fomément au 
début, la théor>ie de Dedekind-Thomae-Heine ne me par>att pas t'Y'ès 
satisfaisante". 

En effet comme nous le verrons lors de notre étude du tome de 
1893, dans la cinquième partie, "les points tr>op ar>dus pour> les 
commençants" seront intégrés dans le corps même de l'ouvrage et 
longuement développés, au lieu d'être rejetés en fin de volume; 
cela, car Jordan les estime, alors, indispensables à la formation 
des étudiants et à la bonne compréhension et utilisation du calcul 
différentiel et intégral. 

Nous verrons, dans la partie suivante, que l'utilisation dans 
plusieurs domaines de 1' analyse des découvertes de Cantor et des 
travaux sur les principes de l'analyse à partir de 1885 y est pour 
une grande part. 

A partir de 1885 également, Jordan succède à Risal à la di
rection du Jour>nal de Mathématiques. Cette charge de directeur d'un 
journal mathématique telle qu'elle apparait dans la correspondance 
entre Houël et Darboux, dut permettre à Jordan de se tenir au cou
rant de l'actualité des publications, mémoires et articles qui pa
raissaient. 

Ainsi, dans sa préface, Jordan évoque des études récentes et 
approfondies des géomètres les plus éminents sur les principes du 
calcul différentiel et intégral. L'école italienne par exemple 
publie à partir de 1880, Cantor est publié en français à partir de 
1883, plusieurs mathématiciens utilisent dans leurs travaux les 
recherches sur les fondements (Poncairé sera un des premiers en 
1885) (cf 4.1). 

Mais nous avons pu constater, avec l'étude menée dans notre 
première partie, que l'essentiel des travaux sur les fondements que 
Jordan reprendra dans son tome de 1893, est antérieur à 1882 donc à 
la parution de la première édition du traité. 
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En fait, les deux préfaces des deux premières éditions du 
traité de Jordan, qui correspondent à deux contenus différents en ce 
qui concerne les fondements, traduisent l'évolution des conceptions 
de Jordan sur l'analyse et ses fondements, et par conséquent sur son 
enseignement, en dix ans. 
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4. UNE PREMIERE ETAPE, EN FRANCE, DANS LA PRISE EN COMPTE DES 
NOUVEAUX FONDEMENTS DE L'ANALYSE: LA NOTE DU TOME DE 1887. 

4.1. Une situation nouvelle à partir de 1885 

En 1883, Mittag Leffler écrit à Cantor pour lui proposer de 
laisser traduire en français les mémoires : Sur' les ensembles in
finis et linéai-,,es de points et Su-,, une pPopPiété de l'ensemble de 
tous les nomb-,,es algéb-,,iques -,,éels et de les faire paraître dans le 
tome 2 des Acta Mathematica. 

Il lui en donne les raisons suivantes ([17], 153) : alors qu'en 
Allemagne seul Weierstrass (ou presque) comprend et s'intéresse à 
ses travaux, il n'en serait pas de même en France où "existe actuel
lement dans le monde mathématique un mouvement tPès intense et 
animé". Ces mathématiciens (il s'agit de Poincaré, Picard, Appell et 
Hermite), qui comprennent très mal l'allemand, "sePont inté-,,essés au 
plus haut point -paP vos découve-,,tes pPécisément -pa,Pce qu'ils ont 
maintenant besoin de telles PechePches et papce qu'ils se sont heur>
tés dans leuPs beaux tPavau:x: de la théo-,,ie des fonctions, à des 
difficultés qui ne pouPPont êtPe sur>montées que par' vos tPavaux". 

Il semble que ce jugement très perçant de Mittag Leffler soit 
contredit par les réactions de ces mathématiciens français, dont 
Hermite rend compte dans des lettres à Mittag Leffler dont P. Dugac 
a publié des extraits ([17]). 

Dans une lettre du 13 avril 1883, Hermite écrit : 

"L 'impPession que nous ((Hermite, Appel, Picard et Poincaré)) 
pPoduisent les mémoi-,,es de Cantor' est désolante; leur' lectuPe nous 
semble à tous un vé-,,itable supplice et en Pendant hommage à son 
mé-,,ite, en Peconnaissant qu'il a ouve-,,t comme un nouveau champ de 
Peche-,,ches, pePsonne de nous n'est tenté de le suiv-,,e. Il nous est 
impossible, par>mi tes -,,éeultats qui sont susceptibles de compPé
hension, d'en voir' un seul ayant un inté-,,êt actuel; la co-,,-,,espon
dance ent-,,e les points d'une ligne et d'une supface nous laisse 
absolument indiffé-,,ents et nous pensons que cette PemaPque, tant 
qu'on n'en aupa point déduit quelque chose, -,,ésulte de considé
Pations tellement aPbitmiPes, que l'auteur' au-,,ait mieux fait de la 
gaPde-,, et d' attend-,,e" (A propos de la traduction de Extension d'un 
théo-,,ème de la théo-,,ie des sé-,,ies tPigonomét-,,iques (Acta math., 2 
(1883), 336-348)). 

Poincaré cependant, d'après la lettre du 20 mars 1883, a une 
attitude différente : "Poinca-,,é, en les jugeant bien pPématu-,,és dans 
l'état actuel de l'analyse, cmit comme vous qu'elles ont de l'im
por>tanc e ". 



-88-

Cela sera confirmé par Mittag Leffler, lorsqu'il signale à 
Cantor dans une lettre du 28 décembre 1883 ( [17], 159) que Henri 
Poincaré utilise ses recherches dans son Mémoir'e sur> Zes gr'oupes 
kteinéens ([49], en particulier page 78. 

Ceci, qui confirme le jugement de Mittag Leffler du 10 janvier 
1883, est 1 'amorce d'une nouvelle période en France pour le mou
vement de mise sur pied des fondements de l'analyse. 

Dans 1 'année 1874 Cantor séjourne à Paris et a 1 'occasion de 
rencontrer Hermite, Poincaré, Appel! et Picard. Il semble que ces 
rencontres aient permis aux Français de saisir l'importance des 
recherches de Cantor, ainsi que 1' écrit E. Picard à Mittag Leff 1er 
dans une lettre de mai 1884 ([17], 159) : 

"Quelques jou-,,s avant mon dépar't pou-,, l'Ecosse, j'ai eu ici ta 
visite de M. Canto-,,; c'est un bien aimable homme, dont ta conver'
sation m'a e:x;t-,,êmement inté-,,essé. Je vous avoue qu'au début tes 
spéculations de Canto-,, m'avaient pa-,,u sans inté-,,êt, si ce n'est au 
point de vue philosophique; je commence à cr'oi-,,e maintenant que tout 
ceta pou-,,-,,a avoi-,, des applications en analyse : quelques uns de ses 
théo-,,èmes su-,, tes sé-,,ies tr'igonomét-,,iques, où it est question des 
points du pr'emie-,, gen-,,e, m'ont ext-,,êmemnt f-,,appé. N 'aUez-vous pas 
aussi publie-,, bientôt quelque chose su-,, ces questions, ceta va ache
ver' de me conve-,,ti-,, aux ensembles de points". 

Ainsi, une des limites majeures des travaux sur les fondements, 
à savoir cette inutilité que signalait Lebesgue ([39], 15) commence 
a être levée. 

Ces recherches vont pouvoir sortir de leur marginalité et être 
prise en compte, petit à petit, par les mathématiciens français. Il 
ne faudrait pas croire, cependant, que l'évolution va être. brutale 
et rapide. Ainsi, à propos de la théorie des ensembles de Cantor, 
Tannery écrit en 1883 ([59], 249) : 

"IZ est impossible, à i 'heur'e actueUe, de savoir' si tes déve
loppements considé-,,abtes que ce géomèt-,,e a ti-,,és de quelques idées 
simples ont une aut-,,e vateu-,, que leu-,, intér>êt pr'Opr'e; mais i 'impor'
tance philosophique de ces idées, quand on veut étabU-,, tes pr'in
cipes de i 'analyse, sans fair'e appel à aucune idée ét-,,angè-,,e, n'est 
pas douteuse". 

Différents comptes-rendus de cours d'analyse que fit Tannery 
pour le BuUetin des Sciences Mathématiques, ainsi que son propre 
traité sont des manifestations supplémentaires d'une évolution sur 
les questions des fondements en France, à cette époque. 

En effet, dans la note sur le livre de Genocchi-Peano parue en 
juillet 1885 ( [SS], 171), Tannery souligne 1 'effort de Peano qui 
recherche la précision dans les énoncés ou les démonstrations et "se 
pr'éoccupe de i 'or'igine des notions que i 'on r'encontr'e au début des 
mathématiques"(cf 2.4 et 3.4). 
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Par contre dans la critique du tome de 1882 du cours de Jordan, 
Tannery ne relève à aucun moment les faiblesses des premiers cha
pitres, ni la démarche de Jordan qui néglige tout ce qui .a trait aux 
fondements de l'analyse. C'est cette prise en compte des notions de 
base de l'analyse que Tannery saluera dans le compte-rendu qu'il fit 
du supplément au tome de 1887 du cours de Jordan ([58]). 

C'est également celle-ci qui fait le mérite et l'originalité de 
son traité, en France, en 1886. 

Il reprend dans son IntPoduction à la théoPie des fonctions des 
leçons faites à l'Ecole Normale en 1883. Il serait intéressant, vu 
le contenu de ce livre sur les questions des fondements, de con
sulter, s'il en existe, des notes manuscrites de ces cours et de les 
comparer au texte publié trois ans plus tard. On ne trouve malheu
reusement aucune trace de ces cours à la bibliothèque de l'Ecole 
Normale de la rue d'Ulm. 

4.2. La préface au traité de Tannery 

Contrairement à Jordan et les autres auteurs français que nous 
avons étudiés dans la partie précédente, Tannery expose dans sa 
préface à l 'IntPoduction à la théoPie des fonctions les nouvelles 
conceptions sur les fondements de l'analyse. 

Sa conclusion illustre d'ailleurs le reste de son propos et est 
caractéristique, pour une part, de la nature des nouveaux traités 
d'analyse 

"Mon but n'était -pas d' écPiPe un Tr>aité de calcul difféPentiel 
et intégPal; j'ai glissé suP les pPocédés de calcul, en insistant 
suP les théoPèmes généPau:x;". 

Tannery prend ainsi à son compte tout l'acquis des recherches 
sur les fondements en les situant dans l'évolution de l'analyse au 
dix-neuvième siècle: 

"Les faits mathématiquès qui constituent et constituepont tou
joups les éléments de l 'Analyse étaient acquis pouP la plupaPt au 
commencement de ce siècle; à la véPité bien des démonstPations lais
saient à désiPeP; mais, apPès les exemples de PigueuP donnés paP 
Gauss, apPès les tPavau:x; de Cauchy, d'Abel, de Lejeune-DiPichlet, de 
Riemann, de M. O. Bonnet, de M. Heine, apPès l'enseignement de 
M. WeiePstPass, divulgué et développé -paP ses disciples, apPès le 
mémoiPe de M. DaPbou:x; sup tes fonctions discontinues, les livPes de 
M. Dini et de M. Lipschitz, il ne semble -pas qu'il peste quelque 
chose d'essentiel à élucideP dans les sujets auxquels jè me suis 
boPné". 

Précisant le plan suivi dans ses leçons, il montre là encore la 
rupture entre son traité et les précédents : 
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"Avant de parolero des séroies et des prooduits infinis dont les 
temes dépendent d'une varoiable, j'ai donné quelques théoroèmes géné
roaux roelatifs aux fonctions d'une varoiable : je me suis efforeé de 
pr>écisero les définitions, d'éclairociro les notions de continuité, de 
limites supér>ieuroe et infér>ieuroe. J'ai fait gr>a:nd usage, dans ce 
chapitr>e et ailleuros, du beau mémoir>e de M. Daroboux Sur> les fonc
tions discontinues". 

Nous étudierons quelques paragraphes de ce cours après l'étude 
du Supplément de 1887 de Jordan, afin de mieux en saisir toute l'im
portance. 

Il nous semble cependant intéressant de donner ici certaines 
des remarques que Tannery formula sur ce cours de 1886, dans la 
préface à la deuxième édition qui parut en 1904. 

Tannery déclare tout d'abord, ce dont nous nous servirons pour 
l'étude du tome de 1893 de Jordan, avoir profité de "l'exemple qu'a 
donné Camille Joroan dans son cour>s d'analyse ((la deuxième édi
tion)). Il écrit ensuite à propos de la théorie des ensembles de 
Cantor: 

"Il m'a par>u aussi que j'avais été beaucoup troop timide en 
parolant des ensembles; je m'étais bor>né à des indications par> tr>op 
discr>ètes, sans mettr>e.suffisament en lumièr>e le r>Ôle vmiment fon
damental que cette notion doit tenir> dans une exposition logique de 
l'analyse; elle est, à ce que je crois, aussi essentielle et plus 
pr>imitive que celle de limite, qui lui est d'ailleur>s liée étr>oi
tement". 

D'autre part il fait remarquer qu'il eut peu de recours au 
langage et aux figures géométriques dans les raisonnements de peur 
qu'on crut qu'"il ne cachait quelque tr>ou, impossible à combler> avec 
les seules r>essour>ces de la logique". Il ajoute : "Aujourod'hui les 
cr>aintes de cette sor>te me paroaissent puér>iles". 

4.3. Le Supplément au tome de ,1887 

En 1887 sort le troisième tome du cours d'analyse de Camille 
Jordan : Intégroation des équations différ>entieUes et éléments de 
calcul des var>iations. A la fin de ce tome, Jordan fait figurer le 
Supplément annoncé en 1882, la Note sur> quelques points de la théo
roie des fonctions. 

Jules Tannery la 
Mat/hématiques ([58]) : 

, 
resume ainsi dans le Bulletin des Sciences 

"Il nous r>este à paroler> de l 'Appendice par> lequel M. Joroan a 
teminé son bel Ouvr>age. Il se r>appor>te aux points délicats de la 
théor>ie des fonctions d'une VaPiable r>éelle et d'une var>iable ima
ginair>e. Ces points n'avaient pas été touchés dans le proemiero Volume 
et, paro suite, quelques démonstr>ations proêtaient à des objections, 
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qu'il est facile de lever> en intr>oduisant quelques notions, qui sont 
aujour>d'hui familièr>es à tous les géomètr>es. Ce sont ces notions que 
M. Joroan commence par> mppeler> : iZ débute par> le concépt de nombr>e 
ir'r'ationnel, fondement nécessair>e de l'idée de limite; les notions 
de continuité, de limites suér>ieur>e et infér>ieur>e sont proécisées 
avec· une entièr>e r>igueur>; eUes suffisent à établir> un théor>ème de 
M. Lar>boux r>elatif à l'intégr>ation des fonctions discontinues, et à 
en déduir>e les conséquences essentieUes, r>elatives aux fonctions 
intégr>ables. L'auteur> passe de là à la définition des fonctions à 
Var>iation limitée : on sait le par>ti qu 'iZ a ti r>é de cette notion 
dans ses beUes r>echer>ches sur> la sér>ie de Four>ier>. Les pr>opr>iétés 
des fonctions continues de ne pouvoir> changer> de signe qu'en s 'an
nulant et d'atteindr>e leur>s limites supér>ieur>e et infér>ieur>e dans un 
inter>VaUe donn.é pemettent d'établir> r>igour>eusement le théor>ème de 
RoUe sans supposer> la continuité de la dér>ivée. M. Joroan signale 
l'exemple que l'on doit à M. Weier>stmss d'une fonction continue qui 
n'a point de dér>ivée et montr>e que cette fonction a une var>iation 
iUimitée dans tout inter>vaUe. Enfin la notion de fonction impli
cite est exposée, dans toute sa génér>alité, avec les détails qui 
conviennent". 

Nous citons également la suite qui concerne la notion de cour
bes 

"M. Joroan passe ensuite à la notion de cour>be continue, consi
dér>ée comme l'ensemble des points r>epr>ésentés par> les équations 

:x;=f( t), y= rrt), 
où f et 'f sont des fonctions continues de la var>iable t; si la 
cour>be est femée saos point double, eUe par>tage le plan en deux 
roégions dont l'une est dite intér>ieur>e et l 'autr>e extér>ieur>e à la 
cour>be: cette pr>oposition, que l'on admet habituellement, est assez 
malaisée à établir> Zor>squ 'on ne veut pas fair>e appel à l'intuition 
géométroique; rrais iZ semble bien que l'auteur> ait eu r>aison de s'y 
ar>r>êter>, puisqu 'iZ est impossible de se r>epr>ésenter> une cour>be avec 
tout le degr>é de génér>alité qu 'iZ a voulu conser>Ver>". 

Tannery continue le résumé de cette Note en évoquant les fonc-
b 

tions d'une variable imaginaire. 

Nous nous attacherons ici à l'étude des divers paragraphes 
énumérés par Tannery. 

Dans la partie de cette Note de 65 pages qui traite des fon
dements de l'analyse réelle, Jordan semble répondre aux objections 
que Peano avait formulées à propos du tome de 1882. Il ajoute et 
corrige de nombreuses démonstrations de propriétés jugées immédiates 
dans le tome premier du traité. 

Cependant, nous pourrons constater dans cette Note des limites 
qui, pour 1 'essentiel, sont mises en relief par l'étude du premier 
tome de 1893 de la deuxième édition. 
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Notons tout d'abord, avant toute étude détaillée du contenu de 
la Note, qu'il n'y a aucun développement sur les ensembles; d'autre 
part, les démonstrations qui ont certes le mérite d'exister sont 
presque toutes lacunaires et Jordan n'en reprendra aucune dans son 
tome de 1893. 

Nous analyserons donc les paragraphes de cette Note en les 
comparant au contenu, soit du tome de 1882, soit du tome de 1893 
dont nous étudierons ici certains passages; nous pensons ainsi pou
voir souligner tout à la fois l'évolution de Jordan sur la question 
des fondements entre 1882 et 1887 et, grâce à la référence au tome 
de 1893, les limites de celle-ci. 

4.3.1. Les irrationnels dans les tomes de 1887 et de 1893 

Cette note débute par la construction des nombres irrationnels 
dont Peano avait souligné l'absence dans le tome de 1882. 

Jordan les définit de la même façon que Dedekind en 1872 dans 
Stetigkeit und ir>mtionnaZe ?ahZen. Il y a cependant de nombreuses 
lacunes et maladresses dans l'étude des nombres réels qui suit cette 
définition, lacunes qui vont avoir des répercussions malheureuses 
sur la démonstration d'une "propriété-clé" à savoir le critère de 
Cauchy. 

La comparaison avec les paragraphes de la deuxième édi tian de 
1893 les met encore plus en valeur. Aussi, mènerons-nous de front 
l'étude des nombres Ili irrationnels dans les éditions de 1887 et de 
1893, cette dernière témoignant d'une maitrise que Jordan ne possède 
manifestement pas encore en 1887. 

Nous pouvons déjà constater la différence dans l'énoncé des 
conditions auxquelles doivent satisfaire deux suites illimitées de 
rationnels pour définir un nombre réel: 

Note de 1887 : 

"Soient a1, ••• , Gn, ••• -et b1, ••• , brt' ••• deux suites iUimitées 
de nombr>es i'Y"Y'ationneZs, teZs que Z'on a~t 

( I) ¾ ).~, bn -$:.bm, si n)m, 
bn-,an >9<€ n' 

En devenant moindr>e que toute quantité donnée Zor>sque n augmente 
indéfiniment". 

Tome de 1893 : 

"Soient A et B deux systèmes de nombr>es r>ationnels jouissant 
des pr>opr>iétés suivantes: 

1°. Tout nombr>e de Best pZus gr>and que tout nombr>e de A; 
2 °. On peut toujours détepminer> dans A et B r>espectivement 

deux nomb-y,es a et b teZs que Z' on ait b-a<E, queZque soit Ze nombr>e 
positif é, donn.é a pr>io'Y'i". 
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Mais les différences entre les deux éditions sont plus fonda
mentales en ce qui concerne les définitions de l'ordre et des quatre 
opérations sur R. 

Citons en effet 1~ passage de la Note de 1887 sur l'addition et 
la soustraction: 

"Soient C et C' deux nombr>es déter>minés -y,espectivement -pa'Y' les 
couples de sé-y,ies 

For>mons les couples de sé-y,ies 

a1+a1 ', • • .,an+an', • • .; b +b ' b +b ' · 1 1 , • • ·, n n , • • ·, 

et, a1-b 1 ', ••• ,an-bn', ••• ; b1-a 1 ', ••• ,bn-~', ••• ; 
Ils joui'Y'ont éviderronent des mêmes car>actè-y,es que les couples 

p-y,imitifs et défini-y,ont deux nouveaux nombr>es, ?"espectivement égaux 
à C+c' et C-C' si C et C' sont -y,ationnels. Nous étendr>ons cette 
pr>opPiété -par> voie de définition au cas où ces nomb-y,es sont ir>r>a
tionnels". 

Tout d'abord, Jordan ne prouve pas que les nouveaux couples de 
séries vérifient les conditions (I). Si cela est aisé à démontrer 
dans le cas de l'addition et de la soustraction, il n'en est pas de 
même pour la multiplication et la division, ainsi que le montre la 
démonstration minutieuse qu'en fait Jordan dans [35], paragraphes 5 
et 6. 

D'autre part il s'agit de montrer, pour pouvoir effectivement 
travailler sur les réels, que la soustraction et la division sont 
les opérations inverses respectivement de l'addition et de la multi
plication, ce que Jordan ne fait d'aucune façon en 1887. 

Jordan le démontre par contre en 1893, et se sert d'une pro
priété qu'il ne signale ni ne démontre dans le tome de 1887, concer
nant la structure de l'ensemble des réels ([35], 5) 

"La soust-y,action est d 'ai Ueur>s l 'opér>ation inver>se de l 'ad
dition, de telle sor>te que le nombr>e (c-c')+c'=c 1 n'est autr>e que c. 
Pou-y, le montr>er>, nous pr>ouve'Y'ons que tout nombr>e -y,ationnel) c est
) c1, et 'Y'écipr>oquement. 

Les nomb?"es) c sont ceux qui sont plus gronde que l'un des 
nomb'Y'es b, les nombr>es) c1 ceux qui sont plus gr>ands que l'un des 
nombr>es b-a '+b'. 

Or>, tout nombr>e x b-a'+b' est a for>tior>i >b, car> b')a'. 

D 'autr>e pa-y,t, si x>c, on pour>r>a déteminer> entr>e x et c une 
infinité de nombr>es r>ationnels encor>e )c. Soit x-l=b l'un d'eux; on 
aur>a x)b-a'+b', si l'on choisit a' et b' de telle sor>te que b'-a' 
soit <.é!'. 
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Jordan utilise donc dans sa démonstration la propriété sui
vante : 

"Si un -y,ationnel 'Y' est plus gmnd qu'un 'Y'éel c, il existe une 
infinité de nomb'Y'es 'Y'ationnels comp'Y'is dans l 'inte'Y'VaUe de c à 'Y'". 

Il la démontre dans un paragraphe précédent ( [35], 3) en même 
temps que celle-ci : 

"Ent'Y'e déux nomb'Y'es 'Y'ationnels quelconques 'Y' et r>-1-, il existe 
nécessai'Y'ement un nomb'Y'e i'Y"Y'ationnel ( et pa'Y' suite une infinité)". 

Dans ce paragraphe essentiel de 1893 qui est consacré à l'étude 
de l'ordre sur R, Jordan donne la définition suivante : 

"On di'Y'a qu'un nomb'Y'e 'Y'éel c est plus g'Y'and qu'un aut'Y'e nomb'Y'e 
'Y'éel c ', s'il existe un nomb'Y'e 'Y'ationnel 'Y' qui ·soit c et c' ". 

Par contre dans le tome de 1887, aucune étude de l'ordre sur R 
n'est menée. Jordan donne seulement la définition : 

"On di'Y'a que c est égal à c', plus g'Y'and que c' ou plus petit 
que c', suivant que c-c' se'Y'a nul, ')O ou<O". 

Il affirme ensuite : "l'on peut ajouter', 'Y'et'Y'anche'Y' en croix des 
inégalités" ([33], 551). · 

Enfin ces paragraphes sur les irrationnels se terminent dans le 
tome de 1887 comme dans celui de 1893 par la proposition fonda
mentale ([33], 551) : 

"Soient a1, ••• ,an,... et b1, ••• ,bn, ••• deux suites de nomb'Y'es 
'Y'ationnels ou non, satisfaisant au:,; 'Y'eZations ( I). Il existem tou
jou'Y's, dans la sé'Y'ie des nomb'Y'es que nous avons définis, un nomb'Y'e 
c >:zn et <bn, quelque soit n". 

Seulement, la démonstration de cette propriété sur les suites 
adjacentes de réels qui se fait par la construction de deux suites 
de rationnels définissant ce nombre c, utilise les propositions et 
la définition de l'ordre sur les réels que Jordan donne en 1893 mais 
non en 1887. 

Ainsi si la démonstration de 1893 est rigoureuse et exacte, 
celle de 1887 est non seulement trop rapide, mais lacunaire. 

Les conséquences en sont importantes. En effet cette propo
sition est indispensable à la démonstration du critère de Cauchy et 
de toutes les propriétés sur les limites, ' la borne supérieure d'un 
ensemble et les fonctions continues que Jordan donne dans ce Sup
plément. 
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4.3.2. Les paragraphes sur les limites 

• Le critère de Cauchy 

Jordan définit enfin, dans ce Supplément, la limite d'une 
suite: 

"Soit x une quantité var>iable, à laquelle on donne succes
sivement une suite illimitée de valeur>s x1, ••• ,xn,... On dit que la 
var>iable x tend ou conver>ge ver>s la limite c si, pour> toute valeur> 
de la quantité positive ê,, on peut assigner> une autr>e quantité .U, 
telle que l'on ait 

mod( xn-c)( € 
pour> toutes les valeur>s de n supér>ieur>es à ll 11. 

La définition sera la même dans le tome de 1893; la seule modi
fication sera en effet d'écrire lxn-cl<[au lieu de mod(xn-cJ<€. 

Il donne toute sa place, d'autre part, au critère de Cauchy 
qu'il énonce comme théorème et qu'il démontre : 

"La var>iable x tendr>a ver>s une limite finie, si les différ>ences 
xn+l-xn, ••• ,xp-xn,... sont toutes infér>ieur>es en valeur> absolue à 
une quantité var>iable ê n ayant pour limite zéro quand n augmente 
indéfiniment". 

A cet effet, considérant une suite de Cauchy de réels, il cons
truit deux suites adjacentes de réels qui définissent donc un réel 
c, ce réel étant la limite de la suite de Cauchy. 

Le critère de Cauchy et sa démonstration dépendent donc direc
tement de la construction des réels. Les insuffisances de celle-ci 
dans le tome de 1887 et les lacunes ,,,dans les démonstrations qui s'y 
rattachent, dont celle sur les suites adjacentes justement, se ré
percutent ainsi sur la démonstration du critère de Cauchy. 

Quoique cette démonstration soit juste, on ne peut pas dire que 
dans le Supplément Jordan ait démontré le critère de Cauchy de façon 
entièrement satisfaisante (il le fera par contre en 1893). 

A la suite de la démonstration, Jordan ajoute un paragraphe 
dans lequel il signale qu'il s'est implicitement servi du critère de 
Cauchy à plusieurs endroits dans les tomes de 1882 et de 1883 : 

"Nous nous sommes appuyé sur> cette pr>oposi tion en P? usieur>s 
endr>oits de cet Ouvr>age (tome 1, n° 109, 261, 323; tome 2, n° 54, 
etc) , en la considér>ant comme suffisamment évidente par> elle-même; 
mais on voit qu'elle peut s.e r>amener> aux autr>es axiomes". 

De la même façon, à plusieurs reprises, Jordan critique préci
sément\ certains paragraphes des tomes précédents. Beaucoup de ses 
corrections seront des réponses aux critiques de Peanb dans [45]. 



Jordan poursuit avec l'énoncé du corollaire suivant, corollaire 
du critère de Cauchy 

"Si la varoiable x va toujouros en crooissant, el le tendroa veros 
une limite finie ou VeP.s +o<::I'. 

Jordan démontre cette proposition grâce à la négation du cri
tère de Cauchy dans le cas où la suite ne tend pas vers une limite 
finie, en construisant une sous-suite qui tend vers l'infini. 

C'est un des premiers exemples, dans cette première édition du 
traité, de démonstration "epsilonienne" établie avec un soin et une 
rigueur remarquables • 

• Passage à la limite 

"L'Aroithmétique et l'Algèbroe comporotent quatroe opéroations fon
damentales : addition, soustroaction, multiplication et division. On 
peut en concevoir> une cinquième, consistant à roemplacero une quantité 
varoiable par> sa limite. C'est l'introoduction de cette nouvelle opé
roation qui constitue l'essence de la méthode infinitésimale. Cette 
opéroation se proésente d'aiUeuros sous des fomes varoiées, dont les 
troois proincipales sont : la sommation des séroies, la déroivation et 
l 'intégroation". 

Sous ce chapeau Jordan démontre, toujours avec autant de soin, 
des propriétés de cette cinquième opération, à savoir que la limite 
d'une suite dont le terme de rang n est la somme (le produit) des 
termes de rang n de deux suites convergentes est la somme (le pro
duit) des limites des deux suites. 

Rappelons à nouveau qu'aucune de ces propriétés n'avait été 
démontrée dans le tome de 1882. 

4.3.3. Fonctions 

Jordan revient, dans la Note de 1887, sur la définition d'une 
fonction. Il est intéressant de comparer sur ce point les tomes de 
1882, 1887 et 1893. En effet les définitions en sont différentes 
dans les trois tomes. 

Dans le Supplément de 1887 Jordan donne la définition suivante 
([33), 554) : 

"Soit x une varoiable indépendante, à laquelle on pouroroa as
signer>, soit toute la suite des valeuros possibles, soit un cerotain 
système de valeuros (( ••• )).Soit u une seconde varoiable, liée à x de 
telle sorote qu'à chaque valeur> du système parocourou par> x cor'r'esponde 
une valeur> unique, finie et déter>minée de u. On diroa que u est une 
fonction de x ( pour> le système de val euros que l'on considèroe) ". 
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Il déclare que cette définition est "pl,us nette et à cer>tains 
égams ptus génér>ate que ceUe que nous avons donnée" dans le tome 1 
qui ne comporte aucune restriction sur les valeurs prises paru. 

Il fait en effet . remarquer que quoiqu' il ait considéré dans 
son traité des "fonctions qui ont pl,usieur>s val,eur>s pour> chaque 
vaieur> de 7,a var>iabie ou qui deviennent infinies ou indéteminées 
pour> cer>taines val,eur>s ((de la variable))", il s'est toujours ramené 
au cas considéré dans cette définition. Ceci en considérant diverses 
branches de la fonction ou en établissant la distinction entre une 
fonction qui tend vers 1' infini lorsque la variable tend vers un 
point en lequel la fonction n'est pas définie et les valeurs finies 
qu'elle prend effectivement en chaque point où elle est définie. 

Il ne reste plus trace de ces considérations dans le tome de 
1893 où la définition simplifiée devient ([35], 31) 

"Soit, au cont'Y'air>e, une nouvel, l,e var>iabl,e u, Uée aux pr>écé
dentes de teUe sor>te qu'à chaque point (x,y, •• • ) appar>tenant à un 
cer>tain ensembl,e E cor>r>esponde une vaieur> détePminée de u. On di'Y'a 
que cette r>etation définit u comme fonction de x, y, • • • dans 7, 'en
sembl,e E". 

Jordan conclut ce paragraphe de façon identique dans les tomes 
de 1887 et 1893. Il remarque que: 

"Les vaieur>s d'une fonction y, co'Y'r>espondantes aux diver>ses 
vaieur>s assignées à x, peuvent êtr>e choisies d'une façon ar>bitPai'Y'e 
et indépendamment tes unes des autr>es. Par> suite de cette excessive 
génér>aUté, il, est évidemment impossibie d'étabUr> aucune p'Y'opr>iété 
génér>ate s'étendant à toutes l,es fonctions sans exception; des hypo
thèses r>estr>ictives ser>ont en effet nécessair>es pour> ser>vir> de base 
à un r>aisonnement queiconquefl. 

Il se propose donc dans le tome de 1887 - nous verrons qu'il 
n'en est pas de même dans celui de 1893 - d'étudier successivement : 

- les fonctions limitées; 
- les fonctions intégrables; 
- les fonctions à variation limitée; 
- les fonctions continues. 

Jordan commence ainsi à entreprendre l'étude des fonctions 
d'une variable réelle qu'il avait complètement négligée dans le tome 
de 1882. Rappelons qu'alors, ayant défini une fonction de la va
riable x et en ayant donné quelques exemples usuels, il ne consacre 
qu'une page aux fonctions continues pour entreprendre directement 
l'étude des dérivées et des différentielles (cf 2.3.5). 

Notons enfin qu'avec l'introduction des irrationnels dans le 
Supplément Jordan a à sa disposition, pour le traité, un éventail de 
fonctions nouvelles dont il va d'ailleurs se servir dès le para
graphe suivant. 
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Il s'agit des fonctions définies par une certaine relation sur 
les rationnels et par une autre sur les irrationnels. 

Le premier exemple du traité qui se trouve à la page 557 du 
Supplément est celui d'une fonction illimitée (non bornée) sur tout 
intervalle (a,b), la fonction : 

y= 0 six est rationnel 
y= (-1)Pq, six= p/q, p/q étant une fraction irréductible. 

L'usage de ces fonctions étaient loin d'être reconnu par l'en
semble des mathématiciens, encore en 1887, comme le montre par exem
ple cette citation extraite du cours de J. Tannery ([56), 100) 

"Une fonction y de x est définie dans l 'interaval le ( a, b) si à 
chaque valeura de x apparatenant à cet intewaUe coraraespond une va
leura déte'Y'ITlinée de y. 

La notion de fonction, ainsi étendue, est extraêmement généraale; 
eUe paraaitraait autoraisera l 'intraoduction de foncUons à définition 
tout à fait arabitraairae: ainsi, ce seraait définira une fonction dans 
l'interavalle (2,3) que de convenira qu'on praendro y=x poura toutes les 
valeuras raationnel les de x qui apparatiennent à cet interaval le et 
y=1/x poura toutes les valeuras iraraationnelles. 

En praocédant ainsi, on raisqueraait singulièraement d' intraoduirae 
des fonctions qui n 'offrairaaient aucun intér>êt aux géomètraes; les 
fonctions dont l'étude s'est traouvée féconde n'ont pas été cons
traui tes arabitraairaement : dans le développement de la science, eUes 
se sont praésentées de façon nécessairae". 

En 1892, dans une lettre adressée à Jordan et conservée à 
l'Ecole Polytechnique, Paul Mansion remet en cause leur qualité de 
fonctions. Il considère qu'on a à faire dans ce cas à deux fonctions 
distinctes et que, de fait, toute fonction est continue en un point 
rationnel. 

• Le théorème de la borne supérieure pour les fonctions limi-
tées 

Le théorème central de ces paragraphes est le "théoraème de 
M. Daraboux" dans lequel Jordan démontre la convergence, pour les 
fonctions limitées (ou bornées), des "sommes de furaboux" vers les 
intégrales par excès et par défaut, ce qui permet d'introduire la 
notion de fonction intégrable et de définir l'intégrale de fonctions 
discontinues. 

L'introduction de cette notion, dans son cours de calcul diffé
rentiel et intégral, est une preuve manifeste de l'évolution de 
Jordan quant aux choix du contenu de son traité. Il met ainsi au 
premier plan l'étude de fonctions qui peuvent ne pas être continues 
et admettre par exemple une infinité de points de discontinuité. 



C'est un premier pas dans la prise en compte pour son ensei
gnement des transformations de l'analyse. Il n'écarte pas comme en 
1882 toute fonction qui n'est pas à la fois continue et dérivable. 

Le théorème de Darboux ne nous intéresse ici, vu les limites de 
notre étude, que dans la mesure où sa démonstration implique l'exis
tence du maximum et du minimum d'une fonction limitée. 

Ainsi, et c'est une conséquence de l'introduction des irration
nels, Jordan introduit dans cette partie le concept fondamental de 
borne supérieure; cela, toutefois, de façon implicite, car, ne trai
tant toujours pas des ensembles de réels, il n'énonce à aucun moment 
le théorème sur la borne supérieure d'un ensemble majoré. 

Il démontre en fait le théorème suivant dans lequel on retrouve 
la caractérisation de la borne supérieure : 

"Si une fonction y est limitée supér>ieur>ement ( infér>ieur>ement) 
on pour>m déter>miner> un nombr>e M, tel que y ne puisse pr>endr>e aucune 
valeur> supér>ieur>e ( inf ér>ieur>e) à M, mais que l 'une au moins de ses 
valeur>s soit supér>ieur>e à M - € ( infér>ieUr>e à M + €.), ë_étant une 
quantité d'une petitesse ar>bitr>air>e". 

Nous avons, avec la démonstration de ce théorème, le premier 
exemple de raisonnement topologique dans le traité de Jordan. 

Jordan construit, par le principe de division des intervalles 
en n parties égales, n croissant indéfiniment, une suite croissante 
de valeurs de y et une suite décroissante de majorants qui forment 
un couple de suites adjacentes. D'après le théorème sur les suites 
adjcentes, ces deux suites définissent un nombre M, et M vérifie les 
conditions de l'énoncé. 

Il n'y a rien à redire à cette démonstration, la seule réserve 
étant l'utilisation du théorème sur les suites adjacentes dont la 
démonstration est lacunaire. 

Jordan signale que ce maximum 
être effectivement atteint ou non. 
ple de fonction non classique : 

y=x (x~O<l), 
fonction qui a pour maximum 1, sans 

• Fonctions intégrables 

peut "suivant les cir>constances" 
Il donne alors un deuxième exem-

y=O ( :x:=1), 
toutefois être jamais égal à 1. 

Dans ces paragraphes, Jordan s'inspire très 
mémoire de Darboux sur les fonctions discontinues 
introduit l'intégrale de Riemann. 

probablement du 
dans lequel il 
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A côté des propriétés élémentaires des fonctions intégrables 
(somme, produit, inverses de telles fonctions), Jordan y donne les 
premiers résultats de la théorie des fonctions d'une variable réelle 
et prouve à quel point il élargit l'horizon des mathématiques abor
dées dans son traité. 

Il commence par donner la condition pour qu'une fonction soit 
intégrable (les limites des sommes par excès et par défaut sont 
intégrables) et note ([33], 562) : 

"La notion d' intégr>ale définie, que nous n'avions établie que 
pour> les fonetions continues, se tPouve ainsi étendue, avec les 
conséquences qui en r>ésultent, à une cZasse de fonetions beaucoup 
plus génér>ale". 

Définissant l'oscillation d'une fonction, il donne une nouvelle 
condition d'intégrabilité : 

"Si Mk et mk sont les ma:x;ima et m1,n1,ma sur> les intePvaUes 
par>tiels Ik, et ék l'osciUation égale à Ok=Mk-mk, la condition 
d'intégr>ab1,Zité est 

Il étudie alors le rapport entre fonction intégrable et fonc
tion continue, développant ainsi la remarque précédente. 

Il démontre d'une part que 

"Si la f onetion est intégr>able dans l 'inter>val le x X, il, existe 
dans tout inter>Valle ab contenu dans celui là des valeur>s de x pour> 
lesqueUes y est continue", 

et, d'autre part, à l'aide d'un contre- exemple, qu'il existe 
des fonctions intégrables qui ont, dans tout intervalle, une infi
nité de points de discontinuité. 

Jordan démontre la première proposition en .construisant à nou
veau, à l'aide des extrémités d'une suite d'intervalles emboîtés 

,J arr...,b111,) dans lesquels l'oscillation de la fonction est moindre que 
);12n, rétant une quantité quelconque, deux suites adjacentes dont la 
limite commune est un point où la fonction est continue. 

Il s'agit, là encore, d'un raisonnement de nature spécifi
quement topologique, mené de façon rigoureuse, avec cependant tou
jours la même réserve concernant les suites adjacentes. 

Jordan énonce enfin une propriété pour une classe de fonctions 
dont les propriétés étaient encore ignorées quoique leur importance 
particulière en analyse fut reconnue, les fonctions croissantes. Il 
démontre : 

"Toute fonetion y non décr>oissante de x0 à X est intégr>able 
dans cet inter>vaUe". 
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• Fonctions à variation limitée 

Jordan reprend et développe ici la note de 1881 aux Comptes 
Rendus, Sur> La sér>ie de Four>ier> ( [ 2 9]) , dans laq_uelle il revient sur 
le mémoire de Dirichlet sur la -convergenee des ·séries de Fourier 
(cf 3.2). 

Jordan démontre en fait que "La démonst.,,.a,tion de Dir>ichlet est 
applicable sans modifieation, à toute fonction dont l 'osciUation 
est Limitée de .:t?O à 3J=[, l,étant une quantité finie .que'leonque". Il 
énonce quelques propriétés et: donne un exemple de fonction à oscil
lation limitée, ayant, .dans tout intervalle, une infinité de discon
tinuités. 

Ce sont ces fonctions à oscillation limitée ,qu'il appelle dans 
le Supplément de 1887, fonct'ions à variation limitée et dont il 
démontre tout d'abord qu'elles peuvent se mettre sous la forme d'une 
différence de deux fonctions positives limitées e:t non décrois
santes~ mettant à nouveau au premier plai: cette .classe de fonction; 
(cf 3.2). 

Suivent alors plusieurs propriétés sur les fonctions limitées 
et leurs intégrales • 

• Propriétés des fonctions continues sur un intervalle 

Jordan rappelle la définition d'une fonction continue en un 
point, en utilisant cette fo;t.s.ci les limites .. Il ne reprend pas en 
effet, quoiqu'il l'utilise bien évidemment, la définition à l'aide 
des €et ~-

Mais surtout, Jordan entreprend enfin une étude rigoureuse des 
fonctions continues; il énonce et démontre les propriétés essen
tielles des fonctions qu'il avait admises implicitement dans le 
premier tome. 

Nous allons étudier en détail les démonstrations de ces théo
rèmes qui font toutes intervenir des propriétés liées à la cons
truction des réels, et notamment de façon plus ou moins explicite , 
la propriété sur la limite de deux suites adjacentes. 

Notons par ailleurs dans les énoncés des théorèmes, le manque 
de précision sur la nature de l'intervalle, qui est naturellement 
dans tous les cas un intervalle fermé borné. 

Ceci se retrouve chez tous les auteurs, Dini · ,compris, et dans 
l'édition du traité de Jordan de 1893. La notion d'intervalle fermé 
borné en opposition à celle d'intervalle ouvert n'apparaît que plus 
tard dans les énoncés de manuels. 
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Nous ne pouvons, ici, comparer les théorèmes du tome de 188 7 
avec ceux du tome de 1893; les énoncés sur · les fonctions continues 
sont en effet donnés en 1893, comme nous le verrons, dans le cas de 
fonctions de If', dans R (cf 5.5) • 

• Théorème des valeurs intermédiaires 

Il s'agit tout d'abord du théorème des valeurs intermédiaires, 
présenté sous la forme : 

"Soit f( x) une fonction continue dans 1,' inter>vaUe de a à b; si 
f(a) et f(b) sont de signe contr>air>e, il, existem un point c intera... 
médiair>e entr>e a et b, et pour' Lequel, on a f( c)=O ". 

Avant d'examiner la démonstration, il faut souligner que Jordan 
n'en conclut pas l'énoncé explicite du théorème des valeurs intermé
diaires, à savoir que siµ. est un nombre compris entre f(a) et f(b), 
il existe un point c intermédiaire entre a et b pour lequel on a 
f(c)=;, donc f prend dans l'intervalle (a,b) la valeur,,. 

Il l'utilise cependant dans une autre démonstration sans réfé
rence au paragraphe que nous étudions, en le formulant 
ainsi ([33], 575) : 

"Lor>sque x var>ie de Xç à X, 1,a fonction continue passer>a par> 
toute 1,a sér>ie des val,eur>s -inter>médiair>es entr>e y0 et Y". 

Jordan démontre l'existence du point c en construisant à nou
veau deux suites adjacentes dont c est la limite commune, cela à 
l'aide de la partition de l'intervalle (a,b) en n intervalles égaux, 
puis si f ne s'annule en auèune des extrémités des n intervalles, la 
partition en n nouveaux intervalles d'un des intervalles précédents 
aux extrémités duquel f prend des· valeurs de signes contraires, et 
ainsi de suite. 

Il termine la démonstration en prouvant grâce à la continuité 
de la fonction que, quelque soit é, f( c)+l et f( c)-f., encadrant deux 
valeurs de f de signe contraire, sont de signe contraire, donc que 
f( c) est nul. 

Le point délicat de la démonstration est, là encore, comme dans 
la démonstration du critère de Cauchy ou de l'existence de la borne 
supérieure pour une fonction limitée, l'existence du point c, limite 
des deux suites adjacentes. 

La formulation de Jordan est dans ce cas-ci particulièrement 
ambiguë. Alors que dans les deux autres démonstrations Jordan vé
rifie explicitement que les deux suites qu'il vient de construire 
satisfont aux conditions appelées (I) dans notre paragraphe 4.3.1, 
pour les suites adjacentes, il note seulement ici : 
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"Continuons ainsi indéfiniment; tes nomb'Y'es aroissants 
a,a1,a2,... et les nomb'Y'es déa'Y'oissants b, b1, b2,... aonve-rge-y,ont 
évidemment Ve'Y's une limite aommune c". 

Cette démonstration, dans laquelle Jordan utilise une fois 
encore le principe essentiel de découpage des intervalles présente 
ainsi une lacune non négligeable qui rappelle les "évidermnent" du 
tome de 1882 relevés par Peano dans [45], page 48 (cf 2.3.4). 

Ajoutons une autre remarque. En découpant les intervalles en n 
intervalles égaux, Jordan en fait plus que nécessaire. Il obtient 
en effet deux suites (a) et (b) telles gue 

p a -b p< (b-a)/nP. 
Il suffisait de découper ifs fntervalles en deux intervalles égaux à 
chaque étape et d'obtenir ainsi deux suites (ap) et (bp) telles que 

a -b < (b-a) /2P , 
quantité qui tend égalemenf vfrs zéro quand n tend vers l'infini • 

• Une fonction continue atteint ses bornes 

Jordan démontre ensuite une propriété fondamentale des fonc
tions continues dont il s'est servi à plusieurs reprises, sans la 
démontrer dans les tomes de 1882 et.1883 

"Toute fowtion f(:x;) continue ent'Y'e a et b est limitée dans aet 
inte'Y'VaZZe tant supé-y,ieu-y,ement qu'infé'Y'ieu'Y'ement, et atteint effec
tivement son mazimum et son.; minimum". 

Jordan démontre tout d'abord que f(:x;} est "limitée" dans l'in
tervalle (a,b), et il le démontre suivant le schéma maintenant clas
sique, de décomposition de l'intervalle en n intervalles égaux. 

Raisonnant par l'absurde, il suppos~ que f(:x;} n'est pas limitée 
sur (a,b), et choisit à chaque étape un intervalle dans lequel elle 
n'est pas limitée. Il obtient ainsi deux suites adjacentes dont la 
limite commune est c. 

Il considère alors un intervalle centré autour de la limite 
commune a, choisi de telle sorte qu'il y ait contradiction entre la 
continuité de f dans cet intervalle et l'hypothèse retenue au début, 
ce choix étant explicité de façon tout à fait rigoureuse. Donc, f 
n'est pas illimitée sur (a,b) et admet un maximum. 

Jordan ne détaille pas en entier la construction des deux 
suites adjacentes, identique à celle de la démohstration précédente. 
Il ne reprend pas non plus le malencontreux "évidermnent" ce qui ne 
nuit en rien à sa démonstration. 
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Se servant de la propriété caractéristique du maximum M il 
construit deux suites adjacentes en découpant en n nouveaux inter
valles, à chaque étape, l'intervalle pour lequel f( x) prend des 
valeurs supérieures à M-[, quelque soit E,. Il en déduit donc que 
f( e),M; donc que f atteint en e son maximum • 

• Continuité uniforme 

"Toute fonetion f( x) eontinue entr>e a et b est unif omément 
eontinue dans tout eet intewaUe" ([33], 573). 

C'est dans le tome 2 à l'occasion de la définition des inté
grales définies ( [32], 52) que Jordan donne la définition de la 
continuité uniforme et, en note, renvoie au Supplément du tome 3 
pour la démonstration de la propriété que nous venons d'énoncer. 

Pour démontrer la continuité uniforme de f dans tout l'inter
valle ( a., b), Jordan reprend la preuve de Cantor donnée par Heine 
dans [25]. 

Dini dans son traité ( [15], 48) expose également la démons
tration de Cantor, comme il le précise. La comparaison des démons
trations des traités de Dini et Jordan ne laisse aucun doute quant à 
leur origine commune. 

Contrairement aux démonstrations actuelles Jordan n'utilise pas 
le raisonnement par l'absurde. é étant donné, il considère ~(x) tel 
que, pour tout point x' de [x-~.,x+~J on ait : 

f(:x:J -'l <f(x' J +l; 
donc, pour tout autre point :x:" de l'intervalle, 

mod (f( x") -f( x')) < 2€.. 

Puis il considère H, "le maximum des valeur>s de i., teUes que 
eette der>nièr>e pr>opr>iété ait lieu dans tout inter>valle de :x,-~ à :ur~; 
H sem une fonetion de :x: qui., par> hypothèse., est toujour>s O. Nous 
allons montr>er> que eette fonetion est eontinue". 

H étant continue, Jordan affirme ensuite qu'elle admet un mini
mum qu'elle atteint pour au moins une des valeurs de la variable. 

Comme H n'est jamais nulle, )A_est positif et il conclut, puis
que lf(x") - f(:x:') 1 < 2€ dès que l:x:"-:x:' lo/, fne dépendant pas de :x;. 

La démonstration que donne Dini diffère légèrement de celle de 
Jordan dans la mesure où il utilise une propriété sur les limites 
supérieure et inférieure d'une fonction que Jordan ne donne pas dans 
son traité, la "p'Y'Opr>iété de Weier>str>ass" : 

"Soit ta borne supér>ieur>e de f( :x:) dans ( a., b). Dans eet inte-y,... 
vaUe il existe toujour>s au moins un point x' tel que sur> tout in
ter>vaUe (x'-E.,:x:'+éJ., Eétant ar>bitr>air>ement petit., ta limite supé
r>ieur>e de f soit eneor>e A" (Il est manifeste que ( a., b) est fermé). 
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Dini n'a donc pas à montrer la continuité de H(x). 

Remarquons que Jordan admet implicitement l'existence du maxi
mum H des valeurs de ~ • Dini, lui, renvoie au paragraphe dans lequel 
il prouve l'existence d'une limite supérieure pour· un ensemble in
fini de réels bornés. 

Comme il ne donne aucun énoncé sur les ensembles de réels, 
Jordan ne peut qu'admettre celle-ci. 

Le dernier théorème que Jordan énonce à propos des fonctions 
continues dans ce Supplément est particulièrement important pour 
l'analyse de cette fin du XIXe siècle. Il démontre qu'une fonction 
continue à variation limitée dans un intervalle est la différence de 
deux fonctions continues non décroissantes. 

Enfin Jordan conclut ces paragraphes avec le contre-exemple 
"empr>unté à M. Weier>str>ass" d'une fonction continue mais non déri
vable : 

"Toute fonction y, qui a une dér>ivée dans 7,, 'inter>vaiie de x à 
X, est éviderronent aontinue dans aet intewaUe; mais ia r>éaipr>oque 
n'est pas Vr>aie ainsi que le montr>e 7,, 'exemple suivant, empr>unté à 
M. Weier>str>ass. 

Considér>ons ia sér>ie -
F(x) =Lbn.cos (an.x) 

où b est une aonstante positiv3<1 et a un entier> impair> >1 " • 

• Le théorème des accroissements finis 

Rappelons que dans le tome de 1882 Jordan donne de ce théorème 
une démonstration lacunaire que critique Peano dans [45], faite sur 
r'ancien modèle de Lagrange et Cauchy. 

Il s'en suit un échange de lettres au cours duquel Peano envoie 
à Jordan la démonstration moderne de la formule des accroissements 
finis à l'aide du théorème de Rolle. 

C'est celle-ci que Jordan expose dans le Supplément, avec quel
ques modifications. 

de détail, concerne le théorème de Rolle dans 
sur le signe de f( c+h)-f( c) à partir de la for-

La première, 
lequel il raisonne 
mule ((33], 581) : 

f( c+h)-f( a) = h(f' ( a)+ê) 
au lieu de la limite de 

f ( c+h)-f( c) 
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La seconde a trait au corollaire du théorème de Rolle qui per
met de déduire la formule. Jordan n'utilise pas la fonction qui 
permet le plus simplement de trouver la formule. 

Utilisant les déterminants, il montre que 
f(a+h)-f(a) _ f' (a+9h) 
y ( a+h)- 'f( a} - 'f 1 ( a+-9 h} 

et en déduit la formule en prenant r(x)=x. 

Jordan critique sa démonstration du tome de 1882 qui "supposait 
inutilement Za eontinuité de Za dér>ivée f' (x) "; il présente la re
marque sur la convergence uniforme de 

f ( :JJr/Jx)-f ( x) 
Ax 

vers f'(x) que Peano démontre dans les NouveZZes Annales. Nous pou
vons noter que Jordan ne cite Peano à aucun moment, celui-ci étant à 
l'origine de toutes ces corrections. 

Jordan corrige également toutes les insuffisances repérées par 
Peano dans l'introduction au livre de Genocchi ([45]). 

Il s'agit tout d'abord de la définition de la différentielle 
totale et des différentielles partielles dans laquelle intervenaient 
des infiniment petits de deux variables. Jordan change sa démons
tration pour utiliser la formule des accroissements finis. Quant aux 
négligences concernant l'existence même des dérivées lors de l'éta
blissement des formules, Jordan les corrige longuement pour la déri
vation des fonctions implicites. 

4.3.4. Les derniers paragraphes 

f~ 

C'est dans cette Note que Jordan énonce son théorème sur le 
partage du plan en deux régions par une courbe fermée et définit la 
longueur d'un arc. Ce théorème, que Jordan d'ailleurs ne démontre 
pas correctement ( [28], 168), est d'une grande importance. Indis
pensable à la démonstration du non homéomorphisme de ff7- sur FITl 
( ( 24)), il annonce la topologie algébrique dont les premiers ré
sultats, avec Poincaré, n'allaient pas tarder à apparaître. 

Cependant, jugeant qu'il débordait par trop le cadre que nous 
nous sommes fixé, nous ne l'étudierons pas ici. 

Nous noterons seulement que dans la démonstration de ce théo
rème, démonstration fausse par ailleurs, Jordan n'a pas une seule 
fois recours aux mots intér>ieur>, fr>ontièr>e, ouver>t et voisinage 
alors qu'il construit en fait explicitement des boules ouvertes 
comme voisinages de points intérieurs à un polygone. 
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Enfin, cette Note se termine par des énoncés sur les fonctions 
de variable complexe dont la définition et l'existence de l 'inté
grale d'une fonction f(z)=P+iQ le long d'une ·ligne arbitraire et la 
nullité de l'intégrale prise le long d'une ligne fermée ne contenant 
en son intérieur aucun .point critique de f(z). 

Ces théorèmes sont à l'origine des résultats sur les courbes, 
Jordan cherchant à définir et à démontrer avec toute la rigueur 
souhaitée les résultats sur l'intégrale d'une fonction de la va
riable complexe. 

4.4. Limites et continuité chez d'autres auteurs 
Tannery 

Peano, Dini, 

Nous avons regroupé ic.i trois livres très différents dont la 
comparaison avec le Supplément de 1887 de Jordan nous a paru pré
senter un réel intérêt. 

Il s'agit tout d'abord des livres de Dini et Peano dont nous 
avons, à plusieurs reprises, souligné 1' avance sur le tome de 1882 
de Jordan. 

4.4.1. Peano (1884) 

Si la comparaison avec le~tome de 1882 ne faisait ressortir que 
des aspects positifs du livre de Genocchi-Peano, il n'en est plus de 
même avec le Supplément de 1887. 

L'analyse du Supplément met en lumière dans le cours de Peano 
( car rappelons que c'est à lui qu'en sevient en grande part la ré
daction), des insuffisances que le trop grand décalage par rapport 
aux livres étudiés dans la deuxième partie ne permettait pas de 
déceler. 

S'il introduit effectivement le~ nombres irrationnels, et il ne 
pouvait pas faire moins vu ce qu'il écrit dans l'Annexe, il le fait 
de la façon la plus concise qui soit. 

En trois petits paragraphes il présente la définition d'un 
ineommensur>able à l'aide des coupures, la définition de l'ordre et 
conclut : 

"Le leeteur> doit déjà eonnaî.tr>e la façon d' exéeuter> sur> eux les 
opér>ations algébr>iques et leur>s pr>opr>iété s". 

Si Peano reconnaît la nécessité impérieuse d'introduire le 
concept de nombre irrationnel, il considère en fait superflue toute 
étude rigoureuse et détaillée de l'ensemble des réels dans le cadre 
de son cours. 
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Ceci conduit à des démonstrations lacunaires dont la première 
est celle du théorème 6 ( [20], 7) : une suite croissante majorée 
converge. 

Genocchi, mais en.fait Peano, affirme l'existence d'un nombre L 
défini par la coupure réalisée par la suite croissante d'une part, 
et le système des majorants d'autre part et il montre que ce nombre 
L est la limite. 

Seulement, cette coupure est définie à l'aide de deux suites de 
nombres réels et non rationnels. Le procédé de construction exposé 
au début n'est pas valable et aucun théorème ne permet d'affirmer 
l'existence du nombre L. 

Ce théorème, dont la. démonstration présente ainsi une réelle 
faiblesse, est la propriété clef sur laquelle Peano construit toutes 
ces démonstrations sur les limites et les fonctions continues sur un 
intervalle. 

Ainsi, par exemple, le critère de Cauchy, imprimé en petits 
caractères dans le texte, est démontré à l'aide de deux suites ad
jacentes de réels qui encadrent la suite de Cauchy et dont il montre 
que 1 'une est croissante et majorée par 1 'autre et la seconde dé
croissante et minorée par les termes de la première; ces deux suites 
sont donc convergentes. 

Comme la différence entre les termes de même rang de chacune 
des suites tend vers O avec n, les deux suites convergent vers la 
même limite qui est la limite de la ~uite de Cauchy. 

Mis à part l'usage différent qu'il fait des suites adjacentes, 
Peano démontre le théorème des valeurs intermédiaires de la même 
façon que Jordan. Mais, contrairement à Jordan, il l'énonce effec
tivement. 

Enfin il donne en petits caractères les théorèmes sur l' exis
tence de la limite supérieure pour "une quantité va'Y'iabZe y qui 
p'Y'end des vaZeu'Y'B inféy,ieu'Y'eB à· une quanti té fixe", sur les fonc
tions continues sur un intervalle qui atteignent leur limite supé
rieure et inférieure et qui sont uniformément continues sur un in
tervalle. 

Peano, qui énonce la p1:opriété de Weierstrass que nous avons 
donnée (cf 4.3.3., continuité uniforme), démontre le théorème sur la 
continuité uniforme d'une autre manière que Jordan et Dini; il re
prend la démonstration exposée par Heine dans ([25], 186). 

4.4.2. Dini (1878) 

Ce traité de Dini, paru en 1878 mais conçu dès 1872, contient 
les théorèmes de l'analyse aujourd'hui classiques à propos des 
réels, des limites, des fonctions continues et discontinues sur la 
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droite réelle. Non seulement Dini démontre toutes ces propositions 
de la façon la plus scrupuleuse (voir en particulier la démons
tration du théorème des accroissements finis ( [19], 33)), mais il 
aborde également, et cela dès 1878, la théorie des ensembles repre
nant le mémoire de Cantor [4]. 

Il introduit les ensembles de points, "gr-uppi di nwner-i o di 
punti", et définit les points intérieurs à un intervalle, les points 
limites, et les ensembles dérivés dont il se sert à pusieurs re
prises, développant une recherche personnelle, à laquelle Cantor 
rend hommage, sur les ensembles denses. 

Il donne d'autre part de nombreux résultats sur les fonctions 
non dérivables d'une variable réelle sur un ensemble de points, qui 
dépassent largement le cadre des propriétés élémentaires que nous 
avons rappelées dans notre deuxième partie. 

Ainsi, la comparaison avec le tome de 1887, ne fait apparaitre 
aucune faiblesse dans le livre de Dini. Elle montre cependant que 
l'objet des deux cours - celui de Dini et celui de Jordan - n'est 
pas le même. 

Cela sera encore plus manifeste avec la deuxième édition du 
cours de Jordan. 

4.4.3. J. Tannery (1886) 

Nous avons étudié, au début de cette partie, la préface à l'In
troodu~tion de Tannery parue en 1886; nous donnerons ici, très som
mairement un aperçu des chapitres sur la limite et la continuité 
dont Tannery souligne d'ailleurs l'importance dans sa préface. 

Dans le premier chapitre (Des nombroes iromtionnels et des U
mites), Tannery expose plusieurs constructions de R et définitions 
de convergence de suites de réels; il définit les limites supérieure 
et inférieure d'un ensemble de nombres et donne "le théoroème suivant 
qui est du à M. Weierostroass" ( [56], 42) ~: 

"Tout ensemble (E) dont les éléme"nts supposés distiMts et en 
nombr-e infini sont, en valeuro absolue, inféroieuros à un nombr-e A, 
admet au moins une valeuro limite :x:". 

Pour le démontrer, Tannery construit deux suites adjacentes, en 
partageant des intervalles en dix intervalles égaux, dont il affirme 
sans aucune démonstration qu'elles sont convergentes et admettent 
une même limite. 

Sa démonstration est donc elle aussi lacunaire même si, comme 
Peano, il montre auparavant qu'une suite croissante majorée de réels 
est convergente. 
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Ayant traité des séries et des produits infinis dans le cha
pitre 2, il donne dans le chapitre 3 les "p'Y'emie'Y's p'Y'incipes de la 
théorie des fonctions d'une vay,iable" à savoir les principaux théo
rèmes sur les fonctions continues qu'il démontre, comme Jordan, à 
l'aide de suites adjacentes. 

Dans ces démonstrations soigneuses, Tannery prouve clairement 
l'existenée de la limite commune des suites adjacentes qu'il cons
truit. 

Notons que la démonstration de la continuité uniforme d'une 
fonction continue sur un intervalle utilise déjà le raisonnement par 
l'absurde. 

Enfin, dans le chapitre Des dé'Y'iVées, Tannery donne une défi
nition correcte de la dérivée en un point et de la dérivée à droite 
ou à gauche; il satisfait en tout point aux exigences de Peano pour 
les théorèmes sur la dérivée d'une fonction de fonction ou de l'in
verse d'une fonction et donne, en le citant, la démonstration 
d'O. Bonnet du théorème des accroissements finis. 

Il nous semble que l'étude rapide de ces quelques chapitres 
permet déjà d'apprécier la valeur du livre de Tannery qui est plus 
complet et plus moderne que ceux de Jordan (1882 et 1887) et de 
Peano. 
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' 5. L'ETAPE DECISIVE LE TOME DE 1893. 

En 1893 paraît le premier tome de la seconde édition du traité 
de Jordan. Ce tome, appelé Cateul différ>entiel,, sera suivi d'un 
second l'année suivante, intitulé Cafoul, intégr>at. 

Quoique paru sous le même titré, il .s'agit d'un livre entiè
rement nouveau par rapport à celui de 1882. 

Aprè.s notre étude du tome de 1882 et de la Note de 1887, il 
suffit de dire que les premiers chapitres de cette édition cons
tituent une véritable globalisation, une synthèse des résultats sur 
les fondements obtenus jusqu'alors, pour mesurer tout ce qui sépare, 
sur ces matières, les deux éditions et saisir toute l'importance de 
cette deuxième édition dans le développement du mouvement de refonte 
des principes de l'analyse. 

En fait Jordan s'en explique dès l'introduction du tome de 1893 
dans laquelle il expose, comme nous l'avons vu, la différence de 
point de vue : s'il "gtisse un peu 'Y'apidement", dans la première 
édition, sur les fondements dont il sous-estime en fait l'importance 
et l'utilité pour le reste des mathématiques, il les expose par 
contre avec une "p'Y'éeision et une génér>atité" - pour reprendre ses 
propres termes - remarquables dans le tome de 1893 (cf 3.5). 

Nous soulignerons dans cette partie, combien est nouvelle et 
novatrice la "géné-y,al,ité" des énoncés sur les fondements que Jordan 
donne et démontre dans les cent premières pages du tome de 1893. 

5.1. Une édition de référence 

La seconde édition effacera rapidement toute trace de la pre
mière. En effet, les seules références que nous ayons trouvées dans 
la littérature ne mentionnent .que les tomes de la deuxième édition. 

De plus, alors que nous n'avons trouvé, pour la première édi
tion, aucune autre appréciation que celle de Tannery dans le But-
7,etin des Seienees Mathématiques ( [ 54] ) , les commentaires et les 
louanges abondent pour la seconde édition. 

Cette édition sera saluée par tous les grands mathématiciens de 
la fin du XIXe siècle et du début du XXe siècle qui apprirent les 
mathématiques de cette époque en l'étudiant, comme le signale 
Lebesgue ([ 4 l]). 
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André Weil en donne un témoignage dans (63] : 

Ayant la possibilité de choisir lui- méme les prix qu'il allait 
recevoir comme meilleur élève de "Math élem" au lycée Saint Louis, 
A. Weil alla consulter Hadamard qui lui indiqua entre autre les 
trois tomes du Cou'Y's d'ÀnaZyse de Jordan. 

"C'est ainsi", continue A. Weil, "que j'ai appns l'analyse, 
non pas dans Gou'Y'sat comme p'Y'esque tous mes cama'Y'ades, nnis dans 
Jorn.an; pa'Y'ITli tous les motifs de 'Y'econnaissance que j'ai enVe'Y's 
Hadamard; il m'a toujours pa'Y'u que c'était peut-êtr>e le plus no
tabie"'' (il s'agit là de l'année 1921). 

On peut également citer une série de jugements tout aussi lou-
o 

angeux de la part des contemporains de Jordan. 

Nous avo)ls retrouvé dans la correspondance de Jordan qui est 
conservée à l'Ecole Polytechnique (il s'agit uniquement de lettres 
que reçut Jordan de 1867 à 1899), plusieurs commentaires sur la 
deuxième édition; nous n'en avions trouvé que très peu sur la pre
mière édition. 

- Lettre de Peano du 6 novembre 1894 : 

"En continuant l 'étude de · vot'Y'e t'Y'ai té, je le t'Y'ouve toujou'Y's 
plus intér>essant; j'y app'Y'ends une foule de nouveUes cognitions". 

Comparée aux critiques dont Peano n'épargne pas la première 
édition ou du moins le premier tome de celle-ci, cette appréciation 
hautement favorable, et sans complaisance nous semble-t-il, illustre 
à la fois les qualités de cette deuxième édition et l'écart qui la 
sépare de la pemière. 

- Lettre de Cremoaa du 20 juillet 1894 : 

"Ag'Y'éez mes vifs 'Y'eme'Y'ciements pour' le tome deuxième de la 
nouvelle édition de votr>e admi'Y'able Cou'Y's d'Analyse dont vous 
m'aviez déjà envoyé le tOT'}e pr>emie'Y'. Vot'Y'e cou'Y's est une mine de 
beUes et nouveUes choses; il n'y en a aucun autr>e qui 'Y'epr>ésente 
aussi bien les p'Y'ogrès de la Science". 

- Lettre de Mansion d'avril 1896 : 

"J'ai 'Y'eçu 'Y'écemment pa:r l'inte'Y'médiai'Y'e de Gauthie'Y's Villar>s 
le t'Y'oisième volume de vot'Y'e Cou'Y'S d;Analyse. Je vous 'Y'eme'Y'cie ainsi 
que vot'Y'e éditeur' de m'avoir' envoyé ce beau liv'Y'e qui, dBs main
tenant, est le t'Y'aité classique en Belgique ser>vant de guide à rios 
jeunes docteu'Y's en sciences mathématiques" •. 

Au delà des formules classiques de remerciement, il faut voir 
dans ces lettres l'expression de la réelle impression que produisit 
la sortie du livre de Jordan. 
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Le commentaire de J. Tannery, dans le tome 17 du Bulletin des 
Sciences Mathématiques ([59], 249), reflète d'ailleurs l'opinion des 
correspondants de Jordan: 

"L 'ar>t de l'auteur> pour> pr>ésenter> les choses sous leur> fome la 
plus génér>ale, la plus abstr>aite et la plus condensée à la fois est 
Vr>aiment singulier>: pour> le lecteur> qui veut se donner> la peine de 
r>éfléchir>, la clar>té de l'exposition est d 'aiUeur>s par>fai te. 
( ( ••• )) On r>emar>quer>a tout d' abor>d les huit pr>emier>s par>agr>aphes du 
chapitr>e pr>emier> ( (il s'agit essentiellement de la partie qui nous 
intéresse dans notre étude)) où les pr>incipes sont exposés de la 
façon la plus solide et sous une fome qui, bien souvent, semble 
devoir> êtr>e définitive". 

Rappelons en effet les limites, les difficultés, auxquelles se 
heurtait la mise sur pied des fondements de l'analyse dans les an
nées 1870-1880. 

Une foule de remarques, de définitions, de résultats avaient 
été trouvés; mais nombre de mathématiciens, devant ces résultats 
sans lien, inopérants pour l'essentiel, contestaient l'utilité de 
telles recherches. Comme l'écrit Lebesgue, "ils pouvaient penser> 
qu'il y avait plus pr>essé et qu'il convenait de suspendr>e ces r>e
cher>ches jusqu'au moment où leur> nécessité s'imposer>ait" ([39]). 

Or, avec les cent premières pages de son cours d'analyse, 
Jordan, le premier, réussit d'une façon aussi complète à surmonter 
ces limites en réalisant cette synthèse nécessaire de toutes ces 
idées nouvelles, en faisant ainsi une théorie naissante. 

L'importance du traité de Jordan, que souligne donc Tannery, ne 
se réduit pas, bien évidemment à ces cent premières pages. Ainsi, 
"dans la seconde édition, on tr>ouve à la fois un exposé de théor>ies 
sur> les ensembles, dues à Cantor>, et un vér>itable tr>aité des fonc
tions elliptiques, le pr>emier> qui ait été constr>uit en Fr'ance à 
par>tir> des idées de Weier>str>ass. ( ( •• •.)) A côté de la magnifique 
exposition qu'il donne de la théor>ie des var>iables complexes, il 
commence l'édification d'une théor>ie des var>iables r>éeUes si inti
mement liée et si utile à sa voisine que les bar>r>ièr>es, élevées 
entr>e elles par> des habitudes ou des pr>éjugés, tombent d'elles 
mêmes" ( [41], XXIII). 

5.2. Un nouveau plan 

L' évolu,tion entre les deux éditions amène Jordan à réécrire 
entièrement le début de son traité. On ne peut parler pour les para
graphes qui nous concernent d'édition revue et corrigée. Mais, comme 
1' indique l'édition elle même, "édition entièr>ement r>efondue", il 
s'agit en fait d'un nouveau traité qui ne se réduit pas à la juxta
position des paragraphes de 1882 et 1887. 
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Le plan en est entièrement remanié, et quoique conservant la 
division en calcul différentiel et intégral, Jordan modernise le 
plan de son traité. 

Il supprime tout d'abord l'introduction de 1882; les dévelop
pements sur la méthodé infinitésimale et les infiniment petits, 
considérablement réduits, sont incorporés au premier chapitre, Li
mites, de la partie VaPiables Péelles du tome intitulé Caleul Diffé
Pentiel. 

Il met ainsi au premier plan la notion de limite, poursuivant 
les développements de la Note de 1887. 

Il introduit ensuite un deuxième chapitre, entièrement nouveau 
consacré aux Ensembles, dans lequel il reprend les notions exposées 
par Cantor et donne sa propre théorie de l'étendue d'un ensemble. 

Dans le troisième chapitre, Fonetions boPnées - fonetions inté
g1'ables, Jordan aborde les notions d'intégrales et de fonctions 
intégrables introduites dans la Note de 1887. 

Il consacre un chapitrell entier, le quatrième, aux propriétés 
des fonctions continues, pui<S un autre aux fonctions à variation 
bornée. 

Il termine la partie sur les variables réelles sans grand chan
gement par rapport au tome de 1882, menant cependant parallèlement 
l'étude des dérivées et des intégrales d'une fonction. 

5.3. Les énoncés sur les limites 

Nous avons dans le chapitre précédent étudié les paragraphes 
sur les nombres irrationnels dont nous avons souligné la qualité et 
les différences par rapport à 1887 (cf 4.3.1). 

Comme dans la Note, Jordan énonce ensuite le critère de Cauchy 
et le théorème sur la convergence d'une suite croissante majorée, 
les propositions sur les limites, d'une somme, d'un produit, d'un 
quotient qu'il généralise ensuite à la limite d'une expression ra
tionnelle. 

Jordan aborde alors les paragraphes sur les infiniment petits; 
de l'introduction initiale de· 1882 il ne reste rien que les propo
sitions très précises sur l'ordre et la valeur principale d'un infi
niment petit. Il n'y a plus trace des développements sur le problème 
des tangentes et des quadratures. 

Après avoir caractérisé le calcul infinitésimal par l' intro
duction d'une opération consistant à remplacer une quantité variable 
par sa limite, il reprend deux paragraphes entiers de 1882 sur l'ob
jet du calcul différentiel, à savoir: 
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"La détePmination des valeu'Y's pPincipales des infiniment petits 
et leur' développement en séPie suivant les puissances de l 'infi
niment petit p'Y'incipal, qui en est la conséquence, fomePont en 
gPande paPtie l'objet de la pPemièPe paPtie de Coups". 

5.4. Les énoncés sur les ensembles 

L'introduction de la théorie des ensembles que Jordan développe 
dans ces paragraphes est, pour une part, à l'origine de la transfor
mation radicale du traité. 

Jordan n'introduit pas seulement des notions nouvelles par 
rapport à 1882; il bâtit une théorie des ensembles en réunissant ici 
toutes les propriétés dont il aura à se servir dans les différents 
chapitres sur les fonctions. 

C'est notamment à ces pages sur les ensembles, puis sur les 
fonctions de variable réelle, que s'appliquent ces phrases de 
Lebesgue tirées de la notice sur C. Jordan ((41], XXII) : 

"Avant lui il y avait des PemaPques ingénieuses, des PésuZtats 
isolés, des conceptions pPofondes, mais souvent aussi obscu'Y'es que 
p'Y'of ondes; apPès lui il y a eu une science clai'Y'e et or>donnée. 
( ( ••• )) Il a su ti'Y'e'Y' des tPavaux antéPieu'Y'B des notions qu'il a 
Pendues simpZes, p'Y'écises, immédiatement utiles". 

Les travaux antérietirs dont il est question ici, sont bien 
évidemment ceux de Cantor et, entre autres, l'article des Mathe
matische Annal en de 1872 ( [ 4], 123), Su'Y' l'extension d'un théoPème 
de la théoPie des séPies tPigonométPiques paru en français en 1883 
dans le deuxième tome des Acta Mathematica (Acta math., 2, 336-348), 
ainsi que plusieurs autres articles sur les ensembles de points à 
l'occasion desquels Cantor définit un certain nombre de notions 
fondamentales (cf 1.4). 

5.4.1. Premières définitions 

Jordan commence par donner la définition d'un point "système de 
vaZeu'Y'B simuZtanées a,b, ••• donnés à des Va'Y'iables x,y, ••• ", puis de 
l'écart de deux points : 

"Nous appeUePons éca'Y't de deux points 
p'=(a',b', ••• ), l'exp-y,ession: pp'= la'-al + lb'-bl 

p=(a,b, ••• ) 
+•••Il' 

et 

et enfin de la limite p d'une suite de points Pn à l'aide de 
l'écart. 

Il nomme ensemble "toute coUection de points, en nomb-y,e fini 
ou infini" puis donne les définitions premières de topologie. 
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Il commence par la définition du point d'accumulation qu'il 
appelle, comme Cantor, point limite d'un ensemble -"tout point qui 
est la limite d'une sui te de points de l'ensemble" - puis considère 
"le système de ees points limites ((qui)) foment un nouvel en
semble", le dér>ivé. 

Il donne, ce qui est rare dans ce traité, 
contre-exemples à propos des points limites et de 
semble et définit un point isolé. 

des exemples et 
dérivé d'un en-

Après avoir appelé ensemble par>fait, "tout ensemble qui eon
tient son dér>ivé", il démontre qu'un ensemble dérivé est néces
sairement parfait (un ensemble parfait est en fait, dans la dénomi
nation actuelle, un ensemble fermé). 

Jordan donne alors une définition personnelle des points inté
rieurs, en appelant point intér>ieur> à E un point qui appartient à E 
sans appartenir au dérivé du complémentaire de E. Il définit de 
façon analogue un point extériêur à E. 

Il donne pour les points tntérieurs la caractérisation 

"Pour> ehaeun d' eu:x: p on pou'Y"Y'a assigner> une quantité € teUe, 
que tout point dont l'éear>t à p est .et n'appar>tient pas au eomplé
mentair>e, done appar>tient à l'ensemble". 

Cela revient à ce que toute boule ouverte de centre p soit 
incluse dans l'ensemble; donc l'ensemble des points intérieurs est 
un ouvert. 

Mais ces mots, ouver>ts et voisinage~ne slront jamais employés 
par Jordan dans les paragraphes de topologie. En fait raisonnant sur 
If', donc sur un espace métrique, il travaille avec la caractérisation 
des boules ouvertes prises comme système de voisinages, sans intro
duire de vocabulaire supplémentaire dont il peut se passer pour les 
espaces qu'il envisage. 

Enfin Jordan définit les points fr>ontièr>es : "eeu:x; qui appar>
tiennent à la fois à l'ensemble ou à son eomplémentair>e et au dér>ivé 
de Z 'autr>e". 

Il démontre qu'il existe toujours des points frontières alors 
que l'existence des points intérieurs ou extérieurs n'est pas néces
saire. 

Mis à part dans [20] où Peano démontre effectivement leur exis
tence dans le cas de sous-ensembles de la droite ou du plan, nous 
n'avons trouvé aucun théorème spécifique, chez nos auteurs, à propos 
de l'existence des points frontières. 
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• Existence des points frontières 

Jordan, en fait, établit une sorte de généralisation à Rn de 
l'existence de la borne supérieure pour les ensembles de réels. 

Il démontre l'existence des points frontières, en construisant 
une suite de points : 

(a+(rJ.-a)m/2n, b+(@-b)m/2n, ••• ) 
où, m prend successivement les valeurs 0,1, ••• ,2n et (a,b, ••• )=p et 
(o( ,(!,, ••• )=lT', p étant un point de l'ensemble et un point du complé
mentaire. 

Il considère alors Pn le dernier des points de la suite à ap
partenir à l'ensemble et''Trn le suivant : 

Pn = (a+tn(o<-a), b+tn(/3-b), ••• ) 
n = (a+un(ol.-a), b+un(~-b), ••• ), 

où tn et Un, lorsque n tend vers l'infini, sont, 
soit deux suites adjacentes qui convergent vers une limite 

commune &-, le point 
p = (a-+8 (ol. -a) , b+9 ~ -a) , ••• ) , 

étant alors un point frontière, 
- soit deux suites dont l'une est stationnaire, l'autre conver

geant alors vers la valeur B!tteinte par la première, cette valeur 
définissant à son tour un point frontière. 

Jordan établit enfin que la frontière est un ensemble parfait. 

Remarquant que l'existence des points intérieurs ou extérieurs 
n'est pas nécessaire, il caractérise par un nom spécifique les en
sembles parfaits d'intérieur non vide qu'il appelle les domaines 
dont il souligne. l'intérêt particulier •. (Remarquons qu'avec cette 
définition, la réunion d'un ensemble parfait totalement discontinu 
et d'un intervalle est un domaine.) 

Se servant de l'existence des points frontières dans R cette 
fois, il donne la caractérisation de la borne supérieure d'un en
semble d'une seule dimension borné. 

Il démontre ensuite le théorème de Bolzano-Weierstrass qu'il 
énonce pour un ensemble quelconque mais qu'il démontre .Pour un en
semble à 2 dimensions : 

"Tout ensemble bor>né qu-l eontient une infinité de points admet 
au moins un point 1, imite". 

On retrouve dans la conclusion de la démonstration de Jordan un 
"évidemment" qui, malgré son évidence, gagnerait à être explicité. 

Jordan construit une suite d'ensembles emboités En qui con
tiennent une infinité de points et dont l'écart ente deux points ne 
peut dépasser 2 (M-m) /n 2 , M et m étant les bornes de chacune des 
coordonnées des points de l'ensemble initial. 
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Prenant un point Pn dans chaque ensemble En, Jordan conclut que 
ces points tendront évidemment vers un point limiteÎ\, sans signaler 
d'aucune façon que cette suite est une suite de Cauchy donc conver
gente. 

5.4.3. Connexité 

Jordan enfin, définissant l'écart de deux ensembles, traite de 
la connexité, quoique le mot lui-même ne soit pas présent dans 1893. 

C'est la première fois que la notion de connexité est abordée 
dans un traité et fait l'objet d'une étude spécifique, même si cer
tains, dont Weierstrass, l'avaient introduite à l'occasion de 
l'étude des séries entières~zn avec z complexe ([18], 65). 

Il se peut que la "génér>aZité" des espaces que Jordan envisage 
dans cette édition du traité en soit une raison. 

Considérant, dans les théorèmes sur les ensembles, des sous
ensembles de Rn et, dans les théorèmes sur les fonctions continues, 
des fonctions de E dans F, où E et F sont deux ensembles quelconques 
(de Rn bien évidemment), Jordan •a en effet besoin de résultats sur 
la connexité. 

Il n'en est pas de même lorsqu'on travaille uniquement sur des 
sous-ensembles de R ou des fonctions numériques d'une variable 
réelle, les seuls connexes de R étant les intervalles comme dans la 
Note de 1887 ou le traité de Dini, par exemple, où il n'y a ni défi
nitions, ni résultats à propos de la connexité~ 

S'il est vrai que le nombre des résultats donnés par Jordan 
reste faible par rapport à ceux que peuvent comporter des cours 
actuels, il faut cependant souligner la démarche de Jordan qui l'a
mène à dégager les notions et les résultats introduits incidemment 
pour entreprendre leur étude systématique et l'exposer de la façon 
la plus complète et la plus précise qui soit. 

Jordan commence par définir deux ensembZ,es sépar>és 

"Soient E et E' deu."C ensembZes famés -par> des points de même 
natur>e.Les écar>ts des diver>s points p de E aux diver>s points p' de 
E' f or>ment un ensemble de nombr>es non négatifs. n est donc borné 
infér>ieur>ement, et admet un minimum A, positif ou nui, que nous 
appeUer>ons 7,,' écar>t der; ensembZ,es E, E'. Si cet écar>t est) 0, nous 
dir>ons que Zes ensembZ,es E, E' sont sépar>és". 

Se servant de cette notion, il appelle ensembZ,e d'un sriuZ, te
nant, un ensemble parfait borné qui ne peut être décomposé en plu
sieurs ensembles parfaits séparés. 
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Un ensemble parfait étant en fait pour Jordan un ensemble fermé 
dans la dénomination actuelle, la définition que donne Jordan d'un 
ensemble d'un seul tenant est équivalente à la définition moderne 
d'un ensemble connexe. 

Il démontre alors que la propriété caractéristique de ces en
sembles est, en langage moderne, d'être bien enchaîné 

"Entr-e deuz quelaonques de ses points p, p' on peut toujour-s, 
quelque soit é, inter-aaler- une ahaine de points inter>médiair-es ap
par-tenant à l'ensemble, telle que l'éaar-t de deuz points aonséautifs 
soit <E". 

Pour prouver que la condition est nécessaire, Jordan construit 
une partition de l'ensemble en deux sous-ensembles séparés parfaits, 
ceux qui sont reliés à un point p donné par une chatne de points 
dont l'écart est <é, et les autres, ce qui contredit l'hypothèse de 
connexité. 

Pour la réciproque, il montre que si l'ensemble n'es~ pas con
nexe et est décomposable en deux ensembles parfaits séparé~ alors il 
ne peut exister de chatne de points dont l'écart est <t qui relie 
deux points appartenant à chacun des deux ensembles pa,rfaits sé
parés. 

Remarquons, ce que ne fait pas Jordan, que cette proposition 
devient fausse si l'on considère seulement des ensembles parfaits, 
comme le montre le contre-exemple Q qui est un ensemble bien en
chaîné mais non connexe. 

Jordan énonce ensui te comme conséquence que la réunion d'en
sembles d'un seul tenant, non disjoints deux à deux, est elle- même 
d'un seul tenant, et démontre qu'un ensemble d'un seul tenant qui ne 
se réduit pas à un point, se confond avec son dérivé. 

Il termine ce passage sur la connexité en remarquant que tout 
connexe de/lest un intervalle. Il écrit et démontre: 

"Un ensemble E, d'un seul tenant et. d'une seule dimension, qui 
eontient deux nombr-es donnés a et b, eontient tout nombr-e inte.,._ 
médiair-e entr-e a et b". 

Il conclut : 

"Si l'ensemble par-fait E est borné, il admettr-a un maximum M et 
un m1,n1,mum m; étant par-fait, iZ les atteindr-a. Il est done for-rœ par
le système de tous les nombT'es r-éels qui sont (M et )M' ". 
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5.4.4. Ensembles mesurables - étendue des ensembles 

Dans ces paragraphes, tirés également de [34], Jordan s'attache 
à examiner "ee double postuZatum" admis jusque-là sur lequel re
posent toutes les démonstrations sur l'intégration: 

"Chaque ehamp E a une étendue déter>minée, et si on Ze déeompose 
en plusieur>s par>ties E1, E2, ••• la sorrme des étendues de ees par>ties 
est égale à l'étendue totale de E". 

Jordan ajoute : 

''Ces pr>opositions sont loin d'êtr>e évidentes si on laisse à la 
eoneeption du ehamp toute sa génér>alité. Nous nous pr>oposons de 
montr>er> dans les pages suivantes qu'à un ehamp E queleonque eor>r>es
pondent deux nombr>es détemzinés E' et E" qu'on peut appeler> son 
étendue intér>ieur>e et son étendue extér>ieu-y,e. Si ees deux nombr>es 
eof-neident, nous dir>ons que E est mesur>able et a pour> étendue le 
nombr>e E"=E ' ". 

Mais Jo"Y'dan n'est pas le pr>emier> à avoir> eher>ché "à attacher> 
aux ensembles des nombr>es qui ((soient)) les analogues des Zon
gueur>s, air>es, volumes attaehés aux segments, aux domaines plans ou 
aux domaines de Z 'espaee". C'est à Cantor que l'on doit la première 
définition de ces nombres; Jordan "a simplifié et eompZété Za défi
nition donnée par> Cantor>" (Lebesgue, [ 38] , 3 7) • 

C'est dans une lette adressée à Mittag Leffler et publiée dans 
le numéro quatre des Aeta Mathematiea (1884) Sur la puissanee des 
ensembles par>faits de points que Cantor définit: 

"Une notion de volume ou de gr>andeuri, qui se r>appor>te à tout 
enseT/lble P, situé dans un espaee plan en à n dimensions, que eet 
ensemble P soit eontinu ou non". 

Nous renvoyons à ce 'propos aux pages 388-390 de Aeta Mxthe
matiea, et 110-111 de P. Duga~ [18], signalant seulement les limites 
de la définition de Cantor, la mesure d'un ensemble étant égale à 
celle de son adhérence, ce qui contredit le deuxième postulatum 
auquel Jordan fait référence. 

D'autre part en 1887, dans ses Applieations géométr>iques du 
Cafoul infinitésimal, Peano définit, au chapitre 5 :gr,andeuros géo
métr>iques, la longueur, l'aire, le volume interne et externe d'un 
sous-ensemble borné de R, R2 et R3 ([46], 152; [46], 110). 

Cette définition qui précède celle de Jordan est relevée par J. 
Tannery dans le compte-rendu qu'il fit du livre de Peano 
([57], 237) : 

"Le ehapitr,e 5 por>te ce titr>e : Cr>andeur,s géométr>iques. C'est 
peut-êtr>e le plus imporotant et le plus inté-,.essant, eeZui du moins, 
par> lequel Ze livr,e de M. Peano se distingue davantage des tr>aités 
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classiques: les définitions qui se PappoPtent aux champs de points, 
aux points extéPieuPs, intéPieuPs ou Limites paP PappoPt à un champ, 
aux fonctions distPibutives (coexistantes d'apPès Cauchy), à ta 
Longueur' (à l'aiPe ou au volume) externe, inteme ou pPopPe d'un 
champ sont pPésentées sous une foPTne abstPaite, tPès pPécise et tPès 
claiPe". 

Par contre Tannery ne mentionne pas précisément les paragraphes 
de Jordan sur la mesure des ensembles.S'il loue la démarche de 
Jordan dans l'exposé des principes, s'il souligne l'intérêt de 
prendre, 

"comme point de dépaPt ta notion d'ensemble, dans toute sa 
généPalité; (( ••• )) notion ((qui)) lui pePrnet d'exposer' d'une façon 
extPèmement nette te concept d'intégPale simple ou multiple et 
toutes tes pPopPiétés essentielles qui se PappoPtent à ce concept", 

il semble insister beaucoup plus sur les qualités avec les
quelles Jordan "Pend justice à i 'oeuVPe de M. Cantor'", que sur l 'ap
port spécifique de Jordan dans l'élaboration d'une théorie de la 
mesure. 

Cette théorie, voisine de celle de Peano semble d'après 
Lebesgue, permettre de franchir le pas le plus grand avant la thé
orie de la mesure de Borel, le concept de mesure extérieure et inté
rieure étant formulé de façon plus efficace. 

En effet 
sous- ensemble 

Jordan définit 
E de R2 comme 

lim )>.(S) 
A..+Of 

l'aire intérieue 

et tim JJ.(SUS') 
ll.➔ 0/ 

et extérieure d'un 

où _)AJS) et IJ..(S ') sont les aires des 
de côtés .,,.f parallèles à des axes 
points sont intérieurs à E pour Set 
E pour SUS'. 

ensembles Set SUS' des carrés 
rectangulaires dont tous les 

contiennent tous les points de 

Peano, lui, considérait la mesure intérieure (resp. extérieure) 
d'un ensemble P comme 

pour toute famille finie d'aires polygonales quelconques I j, l~jtn, 
contenues dans P (resp. contenant P). 

Un ensemble est mesurable siJ>-rft· 
Ainsi, ces deux théories de la mesure remédient aux faiblesses 

essentielles de celle de Cantor en introduisant à côté de la mesure 
de Cantor, une mesure intérieure de l'ensemble. 
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5.4.5. Des manques dans l'exposé de la théorie des ensembles 

Jordan ne reprend pas dans son cours toutes les notions dé
finies par Cantor dans la série des mémoires Sur> les ensembles in
finis et linéair>es de points. 

Ainsi, il ne définit à aucun moment les ensembles partout 
denses, nulle part denses, et denses en eux-mêmes; il n'a borde à 
aucun moment cette théorie que Dini avait développée sur R et Cantor 
sur JiYl. 

De même, nous avons déjà signalé que Jordan ne définit pas 
spécifiquement les voisinages, ce que fait pourtant Cantor dès l'ar
ticle de 1872 ([4]) : 

"J'appelle voisinage d'un point ((dans R)), tout inter>valle qui 
aontient le point dans son intér>ieur>". 

Il en est de même pour les ensembles ouverts ou fermés, termes 
que Jordan n'emploie à aucun moment. Pourtant, Cantor utilisait 
l'expression "abgesahtossene Menge" que Mi ttag Leff 1er proposa de 
traduire par "ensemble fe-y,mé" ( [17], 159). · 

Quant à la considération de la nature des intervalles sur les
quels il travaille, nous avons constaté qu'il n'en était pas ques
tion. Jordan ne donne jamais cette précision essentielle sans la
quelle les théorèmes énoncés peuvent devenir manifestement faux. 

Cantor, pourtant, dans le deuxième tome des Aata Mathematiaa 
(Acta Math., 2 (1883), 349-380), spécifie qu'il considère "un inteP.
val te donné aontinu dont tes points ext-y,êmes sont aonsidéPés aomme 
appa'Y'tenant à 7, 'interovaUe même". 

En fait, au delà de ces quelques manques, il nous faut réaf
firmer la nouveauté et l'importance de ces quelques paragraphes 
présentant les résultats de la théorie de Cantor. 

Ainsi que l'écrivait Lebesgue dans sa notice sur ses travaux 
scientifiques ([39], 16) : 

"En osant inao-y,po'Y'e'Y' ae-y,taines -paroties de la théo'Y'ie des en
sembtes dans son eou-y,s de l'Ecole Polyteahnique, Jo-y,dan Péhabilitait 
en quelque so-y,te aette théoroie; il affiromait qu'elle est une broanahe 
utite des mathématiques. Il faisait plus que l'affirme-y,, il, te proou
vait par' ses -y,eehe-y,ehes suro la mesu-y,e des ai'Y'es et des ensembles, 
su-y, l 'intégroation qui, eorrone ses études sur' la roeetifiaation des 
eou'Y'bes, su-y, tes sé-y,ies t-y,igonomét'Y'iques, sur' l 'analysis si tus, ont 
si bien p'Y'épa'Y'é eerotains tPavaux, tes miens en pa-y,tiaulie'Y'". 
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5.5. Fonctions 

Les paragraphes sur les fonctions ont ceci de remarquable que 
les propriétés sont énoncées et démontrées pour des fonctions de E, 
sous-ensemble de Rn, dans R. 

Les définitions œmes de fonction, puis de fonction bornée, 
intégrable, continue sont données uniquement dans ce cas et non pour 
une fonction numérique d'une variable réelle. 

Jordan est le premier à avoir formulé et démontré avec cette 
généralité les propriétés de ces fonctions, et c'est là un progrès 
significatif; cependant, comme nous allons le voir, il est regret
table qu'il n'ait pas explicité, plus précisément, les cas d'une 
fonction numérique d'une ou deux variables. 

5.5.1. Fonctions bornées - fonctions intégrables 

Reprenant en partie son mémoire de 1892 ( [ 34]) sur les inté
grales définies, Jordan modifie quelque peu les paragraphes corres
pondants de la Note de 1887, ne mettant pas l'accent sur les mêmes 
choses dans les deux tomes . 

S'il insistait dans la Note sur la nature des fonctions dont il 
définissait l'intégrale, il n'en est plus de même dans le tome de 
1893. 

Jordan s'en explique d'ailleurs dans [34], page 69 : 

"L 'intégale définie ( simple ou multiple) d. rme f onation f dans 
un ahamp E s'obtient, aomme on sait (lorsque le ahamp et les vea
teu-rs de la fonation sont bornés), de la manière suivante: 

On déaompose le ahamp en éléments infiniment petits da:ns tous 
les sens; on multiplie l'étendue d de :ehaaun de aes éléments par Za 
valeur de f en un point ahoisi à . vol/ânté dans Z 'éZément; et Z 'on 
ahe-rehe la limite de la somme fd ainsi/formée. 

On sait en effed; que aette .Umite a une vaZeu-r bien déterminée 
lorsque la f onation f etit. ~ontin,ue.. Cette propriété subsiste même 
pour une eZasse de fonatir:m'B ptus• générale, définies d'une rrnniè-re 
p-réeise par> un théorème bien ~pnnu de Riemann. Enfin M. Da-rbou:x: a 
fait voir que, quelle que soit la fonation bornée f, Zes deu:x: sommes 

bt.aa-, ,!in.der 
où M et m -représentent Ze · rnazimum et le minimum de f da:ns l 'éZément 
d , ont toujours une limite parfaitement déterminée. 

Ces -résultats sont nets et éeZai-reissent eompZètement le -rôZe 
que joue la fonation da:ns Z'intég-rale. 
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L'influence de la natupe du champ ne '{XZPatt rxzs avoiP été étu
diée avec le même soin". 

Ainsi, les exemples et contre-exemples de fonctions limitées, 
de fonctions atteignant leur maximum, de fonctions intégrables ayant 
dans tout intervalle une infinité de points de discontinuité ne se 
retrouvent pas dans ce tome de 1893. 

Il en est de même des propositions concernant les points de 
continuité d'une fonction intégrable et l'intégrabilité d'une fonc
tion non décroissante que nous avons données dans le chapitre pré
cédent. 

Par contre Jordan développe dans un nouveau paragraphe plu
sieurs remarques sur la définition des intégrales par excès et par 
défaut dans des champs E particuliers qui prolongent la définition 
générale de ces intégrales sur un champ E mesurable. 

Nous ne nous étendrons pas plus que lors de l'étude de la Note 
de 1887 sur les développements spécifiques à l'intégration qui nous 
feraient déborder trop largement du cadre que nous nous sommes fixé; 
cela, même s'ils contribuent de façon non négligeable à la qualité 
et à la modernité de cette édition du traité. 

Dans les paragraphes aur les fonctions bornées, Jordan ayant 
donné la définition d'une fonction, puis d'une fonction bornée, 
passe directement aux énoncés sur la somme, la différence, le pro
duit, etc, de deux fonctions bornées. 

Ayant démontré au préalable, dans le chapitre sur les en
sembles, qu'un ensemble infini borné admet les bornes supérieure et 
inférieure, Jordan n'a pas besoin du lemme de 1887 sur l'existence 
de la borne supérieure d'une fonction limitée pour démontrer le 
théorème de Darboux. 

Il lui suffit de montrer que l'ensemble des valeurs des di
verses sommes S et s pour toutes les décompositions possibles est 
borné, ce qui est immédiat. 

Enfin, ayant présenté les remarques sur la nature du champ, il 
définit l'oscillation d'une fonction et traite alors des fonctions 
intégrables. A nouveau l'acéent•est mis, plus sur l'intégrale, que 
sur la fonction intégrable; les seules propositions, qui restent 
dans ce tome sur les fonctions intégrables, sont les propositions 
élémentaires (somme, produit, etc.). 

Jordan développe ensuite les propriétés des intégrales sur un 
intervalle de R, puis l'existence et le calcul des intégrales mul
tiples. 



-125-

5.5.2 Fonctions continues 

Comme dans les paragraphes précédents, les énoncés sont donnés 
dans le cas général de f_onctions de If', dans R. 

La définition de la continuité elle-même est donnée uniquement 
dans ce cas, et non pour une fonction numérique d'une variable ré
elle. 

On ne trouve également aucun exemple ou contre-exemple à propos 
de la continuité d'une fonction de deux variables par exemple, mon
trant qu'il peut y avoir continuité par rapport à chacune des va
riables sans que la fonction elle-même soit continue par rapport à 
l'ensemble des deux variables. 

C'est à notre avis une faiblesse, car ce problème délicat a 
joué un rôle important dans la compréhension de la continuité et le 
développement de notions topologiques, comme le montre la corres
pondance Darboux-Houël. En effet, Darboux dans la lettre du 26 avril 
1872, explique : 

"Il ne r>evient pas au même pour> les fonctions de deuz var>iables 
de dir>e une fonetion est eontinue quand on peut tr>ouver> autour> du 
point xoYo une eour>be telle que pour> tout point x1y1 à l'intér>ieur>, 
f(x 1,y 1 J-f(x 0,ygJ<~, ou de dir>e : Si par> le point x0y0 on fait 
passer> une eour> e queleonque, sur> ehaque eour>be < 

lim f(x 1 ,y1J - lim f(xo,YoJ< b 
quand X1Y1 se r>appr>oehe de x0y0

11
• 

Darboux explicite cette différence et l'illustre avec deux 
dessins dans la suite de la lettre que nous donnons en annexe. 

Il nous faut souligner le mérite de Darboux; si Jordan n'en 
parle pas dans son traité, personne en France n'y prête attention 
jusqu'à ce que Baire le redécouvre en 1896, et en fasse le point de 
départ de ses recherches. 

Jordan prouve ensuite les propriétés classiques des fonctions 
continues que nous avons déjà vues dans la Note de 1887. 

Seulement les énoncés en sont profondémént différents 

- Après avoir défini la continuité uniforme, il prouve que si 
une fonction f( x, y, ••• ) est continue dans un ensemble E, E borné 
parfait, elle est uniformément continue. 

- Correspondant au théorème, une fonction continue sur un in
tervalle fermé borné est bornée et atteint son maximum et son mini
mum, Jordan énonce : 
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"Soient f,f1, • • • des fonctions de x, y,... continues dans un 
ensemble E; et soit F l'ensemble des points (f,f 1, ••• ) qui cor1r1es
pondent aux diver1s points de E. 

Si E est bor1né et par1fait, F le ser1a également". 

Correspondant au théorème sur les valeurs intermédiaires, 
avec les mêmes hypothèses que précédemment 

"si E est d'un seul tenant, F le ser1a également". 

- dans les corollaires de ces deux derniers théorèmes, Jordan 
considère le cas où il n'a qu'une seule fonction f de x,y, ••• con
tinue dans E et énonce : 

"Si E est bor1né et -par1fait, F admettr1a un max-z,mum et un mini
mwn et les atteindr1a" • 

• "Si E est d'un seul tenant, F contiendr1a toute la suite des 
nombr1es compr1is entr1e son maximwn et son minimum", ce qui est équi
valent à l'énoncé du théorème des valeurs intermédiaires • 

• Continuité uniforme 

La démonstration que donne Jordan de la continuité uniforme 
d'une fonction continue sur un parfait borné est différente de celle 
de la Note de 1887. 

Jordan utilise ici le raisonnement par l'absurde pour montrer 
que le minimum ~ des nombres /:;. correspondants aux divers points de 
l'ensemble est pdsitif, les nombres ô étant tels que, 

E étant donné pour chaque point (x,y, ..• ), il existe b)O tel 
que 

lhlc::'ô, 
1 f ( Xf-h, y+k, ••• J - f( x, y, ••• ) I< é , 

dès que lkl<5; ... , et, alors ô= maxo. 

Construisant une suite de points de l'ensemble qui convergent 
vers un point Tr qui appartient à l'ensemble, car celui-ci est borné 
parfait, et auxquels correspondent des valeurs de /). moindre que 
é,.,./.12n,... il montre qu'il y a contradiction avec la continuité de 
la fonction en ce pointlT. 

• L'image continue d'un borné parfait 

La démonstration du théorème sur l'image F, d'un ensemble P, 

borné parfait s'inspire par contre des mêmes principes que celle de 
1887 sur le maximum d'une fonction continue sur un intervalle fermé. 
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Pour montrer que F est borné, il raisonne en effet par l' ab
surde: il construit une suite infinie de points de E pour lesquels 
la valeur de f est plus grande que toute quantité donnée. Cette 
suite infinie et bornée admet un point d'accumulation qui appartient 
à E, car E est parfait, et pour lequel la continuité de la fonction 
est contredite. 

Rappelons que dans la démonstration de 1887, Jordan cons
truisait une suite d'intervalles emboîtés dans lesquels la fonction 
était illimitée et, considérant les bornes des intervalles, cons
truisait deux suites adjacentes; le recours à la suite infinie de 
points qui admet un point d'accumulation simplifie beaucoup la dé
monstration, mais il ne pouvait pas en être question dans la Note de 
1887 qui ignorait la théorie des ensembles. 

Pour montrer que F est parfait, Jordan prouve de façon clas
sique que tout point q' du dérivé F' de Fest l'image de la limite 
d'une suite de points de E, donc appartient à F • 

• L'image continue d'un ensemble d'un seul tenant 

Jordan démontre que l'image est d'un seul tenant en montrant 
que deux quelconques de ses points Q et q peuvent être reliés par un 
chaîne de points où l'écart de deux points consécutifs est moindre 
qu'un nombre é,.choisi arbitrairement. 

Grâce à la continuité uniforme de la fonction sur E, car la 
définition "d'un seul tenant" n'est donnée que pour les ensembles 
parfaits et bornés, l'image d'une telle chaîne de points, qui joint 
les deux points de E correspondants à Q et q, est la chatne voulue. 

Jordan est donc le premier à avoir formulé et démontré avec 
cette généralité ces propriétés, ce qui est un progrès significatif. 

En effet, aucun énoncé sur les fonctions de Jt', dans lf'I n'était 
alors formulé et plus encore démontré correctement; c'est une des 
difficultés auxquelles s'étaient heurtés les mathématiciens qui 
essayèrent de montrer le non homéomorphisme de Rn sur Rm dans les 
premiers articles de topologie, comme l'analysèrent Cantor et 
Jürgens eux-mêmes ([24]),(cf 2.2). 

On peut cependant regretter que Jordan n'explicite pas plus 
précisément les cas d'une fonction numérique d'une ou deux va
riables. L'importance de ces cas particuliers aurait dû conduire 
Jordan à ne pas les négliger au nom d'une plus grande généralité. 

Jordan démontre enfin, après l'avoir défini, une propriété sur 
l'inverse d'un système (u,v, ••• ) de fonctions continues : 

"Si l'ensemble E est borrné et par>fait, et les fonctions u, v, ••• 
continues dans E, x,y,... ser>ont roécipr>oquement des fonctions de 
u,v, ••• continues dans F "· 
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Il la démontre par l'absurde en prenant comme critère de con
tinuité que l'image d'une suite de points convergente est une suite 
de points qui converge vers l'image de la limite de la première 
suite. 

Il finit le paragraphe sur les fonctions continues en montrant 
qu'une fonction continue dans un domaine E borné et parfait est 
intégrable. 

5.5.3. Fonctions à variation bornée 

Jordan rebaptise ainsi les fonctions à variation limitée de 
1887 et à oscillation limitée de la Note de 1881 à l'Académie. 

C'est cette dénomination qui sera adoptée définitivement et que 
l'on retrouve dans la communication de La Vallée Poussin au congrès 
de Strasbourg en 1920 ([37]). 

Mis à part ce changement mineur, les paragraphes de 1893 sont 
la réplique fidèle de ceux de 1887. Nous n'y reviendrons donc pas. 

5.6. Dérivées et différentielles 

5.6.1 Dérivée d'une fonction d'une seule variable 

C'est à l'occasion de la dérivabilité et de l'intégration que 
Jordan aborde enfin le cas des fonctions d'une seule variable 
réelle; ceci s'explique par la spécificité, là plus que pour la 
continuité, des résultats dans le cas d'une variable réelle. 

Jordan commence par définir la dérivée d'une fonction en un 
point de façon particulièrement scupuleuse : 

"Soit f(x) une fonction d'une VaPiable x, définie dans l'inté
Pieu-y, d'un domaine D. 

Soit Xo un point fixe intéPieu'Y' à D; r son éca'Y't de la f-y,on
tiè'Y'e de D; tout point x0+h où lhl<~se-y,a enco-y,e intéPieu-y, à D. 

Si l'expPession 
f( xo+/JJ - f( xo) 

h 
tend Ve'Y's une 
s'appeUePa la 
f' rx0 J. 

limite fixe fo-y,sque h tend Ve'Y's zéPo, cette limite 
déPivée de f ( x) au point x0 et se -y,epPésentem par' 
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Si pour> tous tes points intér>ieur>s à D, f( x) admet une dé-,.ivée, 
i 'ensembte de ees valeur>s eonstitueru une nouveUe fonetion, éga
iement définie à l'inté-,.ieur> de D, qu'on nomme la dé-,.ivée de f{x) et 
qu'on r>epr>ésentepa, avee Lagr>ange, par' f' ( x), ou, avee Cauehy, par' 
Df( x) "· 

La différence d'avec la définition de 1882 est une illustration 
significative, même si elle n'est pas essentielle, des changements 
que Jordan a apportés dans cette deuxième édition. 

Nous les retrouverons d'ailleurs dans la suite de son exposé 
sur les dérivées d'une somme, d'un produit, d'une fonction de fonc
tion et d'une fonction inverse. 

Jordan modifie en effet cette dernière démonstration. Il uti
lisait dans le tome de 1882 une équation formelle, dont le principe 
était critiqué par Peano, pour trouver que 

"si y=f(x) et :c=r(y), ator's f'(x) = 1/V,{f(x)) "· 

Calculant la dérivée de fryi= 'f(f(x)), il trouvait 'f1 (y).f'(x) 
d'une part et 1 d'autre part carr (y)=x. 

Donc 1 = r1 (y).f'(x), d'où la conclusion. 

Dans le tome de 1893, 
écrit : 

Â y/Ax = 1/ (/J.x/A y) 

supposant connue la dérivée de f/, il 

avec Um(/J.x/Ay) = f 1 (y) • 

Passant simplement à la limite, il obtient 

f' (x) = 1/f'(y). 

Par contre, toutes les précisions que Jordan avait pu donner 
dans la Note de 1887, sur le lien entre la continuité et la dériva
bilité d'une fonction, ont disparu. 

Si Jordan démontre que toute fonction qui a une dérivée est 
continue, il n'ajoute rien et passe à la définition de la diffé-
rentielle. 

Il ne relève pas que toute fonction continue n'est pas néces
sairement dérivable et ne donne plus l'exemple de la fonction de 
Weierstrass qu'il ne mentionne que dans le chapitre sur les séries 
de fonctions, comme "exempte de séPie eontinue sans déPivée". 

Enfin Jordan démontre le théorème des accroissements finis de 
la même façon qu'en 1887. 

Il prend cependant la peine de démontrer rigoureusement la 
propriété qu'il avait admise en 1887 : 
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"Si en un point donné x, l,a dér>ivée f' ( xi n'est pas nul, Ze, on 
pourrr>a assigner> une quantité o'teZZe que 7,'expr>ession 

ll f( x) = f( x+/,.x) - f( x) 
ait Ze signe de f' ( x) fl x pour> toutes Zes vaZeur>s de /J. x de 
module ,o ". 

Il montre ensuite le théorème de Rolle, qu'il donne d'ailleurs 
ainsi pour la première fois et donne en corollaire la formule des 
accroissements finis, établie toujours à l'aide des déterminants. 

La nouveauté par rapport à la Note de 1887 est le théorème sur 
le sens de variation d'une fonction, qui ne figurait ni dans le tome 
de 1882 ni dans celui de 1887. 

Jordan continue ce chapitre par l'étude de 11 intégrale définie 
d'une fonction, sa continuité, sa dérivabilité par rapport à un 
paramètre; il mène cette étude de façon tout à fait rigoureuse, en 
mentionnant les conditions de convergence et de continuité uniforme 
lorsqu'elles sont nécessaires. 

5.6.2. Dérivées partielles - différentielles totales 

Rappelons que dans le tome de 1882 l'utilisation systématique 
et erronée d' infiniment petits de deux variables rendaient fausses 
la plupart des démonstrations de ces paragraphes. 

Déjà en 1887 Jordan avait modifié un certain nombre des démons
trations que Peano avait critiquées. 

En 1893, que ce soit ou non à cause des critiques de Peano, 
Jordan ne laisse échapper ni une erreur ni une négligence. 

Peano, ainsi d'ailleurs que Darboux, critiquait les caZcul,s de 
dérivée à l'aide d'équations formelles qui reposent sur le postulat 
que les dérivées existent, et les calculs abusifs de limite des 
infiniment petits de deux variables. 

Jordan, par la démonstration de l'existence des dérivées dont 
il a besoin ou qu'il recherche, par l'utilisation systématique de la 
formule des accroissements finis, devient presque ir>r>épr>ochabl,e et 
donne enfin une version .moderne du calcul différentiel (La réserve 
que nous émettons, infranchissable par Jordan, tient à la nature 
même des différentielles comme formes linéaires). 

Cela se constate dès la définition de la différentielle totale. 

Dans le tome de 1882, Jordan n'utilisait pas la formule des 
accroissements finis et obtenait pour l'expresson du taux d'accrois
sement de la fonction Âf(x,y) : 

!Jf(-x,9) = 'dS{~,3) a :x. + 'vf ('!,:ù E ~x + (E,,-f ê2 )Ll~ 
ox (è)~ 



Il envisageait alors, pour mettre en évidence la partie 
principale, l'expression f!Jx + rt._1+f 2)/Jy, infiniment petit dont il 
estimait l'ordre sans tenir compte de l'ordre respectif des 
accroissements /j:x: et Ay et des infiniment petits [,[ 1,( 2 fonctions à 
la fois de Ll x et de Il y. 

Dans le tome de 1893, l'utilisation de la formule des accrois
sements finis le conduit à l'expression: 

"f' x(:xJr&IJ:x:,y+/J.y) 6. :x: + f' /x,y+~1y)â.y, fJ-et (t.1 étant des quan
tités plus petites que l'unité. 

Il écrit ensuite : 

"Faisons tend-y,ellx etAy Ve'Y's zé-y,o. Ol)x et 91/Jy tendent a fora
tio'Y'i Ve'Y's zéro d.e quelque maniè-y,e que puissent Va'Y'ie'Y' O. et 0-j_. Si 
donc les fonctions f':x: et f'y sont continues au point x,y les multi
pl-icateur>s de L\ x et t:1.y tend'Y'ont -y,espectf,vement ve-y,s f' xf x, y) et 
f' yrx,y) "• 

Puis, pour pouvoir mettre en évidence la différentielle totale, 
partie principale lorsque..Âx eth,y sont suffisament petits, il pour
suit, 

"Soit d' aiUeu'Y's E un ensemble bomé et '[XJ,'Y'fait quel-conque 
inté'Y'ieu-y, à D et dans lequel- f'x et f'y soient continues. Leu-y, con
tinuité se-y,a unifome. On poup-y,a donc, quel-que soit E, assigne-y, une 
constante f" teUe que pou-y, tout point de cet ensemble l-es diffé
'Y'ences ent-y,e ces mul-tipl-icateu-y,s et leu-y,s limites deviennent -c[ dès 
que IAxl, IAyl, deviennent <..o-

On au-y,a donc 
/J. f(x,y) = f' :x;,<x,y)/jx + f' yrx,y)/J.y + Rl:,.x + R]AY, 

R et R1 tendant ver>s zero avec x et y ( et cela un1,,f o-y,mément dans 
tout l ensemble) ". 

Ainsi Jordan corrige la définition de 1882 dont Peano avait 
relevé les faiblesses et définit correctement pour la première fois, 
dans ce tome, la différentielle totale et les différentielles par
tielles. 

Il corrige de la même façon les paragraphes dans lesquels il 
exprime la forme de la dérivée ou de la différentielle d'une fonc
tion composée, qui sont des conséquences du paragraphe dont nous 
venons de donner un extrait, àinsi que ceux sur les fonctions impli
cites. 

Nous avons déjà évoqué à propos de la Note de 1887 les correc
tions que Jordan apporta à ces derniers paragraphes, qu'il résume 
ainsi dans la Note, et reprend en 1893 ([33], 583) : 
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"La démonstroation de la roègle donnée aux n° 24 et 25 (t. 1) 
pouro la déroivation des fonctions implicites u,v, ••• liées aux varoia
tions indépendantes x, y,... paro des équations non roésolues ( ( ••. )) 
roepose suro ce double postulatum : 1 ° qu'il existe des fonctions qui 
satisfassent à ces équations; 2 ° que ces fonctions admettent des 
déroivées". 

5.6.3. Dérivée et différentielles d'ordre supérieur 

Jordan ne définit les dérivées et différentielles d'ordre supé
rieur qu'après avoir traité des lignes continues et rectifiables et 
des fonctions élémentaires, modifiant ainsi 1 'ordre établi dans le 
tome de 1882. 

Tenant compte d'une remarque que nous avons faite dans l'étude 
de ces paragraphes dans le tome de 1882, à propos de la considé
ration systématique de dérivées secondes et de fonctions C , nous 
avons relevé un changement dans la définition de la dérivée seconde 
entre les deux tomes premiers des deux éditions. 

Dans le tome de 1893, en effet, Jordan écrit ([35], 14) : 

"Soit U=f( x) une fonction de x, ayant une déroivée u'; Si cette 
nouvelle fonction admet elle-même une déroivée,on la roeproésentem paro 
u", f"( x) ou JY'u et on l 'appelleroa le déroivée seconde totale de u." 

Quant à la différentielle seconde, Jordan développe sa défi
nition du tome de 1882 dans lequel il écrivait ([31], 32) : 

"Soit y une fonction de x. Sa différ,entielle y' dx seroa elle 
même une fonction de x dont on pouroroa cherochero la différoentielle. 
Cette nouvelle différoentielle dépend de la roelation qu'on voudroa 
établiro entroe la varoiable x et l 'accrooissement dx qu'on lui fait 
subiro. Si l'on admet que cet accrooissement soit constant, quelque 
soit x, la différoentieUé seroa évidemment égale à y"dx.dx = y"cix2 "· 

En 1893 il montre ([35], 114) : 

"Cette nouvelle différoentielle dépend de la roelation qu'on 
voudm établiro entroe la varoiable x et l 'accrooissement dx qu'on lui 
fait subiro. 

Oro soient D le domaine dans' l' intéroieuro duquel f( x) est sup
posée définie, E l'ensemble des points intéroieuros dont l 'écarot à la 
froontièroe est moindroe que un nombroe fixe o; pouro tous les points de 
E, on pourom sans roisquero que :x:+dx sorote du chœrrp, assignero à dx une 
même valeuro constante de module lb; dx étant ainsi constant dans E, 
la différoentielle de u 'dx y seroa égale à u"dx.dx = u"<i:xf ". 

Jordan démontre enfin le théorème sur l'interversion des ordres 
de différentiation, qu'il avait déjà démontré en 1882 avec la for
mule des accroissements finis. 
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On peut lui reprocher encore une fois de ne pas donner de con
tre-exemple; Peano et Darboux en ont donné pour illustrer la néces
sité de la continuité des dérivées partielles. 

Ainsi les paragraphes sur les cal.euts et les définitions des 
différèntielles d'ordre· supérieur sont, parmi tous ceux que nous 
avons étudiés dans ce tome de 1893, ceux qui ont le plus "vieilli", 
malgré les corrections que Jordan a amenées, et qui ne pourraient se 
trouver dans les traités modernes. 

On ne peut cependant faire le reproche à Jordan de ne pas avoir 
saisi la nature des formes différentielles en 1893, celle-ci n'étant 
clairement perçue que vers les années 1930. 

5.7. Les autres paragraphes 

Nous pensons avoir mené, dans les pages précédentes de cette 
cinqui~e partie, l'essentiel de la comparaison entre les contenus 
des deux éditions à propos des fondements de l'analyse. 

Nous regroupons cependant ici quelques remarques sur certains 
paragraphes de 1893 que l'étude des tomes de 1882 et 1887 nous a 
amené à regarder, afin que notre comparaison soit la plus complète 
possible. 

5.7.1. Lignes continues 

Il s'agit tout d'abord d'une remarque mineure sur la partie 
concernant les lignes continues que nous n'étudierons toujours pas 
en détail. 

Alors que le plan de la démonstration de la propriété : "une 
ligne f e1"1Tlée partage te plan en deu:x: régions" est le même que dans 
la Note de 1887, le titre même des paragraphes a changé; l'exposé, 
qui dans (33] s'appelle "courbes corit'iinues", s'appelle ici "lignes 
continues", bien que le mot courbe àbit réutilisé dès la première 
définition et dans la conclusion même de la·· démonstration. 

Si Jordan améliore certains passages de sa démonstration de 
1887 (voir les paragraphes 100 et. 102) en introduisant les notions 
et les propriétés qu'il développe dans ce tome de 1893 à propos des 
fondements, il n'y a cependant· pas de grands changements entre les 
démonstrations successives du théorème, démonstration qui reste 
fausse dans le tome de 1893. 

Jordan donne également dans. ce tome (voir paragraphe 104) une 
généralisation de son théorème à une région de R limitée par n con
tours fermés sans points multiples extérieurs les uns aux autres et 
un autre contour analogue qui les contient dans son intérieur et 
introduit la notion "d'ordre de connexité de R11

• 
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5.7.2. Sur les séries de fonctions 

Jordan ne traite spécifiquement à aucun moment des séries dans 
la Note de 1887; il est cependant évident que la démonstration, même 
lacunaire, du critère de Cauchy pour la convergence des suites dans 
le tome de 1887 lève une partie des objections de Peano dont, le 
"éviderronent" de la page 102 du tome de 1882 que nous avons évoqué 
dans la deuxième partie (cf 2.3.4) 

Dans le tome de 1893, après avoir donné la définition de la 
convergence uniforme d'une série, Jordan établit un théorème, dont 
nous avons relevé l'absence dans le tome de 1882, sur la continuité 
de la somme d'une série uniformément convergente de fonctions con
tinues et remarque ([35], 315) : 

"Les se'Y'-ies unifomément conve-y,gentes peuvent, à beaucoup 
d 1 éga-y,ds, êt'Y'e assimilées au:,; sorrones fo'Y'mées d'un nomb'Y'e limité de 
te'Y'mes". 

De plus, fait remarquable dans ce traité, Jordan conclut le 
chapitre sur les séries de fonctions par plusieurs contre-exemples, 
pour insister sur le fait que l' "unifomité de la conve-y,gence est 
une condition essentieUe". 

Il donne ainsi la série de terme général Un = :x:(1-:xf ;n-l qui 
est discontinue en O quoique les Un soient continues, la série de 
terme général 

2 
2 

un= n.x.exp(-n.x) - (n-1).x.exp(-(n-1).x) 
pour laquelle l'interversion des signes ~ et S n'est pas vérifiée, 
et la série de Weierstrass qui est une fonction continue et pour 
laquelle on ne peut dériver terme à terme. 

5.8. Conclusion 

Ainsi, nous avons constaté en étudiant les cent premières pages 
de ce tome de 1893 que Jordan avait atteint le but qu'il s'était 
fixé dans sa préface : exposer "avec toute la p'Y'écision et la géné
T'alité11 possible les "pr>emie'Y's p'Y'incipes 11 du calcul infinitésimal. 

Cette "génér>alité", dont nous avons étudié tout à la fois l'am
pleur et la nouveauté, induit une double évolution par rapport à la 
Note de 1887. 

La prise en compte des fondements dans cette Note avait fait 
surgir une foule de nouvelles fonctions, mises à l'écart du tome de 
1882 : les exemples et contre -exemples sont effectivement nombreux 
dans les paragraphes de la Note concernant les propriétés des fonc
tions. 
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La réflexion de Jordan à partir de 1887, sa plus grande mat
trise de ces questions le portent à éliminer presque tous ces exem
ples dans le tome de 1893. 

Le problème n'est plus de présenter des "monstres" qui montrent 
la complexité d'un monde que l'on croyait trop simple ou les limites 
de propriétés "universelles"; i_l s'agit de dégager de cet "amas de 
fonetions" et de résulstats une théorie générale. 

Ainsi Jordan élargit le cadre des définitions, propriétés et 
théorèmes qu'il assemble, et dépasse les cas particuliers sur les
quels il s'était arrêté dans le tome de 1887. 

Nous ne reviendrons pas une nouvelle fois sur 1' importance de 
ces paragraphes que Lebesgue (cf 3.1) et Tannery (cf 5.1) entre 
autres, ont soulignée en leur temps. 

Nous insisterons cependant. pour conclure, sur une des caracté
ristiques que Tannery dégageait de la lecture du traité et que nous 
pouvons confirmer avec le recul : "Za fome ( (des principes)) qui, 
bien souvent, semble devoir> être définitive". 

Cet aspect, à lui seul, pourrait traduire toute l'importance et 
toute la qualité de ce tome de 1893. 
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Conclusion 

Les deux éditions du traité de Jordan ont été publiées pendant 
une période "critique" du développement de l'analyse en France. 

L'étude comparative des deux traités que nous avons menée nous 
a permis de mieux évaluer le degré de pénétration dans le monde 
mathématique de la mise sur pied des fondements de l'analyse. 

Séparés par seulement dix années, les éditions de 1882 et de 
1893 appartiennent à deux mondes mathématiques différents. 

Nous pensons avoir montré que l'étude des traités de mathé
matiques pouvait servir de "révélateur" sur l'état de pénétration 
des idées nouvelles et de leur "appropriation" par le plus grand 
nombre de mathématiciens. 

Rarement en avance, ils ne peuvent cependant rester longtemps 
en retrait sur les découvertes. 

Bien que leur mise à jour soit souvent retardée par des ar
guments "pédagogiques", le mouvement de rénovation finit par at
teindre les traités d'enseignement : c'est à de grands esprits, tel 
Jordan, prenant conscience de la puissance et de la richesse des 
nouveaux concepts, qu'il appartient, en écrivant un traité en rup
ture avec la tradition d'enseignement, d'assurer l'irréversibilité 
du mouvement. 

Le traité de type nouveau devient, par là même, un détonateur: 
il y a, en France, les traités d'avant 1880 et les traités d'après 
1893. 

On pourrait même parler d'une action en retour d.es traités sur 
les recherches nouvelles: l'enseignement devient, par la formation 
des jeunes mathématiciens et la modification du "climat" mathé
matique, un élément du mouvement des mathématiques et une condition 
de leur développement. 

Ainsi, si Borel, Baire et Lebesgue sont les fondateurs reconnus 
de la théorie des fonctions, il nous semble nécessaire, après 
1' étude du contenu et du rôle du tome de 1893, de joindre à leurs 
noms celui de Camille Jordan. 

L'étude des traités et, à travers eux, celle de l'enseignement 
et de la diffusion des mathématiques nouvelles, nous paraît une 
approche féconde du développement de la Science. 
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Il est certes difficile de généraliser une période aussi spéci
fique que celle qui a vu la mise sur pied des fondements de l'ana
lyse à d'aùtres moments de l'histoire des mathématiques. 

Un travail sur d I autres périodes devrait cependant permettre 
d'étudier avec plus de généralité les liens riches et complexes 
entre les découvertes et leur prise en compte par le monde mathé
matique le plus large. 
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A N N E X E 

Lettres inédites de Gaston Darboux à Jules Houël 

(conservées aux Archives de l'Académie des Sciences) 

1872 - 1882 



1. 

Lettre non datée de 1872 (précède la lettre du 26 avril) 

"Permettez-moi de vous faire remarquer qu'il y a deux écoles de géomètres 
ici et ailleurs. 1. ceux qui admettent sans démonstration beaucoup de choses vrai
semblables comme celle-ci par exemple : toute fonction positive qui n'atteint pas zéro 
a un minimum (proposition parfaitement fausse du reste). Cauchy 1' admet dans la 
démonstration que toute équation a une racine, ce qui rend la démonstrEtion illusoire. 
2. ceux qui veulent une rigueur absolue et qui prétendent tout démontrer et préciser, 
excepté bien entendu les axiomes. " 

Lettre du 26 avril 1872 

"Tudieu, mon excellent ami, vous n'y allez pas de main morte et vous 
m'arrangez de belle façon. Cependant j'espère cette fois que vous me donnerez 
pseudo raison. Je n'en demande pas davantage . 

Le premier point est celui-ci : 

Cauchy démontre seulement que si le module a un minimum, ce m1mmum ne 
peut être que O, mais il ne démontre pas que le module a un minimum. Cela vous 
paraît-il évident, soit. Mais comment se fait-il que ce fait ne soit pas exact pour les 
fonctions non continues. Il me semble que si vous prenez la fonction Ax2 , A étant 
un de ces facteL.:rs singuliers qu'on peut former dans le calcul intégral égal à 1 , 
pour toute valeur de x entre O et 1 , égal à O pour x :=: 1 par exemple, la fonction 
Ax quand x tendra vers 1 se rapprochera d'un maximum 1 , mais ne l' attein
dra pas pour x :=: 1 puisqu'elle devient nulle, alors. Cependant on pourrait le démon
trer, il est évident que si e lle a un maximum ce maximum est 1 . 

Concédez-vous ce point qu'il n'est pas démontré qu' une fonction continue ait 
une valeur minimum où maximum entre certaines limites ... 

Il ne revient pas au même pour les fonctions de deux variables de dire : une 
fonction est continue quand on peut trouver autot..:.r du point x

0
y O une courbe telle 

que pourtout point x 1y1 à l'intérieur, f(x 1,y 1)-f(x
0

,y
0

)<6 ou de dire: si, 

par le point x y on fait passer une courbe quelconque, sur chaque ccurbe 
0 0 

lim(x 1 , y 1 ) :=: lim(x 
O

, y 
O

) quand x 1 y 1 se rapproche de x 
0

y 
O

• En effet admettons 

cette seconde définition et faisons passer par x
0

y 
O 

une suite de courbes, et sur 

chacune d'elles on pourra trouver un axe quelconque tel que 

~1Y 1 f(x1 'Y1) - f(xo' y o) < b ; 
xoyo 

mais il n'est pas évident que pour toutes les directions possible~ ces axes seront 
supérieurs à une certaine limite aussi petite qu'on le voudra ex et qu'alors on aura 

~ l(x1'y 1)- l(x
0

,y
0

)< O. 
~~-

Voilà la question exposée. Accordez-vous le premier point ? Accordez-vous le 
second ? Après nous verrons. 

Quant à Argand a-t-il exposé la démonstration de Serret avec les perfections 
incontestables qu'il y a dans cet ouvrage épuisé mais non dédié aux amis de l'évidence. 



J'en doute fort jusqu'à preuve du contraire. 

Ainsi soit A= 1 pour x entre O et 1 

A= O pour x = 1 

Ax2 n ' a pas de maximum. 11 

Lettre du 30 avril 187? (probablement 1872) 

2. 

"Votre lettre n'est qu'un aveu et cela me suffit. Vous n'avez rien à objecter, 
c'est évident. Du reste, je vous ferai remarquer que vous me parlez toujours de ces 
fonctions drôlatiques. Je ne les considère pas plus que vous. Mais il faut séparer le 
bon grain de l'ivraie par des caractères précis, et pour cela il ne faut admettre que 
ce qui est contenu clairement dans la définition d'une chose. Et bien il n'est pas 
évident qu'une fonction continue ait une valeur maxima qu'elle atteigne effectivement 
et voyez les conséquences qu'a votre manière de procéder." 

Lettre non datée du 2ème semestre 1872 (publiée partiellement par P. Dugac) 

"Quant à Gilbert le Grand Belge nous avons besoin d'agir avec prudence et 
il faut bien choisir notre moment pour lui asséner un coup terrible et dont ce Grand 
Belge ne puisse se relever. Il attaque Hankel. C 'est bien. Hankel est de taille à 
répondre. Ecrivez lui puisque vous le connaissez et attendons. C'est là le premier 
point. Quand Hankel aura répondu d' une manière victorieuse,je n'en doute pas, nous 
arriverons à la rescousse et gare Gilbert. Nous aurons la partie d'autant plus belle 
qu'à Beriin il y a aussi des géomètres pointus et que Weierstrass a lu un article sur 
les fonctions continues que n'ont pas de dérivées. Je reprendrai la démonstration 
de Gilbert que j'affirme être fausse, sans l'avoir vue ; avec ses article1: stupides 
des Nouvelles Annales, sur Saltet dans le Bulletin de 11 Académie de Belgique et sur 
les Solutions singulières, je vous promets que nous l' assomerons. Mais prenons notre 
temps d' autant plus qu' ici Gilbert s' est fait un tort énorme par les dernières campa
gnes et puis nous venons de le louer dans le Bulletin, nous ne pouvons pas 1' accabler 
tout de suite. 11 

Lettre du 7 septembre 1872 

"Vous avez dQ recevoir (. ... ) notre numéro d'octobre où figure ce diable 
d'article qui vous horripile. Vous avez là quelque chose de curieux et qui vous 
montre bien ce que font certains membres de l'Institut. Quand j'ai fait cet article 
en janvier, je crois, Bonnet m'a prié d'en suspendre la publication disant qu'il 
allait me donner dans huit jours un article sur le même sujet, je l'attends encore et 
remarquez que Bonnet était examinateur de sortie à l'Ecole Polytechnique, ce qui 
ne lui imposait aucun travail, maître de conférences à 11 Ecole Normale où il n'allait 
pas, professeur à l'Ecole des Beaux Arts où il se faisait suppléer, Suppleant de 
M. Chasles à la Sorbonne où il a fait vingt six leçons et où il a fini son cours en 
février. Vous comprenez qu'avec toutes ces occupations il n'avait pas le temps de 
me remettre son article et aussi a-t-il eu la gracieuse obligeance de me permettre 
de publier le mien . 11 



3. 

Lettre du 24 septembre 1872 

" ... Vous m'avez montré un théorème qui ne me paraît exact qu'avec des 
restrictions. Si une fonction devient infinie, sa dérivée devient infinie. 

Exemples, rl 
des oscillations indéfinies . Vous voyez cela d'ici. Mais je prévois hélas votre 
réponse qui ne me paraît pas concluante. Toutes les fonctions qui mettent en défaut 
vos. théorèmes sont des fonctions dont vous ne voulez pas vous occuper. Cela ne me 
paraît pas une raison car si votre raisonnement est exact, il doit reposer sur telle8 
hypothèses qui écartent d'elles même une fois admises ces fonctions bizarres 
auxquelles vous ne voulez pas avoir à faire." 

Lettre du 18 février 187 3 

"Gilbert m'a envoyé deux exemplaires de son fameux Mémoire et je l'ai 
parcouru. Rien n'est perdu mais si Gilbert rapporte exactement les raisonnements 
de Hankel nous sommes dans notre tort, Hankel s'est trompé dans ses raisonnements 
et il faudrait examiner les séries qu'il apporte de nouveau. Je me rappelle que je 
vous demandais des exemples . J' avais bien raison. 

Heureusement que comme je l'avais prévu la démonstration de Gilbert est aussi 
fausse. En sorte que nous pourrons l' aftrapper. J'ai bien envie de :faire un article 
là-dessus . Voici le vice du raisonnement de Gilbert pour son premier théorème ; 
page 18, 2ème partie : il suppose qu'on puisse passer de x0 à x pour deux séries 
de valeurs,les unes pour lesquelles les accroissements sont négatifs, les autres pour 
lesquelles les accroissements sont positifs. Or c'est facile de voir que cela est 
inexactement démontré. En effet, partons de x

0 
et soit x 1 la plus grande valeur 

telle que f(x 1) > f(x
0

). Soit ensuite x2 la plus grande valeur telle que 

f(x i > f(x 1) et ainsi de suite. Rien ne prouve qu I en continuant indéfiniment ainsi or: 

arrive à X. On peut tendre vers une limite inférieure à X et alors la démonstra
tion de Gilbert tombe à l'eau. Je suis tout joyeux de voir que nous nous tirerons des 
griffes de Gilbert ; du reste j'en étais sûr a priori. K ..... doit avoir le mémoire 
de Hankel. Je vais aller le chercher. Le sujet en vaut la peine. " 

Lettre du 18 mars 1873 (publiée par P. Dugac) 

"Je viens de préparer la réponse à Gilbert, la première ,et j'ai commencé 
ma semaine en traduisant ce qu'il y a de plus dUI1 dans le mémoire de Riemann 
("Sur la possibilité de représenter une fonction par une série trigonométrique"). 

Le mémoire de Riemann est un chef-d I oeuvre semblable à ces vieux tableaux 
dont quelques parties en pleine lumière vous font regretter ce que le temps a détruit 
ou ce que l'auteur a négligé. . ... 

J' attends le mémoire de Hankel ... 11 



4. 

Lettre du 24 mars 1873 

"Vous êtes bien aimable de compléter la traduction du mémoire de Riemann. 
C 'est le premier acte de la réponse à Gilbert. Il y a tous les principes nécessaires 
dans ce mémoire pour montrer une foule de fonctions continues qui n'ont pas de 
dérivées. J'en ai indiqué l'autre jour plusieurs à la Société Mathématique. Mais il 
serait bien important d'avoir une réponse de Hankel que vous feriez bien de relancer. 
Il faut qu'il dise son opinion que diable." 

Lettre du 30 mars 1873 (publiée partiellement par P. Dugac) 

"Vous êtes bien aimable d'avoir fini le Riemann. Voilà un beau morceau et 
qui ne sera pas apprécié. Mais il y a une perle que tout le monde y découvrira je 
l'espère. C'est la définition de l'intégrale définie. C'est de là que j'ai tiré une foule 
de fonctions continues qui n'ont pas de dérivées. J'en ai montré une l'autre jour à 
la Société Mathématique. Ce brave Gilbert va être vexé, mais je le ménagerai et tâche
rai de 1' écorcher sans le faire crier. 

. . . Et Hankel, il est assomant. S'il continue à ne pas vous répondre, je 
l'éreinte. J'ai demandé la brochure. C'est ce qui me retarde. Espérons qu'elle fini
ra par arriver et alors gare Gilbert. 11 

Lettre du 12 avril 1873 

"J'ai aussi reçu hier seulement le paquet qui contient Hankel et ma copie. 

J'ai parcouru Hankel ; il est clair que Gilbert ne lui prête que les boulettes 
qu'il a commises ; mais comme Gilbert se trompe, nous pouvons garder nos avantages. 
Seulement cela va être long, je vous en préviens . " 

Lettre du 16 juin 1873 

" Je trouve que Hankel n'est pas très net. La question n'est pas de savoir 
si Gilbert se trompe dans la partie positive de son Mémoire mais si lui,Hankel,a fait 
des raisonnements (faux) inexacts ou plutôt (il en a fait) s'il a un moyen de remplacer 
les raisonnements inexacts par d'autres rigoureux. 

Gilbert est inouï. Il raisonne comme un Peau Rouge. Il dit le raisonnement de H. 
est faux (accordé) et il conclut la proposition de H. est donc fausse." 

Lettre du 3 juillet 1873 
11 • • • A propos de Hankel, ce géomètre baisse décidément dans mon estime, 

il me paraît un singe de Riemann, mais les bottes que lui a portées Gilbert sont 
parfaitement justes et nous aurions été enfoncés si Gilbert après avoir démoli ses 
adversaires n' avait pas cédé à la malheureuse tentation d'édifier à son tour, mais 
hélas il a bâti sur le sable mouvant et il est obligé d' en faire son mea culpa. 11 

Lettre du 9 décembre 187 3 
11••• Pour ce qui concerne le Traité de Calcul infinitésimal vouE savez que 

je vous ai toujours offert mes services. La divergence de nos idées s'oppose à ce 
que nous collaborions officiellement." 



5. 

Lettre du 23 décembre 1873 (publiée partiellement par P. Dugac) 

"J'ai reçu de mon côté la note de Schwarz et je l'ai lue avec plaisir. 

Mon travail sur les principes est achevé. J'ai des fonctions continues qui 
ne sont ni croissantes ni décroissantes dans aucun intervalle donné. Je vous 
enverrai cette note et le mémoire de Hankel dès que j'en aurai terminé, ce qui ne 
tardera pas. Mais j'ai la tête cassée. Je vous prie de le croire. 

Quant à votre point de vue sur le calcul différentiel, je ne sais trop si on 
peut l'admettre. Pour moi, je crois qu'il serait bon, par exemple, de démontrer 
avec rigueur le théorème des fonctions composées , le théorème 

c?u c?u = ,----,--èx ày èy ox· 

Remarquez que votre point du vue revient à dire : j'exclus toutes les fonctions pour 
lesquelles ma démonstration est inexacte. Alors à quoi bon faire une démonstration. 
Mais quoiqu'il en soit vous pouvez vous couvrir de l'exemple de Serret dont le calcul 
différentiel prête à des objections bien autrement graves que pour les autres traités. 
Je vous dirai même à ce propos entre nous que je trouve que son cours éreinte nos 
pauvres élèves sans leur apprendre grand chose .... 

Voici quel est le plan de mon travail sur les principes du calcul différentiel. 
J'approfondis d'abord l'idée de limite et je montre que la condition nécessaire pour 
qu'un terme général d'une suite 

ait une limite c'est qu'on puisse prendre n assez grand pour que 

a - a < E en valeur absolue. n+p n 

Après cela je passe à la définition des fonctions continues, à leurs propriétés et je 
définis une classe de fonctions continues. Les séries dont les termes sont des fonctions 
de x donnent lieu à des distinctions que j'établis d'après les allemands. Il y a les 
séries également convergentes sur un intervalle donné (gleichma ,Big) et celles qui ne 
le sont pàs. Il y a une différence capitale entre ces séries. Après cela j'étudie la 
définition de l'intégrale de Riemann en la rendant rigoureuse (c'est bien long) et j'en 
déduis directement l'existence de fonctions continues qui n'ont pas de dérivées. J'en 
donne une foule, développées en séries. Il y en a une qui n'est ni croissante, ni 
décroissante dans un intervalle fini. J I ai l'intention de terminer par quelques remar
ques sur les intégrales définies et les conditions sous lesquelles on peut différencier 

sous le signe S point qui est encore très difficile à élucider. Si on ne se moque pas 

de moi, je continuerai ces études petit à petit. 

Lettre du 12 janvier 1874 (publiée partiellement par P. Dugac) 

"Vous voyez que Schwarz est du même avis que moi sur la démonstration 

B t 1 th , , è 2 u à 2 u J · · l ' · ' onne pour e eoreme O x O Y = 0 Y O x . e crms que comme Je vous ai presen-

tée, elle n'est pas trop compliquée. Quant aux théorèmes du calcul intégral, je crois 
de plus en plus que tout cela aurait bien besoin d'être repris à fond et que l'on devrait 
s'astreindre à une double loi, bien définir les hypothèses sur lesquelles on s'appuie, 
ne donner que celles qui sont nécessaires pour l'exactitude du théorème. Quant au 



6. 

point de vue de l'enseignement, il me semble qu'il y a bien quelque avantage ~e ce 
côté à avoir la rigueur d'Euclide si c'est possible. Il faudrait qu'on n'eut plus à 
répéter le mot de d'Alembert, allez en avant la foi vous viendra. Si quelqu'un 
venait vous dire, je ne comprends pas l'égalité des triangles dans Euclide, vous 
ne lui diriez pas allez en avant la foi vous viendra, mais bien quelque chose comme 
ceci : mon ami vous êtes une oie, laissez là les mathématiques, retournez au Capitole. 
Pourquoi cette différence entre deux sciences qui devraient être également traitées." 

Lettre du 19 janvier 187 4 

"Vous me demandez une réponse sur cette question. Une fonction algébrique 
ou quasi algébrique étant continue ainsi que toutes ses dérivées,sauf pour un nombre 
de valeurs fini dans un espace donné, quelles sont les propriétés que 1' on peut 
admettre dans les théories générales ? Peut-on démontrer ou admettre que,si f(x, E) 
est infiniment petit d'ordre n pour E infiniment petit quel que soit x, D f(x, E) 
sera un infiniment petit de même ordre ? A cela je réponds . On pourrait peut- x 
être le démontrer sous certaines réserves, mais on ne doit pas l'admettre. 

Pour ce qui concerne la question générale de l'enseignement du calcul diffé
rentiel voici ce que je soutiens. Il y a eu une époque où les géomètres grisés par la 
découverte du calcul différentiel et intégral ont fait des applications, sont allés en 
avant sans se préoccuper de la rigueur, en admettant un tas de choses plus ou moins 
bien limitées. Cette époque est passée depuis la publication de 11 Analyse Algébrique. 
On a le droit actuellement de demander à un traité de calcul infinitésimal d'être ou 
d'essayer d'être dans l'exposition de la théorie, je ne dis pas dans les applications, 
aussi rigoureux que tout traité de géométrie. (Je parle de la géométrie des anciens 
car celle- des moderne est du point de vue de la rigueur un micmac insensé). Voilà 
mon opinion. 

Et remarquez que cela ne complique pas beaucoup. La démonstration, par 
exemple, que Bonnet a donnée du théorème des accroissements finis est d'une simpli
cité excessive ; elle n'admet qu'une hypothèse, c'est que la dérivée existe (si cela 
vous intéresse, je vous montrerai qu'elle subsiste même quand la dérivée devient 
infinie pourvu que ce soit de telle manière que la courbe y= f(x) ait un point 
d'inflexion à tangente verticale, ce qui a lieu dans l' immense majorité des cas). 
Une fois cette démonstration admise vous démontrez rigoureusement qu I une fonction 
dont la dérivée est constamment nulle se réduit à une constante, tout ce qui concerne 
la variation des fonctions, la série de Taylor, etc. J'ajoute que la démonstration 
Bonnet est plus simple que la démonstration Duhamel quoique vous vous obstiniez à 
soutenir le contraire ...... 11 

Lettre du 24 janvier 187 4 (publiée partiellement par P. Dugac) 

"Vous me demandez en quoi pêche la démonstration que vous insérez d'après 
Duhamel à la page 69 de votre traité. 

Avant de vous répondre, je 'vous demanderai si dans 11 ouvrage que vous 
voulez publier vous avez l'intention de faire comme plusieurs qu'il serait facile de 
nommer et de donner des quasi théorèmes qui sont généralement vrais mais qui 
peuvent être faux. Ou bien si vous avez 11 intention tout en vous bornant aux fonctions 
les plus élémentaires d'énoncer d' une manière précise les restrictions et les hypo
thèses sur lesquelles s'appuient tous les théorèmes. En un mot voulez-vous introduire 
dans le calcul infinitésimal la rigueur de la géométrie ou vous contentez-vous d'à peu 



7. 

près comme beaucoup de personnes. Dans ce dernier cas, vous ne seriez pas un élève 
de Duhamel et par conséquent je pense qu'avant tout vous devez tenir à la rigùeur. 
Pour en revenir à votre démonstration, elle commence par un principe qui me parait 
juste. Si w est d'ordre n, dans tous les cas 

w = c:Px 
X étant une fonction qui n'est ni nulle, ni infinie. Vous avez parfaitement raison à 
mon sens. Mais que savez-vous sur .la dérivée de X ? Rien du tout. Pourquoi suppo
ser qu'elle demeure finie ? Pourquoi n'introduirait-elle pas un dénominateur P, 
etc ... etc. Donc je n'accorde pas qu'il soit démontré que D X demeure fini. Pre-
mier point. x 

Exemple. Prenons 

n( 2 . X ) w = a x + a sm 2n . 
O'. 

Voilà un infiniment petit qui est à coup sûr de l'ordre n et qui satisfait à toutes 
les conditions auxquelles on reconnaît ces infiniment petits. Sa dérivée par rapport à 
x devient infiniment grande quand a est infiniment petit et je pourrai vous indiquer 
un nombre illimité d'exemples du même genre. Il est vrai que vous pourriez objecter 

à l'exemple précédent que suivant la valeur de x la dérivée 
an 

n 1 X 
2xcx +~cos -

cxn-, cxn 

est tantôt nulle, tantôt très grande ; mais à coup sûr elle n'est pas infiniment petite 
de 1' ordre n. 

Pour le paragraphe 52, qui dans votre exposition est fondamental, j' ai aussi 
à vous présenter une objection qui est la suivante : vos quantités E sont des 
fonctions de deux variables . Vous avez, par exemple, en posant x

3 
- x2 = h 

f(x2+h) - f(x2 ) = h f' (x2) + h ~. 

Il est clair que E: 2 est infiniment petit, fonction de x2 et de h et dont vous 

connaissez l'unique propriété suivante : il tend vers zéro avec h quand x
2 

reste 

fixe, mais alors je dis que vous ne savez plus ce qu'il devient quand, h tendant vers 
zéro, x2 varie avec h, comme cela a lieu dans votre mode de décomposition. 

Prenez, par exemple, 

x 1 - a+ h 

quel que soit x1, pourvu qu'il reste fixe, cette expression tend vers zéro avec h. 

Mais si x varie, par exemple si l' on a 
4 x 1 = a - h + h 

alors l'expression se réduit à ~ et devient infiniment grande quand h tend vers 
zéro. h 

Si je vous dis tout cela, c'est que j'ai la conviction qu'en vous attachant 
à la rigueur vous arriveriez à faire un traité de calcul infinitésimal ayant un intérêt 
exceptionnel. 
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A votre place, je lacherais le théorème sur les limites de sommes,qui ne vaut 
rien aussi,et bien d'autres choses. Avec le théorème des accroissements finis tel 
qu'il est démontré dans Serret vous pouvez élever un édifice solide. Ca et la défini
tion de l'intégrale, il n' y a pas autre chose. C'est comme cela, je crois, que procède 
Weierstrass. 

A propos de votre démonstration géométrique du théorème des accroissements 
finis, je vous dirai que j'ai rencontré dans mon travail des fonctions qui ne sont pas 
continues et qui ne peuvent aller d'une variable à une autre sans passer par tous les 
intermédiaires . 11 

Lettre du 29 janvier 187 4 

" Mon cher ami, Ah oui, vous êtes un terrible homme car vous me répondez 
sans lire mes lettres . Je prends d'abord le point essentiel. Sur la fonction 

E = f(x+h) - f (x) _ f, (x) 
h 

vous ne savez qu' une chose. C'est qu'elle tend vers zéro, x restant fixé ,quand 
h tend vers zéro. Est-ce vrai ? Dites-moi si vous admettez ce point. Cela étant, 
dans votre théorème vous faites varier à la fois h et x et vous les faites varier 
simultanément et vous admettez que E tend vers zéro. Cela posé, la question 
suivante doit être introduite. 

Un infiniment petit au sujet duquel on ne sait qu' une chose : il tend vers zéro 
avec h quand x reste fixe, et quelle que soit la valeur fixe de x, tend-il 
vers zéro nécessairement quand x varie e

2
n même temps vers zéro ? A cela, je 

réponds non et je reprends l' exemple h h même pour x = a. Cette expres-
x - a+ -

sion tend vers zéro avec h, quel que soit x, pourvu que x reste fixe. Donc, 
il satisfait à tout ce que vous savez sur notre E déjà nommé. Mais faisons varier 

x en même temps que h. Par exemple, posons x-a+h = h3, alors x variera 
2 • 

t ' ' t l ' . h d . "- ' 1 ' ·1 
avec h comme dans vo re theoreme e expression x-a+h evienUJ,•a ega e a fi 
et croîtra indéfiniment. On n'a donc pas le droit d'admettre qu' un infiniment petit 
qui tend vers zéro avec h quel que soit x fixe, tend vers zéro quand x varie 
en même temps que h. Cela me paraît incontestable. 

Revenons maintenant au théorème sur les infiniments petits . Je prends 

l' infiniment petit r::P(x + ex sin Tn ) et vous me dites "je suppose avant tout que 
ex n 

l 'infiniment petit exn, reste fini et continu et qu'il ait une dérivée pour toutes les 
valeurs de ex de part et d' autre de zéro, zéro compris ~ Or, cette supposition 
écarte complètement des fonctions avec des sin x/ o: 11 

• A cela, je réponds non. 

La fonction que je vous offre est finie et continue ; elle a une dérivée pour 
toutes les valeurs de x et de ex, même pour ex= O, puisqu'elle se réduit à zéro. 
Par conséquent, mon exemple subsiste. X a aussi une dérivée puisque pour ex= 0 
il se réduit à x fonction bien définie . Quant aux démonstrations de Bonnet, vous ne 
voulez pas les lire. 11 
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Lettre du 4 février 187 4 
11 • • • Quant à votre point de vue, d' après lequel vous introduiriez dans vos 

théorèmes toutes les restrictions nécessaires, il est évidemment inexact . Car du 
moment que je vous donne un exemple en contradiction avec vos propositions, quelque 
bizarre qu I il soit, il ne faut pas répondre : j'écarte votre exemple, mais bien .: il y 
a dans le. raisonnement un défaut que je n'aperçois pas, je vais le chercher. 

Je prends par exemple votre article 52 ., et pour vous prouver que votre 
raisonnement est nécessairement inexact, je vous ferai remarquer que dans votre 
raisonnement, vous n'admettez qu' une chose, c'est que la dérivée existe dans le 
sens positif si X~ x

0
, comme vous le supposez. Ainsi si votre raisonnement est 

exact, j'espère que vous voudrez bien reconnaître qu'il s'appliquera à cette fonction 
pour laquelle 

1. f(x+h) - f(x) 
1m h 

existe lorsque h tend vers zéro par des valeurs positives . Ce point me paraît 
incontestable . 

Du moment que les seules hypothèses sur lesquelles repose un raisonnement 
sont maintenues les conclusions doivent subsister. Cela posé, soit x = 0, X = 2 ; 
on aura, d' après vous, 0 

f(2)-f(0)=1imlf 1 (0)dx +f'(x 1)ctx 1 + ... +f'(x 1)dx 1 1 o n+ n+ 

et je vous répète, la seule hypothèse sur laquelle vous vous appuyez dans le raison
nement, c'est que la dérivée existe dans le sens positif. 

Cela posé, j'ajoute à f(x) une fonction cp(x) définie par les équations 

cp(x)=0 pour x=0, x<1 

cp (x) = 1 pour x = 1 , x < 1 . 

La dérivée de cettefonction,prise dans le sens positif,existe toujours et elle est 
égale à zéro. On a 

l" cp(x+K) - cp(x) = 0 1m K 

K étant positif tendant vers zéro. 

Donc, en posant F(x) = f(x) + cp (x) et en appliquant le théorème, j'aurai 

F(2) - F(0) = lim :E F' (x.) dx. 
1 1 

et comme 
F' (x) = f' (x) 

F(2) - F(0) = lim :E f' (x.) dx. = f(2) - f(0) 
1 1 

c 'est-à-dire cp(2) = cp(0) 1 = 0 

ce qui est absurde. 11 

Lettre du 16 février 187 4 (publiée partiellement par P . Dugac) 
11 • • • • Pour ce qui concerne les principes du calcul différentiel, nous ne 

pouvons pas nous entendre. Comment ? je vous dis à peu près : Vous faites un 
raisonnement ; s ' il est bon, je puis l' appliquer dans les mêmes conditions à toute 
fonction satisfaisont à toutes les hypothèses nécessaires au raisonnement. 
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Or je prends le vôtre et vous en démontre 1' inexactitude sur un exemple;et 
vous me répondez à côté. Quant aux démonstrations de Bonnet que je vous signale, 
elles sont plus simples à mon avis que les vôtres et de plus elles résistent à toutes 
ces fonctions bizarres . 

Vous pouvez mettre dans le premier quart de la première leçon de Calcul 
Différentié! le théorème des accroissements finis tel que le démontre Bonnet, et il 
domine alors toute la théorie. Du reste ce cours de Weierstrass que vantent tant les 
allemands me paraît taillé sur le même modèle ; et je crois qu'il y aurait eu un réel 
avantage pour vous à adopter cette démarche." 

Lettre du 19 février 187 4 

"Mon cher ami, Que voulez-vous que je vous dise ? Vous ne voulez pas examiner 
mes objections. Quand on attaque un raisonnement, il y a plusieurs manières de le 
faire. La première consiste à dire à l'auteur : vous avancez là quelque que je ne puis 
admettre et pour tel et tel motif. Celle-là je l'ai employée. Après cela je vous ai donné 
des exemples dans lesquels vos propositions sont en défaut. 

Mais aussitôt vous me dites, j'écarte toutes ces fonctions bizarres. Je n'en veux 
pas. 

La question n'est pas qu'elles soient saugrenues. Il importe peu à mon avis que 
vous les admettiez ou que vous les rejetiez formellement. L'unique question est de 
savoir si vos raisonnements s'y appliquent mot pour mot, si elles satisfont à toutes les 
hypothèses et aux seules hypothèses sur lesquelles vous appuyez vos raisonnements et 
comme elles y satisfont vous n' avez pas le droit de les rejeter a priori en disant : je 
ne veux pas de fonctions pareilles . Vous avez beau inscrire sur la porte de votre 
édifice le Calcul Différentiel est la théorie des fonctions qui ont une dérivée : pour 
mettre vos raisonnements en défaut j'ai le droit de prendre toute fonction pourvu qu'elle 
satisfasse, non pas aux conditions que vous énoncez sans vous en servir, mais aux seules 
conditions employées dans vos raisonnements. 

Ainsi, premier point, j ' ai le droit de prendre tous les exemples possibles 
pourvu qu'ils satisfassent aux conditions de vos raisonnements et je soupçonne fort 
que votre définition d'exemples bizarres, saugrenus, coihcide avec la suivante, gênants, 
contraires au théorème. Deuxième point, je ne connais aucun exemple mettant en défaut 
les propositions de Bonnet (ne pas confondre avec toutes celles de Serret), en particu
lier la démonstration du théorème des accroissements finis. Quant à la manière dont 
vous définissez nos positions respectives, elle ne me paraît pas exacte. Vous voulez 
faire un traité sérieux, mais destiné à des commençants. Soit. Alors vous pouvez leur 
donner des démonstrations telles que votre aperçu géométrique sur le théorème des 
accroissements finis. Vous pouvez vous passer de démonstrations ou tout du moins 
donner les démonstrations peu rigoureuses, mais en ne vous faisant pas illusion à 
vous-même ce qui n'est pas le cas ici. En outre, je vous le répète, à mon avis vous 
gagneriez en simplicité à introduire la démonstration de Bonnet qui permet de mettre si 
l'on veut le théorème des accroissements finis et la série de Taylor dans la première 
leçon. 

Quant au fond du dissentiment le voici très nettement expliqué en gros. Il y a 
à chaque instant dans le calcul différentiel des infiniment petits de cette forme cp(x, ex) 
fonction de 2 variables, l'une finie x, l'autre infiniment petite ex. Par exemple 

f(x+h~-f(x) --f'(x). 
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La seule chose que l'on connaisse sur ces infiniment petits c'est qu'ils tendent' vers 
zéro avec (X, quand x reste fixe,et l'on admet à tort qu'ils continuent encore à 
tendre vers zéro quand, (X tendant vers zéro, x ne reste plus constant mais varie 
infiniment peu. Cela peut être bizarre, mais je n ' admets pas au sujet de ces infiniment 
petits <p (x, (X) qui apparaissent dans toutes les questions fondamentales que,par cela 
seul qu'ils tendent vers zéro avec (X

I 
quel que soit x fixe, ils tendent aussi vers 

zéro quand x varie. Remarquez du reste que je pourrais vous citer une foule d'auto
rités qui f;ont de mon avis : Weierstrass, Bonnet, Thomae .... '' 

Lettre du 16 avril 187 4 

" .... En effet, au moment où je croyais la paix signée vous recommenciez les 
hostilités. 

Soit f(x) une fonction au sujet de laquelle je ferai simplement les suppositions 
suivantes.. 1. f(x) est continue entre a et b. .2. f(x) entre les mêmes limites 
a une dérivée pour toutes les valeurs de x (sauf pour a et b qui n'interviennent 
pas dans la démonstration; il n'est pas nécessaire de supposer qu'il y ait une dérivée 
finie pour ces valeurs). Cela posé, je définis la constante M par l'équation 

f(b) - f(a) - M(b-a) = 0 

et ensuite, je considère la fonction 

f(b) - f(x) - M(b-x) = <p(x). 

Cette fonction est évidemment continue entre a et b et elle a une dérivée pour 
toutes les valeurs de x comprises entre a et b puisqu'elle est la somme de 
-f(x) qui jouit de ces propriétés et de fonctions simples, proportionnelles à x. 
Ce point étant admis, on a évidemment 

<p(a) = O. 

Or on peut démontrer et on n'a aucune peine à admettre qu'une fonction continue qui 
varie de O à O quand x varie de a à b passe dans 11 intervalle par une 
valeur plus grande en valeur absolue que toutes les autres correspondant à x = x

1
. 

b < x 1 < a par exemple 1 x 1 n'étant ni a ni b. On a donc 

<p(x
1
-h) - <p(x1) 

cp(x1+h) - cp(x1) 

de même signe quel que soit h. Donc 

<p(x1+h) - <p(x1) 

h 

sont de signes contraires .. Or ces deux rapports, d'après la définition de la dérivée 
et les hypothèses faites, ne peuvent tendre que vers une limite commune finie. Comme 
ils sont de signes contraires , cette limite est nécessairement zéro. Donc <p (x 1 ) = O, 
f' (x 1 ) = Mx 1 , x 1 = a + 0 (b-a). 

Je suis étonné de vous voir objecter à cette démonstration qu'elle est peu 
naturelle. Cela peut être vrai, mais ce n'est pas une objection à lui faire. Euclide 
n'est pas naturel. Le calcul intégral non plus. L'essentiel c'est d'admettre des 
notions ayant une grande portée et dispensant de considérations nouvelles. Or vous 
pouvez adopter le n:.ême mode de démonstration pour le théorème 



cp(x+h) - cp(x) 
f(x+h) - f(x) 

et dans un grand nombre de cas. 

<P' (x+e h) 
= f' (x+è h) 

12. 

J' arrive maintenant à la démonstration que vous me proposez "la fonction 

f(x+h~- f(x) - f'(x) est infiment petite avec h quel que soit x 2:-: x
0

, x ~ X, 

sa valeur dépend de h et de x. Pour chaque x elle sera plus petite que E 
si h < è . La fonction è de x a un minimum comme toute espèce de fonction, 

X X 
comme en a le F' (x) dans votre démonstration", etc. 

Ce sont vos expressions textuelles. Or je vous ferai remarquer que je ne 
suppose rien sur F'(x) ni sur son maximum ou minimum. Il est vrai que j'admets 
qu'il y a une fonction allant de O à O et ayant un minimum. Mais quelque ingénieu
se que soit l'introduction de votre fonction è x, il y a entre elle et la mienne une 
différence capitale. La mienne est continue ; vous ne savez rien sur la vôtre, pas même 
si elle continue. Or admettre qu' une fonction qui peut être discontinue a des propriétés 
quelques simples qu'elles soient, c'est un peu hardi à mon avis. On peut fabriquer 
toute espèce de fonctions . Du reste, je pourrais vous fabriquer des exemples dans 
lesquels votre fonction n'est même pas continue. Alors l'idée de maximum ou de minimum 
disparaît complètement." 

Lettre du 25 avril 1874 

" . . . Je vous préviens seulement que ce n'est nullement pour vous empêcher 
de publier votre traité, mais tout au contraire pour contribuer dans la mesure de 
mes forces à le rendre aussi rigoureux que possible que je vous adresse mes objections 
et que je vous envoie des bombes qui peuvent fort bien être en caoutchouc mais en 
caoutchouc très durci, je vous prie de le croire. Ainsi, je ne vous critique pas, je ne 
contredis même pas vos affirmations actuelles ; elles ont bien assez de se contredire 
les unes les autres sans que je m'en mêle. Seulement je vous préviens que si vous 
conservez telle quelle votre exposition du théorème des accroissements finis et de ce 
qui s'y rattache, elle ne satisfera personne. 

Vous comprendrez mon insistance sur ce point puisqu'ils' agit d'un théorème 
dominant le calcul infinitésimal et par conséquent l'entente sur ce point est une chose 
essentielle au point de vue des autres remarques que je pourrais avoir à présenter." 

Lettre du 27 avril 187 4 

"Enfin, mon cher ami, nous allons pouvoir nous entendre grâce à votre résumé 
que je vais reprendre pas à pas. "f(x) a une dérivée finie et déterminée pour toute 
valeur de x 2:-: x et ~ X" , accoI'dé, c'est l'hypothèse. 

0 

"f(x+h~- f(x) - f'(x) peut toujours
1
pour toute valeur de h s une limite de H 

convenablement choisie,être rendue plus petite que K", accordé encore. H devient 
ainsi une fonction de x définie par la phrase précédente. C'est du reste ce que vous 
reconnaissez par ce qui suit "la valeur limite H dépend de x mais n'est jamais 
nulle si K ne l'est pas" , accordé encore. 
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"On peut toujours trouver une quantité H , moindre que les valeurs hm,ites, 
correspondant à un x quelconque, pris entre O x

0 
et X", non accordé. 

Ainsi, voilà le point précis de notre discussion et je pourrais vous arrêtez là 
er: vous demandant de me fournir une démonstration de ce dernier point. 

. . . Remarquez premièrement que la démonstration que je vous propose admet 
bien qu' une certaine fonction a un maximum, mc1is cette fonction est continue et on peut 
démontrer qu'elle a un maximum. Votre fonction de x, la valeur limite H (j 1 adopte 
vos notations), est une fonction implicite. C'est la plus petite racine de l'équation en 
h 

f(x+h) - f(x) _ f, (x) = K. 
h 

Ainsi vous ne pouvez pas affirmer qu'elle soit continue (et dans ma correction elle ne 
1' est pas toujours). Peut-on maintenant admettre qu' une fonction ( discontinue peut-être) 
et qui n'est jamais nulle reste toujours au-dessus d'une certaine quantité ? non. 

Considérez par exemple la fonction cp(x) définie par cp(x) 1, x ~ O, cp(O) = O, 
il y a des fonctions de ce genre dans le calcul intégral,et formez 1 - cp(x)(1-x). 
Cette fonction sera égale à x, en général, sauf pour x = O elle devient égale à 1 • 
Elle n'est donc jamais nulle et pourtant, comme elle est égale à x pour des valeurs 
très voisines de O, elle sera au-dessous de toute quantité donnée. 

Mais je vois arriver votre objection. Je ne veux pas entendre parler de telles 
fonctions. Vous ne pouvez pas le faire ici, puisque cette valeur limite H fonction de x 
que vous introduisez pour les besoins de votre démonstration, vous n'en etes pas le 
maître ... 

Voilà donc la différence entre nos deux démonstrations. La mienne admet le 
maximum d I une fonction continue (point que l' on peut démontrer). La vôtre admet 
qu'une fonction discontinue qui n'est jamais nulle a un minimum, proposition plus que 
contestable puisqu'elle est fausse." 

Lettre du 2 mai 187 4 

" ... Cela posé, vous n 1 avez le droit de donner le nom de fonction à cette valeur 
H dépendante de x qu'à la condition d'appeler fonction,toute variable '.définie d'une 
manière claire pour ~haque valeur de la variable indépendante x entre des limites 
données. 

D' après cela, si vous adoptez cette définition de la fonction, et je viens de vous 
prouvez que vous êtes obligé de le faire, vous ne saurez pas grand chose sur H et 
j' aurai le droit de vous contester la proposition que vous voulez absolument regarder 
comme évidente. Voyez du reste à quelles conséquences inexactes vous êtes conduit. 
Ne soutenez-vous pas que toute fonction a pour valeur, pour x = x , la limite vers 

0 

laquelle tend f(x +h) quand h ter.d vers zéro par des valeurs positives ou négatives. 
0 

Et, bon dieu ! que devient cette limite quand la fonction est discontinue. On ne peut 
même pas en parler. Vous supposez dor.c implicitement que H est continue et c I est 
le point que je conteste. 

Vous ferez ce que vous voudrez de mes objections. Mais descendez en votre 
for intérieur et dites-moi franchement s'il y a deux ans vous n'auriez pas accumulé 
contre moi les objections si j'étais venu vous raconter qu'il y a des fonctions continues 
n I ayant pas de dérivée. Vous m'auriez envoyé propener en refusant de me lire comme 
vous le faites aujourd' hui,et pourtant "elle tourne". 
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. . . Mais cela me fait de la peine de voir que vous voulez absolument passer à cpté de 
la seule exposition rigoureuse et simple du calcul différentiel pour vous faire dtiitiquer 
par des Schwarz et des Gilbert et d'une manière très spécieuse car Gilbert a en partie 
eu raison contre vous dans la note qu'il a mise aux Annales. 11 

Lettre du 21 mai 187 4 
1 11 • • • • Prenez une fonction égale à q 

mensurable. Elle ne sera jamais nulle entre 

pour X = e et à 1 pour X incomq 
1 et 2 et n' aura pas de minimum. 

Je sais bien ce que vous allez me dire, vous ne voulez pas de ces fonctions ; mais 
je vous répèterai pour lE millième fois que la fonction au sujet de laquelle~ nous discutons 
n'est pas de celles que vous puissiez écarter puisqu'elle s'introduit dans vos raisonne
ments sans que vous ayez le droit de ne rien supposer sur son compte. 11 

Lettre du 9 décembre 187 4 

"Mon cher ami, Vous tenez donc à ceq ue nous recommençions notre discussion. 
Pour ma part, je ne demande pas mieux. Bien qu'il me manque une feuille de votre traité, 
je vais d'abord commencer par vous dire quels sont les points où selon moi vous n I êtes 
pas assez rigoureux. 

Article 55. Si la fonction croît, la dérivée est positive ou nulle. Si elle décroît, 
la dérivée est négative ou nulle. Donc, si la dérivée est positive, la fonction est 
croissante. Si elle est négative, la fonction est décroissante. Mais qu' arrive-t-il si 
elle est nuile dans tout 11 intervalle ? On ne le voit pas d'après les remarques que vous 
faites. En outre, vous prouvez bien que la fonction est croissante dans tout l'intervalle, 
si la dérivée est positivejen résulte-t-il que f(x 1) est plus grand que f(x

0
) si x 1 

et x sont des valeurs de x dans 11 intervalle telles que 11 on ait x 1 > x ? 
0 0 

Article 52. Vous savez ce que je vous reproche, je vous en ai parlé bien des fois. 
J' y reviendrai si vous le désirez . 

Article 58. La quantité E tendant vers zéro quand 1 y+dy restant constant, 
dx tend vers zéro, vous ne pouvez rien conclure pour ce qui arrive lorsque dx , dy 
tendent vers zéro en même temps. C'est toujours ma remarque relative aux infiniment 

petits fonctions de deux variables. Par exemple dx t!y tend vers zéro quel que soit 

dy nul ou fini quand dx tend vers zéro, dy restant fixe. Mais si dy tend vers 
zéro, par exemple de telle manière que l'on ait dx + dy = ctx3, votre infiniment petit 
augmente indéfiniment. Cette objection se répercute sur votre théorie de la dérivée des 
fonctions composées . 

126 . Votre théorème IV est inexact. Je vous ai donné des exemples et du reste 
il ne sert pas . 

154 . Vous établissez le théorème des accroissements finis par une méthode qui 
suppose la continuité de la dérivée et qui est beaucoup plus longue que celle de Bonnet 
qui ne la suppose pas. 

En outre, ce théorème des accroissements finis comprend comme simples corollai
res tous les développements que vous donnez ensuite et démontrez par des méthodes 
directes. 

Par exemple, pour la série de Taylor il faut simplement appliquer ce théorème 
à la fonction 
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( ) ( ) a-x , ( ) (a-x)° n( ) 
fa -fx --,-f x - ... -1. 2 .J ... nf x 

Vous voyez que je porte la guerre sur votre camp. Ne m'en veuillez pas. C'est que je 
voudrais que votre traité, d'excellent à tant d'égards, devînt tout-à-fait irréprochable. 
Si vous vouliez adopter la marche que je vous propose et accepter la démonstration 
Bonnet pour le théorème des accroissements finis 1 tout irait sur des roulettes . Quant à 
ce que vous me dites de mon travail, c'est bien vrai, mais ne croyez pas que ce soit 
11 ambition de l'Institut qui me guide. ·J'ai un but supérieur à celui d'arriver à l'Institut 
apprendre les mathématiques et rendre des services à mes élèves. Sur ce mon cher ami, 
Vôtre bien dévoué," 

Lettre du 12 décembre 1874 

"Oui, nous avons de la peine à nous entendre et ce n'est pas ma faute. A chaque 
instant, quand je vous fais une objection, vous l'écartez pour des raisons qui équivalent 
à peu près à ceci : j'écarte les fonctions pour lesquelles l'objection est valable. 
Remarquez que je ne limite pas votre droit de traiter seulement certaines classes de 
fonctions, de faire dans les énoncés toutes les restrictions que vous voudrez, j I attaque 
seulement la logique de vos raisonnements. 

(Darboux redonne alors 11 exemple des infiniments petits à deux variables) 

... Ainsi,je crois ainsi vous montrer clairement que vous admettez plus que vous ne 
savez, que vous faites une erreur de raisonnement et à cela que répondez-vous ? Montrez
moi une fonction où E soit de cette forme. A coup sûr, je ne pourrais pas vous en 
montrer puisque le théorème est vrai; mon but est de vous montrer que votre raisonnement 
remplace une supposition parfaitement admissible,par une autre qui n'est pas équivalente. 

Et remarquez-le bien, il serait bien inutile de répondre : j'ecarte les fonctions 
pour lesquelles on n'a pas le droit de faire cette substitution, car alors autant voudrait 
dire : j I écarte les fonctions pour lesquelles le théorème est inexact". 

Lettre du 15 janvier 187 5 

(dans cette lettre Darboux propose un plan pour un traité de Calcul Infinitésimal) 

- fonctions continues, leur définition, exemples, dérivées des fonctions simples 
théorème des accroissements finis ( démonstration Bonnet· arrangée) ; 
étude de la variation des fonctions. 

- série de Taylor par le théorème des accroissements finis et par la démonstration 
que vous me donnez, de Sturm je crois ; 
infiniment petits d I ordres entiers, d I ordres fractionnaires, d'ordre nul ou infini. 

- dérivée des fonctions de plusieurs variables. 

- dérivée des fonctions composées (démonstration rigoureuse) ; 
différentielle , fonctions de plusieurs variables . 

- dérivées d'ordres supérieurs (je vous ai quelque chose là-dessus) 
changement de l' ordr·e des dérivations. 

- Note générale sur les séries, développement pour la série de Taylor et de 
Maclaurin, séries à plusieurs variables . 



- changement de variables ; 
applications analytiques, théorème 

- maximum, minimum, etc ... 

- applications géométriques. 

<,0(x+h) - <,0(x) 
f(x+h) - f(x) ' 

16. 

vraie valeur de © 0 

Si vous tenez à l'introduction de l'intégrale dans le Calcul Différentiel, ce qui 
n'a plus de raison d'être avec les démonstrations que je vous propose, j' y consens . 
Vous le placerez où vous voudrez". 

Lettre du 18 janvier 187 5 
"Voici la démonstration du théorème : si 

l'exposez. Je la reprends. Soit x
0 

et x 1, 
f' (x) = O, f(x) = cte comme vous 

2 valeurs de x entre lesquelles la 

dérivée f' (x) = O. Je pose 

et j'ai les équations 

d'où 

x 1 - x
0 

= nh 

f(x +h) - f(x ) = hE1 
0 0 

f(x
0 

+2h) - f(x
0 
+h) = hE2 ..... 

f(x 1) - f(x +(n-1 )h) = hE 
o n 

x1-xo 
f(x.) - f(x

0
) = --+ {E 1 + ... + E ). 

1 n n 

Or lorsque . n augmente indéfiniment toutes les quantités E et par conséquent la plus 
grande en valeur absolue r, tendent vers zéro, etc .... 

Voici ce que je reproche à votre raisonnement que personne ne trouve plus rigou
reux. Quand on pose 

f{x+h) - f(x) _ f, {x) _ E 
h - ' 

E est une fonction de deux variables x et h qui tend vers zéro quand x, restant 
fixe, h tend vers zéro. Mais si x et h varient comme dans votre démonstration, 
bien mieux, si à chaqu~ nouvelle subdivision des intervalles x1-x il nait de nouvelles 
quantités E, je n'y vois plus clair du tout et votre démonstration°n' a plus qu'une appa
rence de rigueur. Ceci est tellement vrai que vous seul vous entêtez et qu' elle a été 
abandonnée par tous les professeurs de spéciales d' ici. 

Supposez, par exemple, que vous divisiez les intervalles en 2, puis ceux-ci en 2 
égaux, et ainsi de suite. Quand vous aurez 2n intervalles la subdivision en amènera 

2n+ 1 et il naîtra 2n quantités E. Je suppose que chacune de ces quantités qui 
naissent tendent vers zéro mais commencent toujours par être supérieures à 1 /2 par 
exemple. Vous verrez que la démonstration ne s'applique plus. Vous ne pouvez vous 
tirer de là que de deux manières différentes. 1 . en changeant la démonstration, ce que 
je vous conseille. 2. en prouvant que si une fonction a toujours une dérivée entre x 
et xi on peut trouver une quantité h telle que pour toutes les valeurs de x comprfses 
entre x

0 
et x. et toutes les valeurs h1 de h plus petites qu'une certaine limite, 

on a 1 f(x+h~- f{x) - f'(x)< E' 

étant prix fixe, mais aussi petit qu 'on le veut, ce qui est difficile. Pour J'endre rigoureux 
tout cela, vous seriez obligé de faire quelque chose de lourd et d'impossible. Toutes les 
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fois que vous calculeriez une dérivée f' (x) vous seriez obligé de démontrer qde 

f(x+h) - f(x) _ f, (x) 
h 

est un infiniment petit quand h tend vers zéro et x varie, tendant vers une certaine 
limite. Comment pourriez-vous faire cela pour les dérivées des fonctions composées, 
des fonctions de fonctions, etc ... Je ne vous parle pas des autres points, les objections 
sont les mêmes, elles sont universellement acceptées ces objections par Thomae, Weier
strass, et tous les autres . On reprocherait beaucoup à votre traité de ne pas en tenir 
compte. Il n'y a que deux moyens d'établir rigoureusement le théorème des accroissements 
finis, le calcul intégral et la démonstration de Bonnet que du reste je donnais moi-même 
dans mon cours. Présentez-là comme cela : 

Première leçon, définition de la dérivée ; accroissements finis. 
Soit la fonction 

où M définie par 
cp(x) = f(a+h) - f(x) - M(a+h-x) 

f(a+h) - f(a) - Mh = O. 

La fonction s' annule pour x = a et pour x = a+h. Dans l'intervalle, eUe passe donc 
par un maximum. Pour ce maximum, la dérivée est nulle, donc M = f' (a+ eh). 
Supposons maintenant le théorème établi. Vous démontrez trèssi.mplen1ent tout ceq ui se 
rapporte à la variation des fonctions. 

((Ainsi que ce qui se rapporte)) 

aux dérivées des fonctions composées . 
Que diable voulez-vous que je vous dise de plus. 
Ainsi, en résumé, je ne vous approuverais pas de conserver les démonstrations pour le 
théorème fondamental des accroissements finis et je vous indique pourquoi. Demandez à 
Bourget s' if trouve rigoureuse votre démonstration du théorème, si f' (x) = 0 etc .. 
du théorème des accroissements finis, il vous répondra que non. Demandez-le à Painvin, 
à qui vous voudrez. 

Lettre du 24 janvier 1875 

" .... Il importe peu que les théorèmes établis soient plus ou moins généraux, mais 
il importe beaucoup d' habituer les jeunes gens à raisonner juste et c 'est une condition 
à laquelle ne me paraît pas satisfaire votre exposition des principes du calcul infinitésimal. 

Pour que votre exposition soit juste, il faudrait que vous puissiez démontrer que E 

donné, on peut toujours trouver h tel que 

f(x+8s~- f(x) _ f'(x) < E 

pour toute valeur de x comprise entre les deux limites, e étant plus petit que 1. 
Or c'est ce que vous ne prouvez pas et si vous voulez le prouver vous aurez une marche 
très compliquée. 

La seule marche que je connaisse et qui soit conforme aux principes est la méthode 
si simple que j'essaye en vain de vous faire adopter. Essayer donc un peu comme applica
tion de votre méthode de démontI'er que 11 équation 

ll. f(x) 

6 = f (x + ne h) _x n 
n 

et vous verrez un peu si vous aurez une marche aussi simple que celle que je vous propose. 
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Les objections que vous adressez à la méthode Bonnet ne sont véritablement pas 
équitables. Elle est très naturelle ; quoi de plus simple que d'admettre qu' une fClinction 
qui va de O à O passe par un maximum en valeur absolue . 

La simplicité avec laquelle tout se déduit d'un principe uniforme est loin de se 
rencontrer dans la vôtre où vous mêlez calcul différentiel et calcul intégral. Voyez ce 
que deviennent vos théorèmes si on veut les énoncer rigoureusement. Parmi les fonctions 
satisfaisant à cette condition que pour chaque valeur de E on peut trouver une valeur 

1 f(x+Bh)-f'(x)< 1 ,., de h tel e que 0 h E, celles dont a derivee est constamment nulle sont 
des constantes. 

Alors chaque fois que vous prendrez une dérivée et que vous voudrez appliquer 
les théorèmes fondés sur la supposition précédente, vous serez donc obligé de vérifier 
si elle est satisfaite. Allez donc le faire pour les fonctions de fonctions et les:lbnctions 
composées. 

Allez donc un peu m'expliquer, je vous prie, pourquoi si 11 on prend la règle des 

f t . ' 1 d' . ' d 2 . 1 t 1 2 · 1 · one 10ns composees a erivee e y= x sm x, on rouve - cos x + x sm x ce qui 

pour x = O est indéterminée tandis que la vraie valeur est lim l = O, et pourtant 
il n' y a là que des sinus et des puissances de x. Vous craignez de x paraître copier 
Serret. Si vous persistez dans votre méthode vous paraîtrez copier tout le monde. Voilà 
tout. 

Ainsi en résumé, pour défendre votre méthode, vous êtes obligé d' admettre un 
principe dont il faudra faire la vérification à chaque instant et qui transformera la science 
en quelque chose d'empirique et cela parce qu'il ne vous semble pas que la démonstration 
de r.onnet ~oit naturelle. En outre vous ferez des raisonnements inexacts pour 

d u d u 1 d' · ' d f t· . ' t d . dx dy = dx dy , pour a erivee es one ions composees, e c. quan vous auriez un 

avantage énorme de simplicité et de nouveauté à adopter la méthode la plus exacte. 11 

Lettre du 31 janvier 187 5 . 
Il 

j; ;;~us demandais de m I expliquer pourquoi la fonction x
2 

sin ~ qui a une dérivée 

pour x = 0 met en défaut la régle de la dérivée des fonctions composées. Car 
2 1 1· y 1· . 1 0 y = x sin x ; • 1m x = im x sm x == • 

Vous lisez que cette fonction n'a pas de dérivée pour x = 0. Là n'est pas la nature de 
l'objection que je vous ai adressée. Je vous ai dit, d'après la règle des fonctions 
composées ( (la vôtre)) on a dy . 1 1 

:r: = 2x sm - - cos - , 
uX X X 

expression indéterminée pour x = 0, tandis que, d'après le raisonnement primitif, la 
dérivée est parfaitement déterminée, elle est nulle. Si vos méthodes sont bonnes, il faut 
que vous puissiez m'expliquer très nettement quel point de votre raisonnement est en 
défaut dans le cas actuel. Sans cela vos démonstrations ne sont pas des démonstrations. 

Ainsi voilà la première question que je vous adresse. En second lieu, il n 'est 

nullement exact de dire que 
1
supposer lim f(x+hl - f(x) = f' (x) quand h tend vers 0

1 

et supposer qu'on puisse trouver pour chaque E une quantité h telle que 

f(x+e ~~- f(x) - f' (x) < E pour toutes les valeurs de x comprises entre deux limites, 
soient une même chose absolument parlant. Il y a un abîme entre ces deux propositions et 
en voici la preuve . 



Imaginez une fonction pour laquelle on aurait 
3 

f(x+h) - f(x) _ f, ( ) = h 
h x ·x - a+h · 

La première supposition serait vérifiée, la seconde ne le serait pas. 

19. 

Quant à vos observations qu'il importe peu que vos théorèmes s'appliquent ou ne 
s ' appliquent pas à de telles fonctions, je tomberai d I accord avec vous sur ce point. Mais 
il importe beaucoup que vos raisonnements soient justes et que si certains exemples met
tent vos règles en défaut, vos élèves soient en mesure de dire pourquoi. Sans cela vous 
justifierez ceux qui prétendent comme la Cournerie, que le Calcul Infinitésimal est une 
affaire d'expérience et qu'il est vrai parce que

1
jusqu'ici,on n'a pas pu prouver le con

traire. 
Remarquez bien que c'est là que vous en êtes. Quant aux démonstrations de Bonnet, 

il est vrai qu' elles sont présentées de manière peu attrayante mais cela peut s' arranger." 

Lettre du 2 février 187 5 
"Non, nous ne sommes pas aussi près de nous entendre que vous voulez bien le 

dire et cela par votre faute. Je vous répète que je ne fais pas plus de cas que vous des 
fonctions bizarres, que je ne tiens pas à les introduire, mais j'ai le droit de vous deman
der de raisonner juste dans un livre élémentaire. 

Quand je vous présente l'exemple de x2 sin ! auquel la règle des fonctions 
X 

composées ne s'applique pas, j'ai le droit de vous demander comment il se :lait que votre 
raisonnement ne s'y applique pas. Et c'est sur ce point que vous êtes muet. Il ne suffit 
pas de dire :_ je l'écarte a priori, mais il faut montrer que vos raisonnements ne seraient 
pas applicables ici et c'est ce que vous ne faites pas. C'est du reste une condition à 
laquelle satisfait pleinement la démonstration que je vous ai proposée. En sorte que si 
vous ne montrez pas comment les suppositions faites dans votre raisonnement excluent cet 
exemple et ceux du même genre, j'aurai le droit de dire qu'il manque de netteté ou qu'il 
est inexact. 

Je ne complique pas les raisonnements "pour le seul plaisir d' er.glober des fonctions 

comme x2 sin 2 " mais je tiens à raisonner juste et à donner des théorèmE,s et non des 
X 

à peu près de théorèmes. Voilà tout. 

Quant à la question de la dérivée, cette fois vous déplacez la question. Il est clair 
que pour une valeur x

0 
de x, dire que 

f{x +h) - f(x ) 
lim O O = f ' (x ) h o 

c'est la même chose que de dire : on peut trouver h telle que 

f(x +h) - f(x ) 
O O - f 1 (x ) < E 

h o 
pour cette valeur de h et pour toutes les valeurs plus petites. Mais il y a un abîme 
entre cette proposition et la suivante : 

Etant donnée une fonctior: f(x) qui a une dérivée pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et b, on peut à toute quantité E faire correspondre une quantité 

h telle que f(x+0 h) - f(x) - f' ( ) < 
Bh X E 

pour toute valeur de x comprise entre a et b ~ 
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Car il est bien certain que pour toute valeur x 1 de x comprise entre a et b, 
il y aura une quantité h1 telle que 

f(x+e h1) - f(x 1) 
0 h - fr (x 1 ) < E' 

1 
mais rien ne prouve ni n'exige que lorsqu' on fera varier x 1 entre a et b cette 
quantité h 1 demeurera au-dessus d'un certain minimum h. 

Par exemple, la fonction f(x 1) étant telle que pour x = ~, ~ étant réduit à sa 

plus simple expression h 1 = ~ , vous voyez qu'entre a et b, h 1 n'aurait pas de 

minimum, que vous ne pourriez pas appliquer la seconde proposition, la première étant 
toujours vraie. Donc elles ne sont pas identiques. 

Ainsi en résumé la définition de la dérivée vous donne pour chaque une 
quantité h1 telle que 

Vous ajoutez pour obtenir l'autre propositon que h 1 demeure, quand x varie de a 
à b, au-dessus d' un certain minimum h. Cette seconde supposition n I est ni prouvee, 
ni même vraie. 

Si je vous tourmente sur les principes du calcul infinitésimal, c'est que je voudrais 
vous voir produire quelque chose de véritablement neuf, la rigueur au lieu de l' à peu près 
de Duhamel et de ses prédecesseurs qui a donné lieu au mot délèbre de d I AlemhP.T't. ;:illpz 
en avant et la foi vous viendra. Non, on re peut exposer toutes ces choses là comme de la 
géométrie. Savoir ce que l'on admet, ce qu'on démontre et c'est un grand point. Ce besoin 
de netteté est_ si répandu que Moigno a un succès fou, malgré ses démonstrations indigestes, 
dans les universités anglaises et allemandes . On commence à tenir à la rigueur et j' ai la 
conviction que vous vous trouveriez bien de suivre mes conseils. li 

Lettre du 25 février 1875 

li ••• Vous exposeriez très bien,si vous suiviez mes idées, ce que Serret a gâté. 
Vous vous obstinez pour une vétille. . ... 

Il s I agit d' un point très délicat où je voudrais vous voir réformer des idées 
universellement admises et faire oeuvre de novateur. li 

Lettre du 27 novembre 187 5 
11 Pour ce qui concerne ce fameux théorème des accroissements finis, je vous 

ai dit:votre démonstration n I est pas bonne à moins que vous n'admettiez pas un certain 
point /\ qui n'est pas vrai pour toutes les fonctions. Vous m'avez dit : mais j 'exclue 
les fonctions pour lesquelles ce point A n'est pas vrai ..... 

Je vous ai proposé alors de prendre cette démonstration du théorème des accroissements 
(inis qui se trouve dans le cours de Serret, dans celui de Weierstrass et qui n'admet pas 
le point /\. 

Ce point /\ est le suivant: si un infiniment petit f(x,y) s'annule toujours quand, 
x restant Cixe, y tend vers zéro, il ne s'annule pas nécessairement quand x et y 
varient. 
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y3 
Exemple : ------ tend vers zéro avec y quel que soit x fixe, mais: si x 

X - a+y 
varie et tend vers a par la formule x-a+y = y4 , l' infiniment présumé devient infini
ment grand. A titre de renseignement, je dois vous dire que depuis que des objections 
de cette nature ont été faites, ici même dans les Cours de Spéciales, on a adopté la marche 
que vous attribuez à Serret et qui n'est pas plus à lui qu' à un autre. (Elle serait dans 
tous les cas à Bonnet). " 

Lettre du 21 octobre 1875 

"Je vous ai proposé un autre plan pour le commencement et vous n'avez pas voulu 
me croire. 

Si vous m'aviez écouté, vous auriez fait un traité comme il n'y en a pas 
encore." 

Lettre du 27 décembre 1880 

"Je ne demanderais pas mieux que de discuter avec vous sur tout ces principes du 
Calcul Infinitésimal que Mansion d'ailleurs agite sans les bien comprendre .... Quand une 
fonction est finie continue et réelle et que l'on considère toutes les valeurs de la variable 
x comprises entre a et b, la fonction a une certaine valeur minimum qui est effecti
vement atteinte pour une valeur de x comprise entre a et b ou égale à une des 
valeurs extrêmes . Vous considérez ce théorème comme évident et je le veux bien, je crois 
que j'en ferai de même si j'écrivais un traité élémentaire, mais la preuve qu'il n'est pas 
évident, c I e~t qu'il y a des fonctions discontinues pour lesquelles il n'est pas vrai. Du 
moment qu'un théorème n'est pas vrai pour toutes les fonctions, il est clair qu'il a besoin 
d'être démontré dans le cas des fonctions auxquelles il est applicable. 

Remarquez que vous insérez une belle démonstration de Cauchy pour prouver que 
si une fonction continue varie de a à b, elle passe par toutes les valeurs intermédiaires. 
Or ce théorème à 1' époque où Cauchy 1' a énoncé et même pl us tard, une foule de gens le 
considéraient comme évident . 11 

Lettre du 1er mai 1880 

"Quant à ce qui concerne les intégrales définies, la différentiation sous le signe S 
il est certain que ce sont des questions difficiles et que sil' on vous attaquait du bon 
côté, vous auriez de la peine à répondre. Mais ceci n'est pas un reproche à vous faire 
spécialement. Bouquet et moi, nous avons vérifié que pas une des démonstrations de 
Serret où l'intégrale a une de ses limites infinie n'est exacte. 11 

Lettre du 2 janvier 1882 

"Je crois que nous ne nous entendrons pas sur la discussion relative au maximum 
et au minimum. Je prends la fonction 

12 _ ~ s 00 

sin u(x
2 

+y
2 

+ 1) cos u du 1 (x2 + y2 + 2 ). 
0 U 

Voilà une fonction qui,tant que x et y sont différents de zéro, est égale à x2 +y2 +2. 
Elle est donc toujours supérieure à 2 dont elle s'approche autant qu'on le veut 
lorsque x et y deviennent de plus en plus petits. Cependant si l'on fait x = y = O 
sa valeur devient brusquement égale à 3. Vous voyez donc bien que voilà une fonction 
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qui n'atteint pas la valeur qui marque la limite minimum de toutes les valeurs qu lièlle 
prend dans une étendue quelconque comprenant l'origine." 

Lettre du 11 février 1882 

"Vous me demandez si votre démonstration donnée p. 245-246 de votre premier 
volume ( .... ) est rigoureuse. Je ne volis cacherai pas que je préfère celle de Serret et 
la vôtre manque surtout de développement. Mais je ne vous engage pas à faire un carton, 
car les objections qu'on peut lui faire ne doivent pas à mon avis être à leur place dans 
l'enseignement élémentaire. Votre démonstration s'applique certainement à toutes les 
fonctions que vous avez considérées dans votre ouvrage." 

Lettre non datée (probablement de 1875) 

li •••• Je vous rattraperais sur ces fonctions saugrenues et vous prouverais que ce 
n'est pas d'elles qu'il est question mais de ce principe de logique. 

Toutes les f ois qu' un raisonnement A conduit à une conclusion B sans écarter 
expressément une hypothèse H (voilà le hic) et que B' fondée sur H est contraire 
a B le raisonnement est faux ou incomplet. li 

Lettre non datée 
11 Du réste, je vous ferai remarquer que vous me parlez toujours de ces fonctions 

drÔlatiques. Je ne les considère pas plus que vous . Mais il faut séparer le bon grain de 
11 ivraie par des caractères précis, et pour cela il ne faut admettre que ce qui est claire
ment contenu dans la définition d I une chose. 11 
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