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L'INEGALITE DE TYPE CRAMER-RAO ET
LA VITESSE DE CONVERGENCE POUR CERTAINS
ESTIMATEURS SUPER-EFFICACES

LY HOANG TU

INSTITUT MATHEMATIQUE DE HA NOI
et UNIVERSITE PARIS SUD - ORSAY

Parmi les inégalité de type Cramer-Rao, nous citons 1'inégalité

d'Hammersley-Chapman-Robbins, qui n'exige que de trés faibles conditions.
En 1972 Ibragimov et Haminskii ont présenté une nouvelle inégalité de

1'information, dans le cas d'estimateurs sans biais, qui a la forme suivante :

1 2
VareT(x],...,xn)+Var¢T(xl,...,xn) > E'IT(e) - T(¢)| X

x {n'llf V&8 - /0,0 u@x | - 1} ()
R

om Xl,...,Xn sont des variables alé&atoires indépendantes, é&quidistribuées de
densité f£(-,6) par rapport 3 u .

Dans cette communication nous présentons une nouvelle inégalité et 1la

comparons avec celle d'Hammersley-Chapman-Robbins et avec (1). Nous examinons
aussi la vitesse de convergence de certains estimateurs super—efficaces, un
exemple séquentiel est présenté.

I-Soit (T, Cb,-Pe), une structure statistique 3 paramétre e ;

dp
PG' est dominée par une mesure U O-finie et 75?-= f(x,6) ; soit T(x)
un estimateur sans biais d'une fonction numérique T(8). Alors nous avons

1'inégalité suivante :

Var, T(x) + c°Var¢(T(x) > |t(®) - T(sb)l2 X

£(x,6) - £(x,9) 2 vl
X {]J ( f(:,e) T cf}({x,d))) (f(x,8) + cf(x)$))u(dx)| ~ - ¢} (2)



ol ¢ est une constante positive.

Si ¢ =0 (2) devant 1'inégalité d'Hammersley-Chapman—Robbins.
Quand ¢ =1, X = (Xl""’xn) . et les variables Xi (i=1,...,n) sont
indépendantes et équidistribuées (2) ressemble & 1'inégalité d'Ibragimov-

Haminskii, mais nous pouvons montrer des exemples oli (2) est plus forte que (1).

II - Soit Xl""’Xn » . variables aléatoires réelles, indépendantes,

dp
équidistribuées de loi Tﬁ?'= f(x,8) o 6 € (@,B) R (A< B) et u

une mesure O-finie sur IR munie de sa tribu boréliennes

Théoréme 1 : Soit T(Xl""’Xn) un estimateur sans biais de 6 .

On suppose :

, 1
0(8,9) = j VEED) - VEx,0)% nidx) < alo-¢|% (3)
R

ot 0,0 (,B) K>y a>0 l6-8] < 1

Alors il existe une B > 0 telle que :

1
1 T(Xl yo e ,Xn) > ('I?_'E) (4)

K
()

Va;re T(Xl""’xn) + Vare+

(n-+e0)

Exemple 1 : Soit X],...,Xn des variables aléatoires indépendantes,

équidistribuées de loi :

0 si x <0
Fo(x) = 1 - 5= si 0<x<08<1 (K32)
1 si x> 6

et P est la somme de la mesure de Le?esgue sur (R, Z) et d'une mesure
de Dirac en O. Alors p(6,9) < 2|6—¢|K et on peut appliquer le théoréme 1

3 1'estimateur de ©.



Si K=2, T=X notons X = max(X,,...,X.) , on a
max max 1 n
E.X =0 -2 +0u®, (u=1-/0), et E. (X -8)2 =0 .
8 “max (n+2) (n+1) B J 0 ‘"max 4

n

Théoréme 2 : Soit T(X,,...,X ) estimateur non biais de 6 ; on suppose :
— 1 n

0(8,0) = J VEx0) - £x,¢)? nWdx) < a ——I‘—”- , (@a>0)  (5)
R 12_14-9

Alors il existe une constante B > 0 telle que

Vare T(XI,...,Xn) + Var

X
ore | T(Xl,...,Xn) > 0(;;) (6)

_|B
n

(o)

Exemple 2 : Soit Xl,...,Xn les variables aléatoires indépendantes,

équidistribuées de loi :

0 si x<£0
1 .
Fe(x): ]""Tog(—e__xj s1 0<x<9<a<]) (2,na<])
1 si x 20
et 1 est la méme que dans 1l'exemple 1. Dans ce cas p(0,9) <3|-—Tl——TT
L |¢-6
n

poLr |¢-6| petit.

Soit T(X],...,Xn) = X , on peut vérifier directement

max
1 1 .-1
Ee Xmaxﬂe"'()(—ﬁ) oll u= (1 +W)
. u n
t E,(T(X ) -0?% = oy
et . Eg(T(X;,e..0Xy i

Théoréme 3 : Soit T(X .,Xn)—estimateur quelconque (biais ou non) de 6 .

I’-o
8i pour 6,0 €eR, on a

[ e a0 s et n@n 5 L > o ™
R



Alors :

2 2 1 2 1
B | T, s X )-8 + By |T(X 500 ,X )=0]% 3 5]0-0] 5 (8)
IIT - Maintenant nous &tudions le cas séquentiel. Soit XI’XZ""

une suite de variables aléatoires indépendantes, &quidistribuées de loi
P6 s 8 €R , nous utilisons la définition du coefficient d'efficacité ¢
de 1'estimateur séquentiel TT de Y. Yu Linnik :

2

EG(TT 8)

€ = lim 5

n-o Ee(en - 8)

oll '1’,r est un estimateur sé@quentiel sans biais de 6 et EeT <£n, Gn est

un estimateur sans biais de 6 de variance minimum 3 n fixe.
En 1969 Chalit a prééenté le cas que € ='% [2] .
En 1972 Ibragimov et Haminskii ont présenté le cas général quand € < 1 [3].

Ici nous présentons un estimateur séquentiel pour lequel € =0

presque tout 6 .

. 1 .

Exemple 3 : Soit P9<Xi = Q) = Pe(Xi==9) =7 0<B <40, 1i=1,2,... .
n

I1 est facile de montrer que pour tout gn s Ee(en—e)2 ne peut étre nul que

pour un seul 6 = 60. Posons_'{éﬁh} = {G(X],...,Xn)} n=1,2,000 &

Soit 1l'estimateur TT choisi 3 1l'instant :

T=inf{n:X(n)>0 n>l}
om X(n) = max(Xl,...,Xn) et Tn = X(n) .
s o]
Alors E.T =6 et E.(T —9)2 =0 pour tout O et pour n>c (c=L i —LO :
6t 0 't ;=1 ob
2
Ee(TT—G) _

=0 et € = 0 pour tout 0 # 60 .

A 2
Ee(en-ﬁ)



o))

Exemgle 1
0] s1 x<O0
Fe(x)= l—K/é—x si 0<xgH<1, K > 2
1 si x>0
0 si x <0
l—K/§ si x =0
f(x,0) = 1 )
1 K- .
-I-(-(e—x) si 0<x<8
0 si x >0
Si ¢ <06 , la distance d"Hellinger vérifie :
2 K
[VE(x,0) - YEx,$)|° n(dx) < 2 "Vo-¢
Examinons Xma.x = max(xl,...,xn)

Hy(x) = Py(X < x) = [Fo(0]"
0 Bi® x <O
a-2mn° si x=0, dci K=2

Hé(X) = g(x,0) ={
n(l-v’5—x)n_lx 1 0<x<©5H

2y6-x
0 x >0
B Xnax ~ I 0 X g(x,8)u(dx) + n fe x(1-v6-x)""1 x —— 4x
6 "max  Ji0) : 0 2/0=%

0
Ee Xmax = 6‘0 [1 - (1"/6)!1] + Jo (x-e)g(x,e)dx



3] 1 9 -1
J (x-6) g(x,0)dx = - J n(l + z° - 2z)zn dz
[0}

1-/8
2 ) '
Eq Xmax =0 - (n+2) (n+1) * 0 I(l - /é)nl
2 ® 2 a - !
EG(X Y =n J X dx
max
o 2v0—x
1 2 4 21 n-1
= - I n [e + (1-2z) - 26(1-2) ]z dz
1-/8
2 2 49 24 n
B Cpax) =8 " @D @ T @D @) @ @y T 04 - 757

. 2 2 2
E_G(Xmax -0 = By(X__ )"+ 67 -20E X
- 24 ' ) o
~ (n+1) (n+2) (0+3) (n+4d) + 00 - /B
E(x_ -8)2 =0

6 * " max 4



(2)
Exemple 2
’
. 0 si x <0
' “l+—_!'""— 0<x<62’a
Fe(x) = < log (6-x)
log a £ -2 *
\ 1 x>0
' 0 si x<0
1+ 1 1 5 x=0.
£a(x) = ﬁ og
| ' 2] 0<x<§6
(6~x)log” (6-x)
\ Y x>0

Nous calculons la distance d'Hellinger, si ¢ < O,

| | .
p = I E@,0) - /@002 utdx) =J *'f +I |
{o}

0 ¢
(1) 2 Q3
* J{o}' ' f Tge *'* log ¢ 2//(1 TR AN T
1 1 ; 1
T2 log 6 ' Tog ¢ 21+ log 6)
< 1 R 1 _ 1
S log é¢ log 6 log © - log ¢
(remarquons que
1

|'10g'9 " Tog ¢ | pour [$-8| assez petit (|6-¢| + 0)

|10g]6-9] |



car

1 1 log(1 + 969) 90
- = N
log © log ¢ l l log ¢+ log 6 l

log ¢+log ©

[$-6 |
et ] > 0 )

log|6-¢|

et nous avons :

1 1

1
J{O}‘S |1og 9 log ¢| < ]log 6—¢[]

6 1 1 1
3) j=1—<1+ ——) = - -
¢ log (6-0) log(6-¢)  |log|6-¢]|

maintenant nous calculons :

¢ R 5 ] ¢ 1 ¢

(2) JO (VE(x,0) - VE(x,9)" u(dx) = Tos (6= * Tos (0= .
-9 [¢ dx
o V(6-x) (b-x)1og2 (6-x) log?(¢-x)
si 0<x<¢p<0OgLa-= e—2 on a
2, 2
(0—x)1log  (6—=x) 2> (¢—x) log™ (¢-x)
et

SRS NN SRR RO dx
o log(6-¢) log 6 1log ¢ o (6~x)log* (6-x)

2

\<-_._..__..
|10g|8-01]

Combinons (1), (2), (3) nous avons :

p(6,9) < —3 pour |B-¢| assez petit .

|1og|6-¢] |



(3)

Maintenant examinons X
max

Hy(x) = Po(X < x) = [Fax)]"

max
et
( 0 s1 x <0
(1 +T—l_§)n x =0
g(x,0) = i °g
1 n-1 1
n(l + ——p—) X 0<x <9
Log (9-x) (6-x) 1og2(6—x)
0 X 2 0
\
‘ 0
+ Ee Xmax = J 0 x g(x,0)u(dx) + j x g(x,0)dx
{o} o
E. X - Je b+ x0)]" (1 + —b)™! ! dx
6 “max o A log(6-x%) (G-X)logz(e-x)

o[(1 - (1 + ——"] + nJ et + Hm L e

log 6 20 t t2
n

—0 28 6.
ln[ et(1+-1-)n]><—l—-dt' < |(1+l)netJn + Jn(1+—l-)netdt|
t 2 t t
2.9 t —o0 —0
28
I \n 1 \n n t
L (1+2,—6_) +(l+_£6) % J edtl
n n —~00
< 2(1 + L)n
~ 26
n
et
_ 1 n
EG Xmax =0+ O[(l * log 6) ]
, 3] 3]
E. (X )2 = f x2 g(x,8)dx = J (x2 - 62 + ez)g(x,e)dx
0 “"max o o



10

¢
E,(X )T = 92[1 - (1 + igé—gbnj + J (x-0) (x+0)g(x,0)dx

6 *“max
o}

8 6
]J (x-9) (x+0) g (x,0)dx| < 2]j (6-x) g (x,0)dx|
70 O

6
. 1 n
On sait que |jo (6-x)g(x,0)dx| < 2(1 + 135_6)

Alors :

2 _ 52 1 n
Bo Xpax = o+ O((l * log 9) J

Et

2 2 2 1 n
6" + 6 -299+0((1+-1—6é—9-)')

E,(X___-6)

9( max

E,(X___-6)

1 n
0 *“max 0((1 * log 6) )

#

Ce que nous voulons démontrer.
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