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CHAPITRE I 

VALEURS ABSOLUES 

Le cours de l'année 1964-65 : "Notions élémentaires de 

Géométrie algébrique" est cité E; le cours de l'année 1965.-66 

"Variétés abéliennes" est cité VA. 

1. Définitions, exemples. 

Définition 1.1. Soit Koo le corps projectif associé à un 

corps K. On appelle valeur absolue de K toute·application 

V de Koo dans ii vérifiant les axiomes suivants : 

VAl v(x) = _oo équivaut ' x=O a 

VAl' v(x) = +oo équivaut ' x=OO a 

VA2 v(xy) = v(x) + v(y) quels que soient X , y dans K 

VA3 il existe « dans R tel que quels que soient X I y 

dans K: v(x+y) ~ sup(v(x),v(y)) + ~ • 

N.B. Les conventions faites ci-dessus diffèrent des conventions 

usuelles, d'une part par le fait qu'on choisit la notation addi

tive, et d'autre part par la forme attribuée à l'axiome VA3 

(appelé condition UA dans Bourbaki, Algèbre, VI, § 6.1). 

Une valeur absolue au sens ci-dessus est le produit par une 

constante réelle )o arbitraire du logarithme d'une valeur 

absolue au sens classique. 

On posera \xlv = exp v(x) (notation multiplicative 

habituelle). 

Conséquences 

1. Chaque fois que l'on peut donner un sens aux deux mem

bres de VA2 (resp. VA3} avec x, y dans K00 compte tenu 

de VAl et VAl' on a encore VA2 (resp. VA3} ... / ... 



2. Si t ••t racine de l'unité Y(t) • O • ln particulier 

Y(l) • v(-l) • 0 • d'o~ T(•x) ·• v(x)~ 

3 t Cl > - 0 car 0 • v(l) < 1up(v(l)• - v(O)) ♦ Cl • Cl 

li Cl • 0 on dira que V e ■ t ultram,trique. Une valeur 

non ultramétrique ••t &galeaent dite archim,dienne. 

4. v induit un homoaorphi1me de P dan ■ ~, 

Exemples 

absolue 

1. v(x) • O pour tout x dan• K* e1t dite valeur ab1olue 

impropre ou triviale. 

2, A toute valuation r~elle (1) de K. eat a11oci6e une 

valeur absolue ult.ramétrique v • -(1) • En particulier ai . A 

est un anneau factoriel à une valuation p-adique wp du corps 

des traction•• il correspond 

valeur absolue ultram,trique provient d'une valuation. 

3. Dans m ou C • on dEtinit une valeur ab1olue 1 not'• 

v. • en posant v.{x) • log lxl (de sorte que 

est la valeur absolue u~uelle lxl), 
2. Corps valués, 

Soit K un corps muni d'une valeur absolue v. On peut 

d,tinir une topologie 1ur fC par le 1y1time tondaaental \V al 

de voiainagea de O 

K est alors un corpa topologique ; on l• dira corpa valu~. 

Définition 2.l, Deux valeur• absolues sont dites équivalentes ai 

elle• d,tini11ent la même topologie. 

En particulier. deux valeur, absolues ultram,trique1 sont 

.Squiva.lente.s si les valuation, correspondantes sont équivalen

te• (E, O, A, 6) • 

• • • I • • • 
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THEOREME 2.l. 

l 
i 
tnon 

l 

Soit K un corps muni de·deux valeurs absolues v1 et 

impropres. les propriétés suivantes sont êquivalentes : 

1 
et sont équivalentes 

b) v
1 

(x) < 0 ~ v
2

(x) < 0 

c) il existe un réel u > 0 tel que v1 = u. v 2 • 

x-!...,.. a signifiera x tend vers a au sens de la topologie 

définie par 

car 

V. • 
l. 

v.(x) < 0 
l 

quand 

b } ==> c ) ;; o t on s (resp. v2) la restriction de v1 (resp, 

homomorphisme de K* sur v1(K*) {resp. 

v2 (K*)), sous-groupe du groupe additif m • Or b) donne 

V,.. (X) = () --. V ( X) = .::: --, l' 0 ; donc ker v
2

c ker v1 ; on peut fa.::::'t.o-

riser y est un homomorphisme de sous-groupe 

aJditif ordonn6 de ~ , donc une homothétie de rapport 1J > 0 • - , 

or lJ #: '.) sinon serait impropre. 

c} ~ a) ~es voisinages sont les mêmes. 

LEMME 2.1. Soient dans ~ i = 1, 2, ••. , m j alors 

Par récurrence sur r on déduit de VA3 lorsque m = 2r 

pour tout r v(a 1+a2+ ••• +a2r) i s~p v(ai) +roc. 
1. 

Si m;i 2r pour tout r , il existe r tel que 2r-l < m ( 2r 

et r ( log m + l; posons 
log 2 

on a: 

a.= O 
J 

pour j = m+l r , m+2, ••• , 2 

v(a 1+a2+ ..• +a) = v(a 1+a2+ ••• +a ) i sup v(a.) + ~r m 
2

r 1 

et a fortiori l'inégalité du lemme. 

. .. / ., .. 
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THE0RE~·1E 2.2. 

Soient K un corps et v une valeur absolue de K i alors 

v ultramétrique équivaut à v majorée sur le sous-anneau pre

mier de K, 

Si v est ultra.métrique, a= 0 et v{n.l) = v(l+l+ •• ,+l) ~ 0 • 

Réciproquement• si 
m 

(a.+b)m = L 
v est majorée par C sur Z.l soit 

(
ml . . 
i 

a.J.bm- i alors• par le lemme l, 
i=o 

m v(a+b) ~ sup(C + iv(a) + {m-i) v{b)) + a 
i 

posant s = sup(v(a}, v{b)). On a 

v(a+b) < s + f + a (log{m+l) + l) 
m m log 2 • 

En faisant tendre m vers +œ • v(a+b) ~ s • 

{log(m+l) + l) ; 
log 2 

COROLLAIRE l. Sur un corps de caractéristique p > 0 toute 

valeur absolue est ultramétrique 

car l'anneau premier est WP et n'a qu'un nombre fini d'élé-

ment~, 

COROLLAIRE 2. La possibilité de prendre a~ log 2 dans 

VA3 é11uivaut à 1 l satisfait l'inégalité triangulaire. 
V 

avec 

v(n.l} < a( 10 6 n + l). d'après le lemme 1 • 
log 2 

log(If) 
m v(a+b) < sup(n(log 2 + l) + iv(a) + (m-i)v(b)) + um 

1 
u = ~(loc m+l + l) 

m log 2 
,m\ u +a 

la+blmv, ~ sup 1 1' lali lblm-i e m 
Î \i .V V 

Um+O. 

si a < log 2 

-
et a fortiori 1 a-t-b 1 

m 

V 

faisant tendre m vers +~ la+bl < !al + lblv • 
V - V 

Inverseme::.r, la+bl < la! + 
V - V 

lb! < 2 sup(lul , lol ) 
V - V V 

et v{a+b) ~ sup(v(a). v(b}) + Log 2 • 
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COROLLAIRE 3. Tout corps valué est un espace métrisable 

avec pour distance d(x,y} =· lx-yll.l. • où ll • log 2 
V a 

ceci résulte du théorlme 1 e~ du corollaire 2. 

3. Valeurs absolues de Q. 

THEOREME 3. l. 

Soit v une valeur absolue de Q alors : 

a) ou bien v est la valeur absolue impropre de Q 

b) ou bien v est équivalente à une valeur absolue 

p-adique 

c) ou bien· v est équivalente à 

Si V est ultramétrique (.1) = -v est une valuation 1 et 

a) ou b) d'après l'étude des val 1Ht.t ions de 0 (E • o, A, 

th. 5, coroll. l) • 

on 

6, 

Si V n'est pas ultramétrique soient m, n deux entiers > 

écrivons s 
m en base n • 

0 < a. < n 
l. -

q s q+l n < m < n 

v(m 8 ) _< sup(v(a.) + iv(n}) + a (log{q+l) + lJ d'après 
i log 2 

le lemme l. 

Si S = sup(O,v(n)) 1 et 

Or 

s v(m) ~ C + qS + 

q < log ms donc 
log n 

C = sup v(a.) • on a 
• l. 
l. 

a(log(q+l) 
log 2 + l) • 

v(m) < .9. 
log(s~ 0 ei m+l} 

+ log m og n 
log n S + a( s log 2 - s 

Faisons tendre s vers +œ 

v( m) < log m S 
- log n 

a 

l 

1 
+ ~). 

s' 

si v(n) < 0 ==o- v(m) ~ 0 donc v sèrait ultra.métrique (Th.2.2.) 

d'où s = V ( n) t 

v(m) 
log m 

échangea.nt n 

v(n) = log n donc 

et m on déduit 

V est &quivalente A V ... • 
• • • I. • . 
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4. Théor~me d'approximation. 

(p,q) désigne l'ensemble des entiers n : p ~ n ~ q 

THEOREME D'APPROXIMATION, 

Soient v. • i E: (l 1m) des valeurs absolues non impropres 
l 

et deux à deux non équivalentes sur un même corps K. Soient 

a . 1 i C ( l I m ) des é 1 é ment s de K et a r ê e 1 • I 1 existe alors 
l. 

xE:K tel que 

v.(x-a.) < a 
l. l 

pour tout i € (l ,m) 

Il suffit de trouver une suite 

••• + x am• avec x. m,n 1,n -4 ô •. quand n -++ • 
1,J 

; alors, pour 

n assez grand, prenant X = X ~ V • ( x- a. ) < a •. 
n l. l. 

Pour construire (x 1 ) nous allons prouver par récurrence sur ,n 

m qu'il existe y€K tel que v 1 (y) > 0 1 vj(y) < 0 pour 

j C (2,m). 

a) m = 2 v1 , vm sont non équivalentes ; or d'après 

le th .2.1.. b) .il existe y f t y" tels que vl(y') > 0 • v2(y') < 0 

V (y") > 0 et V (y"} < 0 il suffit alors de prendre y = y'.y" 
l 2 

b) Il existe t tel que v 1 (t) > 0 V. ( t) < 0 pour 
J 

j E: ( 2 ,m-1) mais aussi u tel que v
1

(u) > 0 • V ( U) < 0 
m 

'1 ) si V ( t) < 0 posons Yn = tnu quand n: ~ +oo 
m . -

y ~"' ' yn ...J..,. 0 si j E' ( 2 ,m-1) et V (y ) 
n m n 

n assez grand y ::;: y convient. n 

a) si V ( t) 0 
tn 

> posons Yn 
::;: u - = m l+tn 

qua.nd +00 ..J:...... m -4 0 n -: Yn . u t Yn ___.u 
' Yn 

donc pour n assez grand y= Yn convient. 
n 

c) Il suffit d~ prendre X 1 1 n 
= ..JL_ • 

n l+y 

< 0 donc pour 

u 

l+t-n 

si jE ( 2 1 m-1) 

. . . / . . . 

f 

• 
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En recomn:ençe.nt cette construction pour chaque indice i € (l ,m) 

on obtient le. suite x convenable. n 

COROLLAIRE. Dans les hypothèses du théorème précédent, si 

l'on suppose que vj • j € (l,q) q !. m sont ultramétriques, et 

si l'on se donne y.e:v.{K""t) jê(l.q}, alors il existe x€K 
J J 

tel que 

v(x-a.) = y. pour j €. (l,q) 
J J 

et v{x-a.) < 
l 

a pour ie(q+l,m). 

Soient u. tels que y. "' V ( U. ) j e: (l,q) 
J J J 

b. = a. + u. j € (l,q) 
J J J 

b. = a. i E:(q+l,m). 
1 l. 

Appliquons le théorème d'approximation avec 

B < Inf(a,y 1 ,r 2 , ••• ,y
4

) il existe X tel 

or v( x-b ) = V (X•&. -u. ) = V ( U.) = y. si • J J J J J 

posons 

(b.) je: (l,m} et 
J 

que . v(x-b.) < B < . 
J 

j E: (l,q), puisque . . 
a 

v(x-b.) < f3 < r. = v(u.) et que -v est une valuation. 
J J J 

4. Com;2lé t ion d'un cor;es valué. 

THEOREME 4.l. 
... 

Soit K un corps valué. Il existe un couple K 

est un corps topologique complet et ~ un monomorphisme de K 

dans K pour la structure de corps topologique, tel que pour 

tout autre couple {K', 'f') analogue• q' se factorise à. tra

vers ~ par un monomorphisme a : K ~ K' pour la même struc-
... 

ture. L'imaee 'f(K) est alors partout dense dans K • En pro-

1longeant nar continuité la valeur absolue 
1 • 

lune valeur absolue v de K compatible 

V de 

avec sa 

K • on obtient 

topologie (de 

!sorte que 
... 
K est un corps valué comflet pour v ). 

Pour construire (K1 i), il suffit de complèter K comme 
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espace métrique. 

Le théorème entraîne l'unicité de· (K,v) à un isomorphisme 

près pour la structure de corps valué • 
... 

Définition 4,1. Le corps valué (K,v) du théorème précédent 

est appelé le l" ,, com;12 ete de K relativement ' a V 0 

.... 
Dans 1 a suite, on regardera K comme un sous-corps de K • 

en l'identifiant canoniquement ' image a son par 'f' • 

' 
,, ,, 

Remarg,ue . On obtient définition équivalente la . une a prece-

dente en remplaçant, dans l'énoncé du th, 4.1. l'exigence de la 

condition d'application universelle pour les couples 
.... 

celle de la propriété pour ~(K) d'être partout dense dans K 

Pro;12riétés : Si v est ultramétrique soit w = -v la va-

luation réelle associée à v alors : 

a) v est ultramétrique, 
. ... ... 
l • e o W = -V est une valuation 

réelle de K • 

... 
b) L'anneau de valuation A de 

.. 
w s'identifie au complété 

~e l'anneau de valuation A de w, en tant que sous-anneau to

pologique de K • Son idéal maximal m est engendré par l'idéal 

maximal m de A o On a -
.. 

A = A(\ K et ~ • j f\ A = fü r, K , .. 

alors 

c) Introduisons les corps résiduels 

s'identifie canoniquement à 

et A/m 

.. 
d) A= A+ m 

e) Si .. 
r = r .. alors r = r • 

w 

Démonstrations, 

est le groupe de la vaLuation w et 

a) v coïncide avec v sur l'anneau premier ; on applique 

le th. 2.2. 

b) w prolonge w 
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c) le diagramme A ~ Ko se c·ompl~te en une inj e et ion 

1 1 •o 1 

de Ko dans § nA 1 K car • m 
io -.... 

A ~ K Cette injection est une bijec-

tion 
.... ... 

d'après car A -A + m - ... ... 
d) A est dense dans A donc . pour tout x€A il existe . • 

aEA tel que v(x-a) < 0 ce qui équivaut ' x-a €. m a • 

e) si y • w(x) d'après la densité, il existe yé. K* tel 

que w ( x-y) > y donc w(y) - y • 

Propriétés . Si w est discrète• toute uni for mi san te t . 
de w est uniformisante de 

.... 
w ; et si R est un système de 

... 
représentants de AIE:. dans A • alors tout X dans K s'écrira 

I a tn ... s€ 7 et € R Si les éléments de R sont dis-ou a • 
n~s 

n 

t inct s modulo m cette 

Soit 
- ... 

d'abord X f..A 

x = a
0 

+ x 1 t 

x1 = a 1 + x 2 t 

n 

écriture 

• comme 

e O O • • e e a 1 1 (t e a e 

... 
a ve C a. €. R et X. E A t d 1 0 Ù 

l. l. 

Il suffit alors de faire tendre 
.... 

x € K , on remarque qu'il existe 

Exemples : 

est 
... 
A a 

X • 

n 

B 

unique. 
.... 

A + tA • on a 

a
1

t n-l a + +oae+ a 1 t + X 
0 n- n 

vers +oo • Si maintenant 

tel 
s ... 

que t .x ~ A • 

a) Soient A un anneau factoriel, K son corps des frac

tions, p un élément extrémal de A. Les complétés respectifs 

... .... 
K et A de K et A relativement à la valuation p-adique· 

p p 

~p sont appelés complétés p-adiques de K et A. 

En particulier, en prenant A a~, d'où K •,•et 

pE 7 premier 1 on obtient le corps ~P des nombres p-adiques. 

et l'anneau ~ des entiers p-adiques. On peut alors prendre p .... , ... 

tn 

• 

0 
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t • p • et R = {0 1 1 •••• ,p-l} b 

b) Soient V une courbe algébrique définie sur un corps 

k • et soit a un point de V rationnel sur k. On a vu 

(VA, II, 5) que l'anneau local ~ • ~k(a,V) du point a est un 

anneau de valuation discrète admettant pour corps résiduel k 

On peut, dans ce cas, prendre R = k • et le complété 
A 

0 de o -
est isomorphe {non canoniquement) à l'anneau des séries for~elles 

à coefficients dans k o 

Plus généralement, si W est une sous-variété de codimension 

1 de V I définie sur k, simple sur V , l'anneau local 

~ = ~k{W,V) est un anneau de valuation discrète (E, III, 10, 

th. 10) admettant pour corps résiduel le corps des fonc-

tions sur W définies sur k. Le complété 
.... 
0 de o est iso--

morphe à 1•anneau de séries formelles à coefficients dans 

5. ~nsions des valuations réelles et des va.leurs absolues, 

Dans ce qui suit K' désigne une extension d'un corps K , 

w' une valuation réelle de K' dont la restriction à K est 

w • A= A ; A' = A , • m = m • m' = m' w w -w t - -w 

V: -w j V' = -w' • 

Le diagramme A ___.,. se complète en une injection 

l 
A'--+ 

Ko .,_.. K ' o c a. r A = A I i'\ K et 

E_=E_'nK 

donc peut être considéré comme une extension de 
0 

K a 

Définition 5.1. On appelle indice de ramification de l'ex-

tension (K 1
1 w') de (K,w) l'indice {r' : r) = e c 

Définition 5.2. On appelle degré résiduel de l'extension 

( K' 1 w ' ) de (K,w) le degré 
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P 
• ,,. ,,. 

ropr 1ete.s : Soit une extension de 

désignons par e' et r• • l'indice de ramification et le degré 

résiduel de cet te extension• par e" et f" le degré .résiduel 

et l'indice de ramification de l'extension (K"•v") de (K,v) i 

alors e" = e'e et f" = f'f. 

THEOREME 5,1. 

Si K] • n .< +œ alors e• f sont finis et ef < n -
Soient r < e - et 

i E: (i,r) 1 dans K'* 

s ~ r; il existe des éléments (X• ) t 
l 

tels que (w(x.)) soient distincts mod r 
l. 

et des (y.), je: (l,s) dans A' tels que leurs images {y~) 
J J 

dans K10 soient linéairement indépendantes sur K
0 

; donc les 

y. E:A' - m et sont inversibles~ Il suffit de prouver rs _< n et, 
J -

pour cela, que les xiyj sont linéairement indépendants sur K. 

Soient {bj)• j e{l 1 s) dans A non tous nuls alors : 

w'(L b.y.) • inf(w(b.)) € r ; en effet après multiplication par 
j J J j J 

un élément de K~ on se ramène au cas où inf(w(b.)) = 0 1 
J 

c'est-à-dire b. entier pour tout j et l'un deux inversible 
J 

dans A les sont indépendants, a~r b~ 
0 ;. 0 i comme y. on y. 

J j J J 

et par conséquent !.Il t { ~ b.y.) • 0 • Supposons r a .. x.y . • 
J 

J J i,j l. ,J l. J 

avec a. . E. K non tous nuls . posons u. = I a. .y. • D'après 
1,J t l. 1,J J j 

0 

ce qui précède les u. sont non tous nuls et pour u. ; 0 • on 
1 

a w'{x.) 
.l 

sont distincts 

l 

mod r • Donc il 

• 

en est de même des w'(u.x.) 
.l 1 

pour les u. ; 0. Ceci est contra
i 

dictoire, compte tenu de la relation 

Remarque On peut montrer que, 

\ u.x. • 0 • 
L 1 .l 
i 

pour plusieurs valuations 

{wi}iEI deux à deux indépendantes de K' prolongeant w, on 

a : r e.f. < n. 
~ l. l. -
1 

• • • I • • • 



- 12 -

THEOREME 5.2. 
Si [K' : K] • n < +co 

l d • ... ) ,,. . ... • resp. iscrete equivaut a 

resp. discrète). 

alors w impropre (resp. de rang 

(1)' impropre (resp. de rang 1 • 

(r' : r) • e < +co; donc l'homomorphisme a : x ....... ex de r• 

dans r est surjectif; de plus, ker a= {o} , car r• est un 

groupe ordonné • donc a est un isomorphisme de groupe ordonné. 

THEOREME·5,3. 

Soient (K,v) un corps valué et L une extension de K; 

on peut prolonger v à une valeur absolue de L. 

Si v est archimédienne, on peut, d'après le théorime 

d'Ostrowski, identifier par isomorphisme K à un sous corps de 

~•de façon que v soit {à l'équivalence près) induite par la 

valeur absolue ordinaire de t. Comme ~ est algébriquement 

clos, on peut supposer LC.t • 

Si v est ultramétrique, la valuation réelle associée 

w • -v est de rang l, ~lle se prolonge à une· valuation de L 

(E, o, A, 8, th. 7, coroll.) qui est de rang 1 1 donc que l'on 

peut supposer réelle ; son opposée est une valeur absolue sur 

L prolongeant v. 

THEOREME 5,4, 

Soient (K,v) un corps valué complet, et L une extension 

algébrique de K. Il existe une et une seule valeur absolue de 

L prolongea.nt v • De pl us, si [L : K] = n < +• • a.lors L 

muni de cette va.leur absolue est un corps valué complet. 

. . . / . . . ' 
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On J)eut supposer [L : K] • n < +00 

Si K est muni de la topologie discrète. sa valeur absolue 

est triviale, auquel cas L est lui-même valué trivialement 

(th. 5.2.) muni de la topologie discrète, il est complet. 

Si K est muni d'une topologie non discrète, L. étant un 

espace vectoriel de dimension finie sur ce corps valué complet, 

est isomorphe à Kn comme espace vectoriel topologique. Donc 

L est complet et deux valeurs absolues quelconques v • v' 

de 1 prolongeant v sont équivalentes, d'où w • uv' d'après 

c) du th. 2.1. ; comme v n'est pas triviale, on peut prendre 

x € K Ir te 1 que v ( x) ;, 0 t d 'où µ = 1 • 

COROLLAIRE 1. Soient {K,v) un corps valué. complet, L et 

L' deux extensions conjuguées de K • i.e. telles qu'il existe 

un K-isomorphisme a de L sur L' • Soient v et v' les 

prolongements {uniques) de v à L et L' respectivement. 

Alors w • w'o o 

[1 

de y 

COROLLAIRE 2, Les hypothèses étant celles du th. 5.4 •• si 

K] = n < +• t pour tout 
n 

On a NL/K(y) • TT y. , où les 
i•l 1 

répétés un nombre de fois égal 

y. 
l. 

sont les conjugués 

au degré d'inséparabilité 

de L sur K. Quitte à agrandir L on peut la supposer 

quasi-galoisienne alors 

v'(y.) = n v(y). 
l. 

Définition 5.3. Soient (K.v) un corps valué 1 L une ex

tension finie de K • w une valeur absolue de L prolongeant 
... 

v t K et L leurs complétés respectifs. L étant identifié 
... 

à un sous-corps de "" L • le corps K s'identifie à l'adhérence 
A A A 

de K dans L • et on a L = K.L .• On appelle degré local de 

• •. I. • • 
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L sur K par rapport à w ièJ • 

THEOREME 5 • 5 • 1 

Soit K un corps muni d'une valeur absolue v • L une ex- 1 
1 

tension de K • [L : K] = n < +m i alors il existe seulement 

un nombre fini de valeurs absolues (vi)i~I prolongements à 

L de v • et I n. < n • avec 
iEI 1 

-
n, = n • Si l'extension est 

l V, 
l 

séparable on a l'égalité. 

On peut supposer L = K(z) car dans la situation 

K C:. K' c K" 
V V. V, • 

l. l.J 

n(v .. /v) = n(v .• /v. ).n(v./v) si r n(v
1
./v) _< n(K'/K) et 

J.J l.J l 1 f 
I n{v .. /v.) < n(K"/K'} alors : 
j lJ l. -

I n(v .• /v) = I n(v./v) I n(v .. /v.) < n(K'/K).n{K"/K)=n(K"/K). 
• • l.J • 1 • lJ l -
1J l. J 

Soit p le polynôme irre ducti ble de z sur K • il se 
... ... 

factorise sur K en p = pl p2 •••.Pr • Introduisons Ka 

clôture 
... 

la algébrique de K et z. une racine de P. • 
J J t 

.... ... 
L! • K(z.) est un corp• valui complet pour une valeur absolue 

J J ... 
v. 

J 
prolongeant celle de K ; soit a la restriction 

• 
unique 

à K( z} 
... 

du K-isomorphisme K(z)----+- K(z.) ; w.o a 
J J 

est une 

valeur absolue v. 
l 

de L indépendante de la racine de P. 
J 

choisie• d'où une application 'f : j --,.. i de ( l •r) clans I • 

Inversement, soit w une valeur absolue quelconque de L 
... 

prolongeant v, et soit L le compl,ti correspondant. Alors 

K est isomorphe à un sous-corps de L • et on a L = i(z). 

Il existe donc un 
. . . 
K-1somorph1sme p de t sur un sous-corps 

... 
de Ka. L~image a{z) est une racine z. 

J 
de P • donc de 

... , ... 



l'un des facteurs 

- 15 -

P .• On a nécessairement 
J 

t' =Rez.)= t! 
J J 

et V = v'f {j) • Donc \f est su·rjective. 
r 

Comme deg P. = nf{j) on a n = r n(f ( j ) > I n. • 
J ' - 1 t 

j=l ieI 
donc I est fini, et l'égalité a lieu si et seulement si " 
est bijective. Il en est bien ainsi dans le cas séparable car, 

pour v. 
J. 

donné 
... ... 
L. --+ K(z.) 

l. J 
est déterminé à un K-isomorphisme 

près, donc z. 
J 

est racine d'un et un seul des facteurs1 de p • 

Autre méthode : 
... 

Pour tout i , on a une application K-linéaire canonique 
.. 

B. 
J. 

déduite de l'injection 1.9.: L --.L .• On 
l. l 

en déduit une application canonique 
... 

B : K 
... 

®K L --+ Tf L. • 
ie:I 1 

:fontrons que s est surjective. Soient en effet y.€.f. , iéI • 
l. l. • 

d'après le théorème d'approximation. on peut trouver une suite 

{ x j ) je.IN d'éléments de L telle que, pour tout i • \.(',(x.) 
l. J 

tende vers y. 
l. 

au sens de la topologie définie par v. • lors
l. 

que j __...,. +co 

et posons x. = 
J 

• Soit 
n 

{ah) , h e ( l, n) 

l ujhah. Pour tout 
h=l 

une base de L 

h, la suite 

conver~e nécessairement vers un élément 
n 

f · (X•) = I f3.(u.h @ ah) ; la suite (B.(u.h e ah)) 
l. J h=l 1 J 1 J je: IN 

verge vers Si(vh 0 ah), et pour tout l. • on a B • ( Î 
1 h=l 

ce qui prouve bien que 8 est surjective. 

Il suffit alors de remarquer que les dimensions de 
.... 

sur K • 

con-

r: ®:r L et TT t. 
n. • l. 

l. 

, comme espaces vectoriels sur i • sont 

respectivement n 

6. La relation : n = I 
iEI 

e. f. • 
l J. 

Remarque : Une valuation discrète w sur K ~st toujours 

équivalente à une valuation wK dont le groupe des valeurs ~st 
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•, on dira wK valuation normée. 

Si w' est une valuation de L • extension de (K,w), et 

est la valuation normée asso·ciée à w' , on a alors 

pour tout x € K 

THEOREME 601. 

Soient K un corps, w une valuation discrète de K , A 

son anneau, m son idéal, L une extension de degré fini n 

de K, B la fermeture intégrale de A dans L , et ( w. ) 
1 ii:I 

l'ensemble des prolongements réels de w à L. On a alors 

e. f. 
1 1 

{Pour une forme plus générale de cet 
,,. ,,. 
enonce, avec w non néces-

sairement discrète, voir Bourbaki, Alg. comm. 6, § 8, n°5)e 

LEMME 6al. Soit (s.) une famille finie d'idéaux étran-
1 i€I 

gers deux à deux de 

phisme canonique 

pour 

tout idéal premier 

B • Alors n Si·= 
iEI 

TT 
i:I 

r-,- S· et l'homomor
iEI 1 

B/si est bijectif. 

est étranger à TT _s.. car 
i;i'j J 

contenant et contiendra 

un S· J 
avec j ;. i • tels que 

sjE.!l.j ,mais s-fR. et TT S-tR,, ceq~iestabsurde. 
J j ;.i J 

Pour démontrer que n S· = TT S· • raisonnons par récurrence 
·r 1 ·r 1 
l.€ l.~ 

sur le nombre d'idéaux étrangers Si • Considérons le cas n•2 • 

Il existe x1 € .9.1 et x
2

€ s 2 tels que 1 = x 1 +x 2 ; pour tout 

x € 3.1 n .9.2 • on a : x = xxl + xx2E: S1S2 • d'où S1S2.::> Si" S2 

comme _s.1 3.2 c. ,111' ,12 on a 1 'égalité. 

n n 
Admettant n Si = TT Si , alors• Sn+l est étranger à 

n i=l i=l 
TT S· , et on 
i=l 1 

a : n+l 
n 
i=l 

n 

Si = <TT 
i=l 

n n+l 

Si)() Sn+l - < TT Si )sn+l = }T 
i-=l i=l 

o • e / • • • 

Si , 
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s est injectif puisque ker s = n g.;TT g;. = { o} ; 
iEI 1 'EI ]_ 

l. 

~ est surjectif car I = z.+t. I avec z. E 9. et t. E 9. 

mod !:li 
, et 

mod g. 
J 

x. , est l'image de 
l 

l l 

(x.). Er , où 
J_ l 

x.t. , réduit 
l l 

Démonstration du théorème 6.1. 

X. 
l 

l l 1. J 

est réduit 

mod ri 'I 
1 gi , par 

iEI 

B = n B. où B. parcourt la famille des anneaux de valua-____ J J 

tions de L contenant A. (E, Chap. O, § B, n° 3, th. 2). Les 

B. 
J 

sont les Bw . • 
l 

Soient n. l'idéal maximal de w. 
-1. l 

et m. = Bn n. ; prou-
-1 -1 

vons que B. = B , avec B = B[s~ 1 ] 
1 m. m. 1 

, pour S. = B - m. ; 
1. -1. 

____ -_1= -1 

c'est-à-dire 

et b ~ m .• 
-1 

B m. 
-1 

est l'ensemble des fractions a 
b avec a,bE B 

. 
I 

B c B. , car m. l 
bEB et b~m. 

-1 
entraînent b E B. -n. , pu1.sqm-: 

]. -1. 

m. = 
-1 

-1 

n. n B • or 
-1 

ximation: pour 

w. (z) = ( r.v . ( X ) ) - ) Ü 
J J -

, car appliquant le théorème d'appro

* il existe z E L tel que 

I pour tout j . On a : 

w. (xz) = (W.(x))+) 0 
' donc xz E B et zEB I or z}fm. 

J J - -1 

puisque W. (x) ) 0 d'où W, (z) I 
1. l 

Les idéaux maximaux de B 

0 = . or , 

sont les 

xz donc xEB X = I z 

m .• En effet, soit 
-1 

I 

m. 
-1. 

n un idéal maximal de B; d'aprè!:;) le théorème de prolongement, 

l'homomorphisme canonique B ~B/~ se prolonge à une place 

non triviale sur K de L, il existe donc un anneau de valua

tion B' de L, contenant B, d'idéal maximal m' contenant 

n . Or Ac B' n KC K ; comme A est un anneau de valuation dis-

crète et !:! I B , on a : B' n K = A . Alors B' est un B. 
1 

et 

m' =n. , d'où: ncn. n B = m.CB; comme n est maximal, n=m .. 
-1 - -1. -1 - -1. 

... / ... 
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Inversement 1 pour prouver que est maxi~al, nous utilise-

ro~s : 1,s id€aux premiers de B contenant mB sont l~s ~i • 

En effet, prenant ~ • idéal premie~ de B contenant mB , B/z 

est intègre et entier sur le corps 

sur A • Si y€ B/'2,_ alors K
0 [yJ 

Ko• A/ !!!. t car. B est entier 

est int~gre et de type fini, 

puisque y est entier d'où Ko [vJ • K0 
( ) d .,J y • one :pour y ; 0 • 

y est inversible, B/E est un corps et E est maximal. Comme 

les m. sont :premiers et contiennent _mB, ce sont des idéaux 
-i 

maximaux de B. Il résulte également que, si rac a désigne 

la racine de ~ • i.e. l'intersection des idéaux premiers de B 

contenant l'idéal ~•ou ensemble des x€B tels 1ue n 
X €. a • 

rac mB = n 
i€I 

m. • 
-i 

x€ m. , d'après 
-l. 

le théorème d'approximation il existe y,.,. m. r -l 
et ye, m. 

. -J 
pour 

j ; i • Alors xyE'. m. 
-J 

pour tout j , donc xy é: ra c m B et i 1 

existe n tel que xnyn E:: mB • Comme yl- m. , on a. .,. -J. 

par conséquent n n n 
xC.E,Bi .or xeB.d'où xtr.9.i et donc 

X ~ ra.c J.Î e 

.3.i est primaire, c'est-à-dire si xyE.s_i et xif:3.i • alors 

y€racsi. Puisque rac.9.i •.!i, si Y'f~i, avec xy = z 
m 

et z f m . • alors y z f m . 
-i -J. 

et x é. mB •• 
- l. 

mB = (\ ,S.. 
iE:I l 

• puisque .mBcmB. r. B = n .• Inversement, soit 
- - l. 11 ..:..1 

si x t, mB · 1 l ' idéal - x = (mB - -

et 

n'est pas B car le:~~ xe:,!B • Donc il existe i E I tel qi..e 

x Cm. or (_mB 
- -i 

(X)) C. m. ~ (yx ~ mB ~ Y' ê r:L ) ~ X f- mE. d'où 
-1 - -1 - l 

et q. sont étrangers pour i ~ j • c'est-à-dir~ 
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car tout id~al premier contenant Si et S· 
J 

contiendra m. et 
-1 

n .• D'après le lemme, les espaces vectoriels B/_mB et 
-J 

su~ r.0 • A/~ ont même dimension d'où 

dim B/,E::B • .I 
1€! 

B. "" B + mB .• Il suffit de prouver B. C. B + mB .• 
l. - l. l - l 

TT B/3..; 
iE:..I "' 

Si X EB. 
l. 

alors X C 
-l 

ab avec bf:,m. ,etlE:bB+n. ,sinon 
-l. •i 

bB = n.c m. (car m. est le seul idéal maximal de B contenant 
•1 -l. -1 

.li), donc b€ m. 

x €. B = mB. • 
- l. 

-i 
ce qui est absurde. D'où b -l ,e B + B ç. m • et 

- l 

D'après le deuxième théorème d'isomorphisme B/Bf"\!!Bi • B/Si 

est isomorphe à 

B./mB. est un 
l - 1 

or [B. /m. B. : 
l -1 l. 

B. 
i/mB• 

alors : dim B/n
1
• = dim B./mB. 

.., l. - l 

- l 
espace vectoriel sur B./m.B. 

1 -1 1 
extension 

A/!] = r. puî.sque n. -m.B. car B. 
l ' -1 -i l l. 

de Ko 

= B m. 
-1 

• 

:cmme est discrète 1 soit u une uniformisante de w. • alors 
l 

e . 
remarque : m.B. • (u) et mB. • (u 1 ) • De plus les 

-1 l. - 1 

sont des espaces vectoriels de dimension 1 sur K0 

car il n•y ft pas d'id,aux D'où 

dim B · • 1 
/ mB. 

- l. 

THEOREME 6.2. 

Avec les notations et les hypothèses du théorème précédent. 

les conditions suivantes sont équivalentes 

a) B est un A-module de tl~e fini . • 
b) B est un A-module libre ; 

c) on a [B/mB : A/~] = n • -
d} On a I e.f. = n • et n . a e. r. 

i~I l. 1 l l l 
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LEMME de N~YAJ:IA. Soient M un A-module de type fin~, 

a un idéal de A contenu dans le radical de A alors : -
M = .!,M s,,i> M = { 0} 

Si M; {o) il existe un sous-module maximal M' de M, puis

que M est de type fini. Prenons u€' M-M' • considérons 

U A~ M telle que U(a) • au et i l 1 application canonique 

M -+ M/M' • 

Posons V= i o U. 

M' ~tant maximal M/M' est simple (n'a pas de sous-module - O) 

or U{l) = u f,M' donc V(A} ; {o} et par conséquent V est 

surjective 1 mais alors ker V • b est maximal _puisque M/M, est 

simple. On a : M = aM C. bM c M - et donc Mc l:!,M I puisque 

.! c.rad A = intersection des idéaux maximaux cl:!, • En particulier 

u é l:!,M ; or M = Au + M' • donc 

surde. 

u e: bu + M 'C M' - ce qui est ab-

Démonstration du théorème 6.2. 

a ) ~ b ) So i t ( X • ) \ 
1. ie:{l,n 1 n 

minimal de B. Alors : B • .u.. 

un système de générateurs 

i•l 
Ax. • En effet 

1 

les x. sont indépendants, car si 
l. 

tous nuls, on peut supposer 

n 

I 
i=l 

et 

a.x. 
1 1 • 

w(a.1) 

0 

< -

n 
B C I 

i•l 

• avec 

w (a.) 
l. n 

Ax. 
l. 

a. 
l. 

pour 
a· 

i I mais alors w(-2:.) > 0 et 
al -

a
1 

,- O 

a· 
.::J,. E. A 
al • donc xl E: L Ax. ce 

i•2 l. 

est absurde car (x.) 
1 iE:(l.n} 

est minimal. 

b) ~ c) et a}. Soit $ une base de B 

$ est base de L sur K • c a.r y E: L s'écrit 

sur A, a.lors 

z 
y • - • avec 

X 

et 

non 

tout 

qu1. 

z.EB et x€A; d'où a). et le A-module B est de rang n. 

Donc 

et 

B est isomorphe à. An , alors mB est isomorphe à n 
.!! • 

B/mB est isomorphe à (A/,!!)n -
c} ~ a) Soit (xi)i€{l.n) 

d'où c). 

une base de sur 

• • • I • • • 
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Ax n • pour y eB considérons 

B' C B" C B et donc mB'C JttB"c mB • - - -
... d . l h h' • B. ). B"/ J..... .1.ntro uisons es omomorp 1.smea cano·niques '/mB' --+ mB" ---,,-- -e 
~ B / m B • Comme le s rangs de B ' et B" a ont < n • il en est -
de même des dimensions de 

surjectif par choix des x. • et 
l. 

et B"/mB" • Or·• Bol - est 

est de dimension n • 

donc B'/mB' et B"/mB" sont de dimension n t et l est sur-

B Il mB'' B" / 
tt 

d'après jectifo Ou encore = B' + donc • mB / , • B' - B 

le lemmè de Nakayama, puisque m a rad A on a. . B"/ • {o} . B' t -
d'où B Il = B' • donc ;y€ B' • et B est de type fini puisque 

B = B' • 

c) ~ d) D'après le théorème 6.1., on a [B / mB : A/ m] = \' e . f . o - - .L l l 1er .. 
Quant a e.f. = n. • cela résulte de 

l. l. l 
ln. < n d'après le 

iE:I 1 
-

théorème 5.4., et e. f. < n. 
l.l.- l. 

d'après le théorème 5el• 

COROLLAIRE 1. Si L est séparable 

n. a e.f .• 
l l l 

i 
ÏEI 

e. r. 
l 1 

et 

A est de valuation discrate, donc noethérien (E, Chap. o, § A. 

n° 7, th. 6) alors B est un A-module de type fini (E, chap. 0 1 

§ B, n° 3, cor. 1 du th. 4). 

COROLLAIRE 2. Si K est complet : n • ef • 

En effet [B/mB : A/~ a ef < - n < .... • soit (Y'. ) avec 
J 

jE(l,ef) les représentants d'une base de B/:!_B sur Ko • 
alors B l A généralement mnB 4 n n+l ,. y. + mB et plus - m y-.+m B 

J - J -J 
• 

d'où B C IjA y. 
J • puisque A t étant fermé dans K • est complet~ 

j 
Si e C 1 et Lo séna.ra.ble sur Ko • on dit que ù) ' est non 

ramifiée sur w • 

Si f C n et Lo séEarable sur Ko 
t on dit que L est non 

ramifiée sur K. 
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o•a,ra1 lo tb,•raae 4e 1•,1,nent priaitit Lo• x0(1t)• 

Soit T un repr,aentant de 11. dan ■ L • alor1 l•• (1 1) avec 

i € (O~t-l) sont ind.6pendauta d 1 apra, la 4,11onatration 4u th,o-

cor. 2 donc L • K(y). 

Si u eat 1olution d'un polynôme 4'Ei1en1tein de degr, n • 

Inver1ement ai L est totalement ramiti'• sur K complet, 

alora L • K(u), avec u solution d'un polynS•~ d'Eiaeuatein 

Si n 
+ n-l + ••• + • 0 111K(&n) 1 et i.,IC(aJ) > u •1 u •n • avec • -

101,.t ( n-i 
WL &ÎU ) le minimWI de1 111L(aj 

n-J) u • àvec jE.(l.n). 

i.L(un) > w(a. un-i) donc iwL(u) > l&>L (a. ) • e et donc 
- l. - l 

• e avec : i • 0 1 

l 

ou i •no Comme deux terme• de la somme doivent avoir la valu-

ation minimale CIIL (un) • wL(an) • • • 

Alor, n wL ( u) • • • or e !. [L te}! n et wL(u) > l d'où -
n • e - [L . K] et wL(u) • l • t • . • 
Inversement, soit u une unitormi1ante de WL ; le• (ui) 

avec i € (0 ,e-1) sont indépendant a d' aprèa la d~monatration du 

th. 4.1., comme K eat complet e • n • d'après le cor. 2 ; 

donc le• ( ui) tormen t une ba•e I L • K( u) et u. e1t racine 

d'un polynôme irr,ductible F •Xe+ a 1xe•l + ••• + •e. En 1e 

plongeant dans une extension quasi-galoisienne, wK(ai) ! l et 

•t<•e> • e wL(u) • e I donc wK(ae) • l , par con,,quent r e ■ t 

••o'••• 

• 
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un polyn5me d'Eisenst~ine 

To Valeurs absolues "well behaved". 

Définition 7al. On appelle valeur absolue "vell behaved" 

d'un corps K (terminologie des. Lang, Dioph. Geometry 1 I• § 4) 

toute valeur absolue v de K vérifiant la condition suivante 

(WoB~) pour toute extension algébrique L de K de degré fini 

n on a : 

tions 

Exemples 

L 
w/v 
de 

n = n • la somme est étendue à toutes les valuaw 

L prolongeant v. 

a} Si v est archimédienne sur K elle est well behaved• 

car (K,v) est isomorphe en tant que corps valuê à un sous

corps de = , donc K est de caractéristique O , par consé

quent L est séparable, il suffit alors d'appliquer le c) du 

théorème 6020 

b) Démontrons d'abord le théorème 

THEOREME 7.1, 

Soient A une algèbre intègre de type fini sur un corps 

k , K son corps des fractions, B la fermeture intégrale de 

A dans une extension algébrique L de degré fini de K. 

Alors B est un A-module de type fini. 

Autrement dit ~ toute algèbre intègre de type fini sur un corps 

k • est un anneau japonais (E. G. A, Grothendieck n° 20. Chape 

Démonstration, 

Il suffit de prouver que B est un sous-module d'un A

module de type fini et que A est noethérien• puisque tout sous-
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module d~un A-module de type fini·, lorsque A est noeth,rien, 

est un A-module de type finio 

Or d'après le lemme de normalisation {E, Chap. 1 1 § 4}, la 

k-algèbre de type fini A est entière sur une algèbre C • iso-

morphe à une algèbre de polynômes • X ] n c Par censé-

quent A est une C-algèbre de type fini (E, Chapo O, § 3, tho 4} 

puisque C est noethirien, comme anneau de polynômes, d'après le 

théorème de Hilbert ; et même A est noethérien comme c-algèbre 

de type fini sur un anneau noethérieno B est la fermeture inté

grale de C dans L I il suffit donc de faire la démonstration 

dans l e c as A = k [ X 1 , ... , X n] ; en e f f e t , s i B e s t un c-n-, o d ul e 

de type fini. il est contenu dans un A-module de type finie 
_.., 

Soit K' = LnKP , alors L est séparable sur K' et B 

est un sous~module d'un module de type fini sur A' • clôture 

algébrique je A dans K' (E, Chapo o, § 3, the 4),, Ainsi il 

suffit de démontrer que lorsque L est une extension radicielle 

de k(X 11 ... ,X
0

), la clôture intégrale B de A= k[x
1

, ... ,X
0

] 

dans L est un sous-module d'un A-module de type finio Or il 

existe une puissance q de la caractéristique telle que : 
l l 

1c1• =.k 1 <x} •••• , x!) où k' est une extension finie et ra.di-

cielle de k Or 

grale B• de A 

neau de polynômes 

B est un sous-module de la fermeture inté-

dans L' • et 
1 l 

k' [xf,· ... ,x!J 

1 l 

B • = k' [xJ 1 • • .. • x!J car l'an-

est factoriel, donc intégrale-

ment clos et entier sur A a Or B' est un A-module de type 

fini car si 

gendré comme 

S est une base de l'extension k'/k, B' ~st en
mi 

A-module par les produits de la forme y TT xr 
. l 
l. 

où y € S • et où les m. 
J. 

sont des entiers positifs 
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THEOREME 7e2o 

Soient A une algibre intigre de type tini sur un corps 

k • et K son corps des fractions. Toute valuation discr~te 

de K dont l'anneau est de la. forme ~ • où R. est un idéal 

premier de A est vell-beha.vedc 

Soit B la. fermeture de A dans une extension L de degré fini 

de K • alors B est un A-module de type fini (th. 7. l}. Con-

sidérons la clôture intégrale A' de AR, • A[s- 1] avec S = A-.E, o 

La fermeture intégrale B' de A' dans L est B[s- 1] ; d'où 

B' est de type fini sur A' et le th. 6.2. a) implique le 

tho Îo2oo 

8. Norme et trace locales. 

Définition 8.lo Soient L une extension algébrique de degré 

fini d'un corps K • v une valeur absolue de L et v sa res

triction à K. On appelle norme locale Nv ou Nw/v • (respo ~ 

trace locale Tr w ou Tr / ), la norme NL• • t (respo là trace 
w v wfKv .... 

TrL /K ), de l'extension L , complété de L pour la valeur 
w 

W V ..,. 

absolue w • sur Kv, complété de K pour la valeur absolue 

THEO REl-!E 8, l ~ 

Soient K un corps, v une valeur absolue de K well

behaved, L une extension de degré fini n de K • si l'on 

pose N = NL/K et Tr • TrI../K • alors. pour tout x € L 

N(x) = 1T N (x) 
w w/v 

Tr{x) = I Trw(x) 
w/v 

v(N(x)) = I nw • v(x) 
w/v 

V • 
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v est archimédienne, ou bien -v est une valuation w , dont 

l'anneau A est japonais, d'après le a) du th. 6.2.o Ainsi il 
w 

faut et il suffit que : n • Î nv • 
v7v 

La dernière formule du théorème est conséquence de la pre-

mière formule et du coroll, 2 du th, 5, .~ 

1ère démonstration. 

Cas 1 : Si L • K(y) et si P est le polynôme minimal 

de y sur K , factorisant P en polynômes irréductibles dans 

K [x] , P • P
1 

o o o Pr et les valeurs absolues de L correspondent 

bijectivement aux P. ( th o 5 ,5 • ) ; la norme de y 
J 

( respo la 

trace de y) se déduit au signe près du terme constant (respo 

du coefficient de degré juste inférieur au degré du polynôme). 

Cas 2 

n = r 
v/v 

n 
'W' 

Si y~ K : N(y) • yn (resp, : Tr(y) = ny) et 

0 

Cas général Si x f L , il suffit d'utiliser la transi-

tivité de la norme (resp. 

x€L on a KcK(x)cL e 

2ème démonstrationo 

de la trace), puisque pour tout 

... 
Reprenons l'homomorphisme canonique S : t ~KL ~ TT Lw 

w/v 
de la démonstration du the 5o5•• Comme v est well-behaved, 

S est un isomorphisme puisque les deux espaces vectoriels sont 
... 

de dimension n sur K , Soit x e L , considérons le K-endo~ 

morphisme u ~ ux de L ; alors, par définition N(x) est 

son déterminant et Tr{x) sa trace, Si (e.) est une base 
l 

de L sur K I les 1 ~ e. 
l 

... 
forment une base du K-espace 

... 
vectoriel K eK L ; donc: N(x) .(resp, : Tr(x)} est le détermi-

nant (resp, ; la trace) du 
... . 
K-endomorphisme z ..,._.z,(l * x) 
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... 

de K •K L • qui ae transporte par l'isomorphisme canonique 

en l'endomorphia:ne de TI Lv 
v/v 

laissant atable chacUA dee tac-

teurs et ae r,duisant dana chaque !acteur à la multiplica-

tion par fw{x)o Dans la base (~(l 8 ei)) la matrice de cet 

endomorphisme s'écrit comme une matrice diagonale de matrice• 

carrées relatives aux multiplications par •w(x) dans chaque 

Lw• d'où les deux premières formules• puisque LO permet d'i,.w 

denti!ier L à un sous-corps de 

9o Anneaux de Dedekindo 

.. 
L o 

V 

Définition 9ol~ Soient A un anneau intègre, K son corps 

des fractionso On appelle idéal fractionnaire de A tout aous

A-module ~ de K tel qu'il existe un élément d ~ 0 de A 

pour lequel d .!. CA o 

Tout idéal fractionnaire s'écrit a• d-lb où b est un idéal - -
de A~ 

Tout sous-A-module .!. de type fini de K est un idéal frac

tionnaire, car il suttit de prendre pour d un dénominateur 

commun des générateurso En particulier lea sous-A-module• .!.2a2,

gènes Ax de K sont des idéaux rractionnair•• que l'on appelle 

idéaux principaux fr&ctionn&ireao Inveraement. ai A eat noe--
thérien. tout idéal fractionnaire a eat un sous-A-module de - -
type fini de K, puisque a eat contenu dans le aoua-A-module -
Opérations sur les idéaux tractionnaires. 

Si a et b sont deux idéaux ~ractionnairea de A, lea - -
1ous-A-modules de K a+ b • anb et &ob aont des idéaux - - - - --
tractionnaires de A. Le transporteur de b dans - a · l savoir - . 

eat un aoua-A-module de K • maia 



- 28 -

pour ~ • fo} , c'est le corps K tout entier, qui n'est pas, 

en général, un idéal fractionnaire. Par contre• pour b ; t 01 • -
alors il existe un élément b ,. 0 de Af).È, ; pour X € (!, . .È.) . 
on a: bx € a . or il existe d ,. 0 de A pour lequel d a CA - • -
et par conséquent dbx EA donc (!, . .È.) est un idéal frac-• . 
tionnaire, de plus si a; io} , il existe a; 0 dans .!. et 

c -, 0 dans A tel que c .È. CA et c a b C a donc (!, : .È.) .,-i_o} • 
L'application ~: x t-+ (x) a Ax est un homomorphisme surjectif 

du groupe multiplicatif K~ sur l'ensemble T des idéaux frac-

tionnaires principaux de K muni de la multiplication donc 

~ est un groupe pour la multiplication ; le noyau de ~ est 

l'ensemble des x tels que Ax =A, c'est-i-dire le eroupe U 

d 't" d A d Q) t . h ' Kif/u • si· e uni es e ; one J es 1somorp e a A est 

principal, tous les idéaux fractionnaires sont principaux car 

-1 a= d b où b est un idéal de A de la forme b A= {b), 

d'où a. = Pour les idéaux principaux fractionuaires on 

Localisation. 

Soient A un anneau intègre, .P. un idéal premier de A 

et A.E le localisé de A en .P.. Le sous-AR_•module !:_ A.E_ de 

K 

On 

(!, 

de 

est un idéal fractionnaire de que l'on notera 

a alors 

(a,b) 
- - .P. 

= 

b) C ( a 
- l?. -12. 

type fini, 

a ~ b ; (a+b} "" a + b · (a() b) a a " b -l?. -12. - - R. -R_ -R_ • - - .E. -R_ -.E_ 

: b ) et l'on a l'égalité si b est un A-module -p_ 

en particulier si A est noethérien. 

Les premières propositions résultent des définitions-; 

quant à la dernière relation, on remarque ~ue si x E (.!,: .È.) 

alors x .È. C .!. , donc x b c a et par conséquent 
-2. ~ ... / ... 



- 29 -

x E ( a : b ) • on a x b c a et donc x b. lt! & pour 
-p_ -E, -E, -.E. l. -E, 

et ai 

tout 
Ci 

i € (l,n) ; alors x bi • ëi7, avec cié .!. et die: A-R, ; 

posons d • d1 d2 ••• d
0

; puisque ~ est premier, déA-R_, et 

x d .È,C.!,; donc x dE:(!,: .Ë,), par conaéquent xé(,!: ])AR,. 

Définition 9.2. Soient A un anneau intègre, on dira que 

A est un anneau de Dedekind ai 

a) A est noethérien 

b) Pour tout idéal maximal m non nul de A , le localis~ 

A est un anneau de valuation discrète, 
m -

En particulier l'anneau 7 ou, plus généralement, tout anneau 

principal, est un anneau de Dedekind. 

THEOREME 9,lo 

Si un anneau intègre est de Dedekind, ses idéaux f~action

naires non nuls, forment un groupe pour l& multiplication. 

Soit a un idéal fractionna.ire non nul, alora (A . a).a•A. . - - -
En effet pour tout .!!!. maximal (A . S.) • (A . a ) puisque . . 

- m. m -m - -
A es noethérien. et (A . a) • a -A puisque A est prin-. 

- m -m m m - - -
cipal, comme anneau de valuation discrète, Ainsi pour tout idéal 

maximal m ~ (0) on a {(A a).a) • A i or (A: a),à est 
-. .... m m - -- -

un idéal b de A • On a b •A, sinon il existerait un id~al 

maximal m:::, b de A et on aurait Am = b A C. m A , ce qui 
- m - m - - -

est absurdeo 

THEOREME 9.2~ 

Si A est un anneau de Dedekind tout idéal premier non nul 

de A est maximal. -
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Autrement dit : dim A, 1 c'est-à-dire toute• le• chaînes 

d'idéaux premiers sont réduites A deux id,aux au plus si 

l?. C !l • avec R et _g. idéaux premiers de A • on a l?. • O 

ou R. a !l 0 

Démonstration. 

Si R. est un idéal premier non nul de A• et ai m eat -
un idéal maximal de A contenant R. • l'anneau Am est prinei--
pal comme anneau de valuation discrète • or ~ Am est un idéal -

• m A premier non nul de AEl, on a donc nécessairement 
- m 

Or A CA 
!. R. 

et 

trouve ;!CR. , donc !. • R. • 

THEOREME 9,3o 

-

Soient A un anneau de Dedekind et x non nul dans A; 

alors il n'y a qu'un nombre fini d'idéaux premiers de A con-

tenant x" 

Si (R,n) est une suite d'idéaux premiers contenant x • 
n 

la suite (,!ln) avec .i • n R,· est décroissante pour l'in
n i•l 1 

clusion et minorée par (x). Donc la suite {A: .9.n), croissante 

et majorée par 

tionnaires de 

-1 (A : (x)) • A x , est formée d'idéaux frac-

A I donc de sous-A-modules du sous-module noe-

thérien 

la suite 

a (A (A 

!ln+j • Sn 

premier, 

-l Ax du corps K des fractions de A , par conséquent 

(A . !ln) est stationnaire. Or d' apr~s le the 9,lo on . 
♦ .!ln)} • !ln donc la suite Sn est stationnaireo Or . t 

n Il 

entraîne R. .:, n R.-=>TT ~- • eomme ~n+j est 
n+J . l 1 • l l 

l.• 1• 
il contient l'un des E.i pour iê(l,n) • avec le 

th. 9o2~ on en déduit que R.n+j est égal à l'un des R.i pour 

i E: (l,n) o Il n'y a donc qu'un nombre fini de R.n distinctso 

•oo/o•o 
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COROLLAIRE. Notant la valuation normée de 

A • pour tout 
1?. 

xEK•, les entiers rationnels <.> (x) 
R. 

K d'anneau 

■ ont nul11 

saur un nombre fini d'entre eux, lorsque R. parcourt les idéaux 

premiers non nuls de A. 

En effet, il suffit de le prouver pour 

équivaut à x e J2. AR.() A • R. • 

x € A ; or w (x) > 0 
J2. 

Convenons de poser 

ensemble E de K. Si 

w (E) = inf wn{x) pour tout sous-
R. xEE • 

.! est un idéal fractionnaire de A • 

et w (a) • 
1?. -

• inf ~ (a.) est 
iê(l,n) 1?. 1. 

fini. D'après le corollaire précédent 

wJ2.(a) est nul sauf pour un nombre fini de R. • et A 
R. 

étant 

un anneau de valuation discrète 
w (a) 

a = (n A) l?. - • 
-R, ... R. 

THEOREME 9.4: 

Soit A un anneati de Dedekind. Alors A est intégralement 

clos, et on a A= n A • où l'intersection est étendue à tous 
R. 

l 
... . R. 

es 1deaux premiers de A. 

Comme toute intersection d'anneaux de valuation est un an

neau intégralement clos, il suffit de prouver la seconde asser-

tion, c'est-à-dire de prouver que 

x E'. A o Or supposons x t A • Alors 
A() (A: (x)) de A est distinct de A, 
mal m de A • On a x € A • donc 

m -

x € A pour tout R. entraîne 
R. 

l f (A : {x)) • l'idéal a• 
donc contenu dans un idéal maxi 
il existe y E. A - .! tel que 

xy fE A , ceci implique y€ ,!C.! , donc conduit è. une contradic

tiono 

Les théorèmes 9,2. et 9.4. entraînent que tout anneau de 

Dedekind est 

a) - noethérien 

b) - de dimension ~ 1 
0 0 0 / e e e 
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c) - int~gralement clos. 

Il est bien connu que ces trois propriétés sont caracté

ristiques, ioeo que tout anneau intègre vérifiant a) b) etc) 

est de Dedekind. Nous n'aurons pas dans la suite À utiliser cette 

dernière propriétéo 

THEOREME 9o5o (décomposition en facteurs premiers}. 

Soit A un anneau de Dedekind., Tout idéal fractionnaire 

~ non nul de A admet une décomposition et une seule de la 

forme . a • TT l?.n (l?.> ' . ou -
miers 

E. 
l?. non nuls de A 

le produit est étendu aux idéaux pre

et les exposants entiers rationnels 

d'un nombre fini d'entre eux. De plus, n CE.) 

on a 

nuls ' l'exception a 

n(E) = w (a) 
l?. - • 

LEMMEo Si l?. et S sont deux idéaux premiers de A 

l?. ; s +-o- l?. As • As ., 
En effet il suffit de prouver que l. As C .i A,1 entraine 

l?. • S • car s As est un idéal maximum dans l'anneau de valua-

et l?. = s d'après le th. 9.2. 

Démonstration du tho. 9a5o 

Unicité par localisation et d'apr~s 

w (a) 
Existence ; a = {l?. A) E. - o Considérons l'idéal frac-

wl.(a) l. 
tionnaire .!?, • TT E. l?. - alors .! et 

puisque 

(a -
E. 

b) • (a 
- .i -s 

"'n(a) 
: b) • ((n A) ... --s ... s 

sont localement égaux 

• A 
.i 

000/000 
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car d'après le lem.me : 
CJ (a) 

TI (,P_ A ) .P. -
.P. s 

CJ {a) 
= (_g. A) S - • 

s 

En particulier, on a (!, 

compte tenu du tho 9o4~ 

b}CA pour tout n • donc, - s .. 

Si (~ ! ~) - A il existerait ~ ~(~: 1) maiimal, et 

b) Cm A # A • ce qui est contradictoireo _,El - !! .! 

COROLLAIRE 1, Soient ~ et b deux idéaux fractionnaires 

d'un idéal A de Dedekindo Les propriétés suivantes sont équi

valentes 

l) a divise b a b est un idéal entier de A , - -

3) w (a) 

' w (b) pour tout idéal premier .P. non nul de 
.P. - .P. -

1) ~ 2) car (~ ~ !,)C A entraîne bCa "-

2) ~ 3) par définition de li) (a) v _p_-

3) ~ l) on utilise le théorème a.près avoir remarqué que 

pour tout équivaut à a - entier (aCA)c -
THEOREME 9~6-

L'anneau des entiers d'un corps de nombres algébriques e~t 

un anneau de Dedekindo 

Ce théorame est conséquence du 

THEOREME 9,îc 

A 

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des frac

tions, Lune extension de K de degré fini séparable, alors la 

fermeture intégrale B de A dans L est un anneau de Dedekind, 
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L/K étant une extension séparable, B est une A-algèbre 

de type fini (E, O, 3• corollo 1 du tho 4)o Comme A est un 

anneau noethérien B est aussi un anneau noethérieno 

Il reste à prouver que pour tout idéal S premier non nul 

de B, l'anneau BS est un anneau de valuation discrète. 

L'idéal .P.., .9.0A de A n'est pas nuli en effet, il existe 

X€ ,9. non nul ; comme X est entier sur A • on a une relation 

n 
+ 

n-1 +,~o+ 0 a. E A tout et 
... 

X a 1 x a = • avec pour l. • ou 
n 1 

l'on peut supposer a ,;. 0 . la relation montre que a est 
' n n 

multiple de X • donc que a.ne S • d''où an E .P. et .P. ~ (oL 

L'anneau A est un anneau de valuation discrète puisq_ue 
.P. 

A est un anneau de Dedekind La fermeture intécrale B• de 

A dans L est éeale à B [s- 1
] 

.P. 
avec S = A - .P." Comme 

de B' est premi~rc Comme de 

plus cet iàéal contient 12.B' , il est maximal, d'après la dé-

monstration du th, 6,1.,. ; donc l'anneau 

valuation de L contenant A 
.P. 

. 
, et rneme 

B' 
s' 

est un anneau de 

il est de valuation 

discrè~e puisque la valuation de L d'anneau BS., prolonge 

5~2o)o la valuation discrète de K 

Il suffit de montrer que 

traine .9, = .9.. • n B 

B' = B [s-J et 

d'anneau 

B 
.!l. 

= B' 3. • 

, Mais 

en-

B 'C B • 
.:1 

car 

avec 

S' = B' - .9.' ~ Si y e: B t , on a a 
y = îi' avec a. e B et 

b e A - 12 ; s 1 y f .9..' • on a A • !,b I!!' B' = B [:s-1] t a~s. sinon ,;;, 

et ~ E.9.. entraine 

et par conséquent 

y € .9.' ; donc y e. s t entraîne -1 € B 
y s 

B' C B o S.. t .!l. 
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THEORE:4E 9. 8. 

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des frac

tions. L une extension de K séparable et de degré fini, B 

la fermeture intégrale de A dans L. Soient R. un idéal 

premier non nul de 

.R,B = 1î Sn (,:1) 

A • ~ la valuation de K d'anneau A et 
l?. 

la décomposition de l'idéal .R,B en facteurs 

. !l 
premiers. Al.ors 

a) n(_g,) > O équivaut à .9. =>1:. ; 

b) les valuations de L I correspondant aux idéaux 

S,.::, l?. , sont• a une é qui val en ce près• les valuations de L pro

longeant 

sur 

or 

c) on a e(w /w ), indice de ramification de 
3. l?. 

'b) 2 A c s d·où b) d 1 après la démonstration du th. 5.2 •• .e 
c) Pour X ê. A on a . w (x) = e(w lw )b) (x) donc . 

R. 3. 3,. l?. l?. 

n C,.9.) = ~.ll (J?.B) = 6).ll <i) = e(<» /w ). 
.9. l:. 

e 
COROLLAIRE, J?.B = TT s s avec e = e (w 3./wl?.} • 

.!1 \l?. 3. 

En effet .R,B est un idéal entier de B donc n Cs) ~ 0 • 
n(s) > 0 équivaut ... 

.!l ::, .-e. donc 3. divise R. • a • 
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10 - La formule du produit 

Définition 10.1. Nous appellerons ensemble propre de 

valeurs absolues d'un corps K tout ensemble M de valeurs 

absolues de K, vell-behaved, deux à deux non équivalentes, 

et telles que pour tout x~K on ait v(x)•o pour presque toute 

v E M (i.e. pour toute valeur absolue v qui n'appartient pas 

à un sous-ensemble fini de M) • 

Remarques : M ne peut contenir qu'un nombre fini de valeurs 

absolues archimédiennes. 

Pour toute extension L de K , nous noterons M l'en
L 

semble de toutes les valeurs absolues de L obtenues en pro-

longeant à L les éléments de M • Si le degré (t: K) --------est 

fini, M1 est aussi un ensemble propre de valeurs-absolues. 

En effet les valeurs absolues de ML sont : inéquivalentes, 

well-behaved car si E est une extension finie de L, on a 

u/w w/v 

d'où l'égalité = ) nu/w; enfin pour tout 

~ 
xeL, on 

a w(x) = o pour presque toute wé ML • En effet, soit y6'L, 

vérifiant la relation. de dépendance algébrique 

n n-1 
y + a-, y + 

pour presque toute 

••• + a = o n 

v ultramétrique E:M, on a. v(a.) = o 
l 

quel que soit i tel que de sorte que y et l -y 

••••• 
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sont entiers sur l'anneau de valuation correspondant; or ceci 

implique ~(y) = o pour toute ~ML prolongeant v • 

Définition I0.2. Soit M un ensemble propre de valeurs 

absolues de K • , donnons-nous pour toute veM, un nombre réel 

Àv ~o • Nous dirons que M vérifie la formule du produit avec 

les coefficients À si on a -------------v L À v(x) = o 
V 

pour tout 

V€M 

xeK. Nous dirons que M satisfait la formule du produit s'il 

satisfait la formule du produit avec les coefficients 

pour tout véM. 

A = 1 
V 

N.B. - La somme À v(x) 
V 

ne fait intervenir qu'un nombre 

fini de termes non nuls puis~ue M est propre. 

On a conservé la terminologie classique "formule 1u produit" 

bien qu'en notation addi:1ve il s'agit en fait d'une formule de 

la somme. 

Remarque ~ Si M satisfait la formule du produit avec les 

coefficients Àv alors ML satisfait la formule du produit 

avec les coefficients n / À d'après le th.8.1 • 
'W' V V 

11. Exemple des corps de nombres 

1) Si K= Q t 1 xi = TTP w2 ( x) • où p parcourt les nombTeS 
p 

premiers donc . log lx 1 = L logp V (x) t et en considérant • p 
p 

• • • • • 
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l'ensemble propre M* des valeurs absolues * V, 
l 

définies par 

v:0 • vOCD et v; = vp logp = - wp logp, on a:) ,' v {x) • o 

v+e M-it 

pour tout x €~ donc: M'\ satisfait la formule du produit. 

2) Si K est un corps de nombres algébriques avec 

les valeurs absolues w de K prolongeant 

les valeurs absolues de M• satisfont une formule du produit 

avec les coefficients nw/v* d'après le §.10. L'ensemble 

des valeurs absolues équivalentes 

la formule du produito 

n / •• w V V 
satisfait 

Définition 11.3 Soient K un corps de nombres algé-

briques avec [K <t] = 'ln<+ CO et A les entiers de 

Pour tout idéal !. de A, on appelle norme de !. i N (!,), 

le cardinal de A/!,~ 

K • 

Reprenons la factorisation de a dans l'anneau de Dedekind A: 

a alors .! C .P.wi(!,) et les homomorphismes canoni-

ques A/!, -+- A/.P_w~(!,) induisent un isomorphisme 

A/a ~ TfA/n~ (a), c:et homomorphisme est injectif puisque 
- .P. .... 

a = () n°l>• (!,) et sur je et if d'après le théorème d'approximation; 
- .P. .. 

d'où N (!_) = TT N (,P.w! (a))• 
.P. 

2 w (a) i i+i 
Nous avons A:> .P. .:> .P. :::) .. o o • ::) .P. :? et les .P. / "R. sont 

des A/"R_ espaces vectoriels de dimension l car il n'y a 
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i 
R. et i+l 

R. ; donc est iso-

Le diagramme 

se complète en un isomorphisme 

ainsi 
N <!.•l) = N (!,) N <i) 

N (R,) = pfR. où (p) • R,(\ 'Z1.. (p nombre premier de~) 

En particulier N(a} est fini 

puisque WR,(!,) est nul pour presque tout R.. 

Revenons alors à l'ensemble des de l'exemple 2. 

Si w~ est archimédienne les complétés sont isomorphes à ~ 

pour Q. et à fl ou C pour K ; donc n ~ sera égal à w 

1 ou 2. Si w* est archimédienne. soit R. l'idéal de la 

valuation w* = -w* • alors W* prolonge -n (logp)v • 
R. p 

où ( p) = l?. (\ 'lZ et nR. = nw* • Soient w• R. le prolongement de 

d'idéal la valuation normée d'idéal 

on a: e ~• = W • avec e = e / 
R. l?. l?. R. vv ' 

et W* = -n (log p ) l.J ' = - r (log p ) lv R, 
R. R. :a 

ainsi I w* = (pfR.) - WR. = {N(.E,) )-W.E, • 

Remarque: Si un idéal !. est principal avec pour générateur 

o< alors N (!,) = 1 UK/Q (QI() 1 • Il en résulte que o< est 

inversible dans A si et seulement si l N(«) l = l • 

• • • • • 
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En effet, pour tout nombre premier p dans ~ on a 

( N (oc} ) = L 
I 

d'après le "'p n w (ex} th.Bol ; or, 
J2. .E. 

J>\ p 

Wp O-r (!!_) ) = C f w (!!;} et w (a) = e w' (<X) .. 
.E. 2. .E. - p .E. 

P\P 

THEORE~E 11.1 (Finitude du groupe des classes d'idéaux) 

[ 
Soient K un corps de nombres algétriques avec 

K : Q} = n ( +eo, A la fermeture intégrale de 'lL dans K , 
I le groupe des idéaux fractionnaires non nulles de A, 
P' le sous-groupe des idéaux fractionnaires principaux, Alors 
I/P (qu'on appelle groupe des classes d'idéaux de A) est un 
groupe fini. 

Nous allons montrer qu'il existe un ensemble S fini 

d'idéaux fractionnaires de A tel que tout idéal soit de la 

forme a = a .{x) 
-o 

où a E. S 
-o 

Il suffit de le prouver 

pour les idéaux entiers puisque tout idéal fractionnaire est 

de la fori:te ( d -l) b eu-; ,._ t • d,, ~ t · v es. un 1 eaL en 1er. Or A étant 

un module libre de. rang n sur ~ (E 1 cha.p O, § 3 coroll.2 

du tho 4) soit (w.), iE (1,n), une base de A sur ZL. Nous 
l. 

désignerons par S(bj l'ensemble des éléments de A de la 

forme a1 w1 +. • • + 8 nwn les a. E ( o, [ b 1 ) où [ bj est la partie 
l 

entière de b, alors card S(b)).bn. Soit a un idéal entier -
de A prenons b tel que bn = N(a} + l • Parmi les éléments 

de S (b) il y en a deux y et z au moins dans la même 

classe modulo .! , et x = y-z t .! donc ( x) c .! ; ainsi (x) est 

multiple de ~• de la forme 

; o. Or JN(x)\ = N(!.·J:l.) = 
( x) = 

N (a). 

a.. b où b est idéal entier - -
N(b) et 



- 4I -

avec sup/ w. j 
• 1 

donc est majoré-
1 

par 2C ca.r = l + 1 -
N(!,) 

Comme TT tp w (b) 
N(~) =l;i p _ ~ - il n'y a qu'un nombre fini de 

nombres premiers p tels que ~~ (~) ~ o et un nombre 

fini de possibilités pour chaque exposant; ainsi le nombre 

de possibilités pour ~ , donc pour -1 
~. • est fini. 

THEOREME 11.2 (Dirichlet) 

Soient K un corps de nombre·s, A 1 'anneau des entiers 
de K, U le groupe des unités de A (i.e des éléments inver
sibles de A,rle sous-groupe de U des racines de l'unité 
dans ~• ... Alor f e~t fini et le groupe 1/ / /A' est libre à 
s-1 generateurs ou s est le nombre des valeurs absolues 
archimédiennes non équivalentes de K. 

Remarques: On obtient les valeurs abso1ues archimédiennes de 

K en le plongeant dans C nar les Q isomorphismes ~. 

On a 

$ est le n_ombre des isomorphismes distincts 

modulo le R automorphisme de C • Si tous les conjugés 

sont réels s = [K: a:t]; autrement, s'il y a des conjugés 

imaginaires, seulement la moitié d'entre eux donneront des 

v(I'" distinctes. 

Le théorème des unités assure que U/ f: est un groupe 

libre de rang s-1 et ainsi i1 existe des unités (ui); 

Î€(l,s-l) tell.es que 
m 

t::' m, s-1 u • ~ u1 ••• u.
8

_ 1 où 

tout uE:U s'écrit de manière unique 

~ est racine de l'unit,o Nous prou-

verons uniquement que U If est un groupe libre de rang au 
•· ... 
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plus s-1 .Nous ne donnons pas la d,monstration (plus diffi

cile} de l'égalité dont nous n'aurons pas besoin par la suite. 

LEMME : Le nombre des x dans A tels que vo-(x} < C 

pour tout ~ est fini. 

En effet les coefficients du poiynôme minimal de x sont 

bornés en valeur absolue, comme fonctions symétriques des 

racines, et le degré de ce polynôme est borné par [K : 11:t], 
donc il n'y a qu'un nombre fini de polynômes possibles pour x. 

COROLLAIRE: vo-(x) = o pour tout o- équivaut à x est 

racine de l'unité. 

Dt après le lemme, le sous-groupe n Ker v est fini. donc 
. ' 0- ~ , 

de rang fini; il est donc formé de racines de l'unité et 

elles s6nt en nombre fini. 

Maintenant à tout u EU • faisons correspondre le point 

de ms de coordonnées 1es v o-( u) ; comme Q-ker v <r= jl-

on en déduit un isomorphisme du groupe multiplicatif U / /-

dans un sous-groupe additif DJ. de 1R8 
· • Or /:J. n'a qu'un 

nombre fini 'de points communs avec tout domaine borné de jRs • 

d'après le lemme; donc 6. est un sous groupe discret de ~ 8
; 

c'est donc un groupe libre d~ rang au plus s. Mais u 

étant inver'sible I N(u) 1 = 'l et ps.r cons,quent 

avec 
CF 

n • l ou 2 • a-
li est donc dans un 

hyperplan de f 6 déterminé par cette relation de. dépendance 

et peut être engendré par s-l générateurs. 
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12 - Formule du produit (cas des corps de fonctions) • 

Définition - I2.l Diviseurs premiers rationnels • Soient T 

une variété, et W une sous-variété de codimension l de T, 

aimple sur T. L'anneau local 0 - est un anneau de 

valuation discrète; on note w W la valuation normée corres

pondante (cf. 1:. ,III,10,th 10) • Si T est non singulière en 

codimension l, et si r est une fonction sur T, le divi

seur de r s'écrit sous la forme 

(1) div ( f) w 

oi W parcourt l'ensemble des sous-variété de codimension l 

de T (rappelons que l'hypoth~se "T non singuli~re en codi

mension l" entraîne l'existence d'un isomorphisme canonique 

D--+ I (D) du groupe ~(T) des diviseurs sur T sur celui 

des c7cles de codimension l (diviseurs "l la Weil") sur T; 

On convient d'identifier canoniquement D et son image ~ (D) • 

Si k est un corps de définition de T, on a 1 pour f 

définie sur k • une décomposition de div (r) analogue à (1), 

formée de termes rationnels sur k , l la condition d'intro

duire la notion de diviseur premier rationnel sur k .on note 

tJ (T>.Jr. le groupe des diviseurs sur T, rationnels sur k ; 

c'est un sous-groupe du groupe des diviseurs :/J (T). Le groupe 

~ (T)kest ordonné et• de plus, réticulé; 

tiennent à ~(T)k, il en est de même de 

si D1 et D2 appar

sup ( D
1 

,D
2

) : en 

effet, si W est une sous-variété de T. et si r1 et r 2 sont 

des fonctions définies sur k représentant respectivement 

D1 et D2 dans un même ouvert rencontrant W • le diviseur 

••• 
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aup (D1•D2) est représenté par tl ou par r2 suivant que 

ww( r1) >ww( r2) ou que w w ( r 2) ~ "'w < r1) • Donc ..V(T)k est 

un sous-groupe réticulé de [/) (T) • 

On appelle diviseur Eremier rationnel de T sur k 

un élément extrémal du groupe réticulé fD(T)k' c'est-à-dire 

un di viseur P), 0 sur T, rationnel sur k • et tel que 

P • P1 + P2 avec P1 et P,i>- o, rationnels sur lc_,entraîne 

P1 • 0 ou P2 • 0 • Comme tout ensemble non vide d'éléments 

positifs de ;l)(T)k possède un élément minimal (condition MIN 

de Bourbaki, Alg. VI, 1, I3), tout diviseur DE~(T)R s'écrit 

d'une et d'une seule manière sous la forme D • L \>p(D) P 
p 

où la somme est étendue à tous les diviseurs premiers ration-

nels aur k • où les Vp {D) € ~ et sont presque tous nuls. 

Il résulte aussitSt des définitions que l'application 

obtenue en posant wp(f} =Up(div(r)) est 

une valuation du. corps 9{ ( T) des fonctions sur T, dé finies 

sur k; on a en outre, avec cette notation : 

div(f) •L c.u (f) P. Remarquons que si k est algébri-
p p 

quement clos, les diviseurs premiers rationnels sur k 

s'identifient aux sous-vari,tis de codimension l dérinies 

sur k. 

Si P est un diviseur premier rationnel de T sur k, 

son support S est nécessairement k irréductible, donc 

si W est l'une des composantes irréductibles (au sens 

absolu) de S, l'ensemble S est la réunion des variétés Wcr 
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conjuguées de W sur k. Or P est invariant par tout k 

automorphisme cr de .k, donc chacune des Wcr a le même coef

ficient dans P, donc P est de la forme P = v L Wa- c 

cr 

Le coefficient y est en outre une puissance de l'exposant 

caractéristique p a En effet, soit k' le sous-corps de k 

formé des éléments invariants par les k - automorphismes 

laissant fixes chacun des pour tout 
(j 

<T , W . est une 

k'- variété, donc est une variété {au sens absolu) définie 

sur une extension radicielle k" de k' e S
. h' 
l p = [.1c":k'j • 

P
h' ~ o-le diviseur L.. W est rationnel sur k • On a donc 

(T 

bien nécessairement P -- ph ~ ~-•0 - ou' h t t · L- ,.. es un en ier 

cr 

Remarquons 

induite sur 

que la valuation wp est équivalente à la valuation 

~(T,* par ww • Plus précisément,on a, pour 

f E. 1,:(r)* 1 la relation 

s'interprète comme l'indice de ramification relatif à ww/wp 

Cet entier h p est appelé l'ordre d'inséparabilité de W 

(pour une autre définition, voir Weil, Foundations, V, l) • 

Bien entendu, toute sous-variété de codimension l de T 

définie sur k est un diviseur premier rationnel P parti-

culier, et on a alors a. - w p - y" Il résulte du théorème î,2 

que toutes les valuations de la forme u; p ou Cùw 

vell-behaved, donc la famille des valeurs absolues 

est propre. 

• • • • • 

sont 

V = -w p ? 
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Formule du produit pour le corps des fonctions sur une courbe 

Prenons pour T une courbe complète et sans point multiple. 

Le degré de tout' diviseur d'une fonction f sur T est nul 

(V A, II, 7, th.5, coroll.,} , et on a. donc 

C 
a 

Ve. (f) =- 0 

où a parcourt l'ensemble de tous les points de T, et où 

l'on note la. va.leur absolue -w • a. Autrement dit, la 

ta.mille [ va} vérifie la. formule du produit, 

Si k est un corps de définition de T, on a de même 

pour f€:f k (T)*, 

L. vF ( f) deg P = o 
.P 

où P parcourt l'ensemble des diviseurs premiers de T 

rationnels sur k t et où V = - (.i,) • Autrement dit, la 
p p 

fa.mille {vpj vérifie la formule du produit avec les coeffi

cients deg P c 

DEFINITION I2 - Degré projectif• Soit d'abord T une variété 

affine (TC .$n) • de dimension r , définie sur un corps k. 

On appelle sous-variCté linéaire généri~ue de j)n sur k 

toute variété linéaire L = L d6finie par un svst~me 
'Ut V .J 

d'équations de la forme 

~ (2) . l 
l.• 

u.. x. = v. 
l.J l J 

où les u ..• v. sont alg,bri4uemen~ ind&pendants sur k. 
lJ J 

On a nécessairement dim L = s ; si s = n-r • 

l • inter se et ion T n L est né ces sa.iremen t de dimension O • 

• • • • • 
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composée de points. Si x est un tel point, les v. 

appartiennent à k(u,x),donc le degré de transcendance de 

k(u,x)/k(u) est,>r et par suite x est générique de T 

J 

sur k(u) • Les autres points de Tn L sont les conjugués 

de x sur k(u,v) • En effet, un tel conjugué appartient à 

l'intersection, et inversement, si x' appartient à celle-ci, 

x' e•t conjugué de x sur k(u}, donc on peut trouver une 

place ~ du domaine universel 11, triviale sur k , telle 

que l)(u . . ) • u .• 
\ l.J l.J 

et les relations exprimant 

l'appartenance de x et x' à L entraînent alors ~-Cv) = v, 

do~c x' est bien conjugué de x sur k(u,v) • 

D'apr~s la démonstration du lemme de normalisation 

(E,I,4) et (E,IV.4) 1 l'extension k(u,v,x)/k(u,v) est 

algébrique séparable; son degré d est donc égal au nombre 

des points de T () L • Ce nombre ne dépend pas du choix de la 

famille de coefficien~, (u,v), car toute famille {u'v') , 

analogue s'en déduit par application d'un k-automorphisme 

deJ1. Le nombre d est appelé degré de T ; il est ) 0 , 

car on peut réaliser la construction en partant de x géné-

rique de T sur k, puis en prenant arbitrairement des 

algébriquement indépendants sur k(x), et en posant . . 
L,u .• x. = v.; 

l.J l. J 
On a ainsi xET (\L, ce qui entraine bien d>O. 

Supposons maintenant que '? est une varié té ;projective 

(TC"f) de dimension r • On appelle sous-variété linéaire n 

,. .,. . 
generique de ~ toute sous-variété linéaire L = L de n u 

de fn définie par un systime d'~quations de la forme 



(2) 
'U, •• 

l.J 
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x. • 0 
J. 

(l ~ j < n-a) 

On a dim L • a • Si a • n-r, l'intersection T" L est 

encore de dimension o. Il résulte de l'étude raite ci-dessus 

dans le cas affine que chacun des composants x de cette inter

section est générique de T sur k, que le nombre d de ces 

points ne dépend pas du choix de u, et qu'on a 

d • [k(x,u) : k(u)J. Le nombre d est appelé degré, ou 

degré projectif de T • 

Si T (affine ou projective) est non singuli~re en codi-

mension 1, et si D • L V ( D ) W est un diviseur sur T 
w w 

on définit le degré de D en prolongeant par linéarité la 

définition précédente, i.e. en posant 

deg D .S 
w 

(D) deg w • 

• 

THEOREME I2. l (irréductibilité d'une section hyperplane 

générique) • Soit T une varie~é affine (resp,projective) 

définie ·sur k, de dimension.). 2. L'intersection de V avec un 

hyperplan générique H = H 
UV 

(resp, H = H ) sur u k d'équation 

I:u .. x. 
J. J l. 

• v. 
J 

(resp. ~ u. x. • L, l J. 
0) est une sous-variété 

de codimension 1 de 'r , définie sur k(u,v) (resp: k(u)) • 

T ' 

Démonstration - Il suffit de traiter le cas où T est affine, 

D'autre part, la propriété de l'énoncé est indépendante du choix 

de la ramille de coefficients (u,v), car pour toute famille 

analogue (u'.v'), il existe un k - isomorphisme de fl appli-

quant (u,v) sur (u',v') • Partons de x générique de T 

sur k, et prenons H "générique passant par x", i,e. 

• • • • • 



prenons les u. 
l 

génériques indépendants sur k(x) et défi-

ni ■ sons v par v • Lu. x .. 
l. l. Alora on a x t T (\ H • Comme 1' 

n•eat paa réduite 1 un point. et d'apr~s.le choix de H. on a 

T 1 B. 

La comparaison des degrés de transcendance des exten-

1ion• intervenant dans le diagramme 

montre qu'on a nécessairement-les égalités 

deg. tr. (k(u,v)/k) • n +l (de sorte que H est bien 

générique sur k) et deg.tr. (k{x,u,v) / k(u,v) ) • r - 1 ; 

donc le lieu Z de x su.r- k{u,v) est une sous-k (u,v) -

variété de codimension l de T , contenue dans T n H • 

Pour z ET AH. on peut spécialiser x en z sur ~(u) 

sur k(u) ); en écrivant 

que z € H, on voit que v est invariant par cette apécia

liaa.tion • donc que z E. z.. On a donc T () H • Z • 

Bous allons montrer que Z est une variété (i.e, est 

irréductible au sens absolu) • Pour cela, considérons un 

point 7 générique sur k(u,v) (,c) d.e l'une des composantes 

de Z • 

La comparaison des degrés de transcendance des exten

sions intervenant·dans le diagramme 

• • • • • 
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k(x) 

/ 
k 

montre qu'on a nécessairement les égalités 

deg.tr. {k(x,y) / k(x) ) = r et 

deg,tr, (k(x,y-,u) / k(x,y-) ) • n•l 

Cètte dernière égalité entraine que x et y sont géné

riques indépendants de T sur k, 

Supposons que Z ait plusieurs composantes distinctes. 

Soit Y la composante de Z contenant x, et soit 

Y' 1 Y une autre composante. Soit y (resp. y' ) un point 

générique de Y (resp.Y'} sur k (u,x) • On peut spécia

liser y en y' sur k (u,x), et comme : 

cette spécialisation 

laisse v invariant; on peut la prolonger à un automor• 

h • (f d f"'\ C Y x" • X E· Y" t p 1sme e~,. omme on a x € • on a 

d'où Yr:r • Y ; Comme yE:.Y I on a ytr= y'f.Y<r 

yfl" • Y• • Y, ce. qui est contra.di ctoi re. 

Donc, Z est l'unique composante de TnH. Pour voir 

• • • • • 
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que Z e1t une v&ri~tE d6tinie sur k(u,v) il auttit de 

prouver que l'extension tranacendante k(x,u,v)/k(u,v) est 

•'p&rable. Or on a vu plua haut, dans la. définition du 

degré• que ai L' • L, , eat la vari,té linéaire interu ,v 

1ec·tion de r h:,perplana génériques H j indépendants, 

l'extension k(x,u'v') / k(u'v') est algébriqu• séparable, 

On peut supposer que H figure parmi les H. • 
J 

L'extension 

k(u~v') /k(u,v) est alors transcendante pure, donc séparable. 

Donc l'extension k(x,u',v') /k(u,v) est séparable, et il 

en est de même de k(x,u,v) / k(u,v), c.q.t.d. 

COROLLAIRE - Avec les notations du théor~me, on a 

deg T' = deg T 

En effet, si L' est une sous-variété linéaire générique de 

H sur k(u), c'est aussi une sous-variété linéaire g,né

rique de $ (resp JP n) sur k. Il suffit de prendre 
n 

dim 1* = n.-r • et de remarquer que 

Formule du produit pour le corps des fonctions sur une 
~ari~t6 de dimension quelconiue: 

THEOREME I2, 2 - Soit T 
singuliere en codimension 
sur T, on a deg div 

une variété projective non 
l. Pour toute fonction f 

(f) • 0 • 

DEMONSTRATION - On raisonne par récurrence sur r = dim T; 

le résultat est déjl démontré pour r • l • Soit k un 

• • • • • 
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corps de définition algébriquement clos peur T et f. 

Introduisons un hyperplan générique H • H sur k. u 

La tonction t' induite par f sur la variété T' = T (\ H 

est définie. Si W est une sous-variété de codimension 

l de V• définie sur k, l'intersection W n H est une 

sous-variété de codimension l de w. Montrons, plus pré

cisément que W' s'identifie au diviseur induit par w, 

regardé comme diviseur sur T. En effet, soit g (resp.h ) 

un paramètre uniformisant, défini sur k (resp. sur k (u) ) 

de T en W (resp. en T') • Le fait que H est g~n~rique 

entraîne que les différentielles (dg)w, et (dh)w, sont 

lin,airement indé~endantes~ il en résulte (dg')w, - 1 • 

ol g' est la fonction induite par g sur T' • de sorte 

que V' regardé comme diviseur sur T', est représenté 

par g' en W'• donc est bien induit par W. Puisqu'on a 

div (r) =Ç <»w(f) w. on a aussi div (:f')=Ç C\1Cr)w' 

(d'où Ww,(f') aWW(r) quelle que soit V); comme 

deg W' • deg W, d'après le coroll. du th. précédent, on a 

deg div(f) = deg div(f'), et il suffit d'appliquer l'hypo

thèse de récurrence. 

D'après de théorème, on a, pour toute fonction 

t t 1'k (T), la formule 

L vp { f) deg P • 0 , 
p 

où la somme est étendue à tous les diviseurs premiers 

rationnels J~ T sur k • Autrement dit, la famille des 

valeurs absolues v vérifie la formule du produit avec p 

• • • • • 
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deg P •· 

Re:ma.rgue - Si T' est une cou:.rb.e:., I.a. famill.e [. v
2 
J e.at 

dét.e'rm-.àée: p,ar la c:o,n.naissance du corpa de f'Onction.s; 

4 IC .. v k (ê'J!).; :: e1le se compose. de t.ou:te.s 1.e:s: ira.leurs abso.-

si dlint 

est p·lus de même 

fv 1_ et la :f'ormule 
\ P:; 

à.1t. p.ro:duit. 1 qu.i I.u:i correspond
1

d.êp,end.e:nt d:11 modèle proj;e.ctif 

ch.oi s-i • 
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CHAPITRE II 

HAUTEURS 

l - D6tinitions 

Soit K
0 

un corps muni d'un ensemble propre de valeurs 

absolues M
0 

vérifiant la formule du produit, {chap. ! § IO), 

soit x un point de l'espace projectif Pm, rationnel sur la 

clôture algébrique K
0 

de K
0 

• et soit (x
0

,, •• , xm) un 

ayat~me de coordonnées homog~nes de x • appartenant~ une 

même extension algébrique k de K
0

, de degré fini n. Le 

nombre réel 

h (x) l . -n n 
w sup v(xi) 

ie.(o,m) 

ne dé~end que de X • mais non du choix des coordonnées 

ni de celui du corps K. 

X• • 1 

En effet, si l'on choisit un autre systlme de coordonnées 

homog~nes pour x, h(x) est invariant car MK satisfait 

la formule du produit avec les coefficients nw ; si l'on 

change de corps, on peut supposer que K'.::,K , or avec ,--
h • (x) • ¼, L___ nw, sup w' (x.) oil 

w I é MK , i E. ( o • m ) 
1 

et X• e. K, si w• prolonge w on a w'(x•) • w{xi) donc: 
l. 1 

h' (X) l L L sup w( X.) • ii f nw nw'/v --"'- l. 
w E .Mk W' /Y i 

• • • • • 
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ainai 

h • (x) -..!-c nw aup y (x. ) L n 
w 1 /v '1' i l. -A 

Y'-MK v' /v 

\~Dw'/w -[K':K] puisque MK étant propre lea Yt MK 
w y 

aont "well behaved" . d'où h' (x) • h(x) • t 

!.:.!:. - La définition précédente n'est pas conforme 1 la termi

nologie habituelle, où intervient la notation multiplicative. 

Remarque 
h(x).). o car x peut toujours être représenté par 

des coordonnées x. dont l'une au moins est égale à l, alors 

Si 

définit 

h{x) 

l. 

h(x) l C + + . - n sup w (x.) 0 Ù W • 8 Up ( V t O ) 
n we., MK 

V l. 

xEIS m avec pour coordonnées X • (x1•••••xm) on 

h(x) par : h{x) • h (x') où x' est le point 

n 
'W' 

sup 

iE.(l,m) 

donc 

En particulier , on dé:finit la hauteur d'un élément de IC 

en l'identifia.nt a un point de s1 et six eK on a 

l 
h(x) = -n n 

V 

+ 
V ( X) 

• • • • • 
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Si x e ■ t rationnel sur K
0 

alora 

h(x) • + 
V (x.) 

l 

Soit x é l> avec pour coordonnées (x • ••• ,x ) ; aoit r:r m o m 

un K
0 

- automorphisme de Î
0 

; désignant par a-
X le point de 

de coordonnées on a 

ai l'on pose vO""(x) • w(xr:r), l'application r:r 
w ~ w eat une 

bijection de MKcr sur MK, et on a na • n • w w 

Exemple 
Prenons K = ~ ; 

0 
si X est un point de 1P rat ionm 

nel sur ~ • on peut choisir ses coordonnées dans ~ et 

suppo aer le a 

h (x) • 

x. premiers entre eux, donc 
l. 

sup 
i 

(x.) • 
1 

sup logl x. l; 
i 1 

sup v (x.) • o 
i p l 

et 

en conséquence, il n'y a qu'un nombre fini de points rationnel ■ 

sur Q de hauteur bornée dans 1P 
m • 

Si x est un point de Wm rationnel sur un corps de 

nombres algébriques K, avec [K : ~ 1 • n • on trouve 

h(x) = ! Csup log xf \ - log N (g) 
n . 

1 
O' 

où ~ parcourt les ~ - isomorphismes de K dans C • et où 

~ est le p.g.c.d. des x. dans l'anneau des entiers de K, 
1 

si d est principal on peut choisir les X, 
1 

de telle façon 
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,xiù ;'.f:E.,K IX:r.,.,.,.,,;JÇn] t a\) E. 'K -e't 

1) • -.>n 
:1vt9 ,: . ::xi l.. • • xn 

V ( f) 0= >S'.l.\P 'V' (,a,'') ) 

V 

Si v est une valeur àb:e:oJ;ue ',ùl::t-ramê-t,r,i1p1-e .de K ,, 

:fg-l f-+ v( f) - v(g} .e::s·t une ,:v;-a..lce-,ur ,;ab:cso1ue ul.tram~trique 

LEMME l (Gauss) 

.a.lors 

Démonstr·atio:n .: 

Le cas ::f:g 0-= -:o -ré.sul:t-:e .:de _u)J_o) 0= t- oo; ca:iit~r,inn·ettt :on 

peut su1:rpos~e:r .00 (:f) = o) (..:g) -= .o -::9:près un-e ,mul.t:~:p:l:i:ca.tion 

convenable. -Cons.idé:rons 

les coefficients de f E, 

l 'homomor.phisme 

AtA>[x1,•·•·• xn] l'idéalm • 
·- o.) t 
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on a (fg) 0 • r 0 g 0 ~ o don~ w (fg) • o • 

LEMME 2 

Soit (K,v) un corps value; soit f un polynôme uni-

taire de • J ., K LX de degre n et soit 
n 

r (x) = TI(x- Ài) 
i=l 

aa factorisation dans K, clôture algébrique de K. Suppo

sons v prolongée à K. Alors 

1 V ( f) - [: V+{). i) ! ~ n CX 

l 

où ~ est la constante de l'àxiome VA.III, à savoir 

v(x+y) ~ sup (v(x), v(y) ) + .o< 

Démonstration: 

Si n = l • f = X- À donc . 
' 

Raisonnons par récurrence sur n en décomposant l'iné

galité en deux: 

Soient 

on a 

~ v( f) 
+ V{).,} +no( 

l. 

n 
f { X ~ ) xn +r' ai xn- i • • -1\l g == ~ 

i=l 

D'après le théorème 5.2 du Chap.1 et le théorème d'Ostrowski, 

le prolongement de v satisfait VA III avec le même~, 

Ainsi 

••••• 
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a fortiori 

et avec l'hypothèse de récurrence 
n 

vU) ~ r:: v•(~i) + (n-l)«+v•c~l) + o(. 

i=2 

Pour démontrer l'autre inégalité• on peut exclure le cas 

v (1.) ~ ~ pour tout i • car v(f) > o puisque f 
1 

est unitaire. Supposons v(1 1 ) >~,et choisissons s t~l 

que 

or 

v(b ) soit maximum. 
s 

= 

> 0( + V (b ) 
s+l 

donc 

d'où 
+ sup 

j 
v(b.) ~ sup 

J • 
1 

avec l'hypothèse de r6currence 

deux membres de cette inégalité • 

v( a. ) . 1 + 0( 
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THEOREME 2.l 

Soient (K,v) un corps va.lué, r et g deux polynômes 

non nuls de K [ x1 , ••• • X
0 
J si deg f + deg g • deg tg< d 

alors lv ( fg) - v(f) - v( g) 1 ~ 2 dn IX 

Remarque Si v est ultramétrique ~ = o et l'on retrouve 

le lemme de Gauss pour les valuations réelles. 

Démonstration -

Cas n = l Soient {À.) les racines de r et 
1 

Cpj) celles de g ; on peut supposer r et g unitaire, 

et d'après le lemme l 

1 v(f) + ( À , ) 1 ~ o< deg f 
l. 

l v<s> - Cv+ ( f j ) 1, ci. deg g 

J 

1 v( fg) - }:v+ ( À i )-t V+ (f j) j ~ lX ( deg f+deg g) 

1 J 

d'où 
l V ( fg) - v(f) - v(g) 1~ 2 C( d 

Cas n quelconque On considère le K • homomorphisme 

d'algèbre défini par Lorsque deg r < d , 

f et son image f~ ont les mêmes coefficients car le degré 
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de image du monôme est 

• • • + \1 n avec \1 n 
<d où l'on reconnait un 

entier< dn écrit en base d 

= f * ,,.* ... 
0 nous .ramene au cas n • 1 0 

mais avec un degré< dn • 

Définition 2.1 

Soit K un corps muni d'un ensemble propre de valeurs 
0 

absolues satisfaisànt la formule du produit. Considérons un 

polynôme M. 
J 

à plusieurs variables, 

M. 
jl jm 

et .. coefficients dans la clôture • Xl • • • X a 
J m t 

algébrique if de K t donc dans une extension K de 
0 0 

degré fini. On appelle hauteur, h(f) 1 de f, la hauteur 

du point a de coordonnées (aj)_ (dans n'importe quel ordre) 

Remarque h(f) ne dépend que de la classe de f pour la 

relation de divisibilité. 

THEOREME 2. 2 
Avec les notations précédentes, soit d 

réel ?,.. o I il existe un réel C • tel que pour tout r 
g € K

0 
[x1 , ••• ,Xm ]• satisfaisant deg f + deg g < d • 

ait 
h ( f'g) -

1 
h(f) - h(g) ! ~ C 

' 

0 e O e 0 

un 

et 

on 
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En e:f:ret h (f'g)-h(t)-h{g) • ¼ 0v(v(fg)-v(f)-v(g)) 

V 

où v parcourt les valeurs absolues archimédiennes de MK• 

où K est une extension de degré n fini de K conte~ant 
0 

ies coefficients de f et g ; or il n'y a qu'un nombre 

fini de valeurs absolues archimédiennes dans l'ensemble 

propre MK et v(fg) - v(f) - v (g) est borné d'après 

le th.2.1. 

COROLLAIRE -
Soit f le polynôme irréductible sur K 

X 0 
de 

X€ K I soit d un réel> o, il existe un réel C tel que 
0 

deg r -iE d • 
X 

pour tous les x .;:: K tels que 
0 

Il suffit de factoriser r = Tf cx-x.) 
l. 

THEOREME 2.3 

Soient n et d deux entiers, o< un nombre réel > 

Le nombre des points X de 1P n algébriques sur (Q tels 

que 
[ ] ~ <lt( x) . <rt d et h(x) ~ C( . 

est fini. 

Remarque: On a démontré ce théorème dans l'exemple du§ l 

pour le cas d • l • 

• •••• 

0" 
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Démonstration Soit (x ,o••• x ) un système de coor-o n 

h(f') = h(x) 1 si Fa- = x"' X 
0 0 

un Q isomorphisme 

or d'après le t~ 2.2. 

h( TT Fo-) ~ d h(F) + C 
(S' 

~ 

or G = 'Tf Fa 
(S € ai [ X

0
,.oo,Xn 

d 

] 

O" 
X n 

ot + C 

comme 

où cr dés.igne 

h (G) est bornée 

G ne peut appartenir qu'à un nombre fini de classes pour 

la relation de divisibilité, d'après la remarque ci-dessus; 

F doit être un diviseur de G dans l'anneau factoriel 

i [ X
0

, •• o, Xn J • donc à un facteur dans i près J il 

ne peut prendre qu'un nombre fini de vale~rso 

3. Hauteurs sur les corps de fonctions 

Soit T une variété projective (TC Pn) définie sur 

un corps k, non singulière en codimension l , et soit 

K le corps des fonctions ~k(V). Ce corps K est aussi 

isomorphe à k(t), t étant un point générique de T sur 

k • Soit M la -famille des valeurs absolues Vp respec-

tivement associées aux diviseurs premiers rationnels P de 

T sur k. On a vu que cette famille est propre et 

vérif'ie l.a rormule du produit avec les coefficients deg P • 

Si x est un point de Pn rationnel sur K • il admet un 

• 0 ••• 
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système de coordonnées X ) 
m 

h(x) = L degP s'? vp(xi l 

p 

où les x .. .: K ,et on a l. ... 

La donnée du point x est équivalente à la donnée d'une 

application --f rationneli,~ de T dans tt' n , à savoir celle qui 

au point générique t de T associe le point w de Fn 

dont un systàme de coordonnées est (x
0

(t), ••• ,xn(t) ) • 

On peut en outre choisir les x de façon que les 
l 

div (x.) 
1 O 

n'aient pas de composante commune, On a, dans ces condi

tions 

1 THEOREME 3.1 
h (x) = de g s up . di V ( X • ) ........ 

l l ......., 

On peut supposer x
0 

= 1 : Il suffit de montrer que 

le coefficient de P dans &?P div {x 1 >_est égal à 
l 

sup vp(xi) • Or le coefficient de P dans 
i 

div{ x.) est 
l • 

sup (o,vp(x
1

) } 

sup{div(x.) ~ 

= vp• (xi) Donc son coefficient dans 

+ 
est sup vp (xi)= su

1
p vp(xi), puisque 

. l ""/ 
1 i 

THEOREHE 3 ,2 

Avec les notations précéden~es on a 

h(x) = deg ~- 1 (H) o~ H est un hyperplan de fn tel 

que q:,•1 (H) ait un sens (i.e w Et: H) 

•••• 
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O:n -peut supposer :x = l • 
0 

FCX) 

.X,, ,·= -0 
l. 

et si 

·= 0 

Pos,o:n.s X. / .F(X) = g. (X) 
1 l 

Notons H. 
l 

l 'hyp.e rpl=an d:e 

soit 

l 'éq.ua·tion ·~ 

1P 
n 

gi ~st une fonction sur 

"qui .induit par 

n.ot.e ron.s 

cp sur 

On a 

T 1'8. l'on:ct.io:n gi o cp que nous 

div(g.}: B, - B ◄ Or il ~xiste 
l l 

1 tel 

soit défini (choi~ir i tel que d'où • 

Com:mce J.•e,s y • .forment un 
. J. 

système de coordonnées h9mog~n.e,s :de .x ·• on a d'après le 

th. 3.1 h ( X ) = de g s up 
i 

div(y.) où .l'on ne •-prend que 
' . .l. -

les y. ··y:. o I pour le:Squel'S on a 
l. 

d'où sup · d:iv{yi) 
00

= !l)-
1 (H)-inr'('cp- 1 (H),iz:r cp-1 {lii) ) • 

i .l. 

Or les cp- 1 (.Hi} n'on·t pas de .composa·nte co1111nune Z car si 

·z était un .J>Oint ,générique deZ , q, serait morphique en 

z, et o.n .aurait cp (.z )ê Hj pour tout j € (.o,.n) ce qui 

est absu-r.de car 1 'in·tersection des H. est vide., 
J 

On a donc 

inf 
1 

cp --1 ( H. } = 
1 

0 t d'où 
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sup div(yi)• =~-l(H} et R(x) • deg'f-l(H) 
i 

4 - Propriété des hauteurs 

Définition 4.l 

Soient K un corps, M un ensemble propre de valeurs 

absolues de K o On suppose donnée une clôture algébrique 

de K • On appelle M-diviseur toute application 

vérifiant les conditions suivantes 

-K 

(i) pour ve_ MK' t(v) ne dépend que de la valeur absolue 

vK induite par v sur K (i.e il existe une application 

'6' K : MK --+,- R te.l le que ) • 

(ii) ~ K s'annule pour presque toute 

Remarque Si L est une extension algébrique de degré fini 

de K , tout 

Exemples 

M 
K 

diviseur est un ML diviseur. 

Pour x donné rationnel sur K x ·t-+-, v ( x ) e s t un 

M-diviseur. 

L'application v-+ Of(v} • où o< (v) est la constante de 

l'axiome VA3 1 est un MK-diviseur, (puisque o<(y} D 0 

pour les valeurs absolues ultramétriques ) • 
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Définition 4.2 

Soit E un ensemble. Dans l'ensemble des applications 

E ·➔ R la relation d'équivalence "r-g est bornée" est 

notée f ~ g • 

Pour toute variété V définie sur un corps Kt on 

notera VK l'ensemble des points de V rationnels sur K • 

Dans ce qui suit, on se . . donne. i.1n (>ns.em ble rropr~ Mo dt 

valeu.rs ·a.h.>olues vér.ifia.nf:- la. toTmule du. prod.u.1t :l\Jl" on 

corps K., et 

désigne par 

prend i<=i< 
0 

K 

0 

une clôture algébrique K
0 

de· K
0

" On 

un sous corps arbitraire de K , et on 
0 

Soit V une variété définie sur K , et soit 'P une 

application rationnelle V➔ Pn., ?totons U = U '° 
1 

l'ouvert 

de morphicitê de Cf>, i.e l'ouvert composé des points en 

lesquels \f' est morphique. On désigne par h'f l'application 

U_ ~ IR 
K 

h(lf (x) ) • ,. 

Rappelons qu'à toute application rationnelle 

'P: V ➔ P n , il correspond canoniquement un système li-

néaire ~ = ,;&, 'f sur V, composé de tous les diviseurs 

de la forme • ou R est un hyperplan de 

tel que ce dernier symbole ait un sens, i., e un hyperplan 

ne contenant pas l'image 

un illment particulier de 

F (X) 111 0 
0 

et F(X)= 0 

ln ( ) .'f-l(L. ) W = T V • Soit D g O 0 

';;& 'f. Soient respectivement 

les équations des hyperplans L 1êL 
0 
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Pour F fixée, et F variable, l'ensemble de ■ ronctiont 
0 

t • ( F /F ) o 'f,> ( complété par l 'adjo.nction de l• ·tosotion 
0 

nulle) est un espace vectoriel L sur K • et comme 

div( t) • D-D , ~ est le système linéaire a.ssoci6 l 
0 

L ( VA,IV, 3 ) • Le système );e • ~ est dé fini aur K et 

de dimension <n • Sa classe pour l'équivalence linéaire 

sera désignée par ~ • 

Rappelons que, pour que '-P soit un morphisme il taut 

et il suffit que ::E = :;;e'f soit sans point fixe • 

. THEOREME 4.1 

Soit V une variété complète, normale, définie 1sur 

soient If' : V -+ f m et ~ : V ➔ lP 
11 

deux applications 

rationnelles. Supposons qu'on ait ~ = '8i' , et 4ue '-f' 

ao i t un morphisme. Alors, pour x € (Uy. )K , on a : 

où C est une constance indépendante de x • 

Lemme 4.l - Soit V une variété normale et compl~te définie 

sur K et soient r1 , •••• tn des fonctions sur V telles 

que les supports des div (fi)• soient sans point commun. 

Alors il existe un M - diviseur ~o tel que, pour toute 

place r du corps de fonctions ~IC(V) • à valeur• dans K, 

• • • 
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triv·iale sur K, on ait sup v ( p ( :r. ) )-~ t' ( v) " l. ,. o-
i 

En e-.t'fet 1. notons x un point générique de V su.r K I de 

sorte que :fK{V) est isomorphe à K(x) o Posons :ri(x)=ui • 

est l'idéal trivial (I =A). Sinon l''homomorphisme A➔A/l 

sera.it. trivial sur K et s'annulerait en u11 o o.,, un o On 

aurait d.onc A/I '.! Ko On aurait ainsi un homonorphisme 

A-+ K, trivial sùr K, qu'on pourrait prolonger à une 

place p.0 de K(x) 1 à valeurs dans le doma.ine universel., 

Comme V est complète, Po serait finie en x. Le point 

P 0 (x) • a appartiendrait à div(f.) 0 l. 
pour tout i • 

d'après VA 1rv,;, th a. ; .. 
equl.Vo de (b) et (c) G 

On a donc l E: I • d'où 1 = r .. M (. u1 ,. e " " , un ) 
l--t- V V 

encore l • Lav M ( :r 1 •" °" fn) •• où les M sont des 
V V 

ou 

monômes de degré ;, l et où &v cK o On en dêd.uit I pour 

toute place p de 1" K(Vl, à valeurs d.ans. 1ë I trivial.e sur K 

où l'on pose d • s:p deg Mv • et où C 0 (v) est un 

nombre réel qui s'annule pour v archimédienneo D'où le 

lemme o 

0 0 6 0 6 
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Démonstration du éh. 4.1 

Soit H0 un hyperplan de P I d'équation 
m 

tel que D0 =<f-l(H 0 ) soit défini. Soit L l'espace vec-

toriel sur K composé des fonctions f sur V obtenues en 

relevant les fonctions de la forme F/F 0 sur fm, où F 

est une forme linéaire arbitraire à coefficients dans K. 

Le syst~me:;f'f' est, comme on a vu, associé à L • i.e 

composé des diviseurs de la forme D = D0 + div (f) avec 

f eL • Soit f 0 ,.oe ,fr une. base de L. On peut supposer 

f'0 = 1 • On a, pour i €, (o,r) 

div(f,) = D.-D 0 l l 

avec DiEt~. Puisque <f est un morphisme 1 ~\f> est sans point 

fixe• donc les D. • l 
iE (o,r) sont sans point commun. 

Soit de même H' un hyperplan de 
0 

P d'équation n 

soit défini. Soit M 

l'espace des fonctions g sur V I définies sur K1 obtenues 

en relevant les fonctions G/G 0 sur F (G forme linéaire à 
n 

coefficients dans K) • Le système ';;l't' est composé des 

diviseurs E = E0 t div (g) , avec g e:.M • Soit Sot•• .g
8 

une base de M. On peut supposer g 0 = l. On a pour 

jE: (o,s) 

div(g.) = E.-E 0 . J J 

••••• 
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Puisque ~'f• '(l't, il existe une fonction h aur V, 

définie aur K • telle que 

div (h) - E - D 
0 0 

Posant g'. • hg. 
J J 

on a "di v'(g 'j) • E. - Do J 

d'où div( fi I g t.) • D• - E • 
J l. J 

Pour j fixé, les (f. /g'.) (x) 
l. J 

.forment un système 

de coordonnées homogènes du point lf (x) • pour x e. l'ouvert 

U. complémentaire de supp E. o On a, d'après le lemme 4ol • 
J J 

pour 

où 

xE (U.) 
J -IC 

est un M•diviseur indépendant de X " 

Si de plus x appartient à l'ouvert T
0 

complémentaire 

de supp D
0 

, les fonctions r. et g'. 
l. J 

sont définies en 

x • et on a 

sup. v(f. (x) / g'. (x) >> C • (v) 
l. l. J OJ 

Puisque les u. recouvrent V • on en déduit, 
J 

tout X e. cT
0 
>_ • 
K 

aup. v(r. (x) ) ~ sup. v(g'J· (x) ) + c
0 

(v) , 
l. l. J 

en posant C (V) • inf. C • (V) o 
O J OJ 

Par sommation sur v • on en déduit pour tout 

x ·e CT
0 

)_ , la :formule 
K 

0 0 \, 0 0 

• 

pour 
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en posant C a - .,L 
0 

En supposant au départ 
V 

t. • 1 et g. • 1 • on aurait obtenu de même une inégalité 
1 l. 

de la f'orme • valable pour tout 

où T. est l'ouvert complémentaire de 
1 

Comme les Ti recouvrent V I on en déduit l'inégalité 

de l'énoncé• avec 

THEOREME 4.2 

C • sup. C. 
1 J. • 

Soit V une variété définie sur K • et aoient 

cp ; V ➔ ~ m t i/) : V -+, 1P n 1 8 : V -,,.. f q tro i I mor-

phismes• tels que <'&' f • %cp + '(?t/J alors on a : 

Démonstration: Comme dans la démonstration d~ th. 4.1 , 

définissons ;;f; q:, et ~ t/l comme associés aux espaces vecto

riels L I M aur K I admettant respectivement pour bases 

(r
0

, ••• 1 tr) et (g
01 

••• 1 g
8

) • Posons à nouveau : 

Considérons l'espace vectoriel N sur k engendré 

par les f. g. • 
1 J 

Pour hé N • on a 

••••• 
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div(h) • H-D - E 
0 0 

où H ea,t un divia.ent:r pos-.itif rationne! sur K • et H 

.._J) ' décrit un ay--s.t.è·m.e, l.inêaire .iil.> ( c test: le syat~me l.inéaire 

aomm.e de ~ et ~'t' • i.e. le plus petit s:ya-tème liaéaire 

eon·teiia.nt t:ous les di vis.eurs de la f"o.rm:e D + E ,. avec 

Il est c.l.air qu:e ';;;J; 1 
est sans point 

f'ixe·,. donc que toute application ration.nelle 8 • asa-ociée à 

est un morphisme ; par exemple p,ren:ons pour e• 

l'application qui, au point x fai.t c·orre.°spo.iidre le point 

de fP mn-l ayant pour coo.rdo.n.n:.é,e:s: l.ea r. g •• On a, d'apr~s 
l.. J 

l'hypothèse: 

~ == f;'9 , , donc h& ~ hlt'' • n•au:t.re pa.r·t • 

pour x € V K • rationnel sur L. C Î d.e. degré fini n 

sur K , on a 

=l~n nL v 
V 

(sup v(ri(x) ) + sup v(gj(x) ) 
i j 
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CRAPITIŒ 111 
-~~ 

LE TH.EOREME D~ MORDELL-WEIL 

l - Descente du corQs de base 

THEOREME 1.1 - Toute variété V admet un plus petit 

corps de définition • 

Démonstration : Remarquons que V est définie sur un corps 

de type fini, et que toute suite décroissante de corps de 

type fini est stationnaire. Il suffit donc de prouver que 

si V est définie sur deux corps K et K' • elle l'est 

sur k = K n K' • 

La propriété est vraie lorsque V est une hypersurface 

de Sn • En effet 1 \I est alors dé.finie par une équation 

F(x) = o • On peut supposer que l'un des coefficients de 

F est 1 • Tous les coefficients de F appartiennent 

alors à K et à K' , d.onc à k • 

Supposons V affine quelconque• de dimension r • 

dans lB t et soit X un point générique de V sur 
n 

L • KK' . Soient u .. ( 1~ i 
l.J 

<. n t 1< j-<; r + l ) 

iiléments de Q algébriquement indépendants sur L (X) • 

• • • • • 

des 



Notons y le point de $r • 1 de coordonnées 

'l"I 

y. = 
J 

~ 
V 

/ - X, 
l. 

Le point x est algébrique s&parable sur K (u,y} 

(cf. démonstration du lemme de normalisation.Er 4 et 
'\, 

E 1V 4 ) • Donc le lieu V • lock(u) y est d:e dimension 

r • i.e. est une hypersurface de $r + 
1 

(dite "projection 

générique" de V sur Sr + 1 ) • Montrons que x est 

en fait rationnel sur K ( u,y) • Sinon en ef:t'et il existe

rait un conjugu~ x' de x sur K (u,y), distinJde x. On 

aurait 

'u .. (x. - x•.) = 0 ,4- 1J :L 1 
(l ~ j -E r + l ) 

l 

Comme x'E. V, le degré de transcendance de K(x'.x)/K(x) 

serait < r , ce qui est incompatible avec l'indépendance 

algébrique des u .. 
lJ 

sur K • 

On a donc prouvé que K(u,x) = K(u.y) • i.e. que 
1\, 

l'application rationnelle V ➔ V induite pa.r la projection 

générique e~t birationnelle, définie sur K (u) • Elle l'est 
1\, 

de mime sur K'(u) • Donc l'hypersurface V est d~finie 

sur K(u),-.. K'(u) • Comme k(u,y) est linéairement disjoint 

de K et de K' sur k 1 on a K(u)"K'(u) • lt(u) •. et 

K{u,y) A K' (u,y) = k(u,y), d'où k(u,x) • k.(u,y) • 

Donc V et if sont définies sur k(u), et on a V • lock(u)x • 

• • • • • 
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Le corps k(u,x) est exten 11 ion réguli~re de 1t(u), donc de 

k ; donc k(x) est extenaion rêguli~re de k • Comme k(u) 

est linéairement di s;i oint de k {x) SU.!' k • on 8, V !Il loek x, 

donc V est dé finie sur k • 

THEOREME 1.2 (descente du corps de base, d'apr~s A.WEIL). 

Soient k un corps, K une extension séparable (algébrique 

ou transcendante) de k, et soit V une variété définie 

sur K. 

Pour tout couple de k-monomorphismes (a_, T ) de K dans 

le domaine universel n 

tion birationnelle lO 

, supposons donnée une applica-

on a 

l TO' 
va ➔ VT d ,,. , e .açon que 

(a) -CfTP • lf TO O ~ Op 

(b) - Pour tout k-automorphisme w den 

'fwr> wa 
w 

• {f TO' 

(où WT • WO' signifient WpT , WbO' ) • Alors 

(i) - Il existe une variété W, définie 

sur k I et une application birationnelle tjl: W ➔ V 1 

définie sur K , telles qu'on ait 

{l) lf TO • tj,T o (tj,a )-1 

quels que soient a et T • 

(ii) - Si les 'f T •
0 

sont dea isomor-

phismes, on peut choisir (~. •) de façon que • soit 

un isomorphisme. 

• • • • • 
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Remarque· 1 .. 1 - Le théorème admet une ré ci pro que évidente : 

ai V e s.t une variété birationnellement é qui val ente ( resp. 

isomorphe) sur K lune variété W définie sur k • la 

formule (1) permet de définir une fa.mille de transformations 

birationnelles (re·sp. dtisomorphismes) \f vérifiant (a) 
Ta 

et (b l .. 

Démonstration : Il suffit d'examiner le cas où V est 

affine (V C $m) (puisqu'on peut recouvrir V par un nombre 

fini de K - ouverts affines} • 

Appelons S l'ensemble des k-mom:,,morl)hi&mes a : K -;,,- G • 

Il résulte de ( a) q ue fl> est. 1' identité• et nue 
• aa " 

(/} f -1 
1 aT = TO • Soit x un point g€nérique de V sur K. Pour 

a€ S 1 posons x
0 

=<f ae ('x) , où e: est l'identité • Le 

point X 
(J 

est générique de v0 sur • D'a.près (a) on 

a, quels que soient a,T E. S ., la relation X 
T 

( X ) • 
a 

C1 * 
Si 

* 

Il existe, pour tout a , un et un seul k-isomorphisme 

a 
K( x) ➔ K 

,E. S, et si 

(x) 
cr 

prolongea.nt a , et tel que 

-Test un k-automorphisme de Q prolongeant 

T , on a, d'après (a) et ( b) • 

T 'f 1.' (x. î ) C tp - (x )='f- (If (x)}•'f- (x) X = a Q'.€ îO',. î T ,a •• T& Ta.& 

d'où -
( 2) 

"f = X X -0 TO 

Notons L le sous-corps de K {x} form, des &i,menta 

invariants par les isomorphismes * cr • pour a éS • t•·exten.sion 
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L/k eat régulière. En effet elle est séparable : lei exten

sions K (x) / K et K/k étant séparables, il en e1t de 

... 
de K (x) / k donc de L/k De plua • k e11t &lgé-meme • • 

briquement fermé dans L . en effet• soit z €. L, algébrique . 
aur k . on a aussi z!S.K (x), algébrique aur K . comme • • 
l'extension K (X) / K est réguli~re • on a zê k . pour • 
oês on a de plus za = 

(J *· z . on a donc z e • z - • 
L'extension L/k est donc de la forme k(y}/k• o~ y 

est un point générique d'une variété W définie sur k. 

Notons ; l'application rationnelle W ➔ V I définie sur 

k 1 telle que •(y)= x. 

En utilisant cette construction 1 noua allons commencer 

par démontrer le théor~me dans les deux cas particuliers 

suivants 

k 

a)• L'extension K/k est algébrique de degré fini 

séparable. Notons K le composé des corps K0
; ce composé 

est une extension galoisienne de k • désignons par r • 
aon groupe de Galois. Pour a e r • induisant a sur K • .. 

* - Cf 
... 

il existe un et un seul automorphisme <S (<1) 
.. -·* du corps K ( x) prolongeant a tel X a • X (de aorte a 

que 
•tf 
a est 1 'unique automorphisme de ië(xl prolongeant 

A la rois a et a* ) • Pour 
.. 

a • T ~ r • prolongeant 

respectivement a •Te S, on a, compte tenu de (2) , 

.. ~ .. * .. * ( -·)1C" 
t a t Ta 

X = X = X • X ) 
(1 t 1r a .. .. 

* 
.. 

* .. * l'application~:; 
.. •jllt" 

d'où ( . t a ) = t a • Donc ➔ 1T 

• • • • • • • 

• 
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eat un monomorphisme de r dans le grouper~ des k(y) -

automorphismes de K (x) • 
.. 

Montrons que If est surjectif. En erret 1 soit zE. K(x), 

c•est-à-dire z • t(x) 1 où f est une fonction ■ ur V • 

définie sur K. Supposons z invariant par ~ (r) • Alors, 

pour a ê. r, induisant l'identité & sur K 1 on a 

.. 1'- * .. " 
a {x) & d'où a r" (x) f(x). =r X • X • z • • 

ce qui implique l' = r • Donc f est définie sur K, 

et on a z E K( x) ; de plus, pour a e s. z est invariant 
M donc z € k(y). On a ainsi montré par a ; on a que 

-le sous-corps de K(x) formé des invariants par <f < r ) 

est contenu dans k(y) • donc coïncide avec k(y) • L'extension 
V 

K(x)/k(y) est donc galoisienne et, d'apr~a la théorie de 

Galois, on a 'f ( r > Donc 'P est aurje ctif' 1 donc 'f 

t · h. r __,,,,. r * . es un isomorp isme ~ 

-En outre, si aer induit l'identité sur K(y) , C" induit 

l'identité sur K, et on a, comme on a vu, 

- * a - * x = x I donc a induit l'identité sur K{x) • 

D'apr~s la théorie de Galois, on a K(x)C. K(y). On a donc 

K{x) • K(y) , i.e. 4' est birationnelle, ce qui démontre(i) 

dans le cas considéré. 

Pour démontrer (ii), posons [i: k] • n • et introdui-

sons une base • n de l'extensio?l 

- -
-
K/k • C'est aussi 

une base de K(y)/k(y) 1 i.e. de K(x)/k(y) , de aorte que 

••••••• 
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les coordonnées du point x ••(y) peuvent s'écrire aous 

la forme 

où 

En 

les 

x. 
1 

f .. 
l.J 

-

appliquant 

a~ 
(X. ) 

l 

~ 
j 

sont 

·~ 

a 

= 

Or les (X• ) a* 
1 

C • 

J 
f. . (y) 

lJ 

des fonctions sur 

aux deux membres, 

L a (y) C 

j f .. 
l.J 

J 

(l ~ i 

w • définies 

on obtient 

• 

sont aussi les coordonnées du 

• 

1ur k 

point 

donc s'expriment par des polynômes à~efficients dans K 

X 

en fonction des coordonnées x. 
l. 

de X • Notons z le 

point de $ mn 
ayant pour coordonnées les f .. (y) , et 

l.J 

• 

a 

posons W
0 

= lock z. L'extension K/k étant séparable, 

le déterminant de la matrice est ; o • Donc les 

t . . (y) s'expriment par des polynômes à coefficients dans 
l.J 

K en fonction des X. • et par suite l'application 
l 

• 

• . w 0 --+ V telle que lj, ( z) a X est un isomorphisme. . 
0 0 

De plus, l'application rationnelle e W--+. W telle 
0 

que 8 (y)= z est birationnelle; puisqu'elle est définie 

sur k, W
0 

est définie sur k, et • 
0 

est définie sur 

K, ce qui,démontre (ii) • 

b) - L'extension K/k est régulière de type fini. 

On a alors K = k(t) , où t est un point générique ,ur 

k d'une variété T définie sur k • Pour a es, le point 

••••• 
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...... 
,-. = t (J est génér:ique de ! sur k , et inversenent tout 

point générique de T sur k est de cette forme:, i.e 

l'application o ~ u est bijective. La variété Y0 
) 

l'~pplication birationnelle lf • le point seront 
(J t (J 

encore désignés respectivement par Vu • 'f u' u et X • u 

On a ainsi, en -particulier, et X = X • t 

Pour tout couple de points génériques de 
-.-

1 sur k ' 

on a X t u = 'f 
u'u 

(x) 
u • 

Comme 'fut est définie sur k(t,u) 1 on a 

k(t,u, x) 
u = 

-rique de ! !'\Ur 

est régulière; 

Prenons 

l'extension ( ) / . ' k t,u,xu ,k(t,xi 

considérons la sous-variété 

z = 

-r-
du produit I x Sm. Montrons que, pour tout point génériqu3 

v de T sur k I la variété Z 

Prenant u générique de T sur k 

est définie sur k(v,x ) • 
V 

il suffit pour cela de montrer que la variété 

coïncide avec z • Or soit 

spécialiser (u, X t V, X ) 
U V 

(u,x ) u 

z' 
0 

en 

= ( u ,x ) E. z, 
0 0 

(u t X 
0 0 

t V 

• On peut 

1 x) sur 
V 

En composant cette spécialisation avec un k-automorpnis~e 

convenable de il , on voit qu'on peut spécialiser 

en X ) 
V 

',:-z t t"" z'cz z \,;,. , e on a mon re que 
0 

sur k • On a donc 

• On a de même Z C Z 
1

• 

• • • • • 

k • 
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D'où Z1 = Z • 

En ~onservant les mêmes notations, montrons qu'on a 

k (y) = k ( t , xt ) h k ( u, x u) . 

En effet 1 k(y} est contenu dans le second membre. 

Inversement, tout élément Zé k(t,xt)()k(u,xu) est de la 

forme z = f{t,xt) = g{u,xu)' où f et g sont des fonctions 

sur T x Vt et T x Vu respectivement, définies sur k. 

Pour t, u, v comme ci-dessus, on peut spécialiser 

ce qui implique z €' ~(y) • 

Donc Z est définie sur k(y), d'après le théorème 1.1 

de z sur k(y) • Si de plus on a pris U et V 
; .,. . generiques 

indépendants sur k(t, xt) , les trois points. (t 1 xt) , 

(u, xu) , (v, xv) sont génériques indépendants de Z sur 

k(y) • Dans cette dernière situation chacune des extensions 

k(u x) / k{v) et k(t,y) / k(y) est lin.éairement disJ'oin~e " • u ., . 

de k(v,xv) / k(y) ; il en est donc de même de l'extension 

composée k(t,u,xu) / k(y) • L'examen du diagramme 

••••• 
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k (t. T• 

~ 7u••ul 
/ 

✓ 

t 
{y,~ 

k (7.t) 

/ 
k (y) 

aont:re. c,ompte tenu de E. 0 ·> C , S 1'1 th. I:2. que 

sont liufairement di1jointe1. On • donc 

k(y,t) • k(t,v,xv)() t(t.v,xv) • d*où 

k(x,t) C k(7,t) • et par suite k(x.t) • k(:r.-t), i.e. 

K(x) • I(7), donc• est birationnell•, et 011 a ;:rouv6 (i). 

Pour prouver (ii) • introduisons la •oua•T&ri&t6 

nelle « 

de T X P , et l'•pplieatio~ birationn 

T x W --,. Y, définie sur k • telle que 

• (u,y) • (u,x) • Soient encore u.v, deux points gfné-u 

riquea indépendants de '1' aur k(t 1 x l • »'•icnaut par y 
0 

un point quelconque de w, montrons que • eat bimorphique 

en (v,y
0

) 1i et si 1e-ulement • est bimo:rphique en (u,7
0

). 

ln ettet • notons a l 'applieation rationnelle '? x Y-+ Y , 
d,tinie sur k I telle que B (u,(v,xv)} • (u, xu) • On• 

Supposons• m.orphiq,ue en (v,y
0

), et po ■on• 

••••• 
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• Par h7pothl■e ~ e1t aorphique en 
UT 

pendant■ ■ ur k, il en résulte qu~ B e•t morphique en 

(u,v,z
0

) • La relation (3) entraîne donc que • ••t morphique 

en (u, y
0

) • De même l'application rationnelle ••l étant 

■uppo ■ée morphique en (v, z ) 1 0 

L'aa ■ertion précédente est donc démontrée. 

On peut trouver un ouvert U 
1 

de W tel que • ■oit 

bimorphique en tout point de u ,c U 1 • D 'a pria ce qui pr,-

c~de, • eat biaorphique également en tout point de V • U1 • 

Par auite, il existe un k-ouvert U de W contenant U 1 

et un k•ouvert V 
0 

de T tels que• •oit bimorphique en 

tout point de u )( u. 0 . 

lotona les coordonnées de t rapportées à u 0 • 

et celles de y rapportées à U. 
Lei coordonnée• de x • xt ■ 'expriment en tonction dea 

et des y. 
J 

par des polynômes 

dana k 
x. • P. (t,y) 

1 1 

Le •econd membre s'écrit encore 

f_ 
J"'=l 

P. 
1 

à coet':ticients 

(y) 

o.a les Qh
1 

, Ri1,1 sont des polynSmes 1 coe:tticients dan ■ k, 

••••• 
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pour 

tout 

oil de plua 

i .tix, • 

point u 

{x) 
u i 
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on peut aupposer que lea Qi),l (t) aont• 

linéairement indépendants •ur k • Pour 

générique de V aur k • on & 

• Q. ( u) 
l. IJ 

(y) 

Soient •• 0 • u dea pointe cénérique1 indépen-
Po 

d&nts de T aur k .. Alors la .mat·rie•e M tora,e (pour i 

r • µ 
0 

.. . auppoaona en ett'et qu'on ait r < " ,.. 0 et, par 

ex:emple, que les r premières ligne a . de M aoie.nt indé

pendante a. il existerait dea éléments 

non toua nula du corps • • k .Loo 

L a Qi µ (u V ) • 
Il 

µ 

Pour V> r 1 les Qi IJ ( U V ) 

tel• qu•o.n ait 

0 (l CV ~ µ ) . 
0 

.seraient donc linéairement 

4fpendanta sur L
0

; comme k(u v) et L
0 

aont lin6airement 

diaJointa sur k • ils seraient linéairement dipendanta aur 

k, ce qui est contradictoire. 

Soit maintenant z le point ayant pour coordonn:éea lea 

Lea (x ) • ••'expr.im•ent, 
UV l 

d.1apr~s l'hypothèse • par des polynSmes en .fonction dei X• t 
l 

l coettic.ient1 dans t • k(u 1 , ..... ,u ) • Pui•que M ••t ~· • 
in ve r I i b l e , on en d~duit que l'application rationnelle 

••••• 
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• 0 
. w 
• 0 --;. V• définie sur t. telle que • ( z) • 

0 X • 

eat un iaomorphisme. CoDlllle plu• haut, l'application 

e : W ~ W telle que 
0 

8(7) • z est birationnelle. 

k • donc k , et ♦ 
0 

eat définie sur K • ee qui démontre (ii) dana le caa {b) • 

Pour achever la démonatration du théor~me 1.2, remar

quons qu'on peut supposer l'extension K/k de type tini 

(puiaque toute vari~té eat d~tinie sur une telle extenaion) • 

Comme toute extension séparable de type rini eat exten1ion 

algibrique séparable d'une extension réguli~re (E.chap.o,c. , 

1 6. th.18), il nous suffit de prouver l'asaertion 1uivante: 

ai k' est un corps intermédiaire (kCk' C K) tel que K/k' 

1oit 1épar&ble 1 et si le théor~me est vrai pour les exten-

sions IC/k' et k1k 1 il l'est aussi pour K/k • 

En effet, notons s le sous-ensemble de s formé des 
0 

éléments induisant l'identité sur k' • Puiaque les condi-

tions (a} et (b) sont satisfai~i!S pour 

et puisque le théorème est supposé vrai pour K/k' 1 il 

existe une variét~ W' • dé finie sur k' • et une tr&na:f'or-

tion birationnelle .,, ' . W' ~V définie sur K, telles . • 
qu'on ait 

~ cr, ) _l 
( 5) 'f - 'I' I o ( t' . 

~ cr 0 
0 • 

quels que soient C1 T E: so • Pour a. T e.. s quel-
0 J 0 

conques, on peut compléter le diagramme 

• • • • • 
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par une t rans format ion birationnelle <f t : w t o -+W' 'T 
'(O' • 

Pour a e: S • notons 0 ' la restriction de a au 

corps k' • La variété W'a ne dépend que de (1 t t et on 

peut donc la noter W' 
a, 

De plus• • e: s. tels 0 pour a• 

que a' = T' t il existe un k-a.utomorphisme w de Jl , 
et des éléments 

et a=woo • 
0 

En transformant (5) par 6) , on 

obtient, compte tenu de (b} • 'f,. 0 
= i; , î. 

0 
( q, , a ) -1 , 

donc 'f• est l'identité. Tenant com.,.,te de (a), on en 
î C1 r 

déduit que la transformation 

T t et de cr ' i on peut donc 

On voit alors que la famille 

'f, 
îO' 

ne dépend que de 

la désigner par '1'' 
î ' 

des variétés W' C] ' et 

des transformations birationnelles \ft 
Tt 0' 

vérifie 

0 t 

les 

conditions (a) et (b) On utilise alors le fait que 

le théorême est supposé vrai pour l 1 extensiori k'/k 1 

• 

Remarque L 2 Dans le cas oa K = k (t) est -une exten-

sion réguli~re de k (o~ t est générique d'une variété 

définie sur k ) • on peut modifier l'énoncj du th~or~me 

1.2 en ne considérant que les U> relatifs aux couples 7 ut 
••••• 
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de points g,nériques indépendants de T aur k I et en se 

reatreignant dans (a) aux triplets (u,v,w) formés de 3 

points génériques indépendants sur k. 

En effet• la signification du symbole 'f u t peut alors 

' 
être prolongée à toua les couples (u 1 t) de pointa génériques 

non nécessairement indépendants : il suffit de prendre v 

générique de T sur et de poser \D t •'f o 'f t • 1 U UV V 

On voit trivialement que le symbole 'fut ainsi prolongé 

vérifie les condition• du théorème initial. 

2 - Le théorème de CHOW (comp:16ment) 

THEOREME 2.1 (CHOW) Soit A une variété abélienne, 

définie sur un corps K. Toute sous-variété abélienne 

B de A est définie sur une extension algébrique sépa-

rable de K 

Le résultat ci-dessus est énoncé dans V A J IV, 8 t 

remarque 2, mais on a seulement prouvé (th.9) que B est 

définie sur une extension algébrique de K • Il nous suffit 

donc de prouver que si B est définie sur une extension 

radicielle (i.e. purement inséparable) de K • B est 

définie sur K Nous utiliserons pour cela le lemme sui-

va.nt : 
• • • • • 
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Lemme 2.1 Soient K un corps A et B deux variétés 

abéliennes, et 'f: A~ B un homomorphisme bijectif 

(i.e. une isogénie radicielle) défini sur K • On peut 

trouver un morphisme surjectif (i.e. une isogénie) 

; : B ~ A, défini sur K, et une puissance p~ de l'ex-

posant caractéristique, tels que 

t ( q, (X) ) - pµ X • pour X € A ) 

Démonstration : On peut trouver une extension régulière 

L de K t une courbe V sur A, définie sur L • et un 

point xev qui soit générique de A sur K et de V sur 

L (il suffit pour cela, de couper A par une variété liné-

aire générique de dimension convenable) • Considérons la 

courbe W = 'f (V) et le L-morphisme ~:V~ W induit 

par 'f. Le point y =, (x) étant regardé comme un 

diviseur sur w, le diviseur ~ -l (y) est rationnel sur 

L(y). D'après VA III 5, lemme 11, ce diviseur est de la 

forme ~ -l(y) = pµ x, où pµ est le degré de l'extension 

radicielle L(x)/L(y) • D'après le théorème des fonctions 

symétriques (VA III 5, th.4) , le point z =- (pJ.l ô )( x) 

de A (p µ-ième multiple de x, au sens de la loi de 

groupe) est rationnel sur L(y) • Mais comme l'extension 

L/K est régulière, il en est de même de L(y)/K(y) , donc 

K(x) et L{y) sont linéairement disjoints sur K(y), et 

par suite z est rationnel sur K(y) • Il existe une 

application rationnelle , : B ~ A, définie sur K, telle 

• • • • • 
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que , (y)= z. D'après VA I 6, th.8, ~ est un homomor-

phisme. Comme on a '1 or= pJ.I ô • et comme pli ô est 

,urjectif (VA IV 6 • th. 7, coroll.) , ~ est surjectif, 

ce qui démontre le lemme. 

Revenons à la démonstration du théorème de Chow. D'après 

notre hypothèse, il existe un entier m tel que B soit 
-m 

définie sur le corps Kp Considérons le K-morphisme 

'f: 
m 

A~ A' = Ap induit par Fm • où F est l'automor-

phisme de Frobenius de n • L'image B' .'f (B) est 

définie sur K • D'après le lemme ci-dessus, il existe un 

homomorphisme , : A'~ A• défini sur K, et une 

puissance p J.I de l'exposant caractéristique, tels quP. 

On a 

donc B est définie sur K, 

COROLLAIRE - Si A est une variété abélienne définie 

sur K, et si B est une sous-variété abélienne de A 

définie sur une extension primaire de K, B est définie 

sur K. 

En effet, une extension primaire est, par définition, 

disjointe de la clôture séparable K5 de K. Donc B 

est définie sur K f"\ K' s K • 
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3 - La {K/k)-trace d'une variété abélienne 

THEOREME 3.1 - Soit K une extension réguli~re d'un 

corps ~•et aoit A une variété ab6lienne définie 1ur 

K. Il exiate un couple (B,~) composé d'une variété 

ab,lienne B définie sur k, et d'un K-bomomorphiame 

T • B ~ A tel que• pour tout couple (B' • T') ana-

logue, on puisse compléter le diagramme 

B 
T ---------.A 

/ 
B' 

par un k-bomomorphisme S : B' ~ B. 

L'homomorphisme T est nécessairement injectif, et le 

couple (B, t) est unique à un k-isomorphisme prèa • 

Remarque 3.l - Le théorème implique que T induit une 

isogénie radicielle de B sur T (B) ; on peut montrer 

que celle-ci n'est pas en général un i1omorphisme, i.e. 

que T n'est pas en général une immersion. 

Déconatration Considérons d'abord, parmi lei couples 

(B', T 1 ) 1 l'un de ceux (B, T ) pour l~5quela dim T (E )=d 
0 O O 0 

• • • • • 
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eat minimum. 

Posons t ( B ) • A ; et montrons q u 'on & 
0 0 0 

t'(B')CA
0 

pour tout couple (BJt'). En effet, considérons 

le K-homomorphisme B' x B
0 
~ A, obtenu en posant 

lienne 

t'(x) + T (y) • 
0 

t'(B') + t ( B ) 
0 0 

Son image est la variété abé-

donc cette image contient A
0

• 

Sa dimension étant ~ d, elle coïncide avec A On a donc o. 

bien t'(B')CA 0 • 

Montrons maintenant qu'on peut, parmi les couples 

(B', t'), trouver un couple (C, 'f) :el que 'f soit une 

. , . 
1.sogen1.e 

neutre de 

C ~ A • En effet, notons H la composante 
0 

ker t 
0 • C'est une sous-variété abélienne de 

B
0 

, invariante par tout K-automorphisme de O • donc 

définie sur une extension radicielle de K , donc définie 

sur k d'après le théorème de Chow. D'après VA,1 ,7 ,th.9 

(théorème d'irréductibilité de Poincaré), il existe une sous

variété C de B
0

, définie sur k , telle que 

C + H • B
0 

et que C ("\ H soit un aoua-groupe fini 

de B
0

• Il suffit de prendre pour 'fla restriction 

de t 
0 

à C • 

L'extension K/k étant réguliare, ~ est de la forme 

k (t) • où t est un point générique d'une T&riété T • 

• • • • • 
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Pour tout point u ginérique de T 
A , u U> les transformés respectif• de l U 

I 

A, 'f par le k-isomorphisme k(t)..:.... k(u) appliquant t 

de points génériques indépendants de T sur k 

m, considérons le morphisme 

. • pour tout 

• • • )( 'f 
u 

m 

désignons son image par D 
m 

. . . )( A 

• Pour m ) n , 

8 •if O 8 où Î\ est l 1 homorphisme n mn m ' mn 

u 
m 

, et 

on a 

induit par la projection sur le produit des n premiers 

facteurs. Pour tout m , 8 est une isogénie C --+- D • m m m 

et on a deg 0 (. deg 8 • La suite ( deg & ) 
m 

est décroia-m n 

aante, donc stationnaire. Il existe donc m
0 

tel que, 

pour m et n .). m
0 

• 1î mn soit un isomorphisme puisque 

deg 1f • deg 6 - deg 8 m * En particulier, prenons mn n 

n ..). m
0 

• et m = 2 n • Posons L =r k ( u1 • ••• , u2 n) 

soit x un point générique de C sur L et, pour 

l < i <( 2n, posons '-f u. (x} = y. • D'après le choix 
]. ]. 

de m et n , on a 

v v c- L (v v ) En e..,chan.,.eant les ·n+l • •••• ·2n ~ ·1 • •••• ·n • 0 

rôles des points, on en déduit 
••••• 

. • 
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-u 

T = Ï x ••• x T , par la 
u 

varHité A X • • • X A t par 'f - l '-application rationnelle 
ul u 

n u 

'f ul X ••• x'f'u . C ~ A dé finie sur L = k (Ü) • et par . • n 

l'image de -P -u 
{ , 'd ~ prece emment notee D) • Nous venons de 

n 

montrer que, pour Ù et ü' génériques indépendants de T 

sur k, il existe un isomorphisme ex --, -u u 
: D D -~ -u u' 

tel que 'f_ = «-- 0 'f_ 
u' u'u' u 

Il en résulte que la famille 

constituée par les variétés D- et par les isomorphismes u 

oc _ vérifie les conditionà du théorame de descente, reia
u 

tivement à l'extension L/k. Par suite, il existe une 

variété B définie sur k 1 et un L-isdmorphisme (pour la 

structure de variété algébrique) 6 Ü: B--,. Dü , tel qu'on 

ait oc-,_ 
u u 

-l 
= B -, o B -u u .En transportant par 8 la 

ü 

structure de D-, on définit sur B une structure de u 

variété abélienne dont la loi ~ = i - est dé finie sur 
u 

k(Ü) • On a nécessairement = '6_1 , donc, d'après le 
u 

th. 1.1, ~ est définie sur k , i • e • B e s t une var i été 

abélienne définie sur k e Pour l ~i ~ n , notons î i 

le L - homomorphisme B~ _A_ obtenu en composant u. 
l 

avec la projection sur le i-ème facteur. Posons en 

• • • • • 

-1 s_ 
u 
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particulier t • t 1 • Appliquant le théorème de Chow au 

graphe de t, , on voit que t. est défini sur k (ul..) • 
l l 

En particulier, T est un K-homomorphisme B-+ A • 

La composante de 1•origine de ker t. est une 1oua-
1 

variété abélienne de B définie sur une extension radieielle 

de k , donc sur k , d'après le théorème de Chov. Donc, 

ker t. est un Y-ensemble algébrique. 
l. 

Indroduiaant, pour 

tout couple (i,j) • un k-automorphisme de O tel que 

u. t--+ u. , on voit que ker -i. ne dépend pas de i • 
l. J l. 

On a donc ker t- • ker t. • o pour tout i et, en parti-u l 

culier, ker t • o • 

Soient maintenant 

cation (ensembliste) S 

B' t' 
I 

-l 
T u. 

l. 

comme dans l'énoncé. L'appli-

un homomorphisme de groupese Son graphe f est donc une 

soue-variété de groupe de B(VA I 2 1 th.2} , donc une aoua

variété abélienne de B, nécessairement définie sur une 

extension radicielle de k(u.) • 
l 

D'après le théorame de 

Chov, r eat définie aur k , donc ne dépend pas de i • 

Donc, pour z•e B', et en posant z • B (B), le point 

8 _ (z) coincide avec 
u 

rationnel sur L(z'). Comme S - est birationnelle et u 

dé tinie aur L, z est rationnel sur L ( z') • Donc ~ e.st '\ln. 

L-homo110rphisme;, comme son graphe- r e at dé fini sur 

k, c'e ■t un k-homomorphiame. La relation Tt • 
u. 

l 

T O 8 u. 
l 

• • • • • 
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donne en outre, pour i = 1 1 t'o 8 • T • 

Enfin• l'unicité du couple (B.T ) est triviale, compte 

tenu de l'injectivité de T , et de la propriété universelle. 

Le couple (B, T) est appelé une (K/k) - trace de A. 

L'image T {B) sera également notée A K/k • 

Le théorame suivant sera utilisé. à plusieursreprises 1 

dans la suite, pour remédier aux difficultés dues au fait 

que T n'est pas une immersion (remarque 3.l précédente) • 

THEOREME 3.2 - Soit K une extension riguliêre d'un 

corps k. Posons K = k (t) , où t est un point géné

rique d'une variété T définie sur k. Soit A une 

variété abélienne définie sur K I et soit (B,T ) une 

points génériques indépendants de T sur k • Pour 

soient Au. • 
l. 

t les conjugés respectifs u. 
1 

correspondants de A et T • Pour n assez grand, le 

morphisme Ï • T x • • • x T 
ul un ••• 

est une immersion. 

Ce théorime résulte. immédiatement de la derniire partie 

de la démonstration précédente. 

On a d.e plus le théorème suivant. exprimant l'inva-

riance de la trace par extension du corps de base. 

. . . . . . 
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mHEQP,E''.·'E ~.3 - ~o;~ K- • ' ~ 1•~ ' 6 - ~ J _ ~-•- une exuension regu 1ere du~ 

corpa k , et soit k' une extension de k liniairement 

disjointe de K. Posons K' • Kk' • Si A est une 

variitê abilienne dffin1·- sur K • to t (K/k) t d ç u e - race ~ 

A e s t au s s i une ( K ' / k ' )-trace de A • ! .,__ _____________________ __J 
Démonstration Soient (B, T) une (K/k)-trace et 

{B 1 
.. t') une (K'/k' )-trace de A. D' " 1 · ~ · . • apres a propr10t~ 

universelle de (B,t }, on peut compliter le diagramme 

t 

B 

B' 

par un k'-morphisme ~ : B ---?"B' . Il s•agit de montrer 

que ~ est un isomorphisme. 

On peut supposer que k'/k est de type fini : en effet, 

d'après la propriété universelle, le théorème est vrai pour 

l'extension k'/k s'il l'est pour toute sous-extension de 

type fini. Remarquons aussi que si k c k" c k' et si 

le théorème est vrai pour les extensions k"/k et k'/k", 

il l'est pour k'/k: pour le voir, il suffit de remarquer 

que K" = Kk" est une extension régulière de k" , linéairement 

disjointe de k'/k" . Comme toute extension de type fini est 

extension algébrique d'une extension régulière, 
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il 1uffit de traiter a~parément chacun de• trois caa suivant,: 

a) - lt' lk 
abélienne 

lemme 2.1 

-m 
radicielle Supposons k'•kp • Le. variété 

D' apr~• 1 e B Il -
• il 

( B' ) Pm est dé finie sur k • 

existe une isogénie radicielle 8 : B" ~ B', 

Comme B" et A 1ont d,tinies 1ur K , 

l'application rationnelle '( Il • 't ' 0 8' : B" ---+- A est d#.!fi-

nie 1ur K, d'après le théorème de Chow. En vertu de la 

propriété universelle de (B, t ) , il existe un k-homo

mor:phisme 8 : B" -+ B tel que le diagramme 

B 
A 

1 s 
8 B' A 

e' 
B Il 

soit commutatif. Ceci entraîne que S est bijectif e i.e. 

est une isogénie radicielle, et que t (B) = T '(B') 

Posant K = k(t), oa t est générique d'une vari~t6 1 d~-

finie sur k, il résulte du théorème 3.2 que, pour n 

assez grand, les homomorphismes 

1 )( T 
u n 

A 
u n 

B'--+-A .~ ••• 
u, 

)( A 
.... 

et 

u n 
sont des 

immersion1.D'apr~s ce qui précède, ils ont même image. 

Comme T = r' 0 8 • e est un isomorphisme • 

. . . . . 
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b)• k' /k alg,brique a,parabl.e. Botona k'!f la clSture aépa

rable de k .. Comme K est linéaireae.nt disjoint de k* 

aur k • tout k•automorphi$me de k* ae prolonge l un et 

un aeul IC-automorphisme de té* • Kk_.. • et ceci déf'init un 

iaomorphisme du groupe de Galois de k~/k sur celui r de 

K.,._/K • Soit (C•l) une (Kilt'/k*) - trace de A. Il exiate un 

sous-corps E de :i• contene.nt k • de type fini aur k • 

tel .que C soit définie sur E , et que l aoit défini 

aur KE • En transformant par un él,ment arbitraire a€: r 
la propriété universelle de (C,l), on voit que (c 0 

1 l") 

est encore une (K~ /i,;:*)-trace de A. On en déduit que• pour 

~r. *· . l,l) a I T 1;;. • 11 existe un k -1somorph1sme , Ta c" ➔ c,. , 

tel que A 
O 

• l T o~Ta o Les 'f' ,:c, v,ririent en outre les 

conditions du théor~me de deJcente (th.1.2.) • Il existe 

donc une variété C
0 

définie sur k, et un E-isomorphisme 

v, ,: o)-1 C
O 

--4- C • tels qu'on ait 1 ,:a • µ o {µ pour tout 

couple En transportant par la structure de 

variété abélienne de c, on définit sur 0
0 

une structure 

de variété abélienne invariante par a • donc définie sur 

k. Demême.l'homomorphisme 1
0

=À•1.1: c
0

--,..A est 

invariant par o , donc défini sur k • D'apria la pro-

priété universelle de chacun des couples (B,T ), (B',T•), 

(C,l); il existe des ~orphismes 

t' : B'--► c, tels que 

le diagramae 
••••• 
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C 

i•oaorphi•••• tous ces 
I 

Doue B • '( 0 '/ •l 
0 0 

, I 

" 0 " 00 

A 

e•t un 

a.orphi•••• •ont dei i•oaorphi••••. 
V /•l 

• ~ 0 't e•t un i•oaorphisae. 

c)- k'/k r,auliare • Soit K•k(t), où t e ■ t un point 

générique d'une variét, T détinie sur k • Soient 

de• points génériques indépendant• de T sur 

k' • Pour n assez grand, d 1 apr~• le th. 3.2, l'homomor-

-phiame • 

en out ra k' • k(v), où v eat un point générique sur 

L d'une variété V déf'inie sur k • Pour tout point géné-

rique w de V sur L • il existe un L-autoaorphiame 

a de Q tel que y • V 
a Notons B' ;.-' les trans-v' y 

formés respectifs de B' et -:;, par " ; en particulier, 

••••• 
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V • L'image -., ,.. 
y ••tune 

eat définie aur L, d 1 •pr~ ■ le 

tbéorime de Chov, donc in"ariante par a • de sorte que 

t 1 (B' ) • 
y w Comme et -, 

t' ,, aont dea 

immeraîona, il existe, quels que soient v et v, un i ■ o-

morphisme v:, t vv 
,J'.) -,-1 tel que · T • T o vv w • 

Les~ vérifient en outre les condition• du tbéorame de 
WT 

de ■ cente. Donc il existe une variété C détinie aur k. 

et un k'-isomorphisme ~• • i, : C-+ B 1 tel. que ·y 

'f Y• y, -1 • o w • En ttansf'orm&nt p.ar 
WV V 

■ tructure de variété abélienne inva:riante par o , donc 

définie sur k • 

est invariant par o 

De même I l' homo111orp.hiam.e 

donc d"t'ini sur k D'après 

la propriété universelle de (B ,T ) , il existe un 

boaoaorphisme C ~ B tel que le diagramme 

•• t • ·• 
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soit commutatif. Comme y, est un isomorphiame, t et B 

sont des isomorphismes 

4 - Enoncé du théorème de Mordell-Weill et de aes variantes: 

V étant une variété définie sur un corps k (ou, 

plus généralement, un k-ensemble algébrique) , l'ensemble 

des points de V rationnels sur k est not, Vk. Si V 

est un groupe algébrique défini sur k • Vk est un 

groupe pour l& structure induiteo 

THEOREME 4cI (Mordell-Weil) o Soit K un corps de 

nombres algébriques {de degré fini sur Q) , et soit A 

une variété abélienne définie sur K • Alor1 le groupe 

AK est de type fini. 

K étant maintenant une extension régulière d'un corps 

k I et A une variété abélienne définie sur k, on note 

l'image T (B) d'une (K/k)-trace de A, et 

l'image T (Bk) du groupe Bk des points de B rationnels 

THEOREME 4 .2 ( ou "t:.héorème de Mordell-Weil rela.tif 11
} 

Soit K une extension régulière d'un corps k • et 

soit A une variété abélienne définie sur k. Alors 

le groupe est de type fini. 

••••• 
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THEOREME 4.3 (g,néralisant le th.4.1) • 

Soit K un corpa de type tini (extenaion de type tini 

4u corps premier) , et aoit A une vari6té ab,lienne 

définie sur K e Alor ■ le groupe AK est de type fini. 

5 • Réduction du problème 

Montrons d'abord que le théorème 4.3 ré1ulte des 

théorèmes 4.l et 0 En ettet• soit K un corps de 

t7pe tini. On peut trouver une extenaion algébrique de degré 

tini k' du corps premier telle que, en poaant Kk' • K' • 
l'extension K'/k' soit régulière : on a en ettet K • k(t) 

eat un point d'un eapace affine • n 
. • il 1urrit de 

prendre pour k 1 le plua petit corp• de définition de l'une 

dea composantes de l'ensemble algébrique lock t • 

D'une part le thforème 4o2 implique que le groupe 

K' AK,/A(k') est de type fini, d'autre part, ai (B, t ) eat 

une (K'/k')-trace de A, le groupe K' 
A(k') eat isomorphe à 

Bk, • Or ce dernier groupe est de type fini : en effet, 

1i la caractéri1tique p eat nulle, k' eat un corp1 de 

nombres algébriques, et la propriété résulte du théor~me 

-.1 , ai p •o • la propriété est triviale, car Bk, 

eat un groupe tinic D'où le the 4o3• 

• • • • • 



On va maintenant démontrer certain• r6aultat1 auxili

aires, permettant en particulier de réduire le th. 4,2 au caa 

où k eat algébriquement clos, et où K eat de degré de 

tranacendance l ■ ur k , ioe, eat un corpa de fonction• 

eur une courbe définie sur k 0 

THEOREME 5.1 - Soit K une extension régulière d'un 

corps k • et soit k' une extension de k linfaireaent 

di1jointe de Ko Poeant K' • Kk', on a 

Démonstration - On a vu (tho3,3) que toute (K/k)•trace 

(B, T ) de A est aussi une (K'/k'}-trace de A. On a donc 

Pour prouver l'inclusion opposée, conaidérona un point 

be. Bk, tel que t (b)é: AK. Il •'agit de montrer que 

b e Bk • Posons K • k(t) , où t eet un point g6nérique 

d'une variété T définie 1ur k o D'apr~s le thior~me 3.2, 

il existe un entier n tel que, pour (u 1 , ••• ,u
0

) s'né-

riques indépendants de T sur k, l'homomorphisme 

)( o o o)( t : B -+ A X• o •X A aoit une immer-u ul un n 

aion. Pour tout i (l ' i " n ) • le point T u. 
(b) ••t 

1 

• • • • • 



rationnel sur k(u.) 
l 
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Comme T est dftini sur 

b eet rationnel sur L • Or L et 

k' sont linfairement diajoints aur k (1,0,c,7, th.2O) • 

donc on a Ln k' • k • donc b est rationnel aur 

Corollaire ~ Les hypothisea étant celles du th.5.1. le 

groupe est isomorphe à un 10us-groupe du groupe 

THEOREME 5 o2 Soient ~. K, L trois corps tels que 

k C KC L, et que le ■ ex~ensiona K/k et L/K ,oient 

régu1iare10 Si le tho 4o2 est vrai pour L/k, il l'est 

pour L/K a S'il l'est pour L/K et K/k. il l'eat 

pour L/k,, 

Démonstration - Soit A une variété abélienne dé finie 

aur L 0 Soient (B 9 T ) une (L/k) - trace de A, et 

( C • A ) une (L/K)- trace de A 0 Soit _, ~ n outr(t J 

(D• µ) une (K/k)-trace de C 0 D'apria la propriété uni-

veraelle de (c, A), et d'apras celle de (B. t), on peut 

trouver un k-homomorphisme a~ D _. B et un K-homomor

phisme f: B ~ C tels que le diagramme 

• • • • • 
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•oit comautatito On a donc À ( CJC) -;:, t (B) k • Par auit•• ai 

AL/ t(Bk) ••t de type tini • il en ••t de • de Ar/ l (CE)• me•• 

Inveraement. suppoaona que AK/'A { CJC) et CJC/ Il {Dk) aoieAt 

de type tini o Alors À (CK)/>. ( µ(Dk) ) ••t 4c t1p• · fini. 

et il en e1t de même de 

THEOREME 5 o3 • Soient K et L deux exten1ion1 

réguliares d'un corps k , telles que IC c L et que 

L/i soit algébrique de degré tini séparable. Soit A 

une variété abélienne détinie aur IC • Alors le 

groupe 

••••• 
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Démonstration: Soient respectivement (BK, ,.K) et 

une (K/k)-trace et une (L/k)-trace de A. Soit 

r = rL le graphe de ,.L. Notons t:, l'intersection 

n rcr des conjugués de r sur K, et c la projection de 
(]' 

r sur BL. Nécessairement et 

algébriques .. La composante neutre 

C 

C 
0 

sont des groupes 

de C est une 

variété abélienne invariante par cr, donc définie sur une 

extension radicielle de K. Comme BL est définie sur 

K, C
0 

est définie sur k par le théorème de Chow. Toujours 

par le théorème de Chow, l'homomorphisme T
0

: C
0 

~A 

induit par ,.L est défini sur k • D' aprè:s la propriété 

universelle de (BK, TK) , il existe un k-homomorphisme 

~ : c ~ BK tel que le diagramme 
0 

soit commutatif. On a, d*une part: 

On a d'autre part 

En effet, il est clair que est contenu dans le 
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second membre. Inversement, pour y E ~ , de la forme 

L L T (x) , avec x E Bk , le point (x,y) de î est invariant 

par cr ; on a donc ( x, y) E À , d'où x E c , d'où x E ck . 

Comme C/C
0 

est un groupe fini, il en est de même de 

ck/(C
0

)k, donc de TL(Ck)/TL(C
0

)k, et a fortiori de 

L K 
T (Ck)/A(k) c.q.f.d. 

Corollaire - Soient L, K, k comme dans le théorème 

5.3. Si le théorème 4.2 est vrai pour l'extension L/k, 

il l'est pour K/k . 

En effet, l'homomorphisme de groupes 

a. ~ ~ ~ / At k) déduit de l'injection ~ -----. ~ 

L 
a pour noyau N = ~n A(k) . D'après le théorème 5.3 

le groupe 

~/N = Im ô! 

de type fini. 

est fini. L'hypothèse entraîne que le groupe 

est de type fini. Donc est 

On peut maintenant démontrer la réduction annoncée 

concernant le théorème 4.2. Supposons en effet que ce dernier 

soit vrai pour k algébriquement clos, et pour K/k 

régulière, de degré de transcendance 1 . Compte 
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tenu du coroll. du th 5.1 et de la disjonction linéaire 

-de K et k sur k , le th€orème 4.2 est vrai ausai 

pour k quelconque, et pour K/k rigulière de degré de 

transcendance l 0 Passons au cas d'une extension régu-

lière K/k de degré de transcendance r quelconque, 

On a alors K = k(t), où t est un point générique d'une 

variété T , de dimension r , définie aur k , On peut 

supposer T affine (TC$ ) • Considérons dan a $ la 
n n 

variété linéaire générique L = L , de dimension u,v 

n - r + l , définie par les équations 

u .. 
lJ 

i 

x. = 
l 

v. 
J 

( l ~ j ~ r-1) • 

où les u .. , v. sont algébriquement indépendants sur k • 
lJ J 

Posons F • k (u,v) Di ' o apres I , th. I2.l , l'interaec-

tion Ln T -= Z est une courbe définie sur F ; la. démons

tration de ce tho montre en outre qu'on peut choisir les 

u .. , v. de façon que t E Z , et que t soit générique 
l.J J 

de Z sur F 0 L'extension F(t)/F est régulière de 

degré de transcendarice 1 L'extension F/k est trans-

cendante pure, donc obtenue par une succession d'exter.sion:.; 

régulières de degré de transcendance l , Le théorène 4,2 

~tant supposé vrai pour les extensions de degr6 de trans-

cendance est vra: pour Fitl;k, et aussi pour F(t)/F 
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compte tenu du tho 5.2 a Comme t est générique de T 

aur F • le corps K • k(t) est linéairement diajoint 

de F sur k , donc le tho 4o2 est vrai auasi pour K/k, 

compte tenu du corollo du th. 5.1 • 

6 - Enoncé du "théorème de Mordell-Weil" faible 

THEOREME 6ol - (Théorème de Mordell-Weil faible) • 

Soit A une variété abélienne définie sur un corps K • 

et soit m un entier naturel premier avec la caracté-

ristique p de K Si K est un corps "global" , 

c'est-à-dire ou bien (a) un corps de nombres algébriques 

(de degré fini sur Q) • ou bien (b) une extension 

régulière de type fini d"un corps algébriquement clos k 

(i.e. un corps de fonctions sur une variété T définie 

sur k) • le groupe AK/m AK est fini. 

Justifions d'abord le nom attribué à ce théorème. Dans 

le cas (a) • il résulte trivialement du théorème de 

Mordell-Weil (tho 4,1) o 

comme suit du the 4o2 ; 

Dans le cas (b) , on le déduit 

K 
posons G • AK / A(k) ; le th. 4.2 

implique que G/mG est fini ; la multiplication par m 

dans AK induit un homomorphisme AK ~G/mG, de noyau 

K N • mAK + A(k) ; désignons par (B,T ) un~ (K/k)-trace de A; 

comme k est algébriquement clos, tout élément de 

• • • • • 
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7 - La descent~ infinie 

Nous allons, inversement, utiliser le th&orime de 

Mordell-Weil faible comme étape intermédiaire del& démons-

tration des théorêmes 4ol et 4.2 • Plus précieément• 

nous allons, par la méthode de "descente infinie", 

commencer par démontrer le th.suivant . . 

THEOREME 7el- Soient A, K. et m comme dane le théo

rème 6.,1 c Supposons de plua qu.'on a m~ 2 et que 1 

dans le cas (b): l'extension K/k est de degré de 

transcendance l 9 i °"e o que la variété T eet une courbe o 

Supposons que le groupe AK /m AK est fini. Alors 1 

dans le cas (a) (respo(b) } , le groupe AK 

K 
(respa AK/A(k)} est de type fini. 

Démonstration Comme on a vu dans I , I.2 • I.e corpe 

global. K est canoniquement muni d'une tamille M de 

valeurs absolues vérifiant la tormule du produit. E"' ou -

tTe on peut (VA IV 1 th.5) supposer A 

A tout x € AK I regardé coDime point de 

projective (AC f } • r 

P I on peut r 

associer aa hauteur h ( x) o Notons R un ayatème de 

• • • • • 
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de représentants des classes (mod 

hypothèse• R est fini. Partant d'un point x E:. AK quel-

conque, on peut former une auite 

d'éléments de AK tels que 

(l) 
X l = b l + m X n- n- n 

où les b. appartiennent à R. On va démontrer 
l. 

de 

(.., Il existe une constante réelle 

X t ni de la manière dont on a construit la suite (x) , n 

telle que, pour n assez grand, on ait h(x } '(h n o 

Dans le cas (a) , le théorème en résultera aussitôt. 

En effet, d'après II, th. 2.3, l'ensemble R
0 

des pointa 

x Ê AK tels que h(x) ~ h
0 

est fini. D'après les rela-

tions (1) , x s'exprime comme combinaison linéaire à 

coefficients entiers d'éléments de R et de 

AK est engendré par l'ensemble fini RU R
0

• 

R • Donc 
0 

Dans le cas (b), on obtiendra de même le théorème 

à partir de la propriété (~) à condition de prouver la 

propriété supplémentaire suivante. 

(•~) - L'ensemble des classes mod. dei points 

• • • • • 
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h(x) ~ h est tini. 
0 

Démonstration de ( • ) 

D'une part on désignera par ~ l'équivalence linéaire pour 

les diTiseurs, d'autre part, on utilisera l'équivalence 

représentée par le signe =(VA• 9 ) • Rappelon1 que, pour 

qu'un di viseur X sur A soit = O • il. faut et il. suffit 

que X "' X pour ·tout a a€ A , où l'on note Xa le translaté 

de X par la translation T : x ..,._.., x + a • Démontrons a 

préalablement deux lemme ■• 

LEMME l - Soit A une variété abélienne et soit m un 

entier , o • Si X est un divi1eur:=::o sur A, on a 

(a &)-l (X) "'m X 

Posons en effet B • A X •• eX A (m tacteur•) • On a 

.~•À o µ,oùµ est le morphisme diagonal A-+ B • 
Il 

et où À e1t le morphisme B ~ A défini par 
Il 

• 

Or, d'après VA IV 9 • 
). -1 (X) "' ~ Il 

où •· e ■ t 1 
la projection de 

facteur • On a donc 

+ X 
JI • On en déduit 

-1 (l-1 (X) 
• ) 

le11urut 2. coroll. • Oil a 

-1 (X) 11' • • 1 

B • A X••• X A aur le 

• • • • • • 

i-ème 
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"' I.: < 
i 

,r.-l (X) 
l. 

'1T. o µ )-l (X) 
l. 

) 

Or ,rio f est l'application identique, donc 

(m &)-l (X)~ m X 

LEMME 2 Soient A et m comme dans le lemme l o 

Pour tout diviseur X sur A• on a 

(m & )-l (X) m2 X 

En effet, soit aE. A • Désignant toujours par 't a 

translation X !-+- X + a 
' 

on a le diagramme comm.utatir 

A A 
T 

l &l 
a 

m m & 
T 

ma 
A A 

d'où l'on déduit 

Donc on a 

Or, d'après le théorème du carré, 

X - X ~ m (X - X) o ma a 

On a aussi X - X _ o , donc, d'après le lemme l , 
a 

e O O O 0 

la 
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{ m & ,-l ( X - X) "' 
ma 

m (X - X) 
a 

2 
m (X - X} 

a 

Posant Y -- ( m c ) - l ( X ) - m2 X .,, • o • on en deduit, compte 

tenu de ( 2) , Y _ "' Y e Comme 
a; 

a est arbitraire, ceci 

implique Y= o , d'où le lemmeQ 

Revenons i la d~monstration de ( *) • 

Notons X une section hyperplane de A , rationnelle sur K • 

Nécessairement, X est un diviseur ample, donc non dégénéré 

sur A (VA IV 7, th. 8} • Rappelons que, pour qu'un divi-

seur Z sur A soit o, il faut et il suffit qu*il 

existe q6l. non nul et béA tel que q Z"' Xb- X o 

Si Z est rationnel sur un corps de dirinition K de A, 

on peut en outre choisir q et b de façon que b soit 

rationnel sur K (démonstration . . partons de ~É A 

vérifiant r-Z"-X -X; 
C 

• f • ,I 

si e est conJugue de c sur 

K, on a encore, par isomorphisme r Z "'X .-x, d'où 
C 

X '"' X ; posant V= loc -K c • on en déduit, compte 
,C C 

t 

tenu de VA III,6 , th~ T, qu'on a encore Xb "'Xc pour 
1 

tout point b 1E' V ; on peut, en particul.ier prendre bl Ë V 

algébrique sur K ;. on a alors aussi r Z'v X • 
bl 

X pour 

m 
/ L b. de tout conjugue b. de bl sur K ; la somme 

1 i=l l. 

) 

tous ces conjugves est un point purement inséparable sur K ; 



- 116 -

D'après le lemme 2.1 • il existe une puissance pµ de 

l'exposant caractéristique telle que le point b -- pl,! Lb. 
i 

soit rationnel sur K., et on a q Z ~ Xb-X , en posant 

q = pl.l m r ) 0 

Compte tenu du lemme 2 , il existe donc q E: r. non 

nul et b
0

E.AK tels que 

Xb - X 
0 

Pour bE: A , on a, d'après le lemme l • 

( m b )-l ( X - X,' ~ m ( X X) 
-b -b -

On en déduit 

q(m c)-1 ( ) 2 ( ) a x_b. ~ q m x + qm x_b -x + xb 

d'où, en vertu du théorème du carré 

-X 
0 

en posant b~= b
0 

-qmb o Prenons bE: AK o Désignons par 

fb le morphisme x ~ mx + b de A dans At par 1:i 

la classe du diviseur X pour l'équivalence linéaire et, 

conformément aux notations de II, 4 , par '(?f 
b 

du diviseur 

= ( qm2 - 1) yg + ce 1 

celle 

ll'.J ' où D est positive est lu classe d'un diviseur 

t, 0 0 0 0 

l. 
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positi~. à savoir Xb, J. D'après les propriétés des hauteurs 

(II. 4, th.4.2).on a 

= 
2 

~ h(mx + b) ➔ (qm - l} h(x) + c(b) 

d'où, .... :fortiori, a 

h{mx b) 2 h(x} 1 c(b) + ~ (m -1) + -q 

Posant C 
1 in :f c{b) tout = - - • on a, pour 

0 q b€: R 

(m2 - l) h ( X ) ~ .h ( X l.) + C 
n n- 0 

Ceci donne, 
,,. 

par recurrence sur n 
J\ 

h(x) -~ 
l h(x) + 1 

C L n (m2-1)n 0 i 
i=l. (m2-l) 

Donc, pour n assez grand, .on & h(x ) ~ h n o 

posant h 
0 

arbitraire. 

= e: + 
Co --. où f est un nombre réel 

m2 - 2 

• 
> 0 

n • 

en 

Démonst·ration de (* •) • Désignant par s un entier natu

rel > ho , introduisons, sur la courbe T • suppos~e 

projective sans point multiple, le système linéaire~ 
S. 

des sections de T par les hypersur:faces de degrés , 

et le syatème linéaire complet ~ contenant~ 
8 

.. Le 

eystème linéaire ~ est ample, donc à :fortiori ~ 
s 

est 

ample. Donc il existe un k-isomorphisme , • T ~ T' , 

ayant pour image 

à~ au sens de 

une variété 

VA IV 3 • 

projective T' • et associé 
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Tout diviseur D de degré s'< s sur T est majoré 

par un élément de ~a' o C'est en effet évident loraque 

•' - l • et le cas s' quelconque s'en déduit par linéarité. 

Con1idérons un point X, €. K 
l 

pour tout i • les x . 
1 

étant en outre choisis de façon 

que les div.(x.) n'aient pas de composante communee 
l 0 

D'apr~s II , 3, tho 3cl , on a h(x) = deg supi div(xi)•. 

Si l'on suppose h(xi ~ h
0

, on a h(x) ~ •• et le divi-

aeur positif sup. div (x.) est majoré par un élément 
1 1 • 

D
0

E:~, qu'on peut peut choisir en outre rationnel sur k o 

On en déduit, pour tout i , div(x.) • D. - D avec 
· 1 1 0 

rationnel sur k 0 Si, pour tout i (o~ i ~r ) 1 on note 

xi • la fonction aur ~, transposée de xi I on a 

div(x'.)=D'.-D' où D'.a ,(n
1
.) est une sectic:Ml hyperplane de T" 

1 l. 0 l 

Désignant par t'
0 1 oco,t'r• un système de coordonnées 

' homogènes du point générique t = 1jl ( t) de T' • on a donc• 

pour le point X • un système de coordonnées homogènes 

la forme 
T' 

( 3) X t. ·[ a 
ij 

t' . (l~ i< r) 
l. J 

j=l 

avtc 

Posons 1 = ( r + l) ( r' + 1) - l o Le point a de 

l'espace projectif ~l de coordonnies homogènes les a 

e O e O e O OC O 0-

de 

ij 
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( écrits dans un ordre arbitraire) ne dé:pe·nd que, du p.oint x__, 

no·n du choix: des coo-rdo-nnées x. o Les formule& (3) (0:ù 
l. 

l'on regarde maintenant les a .. 
l. J 

comme des "variables" 

et les t .. comme des "coefficients~) s'interprttent par 
l.J 

irexis-tence d'une application linéaire projective: 

X 1P1 - !Fr • définie sur K.= k(t) = k(tt}, telle que 

X= X(a) r Notons U l'ouvert de morp·hicité de À (complé-

mentaire d'une certaine sous-variété linéaire de f 1 o Pour 

a ê U , rationnel sur k I la propriété .>.: ( a} E A se traduit 

par un nombre fini de relations a.l.gébriques entre les a •• 
l.J 

à coefficients dans k • En effet, on peut définir A par 

un système d'équations de la forme 

( 4 ) FIX 

,, 

X } 
r = 0 

où, pour tout « t F est un polynome à coefficients dans 
<X-

k , homogane séparément par rapport aux X. et par rapport 
l. 

aux t'. ; la condition À (a) é A se traduit en remplaçant 
J 

dans ( 4 ) les X. par les x. tirés de 
l. l. 

( 3) ; dés i gn an t, 

pour tout « t par dix le degr~ global de F« , et par 

B = 
a: 

{ f « 
13 

( t') } une base de l'espace· vectoriel formé des 

polynômes homogènes en t' de degré d« à coefficient& dans 

k on peut écriie les relations obtenues sous la forme : 

( t t ) où les sont des 

o o o œ- o 
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polynômes homogènes à coefficients dans k ; ces relations 

sont donc équivalentes à g«B (a) = o pour tout couple (~B)o 

On a donc montré que l'ensemble { alaêUk 1 À (a)€ A } 

est de la forme Ek I où E est un sous-ensemble k-fermé 

de U o Désignons par W l'une quelconque des composantes 

(en nombre fini) de E • Il suffit de prouver que, pour 

a E: Wk I le point x = À ( a) appartient à une classe déter-

minée (mod 

D'après VA III 4 , lemme 9, et remarque 4, on peut 

trouver une extension L de k, une courbe Y complète 

sans point multiple définie sur L , une application ration

nelle p ~ Y ➔ W dé fin i e sur L et un point y é Y tels 

que p soit morphique en y I de valeur a et que, pour 

y générique de Y sur L (y) , le point a= 'f (y) soit 

un point générique donné de W sur k L'application 

rationnelle ~=À op est un morphisme (VA I 5 , th 6) 

défini sur KL o Soient J la jacobienne de Y , et 'f un 

morphisme canonique Y ➔ J D'après la propriété --iani-

verselle du couple (J , 'f) (VA III 7 , th 6) 9 il existe 

un morphisme e ~ J ➔ A tel que le diagramme 

soit commutatifo 

0 0 0 0 0 
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C,~ morphi nme e est le composé d'un homomorphisme & 
0 

et 

d'une translation sur A e Soit 1• un corps de définition 

de J et 'f contenant L (y I y) c Quitte à remplacer t 

par un conjugué convenable sur k 
' on peut supposer que 

K = k (t) est algébriquement indépendant, donc linéairement 

disjoint, de L' sur k o Dans ces conditions, 8 et 8
0 

sont dé finis sur L'K 0 Posant z = 'f (y) • z = 'f (y) • 
puis - (z> À cë:, e-( z} k (a) X = 8 = et X = = on a 

' 
X - X = e (z) - e ( z ) = eo <'z> - 80 (z) = 8 <ï - z) 0 

0 

point -Comme le z - z est rationnel sur L' • on a 

- x€ L'K si (; AK respectivement X - AL' ,, Donc xl et x2 sont 

de la forme xl = À (al) • x2 = À (a2) • avec al et a.2 êWk, 

on & xl - x2 E ALtK n 
L' AK d 1 où e K 

• xl - x2 A(k) • 
compte tenu du théorème 501 o Autrement dit, la classe de 

x (mod0 A~k))ne dépend que de la composante w, Ccq,f-dc 

8 - Théorie de Kummer 

THEOREME Bol - Soit G une variété de groupe définie sur ., 
un corps K • et soit m entier premier 

._ 
la carac-un a 

téristique de K 0 L'homomorphisme m b ~ G ~G est de 

degré fini (donc surjectif) et séparableo 
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Démonstration Peson$ r = dim G. Désignons par 

~ (resp o ~•) l'anneau local de . G (resp o de G x G) à 

l'origine 0;et par m (respo !.i) son idéal maximal o Soit 

(u 1 , •••• ur) un système de paramètres uniformisants de G 

en O (ioeo un système minimal d~ générateurs de m) • 

Désignant par (x,y) un point générique de G x G sur k , 

les fonctions u1 (x), •••• ur(x) • ul(y)i •••• u {y) r 

forment un système de paramètres un i formisants de G x G à 

l'ori~ine (cf. E III 5) " 

Montrons que Sl f € m la fonction g sur G X G 

définie par g(x,y) = f(x +y) - f(x) - f{y) appartient à 

l'idéal En effet, on a f ( 'lt +y ) €: fil •• donc il existe 

des constantes a. 
' 

b. telles que 
l J 

f (x+y) = L a . u . ( X) t- L b . u. (y) ( mod. 
l l J J 

i J 

En faisant y= o , puis x = o , on en déduit 

f (x) = L a. 
l 

i 

puis 

[ f(y) b. 
J 

j 

u. (X) 
1. 

u. (y) 
J 

mod 

mod 

m " ',:.. 

,2 
m 

ce qui donne bien f ( x+y) - f (Xi - f (y) ê 

On en déduit, pour toute fon.-:tion f ê :! • 

f ( mx ) - m f ( x ) ê 2 
m 

Comme m est premier à la cara ~ téristique de K, 

!!!'2) , 



il en résulte que les v . ( x ) = u . ( mx ) 
l. 1 

engendrent l'idéai 

m, J.ce. forment un système de paramètres uniformisants de 

G en O, i ,e o sont tels que les différentielles ( dv i )0 à 

l'origine soient linéairement indépendantes i a fortiori 

les dv. 
l 

sont linéairement indép~ndantes, don<? les v. 
l. 

forment une base de transcendance sépa.ra.nte du corps de 

f on c t ions f' K ( V ) ( d ' a p r è s E I I I 2 , th o 3 } o Don c x e s t 

algébrique séparable sur k(mx}, 

G Pa.r 6 ·( G) 
m J 

ou simplement par /::;. m • le groupe ker(m b) des points 

d'ordre m de G o 

Corollaire .- Avec les hypothèses du tho précédent. le 

groupe flm • ker (m &) est finio Pour a€G tout point 

b E G tel que mb • a est algébrique séparable sur k(a) o 

La premi~re assertion résulte du fait que, pour 

x générique de G sur K , l'ensemble Cm&J-l (x) est 

fini. D'autre part, tout conjugué de b sur k(a) appar

tient à l'ensemble fini (m ~ )-l (a) o Donc b est algébrique 

sur k(a) , Soit y E G , si y est générique de G sur 

k(b) • il en est de même de x = my et de x' = a.--x =m(b-y)o 

D'après le th. 8.1 , les points y et b-y sont algfbriqu~s 

séparables sur k(x.x'} = k(a,x) o Donc b est algébrique 

séparable sur k(a,x), Or k(a.,x) est extension régulière, 
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donc séparable de k{a) • Donc b ••t algébrique séparable 

aur k( a) • 

Dans toute la suite de ce n° , on considère un corpa K 

,t un groupe algébrique G défini aur K tel que 

que tous lea points de /;. • 6 (G) m m 

1oient rationnel• sur K 

On considire tous les sous-groupes H de GK tels que 

m GK CH C GK Le (mb')-l (H) est noté 
1 li Le • groupe - • m 

corp1 K cl n> engendré par toua les éléments de ce groupe m 

est encore noté LH • En particulier, on pose 

Si on a donc :a a pour 

tout conjugué de b sur K, d'où 

tension LH/K est galoisienn!o On désignera par rH 

(reapo r) le groupe de Galois de LH/K (resp. L/K) o L'ex

tension LH/K est de plu• abélienne {i.eo rH est abélien} C 

comme on suppose 

b îa - bî d' Ù = C t 0 a 

TO 
b. - b = + C 

î 

• C • d'où a 

et par suite b 10 = baT ; on a donc Ta = OT • En outre, 

l'extension abélienne LH/K est d'exposant m, i.eo toua 

les éléments de rH sont d'ordre m. En effet, on a. 
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€. l H 
m 

d'après ( 5), pour aE, f H et b ba -b = m CO = m • 

Remarquons en outre que, si bê l H • le point 
m 

a 
= b - b de 8 ne dépend que du point 

m 
mb = a de H • 

Plus précisément, l'application 

obtenue en posant c est bilinéaire. a Son 

noyau à gauche est l'identité, car 'f(a,a) = o p·our tout 

a€ H signifie b
0 = b pour tout b , donc a= c ; son 

noyau à droite se compose des a é H tels que b 0 = b 

o-o 

pour tout a e rH' donc tels que b €. GK; autrement dit, ce 

noyau est m GK. On en déduit, par passage au quotient, une 

application bilinéaire 

f:,. 
m 

dont les noyaux à droite et à gauche sont nuls. 

THEOREME 802 - Pour que le groupe H/mGK soit fini, il 

faut et il suffit que l'extension LH/K soit de degré 

finio En particulier, pour que GK/m GK soit fini, il 

faut et il suffit que L/K soit de degré fini. 

En effet, rH et H/m GK sont respectivement isomorphes, 

d'après ce qui précède, à des sous-groupes de Hom{H/mGK,A"') 

d'où le théorème puisque 1:1 est 
m 
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un groupe fini, 

R~marque- Si on abandonne l'hypothèse Am C GK' l'extension 

L/K est encore galoisienne, mais non, en général, abélienne. 

l'application c
0 

est alors 

un cocycle du groupe de Galois r de L/K, à valeurs 

dans A • et la classe de cohomologie correspondante ne 
m 

dépend que du point mb = a€ GK • Utilisant la aui te de 

cohomologie associée à la suite exacte 

G __,,.. 0 

on voit que GK/m GK est isomorphe à un sous-groupe du 

groupe de cohomologie Hl cr, 4m) • On en déduit ebcore 

que GK/m GK est de degré fini si et si seulement L/K est 

de degré fini o 

La théorie de Kummer proprement dite concerne le ca1 

où G est le groupe multiplicatif. On a alors G = 
K 

On adopte la notation multiplicative et on écrit, par exemple, 

K • m au lieu de m GIC • Dans ce cas• A est le groupe des 
m 

racines m-ièmes de l'unité, donc est cyclique. Donc 

l'application bilinéaire ~ précédente met en dualité les 

deux groupes r et H/K • m • En particulier• ces deux 

groupes ont toujours le m;me nombre d'~l,ments. 

• • • • • 
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THEOREME 8.3 (th. fonds.mental de le. théorie de Kummer). 

Soient K un corps, et m un entier premier à la carae-

tériatique de K • Supposons que K contient les racines 

l -
m-ièmes de l'unité. Alors K(Hm) est une 

application bijective de 1•ensemble des sous-groupes 

H de K_.. tels que K* m CHCK;:- sur l'ensemble des 

extensions abéliennes d'exposant m de K. Pour que 

le groupe H/K~ m soit fini, il faut et il suffit que 

LH/K soit de degré fini, et on a alors, quel que soit 

l -
Conséquene«; Le corps L - K (K*m) est l'extension 

abélienne maximum d'exposant m de K. 

Démonst~ation ; D'une part, la dernière assertion résulte 

du th. 8.2 1 et de la remarque précédant l'énoncé, D'autre 

part : 

~ est surjective • En effet, toute extension ~bé

lienne de K d'exposant m s'obtient comme composée d'ex

tenaions cycliques d'exposant m, et on sait que toute 

extension cycliQ.ue d'exposant m de K est obtenue par 

l'adjonction de la racine m-ième d'un élément de K* s 

\ est injective • En effet, soient H et H• tels 

Compte t~nù de la 

••••• 
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4ualit6 précédente, chacun dea group•• R/K" • • K'/E♦ eat 

"" iaoaorphe à Ho11 (rH 1 ~.) • r et -pour que & € H et 

'\, 

a'€ li' aient même image d&na r • il taut et il auttit que 

a=•' mod K* m. Ceci entraine H' CH K"" • • H • On a de 

aêae H C H' • d'où R • H' • 

w Etant une valuation discrète d'un corpa K • et L 

une exten1ion algébrique de K • on dit que III est non rami-

tiEedan• L , ou que l'extension LLK est non ramitiee pour w 

ai toute valuation w' de L prolongeant ~ eat non r&11i• 

ti'• sur III ce qui signifie (I, 6) que l'indice de raaiti-

cation e '/ est l , et que l 'extenaion rEaiduelle corre1-
111 àl 

pondant• ••t 1épar&ble (ceci entraine en particulier que 

L/K est séparable )a On remplacera parfois, dans la terminolo

gie précédente, la valuation w par la valeur absolue ultra

m,trique T • - w • 

LEMME 9. l Soit K un' corps muni d'une valuation discrète 

111 d'anneau A et de corps résiduel K0 
• Soit L une 

extension de K de la torme K (u) • où u est racine 

d'un polynôme uni taire Fe A [ X ] • Si le polynôme 

F0 ~ K0 (X] , réduit de F / mod A, a ses racines dis

tinct••• w e ■ t non ramiti,e dans L 0 

Démonstration - On peut aupp01er K complet et F irrEduc

tiblea Introduison1 une clôture algébrique 

• • • • • 
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Soit u 0 e i 0 l'une des racines de r 0 • et posons 

t 0 • K0 (u 0
) • On peut prolonger l'homomorphisme canonique 

À : A-. K0 à une place p de L • à valeurs dans t 0 
• 

telle que p(u) • u0 
• Comme on a aupposé K complet, cette 

place p est unique l l'équivalence pras. Autrement dit, ai 

uo 
l et uo 

2 sont deux racines de F 0 
• et ai on leur a tait 

correspondre respectivement pl et p
2 

, il exi ■ te un 

automorJ>hiame c, de Î 0 tel que Comme 

et P2 prolongent À I a induit l'identité sur K 0 
• On a 

• donc et sont conjugu~s sur K0 .comme 

• I 
le a ui sont distinctes• F 0 est irréducti bl• &t t• /K •fuat1e. 

Posant n • [L : K] • deg F , et t • [L 0 
: K0

) • on a de 

plua f • deg F0 
• n • d'où e • l • 

Lemme 9o2 : Soit K un corJ>s muni d'une valuation discrète w • 

(a) - Soient K' et K" deux extensions algébriques de 

degré fini de K telles que KC K' C K" • Pour que w 

aoit non ramifiée dans K" • il faut et il suffit que w 

aoit non ramifiée dans K' et que toute valuation w' de K' 

prolongeant w soit non ramifiée dans K" • 

{b) - Soient K' et L deux extensions algébriques de 

degré fini de K, et soit w' une valuation de K' pro-

longeant w 0 Si w est non ramifiée dans L • w' est 

non ramifiée dans K'L 

••••• 
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(c) - Si L et L' sont deux exten ■ ion1 algébrique• 

de degré fini de K non ramifiées pour w 

compo ■ ée LL' est non ramifiée pour w • 

l'exten ■ ion 

Démonstration - On peut supposer K complet dans chacune 

des assertions (I. 4, propriétés c) et e) ) 

(a) - Désignant par 

duels respectifs de K , K' t 

K'o • 

K Il t 

K" o 

l'extension K"0 /K 10 

est séparable si et seulement si K 10 /K 0 et K" 0 /K 10 le 

aonto Les égalités [ K' :K ]=[ K 10 : K0J et 

[ K" : K'] = [K"0 
: K' 0

] entrainent [ K":K J•[K" 0 

inversement, cette dernière entraînent les deux précédent••• 

car on sait que [K ' : K ] ~ [ K ' 0 
: K O 

_] et 

{b) - K étant complet, l'extension non ramifiée K' 

de K est de la forme K(u) , où u est racine d'un 

polynSme FE K [X] unitaire irréductible à coefficients 

entiers • tel que le polynôme réduit F 0 ait ses racines 

distinctes (I,6) .. Il suffit d'appliquer le lemme 9~1 • 

(c) - Résulte trivialement de {a) et (b) 

THEOREME 9ol Soient K un corps muni d'une valuation 

discrète w normée, m un entier premier à la caractéris

tique du corps résiduel, et a un élément de K*o Pour que 

w soit non ramifiée dans L = K ( s) où s est une racine 

m-mième de a, il faut et il suffit que m divise w (a) 
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Démo.natration . Notons A l'anneau de (1) .et t une uni-~ 

:formisante ( w(t) - l ) • 

Si m divise w (a) • on a ; a • t 
r,m 

u • où r est 

un entier et où u est un élément inversible de A. On a 

L • K ( v) 

' 
L est obtenu par adjonctio,n d'un• racine 

v de F == Xm-u • D'après l'hypothèse sur m • le poly-

nSme réduit F 0 • Xm-u 0 a ses racines distinctes. D'aprèa 

le lemme 9.1 • w est non rami :riée dans L • 

Inversement 1 si w est non ra111ifiée dans L :1 et si 

w' est une valuation de L prolo,n~reant ,.w 

des valeurs de w et de w' co!ncident; 

l.es groupes. 

ils coïncident 

avec 'Z , puisque w est normée. O.n a donc w'(«)€'Z 1 

donc w'(a) == w(a) e m7l, 

THEOREME 9 .2- Soit K un corps de nombres, ou bien un 

corpa de fonctions .sur une courbe T définie sur un corps 

k algébriquement clos .• et s.oit J1 un entier premier à 

la caractéristiqu• de .K • .Soit M .la r,amille ;propre 

canonique de valeurs absolues de K,. et soit S un soua

enaemble fini de .m ; noton.s i l.e sous-ense.mble de M 

formé d•• vE:M-S ultramétriques. Il existe un élément 

maximum L dans l'ensemble de11 extensions abélie.nne.s 

d'exposant m de K non ramifiées pour toute v € ~ 

et cette extension L/K est de degré fini. 

• • • • • 
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D,aonatration : L'exi1tence de L rfsult• du tait quel& 

composée de deux extensions abélienne• d'exposant • et 

non ramitiéea pour v eat encore une extenaion abélienne 

4'expoaant m et (d'apr~• le lemme 9.2, (c) ) non ramitiE• 

pour v. D'apr~a le th. 8.3, L eat de la forme 

1 -
v ,-H a) , 0:. -H A u est un •ouacgroupe de K* tei que 

K*m c ii' c: K* o Compte tenu de la théorie de Kummer (th.8.3), 

· · -Hl_. m 11 suffit de prouver que le groupe ~ est fini • 

(a) - Cas des corps de nombres Désignons par R 

l'anneau des entiers de K • par U le groupe des unités 

de K • par J le groupe des idéaux tractionnaires de K1 

par J 
0 

le sous-groupe de J formé des idéaux principaux, 

par J le sous-groupe de J engendré par les idéaux pre-

miera ~ de R tels que v E.. i . Le théorème 9 .l 
.R 

entraîne que, pour ae'iî • l'idéal principal (a) est de 

la forme (a) =- b b m - . avec et b C. J • L'a.ppli-

cation a..,_. (a) est un homomorphisme de groupes 

i--,). J J m Q Par passage au quotient, on en déduit un 

homomorphisme - - Jm/J m 
À : K ➔ J • Or on a 

0 

j n Jm.y.m. jJm/Jm ~ J/-r1 -donc • Comme J est de type 

tini, jJj m eat f'ini. D'autre part Jm/Jm 
0 

est isomorphe 

au groupe des classes d'idéaux J/Jo • donc eat un groupe 

fini (I. th.ll.l} • L'image de À est donc un groupe fini. 

Par ailleurs on & ker À• urt m. Donc H/UK• m est tini. 

• • • • • • 
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Or U A K • m • u• • donc UK-lim /K~m IV U/U 11
• Puisque U est 

de type fini, d'après le théorème de Dirichlet (I,th.ll.2), 

U/Um est tinio Donc H/K*m est tinio 

(b) - Cas del corps de !onctions Désignons par SJ
0 

le 

groupe des diviseurs de degré O sur T, par $ 1 le soua

groupe de g_) formé des diviseurs linéairement équivalents 
0 

' ,, G'-. a zero
1 

par oL/ 
0 

le sous-groupe de s:)
0 

formé dea diviaeurs 

dont chacun dea composants est un point associé à l'une des 

valeurs absolues vE:M • Pour xE.H, on a, d'apr~a le 

tho 9.l , div (x)E IÏ)
0 

+ m S)o " L'application 

x ~ div (x) est un homomorphisme de groupes 

i ➔ ($0 + m~o)é\.1)1 t et on en déduit, par passage 

quotient, un homomorphisme 

On a S) (l m ~ = m ~ , 
0 0 0 

au 

et ce dernier groupe est fini, puisque~ est de type fini. 

Donc est rinï. 

Désignons par J la jacobienne de T. D'après VA,III 8 1 

th o 7 1 on a un homomorphisme canon'ique 0< : ~
0 

-+ J' d 4it 

noyau ~l o Désignant par µ la multiplication par m 

f : ,$\~ m ~ 1 on voit que le groupe 

coïncide avec comme 
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le noyau de «, le groupe m ~ () ~l / m4 ••t iaomorphe 

au groupe 6 (J) des points d'ordre m de J • Or ce 
m 

dernier est fini {VA,tv,6, the 7 coroll.) e Donc 

m .;±)
0
n ~ / m ~ est fini o Donc Im.>. est un groupe fini. 

De plus, le noyau ker À se compose des x EH tel1 que 

div (x) soit de la forme m div(y), avec YéK=~(T), 

autrement dit des x EH de la forme u ym , avec u ë. 1t 

et ;y E Ko Comme k est algébriquement clos, on a 

ker À = K ~ m ,, Donc H/K~m est finie 

IOo Réduction modulo 

On considère un corps K muni d'une valuation dia-

crète û) o On désigne par A l'anneau et par ~ l'idéal 

de valuation correspondants, par t une uniformisante, 

par K0 le corps résiduel, par À l'homomorphisme canonique 

A ~K 0 
c Outre le domaine universel G pour K, on intro-

duit un domaine universel n° pour K0 
o On distinguera 

entre l'espace affine $ • nn et l'espace affine 
n 

s0 • ( n°)n, et de même entre les espaces projectifs n 

correspondants P 0
c On se bornera à l'étude de n 

la réduction des variétés affines ou projectives, d~tinies 

sur K 

Pour tout polynôme 

on note p(F), ou p (F) , le polynSme F 0 réduit de 
û) 

0 0 0 O O 

• 
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, (11.od p) 0 Si I e1t un idéal de A [xJ • l'image -
10 • p ( I) • Pw ( I) e1t un idéal de Ko [ X )qu'on appelle 

idéal réduit de I (mod p) (ou mod w ) ) • On dira qu'un 

point x 0 E so 
Il 

est un iéro de - I IÎ c'e•t un zéro de ro • 
i oe 0 Si, pour tout Fe: I • et en posant Fo • p(F) • on a 

r 0 (x 0 ) • o o Si S est un 1oua-K-ensemble algébrique de 

1
11

, on note jw (S) l'idéal formé des polynômes de A [x J 

qui •'annulent sur S ; l'ensemble dea zéros de I -~ (S) w 

dans s0 eat un soua-K 0 -enaemble algébrique de s0 qu'on n Il 

note p• (S) , ou s0 e • et qu'on appelle ensemble réduit 

de S ( mo d ~ p ) ( ou mo d ( w ) ) o 

De même. si I est un idéal homogène de A [ X 1 • ••,X ] o n 

de r 0 est un 
n 

z,ro de I si c'est un zéro de l'idéal réduit p(I) • 

Si S est un sous-K-ensemble algébrique de f
11

, on note 

J(t) (S) l'idéal engendré par les polynôme• homogène• de 

A [x J qui • 1 annulent sur S • l 'enaemble des zéros dan a 

P0 de I • j ( S) est un 1ou1-IC 0 -enaemble al&ébrique de 
Il Ill 

qu'on note s 0 • et qu'on appelle encore • 
enaemble réduit de So On peut &usai définir Pe (S) en. 

recollant les en1embles p (s.) 1 où s. est l'interaection 
e 1 1 

de S avec l'ouvert a~tine X. ; 0 
J. 

0 



- I36 -

Soient x un point de {resp. de f ) , et 
n un point 

de (reapade IPO) n o S'il existe u12e place rrf: Q -tii, n° 

prolongeant , telle que x 0 
• 1T (x) , 

dit que x 0 est une & - spécialisation , ou une 

w - spécialisation de x o 

on 

Soit V une sous-K-variété de $n (resp. de fn) , et 

aoit x un point générique de V sur K • L'en1emble yo 
• 

réduit de V coïncide avec l'ensemble des w -1pécialieation1 

de x : pour le montrer, il suffit d'examiner le cas V C $ • 
l1 

Si x 0 € v 0 
1 on a un diagramme commutatif 

e 

A [ X ] p > Ko 

ci 
A [ X J 'V ----->- Ko 

Comme ker o< :s I =1 (V) 1 et comme ker D<
0 .)I 0 

• p(I), 
w 

on peut compléter ce diagramme par un homomorphisme 

w -spécialisation de X 

x 0 est une 

Inversement, s'il existe un 

tel \J prolongeant À , l'homomorphisme v o o< s'annule 

aur ker f ; il existe donc un homomorphisme 

c O ~ K0 [xj ➔ K0 [x0 ] permettant de reconstituer le 

diagramme ci-dessus, donc x 0 est un zéro de I 0 
• p(I),i,e. 

s0 
0 

e 

est une sous-K 0 variété de l'ensemble réduit 

d'une variété affine V définie sur K, et si x 0 est un 
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point gén~rique de w0 sur K0 • l'ensemble des fonction, 1ur 

V • dé finies sur K: • et qui sont de ia forme F(x) / G(x) 1 

avec F • G € A [ X ] • et G0 (x 0
); O est un anneau local: 

il s'agit en effet de l'anneau A [ x J Q • où Q est l'idéal 

premier ker v , Cet anneau local est appelf l'anneau local 

de W0 sur V (où de V en w0 
) • et noté ~ {W0 

• V) , ou 

o (W0 , V) ; son idéal maximal est noté m{w0 V} ou 
- 11.l - • • 

m (W0 
• V) , Une fonction f induite par F/G sur V • 

- (1) 

définie sur K • est dite morphique sur w0 ai elle appar-

tient à 2 = 2 (w0 ,v) , La fonction r 0 sur W0 induite 

par F 0 /G 0 ne dépend que de f ; on l'appelle fonction in

duite par f sur w0 , L'application f ~ f 0 donne un 

homomorphisme surjectif de noyau m - • m{w0 ,v), -
de sorte que ~ & pour corps résiduel K 0 (x 0 ) • On dira 

qu'une ~pplication rationnelle 

aur wo si les coordonnées 'f. 
l. 

de 'f sont morphiques sur 

wo Ceci s 'appliq1.1e particulier -- wo est Q en au cas ou un 

point XO E.. vo 
~ Une fonction rE: 0 (x 0 .v) est dite 

e -
mor~hig.ue en XO et l'élément Fo (xO) I ao (xO) de a 0 

• • 
qui ne dépend que de f et de XO est noté .pO (XO) • ... • 
et appelé valeur de f en xo De • 

0 meme, s l. .lne appli ca.t ion 

'P ; V~ w est morphique en XO • le point yO de coor-

qui appartient nécessairement à P (W) 
e 

est appelé valeur de 'f en x 0 
• et noté 

. v,-1 . 
est birationnelle, et s1 1 est morphique en 
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xo • cr-1 >° (;yO) • On dit alors que 'f est bimorphiq_ue en 

xo • On a bien entendu des définitions analogues d!I.US le ca.1 

oh V est projective, par restriction à. un ouvert e.tfine ; 

on emploie les mêmes notations et la même t~rminologie que 

ci-del SU.i. 

Dans le cas où V est une py_p_ersurf'ac,s, de $n(resp,de J=':l), 

l'idéal :J (V) est ,Principal et engendré :par un polynôme w 

(resp. par un poiynôme homogène) F irréductible de A [x] 1 i.e J 
l 

irréductible dans K [ X J et à coefficients premiers entre 

eux. L'ensemble v0 = p (V) est alors composé des zéros e e 

du polynôme réduit F0 = p(F) ; ses composantes sont les 

hyperaurfaces d'équations G~ (X) = o • 
J. 

sont 

let !acteurs irréductibles de sur -o K o 

La. variété V étant maintenant nuelconnue dans c 
"i, '.i. .,,n ' 

( respo dans ~
0

) , on va ramener l'étude de la réduction 

de V à celle d'une h7persurfnce. au moyen d'une projection 

générique. Soient 

u .. 
l.J • 

,, . 
1 ~j ~r + 1) (resp. 

dea éléments de n algébriquement indépendants aur K • 

Notons 't = ~ u l'application linéaire $n -,. $r + 1 

{resp. l'application linéaire _proJ·ective ~ -+-- F ) n r + l 

(resp, (xo• 0 0 • t X ) ) 
' 

rait correspondre le point y de 
n 

coordonnées les L Soient de ""· u?. y. = u .. x. C ineoe 
J i l.J l l.J 

• • • • • 
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loton1 t 0 l'application linéair• 

tait correapondre le point y 0 d• coordonn,ét les 

y'! • L u?. x':' • Posons Au• A [u J J l,. • r.: (u) 
J i lJ l ~ 

de mêille Ao s; K 0 
[ u'], et Ko -Ko (uO) • La pl a.ce e&noniq:.1c u u 

se prolonge ... une pl a.ce canonique K -!t- i(l'i a 
' u u 

telle que u i-.-.tuo <) La valuation corre spon de.nte w de 
\,1 

Ku est celle qui, à tout t E: A [u ] • rait correspondre la 

valuation du p.g.c.da de tes coetficien~s. L'application 1 
••t morphique en tout point de V et, comme on l'a déjà 

remarqu€ (démonstration du théorème 1.1) , l'ar,plic~~icn 
"I, ~ 

8: V ➔ V induite par i de V sur son image V est 

v: • pe (V), 1° est morphique en tout point a~ et 

si d.im • dim V • l's.:pplica.tion 

induit~ par Y0 de w0 aur son image ~ 0 e1t bi~ationnelle. 

Il eat clair qu'on & 

"I, 

{il ) de V ? u 

"I; 

où V" 
e 

p~rmet an outre de vérifier qu'on a l'égalité 

dana le c&a projectif4 
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THEOREME 10-1 , Soit V une variété (arrine ou projec-

tive) dé r in ie sur K , de dimension r • L 'enaembl.e rédu.i t 

v0 = p (V} est purement de dimension r (i.e. toutes ses 
e e 

composantes sont de dimension r) • 

Démonstration Soit w0 une composan.te de v0 , et posons 
e 

s = dim W0 • 

a} s ~ r en effet, soient x un point générique de 

V sur K, et xo un point 
,. , . 

generique de· wo sur Ko t 

parmi les coordonnées X~ de X o- • on peut trouver s élé-
l 

ments algébriquement indépendants 

une w -spécialisation de les 

sur Ko t comme xo est 

x. correspondants sont 
l. 

algébriquement indépendants sur K • d'où 

b) s )- r ~ Il su.ffit de considérer le cas projectif 
'\, 

( V C I? ) " Co 1:1 pt e tenu de ( a. ) , 1 • a p pl i c a t ion S O 
'. W O 

--;. W 0 

n 
'\, 

est birationnelle, donc on a dim wo = s a Tout revient 
'\, '\, 

donc .. montrer wo est l'une des composantes de vo a. que t e· 

l'unique composant de 1rintersection d.e 

Le point x 0 est 

v 0 avec la variiti 
e 

linéaire 

birationnelle, on a { x 0 } et d'autre part • 
L0 est une variéti liniaire "g€nfrique parmi celles de dimen-

sien n-r-1 passant ~ar x 0 " 1 donc ne rencontre aucune 
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compo se.nte w•o de distincte de Donc, pour toute 

place r'fT : Q ~ o0 prolongeant À • telle que 1Î ( u) a u 0 

et 11 (y) • y 0 
• on a 1T (x) = x 0 

• Soit y 0 un point 

générique sur ië0 de l'une des composantes v/0 de ~
0 conte
e 

ne.nt D'une part ce point est une 

tion de 0 • il existe une place 'T(: 0 y ,i.e, 

* 
geant À telle que <[\(u) = UO et 1f. .,. 
n•autre part, est une spécie.lisa.tion de 

w -spécia.lisa.u . 

--+- oo prolan-

(y-} = yO • + 
sur Ko • u 

donc il existe une place o0 ~ o0 
, triviale sur 

K 0 telle que ·n ° (y;_) = y 0 
o D'après ce 

X a pour image x 0 par la place composée 

= en posant 

Comme l'espace projectif po est comp~et, n 

qui précède, 
0 1T O .-rr"' • Il~ , 

X¼-= 1f * ( X ) o 

est un 

autre-

point de po • 
n ; cl. • une. part ce point x; appartient à. vo 

e 

et d*autre part x 0 est une spécialisation de 

On a donc 

suite 
'\, 

Donc W est bien une composante de 
0 

Avec les notations introduites ci-dessus, la variété 
'\, 

V = Y (V) est une hypersurface de 

'\, 

Donc l'idéal (V) 
wu 

polynôme irréductible 

est une hypersurface de 

est principal et engendré par un 

F € A [X] u u 
~ = v.<> De même w0 o 

( resp o TP0 r + 1 ) • d.onc 
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(x] • •• 
co•po•• des zéros du polynôme F: réduit de Fu. Comme 

cet enaemble contient le polynôme G0 eat l'un des u 

tacteura irréductibles de On désignera par 

et on appellera w -multiplicité de w0 l'exposant de ce 

facteur da.na ro • u On appelle cycle réduit de V {mocl • .i) 

(ou mod {Il)) ) le cycle [wo \1 (WO) wo , où la aomme est 

étendue à toutes les composantes wo de vo • 

Remarque lOol - On a,par la projection générique, une 

application injective de l'ensemble des composante• de 

'\, 

yo 
e 

dan• celui des composantes de v0 (ou, ce qui revient au 
e 

.... 
meme, dans l'ensemble des facteurs irréductibles de 

Dana le cas où V est projective, cette application est 

bijective o Il n'en est pas nécessairement de même ai V 

est affine., 

On dira que V est non dégénérée (mod~p) (ou mod.(w) ) 

ai le cycle réduit p (V) admet une composante unique v 0 

de multiplicité V cv~) • l C On conviendra alora d'iden-

titier le cycle p (V) et la variété • 

Si le polynôme F 0 est irréductible, V est non u 

dégénérée (mod. -2} , et ces deux propriétés sont équi•alente1 

dans le cas projectif, en vertu de la remarque 10,l • 
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Si V et W sont deux Yari6t,, attinea d,tinies sur x. 
on a trivialement p • (V i< W) • p e (V) )( p e (W) • Si V et 

et W sont non d'généréea (mod R,) • on trouTe qu'il en ••t 

de même de V X W, et qu'on & p (V X W) • P (V) X P (W) • 

Suppoaon1 maintenant V( C l\
11

) et W( C Pn) projectiTea. On 

peut identifier & une 80Ul•T&riété de r 
an+•+ n 

par le morphisme qui 1 au point X ) X ( y t o o o t1n ) a 
Il 0 

tait correspondre le point de coordonn6ea homog~nes lea 

x. y. o On peut donc parler de l'enaemble réduit de V x W. 
l. J 

Les formules 

p{V x W) • P(V) X P(W) sont encore valables dan• ce1 

conditions., 

THEOREME IO o2 Soit V une variété {affine ou projec-

tive) défini• sur K • et soit w0 une composante de 

1•en1emble réduit P e (V) o Les deux propriété• suivantes 

sont équivalentes 

(a) - V (W0 ) • l 

(b) - est principal ~t engendré 

par t o 

Commençons par démontrer o 

0 0 0 -0 0 



L•••• 10.1 - Soient 

dea 1péciali1atiOIU génériques indépendantes · de u • { u .. } • 
lJ 

Si Il ••t a11ez grand, 1 'idéal tJ ( V) de 0 [ X J e ■ t 

engendré par le ■ pol;ynômea r • F 
0 'ta. • u u • • • 

: L'équation F (X) • 0 repré1ente le 
u. 

~ône générique" de base V et de "sommet" la variété 

linéaire définie par les équations L u •ij X. • 0) • 
l 

p • 

le ■ 

part 

i 

Il suttit d'examiner le cas atrine (V C ~ ) • P01on1 
n 

j (V)• . et 1oit Q l'idéal de O [x ]engendré par 

Il e ■ t clair qu'on a Q C P • On a d'autre 

i.e. p et Q ont mêmes zéroa, 

En effet. il sutrit de . vérifier que 'O (P) :) ';i (Q) 

soit, dans m a été pris as se z 

grand, on peut, quel que 1oit a • trouver un « 

tel que les u a: i j soient génériques indépendants 

sur K (a) La variété linéaire :. « d'équations 

Lu 
i •ij (X. -a.)• O 

1 l 
ne rencontre pas V. don C 

on a F (a)~ 0, d'où 
u 

a 4. 'S (Q) • On a donc bien 
• 

~ (P) • ;f (Q) • Comme p est prem1e r, Q 

maire de racine p • La dittérentielle (d 

tient, pour tout•• 1 l'espace engendré par les 

0 0 e O • 

est pri

) appar
V 
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«ij ( d X.)" ,- et. pa.r auite les. 
l. y. 

engendrent 
l 

l'empace tangent d~ Z&riski z ( V. $ ) • don C n (E 1 III,3), 

les F' 
't1 « 

forment un systime de gén&rateurs de 1tann0au local 

m Ce dernier contient P, donc pour r €. P • 

il existe g Et P tel que f g C Q 0 Comme Q est 

primaire de racine P, ceci implique f E: Q ., On a donc 

P C Q , d'où p = Q 0 

Démonatration du théorème ------------------- On. p.eu.t supposer V affine ~ 

Posons o • o {W0 , V) et m = m (W0 V) ,, Introduisons - - -
un entier m vérifiant la. condition du lemm.e lOol pour w0 

Soient des spécialisations génériques indé-

pendantes de u sur K et , de mê·me 

des spécialisations génériques indép.enda.nt.es de u.0 sur K0 
$ 

Posons 

K'o Notons t· w 

et 

1 a va.l ua.t ion de A' 

associée à la plac.e. K' ---.,. K' 0 p.rolongeant la place canonique 

K ➔ K 0 telle que u ~ u 0 nour tout « ac c r Posons 

0' • o (W0 V) 
- w' t 

et ' ( 0 } m. • m ,. W' ,v . o 
- w 

Par un raiaonn~ment 

calqué sur celui uti.li.sé da..ns E, I, 9 ,.. th.o 6 on voit. 

o ' f:\Ü: ( V ) = o et m ' ('\ ~ ( V ) 
- " K - - K: .• 

• m 

( a) ::::::}(b) • On a, par hypothèse-, 

ne s'annulant paa sur W0 
o On a aussi 

0 0 0 0 0 
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Fo = Go Qo • en posant F = F 't • ë = G o (, Q ,: Q 0 '(. 
u u u u 0 u u 

On donc F G Q ëI - [ J a = + t H avec Q et H êA X 
u u u 

, 
u • 

admettant respectivement comme polynômes réduits ao • Qo et 
u 

Ho 
--

Désignant par gu • q • h les fonctions de V respec-

tivement induites par a • Q • H • on en déduit u 

gu q + t h = 0 d'où gu E t 0' On de 
... 

0 a meme 

gu E." t 0' pour tout a: Or pour g € .2. t induite par 
a: 

G E A' [x] la relation g e m' équivaut .... 
t a 

P ( G) E ._j (WO) 0 D'après le lemme IOol , l'idéal j (WO) 

est engendré par les 0~ Donc m' est engendré par les 
a: 

gu et par t On a donc m' C t 0 ~ 

' 
d'où m C t 0 -a: 

d'où m • t 0 é -
(b) ~ (a) • Désignons par x un point générique 

de V sur K' • par x 0 un point générique de w0 sur 

K' 0 
; soient y = 't (X) et )'o (x 0 ) les points 

génériques respectifs correspondants de ~ sur K' et de 

~o f\, 
"\, f\, 

sur K'o 0 Posons 0 = 0 (WO • V) et - w t 
f\, 

'\, '\, 

m = m w ! (w 0 ,v) Commençons par montrer que 0' est -
entier 

f\, 

sur 0 0 En effet, pour toute place 1Î de K' (y) 

prolongeant la place canonique K' ~ K' 0 

le point y' 0 =ÎI(~) est générique de ~ 0 

et finie 

sur K0 

'\, 

sur o • 

{sinon 

il existerait G0 é. K' 0 [x] tel que G0 (y0
) 'f O et 

a 0 (y• 0 ) = o ; désignant par G un polynôme E A' [x] 

r~levant G0 
, et par g la fonction induite par G sur V, 
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on aurait -1 "' g C o , et cependant 
_, -1 11 _(.g · ) = oo ) , Or on a 

vu (partie {b) de la ,démonstration .du :th .• 10 •. l) que, pour 

un<e ·t,elle place 

(E , 0 , B., 3 ., ·th 2) 1 o' est bien e:n:ti:er -~rur "' 0 • 

e~t birationnelle, 

,a,utreme·nt dit, le monomorphisme .a-e 

"' 0 

m, = t o' -
effet, on a 

( 6), on a 

Or on a 
'v 
m 

'I, 

image par 

( 6) o' 
'\, 

-= ·o ·+ ,m" -

Montrons qu''o:n a a·u:s'Si 

'\, "-2 On donc .d''-G-Ù a m C t 0 + m -. ·t p·ar ·-
'\, 

C 
'\, '\, u .enti-e:r m t 0 + m pQ1.rr to·u-:t ;i.i - -

".\, 

C "' m t 0 - par 1-e théo.rème de Kru-i.1. 

L'anneau l.ocal 

'\, 

0 -

;hé-ration., 

.~ 0 ,, d'où 

,d'*où 
'\, 

·m ·= -

cipal, 
'\, 

o e.s·t 11n an.ne au de V'll1u:ation ·di scTètce 

o' est entier sur -
'\, 
0 ·- , on a donc o' 

dans 

En 

''\, 

:t 0 .. -
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o' 
"\, 

= o • i.e. e est bimorphique en de valeur y::• 

Supposons qu'on ait v(W 0 ) > 1 • On a alors Fo = Go2 Qt 
u u l • 

avec Qf e K~ [ X ] • On a donc Fu= a! Q1 + t H1 , avec 

G • Ql et H E: A [ X ] • u u • Désignant 

par gu la fonction sur 
"\, 

donc gu E t 0 • Posant 

I'\, 

'\, 

V induite par Gu• on a 

* 0 - = 2. w' 

"\, 

( wo t d, ) 
'Pn • et 

i = ~ w' 
(V) 0 -lf- t on a donc G € t o• + .! • d '•.>Ù - u -

F ê t 0~ + 
.2 Comme F o* l • l = on a u - u • 

i C t o* + 
. 2 d'où, itération, iC t 0~ + 

.n 
l • par 1 -

d'où• par le théorème de Krull, l = t o* • c'est-à-

dire F et u 
.~ 

2. • ce qui 

contrairement au fait que 

- -
implique F f A' [X] u 

F est irréductible, 
u 

• 

Dans toute la suite de ce n° 1 on considère un corps K 

muni d'un ensemble M de valeurs absolues ultramétriques 

discrètes telles que 1 quel que soit a€ K 1 on ait 

_v_\..,a_)_=_o __ ;e_o_u_r_.,P_r_e_s_q_u_e_t_o_u_t_e ___ v_E:. __ M_ ( l 'expression "pour 

presque toute v E. M" signifie pour v appartenant au 

• 

complémentaire d'un sous-ensemble fini de M) • Il en est 

ainsi en particulier, si M est un ensemble propre (I.lO}c 

Pour v = - w € M • on remplacera w par v dans la ter-

minologie et l•s notations introduites ci-dessus, 
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LE: MME: 10.2 - Soient F 1 • •••• F 
r d-e.s -polynômes de 

K fx ] K [x xn] ::sans 
,, 

da:ns $ = ·• .. ",., :zero commun • . 1 n 

Alors., po·ur presque toute VE M., le:s polyn·Ômes réduits 

(F.) 0 = p (F.} sont définis et sont :sans :zéro co111.m0u.-n • 
. J.V V l. 

Dé:lllonstr.ation En effet, d'après Le thê:orème des zéros de 

Hilbert,, l 1 idéal de K [X] e,ngendré par les F. 
l. 

est 

trivial., 1.,ee il existe des G1 E K [ X ] tels que 

L 
i 

G. F. = 1 • Dans ces conditîon:s, po.ur presque toute 
l. l. 

v E, M t 

( a) - les coefficients des 

tiennent à l'anneau A .de 
V 

v)_. ~one les {F.) 0 ~ont dé~inis. 
,. ·1 ·V 

{ b) - les coefficients d:'8-S G. :.sont ,entiers, ,et on 
1 

a d.on:c J.ce.s sont sans zéro 

commun" 

est absolument irréd·uctible (i.e. ir:rêductible sur Ï{) , 

le polynôme réduit pO = p ( p} 
V V 

est absolum·ent irreduc-

tible pour ~re•que toute V E. M • 

Démonstration Posons 

deux entiers ➔ 0 tels que d = r + s • Soient F , G ~ H 

trois polynômes de n [ X J-, de degrés respectirs d 1 r , s • 
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Soient a À (1 ~ À ~ 1) les coefficients de F (de 

sorte que F = L MÀ 
.... les MÀ sont tous les aÀ • ou 

À .... de degré d) . soient de ... b (1~ l,1 ~ m) monomes ~ meme t 
)J 

les coefficients de G et C 
\) 

(1 ~ V ~n) ceux de H. 

La relation F = G H se traduit par des relations de la 

forme aÀ = UÀ {bl ••••Jbm• c1••••• en) • où le~ u). ~nt de$ 

polynômes universels. Soient a'À (l ~ À ~ 1) les 

coefficients de P. Puisque P est absolument irrêduc-

tible, les polynômes 

n'ont aucun zéro commun. La propriété se conserve par ré-

duction (mod v} pour presque toute v é. M I i.e. po 
V 

n'est pas le produit de deux polynômes de degrés respectifs 

r et 1 • D'où le lemme. 

THEOREME 10.3 - Soit V une variété(affine ou projective) 

définie aur K • Alors 

{a.) - V est non dégénér~e (mod v) pour presque toute v E. M 

(b) - Si de plus V est sans point multiple, la variété 

réduite 

toute 

V0 est aussi sans point multiple pour presque 
V 

Ve:. M • 

(c) - Soit f une fonction sur V, définie sur K. et 

soit U = V - S l'ouvert de morphicité de f • Pour 

presque toute v é: M • la fonction r 0 induite par f 
V 

sur v0 eat définie, et admet pour ouvert de morphicité 
V 

uo = yo _ ( 1) ) o ( S ) 
V V V e • 

•••• 
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Dér.1onctration Introduisons u = ( u .. ) 
lJ 

et posons V = - W u u 
Si a.€ K(u)* • 

comme plus haut, 

on a encore 

v (a) = o pour presque toute v é M. Pour que V soit 
u 

non dégénérée (mod v) , il suffit que le polynôme 

rédui~ (mod v) soit irréductible. Donc (a) s'obtier.t 
u 

par application du lemme 10~3 au polynôme 

Pour d€montrer (b) et (c) , on peut supposer V 

affine (V C $n) • Soit i F,::,<) } (1 ~ "'~ q) un système de 

générateurs de l'idéal j {V)• Posons dim V = r • La 

propriété "V est sa.ns point multiple" équivaut, d'après 

le cri,tère jacobien (E,1ltJ9} à celle, pour la matrice des 

r d 1 être de rang n-r en tout point de v. D~signant 

par { D S} la. fa.mil le des détermin a.nts d'ordre n-r de cet te· 

matrice• la condition équivaut ~ncore à la. propriété pour 

les F 
"' 

et les d'être ~ sans zero commun. Donc ( b ) 

s'obtient par application du lemme l0.2Q 

Pour prouver (c) • remarquons que S se compose des 

zéros de 1•idéal I composé des polynSmes 

tels que, en désignant par g la fonction indui~e par 

s u r V , on ait g f E C(lK ( V ) , o Ù (!J_ K ( V ) e s t l ' an ne a. u 

de coordonnées de V, Notons 

teurs d~ l'idéal I., Pour presque toute v e. M • les coef-

ficients des G sont entiers, i,e~ appartiennent i 1•a~
u 

nea.u A • 
V t supposons en outre V non dégénérée 
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et soit v0 la variété réduite correspondante. Dans ces 

conditions soit 

il faut et il suffit qu'il existe G é Av [X] tel.le que 

l'une des gc f appartienne à ca._K(V} • i.e. soit induite 

par un ; nécessairement, H est alors 

à coefficients dans A , donc la condition ci-dessus équi
v 

vaut à la propriété pour f d'être morphique en a 0
, 

Soient maintenant V et W deux variétés (affines ou 

projectives) définies sur K I et soit Cp un K-mor-

phisme V~ W. Il résulte du théorème précédent que, 

pour presque toute v E M, les variétés V et W sont 

non dégénérées (mod v) et que, si v 0 et w0 sont les 

variétés réduites correspondantes, (f induit un morphisme 

<f0 
: v 0 --+ w0 

0 Le symbole lfo possède de bonnes pro

priétés fonctorielles , dont la vérification est triviale 

à partir des définitions. En particulier, on a 

( Cf o 'r} o = 'f o o °'i' b t et ( (p X 'f} o = 4' o X 't o 

Compte tenu de ces propriétés. on déduit du th.10.3 
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THEOREME I0.4 - Soit A une variété abélienne d,éf.inie 

.sur K • :Pour presque toute v E M1 on a les propriétés 

suivantes: 

La vari:éti réduite A0 = A0 correspondante est 
V 

sans point multiple. 

(c) - La loi "( 
0 

: A O X A0 ~ A0 r:éduite de la loi de 

groupe 't de A est définie, et A0
1 munie de cette loi, 

est une variété abélienne. 

Lorsque les conditions (a) • (b) et (c) sont v,ri

fiées • on dit que A admet une 'b,onne réduction ( mod v) • 

Remarque I0.2 on peut en fait d,émontrer que (a) 

et (b) entraînent {c) • 

11. - Fin de la démonstration des th~orêmes 4.1 et 4.2 

Compte tenu des théorimes 7.1 , 5.3 , 8.2 et 9o2 1 il nous 

reate à démontrer que-, si K est un c·orps d.e nombres• ou un 

corps de fonctions sur une courbe à co.rps des consta.nt·es 

algébriquement cl.ose, si M est 1 1 ense:m.b1e propre habituel 

de valeurs abs,olues de K , si m est un ,entier premier à 

la caractéristique d•e K ., et si A est une variété abé

lienne définie sur K • telle que 

• • • • • 
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l'extension L • K ( 1 -m AK} de K est non ramifiée pour 

presque toute vêM • 

Or 1 pour presque toute V e M • les points réduits c~ 
J 

des éléments C • €6 sont distincts. Il nous suffit de 
J m 

prouver que lorsqu'il en est ainsi, et lorsque A admet une 

bonne réduction (mod v} • l'extension L/K est non rami fiée 

pour V " 

Compte tenu du lemme 9o2, il suffit de montrer que, 

pour a(:;A • et pour b E A tel que m b = a • l'exten-
K 

aion K(b) / K est non ramifi~e pour v. Or soit w 

l'une des valeurs absolues de K (b} prolongeant v. 

Comme 9n a vu, les conjugués de b sur K sont les points 

b. =b + C. • 
J J 

Leurs points réduits respectifs (mod w) 

sont distincts, car on a b~ = b 0 + c~ au sens de la loi 
J J 

de groupe de A0 , réduite de celle de A. On peut trouver 

une fonction f sur A, définie sur K, telle que la 

fonction réduite de r 0 sur A 0 soit définie, et prenne 

des valeurs distinctes en les b~ • 
J 

les conjugués de u sur K sont les 

Posons u • r ( b ) ; 

u. = f (b.) • 
J J 

Les 

sont respectivement égaux aux r 0 (b~) , donc distincts. 
J 

A fortiori, les u~ sont distincts. 
J 

Comme l'extension 

K (b) / K est séparable, on a [K(u) : K] = [K(b) : K] • 
d'où K (b) • K (u) , et l'extension K (b) / K est bien 

non ramifiée, d'apris le lemme 9ol. 

• •••• 
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12 - Complément : hauteur invariante sur une variété abélienne 

Soit G un groupe commutatif. Une fonction sur G, 

à valeurs réelles l G ~ R est dite linéaire si c'est 

un homomorphisme de G sur le groupe additif de ~ • Une 

fonction q: G ~ m est dite quadratique si elle est 

de la forme q(x) = F (x,x} , où F : G x G ➔~ est 

bilinéaire symétrique • Pour toute fonction f G ~ ~, 

on pose 6 
1 

f ( x • y ) = f ( x + y } - f ( x ) - f ( y } , et 

â
2 

f(x,y,z} = f(x+y+z)-f(y+z)-f(z+x)-f(x+y)+f(x)+f(y)+f(z) 

Pour que f soit linéaire, il faut et il suffit qu 

61 f = o • Pour que f soit de la forme f(x) ~ q(x)+l(x), 

avec q quadratique et 1 linéaire, il faut et il suffit 

que A
2 

f = o • Dans ce dernier cas 1 A1 f est bilinéaire 

symétrique, et on a 1 
q(x) = -2 

A
1 

f (x,x) • Comme dans 

II , 4, la relation "f-g est bornée" est notée f ~~ g ~ 

en particulier "f est bornée" se traduit par f ~ o • 

LEMME I2 .1 - Soit f : G ~ (R une fonction telle que 

A 
1 

f ~ 0 o Alors il existe une et une seùle fonction 

linéaire l G ~ ffi telle que r ~ 1 • 

Démonstration : 

Unicité; Soit l linéaire telle que r ~ 1 • 
ioe. 1 f (x) pour tout X E G • 

Comme 1 est linéaire, on a, pour tout entier n ? o 

..... 
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on a d'autre part 

On a donc 

1 l c x) 

d'où 
( 7) l(x) = lim 

n ➔ CO 

Existence Montrons que si t-1 f ~ o , i.e. si 

= 1 f (x+y)-f(x) - f(y) 1 ~ c la limite 

(7) existeo En effet, on a 

= f ( 2x) 

,1 
2 

f (2 x) f (x) 1 ~ 

et de même 

( 8) 1 
1 

2n 
f 

1 
f 

2 f (x) 1 ~ C 

C 

2 

d'où 

Comme la série de terme général C 

2n 
converge• la 

limite (7) existec De plus, la fonction l définie par (7) 

est linéaire : on le voit en écrivant que 6
1 

f(2n x,2n y)~ c, 

et, en faisant tendre n vers l'infini après division des 

d b 2 n. eux mem res par . Enfin f ~ 1, car on déduit de ( 8 ) • 

par sommation, 

f 



- I57 

dtoa en passant l la limite 

Ir (x) - l (x)I" c 

LEMME I2.2 - Soit f : G--,. ~ une fonction telle que 

Â2 f ~ 0 & Alors il existe un et un seul couple 

fonctions G -+ fR • avec q quadratique et l linéaire , 

tel que f ~ q + l • 

Démonstration : Compte tenu du lemme I2.l , il suffit de 

démontrer l'existence d'une et une seule ronction quadratique 

q telle que 1::. (f -q) "'0 , 
l "' 

Un ici té Soit q quadratique telle que 1 en posant 

F = 

i.e. 

Comme 

d'où 

{ 9 ) 

A1r et G = Alq on ait F 1\, Q • • 1\, • 
F {x,y) - Q (x,y) -E cl quel.s que soient X11Y 

Q est bilinéaire• on a, pour tout entier n ~-

On a d'autre part 

F (2n x t 2n y) - Q (2n x,2n Y') 1 ~e
1 

On a donc 

Q (x,y) • lim 
n.-.• 

e:. 

0 1 

ce qui montre l'unicité de Q, d 1 o~ celle de q. puisque 

q (X) • 
1 
2 Q (x.x) • . ... ' 

G • 
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Exi1tence : Montrons que si 

si 1 F(x, y+ z) • F (x,y) F (x,z) ~ c • en posant 

à nouveau A1 t • F • la limite (9) existe • En eftet, 

l'inégalité ci-de11us entraîne 

1 F (2 x, 2 y) - 4 F (x, y) 1 ~ 3 c 

ou encore 

lt F (2x, 2y) - F (x ,Y) 1 ~ ¾ C 

et de 
... 

meme 

(10) l F (2n X • 2n y) -
l F ( 2n-l x • 2n-ly) j l C - - ~ 

4n 4n-l 41l 

Comme la série de terme général converge, la 

limite (9) existe, De plus, la fonction Q définie par (9) 

est bilinéaire, On le voit en remarquant que 

et en faisant tendre n vers l'infini, après division des 

deux membres par 4n • Enfin 1 en posant Q - Al q • on 

bien Al (f-g) - F ... Q ~ 0 • car on déduit de (10) • 
sommation 1 

d'où, en passant à la limite 

Soit maintenant K un corps muni d'un ensemble 

propre M de valeurs absolues vérifiant la formule du 

produit (cf, I • 11 1 12 et I3) et soit A une variété 

• • • • • 

a 

par 
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abélienne définie sur K. Considérons une application ration-

nelle l.f ~ A -,. 'n • à va.leurs dans l'espace projectif 

1P n , définie sur K • Cette application est un morphisme 

(VA,I)5 , th 6) • Pour x ê AK, posons, comme dans II , 4, 

h'f (x) • h ( 'f> (x) ) ; regardons comme une !onction 

AK ~ lR • 

THEOREME I2 o l 

Démonstration - Posons B • A x A x A • Notons if 
1

, "rt
2 

• 1r3 

les projection, re1pective1 

Pour l ~ i ~ j ~ 3 , po • on a 

B ➔ A sur les trois facteurs. 

11'.. • 'W. + W. ( de sorte 
l.J 1. J 

qu'on a, par exemple, "t( 
23 

(x, y, z) • Y' + z } ; posons 

de même 11' • 
123 

'tr 1 + 1T 2 + 11
3 

• La relation à démontrer 

s'écrit 

h h 
0~ 

+ L h ~ 0 

Tl' ij 11'. 0 cp 
i 

,_ 

Désignons par H un hyperplan de 1P tel que le aym-n 

bole X• lf-l (H) aoit défini ( de sorte que XE ~Cf • 
avec les notations de lI • 4) • D'apr~s lI , th. 4.l et 4.2, 

il •utrit de prouver que le diviseur 

-1 \ 
y • H' 123 (X) - L -1 [ tr .. (X) + 

1J 

l 
11'. (X} 

l 

i 

••••• 
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eat lin&airement équivalent l zéro. 

Or, quels que soient a et b ê A, on trouve par 

application répétée de VA,III,3 , lemme 5 • 

Donc le premier membre est "' 0 • en vertu du théor~me 

du carrée D'après VA,III,3 , lemme 6, il existe un 

diviseur Z sur A X A tel que 

Î "'Z X A 

On a de même• quels que soient a et c € A, 

1T' {î . (a x A x c) ) "' 0 2 

On a donc 

Donc il existe un diviseur T sur A tel que 

Z "-TxA 

Enfin, quels que soient b et c E. A, on a 

ce qui donne T "' 0 • d'où y "' 0 t 

THEOREME r2.2 - Soit A une variété abélienne définie 

sur K • et soit tp un K-morphisme A+ lP • n Il existe· 

un et un seul couple ( q <f. l \f > de fonctions AK ➔ m • 
avec q'f quadratique et 1, linéaire, telles qu'on ait 

. . . " . 
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en posant g • 
<.p De plus, les fonc-

tions q (p, l'f et g'f' ne dépendent que de la classe YJl.f 

(pour l'équivalence linéaire} du système linéaire ~'f 

associé à Cf . 

Démonstration - D'une part, la première assertion résulte 

du lemme I2.2 et du th. I2.l • 

D'autre part, si 'f' : A ➔ IPn' est un K-morphisme 

tel que '@Y' • &<f , on a 

propriété d'unicité du lemme I2.2 entraîne donc gtf' • g <r t 

Le symbole g<f pourra encore être désigné par g~· 

en posant 't? =~ t ou encore par gx • Si X est un diviseur 

appartenant à <B 0 Si X'"" X1 + x2 t on a gx = gx + gX 
1 2 

(d'après II • tho 4.2) & Ceci permet de prolonger, par 

linéarité, la définition du symbole cas où X 

est un diviseur quelconsue sur A , défini sur K • 

THêOREME I2 o 3 Soient A et B deux variétés abéliennes 

définies sur K et soit • : B ~ A un K-morphisme. • 
Soit X un diviseur ~ur A • rationnel sur t 1 et posons 

y -1 (X) Soient b, b', é BK et posons = a: • • 
••••• 
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a • « ( b) , a' • a: ( b' ) • Alors on a 

Sy ( b') Sy (b) • g ( a ' ) - gx ( a ) 
X 

En particulier, ai « est un k-homomorphisme, on a 

sy ( b ) • gx ( a) • 

Démonstration- : Il suffit de considérer le cas où X 

e.~;p""rtient au système linéaire ~Y:, associé à un K-morphisme 

~ ~ A ➔ 1P n c Posant "1 • 'f o « , on a h , • h 'f o « • 

Pour x E. AK , posons gx • gx ( x+a) - gx (a) • et 

h''f(x) • h l.p { x+ a) - h Cp (a) ; de même, pour y e; BK , 

posons Sy (y) • Sy (y+b) - Sy (b) , et 

• On a g' ~ h' 
X Cf , et 

g ' ""h' 
y "\, "' 1 d'où gy - Sx: o a: ~ h '"' - h 'cp o a: • 0 • 

Compte tenu du fait que a: est le composé d'un homomorphisme 

et d'une translation (VA,I,6 , th, 8) la fonction 

g' - g' o a: est linéaire. Donc elle est nulle, c.q.f.d. y X 

D'après ce théorème, le symbole gX (x) 1 qu'on peut 

appeler hauteur invariante de x relativement à X , est 

invariant par tout K-isomorphisme A~ B (pour la struc

ture de variété abélienne) 

Remarque - Supposons X _ O • On a alors Xb"" X pour 

tout • • En appliquant le th. I2.3 

• • • • • 
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a 1 a. t r ans le. t ion î . X ➔ x-b on obtient 
-b 

. • 
gx ( a+b) - g (br - Sx ( a ) - gX ( 0) • d'où 

b Xb 

gx (a.+b) • sx (a~ + gx (b) 
' 

i,e, gx est linéaire, 

i,e. on 8. 4x a 0 • Dans ce cas, GX (X) - g '(6 (x) 

est une fonction bilinéaire de <e et de X 

On en déduit en outre que, pour X arbitraire, qX ne 

dépend que de la classe de X modulo l'équivalence - ; 

il n'en est pas de même, en général, de lx • 
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