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Ensembles holomorphiquement convexes et problème de Dirichlet généralisé . 

par Nessim Sibony 

INTRODUCTION et NOTATIONS. Etant donné un compact K contenu dans 

A 

notons K son enveloppe polynomialement convexe et r(K) son enveloppe rationnelle-

ment convexe. Si on note P(K) l'adhérence des polynômes dans 11 algèbre uniforme 

A 

t'(K) et R(K) l'adhérence des fractions rationnelles régulières sur K, alors K 

et r(K) s'identifient respectivement au spectre des algèbres P(K) et R(K). 

Le problème de l'existence de disques analytiques dans K IK (resp. r(K) IK) 

a suscité de nombreux travaux, voir [1], [16], [17], [1s], [19]. 

Dans cet article nous donnons une description de r(K) lorsque K est un 

ensemble cerclé en une variable dans <Cn. L'outil essentiel est l'étude d'un problème 

de Dirichlet généralisé introduit par Bremennan G] . On montre, en particulier, qu'étant 

d ' d · D t · t t d dans <Cn et u c- .JP ( >-D), alors onne un omame s rie emen pseu oconvexe c.. 11 v 

il existe un prolongement Ü de la fonction u, qui est continu dans i5 p. s. h. 

dans D et tel que pour toute cp p. s. h. dans i5 vérifiant cp :s; u sur o D 

on ait cp :.:; u dans . D. On obtient également le principe du maximum suivant : soient 

cp et 1/J deux fonctions p. s. h. dans un domaine d' holomorphie borné O, on suppose 

que les fonctions cp et 1/) sont continues dans IT et que 2 
1/J € ,e ( n) et n'est 
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strictement p. s. h. en aucun point de O. Si, de plus, <P :s; 1/) sur b O, alors 

<P-;:;1/J sur O. 

La généralisation de ce problème de Dirichlet à une algèbre uniforme sur un 

compact X fait intervenir la notion de mesure de Jensen. Rappelons qu I étant donné 

un homomorphisme m appartenant au spectre MA del' algèbre A, on appelle me­

sure de Jensen pour m toute mesure de probabilité µ portée par X telle que pour 

fE:A, on ait 

log lf(m) 1:::; J1og If lctµ. 

L I ensemble Jm des mesures de Jensen pour m est un convexe compact. Etant donnée 

une fonction <P s. c. i. sur X, 
,.., 

on peut lui associer une fonction <P sur MA 

définie par 

q,(m) = inf J <{)dµ • 
µ E:J m 

m m 

~ La fonction <P coihcide avec <P sur la frontière de Choquet associée au cône de 

fonctions (c log If 1 ), c > 0, fE:A. ~ On peut interpréter <P comme la solution d' un 

problème de Dirichlet associé à l'algèbre A. Lorsque A est égale à R(X) où X 

est un compact de a:::, on étudie les relations entre le problème précédent et le problème 

de Dirichlet usuel, respectivement le problème de Dirichlet fin. On interprète les résul-

tats concernant le problème de Dirichlet introduit en termes d I enveloppe rationnellement 

convexe. 

Dans une dernière partie, nous retrouvons, de manière extrêmement simple, les 

résultats de R. Basener [ 1 J , A. Debiard et B. Gaveau [3] , concernant le calcul de 

certaines enveloppes rationnellement convexes et les résultats concernant les enveloppes 

sans structure analytique. 
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Nous renvoyons à [10] pour les résultats d'analyse complexe utilisés, à [17] 

pour la théorie des algèbres uniformes et au livre de Fugelde [7] pour la théorie des 

fonctions finement harmoniques . 

Je remercie T. Gamelin de m'avoir posé la question à laquelle il est répondu au 

théorème 7. 

I. a) Algèbres engendrées par des série~e Hartogs. 

Soit A une algèbre uniforme sur un espace compact X et soit MA son 

spectre Etant donnée une fonction cp s. c. i. définie sur X, nous noterons Y 

le compact de X x a:: défini par 

Y= { (x, ( )/x€X , (€a:: , k 1 ::::; exp(-cp(x))}. 

Nous désignerons par B la sous-algèbre fermée de t'(Y) engendrée par les 

polynômes de Hartogs, i. e . les polynômes de la forme 

N . 
F(x, () = !; f .(x) (J, N ~ O, f

0
, ••• L - € A. 

·:::0 J -N 
J-

T. Gamelin a déterminé le spectre de l'algèbre B. Nous donnons ici une démonstration 

très simple de son théorème. 

THEOREME 1. ( Gamelin [s] ) . Le spectre M8 de l'algèbre B est isomorphe 

à 11 ensemble 

~ où cp est définie par l'une des relations suivantes. 

i) ~(m) = sup (c. log If. 1 (m)) 
i 1 1 

la borne supérieure étant prise sur 11 ensemble des fonctions c log If 1, c > 0, f€A , 

telles que c log I f 1 ::::; cp sur X . 
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ü) ;p(m) = inf cjcp dµ) 
µE:Jm 

01., Jm désigne l'ensemble des mesures de Jensen portées par X et représentant 

11 homomorphisme m. 

Démonstration. Soit rr l'application de M
8 

dans MA x (I: définie par 

11 (x) = (x I A , X ( ()). Montrons que pour tout x dans M
8

, 7T (x) appartient à Y. 

En effet, si i 1og If I s;; <P sur X, la fonction , V f est en module inférieure 

à 1 sur Y, donc pour tout x E:M
8

, on a 

d'où 

par suite 

On en déduit 

log lx((} l + t log lx(f) 1 s;; o, 

log I X ( ( ) 1 + ;p' ( X I A) S O • 

" 
Il est clair que rr est injective, il nous suffit donc de montrer que 11(M8 ) = Y . 

A 

Soit (m , w ) € Y. Soit g un polynôme de Hartogs, i. e. 
0 0 

N . 
g(x,l;'.)= !; a.(x) (J, 

j=1 J 

Posons N . 
X ( g) = !; m ( a . ) wJ • 

j=1 0 J 0 

Nous allons montrer que l x{g} 1 s;; llgll. Or 

a.E:A. 
J 

a ( ) -jcp(x) - .!. J21T ( -<P(X) i0) -ij0 dB j x e -
211 

g x , e e e , 
0 

d'où 

On en déduit que 

et par suite 
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(1) 

Posons gÀ (x, w) = g(x, À w) pour À < 1 . D'après la relation ( 1), pour tout polynôme 

de Hartogs, on a 

En appliquant la relation précédente aux fonctions n . ièmes g et en prenant les racines n , 

on en déduit 

Il suffit alors de faire tendre À vers 1 , pour voir que 

Montrons que i) :5 ii). En effet, si c log lt I s <P sur X, pour toute mesure de 

Jensen représentant m, on a 

donc 
cp(m) s inf j cp dµ . 

µE:Jm 

Pour démontrer que ii) s i) nous reprenons une idée de T. Gamelin. Soit T 

une mesure de Jensen portée par Y et représentant l'homomorphisme x E:M
8 

tel que 

1T (x) = (m , e-q,(m)). Désignons par a la mesure image de T par 1r, alors a 

est une mesure de Jensen portée par X représentant 11 homomorphisme m. Or, on a 

donc 

d'où le théorème. 

b) Algèbres engendrées par des séries de Hartogs Laurent, 

Nous allons étudier une classe d'algèbres qui nous permettra de donner une 
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description de certains ensembles rationnellement convexes de O:::n. Ces algèbres ont 

été également étudiées par T. Gamelin. 

Soient cp et 1/J deux fonctions s. c. i. définies sur X. Notons Y le 

compact de X x <r défini par 

Soit ffi la sous-algèbre fermée de '6(Y) engendrée par les fonctions de la forme 

+N . 
F(x, () == !; f.(x} ~J 

j==-N J 

où f .€A, -N ~ j ~ N. 
J 

THEOREME 2 . Le spectre M 5) de 11 algèbre ili est isomorphe à l'ensemble 

Y= { (m, ()/m€MA, (€1C, exp(i(m)) ~ !(j ~ exp(-~(m})}. 

Démonstration. Soit 7T 11 application de M ~ dans MA x <C définie par 

Si q, = sup ..!.1og If. ! et ~ = sup ...!.1og lg. l 
vi 1 µi 1 

et µ. , v. des entiers positifs, alors If. w vi 1 ~ 1 
1 1 1 

et 

sur Y ; on en déduit comme pour le théorème 1 que 11 (x) € Y. 

Montrons que l'application 11 est surjective. Soit (m, w ,) € Y, et supposons 

de plus qu'on a 

(1) exp(i(m)) < !w
0

1 < exp(-cp(m)). 

Posons f .(m) ~. 
J 0 

x(F) = l':; 
-N~j~N 

Alors 
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où on a posé w 1 = exp(-;;;(m)) et ~ w2 = exp(ip(m)). 

On a 1:~I= À< , et l:;I=µ>,. 
Or sur Y 

1 fj e-jcp 1 ::;; IIFl]Y .et I ffiefJ 1 ::;; l]Fl]y . 

On en déduit que sur MA, en supposant IIFl]Y::;; 1, on a pour j > 0 (resp. pour 

j < 0) 

(resp. 
log )f. ! J ,.., 

(-j) ::;; 1P ). 

Par suite, on a, pour tout F, 

Ce qui implique encore que 

Nous devons à présent nous affranchir de l'hypothèse ( 1). Les fonctions cp et efJ 

étant données pour tout E > 0, définissons le compact Y par 
E 

Il est clair que 

~ ~ 
(lf,-E) = 1/J - E 

Soit (m, w ) tel que 
0 

,-...._; ~ 
et (cp-E) = <p - E. 

Alors on a 
exp(k) < lw

0
1 < exp(-(~)). 

On en déduit, d'après ce qui précède, que 

Le nombre E étant arbitraire 
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II. PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE. 

Nous allons étudier à présent quelques propriétés de l'application qui à une 

~ fonction s. c. i. cp sur X fait correspondre la fonction s. c . i. cp sur MA . 

Lorsque n est un ouvert régulier de <C et que A désigne 11 algèbre R(O), on 

trouve la solution du problème de Dirichlet au sens habituel, si on prend X = b n. 

Etant donné une algèbre uniforme sur un espace compact X, nous noterons J 

l'ensemble des points de X dont la seule mesure de Jensen représentant 11 évaluation 

en ce point est la masse de Dirac, c'est la frontière de Choquet associée au cône de 

~ fonctions c log If 1, c > o, fE:A. Nous noterons J 11 ensemble des points de MA 

qui admettent une mesure de Jensen unique portée par X. Nous dirons parfois que J 

est la frontière de Jensen de A . 

PROPOSITION 3. L'application qui à cp s. c. i. sur X ~ associe cp possède 

les propriétés suivantes. 

i) Pour tout À > O, 
,,..._, ,...,, 
À<.p=À cp. 

ii) Si cp 1 et cp 2 sont deux fonctions s . c. i. sur X, 
,.,., ,.._ ,,--....___,, 
<P1 + <P2 ~ <P1+'P2· 

iii) Si (cpi)iE:I est une famille filtrante croissante de fonctions s. c. i. sur X, 

"--

iv) cp = cp sur J. 

~ ,.._, 
(sup cp.) = sup cp .• 
iE:I l iE:I l 

~ v) Si cp est continue sur X alors cp est continue sur J. De plus, 

11 application qui à cp 
,.., 

associe cp j J est linéaire de t'(X) dans 

Démonstration. Les propriétés i) et ii) sont immédiates. 



Pour établir iü), on peut supposer que cp = sup cp. est positive. Notons 
iE:I 1 

c = { v /vct\x) v :s; cp} . 
(1) 

On a 

,.., ~ 
<P = sup v. 

vE:C 

9. 

En effet, pour tout mE:MA et pour tout E > O, il existe fE:A, c > 0 tels que 

et c log If 1 ::; cp sur X • 

Donc c log+ lt 1 :s; cp sur X. Si on pose v = c log+ lt 1, on voit que 

d'où 11 on déduit la relation ( 1 ) • 

Or si v est continue avec v::::; cp sur X, et si (cpi)i€I est une famille 

filtrante croissante de fonctions s. c. i. telle que 

existe i tel que 
0 

d'où 

et par suite 

v < cp. + e: sur X, 
10 

cp :s; sup '(p . . 
iE:I 1 

L 'inégalité dans 11 autre sens est évidente. 

cp = sup cp., 
1 

L'assertion iv) est immédiate grâce au théorème 1 . 

pour tout E > 0, il 

Démonstration de v). Soit m
0

E:J. Soit mn une suite dans MA convergeant 

vers Si µ n est une mesure de Jensen rep1,ésentant mn, on voit que tout point 

~ adhérent à la suite µn est une mesure de Jensen représentant m
0

• Si m
0

€J, il 

en résulte que µ n converge vers µ 
0 

la mesure de Jensen représentant m
0 

et qui 

est portée par X . D I où, si pour tout n on choisit µ, telle que n 

~(m ) = Jcp dµ , n n 

on a 
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lim ~(m ) = limj cp dµ = J cp dµ = q,(m ). 
n n n o o 

Remarques. i) Si cp est une fonction s. c. s. sur X, on sait qu'il existe 

une suite cpk décroissante telle que cp = inf cpk. On montre que -;;; = lim cpk 
k 

ne dépend pas de la suite cpk choisie et que 

q;'(m) = inf J cp dµ . 
µE:Jm 

ii) Si tout point de MA admet une mesure de Jensen unique portée par X, 

11 opérateur qui à cp associe ';j; est un opérateur linéaire continu de 'e'(X) dans 

t (M ~ . C ' est le cas, par exemple, si A est une algèbre de Dirichlet sur X . 

~ Nous allons montrer que les fonctions cp possèdent quelques propriétés des 

fonctions harmoniques . 

THEOREME 4. Soit cp une fondion s. c. i. sur X et soit K un ensemble 

A-convexe de MA. Posons 

x1 = o KU (K n X), 

Alors, si <,01 = sup c log If 1, le sup étant pris sur les fonctions c log If 1 :::;; cp 
1 

sur X 1 avec f8\_, on a 

,..., ~ 
cp 1 = cp sur K . 

Démonstration. Remarquons que, d'après le principe local du maximum de Rossi 

[17 J, la frontière de Shilov de A l K est contenue dans x 1. Il est alors clair que 

le spectre de A IX s'identifie à K puisque K est A-convexe. 
1 

Rappelons que B désigne la sous-algèbre de t(Y) engendrée par les 

polynômes de Hartogs. Nous cherchons à déterminer le spectre de l'algèbre B restreinte 

au compact Y 
1 

défini par 
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~ ~ Or cp 
1 
~ cp , donc ce spectre est contenu dans 1' ensemble 

Z={(m,w) mE:K lwls:exp(-i(m))}. 

Si on applique le principe local du maximum à l'ensemble Z considéré comme sous-

ensemble de M
8

, on voit que la frontière de Shilov de B j Z est contenue dans Y 1 . 

Il en résulte que Z est contenu dans l'enveloppe B-convexe de Y 
1 

, d'après le 

théorème 1 , cette enveloppe est égale à Y 
1 

défini par 

- ,-, 
Donc cp 

1 
:s; cp • 

Nous aurons besoin dans la suite du résultat suivant qui raffine la définition de cp • 

PROPOSITION 5. Soit 1/) une fonction continue sur MA. Supposons que, 

pour tout m
0

€MA, il existe un voisinage V 
O 

de m
0 

sur lequel 

l/J = sup c.log If.! 
. 1 1 
1 

c. > 0 
1 

Soit cp une fonction s. c. i. sur X . Si 1/; :s 'èp sur X, alors 1/; s: q> sur MA. 

Démonstration. La fonction l/J - cp est s. c. s. sur MA. Soit ex son maximum. 

Supposons ex > 0 et posons 

L I ensemble E est un compact disjoint de X. Soit m un point pic de E pour 
0 

l'algèbre A j E. Par hypothèse, il existe un voisinage V 
O 

de m
0 

sur lequel 

Puisque m
0 

est un point pic, il existe une fonction gE:A telle que 



Posons 

g(m ) = 1 
0 

Il est clair que sur o V 
O 

\ W il existe e: > 0 tel que 

Donc il existe un entier k > 0 tel que 

k(ip-;p-cx) + log I g 1 :s; -1 sur o V 0 

c'est-à-dire que sur è V 
O 

on a 

( 1) kl/J + log I g 1 :s; k(i + ex) - 1 • 

12. 

Or on peut supposer que V est A-convexe, d'où en appliquant le théorème 4, on 
0 

déduit que l'inégalité ( 1) est encore vérifiée pour mE:V 
O

, et en particulier pour m
0 

ce qui contredit l' hypothèse m E:E . 
0 

Le raisonnement précédent reprend une idée de Rickart dans [9]. 

III. PROBLEME DE DIRICHLET, GENERALISE, DANS LE CAS D I UN DOMAINE 

STRICTEMENT PSEUDO CONVEXE. 

Soit D un domaine strictement pseudoconvexe à frontière de classe t:2
, 

contenu dans en. On peut supposer qu'il existe un domaine d'holomorphie U conte­

nant 5 et une fonction p strictement plurisousharmonique dans U de classe t:2 

et telle que 

D={z/zE:U, p(z)<o}. 

Etant donné un compact Kc «::n 
' 

nous noterons H(K) 1' adhérence dans "C(K) des 



13. 

fonctions holomorphes au voisinage de K. Lorsque n est un domaine borné de <Cn 

on notera A(O) 11 algèbre des fonctions continues dans n et holomorphes dans n. 

Lorsque D est un domaine strictement pseudoconvexe à frontière de classe t; 2 

il résulte des travaux de Henkin, Kerzman [11] que A(i5) = H(i5) et par suite le spectre 

de 11 algèbre A (i5) s I identifie à i5 . D' autre part, tout point de è D est un point pic 

pour H(i5) [13] et par suite la frontière J est dans ce cas égale à èD. 

Nous utiliserons à plusieurs reprises le théorème suivant dû à Bremermann [4], 

pour une démonstration voir [14]. 

THEOREME 6 (Bremermann). Soit V une fonction p.s.h. continue dans un 

domaine d'holomorphie n contenu dans <Cn. Pour tout compact K c n il existe 

des fonctions f. holomorphes dans n et des constantes c. > O telles que pour tout 
1 -----'----- -------- 1 

z€K 
V(z}:;;:: sup c. log If. 1 (z). 

i 1 1 

Nous pouvons énoncer le résultat principal de ce paragraphe. 

THEOREME 7. Si cp est une fonction continue sur X = è D et si A = A(D} 

-alors cp est une fonction plurisousharmonique continue dans De plus 

,..., 
<r>lx =cp. 

Démonstration. D'après la proposition 3, il nous suffit de montrer que êp est 

continue dans D, en effet J = X = è D. Soit q,* la régularisée s. c. s. de la 

fonction q, on sait que -cp* est p . s . h. dans D et que sur èD 

~ -<P* = <P = <P • 
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Soit a le maximum de la fonction s. c. s. "" ~ cp* - cp. Notons E l'ensemble défini 

par 
E = {z/z€D (;p* - ~ )(z) = ex} • 

,,..,, ,...,, 
C I est un compact de D puisque cp* = cp sur o D. Pour tout E > 0, soit 

De:= {z/z€0 p(z)< -E}. 
Il existe E > 0 tel que DE soit strictement pseudoconvexe et D => E. 

E 
En utilisant 

le théorème 6 , on voit que i5 est holomorphiquement convexe dans U et par suite e: 

î\: est A(i5) convexe. Si A 1 désigne l'adhérence dans -6' (i5 E) des fonctions de 

A(i5), on voit en appliquant le théorème d'approximation d'Oka que A1 = H(iSE). 

On sait qu'il existe une suite (ipk)k de fonctions f;
00 

plurisousharmoniques au voisinage 

de i5 et telles que sur un voisinage de i5 on ait 
E E 

(1) 

,..., 
Soit cp 

1 
la restriction de cp à o DE . Le choix de e: implique 11 existence d I un 

nombre a1 < a tel que sur 

(2) 

oD on ait 
e 

D'après ( 1), il existe k tel que sur oD 
E 

(3) 

désigne la solution du problème de Dirichlet pour 

on déduit de (3) que dans D 
E 

d' après le théorème 4 

et par suite on a sur E 

relativement à H(i5 ), 
E 

, d'où sur D 
E 
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ce qui est impossible car cx
1 

< (X. 

Remarques. i) Soit D l'intersection d'un nombre fini de domaines strictement 

n pseudoconvexes dans CC • On montre que tout point de à D est un point pic pour 

l'algèbre H(i5) et que pour toute fonction <p continue sur à D la solution du problème 

de Dirichlet relativement à 11 algèbre H(i5) est une fonction continue égale à <p sur 

bD. 

ii) Soient D1, ... , DP des domaines strictement pseudoconvexes. Posons 

p p 
D == Il D., et soit X= Il à D. la frontière de Shilov de H(D). On peut montrer 

. 1 1 . 1 1 l= l= 

que si <p € e(x) alors ';p, relativement à H(i5), est continue dans i5. Esquissons 

,.., 
le raisonnement pour le produit de deux domaines. Il suffit de montrer que <p est continue 

sur b (D 1 x D2) , on peut ensuite raisonner comme au théorème 7. On montre tout 

~ d'abord que la restriction de <p à è (D 1 x D2) est continue ; pour cela, on utilise le 

fait que sur {<:1}xD 2 , avec c1 € oD1 la fonction ;p(c1 , <:2) est égale à la 

solution du problème de Dirichlet relativement à H(i52) avec pour donnée sur oD2 

la fonction cp C définie par 
1 

<p, o:2)='P(,1,t2). 
1 

On achève la démonstration grâce à 11 inégalité suivante 

,,-....._/ 

où (~o\ 
1 

~ 

~(z1'z2) ~ (;p)z/z2) 

désigne la solution du problème de Dirichlet relativement à H(i52) avec 

pour donnée sur à D2 la fonction 1/J définie par 
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ill) Le théorème 7 montre que dans le cas del' algèbre H(D) avec D stricte-

ment pseudoconvexe le problème de Dirichlet étudié ici coïncide avec celui introduit par 

Bremermann dans [3] . 

PROPOSITION 8. Soit D un domaine strictement pseudoconvexe dans <Cn. 

Pour toute cp s. c. i. sur è D, notons 

t'cp = { 1/J / ef,; p. s. h. dans D, continue dans i5, l/J :::;; cp sur è:> D} . 

On a alors -cp = sup 1/J. 
l/)€ {j<P 

Démonstration. Posons cp = sup 1/J . Il est clair que '<fi :::;; cp. Mais, d'après 
ljJ€{f<P 

la proposi tien 5, si 1/J < ';;5 :::;: cp sur è D, on en déduit que 1/J :::;; ';;5 sur D, à 

condition de montrer que 1/J est localement un sup de cilog I fi 1, f. € A(D). Pour 
1 

les points de D cela résulte du théorème 6 et du théorème d 1 approximation d 1 Oka. 

Si C
O 

€0 D, soit t la normale extérieure à o D au point C . La fonction 

1/J(z- Et) est p. s. h. dans un domaine strictement pseudoconvexe contenant {'.. 

Il existe une constante ~(E) telle que 1/J(z- Et}- b(E):::;; 1/J~), il suffit alors d'écrire 

1/J(z) = sup(<f,(z- Et}- èS(E)). 
E 

Or la fonction l{J(z- év)- b(E} est p. s. h. dans un voisinage de V({'.o,r), on peut 

donc 1' écrire comme un sup de c log I g ! avec g holomorphe au voisinage de V( i;: , r). 
0 

d 10k~ 
Le théorème/permet ensuite d 1 approcher ces fonctions g, par des fonctions de H(i5}. 

Nous allons étudier à présent la classe des fonctions plurisousharmoniques conti­

nues dans i5 qui sont solutions du problème de Dirichlet généralisé que nous avons 
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considéré. Nous allons d'abord démontrer un principe du maximum pour les fonctions 

p. s. h. Nous aurons besoin au cours de la démonstration d'un théorème de H. Rossi [10] 

Rappelons qu'un compact K c <Cn est un s
6 

si c'est une intersection de domai­

nes d'holomorphie, et notons 1e(K) 11 algèbre des fonctions holomorphes au voisinage de 

K. 

THEOREME 9 (Rossi [13] ). Si K est un SS' les points pics de %(K) sont 

denses dans la frontière de Shilov de H(K). De plus, si dans un voisinage V de 

l;:
0

€àK, èK est une hypersurface , alors les points pics pour ;Je(K) qui sont dans V 

sont adhérents aux points de stricte pseudoconvexité contenus dans V. 

Pour tout ouvert n de <I'.n, nous noterons @ 1(0) le cône des fonctions n-

plurisousharmoniques dans o qui appartiennent à l'espace ,e2(0) n 6(n) et 

telles que la matrice 
2 

( è l/J ). • soit de rang inférieur ou égal à n-1 
èz.oz. l,J 

1 J 

dans O. 

Lorsque n = 1 , les fonctions de @n_ 1 (n) sont simplement les fonctions harmoniques 

dans O continues dans O. 

(1) , n 
THEOREME 10. Soit n un domaine d'holomorphie borne de a:: • Soit cp une 

fonction p. s. h. dans n continue dans n et soit 1/) une fonction appartenant à 

~n_ 1(n). Si on a cp :5 l/J sur àO, on a alors cp :5 l/J dans n. 

Démonstration. Puisque n est réunion d'une suite croissante de domaines strie-

tement pseudoconvexes, il suffit de montrer le théorème en supposant que n est 

strictement pseudo-convexe et que les fonctions cp et l/J sont définies au voisinage 

de O. Posons alors 

( 1) Je remercie T. Bloom de m I avoir signalé l'annonce par B. A. Taylor d I un ri4sultat 
~énéralisant le théorème 10 ; voir comptes rendus de la conÎérêfi~ê de Williamstown 
{ 1975). 
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La fonction l/; étant supposée p. s. h. au voisinage de O, il est facile de vérifier 

que K est un S5. 

Considérons l' hype1,surface ~ de O x ~ définie par r(z, w) = 1 où 

r(z, w) == 1 w 1
2 exp(2 l/! (z)). Nous allons montrer que ~ n I est strictement pseudoconvexe 

en aucun point. Soit ( a 
1 

, ••. an, b) un vecteur complexe tangent à ~ en (z 
0

, w 
0

), 

ses coordonnées vérifient 

( 1) 
n o l/J 
!;1,w a. ~ (z ) + b = 0. 

. l O l v Z. 0 
l= 1 

Si on calcule la forme de Lévi de r, en l' appliquant à un tel vecteur on trouve 

(2) l !;lw a. 0
1/J (z ) + b 1

2 
+.2.lw 12 

!; 
02

,p 
i O l oz. O o i,j oz.oz. 

1 1 J 

-a.a .. 
1 J 

La matrice ( 0 
2 
l/J ) étant de rang inférieur à (n-1) il existe un vecteur non nul 

oz.ôz. i,j 
1 J 

(a, b) vérifiant la relation ( 1) et tel que la relation (2) soit nulle, ce qui démontre notre 

assertion. 

On déduit alors du théorème 9 que la frontière de Shilov de 11 algèbre H(K) est 

contenue dans 1' ensemble Y défini par 

Y= {(z,w)/zE:èO, wE:C, lw l:s;exp(-l/;(z))}. 

La fonction cp étant supposée p. s. h. continue au voisinage de n, d'après le 

théorème 6, il existe des fonctions f. € c16(n) et des entiers v. tels que sur 0 
1 l 

cp = sup ..:!.. 1og If. 1 . 
• l). 1 
l l 

Si cp :s; 1/J sur ôO, il en résulte que pour tout i 

sur Y. Or Y est la frontière de Shilov de H{K), donc on a la même inégalité sur 



K et par suite pour tout zE:ü et pour tout i 

exp(-v. l/>(z)) lr.(z) 1 $ 1 
l l · 

ou encore 

~. log lri 1 (z) $ l/)(z) 
l 

donc on a sur n, cp ::; if; • 
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COROLLAIRE 11 . Soit l/> une fonction de ~- l (D) où D est un domaine 

strictement pseudoconvexe . Posons ip 1 = è/J 1 
0 0 ; on a alors pour 1' algèbre A (D), 

,,.._ ,.., 
Démonstration. DI après le théorème 10, on a 1/> 

1 
::; l/> dans D puisque 1/> 1 

-est une fonction p. s. h. continue dans D, et que è/J 
1 

1 ô D = è/J • De plus, d I après 

la proposition 8, if;
1 

2:: lj) puisque 1/J est p. s. h. continue dans i5. 

Remarques . i) On a vu que pour toute fonction <p E: -e ( à D), ~ la fonction cp appar-

~ ~ 2 tient à -e(i5) et que <p est p. s. h. dans D ; si <p est de classe -6 dans un 

ouvert 

à n-1 

U de D, 

dans U. 

2-
il est clair que la matrice ( 0 <P ) • • est alors de rang inférieur 

oz. ôz. i,J 
l J oo 

Il serait intéressant de montrer que lorsque cp est dans -6 ( à D) 

alors ';p appartient à -62 (D). 

ü) Soit B la boule unité de on peut alors montrer que lorsque uE:Lip( è B) 

~ alors u est lipschitzienne sur tout compact de B. De plus, on peut voir qu'il existe 

une constante C > 0 telle que pour tout zE:B et C E:è B on ait 

Cette dernière estimation ne peut être améliorée comme le montre 1' exemple suivant : 
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u(z) = -dlz - i: 112 + 1- lz 12)
112 

0 

et cette dernière fonction est seulement dans Lip 1/ 2(B). 

Nous allons donner quelques exemples de fonctions solutions du problème de Dirichlet 

généralisé. 

Exemples. a) Soit D un domaine strictement pseudoconvexe dans O:::n et soit 

f
1

, •.. ,fn_
1 

(n-1) fonctions appartenant à A(iS). Désignons par <I> une fonction 

p. s. h. continue dans cr:n-1 et posons 

On peut montrer en utilisant le principe du maximum sur les ensembles analytiques que 

la solution du problème de Dirichlet relativement à A(iS) avec pour donnée u, est 

donnée dans B par 
û' = <I>(f1' · · · ,fn-1 ): 

b) Dans L3J Bremermann conjecture que lorsque u = log If 1 10 D' où fE:A(D), 

alors Ü est finie dans D. La fonction u que nous avons définie lorsque u est 

s. c. s. coïncide avec la solution du problème de Dirichlet définie par Bremermann ; 

cela résulte du théorème 7 . La réponse à la question de Bremermann est négative. 

En effet, u est p. s. h. dans D et s. c. s. dans D, on a Ü::; log lr I sur 

bD. Soit 
V

8 
={z/zE:i5 f(z)=f(a)}. 

La fonction u est p. s. h. dans V a n D et on a u ::; log If 1 (a) sur V a n o D. 

Il suffit alors d I appliquer le principe du maximum à chaque branche de Va pour con­

clure que Ü(a)::; log Ir 1 (a), donc dans i5 

c) Lorsque la fonction u € -6( o D) n'a pas de prolongement pluriharmonique dans 

D, la fonction Ü + (-u) est p. s. h. dans D continue dans i5 et est identiquement 

nulle sur à D, il résulte alors d'un lemme classique de théorie du potentiel que dans 

D on a 
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lu(z) + (-u)(z) 1 ~ y d(z , oD). 

Une étude des propriétés locales des fonctions appartenant à g>n_ 1 (D) semble 

assez difficile, il serait intéressant de montrer qu'étant donné une fonction cp€ g> n-
1 
(D) 

et un point x€D il existe dans un voisinage de x un ensemble analytique V tel 
X 

que <.p restreinte à V soit pluriharmonique. On peut cependant démontrer 11 asser­x 

tion précédente pour un ouvert partout dense de D. Plus précisément, on a le résultat 

suivant. On trouve des calculs semblables dans [15]. 

PROPOSITION 12. Soit <.p une fonction de @n_/D). Les champs de vecteurs 

qui sont dans le noyau de la forme de Lévi de <.p forment une algèbre de Lie pour 

11 opération crochet. 

Démonstration. Posons 

è X. = ;::--, 1 :::; i::; n. 
1 vZ. 

1 

Soient X et Y deux champs de vecteurs de classe '(J2 qui soient dans le noyau 

de la forme de Lévi de <.p • Si on pose 

' 
On a 

( 1) , 

La matrice (XeXkcp) €,k étant positive, on déduit de (1) que pour tout e 

t XB (Xkcp) hk = O. 

On obtient alors que pour tout e , 1 :::; e ::; n, 

(2) 
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et une relation semblable en remplaçant h par g. 

Nous allons montrer que [x., Y] est dans le noyau de la forme de Lévi de <P. 

[x, y] = ~ fie (Xe gk)Xk - ~ ge Xk(he, )Xe. 
e,k e,k 

Or 

Il nous suffit donc de montrer que pour tout s, 1 ::; s ::; n, on a 

Or 

En utilisant à plusieurs reprises les relations (2), on voit que cette dernière expression 

est égale à: 

{k fie [XsXe ((Xkcp)gk) - (Xkcp)(XsXegk)] 

= {k fie [Xe ((Xkcp) X sgk) - (Xkcp )(Xsl<: e gk)] 

= e~kfi e [('.Xe Xk cp). (li: s!lic)] 

= t (Xsgk~.(f fie (Xe (Xkcp))), 

qui est nulle d'après (2). 

COROLLAIRE B. Soit <P une fonction de f9 1 (D). Si le rang de la matrice n-

au voisinage d' un point x €D, 
0 

alors il existe un 

feuilletage d'un voisinage de x par des variétés analytiques de dimension (n-p) 
0 

tel que la restriction de <P à chaque feuille soit pluriharmonique. 

Démonstration. Puisque le rang de la matrice ol(<P) = (XeXk<P) e,k est égal à p 

au voisinage de x , on peut trouver (n-p) champs de vecteurs (Y 1, ... , yn-p) 
0 

qui engendrent en tout point d' un voisinage de x 
O 

le noyau de oE ( <P). La proposition 
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, , , ( 1 n-p -1 -n-p) precedente montre que 11 espace engendre par Y , ... , Y , Y , •.. , Y est une 

algèbre de Lie. Il suffit alors d I appliquer le théorème de Frobenius et de remarquer 

que les variétés intégrales obtenues sont des variétés complexes puisque 11 espace 

tangent est en tout point un sous-espace complexe. Le fait que <p restreinte à une 

feuille soit pluriharmonique est alors immédiat. 

Remarque. L I ensemble des points au voisinage desquels le rang de c.i(cp) est 

constant est un ouvert pé.rtout dense de D. 

IV. ENSEMBLES RATIONNELLEMENT CONVEXES CERCLES EN UNE 

VARIABLE. 

a) Soit X un ensemble rationnellement convexe dans <Cn et soit <p une fonction 

plurisousharmonique continue définie au voisinage de X. Notons Y le compact de 

<Cn+ 1 défini par 

Y={{z,w)/zE:X, wE:Œ:, lwl =exp(-<p(z))}. 

Nous voulons décrire, dans ce paragraphe, 11 enveloppe rationnellement convexe de Y 

que nous noterons r(Y). 

~ Etant donné une fonction ~ définie sur X et H c X nous noterons l/JH la 

borne supérieure des fonctions c log If l, c > o, f € R(X} telles que c log Ir 1 ~ l,b 

sur 11 ensemble H. 

THEOREME 14. Soit X un compact rationnellement convexe de <Cn et <p une 

fonction p. s. h. continue au voisinage de X. Si K désigne la frontière de Shilov 

de R(X} alors 
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r(Y) = { (z, w)/zE:X, wE:Œ:, exp((-0'K)(z))::; 1 w 1 ::; exp(-cp(z))}. 

Démonstration. Désignons par tf> la sous-algèbre de -6(Y) engendrée par 

les fonctions du type 

+N . 
F(z,w) = :E a.(z) wJ, a.E:A = R(X), -N::; j::; +N. 

j=-N J J 

On voit facilement que R(Y) = m, en effet 1 il suffit de considérer le développement 

en série de Hartogs Laurent d 1 une fraction rationnelle régulière sur Y. En appliquant 

le théorème 2 on voit qu 1 il nous suffit de calculer les fonctions ;,;X et (-'Px). Or, 

d I après le théorème 6, il existe des fonctions f.E:R(X) et des constantes c. > 0 
1 1 

telles que sur X 

cp = sup c.log If. ! 
i 1 1 

d l ' ,v ou <Px= cp. 

Montrons que _q;X = (-cpJ. Si c log If 1 ~ -cp sur K fE:R(X), c ~ O, alors 

sur K 

(1) c log I f 1 + sup c. log I f. 1 ::; 0. 
i 1 1 

L'ensemble K étant la frontière de Shilov de R(X), l'inégalité (1) reste vraie 

,,...._, ,..__,, 
sur X donc (-cp K) ::; (-<Px) , 1 1 autre inégalité étant évidente, le théorème est 

donc démontré. 

Rappelons qu I on appelle disque analytique dans le spectre în., A d I une algèbre 

uniforme A, toute application non constante <I> du disque unité ~ dans 1Tu A 

telle que, pour toute fE:A, fo <I> soit holomorphe dans 8. 

COROLLAIRE 15. Si cp est plurisousharmonique au voisinage de X, alors 

r(Y) = Y ; réciproquement si Y est rationnellement convexe alors cp est harmonique 
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sur tout disque analytique . (i.e. cpo cI> est harmonique dans A). 

Démonstration. Si cp est pluriharmonique au voisinage de X, on a vu qu'alors 

,.._,, 
-cp = -'Px donc r(Y) = Y. 

,,.._, 
Réciproquement si -<Px= -cp' alors pour tout z

0
€X et pour toute mesure de 

Jensen µz représentant z
0 

on a 
0 

cp(z ) = Jcpdµ , 
0 zo 

on en déduit facilement que cp o cI> est harmonique si cI> : A + X est un disque 

analytique. En particulier cp est pluriharmonique dans 11 intérieur de X. 

Remarques. i) Si X est 1' adhérence d' un domaine strictement pseudoconvexe, 

alors Y est rationnellement convexe si et seulement si cp est pluriharmonique dans 

0 
X . Cela résulte du corollaire 11 et du corollaire précédent. 

ii) Supposons que la frontière de Jensen de R(X) soit égale à X. Soit Y 

une fonction s. c. i. définie suri X ; notons Y 11 ensemble défini par 

D'après le théorème 2 et le fait que fü = R(Y), on en déduit que Y est rationnellement 

convexe. 

b) Problème de Dirichlet associé à R(X) lorsque X est un compact de <C. 

Nous allons étudier le cas où X est un compact de <C. Lorsque le bord de X 

est régulier pour toute fonction s. c. i. u définie sur àX, "' u est le prolongement 

0 
harmonique de u dans X. Si X est un compact quelconque de <C les notions 

de topologie fine s' introduisent naturellement. Nous renvoyons à ~] et [7] pour les 

résultats concernant les fonctions finement harmoniques. Rappelons cependant que la 

topologie fine sur un ouvert U de a::: est la topologie la moins fine qui rende continues 
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les fonctions sousharmoniques dans U. Pour tout compact X c <I:, nous noterons 

0 

Xf l'intérieur fin de X et o 0 sa frontière fine. Lorsque u est une fonction 

définie sur X , 
,V 

nous noterons u la solution du problème de Dirichlet généralisé 

relativement à 11 algèbre R(X). 

PROPOSITION 16. Soit X un compact de <I: et 1/J une fonction surharmonique 

~ continue au voisinage de X . La fonction 1/J coihcide alors, avec la solution du 

problème de Dirichlet fin avec pour donnée sur o 0 la restriction de la fonction 1/J • 

Nous aurons besoin au cours de la démonstration du lemme suivant qui est dû à M. 

Brelot [2] , p. 88. 

LEMME 17. La frontière de Jensen de R(X) est égale à la frontière fine de X. 

Démonstration. Dans [2] p. 88, M. Brelot démontre que la frontière de Choquet 

associée à 11 espace J6 (X) des fonctions harmoniques au voisinage de X est égale 

à o fX. Or, si µ est une mesure de Jensen représentant z pour R(X), µ 

représente z pour Je, (X), en effet, on peut approcher uniformément sur X les 

fonctions de ;ff, (X) par des fonctions du type c log If l , c > 0, fE:R(X) ; on peut 

également déduire cela du théorème 6. Il en résulte que à f c J, si J désigne la 

frontière de Jensen pour R(X). Réciproquement, si z n 1 appartient pas à o ,1-, 

il existe un ouvert fin V contenant x, soit E CV la balayée de la masse de 

Dirac en z relativement au complémentaire de V. La mesure CV 
E est une mesure 

de Jensen pour R(X) puisque les fonctions c log If I sont finement sous harmoniques, 

donc z n'appartient pas à J. 
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Démonstration de la proposition 16. Il existe une suite décroissante (X ) c-r..r de n n,;:,.1~ 

compacts à bord régulier tels que X = n X . On peut supposer que l/; est définie 
n n 

~ sur x1. Posons 1/Jn = l/Jj èX . 
n 

Soit 1/> n la solution du problème de Dirichlet dans 

"" X avec pour donnée sur è X 
n n 

la fonction Il est clair que la suite l/; est n 

croissante sur X. Posons 

l/; = lim t ~ . o n n 

Montrons que Si c log I f 1 :S 1/J sur X avec f holomorphe au voisinage 

de X, pour tout E > O il existe n
0 

tel que pour 

C log I f 1 ::; lp n + E • 

n è: n on a sur 
0 

Donc c log If 1 ::; l/; + E sur X et par suite Î::; l/;
0

• n n L' inégalité 

~ 

oX n 

résulte du fait que sur X, 1/) s' écrit comme la borne supérieure de fonctions n 

or lp ::; lp 
n donc d'où le résultat. La proposition 

0 

en découle puisque la fonction 1/J est finement harmonique sur 
0 

Xf car c'est la 

limite d' une suite croissante de fonctions harmoniques majorées. D' autre part, le 

théorème 1 et le lemme 17 permettent de voir que ';$ = l/J sur o rX . 

COROLLAIRE 18. Soit <.p une fonction sousharmonique continue définie au voisina-

ge d I un compact X de <C. Si 

Y={(z,w)/z€X, w€<C, lwl =exp(-<.p(z))} 

alors 

r(Y) = { (z, w)/z€X, w€<C, exp((.=;;)(z))::; lw I s exp(-cp(z))}. 

,..._ 0 

La fonction (-cp) étant finement harmonique sur Xf et valant -cp ~ o rX. 

Le corollaire précédent a été démontré sous des hypothèses un peu plus restrictives 
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par A. Debiard et B. Gaveau [6] , ils utilisent le semi-groupe associé à 11 équation 

de la chaleur construite à l' aide du Laplacien de Kohn. 

V. ETUDE DE COMPACTS DONT L'ENVELOPPE RATIONNELLEMENT CON­

VEXE EST SANS STRUCTURE ANALYTIQUE. 

Nous allons à présent calculer l'enveloppe rationnellement convexe de certains 

compacts introduits par J. Wermer [18] et étudiés par R. Basener [1] puis par 

A. Debiard et B. Gaveau [6] . Nous retrouvons en particulier leurs résultats avec 

des méthodes entièrement différentes et peut être plus simples. L' étude de ces compacts 

a pour but la construction d'ensembles K tels que r(K) ~ K et tels que cependant 

r(K)/K ne contienne aucun disque analytique, c'est-à-dire toute application holomorphe 

du disque unité de a:: dans r(K) est constante. Nous utiliserons au cours de cette 

étude la proposition suivante. 

PROPOSITION 19. Soit n un domaine borné de <t:11 et soit cI> une fonction 

continue dans li et plurisurharmonique dans n. Posons 

X= { z/zE:on, cI>(z):::; 1 } • 

Alors r(X) contient l'adhérence de l'ensemble V défini par 

V = { z/zE:n, cI>(z} < 1}. 

Démonstration. Il est clair que la frontière de V est contenue dans l'ensemble 

X u G1 zE:n, cI>(z) = 1]. 
Soit p un polynôme s'annulant en un potnt z €V. 

0 
Posons 
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Le théorème de Hartogs implique que I; rencontre o V ; si I; ne rencontrait pas 

X on aurait, pour tout zE:o V n :E, cJ?(z) = 1. La fonction cJ? qui est plurisurharmo-

nique atteindrait son minimum, relativement à I; n V, en un point de I; n V, ce 

qui contredirait le principe du minimum pour les fonctions plurisurharmoniques sur des 

ensembles analytiques ; on peut démontrer un tel principe en utilisant une désingularisa-

tion locale de l' ensemble I; • 

Dans [1 s] J. Wermer considère les compacts ~ définis comme suit : soit à A 

le bord du disque unité de <C et soit S un compact de <C contenu dans Â et 

tel que àÂC èS. On note x8 
2 le compact de <C défini par 

Le problème est de calculer r(XS). Dans un premier temps nous supposerons que 

S est un compact à bord de classe 'fJ
2 nous noterons us la solution du problème de 

Dirichlet avec pour valeur au bord de S, O sur b Â et 1 sur o S / è /j.. 

,.._, 

THEOREME 20. Si S est à bord régulier, notons XS 11 ensemble 

x8 ={(z,w)/zE:S, wE:S, us(z)+us(w)::; 1}. 

Démonstration. La fonction cJ? définie par cJ?(z, w) = u8 (z) + u8 (w) est pluri­
o ........--... 

harmonique dans S x S et continue dans S x S . Or on vérifie que 

x5 = {(z,w)/(z,w) E: à(Sx S), cJ?(z,w):::; 1}. 

,.... 
La proposition 19 implique alors que l'intérieur de x5 est contenu dans r(X 8 ), 

,.Q, ,_ 
on vérifie facilement que x8 = x8 . 

Par ailleurs, on a u5 = sup c.log IL 1, c. > o, 
. 1 1 1 
1 

f.E:R(S ), 
1 

donc 11 ensemble 
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XS est rationnellement convexe puisqu'il en est ainsi de S x S et qu'il est défini 

dans S x S par des inégalités portant sur le module de fractions rationnelles. 

Considérons à présent le cas où S est un compact quelconque de <C contenu dans 

.6. et tel que à 1.1 c b S . Il existe une suite (S ) décroissante de compacts à bord de 
n 

2 classe '(J et tels que n S c S, on peut supposer que pour tout n on a 
n n 

à 1.1 c b S . Soit u la fonction harmonique dans l'intérieur de S et qui vaut O 
n n n 

sur o.6. et 1 sur àSn/à.6.. Posons us(z)=limtun(z) pourtout z€S. 
n 

,-.; r,/ 

THEOREME 21 . On a Xs = n Xs et r(XS) = XS où XS est défini par 
n 

Xs = { (z, w)/z€S, w€S, us(z) + u5 (w)::; 1}. 

0 
De plus us est finement harmonique dans Sf et pour tout z€S 

Démonstration. Puisque x 5 = n XS , 
n n 

on a r(x 5 ) = n r(x 5 ) . Or, le théorème 

20 donne une description de r(XS ) i. e. 
n 

n n 

r(x 5 ) = {(z,w)/z€ , w€ , u (z) + u (w)::; 1}. n n n n n 
"-' 

La suite un restreinte à S étant croissante, on en déduit que r(x 5 ) = x 5 . 

0 

La fonction u5 est finement harmonique dans Sf puisque c'est la limite d I une 

suite majorée de fonctions harmoniques, voir G] . Nous allons montrer que us = u 

où u désigne la fonction caractéristique de à S / o 1.1 et u la solution du problème 

de Dirichlet relativement à R(S). 

Soit µ, une mesure de Jensen portée par b S :représentant l' évaluation en z. 

La mesure µ représente également 11 évaluation en z pour les fonctions continues 
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0 

dans S et harmoniques dans S , cela résulte du fait qu I on peut approcher ces n n 

fonctions par des fonctions du type c log If 1, fE:R(S ), c > 0, voir [17] . On a 

us (z) == lim t un (z) = lim t J un dµ = Jus dµ :5 j u dµ • 

,.,, 
Donc us :5 u. On voit par ailleurs que lorsque f est holomorphe au voisinage de 

S et que sur bS 

alors on a 

Il en résulte que 

c log If 1 :5 u 

c log I f 1 :5 US . 

et que us(z) = inf 
µE:Jz 

µ(bS/oA). 

COROLLAIRE 22. L 1 ensemble XS est rationnellement convexe si et seulement si 

11 intérieur fin de S est vide . 

0 0 
En particulier, si S f -/, p et S = p on a r(XS) -/, XS, cependant il n I y a pas 

de disque analytique dans r(XS) car r(XS) c S x S et donc chaque projection de 

r(XS) est d'intérieur vide, si on avait un disque analytique dans r(XS) 11 une des 

projection serait d'intérieur non vide. 

Le corollaire résulte du théorème 21 et du lemme 17. 

Remarque. Soit B la boule unité de (['.n et soit cp une fonction continue sur 

b B. Notons 'cp la solution du problème de Dirichlet relativement à 1' algèbre H(B) 

avec pour donnée sur b B la fonction <p • Il serait intéressant de montrer que en 

tout point zE:B il existe un ensemble analytique contenant z et sur lequel la fonction 

A 

;p est harmonique. Cela impliquerait que 11 enveloppe polynonüalement convexe K d' un 

compact contenu dans le bord d' un domaine D strictement pseudoconvexe et polynomiale-
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A 

ment convexe contient des disques analytiques ; en effet K/K serait réunion d I espaces 

analytiques. Plus généralement on pose la question suivante : si tout point d I un compact 

A 

X est un point pic pour P(X} alors soit X/X est réunion de disques analytiques soit 

A 

X =X. 
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