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Oo IMAGES DIRECTES ET RECIPROQUES DE 

0.1~ Espaces étalés et faisceaux'° 

1) Soit E --1:.+ X une application continue 0 On dit que p est étale quand pou:r 

tout x E: E, il existe un voisinage ouvert U de x tel que p soit un 

homéomorphisme de U sur son imago 0 On dit aussi que (E,p) est un espace 

étalé sur X. 

Il est clair q_ue id est étale, et que le composé de deux morphismes étal 

3st encore étale. 

Soient (E, p) et (F, q) deux espaces étalés sur X • Un~ morphisme 

(E,p)-+ (F,q) est une application continue f : E'-+F telle que le triangle 

suivant soit commutat:i,f 

Remarque . Il est alors facile de vérifier que f est étale. . 

Si E~X est un espace étalé et si X E X ' 
on ap!)elle fibre .!li. X de 

l'espace étalé l'ensemble p- 1 (x)o La topologie induite sur la fibre est 

discrète. 

2) F . . , ' 't J, ·t • aiscoau assoc:i.e ~ 1!:!!. espace ~~-.. So:i.. - E ~ X v.n espace étalé. Pour tout 

ouvert U c X notons 

(:pos = id). 

r(u,E) 1 1 0nsemblc des.· sections continues s 
U~E 



Si V c U , alors le mo:rphü3me du restriction r(u,E) ..... r(v ,E) est évideni;. 

On obtient ainsi v .. n faisceau 6f' sur X • L'application qui à (E,p) fait cor-

respondre Cf est v_n foncteur covariar,t T de la catégorie des espaces étalés 

su.r X dans celle des faisceaux sur X 0 

Réciproquement, considérons un faisceau cf sur X , et un point :x: E X • 

On a;ppelle f'ib:ce ~ 6'f' 1 1 ensemblr:J 

E -- Jj_ Gf 
xEX x 

On munit E de la pro;jection p q_ui à 

= lim 'f(u) 
xEÛ 

et on pose 

a. E Cf" l'ait correspondre 
X 

X o 

Maintenant, l'application canonique de ef(u) dans la limite inductive Cf' notée 
X 

SI·+ S 
:X: 

induit une application 
N 

s 

s(x) = 

U->E 

s 
X 

définie ainsi : 

On munit E de la topologie la plus f':ine qui rende les applications s continues 

E --12.,.x est alors un espace étalé sm· X (Godement p. 110-111). On obti\cmt. 

ainsi un foncteur T I covariant, cle la catégorie des faisceaux sur X dans celle 

des espaces étalés sur X. 

Théo:rèrne. Les f'oncteur13 T et T' vérifient ToT 1 ::; id (faisceaux sur X) et 

T' oT ::: id (espaces étaiés sur X) et sont donc des équivalences de catégories. 

if p-1(x) Remarque : La f'.ibre -~ x du faisceau est égale à la fibre de l'es-

pace étalé associé, év:id.e!llment. 

Pour des démonstr-a ti.ons cf Gode ment Faisceaux et surtout Cartan Cours aux 

carrés E.N. S. 1963-1964 p. 40 sq_ •. , 



0.2. Images directes ,tl.r·éciprogues de faisceaux, 

1) Image directe. 

Soient X ➔ Y une application continue, et 'f un faisceau sur X. 

Considérons le préfaisceau f*'f sur Y d.éfini par 

- morphismes de restriction évidents. 

Alors f*cf est un faisceau et f* est un foncteu.r covarianl··appelé image 

directe p_ar· f • 

2) Image réciproque. 

Soit X~ y une application continue, et soit (G,p) un espace ét.alé 

sur Y • On considèr·e le produit fibré ~G dans la catég_ode des espaces 

tc:rpologiq_ues. 

On constate que q est encore étale. Le produit fibré définit un foncteur 

de la catégorie des espaces étalés sur Y dans cèlle des espaces étalés sur X, 

* et par suite un foncteur f de la catégorie des faisceaux sur y dans celle 

des faisceaux sur X, appelé image réciproque par· 1". 

E:x:emples. 

Si U est un ouvert d'un espace topologique X, l'injection canonique j 

est con.tfüue et même étale. 
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Si F 8St un faisceau sur X, son image·réciproque est le faisceau res-

treint à U • L.' espace étalé cor-respond.ant est l'image réciproque de U par la 

projection au s.ens des espaces topologiques, avec la projection restreinte. 

Si (E,p) est-un espace étalé sur U, l'image directe j*G du faisceau asse-

cié est le faisceau défini par j*G(V) = G(unv) 

est (E,jop). 

dont l'espace étalé associé 

Si x est un point d'un espace topologiq,ue X , l'image réciproque d'u...>i 

faisceau F sur X par Papplication canonique {x}-+ X est la fibre 

munie de la topologie,discrète.; 

3) Propriétés d'adjonction. 

* Le foncteur f est u;n adjoint à gauche du foncteur f*. 

Pour montrer ceci, on va définir un morphisme de faisceaux sur Y 0 

Si U est un ouvert de Y on a G(U) = Conty(U,G) et 

On va prend:r-e comme image de s E G(U) la section aG(u)(s) = id x s 

qui est évidemment continueo La compatibilité aux restrictions est évidente
0 

On obtient. bien un morphisme de faisceaux. 

Il faut pour que ces ·morphismes définissent une adjonction qu'ils satis-

fassent deux conditions. 

F 
X 

La première est la fonctor:iali té en G , c.1 est-à-dire la commutativité du 

diagrrunme suivant.pour tout morphisme h G ➔ G' de faisceaux sur Y 0 
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* 
G f*f' G 

lh 
aG l * /*f h 

G' f f G' 
aG' *' 

Si s est une section continue de G sur l'ouvert U de Y, on a 

aG1 (U)h(U)(s) = aG1 (u)(hos) = id x hos 

* * * . 1 (f*f h)(u)a/u)(s) = (f*f h)(u)(idxs) = (f h)(f- u)(idxs) = (idxh)o(idxs). 

Ce qui assure la fonctorialité en G • 

La seconde est que, pour tout faisceau F sur X et tout faisceau G sur 

* Y, l'application de Homif G,F.) dans Hom/G,f*F) définie par m.-+ (f*m)aG 

soit bijective. 

On peut encore décrire l'application comme suit : 

A une section t sur un ouvert U de Y, correspond la section 

(idxt) E r*G(f- 1u) qui a pour image par m(u) la section mo(idxt) E F(f- 1U) 

qui est aussi une section de f *F sur U ; c'est cette section qui est. 

Injectivité. 

Si m /= m', il y a au moins un point de l'espace étalé * f G sur X où 

les applications m et m1 diffèrento Soit (x,a) un tel point. Son image a 

par g est dans une certaine section t d.e G au.,-dessus d'un certain ouvert V 

de Y contenant p(a) = f(x). On voit alors que· pour le choix de V et t 

qu'on vient de faire, on a (f*m)(v)aG(v)(t) /=(f*m1 )(v)aG(v)(t), donc 

(f*m)aG /= (f*m' )aG o 
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Surjectivité. 

Soit n un morphisme de G dans f*F. On se propose de construire un 

* 
(f *• )aG • morphisme de f G dans F qui donne n par l'application 

(x,a) * = p(a) = f(x). Soit ( f G , et soit y Il existe un ouvert V de 

Y contenant y e.t une section s au-dessus de V telle que a = t(y). Alors 

n(v)(t) est une section de f*F sur V, ou encore une section de F sur 

f- 1v, ce qui donne un point de F qui est n(v)(t)(x) se projetant sur x. 

Ce point-ne dépend que de (x,a) et non de V et t. On a ainsi défini une 

* application de f G dans F , dont ou pourra vérifier qu'elle est continue et 

qu'elle redonne bien n. 

4) Propriétés d' exacti tud.e. 

Grâce à 1 1 adjonction, on sait que 

* f est compatible aux limites inductives 

f * est compatible au_-ic limites projectives. 

Mais nous avons par surcro~t 

* f est compatible aux limites projectives finies. 

Pour le prouver, on peut voir qu'une limite proje.ciive finie d I espaces 

étalés sur un espace topologique X dans la catégorie des espaces topologiques 

au~dessus de X est déjà étalée sur· X et s'identifie donc à la limîte dans la 

,catégorie des espaces étalés sur X • * La construction de f , qui ne fait 

intervenir que le produit fibré d'espaces topologiques va donc commuter à la 

formation des limites projectives finies d'espaces étalés. 
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5) Proprié~és ~ conservation. 

Pour qu'un morphisme de faisceaux soit monomorphique (épimorphique, inver-

sible) il faut et il suffit que les morphismes correspondants sur les fibres le 

soient aussi. 

Pour qu'un morphisme de faisceaux soit un noyau ~au) d'une paire de 

morphismes, il faut et il suffit que ~e soit le cas pour les morphismes corres-

pendants sur les fibres. 

Pour qu'un diagramme de ,faisceaux soit un produit fini avec ses projec-

tion (une somme avec ses injections), il faut et il suffit que les diagrammes sur 

les fibres le soient aussi. 

ATTENTION. Sauf si X est discret, une famille de morphismes sur les fibres 

ne provient pas en général d'un morphisme de faisceaux. 

o. 3. Faisceaux de groupes .:illE. ]:!];. espace topologique. 

Un faisceau de groupes abéliens sur un espace topologique X est un fais-

ceau G sur X , muni d'un morphisme de faisceau de G x G dans G qui induit 

sur chaque quvert U de X une opération faisant de G(U) un groupe abélien. 

Dans les espaces étalés, la notion correspondante est un espace étalé G 

sur X, muni d'une application continue de GxXG dans G, qui induit sur 

chaque fibre une opération de groupe, t~lle que la section nulle soit continue et 

que la section opposée d'une section continue sur un ouvert U de X soi.t 

encore une section continue. 

Les morphismes de faisceaux de groupes sur X sont bien entendu les mor-

phismes de faisceaux compatibles aux opérations,qui se décrivent dans les espaces 



e. 

étalés comme les applications au-dessus de X continues et compatibles aux 

opérations sur les fibres. 

On obtient ainsi une catégorie abélienne. 

L'exactitude peut s'observer "fibre par·fibre". 

L'image directe, l'image réciproque d'un faisceau de groupespar une appli-

cation continue sont de manière évidente des faisceaux de groupe~.Ces structures 

* naturelles font des foncteurs f* et f des foncteurs additifs pour toute 

application continue f. On a encore les propriétés d'exactitude : 

f* compatible aux limites projectives 

* ' f. compatible aux limites inductives et exact 0 

De même, on parlera de faisceaux d'anneaux, de modules sur un faisceau 

d'anneaux etc. cf. Godement, pages 123 et suite. 



1. COHOMOLOGIE DES FAISCEAUX. 

Données. 

C sera la catégorie des faisceaux de groupes commutatifs sur l'espace 
X 

topologique X. (Ab) sera la catégorie des groupes commutatifs. 

r : C ➔ (Ab) un foncteur additif exact à gauche donné une fois pour toutes. 
X 

Tous les foncteurs consi.d.ér·és seront additifs • 

. 1.1 •. Jê catégorie des del-foncteurs. 

Objets. On appelle del-foncteur (H, d) une suite de foncteurs Rn: C ➔ (Ab) 
X 

et la donnée pour toute suite exacte dans 

de morphismes a:ns tels que 

C 
X 

soit un complexe (la. composée de deux flèches successives-est nulle'). 

n _.,n( ) 11+1 ( ) n <iSoH X =O=H µ odS 

et de plus tels que dnS dépende foncto:riellement de la suite S , . i.e. un 

morphisme de suite exacte 

s 0 ~ E 

1 
s, . 0 ---"T E

1 
. 

donne un mor·phiome de. complexe 

_J!:..>-F 

µ1 l 
---,. F 1 

J.._'7 G 

X1 l 
--+ G 

1 

----,. 0 

~o 

diagramme commutatif 

diagramme 

commutatif 
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Flèches. On appelle morl)hisme de delfoncteurs cI> : (H,d) -+ (K,ô) une suite de 

morphismes de foncteurs cI>n : Rn - 1(1 telle que pour toute sui te exacte S , 

dans le diagramme ci-dessous le carré I soit commutatif 

Delfoncteur universel: (H,d) est appelé delfoncteur universel si pour tout del­

foncteur (K,.ô) un morphisme ëf2° : .H0 
- K0 

se [)rolonge de façon unique en un 

morphisme de delfon~;teurs. 

1.2. Delfoncteurs universels. 

[

1) Lemme 

phisme, 

technigueo Soit un carré cocartésien de 

~
2 

aussi 

C • -Si 
X 

a1 est un monomo.r-

Les caractères d'exactitude (monomorphismes, sommes, _conoyaux ••• ) se voient 

fibre par fib:t"e (Godement, p •. 115 et 118). On est donc ramené au .cas d'un carré 

de groupes commutatifs. 
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On a une construction de la somme amalgamée F •. Soit E
1 

@E
2 

une somme direct:l 

qui s'y injectent par et Alors X : E EB E -+ F est 
1 · 2 

flèche conoyau de °1 ex - °2o:
2 

• • 

.Soit x dans le noyau de ~
2 

: ~/x) = 0 , soit X°2(x) = 0 •. C'est 

donc que 

Composons à gauche par la projection n
1 

: :E
1 

EBE
2 

- E
1 

n cr: (x) = 0 = -n CJ"'. a. (y) = -a. (y) 
1 2 1 1 1 1 

cx
1 

étant un monomorphisme, y= O et donc,. en composant par n
2 

: :E
1 

EB ·E
2 

- E
2 

[ 

Coro11.,;_re, Si µ
1 

un monomorphisme 

et sont deux monomorphismes de même source, .il existe 

µ de meAme source tel que µ - N µ - N µ - "'1 1 - "'2 2 

On construit la somme amalgamée de (µ µ) et la diagona.le du carré conv.ien.t. 
1 ' 2 

a
2 

étant un monomorphisme, , µ = a
2

µ
2 

aussio 

2) Théorème. Soit (H,d) un del-foncteur vérifiant les deux propriétés supplé-

mentaires 

(i) Pour toute sui te exacte d.e C ' X 
le complexe obtenu est acyclique 

(ii) Hn est effaçable pour n ?-1 , io-eo pour tout x E: Hn(E) , . il existe 

un monomorphisme µ: E - F tel que l'image de x par Hn(µ) : Hn(E) - Hn(F) 

sait nulle. 

Alors (H,d) est universel. 
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' 1 ( ) t o o Ko hi d On se donne ur+ dewde.me delf onci:;eur K, 6 e cp : H - un morp sme . e 

degré o. On construit cpn+1 :Hn+ 1 ... r+t pa.r .récurrence sur n et on montre 

- l'unicité de n+1 
cp et .l'additivité de q;n+t (E) 

n n n 
- que ~ commute a~ flèches d S et ,ô S 

n 
- que q, est un morphisme de foncteurs .• 

a) Donnons nous x E Hn+1 (E). Il existe un Jonomorphisme µ effaçant x et 

avec G = coker µ, on construit la suite exacte : 

S : 0 --,. E --1!:..+ F -4, G ~ 0 

Il s'ensuit exaét 

Cherchons l'image dans r+1(E) de x E Hn+1(E). 

n+1c ) H µ .x = O (µ .efface x), donc 

n n 
x = d s.y. exactitude du complexe des H • 

On. doit poser x' = ônS O cpn(G).y pour rendre le carré commutatif, au moins 

sur y .• 

- x' ne dépend pas de y • En effet, si x = dnS.y', dns(y 1-y) = O et donc 

s:.n. S o cpn(G). (y•-y) -- ônS .o n(G) Hn( ) ônS _.Jl( ) ( n( ) ) u cp o X .z = o K X cp F .z ~ 0. 

- x I ne dépend pas d.e µ : Si µ et µ' sont deux mono morphisme~. effaçant 

x , . on sa,i t qu I il existe un monomorphisme qui efface aussi x. 

Il suf~it de montrer que µ
1 

et µ mènent à la mêm~ image x' de x 



S O ---,. E 4 F -L, G ---,. 0 

Il existe ~ rendant commutatif le diagramme •. Par fonctorialité de d et ô , 

on a: 

Le carré du haut est commutatif par fonctorialité de dn. On peut prendre 

y= Hn(~).y comme image réciproque de x € Hn+1(E), .car 
1 . ·. 

Hn+1 (µ
1

) = Hn+1 (o:)Hn+1(µ) et Hn+ 1(µ).x = O D On est alors amené à poser 

x' 
n 

cpn(G1 ).Hn(~).y = 0 $ 0 
1 1 

n 
If(~).ct(G).y = Ô S 0 

1 

n = Ô S 0 cpn(G).y = x' • 

En même temps que l'existence, on obtient ainsi l'nnicité de x'. 

n+1( ) Remarquons que cp E ainsi construit est additif su.r- les x effacés 

par µ. Mais si µ efface x et si µ' efface x', . il existe 

µ" = o:µ = o:'µ' effaçant X et x' , d.onc aussi x+x' par additivité de 

Hn+1(µn). n+1( )( ) :r;i+1( )() n+1( )(' ) , cp E :x:+x' = cp E x + <p E x' est alors verifié. 



b) Commutativité du carré 

Elle est évidente par construction car si y E If(G) alors dnS(y) est 

effacé par µ • 

c) Fonctorialité de n 
cp 

14. 

Soient a: , , t d n+1( ) x elemen e H E , µ effaçant somme amal-

gamée de (µ,a) d'où µ, qui est un monomorphisme grâce au lemme technique, 

et x et x
1 

des conoyaux de µ et µ
1 

• Il existe alors un unique y 

fermant ce diagramme commutatif. Il s'ensuit un cube dont toutes les faces (sauf 

peut-être celle de droite) sont commutatives. 

Soit x c Hn+1(E) , y tel que x = dnS(y) , y Hn(y) y x Hn+1c ) 
1:. 1 = • ' 1 = a .x • 

Il est clair que µ
1 

efface x
1 

, et qu'on peut prendre y
1 

pour construire 



~aintenant ~n+1(E1).If1+1(a).x = ôns1.~n(G1)y1 

= ôns
1
.If(y) o cpn(G)y 

2. OBJETS INJECTIFS 

2 • 1 •. Défini t:ion. 

par construction 

fonctorialité de n 
cp 

15. 

Un.objet in.jectif dans une catégorie est un objet I tel que pour tout 

_monomorphisme m: A--+ B de la catégorie et tout morphisme a :.A - I, il 

existe un morphisme b ! B--+ I tel que bm =a .• 

On dit d'une catégorie qu'elle .ê:. suffisamment d 1 in.jectifs .si pour tàut 

objet de la catégorie il existe un monomorphisme de source l'objet et .de but 

·un objet injectif. 

2.2. Proposition. 

Si :K est un foncteur effaçable d'une catégorie C dans (Ab), . et si"' I 

est un objet injectif de C, alors K(I) = 0. Si C a suffisamment d'in-:-

jectifs, _cette propriété caractérise les foncteurs· effaçables. 

Soient I un i.njectif, K un foncteur· effaçable et x ~ K(I) •. Il existe 

un monomorphisme u : I--+ J tel que K(u)(x) .= 0 ., Comme I est injectif, le 

monomorphisme u ad.met une rétraction w (c'est-à-dire que wu est l'identité 

de I) •. On aura d.onc x = K(wu.)(x) = K(w)(K(u)(x)) = 0 •· 

Si . C a su;f'i'isa:mment d'injectifs, le monomorphisme u : E -+ F , où · F 

est· injectif, efface évidemment tout élément de K(E). 



2. 3. 'Lemme. 

Le groupe additif T = ft/'Z est injectif dans la catégorie des groupes 

abéliens. 

Soit G un groupe abélien, soit H un sous-groupe de G et sott. h un 

morphisme de H vers T. On considère l'ensemble des couples (K,k) · où K 

est un sous-groupe de G et .k un morphisme d.e K vers T • On le mu.nit de 

la relation (K, k) ~ (K1 , k') définie par Kc K' et k; restriction de k' · à 

K • .. C'est visiblement une relation d'ordre inductif. Le lemme de Zorn montre 

qu.1 il y a un élément maximal de 1 1 ensemble au-dessus de (H,h) 0 

Si K est différent de G , soit x éG-K et soit K' le sous-groupe de 

G engendré par ·K et x. _Si K = O , on pourra prolonger k par k' (x) 

arbitraire dans T. Sinon, n étant le plus petit entier positif·non·nul tel 

que nx E. K , on peut prolonger k par k' (x) = p/n (mod<1), '. p étant p~is 

de telle sorte que p = k(nx) (mod 1). 

Un élément maximal (K,k) est donc tel que K=G , donc h se prolonge 

sur tout G. 

2.4. Lemme. 

[ La catégorie des groupes abéliens a suffisammènt d 1 inj~ctifs. . . 

En fatt,_le résultat est m~me vrai pour la.catégorie desmod-t.iles sur un 

anneau. Démonstration: voir·Godement pages 6 et 7. 

2.5. Théorème. 

La catégorie des faisceaux de groupes. abéli_ens sur un espace topologique 

su.ffisamment d'injectifs. 
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Soit Y un espace topologique discret. 

__ Pour un tel espace,. le foncteur qui, à un faisceau F sur Y, associe la 

famille de groupes est une équivalence· de catégori.es entre et 

la catégorie des familles de groupes indexées par Y. 

Soit F un faisceau sur Y. Il est possible d'envoyer.par une injection 

chaque groupe F(y) dans un groupe abélien injecti:f J(y) •. Ceci fournit un 

monomorphisme du. faisceau F dans le faisceau sur · Y défini par la fami.lle 

(J(y)). On appelle J ce faisceau; montrons qu'i.l est injectifo 

Soit A ...2::..,. B un monomorphisme d.e faisceaux sur · Y et A ~ J un mor-

phisme. Pour chaque y E Y , . le morphisme a(y) :- A(y) - J(y) se fac·torise par 

.· le mo:nomot.phisme sous la forme a(y) := b(y )m(y), car . m(y) est un monomorphisme 

et J(y) un injectif. La famille de.s ( b(y)) détermine. un mor_phisme 
yEY 

b: B - J, tel que a bm. 

Soient X u.n espace topologique, Y l'ensemble X. muni de la topo'logi.e 

di~crète et f g Y - X l'application identique, qui est continueo 

* Soit F u,..YJ. faisceau sur · X et u g f F - J un monomorphisme de faisc·eaux 

sur ·Y, de but injectif. 

Le f~isceau est dét'i.ni par U F 
XtÙ X 

pour tout ouvert u 

de. X, avec les morphismes de restrictions évidentesvet le morphisme canonique 

* _F --+ f *f F d.e faisceaux sur _X fait correspondre à la. section s de F su.r 

l'ouvert U de X la famille (sx)x(U D C'est un monomorphisme. D'autre part, 

* :I.e monomorphisme u : f F - J donne par image directe ).e monomo:r;-phi.sme 

* f\u : f*f F--+ f*J .. Par composition, l'on i;rouve un monomo~1üsme de F . dans 



f*J •. Il suffit de montrer que f*J est injectif,. ce qui résulte du lemme 

suivant: 

2_.6 •. Lemme. 

[ 

L'image directe d'un faisceau·injectif .par.une application continue est 

encore un injec~if. 

Soit f :: M -+ N une application continue~ _soit · L · un faisceau injectif 

sur M, soient A ot ·B deux faisceaux sur N, et soient un mon j,r:phieme 

m- :. A-+ B et un morphisme a : A -+ f L· 
* 

.* 
Par adjonction -il apparait un morphisme a• · : f A -+ · L 

* * 

Comme le foncteur 

f est exact, f m est encore un monomorphisme. On en tire l'existence·d•un 

* * morphisme b' f B-+ L tel que b'f m ·- a'. Par adjcr1ction, ceci donne un 

morphisme b : B -+ f *J tel g_,.LB bm -· a • 

Les explications nécesf,.,.d.res sur les faisceaux, images directes et 'images 

réciproques se trou.yent dans le Guide (§o). 

,. ; 

i3,•1• Définition. 

Une résolution 

3.· RESOLUTIONS . . 

* (E ,e) de l'objet ·E 

0 1 
0 ~ E0 ~ E1 

-~ E
2 

* est .;up, 1POmplexe E .. : . 

muni d'une augmentation t :-: E -·EO de telle sorte: q-q.e la suite 

. 0 1 
E 

e . E. 0 d E1 d 2 
0 --,. ~ ~ --+ E 

d3oit exacte. 

Une résolution (E*,e) est dite injective si l'objet En est injectif 

~our tout n ~ 0 • 



3.2. Proposition. 

* Si on se donne une résolution (E , e) de l'objet E , · ·un complexe : 

f FO bo F1 b
1 

2 F ---,. _...,. ~F - d'objets Fi injectifs 

et un mor-phisme m : -• E · _.. F * il existe un morphisme de complexes m : 

* * * m : E _. F compatible avec m c'est-à.-dire tel que: 

19. 

Puisque e est un monomorphisme, le morphisme fm de but injectif se pro-

longe en un morphisme m
0 : EO _.. Fo tel que 

on a .Le morphisme 0 0 
b m 

0 
m e = fm • - 0 Comme b f est nul, 

se factorise donc.à tr~vers le 

conoyau de .e, dont le but est un sous-objet de E1 à cause de_l'!3;x:act:j..tude 

en -E1 • Comme F1 est injectif, cette factorisation.se prolonge donc enun 

E:n recommençant al,lx degrés-suivants, on obtient de proche en proche le mor-

phisµie voulu. 

Dans les conditions du 3 2), si m est nul, tout morphisme * * * m ::E -+-F 

co_mpatible avec m est· homotope à zéro, c' est~à-dire qu'il existe· des flèches 

i i+1 i 
h :: E -+ F , i ~ O telles que : 

i ~ 0 • 



En effet 0 
me = fm 0 ' donc 0 

ID 
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se factorise par le conoyau 

de e, qui est un sous-objet de E 1 à cause de l'exactitude en EO. Puisque 

FO est injectif, la factorisat:ion se prolonge à E 1 • On obtient ainsi une 

se factorise par le conoyau de do dont le but est un sous--objet de E
2 à 

cause de l'exactitude en E
1 

• Comme F
1 est injectif, cette factorisation se 

prolonge en une flèche telle que 

On voit comment continuer de proche en proche. 

3.4. Remarque .. 

Dans une catégorie abélienne qui a suffisamment d'injectifs, tout objet a 

une résolution injective, que 1 1 on peut construire comme suit. On part d.e l'objet 

E • Il existe un monomorphisme est injectif. On prend 

alors un conoyau de e, dont le but s'envoie par un monomorphisme dans un 

injectif E 1 • Le composé de ce monomorphisme et du conoyau utilisé est appelé 

do. L'exactitude en E
0 

est assurée. On voit comment pou~suivre la construc-

tian de proche en proche. 
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4. HOMOLOGIE D'UN COMPLEXE. 

4.1. Définition. 

Si est un complexe de groupes abéliens, 

* noté E, Hn(E*) on appelle t d dn •• En _ En+1 le groupe quotien du noyau e 

par l'image de 
n-1 

d 

4.2. Fonctorialité. 

pour tout n ~ 0, où l'on pose E- 1 = 0 et 
-1 

d = 0 • 

* * * 
Montrons comment un morphisme de complexes m : . E - F induit une 

Si X est un élément de c'est la classe d'un 
i 

yEE tel que 

Alors 
i 

m y est un élément de Fi vérifiant b
i i 

ID y i+1di 
ID Y= 0 • 

Si y' est un autre élément représentant de x on aura Y'--J/ 

avec z dans i-1 
E 0 Donc 

i i i i-1 i i-1 i-1 
m y' = m y+ m d z = m y+ b m z • 

i-1 d z , 

La classe 

de y' est donc la même que celle de y. C'est cette classe qu'on prend comme 

Hi(m*) Il est clair que les applications ainsi définies sont additives 

et que Hi est un foncteur additif de la catégorie des complexes de groupes 

abéliens dans celle des groupes abéliens pour tout i ~ 0. 

4o3• Lemme. 

[ Si m* est homotope à zéro, Hi(m*) est nul pour tout i ~O. 

On reprend les notations du (4.2). 

Pou.r•le degré o, on a 

Pour le degré i+1 , 
i+1 on a m y 
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4.4. Théorème de la suite exacte d'homologie. 

Si on a une sui te exacte S d.e complexes de groupes abéliens : 

* * * U * V * 0 ---,. E ___.,. F ~ G --,. 0 

fonctorialité en S 

- exactitude de la suite 

pour tout i ~ 0. 

Pour simpl:LfieI·, les diffé.rentielles des complexes seront notées d • 

Voici la construction des cobords 
i 

d. S • 

Soit t un élément de Hi(G*). Il est représenté par un élément z E Gi 

tel q_ue dz = 0 • Il existe un y E Fi tel que 
i 

V y z • On a 

vi+ 1 dy = dviy _ dz = O , donc il exj_ste un unique élément x ( Ei+ 1 tel que 

i+t u x=dy. On voit que i+2d d i+1 
U X= U X= ddy = 0 donc dx = 0 0 

On montre que la classe ç, de x ne dépend que de t et non des y et z 

intervenant dans la construction et on pose (dis)(t) = I;. 



5. COHOMOLOGIE DES FAISCEAUX. 

On se propose de démontrer le théorème suivant : 

Théorème. 

Soit X un espace topologique et soit CX la catégorie des faisceaux de 

groupes abéliens sur X. Il existe un delfoncteur exact et effaçable, noté 

* (H (x,.),d) défini sur CX à valeurs dans la catégorie (Ab) des groupes 

abéliens, et q:Lii, en degré O, est le foncteur F ~ F(X)o 

Plus généralement, si T est un f'oncteur additif exact à gauche défini sur 

une catégorie abélienne qui a su.ff'isamrnent d'injectifs, à valeurs dans (Ab), 

on va construire un delfoncteur exact et effaçable dont le terme de degré O 

soit isomorphe à T • 

. En vertu de la :propriété universelle, un tÉll delfoncteur est unique à un 

isomorphisme unique p:rèso 

5.1. Lemme. 

* * * Soient (E ?e), (F ,f) et (G ,g) des résolutions des objets E, f 

* et G, telles g_uo (G ,g) soit injectiveo Soient 

des morphismes. Si * p 

longent a, b et ba 

* q 

* * * 

a b 
E -----+ F ~ G 

et * r sont des morphismes de comvlexes qui pro-

En effet r et q p prolongent ba. Leur différence prolonge O le 

morphisme nul de E dans G. C'est ci.one un morphisme homotope à zéro (303). 

Son· transf'ormé par T l'est au;3sio On aura done Hi( T(r * - q * p *)) = 0 , 



d'après (4.3). Par additivité a.es foncteurs Hi et T , on a le lemme. 

5.2. Construction des foncteurs RiT o 
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* * * Soient (E ,e) et (E
1

,e
1

) deu..-x: résolutions injectives de E •. D'après 

(3.2) il existe des morphismes de complexes 

prolongeant l'identité de E. 

En ltPPliquant le _lemme (5.1) avec * p 

* 

* u * : E * -+ E 
1 

* * =U 1 , q * =u 

et 

et * r = id , puis 

* * p = u et r = id , on voit que * u et définissent deux 

isomorphismes réciproques pour tout i ~ O :_ 

. * Hi(Tu~) 
H

1
(TE

1
) ~---➔ Hi(TE*) 

(Hi(Tu*) 

On voit que les groupes ne dépendent pas de la résolution choisie, 

Choisissons donc pour chaque objet une résolution injective. 

* . i * . Si la résolution de E choisie est (E ,e), posons R
1

T(E) = H (TE). 

Pour ch~que morphisme a :.E-+ F, il existe un morphisme unique à homo-

* * * tapie près a E -+F qui prolonge a,pcfi3.2) et (}.3). C~ci procure un 

En utilisant (5.1) on voit que RiT est un foncteu~, évidemment additif. 

Le foncteur exact à gauche· T transforme la. sùite exacte 

en la suite exacte 

Ceci détermine l'isomorphisme entre les foncteurs T et ROT. 



5.3. Effaçabilité .fil!_ degré~ 1 • 

Il suffit de vérifier que si I est un objet injectif, alors RiT(I) = 0 

pour i ~ 1 , d'après (2.2). 

En effet, on obtient une résolution injective en augmentant le complexe 

* IO = I In= 0 I défini par et pour n > 0 , par l'identité de I . 

Il est alors évident que Hi( TI-l(·) = 0 pour tout i ~ 1 . 

5.4. Lemme. 

Soient O --"r E ~ F ~ G ~ 0 une sui te exacte, (E *, e) une résolu-

* tian injective de E et (G ,g) une résolution de G. Alors il existe une 

résolution * (F ,f) de F , telle que 
i i i 

F = E xG , 

résolution prolongeant u et v 

* * * U * V * E ~ F ~ G 

et des morphismes de 

où 
i 

u est l'injection canonique, et 
i 

V la projection canonique. 

On remarque que la suite 

constitue une résolution de E a Il existe un morphisme de résolutions qui 

prolonge l'identité de E (3. 2) : 

0 

0 

En appelant 

u F gv) GO d 1 
-?E ~ ~ G ~ ---

idl j kO l k1 l k2 

--vE ~ EO ~ E 1 ~ E2 -~ --
i 

w la projection canonique 

* f et la différentielle d de F comme suit 

on définit la flèche , 
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Reste à vérifier les relations de commutation et d'exactitude. On pourra 

se reporter à Cartan Eilenberg, ch.V,§2 pages 79 et 80, qui traite la situation 

duale dans les modules, de façon suffisamment générale. 

5.5. Construction du cobord. 

Si 
U V 

0 --,E ----.:.rF ~ G---,. 0 est une suite exacte, soient * (E ,e) et 

* (G ,g) les résolutions injectives choisies de E et G (5.2). Les objets 

EixGi sont injectifs comme produits directs d'injectifs. La construction du 

(5.4) nous donne donc une résolution injective 

suite exacte de résolutions: 

U V 
0 ~ E ----,,- F ~ G ~ 0 

Les suites O ~ Ei -:LF~ L Gi ~ 0 étant scindées restent exactes 

après transformation par le foncteur T. On obtient une suite exacte de corn-

plexes de groupes abéliens : 

* * ~ Tu TF Tv * 0 ~ TE ~ 
1 

--,. TG --;, 0 • 

La construction a.année au paragraphe (40 4) fournit alors des cobords. 

[ 

Il faut s'assurer de la fonctorialité par rapport aux suites exactes et 

vérifier ·l'exactitudeo 

La construction est indiquée dans Cartan-Eilenberg, ch. V,_§ 2, pages 80 à 82. 
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La fonctorialité du cobord décrit en (4.4) et celle de T donnent le 

résultat voulu. 

* 
Pour l'exactitud.e, on prend u....n. morphisme d.e résolutions (F*,f) .l.....,. (F~,f

1
) 

qui prolonge l'identité de F. 

On a un diagramme 

La sui te du haut est exacte, grâce au théorème du (4. 4) d.e la sui te exacte 

d'homologie. 

Celle du bas, qui nous intéresse, l'est aussi parce que Hi(Tj*) est un iso-

morphisme (5.2) et que les triangles commutent (5o1)o 

On est bien arrivé à un delfoncteur exact et effaçable prolongeant. T 0 

5.6. Fonctorialité par rapport à l'espace de base. 

On se propose de comparer les cohomologies des faisceaux de groupes 

abéliens sur Y et celles -de leurs images réciproques par une application con-

tinue .. f : X - Y • 

* Le morphisme d'adjonction de foncteurs de Cy dans elle-mgme id - f*f 

fournit un morphisme de foncteurs de Cy dans la catégorie des groupes abéliens. 

* Comme le foncteur f est exact, on obtient en le composant avec le del-

:r'oncteùr * (H (X, D), d) un nouveau del.foncteur exac·t 
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* * * (H (X,f .),dof) défini sur cy. 

* Comme le delf oncteur (H (Y,.), d.) est universel, le morphisme en degré· 

* 0 : r( Y,.) -+ r(X,f • ) se prolonge de manière unique en un morph:isme de del-

fdncteurs: 

* * * * (H (Y,.),d)--:--')- (H (X,f .) , dof ). 

6. RESOLUTION D'UN FAISCEAU PAR DES FAISCEAUX DE COHOMOLOGIE NULLE.-

Soit E un faisceau sur X. Une résolution de E par des faisceaux 

injectifs In permet de calculer les groupes HP(E) = HP(rr*) par définition. 

En fait, il suffit, pour connaître HP(E) d'avoir une résolution de E par 

des faisceaux Fn vérifiant ~eulement Hi(Fn) = 0 pour tout i ~ 1 • 

~ morphisme du cobord. itéré. 

1) Soit f o 1 
0 --,. E ---+ F ~ F ~ ••• une résolution quelconque de E. 

Découpons cette ré~olution en petites suites exactes, en posant 

Si (H, ô) 

••• 

s n 

On obtient, au rang n: 

n n n+1 
: 0 ~ C ~F- --,.c ~O. 

est un delfoncteur quelconque,. il résulte de 

Er ... itérant le cobord o ·, on obtient un morphisme : , 

S· un complexe: 
n 

0 Supposons de plus g_ue H = r et regardons le début du complexe attaché à s ·: 
n-1 



0 

0 ___,. rcn-1 ---,. I'Fn-1 ---'t' rcn ~ Ht (cn-1) ---,. H1 (Fn-1) ~ oeo 

i\ 1 !0 

I'Cll /lm r Fn- t ~ 0 

Il 
l\rF*) 

De par la propriété universelle du conoyau n * H (rF ) , il existe ur..e unique 
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flèche e, rendant commutatif le triangle. En composant e avec les mor-

phismes trouvés plus haut, on obU.ent alors un morphisme "du cobord itéré" : 

ri * n -i<· n 
ê (F ) : H (rF ) -➔ H \E). 

On laisse au lecteur li::" soin d I expliquer en quel sens En est un morphisme 

* fonctoriel en F • 

2) Il existe ainsi un cobord j_téré pour une résolution quelconque, et pour un 

delfoncteur (H, ô) qu':':lconque, vérifiant seulement H
0 

- 6 • Si de plus 

(H,o) est exact et si les fa:i.sceauz: F11 
ont une cohomologie nulle, on 

obtient le 

Théorème 1. 

Soit 
f o 1 

0 ----,.E --;,-F ~F ~ ••• une résolution de E par des fais-

ceaux vérifiant .P( Jl) H · F = 0 pour tout p ~ 1 et tout n i O • 

Soit (H,o) un delfoncteur e.x:act. Alors le cobord. itéré ê~*- est un isomor-

En effet, la suite ~.9t2, de cohomologie attachée à s n 
s'écrit alors 

p 11+1) cY p+1 ( _n) 
. u --,. 9 --+ H · ( C =· -:r H C -~ 0 ---,.. • .. • exacte 

et opS est donc un isomor_phisme. De plus, au début de la suite de cohomolo­
n 

gie de s 1 , n-
est nul et H1(cn-1 ) apparaît alors comme un conoyau 



de la flèche 

,.,,,.n-1 n 
J.J: - rc 

et e est donc aussi un isomorphisme, d'où le théorème. 

Un autre morphisme. 

Si 

d'autres morphismes 

n 
a 

est une résolution de E ' 

30. 

on peut définir 

de la manière suivante. On rappelle q_u1 on a choisi une résolution injective 

* (I ,i) de E, et posé par définition: 

* Mais il existe un morphisme de :résolutions a 

(cf plus haut). Alors 
n 

a est induit par 

n Il * a = H -(ra ) • 

* * F - I prolongeant l'identité 

* a : 

On montre alors ( voir Cartan--Eilenberg .Po 91-92) qu.e : 

n(n+1) 

(-1) 2 n 
a 
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7. RESOLUTIONS FLASQUES. 

7.1. Lemme. 

Soit D une sous-catégorie d 1une catégorie abélienne C qui a suffisam-

ment d'injectifs et soit T un foncteur exact à gauche défini sur C à valeurs 

dans la catégorie des groupes abéliens. 

Si les conditions suivanté,s sont réalisées : 

a) Tout injectif est dans D. 

b) Si un objet E de C est dans D, toute suite exacte 

0 -➔ E -+ F -➔ G -➔ 0 dans C est transformé,~ par T en sui.te exacte. 

c) Tout quotient d'objets de D est dans D. 

Alors pour tout objet E de D ' on a 0 pour i> 0 • 

Si E est un objet de D on peut en construire une résolution injective: 

--)- ••• 0 

Le quotient F 1 de EO par E est dans D grâce à a) etc). De proche 

~n proche on voit que les quotients 
i+1 

F de par sont dans D • 

petites sui tes exactes O -➔ Fi -➔ Ei -➔ Fi+ 1 -➔ O sont transformées par T 

Les 

en 

0 ~ TFi. -~ TEi -➔ TFi+ 1 ~ 0 ) i+ 1 ( ) suites exactes ~ ~ ~ grâce à b. Or R TE est .1uste-

ment le quotient de TFi+ 1 par l'image de TEi i >,. 0 et ce quotient est nul.. 

7.2. Définition. 

[ 

Un faisceau est dit flasque 

épimorphismes. 

les morphismes de restriction sont des 
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7.3. Résolution canonique. 

On peut envoyer tout faisceau dans un faisceau flasque de la manière 

suivante. Si X est l'espace de base, on définit Y_!...,. X comme en 2.5. Ceci 

* donne lieu au morphisme canonique d'adjonction E-+ f*f E de faisceaux sur X o 

C'est un monomorphisme., parce que f est surjective. 

De plus, tout faisceau sur un espace discret est évidemment flasque, et 

l'image directe d'un faisceau flasque par une application continue est flasque 

* le faisceau f*f E est donc flasque. 

On obtient ainsi une résolution 

0 a0 
1 

0 ---?"E ~E ~E --,.--

où les Ei sont flasques en prenant et 

La construction est visiblement fonctorielle. 

7.4. Montrons.que les faisceaux flasques sur un espace X forment une catégorie 

du type signalé au lemme 7.1, relativement au foncteur r(x,.) 

a) Soit I un faisceau injectif sur X. On peut l'envoyer dans le 

faisceau flasque * f f I 
* 

par un monomorphisme, qui admet une rétraction r 

puisque I est injectif. Considérons le diagramme 

( r r(x) 
r X 

l 
r(u) ~ r(u) 

Les flèches horizontales sont des rétractions, donc des épimorphismes. 

La flèche de gauche est un épimorphi.sme, donc celle de droite aussi. I est 

flasque. 



b) etc) Godement, pages 148 et 149. 

7.5. La cohomologie pourra se calculer à l'aide des résolutions flasques, comme 

on a vu au §6 du guide. 

La résolution canonique présente le double avantage d'être fonctorielle, 

donc de fournir les images des mo:rphismes par· le delf oncteur universel 

* (H (x,.),d) et d'éviter le choix de résolutions injectives. 

s. LE THEOREME DE RHAM. 

Situation et énoncé. 

Sqit V une variété différentiable C
00 

para compacte (c'est-à-dire une 

variété dont les composantes connexes sont dénombrables à l'infini). 

On considère sur V le faisceau constant Œy (faisceau associé au pr~-

faisceau constant U - R), et les faiscea"v (~i) 
.....,.._ bG i~O 

i 
Q étant le faisceau 

des germes de formes différentielles 

* On a un complexe (Q) : 
d d 

0 ~ ~ ~ Qo ~ Q1 • e O· 

00 

C de degré i • 

-,.. .... 
d

0 
envoyant.~ sur les germes d'applications localement constantes, et 

pour· i ~ 1 étant la différentielle extérieure. 

d. 
l 

* Q · est. une résolution de Il\ d'après le lemme de Poincaré (voir ·H. Cartan 

Formes différentielles (Hermann) p.39,· ch.II, th. 2.1.2.:1 ). 

D'après (§6) on a des morphismes de cobord itéré : 

Le. théorème de Rham affirme. que ce sont des isomorphismes. 
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D'après le paragraphe 6, il suffj.t d.e montrer que : 

V i > o 

Cela résulte de la : 

Proposition 1. Soit V une variété 
00 

C paracompacte, et F un faisceau de 

0 
Q -modules. On a : 

Vi > o 

La proposition se déduira des proposi tians 2 et 3o Auparava.'1 t, dégageor-.s deux 

lemmes, et une définition 

Définition. Soient X un espace topologique et Z un sytème cofinal de recouvre-

ments de X, enfin F un faisceau d.e groupes abéliens sur X. On dit que F 

vérifie P(z) lorsque : 

V (f .. ) E Il 
2 

F(U. n U.) vérifiant pour tous i, j et 
lJ (i,j)(I l J 

k f ij + f jk + f kj = O 

pour tous i et j , 

sur u.n u.nuk, 
l J 

il existe 

f . . = À. . - À. . sur U . f) U . • 
lJ J l l J 

Il F(U.) 
J. 

iEI 
tel que 

Lemme 1. Si (X f3 O~F-~G~K-_,,.O est une suite exacte de faisceaux où F 

vé.rifie P(Z), alors la suite 0 ---'Y F(X) tl!2 G(X) f3(Xt K(X) _.,. 0 est exacte. 

Soit en effet k E K(X). Comme f3 est localement surjective, il existe un recou-

vrement (ui) de X qu'on peut supposer appartenir à Z, et une famille 

(g.) E 11 G(U.) 
1 

iEI 
1 

telle que kl U = f3 ( U. ) g. o AloI·s 
. J. l 

]. 

f3(uin uj)(gilu.nu. -gjlu.nu) = 0 • 
l ;J l J 

Donc il existe une farn:i.lle r.. E F(u.n u.) 
lJ l ,J 

telle que a(f .. ) = g. - g. • 
lJ J l 

étant injective, comme a(f . . + f .k + fk.) - 0 
J.J J l 

sur U. n U. 0 Uk 
l J 

alors 

f .. + f. k +fki = 0 sur le o •• page 35 o •• 
. J.J . J 

Et a 
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même ouvert, quels que soient i, j et ko De (P(z)) on d.éduit qu'il existe 

une famille À.. E:'f(u.) 
l l 

telle que f .. ,-=: À..-À. 
l~) l J 

sur u. nu .• 
l J 

Posant g! = g. - o:(U. )(À..) C G(U. ). 
l l l l l ' 

on obs<::rve que les se recollent en 

g 1 E: G(X), et on vérifie que : ~ (g•) :=: k car : 

Vi € I ~(u.)(g' lu)= ~(u.)(g!) = ~(u.)(g.-o:(u.X'r,...)) = ~(u.)(g.) = kju. 
l . l l J. J. 11 l J. J. 

J. 

puisque ~(u.) o cx(u.) =o. 
l l 

Lemme 2. Sous les hypothèses du lemme 1 1 H1 (x,'f) = 0. 

En effet soit O -> c;:-> G -> K _,. O une sui te exacte avec G injectif. Alors la 

suite : 

est exacte et d' ap:r.ès le lemme 1, ceci entra1ne que H 1 (X,'f) = Ô o 

Proposition 2. Soit X un espace topologique. z une famille cofinale de 

recouvrements de X. 

Soit A une classe de faisceaux sur X vérifiant les propriétés suivantes 

1) P(z) 

2) (Q) \J H E: A 3 0 _,. H -> K ....,. L _,. 0 exacte avec K injectif et 

K,L €A. 

Alors VF C A Vn ~ 1 

On rai;:ionne par récurrence sur n >,. 1 • 

D'après le lemme 2, H
1(x,F) = 0. 

Supposons que pour n ~ p 

Soi.t, alors O -> F -> G -> K _,. 0 une sui te exacte d I objets de A telle que G 

soit.irijectif, suite dont (Q) garantit l'existence. 



On a la suite exacte : 

dont les deux extrémi.tés sont nulles, RP(x, K) d'après l 1hypothèse de récû.rrence 1 

Hp+î (X,G) parce-que G est injectiL Donc : HP+1 (X,F) = O • 

Pro11osition 3. Soit V une variété paraco.mpacteo Z la classe des recouvrements 

de V tels qu'un ouvert de ce recouvr-ement n'en :rencontre qu'u..11. nombre fini 

d'autreso Soit A la classe des faj_sceau.,t de modules sur Q
0 

• Alors : 

Z est un ensemble co.final de recouvrements de V. 

A vérifie P(z) et (Q). 

Le premier point est : 

1) A vérifie (Q). Cela provient de ce que la const:cu_ct:ion classiqu_e 

du plongement d'un faisceau dans un faisceau injectif ne fait pas sortir de la 

catégorie des modulea sur un faisceau d'anneaux: si on y est déjà,et que le quo-

tient d'un faisceau de mod.ules par un aut:re est encore un faisceau de moduleso 

2) A vérifie p(z). Soit M un Q -module. 
0 

Soit (u)iH un recouvrement ouvert de V appartenant à z .et soit 

m E II M(Ui n UJ.) tel que Y(i,j~k) E: 13 on ait 
(i,j)H

2 

sur 
CX) 

U n U n U Il existe alor8 une ·_par_tition C de l 1uni té sur V subor-• Il • Il k 0 

1 J 

donnée au recouvrement (ui\n (G. de Rham, Variétés différentiables, ch.I, 

~2, th.1, p.4, Hermann) c'est-à-dire qu'il existe : 

èt-telles que 

1 ) des fermés 

2) des fonctions 
CX) 

C 

V.CU. 
l 1 

cpi : V - IR à support contenu dans 

Vx EV I: rp. Cx) -- 1 • 
• I""[ 1 

lt" .. 

V. 
1 



La somme n. = L <pi m .. 
J iEI Ji 

est défini<?. sur 

on a 

u. 
J 

(et même su:r V) 

37. 

et sur U. O U . ,­
i J 



!E~INAIRE DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE d'ORSAY 

~n~êe 1969 /70 

itrage provisoire 

Exposé I: Facteurs représentables 

d'après un exposé de MBOGLE-TCHEK 

la- Catégories de foncteurs 

A toute (petit~ catégorie c, on associe une catégorie ê ainsi 

définie 

a. ) le·s objets de 
.... . 
C sont les foncteurs contravariants de C 

dans la catégorie Ens des (petits) ensembles, 

b) les morphismes de l'objet X de ê dans l'objet Y de ê 
sont les morphismes fonctoriels de X dans Y , que l'on compose 

de manière èvidente. 

Soit X un objet fixê de C • ~our tout objet ~ de C (resv. 

toute flèche <t,:: T --..T' de c). on pose 

X ( T ) = H o:ciC ( T , X) 

X(q,) = (iµ ___.,. ;/loq,) : Homc•(T' ,X)~ Hom..,(T,X). 
Alors (T ~ X(T), f--+ X(f)) est un élement de êv, que l'on note 

hx (et que l'on notera simplement X dès qu'on aura justifié cet 

abus). 

Si f:X·-t Y est une flèche de C , on note hf le morphisme 

i'onctorie.lde hx dana hy d€fini de la manière suivante : pour tout 

TEC I hf(T) envoie l'élément t de X(T)= Homc(T,X) dans l'élément 

i'blj, de Y(T)=Homc(T,Y). On a ainsi dEfini un foncteur covariant 
.... 

h : C » C • 

.... 
Lemme~ Yoneda. Si x,c et F€C l'a.p;p1icàtion : 

Home(hX,F) - F(X) telle que y(u)=u(X)(IdX) ~ bijective. 

En effet, définissons une application ô:F(X)--+ Horr.e(hX,F) ; 

fj ~EF(X), alors ô(E;) est le morphisme fonctorielqui associe à 

~haque T~C l'application_$ --+F(lfJ) (E;) de X(T) dans F(T). 

~~ est clair que y(ô(E;)) = F(idX)(E;)=idF(X)(t)=t , donc yoô=id; 
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inversement , si u:hX ~F est un morphisme fonctoriel, si T~C 

et si· 1µfX(T), le diagramme commutatiJ.'. 

X(X)=Homc(x,x) u(X) "F(X) 

X(ijJ)t t F(~) 

X(T)==Homc(T,X) u(T) > F(T) 

montre que ô(y(u)J(T)(t/J)=F(t/J)(y(u)]=F{tJJ)[u(X)(idx)}= 

u(T)[X(lj,)(idx)}=u(T)(idxot/J)=u{T)(tJJ), donc ôoy=id. 

En particulier, prenons 

Homc(X,Y) et t/J€X(T), on a 

ô(~)=h~ • On en conclut 

F=hy, où Y€C ; si ~~ F(X) = 

ô(~)(t/J)=F{t/J)(~)=~oiji=h~(iji) , donc 

Proposition. Le foncteur h:C ~ê est pleinement fidèle: si 

X,YEC, l'application canonique f ~ hf ~ Homc(X,Y) dans 

Home(hX,hY) est bijective. 

2.- Foncteurs au-dessus d'un objet. 
.... 

Dans ce n°, on fixe un foncteur F€C • On note C/F la catégorie 

sui vante : 

a) les objets dé C/F sont les couples (X,a:) ou X~C et 

a:~ F(X) , 

b) les morphismes de l'objet (X,a:) dans l'objet (Y,B) sont 

1es éléments ♦ de Homc(X,Y) tels que F(t)(a:)=s , 

c) la composition des morphismes de C/F est induite par la 

composition des morphismes de C • 

On note J.F le foncteur C /F ~ C qui associe X à (X,cx:) 

et t a t avec les notations précédentes. 

Exemnles l) Supposons oue F soit un foncteur final, c'est-à-dire 

que Card F(X)=l pour tout XEC • Alors iF:C /F ~ C est un isomor­

~hisme ~ catégories. 

2) Supposons plus généralement que Card F(X)~l pour X€C ; 

~;i.ors iF:C /F ~ C induit un isomorphisme de C /F sur la sous-caté­

J<c;,·rie pleine C' de C formée des S€C tels que F(S) #: '/). 
3) Si F=hs, où S€C , la catégorie C/F que l'on note 

•ws s i C / S est la c a té go rie des o b j et s ~ C au- des sus de S , dont 

•~~ objets sont les flèches de C de but S et les morphismes les 

f'r,fila.ngles commutatifs. 
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Soit f:G ~ F un mor~sme de ê, i.e. un élément de ê/F. 

On note «F(f) l'élément de C/F tel que 

a:F ( f) (X, a:) = f (X)- l ( a:) c G (X) 

pour (X,«)tC /F et que a:F(f) ( <J,) soit induit par f( <j>) pour toute 

flèche (j> de C/F. De même, pour tout morphisme 

G ~ G' 

f\ /f' 
F 

de 

tel que 

, on note a:F(h) le morphisme fonctoriel a:F(f)--..;> a:F(f'') 

a:F(h)(X,éi) soit induit par h(X) pour tout XE'.C • 

Proposition 

catégories. 

Le foncteur 
A 

-4 C /F est une équivalence de 

En effet , on construit un foncteur quasi-inverse eF:D/F _,,e/F 
.A. 

associant .... tout foncteur A~C/F la fleche f:G ~F de e telle en a 

que pour X€C, G(X) soit la somme disjointe des A( X,f,;) pour f,; 

p.arcourant F(X) et f(X) :· -G(X} ~ Fl.Xl: oJ.e.;;p:rojeétion ,~!idente. 

Exemple. Soit f:G ~ F comme ci-dessus, et doit h:F'--+ Fun morphisme 

de ê • Posons G' = GXFF' ; pour Xe:C , on a donc 

G' (X)= { ( u, v) G ( X )·XF' (X) t f' (X) ( u) =h (X)( v)} • 

Calculons «F,(f') où 1':G' ~ F' est la projection canonique. Si 

(x9a:I) C /F' t on a 

o.ù 

«F 1 (f')(X«') = f'(X)- 1 (a:•) = f(X)- 1 [h(X)(«')]= F(f)(X,«) 

a: = h(X) («') F(X). On a donc 

a:F' (f') = a:F(f)o i 

9Ù i: C/F'~c/F est le foncteur (x,a:•)~(X,«) 

3.- Foncteurs représentables. 

A partir de maintenant, on identifie C à une sous-catégorie 
... 
C 

... .... grace a h. On note donc X le foncteur hx. De même on 

â.,dentifie F(X) et Homê(X,F) grâce au lemme de Yoneda. 

Remarquons que les foncteur a: sont compatibles avec les 
FA 

j-enti.fications C /F C ê /F et C /F C.. C /F • 
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Dans la suite, pour simplifier l'écriture, nous restreindrons l'étude 

des catégories C/H au cas où H€C , Le cas général Hea est identique, 

· modulo les modifications d'écriture évidentes. 
~ 

Soit donc S~C • On dit qu'un foncteur F€C/S est représentable 

s'il est isomorphe à un objet de C /SC C~ ,Plus précisément, ~ repré­

sentant~ F est un couple (x--.s,~), où X--+S est un objet 

de C /S et où ~EF(X), (on écrit F(X) pour F(X ~ S)) tel que le 

morphisme fonctoriel u:hX ➔ 'S ~ F tel que y(u)=~ (lemme de Yoneda) 

soit un i~omorphisme~ c'est-à-dire que la condition suivante soit 

·satisfaite : 

(u) Pour tout objet T ~ s de C /S et tout a:€F( T) , il existe un -
s- mor12hisme f:T ~ T unique tel-~ a: = F(f)(~). 

Si (X -4 S,t) et (X' ~ s, t' ) sont deux représentants de 

F 
' 

il résulte de (u) qu'il existe un unique s-morphisme 4>: X X' 
tel que F(<j>)(~•)= t et que <I> est un isomorphisme. 
i 

Plus généralement, si (X~ S,t) représente le foncteur F 

et (Y-+ S,n) le foncteur G , et ~-i u:F--+ G est un morphisme de 

foncteurs ; il existe un.unique S-morphisme 

G(<l>)(n) = u(X)(~) ; pour tout objet T-+ S 

S-morphismes uniques f:T --,. X 

4>:X-. Y tel que 

de c18 , et tout 

et g:T --+ Y tels que ccE.'.F(T) , les 

·'a:=F ( f) ( e; ) et u(T)(a:) = G(g)(n) sont tels que g=<j>of. On dit alors 

_que <I> représente le morphisme u. 

lxemples 1. Prenons C la catégorie opposée à celle des anneaux, 

·.\P_ our S un anneau A , pour F le foncteur B -+ HomA d 1 (M ,B) -mou es 
i~- M est un A-module. Ce foncteur est représentable : il existe un 

anneau SA {M), un homomorphisme A--+ SA (M) et une application 

• . .;A-linéaire ~ :M --+ SA (M) tels que : pour tout anneau B , f _. fo t 
1:eat une bijective de HomA 1 'b (SA(M),B) sur HomA d 1 (M,B), ,...,,_ · -a ge res -mo u es 
~n dit que la ~-algèbre SA(M)(muni de·; ) est l'algèbre symétrique 

ife M • 

llî~mple 2, Prenons pour C la catégorie des schémas, Soit S(C et 

:l,ç;,it E un os-module quasi-cohérent. on définit F:Sch/S --+Ens par 

F(p:T ~ S)=Homo (E~o OT' OT) ~ Homos(E,p*(OT)). 
T S 
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Ce foncteur est représentable: il existe un $-schéma X= V(E) et un 

ox-homorphisme ~ :E© 0 OX ~ OX telsque, pour touts-schéma T et 
s 

tout cl> :Ee 0 OT ~ OT --+ OT , il exis·te un S-morphisme f:T ~V(E), 
s 

unique, tel que • provienne de ~ 

le fibré vectoriel associé à E. 

grace à ~. On appelle V(E) 

Par exemple, si S=Spec A et E=~, on peut prendre X=Spec SA(M). 

Exemple 3~ Soient S et E comme ci-dessua. On définit un foncteur 

G par 

G(T ➔ S) = {sous-OT-modules F de 

(te 0 OT)/F soit inversible J. 
s 

E©0 OT tels que 
s 

Alors G est représentable par un couple (F(E), F 0 ) où œ(E) est 

un S-schéma et F~~G(œ(E)). On appelle ~(E) le fibré projectif 

associé à Eo On pose OP(E)(l) = (E8 0 OP(E))/F 0 et -on a µp fipimor-
S 

phisme canonique 

Soit E' un autre 0 8 -module quasi-cohérent, posons 
('è. 

I" = ESE' 
' 

B" 

et soient 

morphisme 

G' et 

canonique 

G" les foncteurs définis par E• et 
À 

0 On a un de C/S 
u:GxGt -> G" : 

pour chaque T ~s,u(T) est le morphisme 

G(T)xG'(T) ~ G"{T) 

aui associe à FcE®o OT et 
s 

le sous-module 

.._{E8 O )8 F' -+: F8 0 (E'So OT))cE"8 0 OT • Ce morphisme est repré-
0s T OT T S s 

~'nté par le morphisme~ Segre 

QUi est une immersion fermée). 



Exemple 4~ 

telle que 

( *) 

On définit 

Soit p une "propriété éventuelle" d'un objet de C/S 

si Hom8 'T~T)~,, 
....... 

un foncteur H€C/S 

H(T) =~si P(T) 

alors P(T' :=;a P(T') • 

par 

est faux, 

si P{T) est vrai ; 

-6-

si fiHom 8 (T' ,T) , H(f) est l'unique application de H(T) dans H(T') • 

. Dire que 

un objet 

le 

X 

foncteur H est 

~ s de C/S tel 

Card Hom0 (T,X) = 
0 

Card Hom8 (T,X) = 

représ entable revient ' dire a il existe 

que P(X) soit vrai et que 

0 ~ P(T) est faux 

l ~ P(T) est vrai. 

Autrement dit I X ~ S est un monomorphisme, et P(T) est vrai si 

et seulement si T ~ S se factorise par X. On dit parfois que H 

est le foncteur qui rend la propriété vraie, ou que X est l'objet de 

;C /S qui rend ,!!: propriété P vraie. 

Donnons un exempleo On prend C = Sch et pour P la. propriété 

"Zx T est plat sur T" où Z est un S-schéma fixé ; on verra. dans . s 
ia suite que le foncteur correspondant est bien représentable, pourvu 

que Z soit propre et de présentation finie sur S o 

4~- Morphismes représentables 

.... 
Soit d'abord S€C et soit u: F--.+ S un objet de c18 e Il 

~evient au m~me de dire que F est représentable (comme foncteur sur 

c, = ~ifinal) ou que a:F(f)E.C/S l'est. 

Prenons plus généralement un morphisme u:F ~ G de e. 
tln dit que u est représentable s'il satisfait aux conditions 

.~quivalentes suivantes : 

( i) Pour tout objet S de C et tout morphisme S --+ G le 

p.r.roduit fibré FXGS est représentable. 

(ii) Pour tout objet S de C et tout n~G(S) le foncteur 

--+ {(x,cr:)I x~F(T),cx:T-+ s, F(«)(n)=u(T)(x)} sur C est représentable, 
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(iii) Pour tout objet S de C et tout 

Fn: (a::T ~ S)---') {x~F(T) ]F(=)(n)=u(T)(x)J 

table. 

n€G(S), le foncteur 

On a trivalement 

Propositiono Supposons ~l!:: catégorie 

~ ~ G soit représentable._ Pour~-

il faut et il suffit qUe . F _:"_il:':aoito 

sur c 18 est représen-

C possède~ produits fibzés 

u:F __. G soit représentable, 

Soit ·M un ensemble de morphisme de C tel que pour tout carré 

cartésien T ~ S de C où ueM, alors u'EM. 
u' 1 1 u 

':/ "' 
T •~ S' 

On dit que le morphisme u:F-+ G de e est représenta­

~ .P.!!: éléments de M s'il est·· reprês entable et si, dans la situation 

de (iii), le morphisme X-+ S qui.représente F est_un élément de 

M. Si u est un morphisme de e, il est clair qu'il est repré~enta­

ble par éléments de M si et seulement si il appartien~i M. 

Comme exemple, prenon.s C=Sch/S, soient E et F 

.modules quasi-cohérents, et considérons les deux foncteurs 

tels que 

F(T) = Homo (E90 OT,F00 OT) 
T S S 

deux· O -s 
F et G 

et que G(T) soit le sous-ensemble de F(T) formé des épimorphismes. 

Alors l'injection canonique G ~ F est· représentable par immersions 

ouvertes ~ pour tout T--+ S et tout n€F(T) = Hom0 (E8 0 T.Fe 0 OT), 

1 F ( ) o .... . • l T S.,. .... S e foncteur n= Sch/T --+Ens est defini par ~ propriete P 

suivante ~ on a P(U) si et seulement si nTx idu est un épimorphisme. 

Il résulte alors facilement du lemme de Nakayama que Fn est un sous-
.· ,. 
~chema ouvert de To 
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Présentation finie 
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I. ALGEBRES DE PRESENTATION FINIE 

MORPHISMES DE P~NrATION_fINIE. 

1.1 Définition: Une A-algèbre B est dite de présentation finie si elle 

est isomorphe au quotient d'une algebre de polynômes A[X
1

, ... ,xnJ par 

un idéal de type fini de A[x1, ... ,xJ. 

1.2 Remarques : Si l'anneau A est néothérien une A-ai.r-/bre B est de 

présentation finie si et seulement si elle est de type fini. 

- Si f€A, la A-algèbre Af est de présentation finie puisque 

1.3 Transitivité : Si B est une A-algèbre de présentation finie et si 

C est une B algèbre de présentation finie, alors C est une A-algèbre 

de présentation finie. 

1. 4 L __ emme : Soit (A<:>< ) ,, ... 1 système inductl.I filtrant d'anneaux, de limite 
~ °'E-L -., 

inductive A. Si B est une A-algèbre de présentation finie, il existe un 

indice <:::,,(, et une Act ~-algèbre de présentation finie B'"' telle que B soit 

isomorphe à A ~ Aa< B"' 

Pre~ : Par défini tian, B est isomorphe à un quotient A[x1, ... ,xJ /I , 

où I est de type fini. Soit P
1

, ... ,P un système de générateurs de r I . 

L étant filtrEù,Lt, · iJ. existe un o< tel que l'image de Ao< par l 'applica-

tion canonique A 

existe donc des polynômes Q1' 

cp oc: ( Qi) = P. ' 1~i~r . Soit I"' 
J. 

Q. . Alors 
J. 

I est l'image de 

c;:ontiem,e to•1.:;, les coefficients des P .• Il 
J. 

... ,~ de A.,c[ x 1 , .•• ,xn] tels que 

l'idéal de A [x 1 , •.• ,x] engendré ,_,!?:-r les 
o:. n -" 

Iae ~A~ dans A[x 1 , ... ,xJ = A ~ AA 1 x1 ' .. ,x 1-
"" n 



Il suffit de poser B = A [x 1 , •.• ,xnJ /I 

1.5 Exemple : Soit A un anneau. A est limite inductive filtrante de 

ses sous-anneaux de type fini, cea-lrà-dire de ses sous-Z algèbres de type 

fini. On voit donc que B est de présentation finie sur A si et seule-

ment s'il existe un sous anneau A 
0 

de type fini de A et une A -algèbre 
0 

de type fini B 
0 

telle que B::.. A ©A B
0 

• 

0 , 

1.6 Lemme: Si ~: B --+c est un homomorphisme surjectif de A-Algèbres 

de présentation finie, alors Ker(~) est un idéal de type fini de B. 

Preuve: D'après 1.5 il existe un sous-anneau de type fini A 
0 

de A et 

une A
0
-algèbre de type fini C

0 
telle que C = A QQA C

0
• Soit p la 

0 . 

projection canonique de A[x
1

, ••• ,xn] sur B = A[X1, ••• ,Xn1;r· On peut 

choisir A assez grand pour qu'il existe des s.EC tels que 
0 J. 0 

1QQA si= ~(p(\)). Soit n 1, ..• ,ns un système de générateurs de C 
0 

sur 
0 

A • On a alors des relations polynomiales 
0 

à coefficients dans A, et on peut encore 

que n. = Q.(s
1

, ••• ,s) 
J J n 

de sorte que les 

1~A T)i = Q. ( 1~A s. , ••• , 1~A s ) 
o J 'OJ. on 

prendre A assez grand pour 
0 

s. ,engendrant 
J. . . 

C. De même, si 
(') 

engendrant l'idéal I , on a P.(ic:1, ••• ,s) = o 
J n 

pour A 
0 

assez 

grand. 

L'homomorphisme de A [x
1 

, ••• ,X } 
o n 

dans C 
0 

factorise alors à travers un homomorphisme 

sur c
0

• On a alors ~ = 1A~A ~o et Ker ~ 
0 

dans B donc est de type fini. 

qui envoie xi sur si se 

~
0 

de B = A [x1 , •• ,x ] /(p . P ) 
0 0 n• 1'""'n 

est l'image de A ~A Ker ~o 
0 

1.7 Lemme: Soit B une A -algèbre et (fi) une famille d'éléments de B 

tels que la famille (D(fi)) recouvre Spec B (de sorte que 1=I: x .. f.;x.'EB). 
,J. J. l. 

Si Bfi est une A-algèbre de présentation finie sur A pour tout i, 

alors B est de présentation finie sur A. 

Preuve: Faisons parcourir à B 
0 

et les x. • . l. 

les sous-· A-algèbres de type fini de B 



On a donc B = lim B 
~ 0 

et et on peut remarquer que pour B 
0 

3 -

assez grand on a B
0
fi = Bfi ; les Bfi étant de type fini sur A. D'où 

II B 
i 0 fi 

Puisque II B 
0 fi 

= II Bf. = II (B 6o B ) = B 6o (II B ) 
. J. -:B of. -:B of. 
J. 1, 0 J. 0 J. 

est fidèlement plat sur B (BhKi Alg corn II §5 n° 1), on 
0 

en déduit que B = B
0

; B est donc de la forme A[X1, ••• ,Xn1/r. 

Soient Qi , Pi des représentants de ï , fi dans A[x1, ... ,xnJ et 

engendré par· · 1 - E Q. P. • Alors 
J. J. 

(A[X1,···,Xn]/I'\. est de présentation finie sur A. D'après (1.6), le 
J. 

noyau (I /I, )P. 
J. 

de l'application (A[x1 , ... ,Xn]/I')P.---+ Bf. est de 
J. J. 

type fini. Donc I/Il est de type fini (BhKi Alg. corn II§ 5. n°1) ainsi 

que I • 

1.8 Définition. Un morphisme de schémas f: X ~y est dit localement 

de présentation finie si, pour tout xEX, il existe des ouverts affines U 

de X et V de y tels que xEU, f(x)EV, f(U) c V -et que 

soit i.w.e· r(v,~)-algèbre de présentation finie. 

1. 8. 1 Rappels : Un morphisme de schémas f : X ~ Y est dit quasi­

compact si l'image réciproque f- 1(u) d'un ouvert quasi-comJJact de Y est 

quasi-compacte. 

Un morphisme de schémas X-----, Y est dit guaai--sé-paré si le· morphisme 

diagonal t:,. • : X ~ X x YX est quasi compact. 
g 

Les deux notions ci-dessus sont stables par changement de base. 

Un schéma X est· dit qua.si séparé si le morphisme X ~ Spec 7 est quasi 

séparé 0 Il revient au même de dire que l'intersection de deux ouverts quasi 

compacts de X est quasi compacte. (il suffit d'ailleurs de vérifier cette 

propriété pour un recouvrement de X formé d'ouverts quasi compacts). 

Si X est quasi séparé, tout morphisme x~y est quasi séparé car la 

propriété de quasi séparation est stable par composition et que si gof est 

quasi sépar.é alors f est quasi séparé. 



1.9 Définition: Un morphisme de schémas f: X ~y est dit de présenta­

tion finie s'il est localement de présentation finie, quasi-compact et quasi-

séparé. 

1.10 Proposition: Soit ~: A ~B un morphisme d'anneaux 

Les conditions suivantes sont équivalentes 

(i) Best une A-algèbre de présentation finie. 

(ii) Le morphisme f = Spec ~ : Spec B ~ Spec A est localement de 
présentation finie. 

(iii) Spec ~ est de présentation finie. 

Preuve : (i) => (ii) trivialement 

(ii) # (iii) puisque Spec ~ est quasi compact et quas~ séparé puisque 

Spec B est un schéma quasi-séparé 

(ii) =;> (i) Posons X = Spec B , Y = Spec A. Si xEX il existe des 

ouverts affines U = Spec B' , V= Spec A' de X et Y tels que 

xEU, f(x) EV, f(U) c V et B' soit une A'-algèbre de pr€sentation 

finie. Il existe tEA tel que f(x)EY c V. 
t 

on a alors r(r-
1 

(Yt)nu,ox) = r(u~(t)'ox) = r(u,ox\(t) = B'~(t) • 

r(u~(t)'OX) est donc de présentation finie sur r(v,oY)t = At , donc 

aussi sur A. Quitte à remplacer U par Uf(t) 

que V= Y. Dans ce cas il existe sEB tel que 

on peut donc supposer 

x€X c U; on a alors 
s 

r:(X ,OX) = r(U ,OX) = B et B est une A-algèbre de présentation finie s s s s 

En recouvrant X par un nombre fini de tels X 
s 

on conclut avec le lemme (1.7). 

1 .11 Corollaire : Soient f : X __ _,,.y un morphisme de schémas localement 

de présentation finie, U' et V' des ouverts affines de X et Y tels 

que f (U') c V' 

Alors r(U',Ox) est une r(V',Oy)-algèbre de présentation finie. 

Preuve: D'après 1.10, il suffit de montrer que le morphisme f' : U' -➔ v 1 

induit par f est localement de présentation fini. Soit xEU' et soient 

U et V choisis comme dans 1.8. Il existe tE .r(v,~) tel que 
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f(x) E vt CVr,V'. r(f-
1

(vt)nu,ox) = r(u,ox\ 

finie sur r(vt,OY) • 

est donc de présentation 

Il existe tel que 

Puisque r(u
8

,0X) = r(u,oX)ts' , r(us,OX) est de présentation finie sur 

r(vt,oY) et on a bien f(x) C vt C V 1 et f(Us) C vt. 

1.12 Corollaire: Un morphisme de schémas f: X----+Y est de présentation 

finie si et seulement si Y et X peuvent être recouverts par des 

ouverts affines Y. , X. . tels que 
l. l.J 

a) Pour i fixé, les X .. soient en nombre fini et recouvrent f- 1 (Y.) 
l.J l. 

b) Pour tout triplet (i,j,1), X. ,()X.
1 

soit quasi-compact 
lJ l. 

c) Pour tout couple (i 'j) ' r( ........ ,ux) soit une r(Y., Oy)-algèbre de 
l. 'J 1. 

présentation finie. 

Preuve: Cela résulte de 1.11 et des définitions. 

1.13 Proposition: Soient X, Y deux schémas, j: X ~y une immersion, 

U un ouvert de Y tel que j(X) soit fermé dans U. J l'idéal quasi­

cohérent de OU définit pour le sous schéma fermé de Y associé à j. 

Pour que j soit localement de présentation finie, il faut et il suffit 

que J soit un OU-module de type fini. 

Preuve: Résulte de 1.6 

1.14 Proposition: a) Le composé de deux morphismes localement de présenta-

tion finie (resp. présentation· finie) est localement de présentation finie 

(resp. présentation finie). 

b) Considérons le diagramme 

X <:---

g 

Si f est localement de présentation finie (resp de présentation finie) 

alors fy, est localement de présentation finie (resp de présentation finie) 
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c) Si goL et. g sont localement de présentation finie (resp si gof est 

de présentation finie et si g est quasi-séparé et localement de présenta­

tion finie) alors f est localement de présentation finie (resp de présen­

tation finie). 

Preuve: résulte des définitions 1.8 et 1.9 et de ce que les notions de mor­

phismes quasi-compacts et quasi-séparés sont stables par changement de base 

a) résulte de 1.11 et de la stabilité des morphismes quasi compacts et quasi 

séparés par composition. 

c) Montrons par exemple le cas des morphismes de présentation finie. 

Soit f : X --> Y et g : Y ~ B. f est le composé des morphismes 

où y est le morphisme graphe des composantes idX 

et f et où (gf)y est de présentation finie d'après b) 

Il suffit donc, d'après a), de montrer que y est de présentation finie. 

par le changement de base f x idY 
z 

Or y se déduit de 6y; =-Y~ Y x Y 
z .g 

Comme est quasi séparé (puisque c'est un mono~orphisme), et quasi-

compact, il reste à voir que est localement de présentation finie 

On se ramène pour cela au cas affine. Il s'agit alors-de montrer que le noyau 

de l'application canonique de r(Y,OY) ~ r(Y,OY) dans r(Y,OY) est de 
r(z,o~)-

type fini. C'est vrai, car si est un système de générateurs de 

sur 
, 

ce noyau est engendre par les g_ ~ 1 - 1 ~ g .• 
l. l. 



II, PASSAGE A LA LIMITE INDUCTIVE 

DANS LES ANNEAUX 

2.10 Introduction: On se donne un ensemble I , préordonné filtrant croissant, 

(AÀ, ~µÀ)ÀtI un système inductif d'an­

neaux de limite inductive A , et un ~ -schéma XQ( 
0 

possédant un plus petit élément a 

Posons pour tout À.tI , \ = Xe<~ AiKAÀ. et X = Xo<. ~A} 

Il est clair que les schémas XÀ forment un système projectif et. on verra que 

X est une limite projective de ce système dans la catégorie des schémas. 

On cherche des conditions sur les et sur X Cl( pour obtenir des énoncés du 

genre: Pour que X possède une propriété P il faut et il suffit qu'il existe 

tel que pour tout 

2.1.1, Exemples~ 

µ~À, X ait la propriété P. 
µ 

2o 1.1.1 Soit f : X~ Spec A un morphisme de schémas.; soit y( Spec A • 

Supposons que f- 1 (Spec A)= B ait une certaine propriété 
y 

P. On sait que 

;A = li.m At , t€A-p 
y -

et on verra que sur les spectres ceci correspond à l'iso-

,morphisme Spec AY ."' lim Uo< , . U o< parcourant l'ensemble des voisinnages ouverts 

i;cfo y • On pose X a, :-;-
1 

(U °' ) . Il est clair que 23 = lim X oc et que les X oc:: 
~ 

;t,.Jirment un système projectif du type décrit plus haut. 

Si · ~ vérifie P on pourra trouver un voisinnage f-
1 (Uoc ) de la fibre de y 

liui vérifie P • ~- ., 

~Pt: ,par exemple on prend Y = Spec Z et y = 0 , chaque UÀ peut s 'int.erpréter 

ll;yïme le complémentaire d'un ensemble fini de nombres premiers. Si on connait 

l,IM) propiré.té de la fibre generique (i-e d'un ·Q-schéma) on pourra en déduire la 

--~,.1:1ipropr:i.etê pour les fïbres sur presque tous lea nombres premiers P • 
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ramener au cas d 0un corps, extension de type fini de k,, 

2.1.1.3. Si Y= Spec A, on considérera A comme limite induct~ve de ses 

sous-anneaux, qui sont des ~-algèbres de type fini, et on pourra ainsi se 

ramener à des situations au-dessus du spectre d 1une telle algèbre (et éliminer 

les hypothèses nœthé"ciennesdans des théorèmes d1i type "propriétés topologiques 

des morphismes plats 111
). 

2.2. Svstèmes inductifs d 1 anneaux 

Soit (AÀ., cp ) un système inductif filtrant dvanneaux., On se propose 
µ11. i\(I 

Proposition: Si µ~À. notons u,. le morphisme 
/\.µ 

.::;orrespondant à cpµÀ, alors (Spec AÀ.~ u"-µ) forme un système projectif dont 

la limite, dans la catégorie des schémas et dans la catégorie des espaces 

topologiques s widentifie à S.pec A • 

Preuve: Montrons d 0 abord que Spe~ A es~ une limite projective pour le 

système (Spec A,., u ) dans Sch., Il suffit~ par définition d 9une limite pro-
''- i\µ 

jective, de montrer que, pour tout schéma Y, il a une bijection entre 

jm (Y~ Spec (lim A~)) et iim _Hom (Y, Spec A"-),, 

Mais Hom (y, Spec (_1_i~ A.,.)) ,., Hom (lim A ? I'(Y, oy)) 
------.- /\, - Anr~ ·-~ À 

_: ~lm HomAnn (Ar.., r(Y, oy)) 

_: 1~ Hom (Y,Spec ~) 

Il reste à montrer que Spec A est une limite projective de (Spec AÀ., uÀµ) 

d.ans Topo 

On voit que les morphismes uÀ. ~ Spec A-+ Spec ~, qui correspondent aux cp.,__ 

iorment un système projectif de morphismes, d 9 où un morphisme Spec·A~ lim S'pec .A. 
<::- -À 

N~us allons voir que u est un homeomorphisme. 

Bit .. 
-;,q 

est in.jecti:f' car, si 'p , q € Spec · A av~c p / _q ,on.sait que p 

=. 11,m_. cp:Z1 
(q). Donc il exist~ un µ . tel que - 1 ( ) .1. - 1 ( ) 

- A ~µ p r cpµ q • 
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• u est surjectif; en effet soit un élément de ~ Spec AÀ. 

on a alors (p) = p 
µ À. pour tout couple tel que 

vérifie aisément que 

de A o 

(p) est l'image par u de l'idéal p - lim cp (p) 
À. À.El - - À. À. 

-1 
• u est continue : En effet, notant r 

FOC' la projection canonique 

lim Spec A - Spec A ""' , on voit que , si 
~ À. 

fEA, f = cpc,((f°'), 
--1 -

P appartient à 

D(f) si et seulement si P appartient à Pr<>( (D (f .. ,:)) 

, , ,J': 
Generalisation 

~~~mes projectifs de schémas à morphismes de transition affines. 

~pelons (EGA II §1) qu'un morphisme de schémas f : X - Y est dit affine 

s'i..1.. existe un recouvrement (Ya::) de Y par des ouverts affines tels que 

pour tout o< , le schéma induit par X sur l'ouvert f- 1 ('î:.<) soit affine 

On montre qu'alors pour tout ouvert affine U de Y, le schéma induit par 

X sur est affine. 

La notion de morphisme affine est stable par composition et par changement de 

base. 

Considérons un système projectif filtrant ( S v ) de schémas tel que 
À.' 11.µ ">-..EI 

les vÀ.µ soient des morphismes affines. Nous supposons que 

plus petit élément oL. • 

I po _ède un 

2.3.1 Proposition: Le système (s v~ ) admet une limite projective dans la 
À ~ /\.µ 

catégorie des schémas. 

Preuve: On procède par recollement, compte tenu de (2.2) 

Recouvrons Sc:,(, par des ouverts affines • Le système des 

est projectif et les morphismes ~À étant affines c'est un système projectif 

ge schémas affines. Il admet donc une limite projective U. 
J. 

qui est un schéma 

~fi"ne •. On vérifie que.l'on peut recoller les u. 
J. 

en un schéma s • 

S:ô.ii.t T un schéma et (hÀ.) un système projectif de morphismes de T dans les 

~ • Les h I h-1 ( -1 ( ) ) f.orµrent alor.s un système pr,ojectif de morphismes 
À. À. Vco< À Uio( 

dans les v~ 1 (u. ) , d'où monomorphisme 
a.À. J.a. 
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h. : h; 1 (U. ) ~U .• On vérifie encore que l 1 on peut recoller les h. en 
l l~ l l 

un morphisme h: T - S satisfaisant les conditions requises. 

Remarque : les mo!'phismes canoniques 
V 

S --À.+ S sont affines ; il suffit de 
À 

tester sur un recouvrement affine de 

2~3.2 Lemme: Reprenons les notations de (2.3.1). Si U est un ouvert quasi 

compact de S, il existe un indice À. et u.r.. ouvert quasi compact de 

tel que U = UÀ X SS 
À 

Preuve: U est en effet réunion finie d'ouverts affines de la forme v~
1(u,) 

ç-.;i.r r-:éfini tion de la topologie de la limite projective et puisque les vÀ 

.:x ·:. a.ffines 0 Mais alors il existe un À et des ouverts affines Vi"A 

... 1ombre fini de SÀ tels que V = U V.,. X S 
l l'"S 

À 

Lemme : Pour tout sous-schéma quasi compact 

tel que 2i X S =~ 
À. SÀ µ 

de tel que 

en 

Preuve: Recouvrons ZÀ par des ouverts affines UiÀ en nombre fini. On a 

par hypothèse UiÀX~ = ~; si on prouve le lemme pour les Ui'A., le résultat 

général se déduira en prenant le sup des µ(i). On est donc ramené au cas où 

ZÀ est affine. Soit -1( ) gÀ. -= Spec A,.. • Les U'À.µ ZÀ forment un système projectif 

de spectres (puisque les 

anneaux AÀ. On a donc 

iaicn L affines) associé au système inductif de:::: 

pour un 

Spec (lim A)=~ i.e 
- À 

et Spec A = ~ • 
µ 

lim A = 0 
- À 

donc A = 0 
µ 

Dn considère donc maintenant la situation suivante: on se donne un s~ schéma 

~ o4 , et on pose pour tout A 

et U =1 x1f ,.µ X ,. /\, oc /\.µ 
de X 

µ 
dans 

1\ , pour µ~À sont encore affines puisqu'ils sont obtenus par changement de 

IBS'.e a partir de morphismes affines. 
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2.3.4 Proposition: (X~-~ uÀ.µ) forme un système projectif filtrant de schémas 

donc la limite projective de ce système (qui 9xiste d'après (2.3.1) et ci-dessus) 

s 9 :\dentifie à X = Xa:xS S • 
a: 

Preuve ~ On veut montrer que pour tout schéma T , 

Mais par définition des produits fibrés X xs S , on a le diagramme exact: 
a À. a: 

Hom(T ~ X XS S~)--+ Hom(T , X) x 
a: "· a: 

Hom(T? SÀ.): Hom(T ~ Sa:) 
a: 

et en passant à la limite projective - le foncteur lim étant exact à gauche -
f--

L"'n o, --l;ien t 

.:·_1 Hom(T 
T 

puis que lim 
~ 

commutte aux produits et puisque 

lim Hom(T,X x
8 

S~)--+ Hom(T,X) x Hom(T,S) =: Hom(T,S ) 
~ __ a: /\, a a: 

Ce qui définit lim Hom(T1.XaxS SÀ.) comme produit fibré de 
i---- a: 

X et S au de~sus de S 
a: a: 



III, FONCTEURS LOCALEMENT DE PRESENTATION 

FINIE, COMPORTEMENT DES PROPRIETES PAR PASSAGE 

A LA LIMITE PROJECTIVE 

3,0 Présentation finie et limites projectives de schémas. 
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3. 0 .1 Soit (s 
' cp CXÀ.) un système projectif de spectres de limite projective 

(X 

s,x un s_chéma. sur s 
' XÀ =XX S pour À~CX . . (X a a: s À 

a 

On a vu que X= Xa: xs S était la limite projective des 
a 

limite des ¾. 
Soit U un ouvert quasi compact de X, alors il existe À 

s puisque lim X 
~Â 

compact de 
- X 

et ux_ouvert quasi­
¾.~ tel que 

3.0.2 Avec les mêmes notations que dans (3.0.1) soit 2 un sous schéma 
a 

quasi compact de 

Alors il existe un 

X 
a 

À 

tel que 

tel que 

La propriété étant locale ou peut supposer X affine et 
a 

a :f e;r-mé dans 
a 

X 
(X 

aoit A l'anneau de X et <l l'idéal définissant g 
ex ex a ex 

On a par hypothèse: 

{en désignant l'anneau de s pa:r 
(X 

s ) • 
a 

On• donc de manière évidente un À tel que 

S = 0 
À 

-:, Corollf,ire: Pour toute partie localement fermée quasi compacte 

il existe y tel que .f-~ (Y ) = f6 
al\, a 

y 
a 

·~;,i!onoteur.s; localement de. présentation finie. Passage à la limite projective. 

F un foncteur de (Sch/ 8 ) 0 · dans Ens.Fest dit loca-

ïl . . . . ' ··. ' 
· 1r~-~entation.-si, étant donné un système projec:tif de spectres s 

a 
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de limite S on a: 

F (lim s) = lim F (s) 
f--a ~ a 

3.1.2 Schémas de présentation finie sur une limite projective de schémas 

(i.e de spectres) 

3.1.2.1 Théorème: Soit S un schéma, X et Y deux S schémas tels que 

X ~S soit quasi compact et quasi séparé et Y de présenta tian finie sur S • 

On considère le foncteur F : (Sch/s) 0 ~ Ens défini par : 

... ~ F est localement de présentation finie. 

·--~: (Ta:, cpa:À.) un système projectif de spectres de limite T. On doit 

montrer que 

HomT (x XST, YxsT) = 1~m, HomT ( X xsT a:, Y XST a:) 
a -

Remarquons d'abord que l'on peut supposer S affine en faisant le changement 

de base T --+ S pour un a quelconque. On aura alors X quasi compact et 
a 

quasi séparé. 

Démontrons le théorème dans le cas où X= S. On doit donc avoir: 

HomT(T,Y xST) = ~HomT (Ta,Y xSTa) 
a a 

donc on doit avoir: 

On doit donc démontrer que le foncteur T--+ Y(T) est lui même de présentation 

finie. 

$upposons Y affine: Soient A= Spec S,B = Spec Y 
1~. r. .' 

C = Spec T et 
a a 

fi = Spec T = lim C • Nous devons donc montrer que : 
11 .. t --9' a: 

HomA l (B,lim C ) ~ lim>HomA l (B,C ) 
.a g --:> a a .a g _ a 

lk~1iant que B est de présentation finie. Nous montrons que l'application 
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est injective. Soient f et f' deux systèmes inductifs d'applications de 
a a 

même limite f • Soient xi les générateurs de B _(en nombre fini) ; il 

existe ex tel que 

f(x.) - ~ (f (x. )) = cp (r•(x.) pour tout i mais alors il existe 
J. CXCXJ. CXCXJ. 

tel que 
cpµcx (f (x. ) ) = 

(X, J. 

pour tout i et fµ = f' 
µ 

m (f 1 (x. ) ) 
Tµa ·a i 

Montrons maintenant la sur jecti vj_ té. 

d'où f ( 1t. ) = f' (x. ) 
µ l µ J. 

}Tous avons avec J de type fini engendré par les P. 
J 

en ·.Jose toujours X. = X . . 
J. ]. 

.:.~ f un homomorphisme de A-algèbre de B dans C et y. = f(x.). Il 
J. l 

;:;....,_i ste alors a 

part nous avons 

p . ( cp (y . ) ) = 0 
J µex 1a 

On définit f 
µ 

et des éléments y. 
lCX 

de C 
a 

tels que y. = cp (y. ) ; d'autre 
1 ex icx 

p. ((y. ) ) = 0 
J J. 

et par conséquent il existe µ>ex tel que 

par f .(x. ) = cp .(y. ) ; on obtient bien ainsi un morphisme 
µ l µex lCX 

de A-algèbres et l'on en déduit un système inductif en posant 

et f est bien la limite de ce système. 

f 1. = cp1. of 
1\. - /\.µ µ 

Dans le cas général remarquons d'abord que l'on peut supposer Y quasi compact 

en effet Y est réunion filtrante de ses· sous schémas ouverts quasi compacts 

é;t si X est quasi-compact : 

y· étant maintenant supposé quasi compact et f ; T - Y étant donnée, il existe 

1ii .recouvrement ouvert affine fini U. de Y èt un recouvrement quvert affine 
~ni ifiJ" de I tels que Vij = •p-1 (

1
Vija). Il a , , 

l~~~te À tel que sur chaque V.. on puisse trouver d'apres les resultats 
1.JÀ 

j.lJ:é'ëédents_, un morphisme 

118 lt:l;)_p;_sihru:i,.re un morphisme 

f1. : V. ·1. - U. 
/\. J.J,1. ]. 

donnant f sùr V. . , permettant 
J.J 

pour ex a-ssez ~anq. Il faut vérifier les 

U .. (l U.,. • 
1Ja;. J.:Ja; 

,~:r;t:,s.,_,s,ont quasi compacts et recouverts par· un nombre fini d'ouverts 
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affines. L'existence d'un .a assez grand provient alors de l'unicité du 

relèvement vérifié au début de la preuve. 

Dans le cas où X est quasi compact et quasi séparé on se ramène au cas 

affine en prenant un recouvrement affine fini et en utilisant le fait que 

l'intersection de deux ouverts affines est quasi compacte. 

3.1,2.2 Corollaire: Supposons X et Y de présentation finie~ Pour que 

À 

et 

tel que 

Y x T soient s 
et 

T isomorphes, il faut et il suffit qu'il existe 

soient TÀ. isomorphes. 

Preuve: La condition est évidemment suffisante, montrons qu'elle est nécessaire 

Soit f: X x
8

T.:. Y x
8

T un isomorphisme. On sait que .f provient de 

f 
µ : X xSTµ-➔ Y xSTµ pour un µ assez grand; d'autre part f ayant un inverse 

provient de g~: Y xST~ ....-➔ X x8T~. Si a>µ,~ on peut considérer g , g 

g of et f og qui donnent l'identité à la limite donc déjà l'identité pour 
a: a a a 

un À assez grand~ Ce corollaire peut aussi s'enonçer 

T ~Isom(X x8T,Y x8T) est de présentation fini 

,; 

,.1.2.3 Théorème: Soit (T ~ ) .....,......,.___,; .......... ___ =---------'--- a aµ un système projectif de spectres de limite 

ét X un schéma de présenta.tian finie sur T. Alors il existe u..n. schéma de 

présentation finie X; sur Ta pou;r- a assez grand tel que X= Xa><rr T 

T 

a 
Preuve: Dans le cas où X est affine on connait déjà le résultat. On se ramène 

âu cas affine en recouvrant X pa.r un nombre fini d rouverts affines 

cha-cun d I eux il existe ; . 

/tîels que ui = zf3î xT ~ T 

itL~t.é ohoi si assez grand 

13 et un schéma de présentation finie 

(on peut prendre un m~me· 13 pour tous les 

pour chaque i il existe un ouvert ZA .. 
1-1lJ 

U. i-_pour 
J..: 

sur Tf3 

i). Si 

quasi-

f3 

Z~ . .. x_ T. = u.nu. et l'identité de U.()U. induit un morphisme 
~lJ T~ 1 J l J 

Si on choisit ~ as-sez .grand ce morphisme est un- isomorphisme. 

-%,~1,troir rec:o.ller il faut vérifier les conditions de· transi vi té ; elles se 

èn' remarquant que les 

' ?~j," ( 

',,,'H11.;~j:zyj \ ~ 

ZA. •• 
1-1l.J 

spnt quasi sépares· e-t en util•isant le 



3.1.2.4 Théorème: Soit f : X-+ S un morphisme de schémas. Alors les 

conditions suivantes sont équivalentes 

(i) f est localement de présentation finie. 

(ii) le foncteur T-+ hX(T) = Hom
8

(T,X) est de présentation finie. 

(iii) le foncteur T-+ hX(T) vérifie la condition précédente dans le cas où 

le système T 
a 

est un système de U-schémas, avec U ouvert affine de s O 

(i) ~ (ii) démontré au cours de la preuve de (3.1.2.3) 

(ii) ~ (iii) immédiat. 

(iii) => (i) la question étant locale on suppose S affine. 

Supposons X affine d'anneau B, les T ayant pour anneaux les C 
a a 

ayant pour anneau A. On doit montrer que: 

lim HomA l (B,C ) -+ HomA l (B,lim C ) -+ -a g À. -a g -+ À. 
À. 

et s 

est une bijection, ce qui est équivalent à ce que B soit une -A-algèbre de 

présentation finie. 

Considérons le système (CÀ.) des sous A-algèbres de type fini de 
le morphisme identique 
de B se factorise donc à travers un 

A-algèbre de type fini. 

et par conséquent B = C 
À. 

est une 

Posons B =C/
3 

ou C =A[T
1

, ••• ,Tn]' J est alors limite inductive de ses 

sous idéaux de type fini et par conséquent B = lim -+ 

Il existe donc un indice a tel que le composé 

c/J __ u_~ 
p 

a .> c/ J 

id 

:a:oi t le morphisme identique de c/ 
3

• Si q_ : C-+ c/ est la projection cano-
Â JÀ. 

l~que et q: C-+ c/
3 

aussi, nous avons: 

P o(q (T. )) = P (u(q(T.)) 
a a i a 1 

!i!l) fül existe donc un indice ~ tel que J~/J contienne le~ 
À. 

(q~ (œ.) - u(q(T.))); 
"- 1 · .1 
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on a donc un diagramme 

ob u(q(T.)) = qR{T.) 
]. I" ]. 

pour tout i et donc q~ = u o q ce qui implique J~ ,::: J • 

Si X est quelconque, il suffit de démontrer que tout ouvert affine U de X 

est de présentation finie sur S, c'est-à-dire que: 

lim Hom(T ,U) ➔ Hom
8

(T7U) 
➔ a 

est une bijection pour tout système T • 
a 

L'injectivité se vérifie immédiatement en remarquant que l'.on a un système 

inductif d'applications dans X. 

Montrons la surjectivité : soit f T ➔ U; il existe un indice A et un 

morphisme f = f x... idT. Il faut montrer que pour 
À 'l'a 

assez grand fa se factorise par U • Posons U a = q> :~ (f~
1 
(:U)), alors_ le complé­

mentaire de U est une partie fermée donc quasi compacte, vide à la limite; 
a 

elle est donc déjà vide pour a assez grand. 



IV, MODULES DE PRESENTATION FINIE SUR 

UNE LIMITE PROJECTIVE 
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On se donne un schéma S. Soïent (T ,~.) un système projectif de spectres 
a al\. 

du dessus de S de limite T, X un S-schéma quasi compact et quasi séparé, 

)l un OX-module quasi cohérent de présentation finie, Îun OX-module quasi-cohérent 

4.1 Théorème : Considérons le foncteur F de (Sch/S)
0 

dans Ens défini par: 

F(T) = Homx x
8
T(f*(-'1.),f*(.A") 

Alors F est un foncteur de présentation finie. 

Preuve Soit (T , f.) notre système projectif ; on peut supposer que S 
a_ a" 

est égal à un des T T' 
À. a 

sans rien changer à la généralité. On obtient alors: 

F(T, ) = Hom 
1\. X~ 

a 

o:ù f À.:X ~ TÀ. ~ X • On posera 
a 

X~ TÀ. = XÀ.. On doit montrer que : 
a 

~ous allons donner une démonstration du théorème dans le cas affine ; il se 

généralise en utilisant le fait que X est quasi compact et quasi séparé. 

'$hi t A 1 1 anneau associé à X et BÀ. celui associé à TÀ. • M et N les X a 

~odules. On doit donc montrer que : 

IJ!llt\qtrfü:, peut a' écrire : 

llm HomA(M,N ~ BÀ.) = HomA(M,N ~ B) 
- a - a 

que cette égalité est vérifiée si M est. libre fini. Puisque M 

-~~,~eiltation finie on a une sui te exacte 
p q . 

A -.A -« ➔ O et puisque 

-j'.~#icteu.r exact à gauche en M l'égalité r.~E!.t~ vraie. 
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4,2 Théorème: Si Àt est une X x
8
T-module de présentation finie, il existe 

un À et .Âf,À de présentation finie sur X x
8
TÀ tel que: 

Â1_; = ( 1 xs cpÀ)*Jf.À 

Avant de passer à la démonstration nous allons donner le corollaire suivant: 

4.3, Corollaire: Si Jl et vil' sont tous les deux de présentation finie pour 

que .Â[_ xST et .Al'x8T soient isomorphes, il faut et il suffit qu'il existe À 

tel que .Jt, x8TÀ et Îx 3TÀ soient isomorphes. 

Preuve de (4,2) = Supposons X affine et reprenons les mêmes notations que 

précedemment. On doit montrer qu'étant donné M de présentation finie sur 

il existe de présentation finie sur A~ BÀ 
a 

Cela se fait en considérant la suite exacte 

tel que 

et en remarquant que les coefficients de la matrice a sont déjà dans A~ BÀ 
a 

pour À assez grand. 

Pour le cas général on recolle en sachant que X est quasi compact et quasi séparé 

4.4 Proposition: On garde les hypothèses des théorèmes (4.1) et (4.2). ~If,~' 
·sont des modules quasi cohérents de présentation finie sur X. Supposons 

que .JI' et f' soient des quotients de .A1. et que f*(fl) soit un quotient de 

soit un quotient de 

Preuve: On a la suite d'applications suivante: 

1 étant surjective. Il existe 

est surjective pour 

pÀ : ft(i') ~ f~(J',) donnant p • Il faut démontrer 

a assez grand. Si ~ = Coker (pÀ) f~ ( Q
1
) et 

donnent le même module et par conséquent pour a assez grand 



5; 1 · Théorème : 

V. CARACTERISATION DES PROPRIETES DE PERMANENCE 

PAR DES FONCTEURS DE PRESENTATION FINIE 
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Soient S un schéma, (T ,cp ) un système projectif de spectres 
CX CXÀ. 

au-dessus de S de limite T et X un S-schéma de présentation finie. Alors 

les. foncteurs suivants sont de présentation finie. 

(5.1.1) T~ F(T) = ensemble des sous-schémas ouverts de présentation finie 
de X xST. 

T ~ F(T) = ensemble des sous-schémas fermés de présentation finie 
de X x

8
T. 

T ~ F(T) = ensemble des sous-schémas de présentation finie de X x
5
T. 

Par exemple nous allons prouver (5.1.2) : 

Un sous-schéma Z de X xST de présentation finie est défini par un idéal 

quasi-cohérent .1 de type fini. On doit donc montrer que (T ,cp-,. ) étant donné. : 
a al\. 

lim F ( T ) = F ( T ) 
--'> (X 

Montrons l'injectivité : Soient et deux sous-schémas fermés de présen-

sat.ion finie donnant Z • On est dans les conditions de la proposition (4.4) avec 

X = X X T , )l = (!)' ~ (o/ . uj ''-= 0 
s a X xsT ' z 1 · . z2 a 9a .· ,a 

Alors il existe À tel que z
1
a majcre .z

2
cx et réciproquement d'où l'égallité. 

Montrons la surjectivité~ z étant donné su~ X x
5
T, il est défini un OZ où 

0 est un module quasi cohérent de présent~tion finie. On peut donc trouver À z 
et ÂlÀ tel que OZ provienne de J;f.,"-. De plus il existe f3>À tel que X x8Tf3 - JI,~ 

donne à la limite la projection canonique et si on choisit ~ assez grand 

!l!;~~application est surjective et il suffit de considérer le schéma fini associé à )l f3 • 

. Quelques foncteurs de présentation finie 

~pposons· que X et Y soient deux schémas sur S de présentation finie. 

l'llf~ts.lesfoncteurs suivants sont de présentation finie. 



(5.2.2) 

T ~ F(T) ::::: HomT (x XST ,Y xsT) o 

T ~ F(T) =Isoll¼r(x XST,Y xsT). 
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', 
1('5.203) T ....--, F(T) = ensemble des T-morphismes séparés de X x

8
T dans Y x8T • 

f 
(5.2.4) 

~(5.2.5) 

(5o 2o 6) 

T .,___... F(T) = ensemble des T-morphismes surjectifs de X x8T dans Y x8T_ 

Ta--+ F(T) = ensemble des T-morphismes radiciels de X x
8

T dans Y x8T. 

Tt----;> F(T) = ensemble des T-morphismes affines de X x
8
T dans Y x8T. 

'( 5. 2. 7) T t---+ F (T) = ensemble des T-morphismes finis de X xST dans y ¼ T 
s 

(5.2.8) T ~ F(T} = ensemble des T-morphismes quasi finis de X x8T dans Y xST 

R5.2.9) T \--+ F(T) = ensemble des T-morphismes propres de X x
8

T dans Y, x8T • 

~(5o2.10) T ~. F(T) = ensemble des T-morphismes projectifs de x x
8

T dans Y x
8
T 

f(5;, 2. 11 ) Ta.-,, F(T) ;;:; ensemble des T-morphismes plats de x x
8
T dans y x

8
T . 

fo5. 2. 12) Tt---+ F(T) = ensemble des T-monomorphismes de X xf?T dans T x
8

T 

11.:~~uve de 5.2.12 ~ Considérons le système de limite T. On doit ..... 

R11trer que tout système de morphismes fa : X x8T a ~ Y x8Ta donnant à la 

Lfufte un monomorphisme est déjà un système de monomorphismes à partir· d'un certain 

liûg0 Ceci est équi 1ralent à, ce que 6'f : X x8T ~ X x8T soit un isomorphisme. 

-~ant que le foncteur T--+ Isom(X +
8
T,X ><y-X x8T) est un foncteur de présen­

lffi ion finie on peut conclure. 

• 
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VI, APPLICATIONS 

6,1 Elimination des hypothèses nœthériennes 

l:loit le théorème 

6.1,1 Théorème: Soit Y un schéma localement noethérien; soit f: X-+ Y 

un morphisme plat et localement de type fini. Alors f est universellement ouvert. 

Nous nous proposons d'éliminer l'hypothèse noethérienne qui n'est pas stable par 

changement de base et de prouver: 

6.1.2 Théorème Soit f : X-+ Y un morphisme plat et localement de présentation 

finie, alors f est universellement ouvert. 

Preuve: Les hypothèses et la conclusion étant locales, on se ramène à X= Spec B 

et Y= Spec A, B étant une A-algèbre de présentation finie. Mais A est limite 

inductive filtrante de ses sous Z.-algèbres de type fini AÀ qui sont des anneaux 

'noethériens, et on sait que pour un À assez grand? étant 

une 

B.:_ BÀ. @ ~A 

AÀ-algèbre de type fini et plate. Le morphisme X = Spec B Y = Spec 
À À~ À 

satisfait aux conditions de (5o1o1) d'où le théorèmeo 

6.2 Endomorphismes d'un S-schéma de présentation finie 

On a le; 

6.2.1 Théorème: Soit S wi schéma; X un S schéma de présentation finie. Tout 

s~endomorphisme de X qui est un monomorphisme est un automorphisme de X. 

On va d 1abord prouver la 

6.2 2 2 Propositio~: Soient S un schéma 9 X un S-schéma de type fini. Tout S 

endomorphisme de X qui est radiciel est surjectif (donc bijectif). 

R:reuve ~ Rappelons qu'un morphisme de schémas f: X-+ Y est 1 dit radiciel s'il 
,r 

~~t ùniversellement injectif,ou,ce qui revient au même, s'il est injectif et si 

[lt>'Ur tout x f X 9 k(x) est une extension radicielle de k(f (x)) 

~ 
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Rappelons qu'un schéma X est dit de Jacobson si toute partie fermée de X est 

l'adhérence de l'ensemble de ses points fermés. Il revient au même de dire que 

toute partie localement ferméè, ou constructible 9 non vide de X contient un point 

fermé. 

Par exemple? Spec A où A est un corps, ou ~, ou une algèbre de type fini sur 

un corps ou sur ~ • 

Si Y est un schéma de Jacobson et f ~X-+ Y un morphisme localement de type 

fini, alors X est un schéma de Jacobson et l'image par -f de tout point fermé 

est un point fermé (EGA IV.10.4.7) 

Noton enfin que tout monomorphisme f ~X-+ Y est radiciel car on voit immédia­

tement que pour tout y E Y, f- 1(y) est, soit vide, soit k(y)-isomorphe à 

Spec k(y) . 

(!13ci dit passons à la preuve de (6.2.2) 

X g X X gs X 

':\. l 
s 

\ ;· 
Spec k(s) 

Pour montrer que g est surjectif il suffit de montrer que gs l'est pour tout sE:S 

!On se ramène donc au cas S = Spec k, k étant un corps. Mais alors f est de 

~résentaticn finie puis que k est noethérien. 

~ra.près ce qui précède il suffit de considérer le cas où S = Spec A, A étant 

la~~ sous 7 algèbre de type fini de k • 

est alors un schéma de Jacobson et puisque g(X) est constructible 

lf}ié'orème de Chevalley), il suffira de montrer que g(X) contient tous les points 

!llwiés de X; en effet si g(X) /=X, X - g(X) qui est constructible comme 

Bwlémentaire d'une partie constructible devrait contenir un point fermé. -,~t. donc amené à étudier les points fermés de X • 
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6.2.3 Lemme~ Soit Y un ~schéma de type fini. 

(i) Pour un point yEY soit fermé, il faut et il suffit que k(y) soit un corps 

fini. 

{ii) Pour tout nombre premier P et tout entier d~1 , l'ensemble des points yEY 

t_els que k(y) soit une extension de F de degré divisant d est fini. 
p 

Preuve ~ (i) D'après ce qui précède l'image d'un point fermé y de Y dans 

Spec Z est un point fermé, i.e un nombre premier P. L'assertion résulte alors 

de ce que,, .si X _, Spe.:: k est un morphisme de type finis pour qu'un point xEX 

soit fermé il faut et il suffit que k(y) soit une extension finie de k. 

(ii) Y étant réunion finie d 1 ouverts affines de type fini sur Z, on se borne 

~u cas Y= Spec C 9 C étant une Z algèbre de type fini. Les points y consi-

dérés correspondent bijectivement aux homomorphismes C - F d • Mais C 
p 

fini et F d fini 9 il n'y a qu'un nombre fini de tels homomorphismes. 
p 

Preuve de (6.2.2) ~ X est un tZ-schéma de type fini. 

S,oit T 
p?d 

l'ensemble-fini d 1 après ce qui précède - des points fermés z 

-tels que k(z) soit une extension de F de 
p 

degré divisant d . D'après 

étant detype 

de X 

(6.2.5) 

11,ensemble des points fermés de X est réunion des T • Or 
p,d 

T 
p,d 

est stable 

par g car si xET d, k(g(x)) 
P, 

est un sous-corps de k(x) g étant injectif 

~ar hypothèse sa restriction à T 
~ p,d est bijective puisque est fini. 

g!:3 qui prouve la proposition (6.2.2). 

~euve de 6.2.1) : 
à,. 

La question étant locale sur S, on se ramène à S affine 

d 1anneau A. On se ramène par un raisonnement standard au 

cas où A est une 7-algèbre de type fini, les monomorphismes 

•;:com-ç,ortant bien.! 11 par passage à la limite projective. X est donc un .;J-schéma 

-pe fini. De plus g est bijectif. 

~,fit donc de montrer que g est une immersion ouverte, et même que g est 



X g X 
; plat d'après le lemme suivant. 

\/ 
~ 

6.2.4: Lemme: Tout monomorphisme plat de présentation finie est une immersion 

ouverte. 

Preuve: Soit f un tel monomorphisme. 

Le morphi~me diagonal 

les projection,s. ·X x8Jt 2 • p 

est alors un isomorphisme, ainsi,que 

X • 

·.f. étant de présentation finie et plat, f(X) est ou-vert· dans S (u.1. t). On est: 

donc amené à prouver que f est un isomorphisme sur son image~ 

Cela se voit par descente fidèlement pl_ate, p"Q.isque 

X--➔> f (x) est plat -et .. surjectif". 

Mais, 1 'ensemble des· po_ints où g est plat étant ou-vert· e'.t X étant_ un schéma 
! 

de Jacobson, il suffit de montrer que g est plat. en .t4'ut point fermé de X • 

Maintenant, en reprenant les notations· introduites plus-haut, soit x€T-p,d· 

On a. déjà, vu que T· est un ensemble fini,. stable sous· g. 
p,d 

Posant. x 1 = g(x), • • . on a une sui te finie de morphismes- l·oG"au.x. 

t)to'Ù, en pa:ssant. aux corps ré-siduels une sui-te. d \isomorphismes-

k(x) ~ k(x 1) ~ •••. ➔ k(x) , k.(x). étant. un c·orps,: fini. 

jl(•;ou une sui te d':homomorphi.smea. surjectifs d'ap.rreaux· noethériens:- :. 

0x/ 2 
m 

X 
' 

<p 



et ~ est bijectif comme endomorphisme surjectif d'anneaux noethériens. 

' 
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Tous les fi sont donc des isomorphismes; en réitérant le procédé pour tous 

les 0 X./ Il 1 m 
, on voit finalement que la suite déduite de (*) sur les complétés 

X. 
1 

est une suite d'isomorphismes 0 
X 

et par descente fidèlement plate, tous les 

A 

0 
. x1 

f-1 

" 
f2 
,., 

sont 

A 

> ... 0 ' ~ X ,., 

des isomorphismes. 

On a donc prouvé que pour -!;out po:-..nt fermé x de X~ le morphisme 

0 X 9 f (x) --+ Ox est un isomcrphisme ~ donc est plat. C.Q.F.D. 
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TOPOLOGIES ET FAISCEAUX 

I. GENERALITES 

I.1. Préfaisceaux 

Définition I. 1 • 1 • : Soient C et E deux catégories ; un préfaisceau sur C à 

valeursdans E est un foncteur covariant de c0 
dans E. 

I. 2. Topologies 

:t.2.1. Cribles 

.Définition I.2.1.1. On appelle crible d'une catégorie C • toute sous-catégorie 

~(jileine ) R de C 

source dans R • 

telle gue toute flèche de C ayant son but dans R a sa 

·<ilrr·appelle cribles de XE: 0 b(c), les cribles de C /X c'est-à-dire les sous-

;'.fl:onc:teurs du foncteur représenté par X . 

,~ f : Y -+ X est une flèche de C et R un crible de X , alors R"1Y est un 

~ble de Y; c'est l'ensemble des (Z,z) tels que fz soit dans R(Z) 

l~.2. Topologies et prétopologies 

■=Uni tion I. 2. 2. 1. Une topologie sur une catégorie C • est la donnée pour tout 
·" 

ll!lde.Ob(C) d'un ensemble J(X) de cribles de X tel que 

~; ;r,.ou,r. tout R dans J(X) et tout f : Y -+ X , le crible de Y , ~y est 

p'ij~: J(Y) • 

BS'P§â R et R' sont deux cribles de X tels que R soit dans J(X) et gue 

on ait 

-fl~/ast 'dans. J(X) • 

R'.X y 
X 

dans 

·. -::(ID) sont. dits couvrants X 

J(Y) 1 alors R' est dans J(X) 

~,..pl.e pa,r intersection finie. Tout crible contenant un crible de J(X) 

X de C, est dit couvrant s'il appartient 
à J(X) 
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Définition I.2.2.2. Une fa.mille (Xa ~> X)aEA est dite couvrante pour une topologie 

si le crible de X qu'elle engendre est couvrant. 

La donnée pour tout XEOb(C) de familles de morphismes de but X permet de définir 

une topologie sur C , la moins fine pour laquelle ces familles soient couvrantes; 

les cribles couvrants pour cette topologie sont malaisés à déterminer, toutefois: 

Définition I,2.2 2 3. Une prétopologie sur une catégorie C est la donnée pour tout 

XEOb(C) d'un ensembl6 Cov(X) de fam1 lles de morphismes de but X, tel que: 

PT O. Les morphismes de CoV(X) sont guarrables 

• Si (X - X) est dans CcV(X)? alors pour tout Y - X , (X x.XY - Y) ___ a a · p T 

est dans CoV(Y) • 

P T 2 • Si (xa ~> X) aE;A est dans CoV(X) et si pour chaque aEA , 

(X..o: gR(Ya . X ) 
]:S ~ a ~EB 

a 
est dans CoV(X) 

a 
, alors est dans 

Cov(X) • 

Les cribles couvrants pour la topologie engendrée par une prétopologie sont ceux 

qui contiennent un crible associé à un élément de Cov(X) 

I.3. Faisceaux 

I.3.1. Généralités 

Définition I.3,1.1. On appelle si~e une catégorie munie d'une topologie. 

/
I.3. 1.2. 

Définition. ~S~c~i~t-~C_un=--=si~·~te.;;..::..._U=r_s_p~r~e~~f~a=i~s~c~e~a~u---g; ___ d~e-~C_e_s_t_d_i_t_s_é~pa~r_e_'__,_(r_e_s_p--=-._un-"-
A 

faisceau) si pour tout X de Ob(c) et tout R de J(XL l'application : 

Hom(X, <J=°') Hom(R, g-,) 

est injective. (resp. bijective) 

~ A 

Les faisceaux sur C forment une sous-catégorie pleine C de C • 

Proposition 1.3.1.3. Si la topologie est définie par une prétopologie, g; est 

séparé si et seulement si pour tout X de Ob(C) e_t tout (Xa - x)_aEA de Cov(X), 

l'application: 

gi (X) _, TI .:fi (X ) 
---- aEA ---=a-

est injective. 



Jifest un faisceau si et seulement si les diagrammes 

g; (X) ---+II g;(X ) 
a 

a 

I.3,2, Quelgues topologies. 

a 
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~i.J.2. 1. Si X est un espace topologique, la catégorie est celle des ouverts de 

a.vec pour morphismes les inclusions, et on prend pour familles courantes, les 

fe.couvrements ouverts des ouverts de X • 

est un recouvrement d 1un ouvert U de X le crible associé à 

1) a:EI est l'en.semble des eu verts de X qui sont CO" ••-ms dans l'un des U 
a: 

deux recouvrements de u , (u ) 
a aE:I 

et (vB)BEJ définissent le 
... meme 

' 
1• que 

ble de u signifié que (u ) et (VB) sont deux recc~vrements éq_ui valents 
. a 

au (i.e. chacun est plus fin que l'autre). 

•f·cribles de U s'interprètent donc naturellement comme classes de recouvrements 

IIJiNalen t s. 

La to olo ie f. p. g. c.!.. La catégorie est celJe des schémas ; une famille 

.ç; x) est courrante si X =U .f.' rx \ et chaque fa est plat f:t quasi compact. 
l''~ 

:q~ 
~ \. Cl l ~ .. J~ 

Cl a 

Ee.,rra ::,::..us tard que tout pré±'aisceau re:p.r:osentable est un faisceau f.p.q.c. 

ie étale. La catégorie est celle des schémas ; une famille 
r::: 
'';<tf· 

x) est couvrante s.i X= U f (X) et les f étales. c.: .. ..CL a a a a 

Soit g un préfaisceau sur C et pour chaque X de Ob(C) soit. J(X) 

des cribles de X tels que pour tout Y-+ X on ait une bijection: 

.-;[:les J(X) forment une topologie sur C, la plus fine pour laquelle g; est 

-l:)~+ ,est" clair qu~ si on a une topologie c'est bien la plus fine pour 

i\i·?eat, un faisceau. 
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l,ës axiomes T 1 et T 3 sont évidemment vérifiés; vérifions T 2; montrons 

l!:abord que J(X) est stable par intersection: soient R et S dans J(X) ; pour 

tout Z ...... X, il faut qu'on ait une bijection: 

~is on a S = lim., Y 
(Y ,f )E:Cj.S 

d'où 

lim 
= (Y ,f)EC}s 

■:où lim Hom(R x Y x xz,c;f) ➔ 
(Y ,~)(c/s x 

E lim Hom(Y x z,9') 
(y ,f )EC/S X -

➔ Hom(S X X Z, g;) ➔ Hom(Z, :f). 

ltï-ntenant remarquons que si R est dans J(X) et si R' est un crible de X 

Bi que pour tout Y-. R, R' x X Y est dans J(Y) il en est de même de R' x X R. 

llt est ramené à vérifier T 2 dans les cas R' é R et R c:: R' ; la vérification 

Et identique à celle de R x X S E J(X). 

--inition I.3.2.5. - On appelle topologie canonique sur une catégorie C , la 

pologie la plus fine pour laquelle les préfaisceaux représentables sur C, sont 

li faisceaux. 

, I. 4. Calculs sur les préf ai sceaux 

11/.1. Limite de préfaisceaux. 
,. 

limites inductives et projectives sont représentables dans C ; les foncteurs .r+ 9°(X) commutent aux limites. Autrement dit les limites se calculent en chaque X. 

•P· Préfaisceaux abéliens. 

l
i~tégorie des préfaisceaux sur 

:.üne catégorie abélienne. 
,: 

■~AISdEAU ASSOCIE. 
/'' ' 

C à valeurs dans la catégorie des groupes abéliens 

A H 

- C un site, C et C , les catégories des préfaisceaux et des faisceaux sur 
. ' N A,, 

.,,1; , i : C ...... C , le foncteur canonique. 

~-I; 1 - Le foncteur L • 

• ,
1
~ft'in:i,#: $, :fpn~te~r L : ê -. ê et un morphisme 1 : idê -. L • 



a:1 2 1. Le préfaisceau 1(9'). 

8'.ini tion II, 1.1.1. Pour X dans Ob(C) 2 on pose : 

L(g:)(x) = lim Hom(R.::F') 
RE:"Jtxt 

■;notera i i (R) le morphisme canonique de Hom(R,g) dans L(g;')(x) ; 

Ds L(9')(x) ; si r : R ~ R' , on a donc 

i ~ (R') = i i (R) 0 Hom(r,g') 
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X-+ X' un morphisme. Il existe un morphisme unique L(g,')(A) de 

dans L(g)(X), tel que pour tout R' dans J(X'), on ait un diagramme 

ll)lmutatif: 

L(g;) (X) 

l î 
l. ~X (R' X) XX' 

Hom(R' x X' x,CJ) 

-

• 1(cr-)(1) = 1 (t"T'.)() et si A' X' -+X 11 est un morphisme. ·· · · X L -:::.i• X ' 

l iÀ1À) = L(9")(A) L(9=')(A 1 ). 

{a:on~ construit un préfaisr;eau L( Çf). 

■I~, .. Le foncteur L • 

ll;ft±ion II.1.2. 1. Soit f : g;-+ g' un morphisme de préfaisceaux. 

•=·~out X dans Ob(c).. il existe _un morphisme unigue L(f)(X) de L(g')(x) 

on ait un dia ramme commutatif: 

L(fJ) (X) 
. ••' 

L(f )(X) 

1 
e= ,-

i, X (R) 

ijom(R,~') 

X • 
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& 1 . 3 o Le morphisme 1 ( g; ) • 

tfflinme X est dans J(X), on a un morphisme: 

L(~}(X) 

:]llbposi tion II.1.3.1. l(g.) est un morphisme fonctoriel de g; dans L(9i), 

.uve: il faut vérifier que pour tout À: X ➔ X' on a un diagramme commutatif: 

g; (x) ~ 

1 (i.) 1 
i 9i(x) 

Hom (X, 97 ) ----'"'----.,. 
1 

1(Ç1f )(x) 

î 1(9<)(1-) 

■.~t4. Le morphisme 1 e 

'si tion II. 1 • • 1 • 1 est un morphisme fonctoriel de id,. dans L 
C 

e· ·• Il faut vérifier 

e commutatif: 

que pour tout morphisme f : q ➔ g' · dans C , on a un 

g; 1( 9i) 
L(g.) 

f l l L(f) 

1 

1(0i' ) 1 

g;• 1(9 ) 

-:fe se vérifie en tout X et c'est alors évident par définition de L(f )(x) 

II,2.- Propriétés du couple (L,l) 

nJtn;:P~Î sin~ . couvrants 

t. Un mo hisme de réfaisceaux u :g:➔ ........................ est couvrant si le 

riété suivante: 

d~ - iJ··. et toute flèche X ➔ ~ le sous-objet de X , 

' 'iifëf .J Jt ;., 



p:! morphisme u est· bicouvrant s'il est couvrant et si le morphisme diagonal 

m: EV ➔ Efx 'g 9i' est couvrant. 
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Es morphismes couvrants (resp. bicouvrants) sont ceux qui par passage au faisceau 

.âocié donnent un épimorphisme, (resp. un isomorphisme) (exercice) 

1!16position IL2.1.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

Bt u est couvrant. 

-~ pour tout X dans Ob(C) et tout morphisme X ➔ ~-....,.;;i;;.;;l;;__,;e;..;;n;;;.;;·;..;;s~t;..;ea.....aun~""'d~i;.;;;a.gr=..aaa""-m.;;;;m~e 

~utatif , .. 

X 

est dans J(X) et ;}{; ➔ R un épimorphisme. 

■wropriétés suivantes sont équivalentes .'ll est bicouvrant. 
J.., 

p;u est couvrant et pour tout diagramme: 

V. 
X _____ _,. 

w 

u 

-'.:! uv: :;:,uw .• le noyau de (u,v) est dans J(X) 

~4;~'. :a;~s :mni:'.phismes· couvrants est stable par changement de base et composition 
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1oposi tion IL2.1.3. Soit g; un préfaisceau les assertions suivantes sont 

îj•uivalentes ~ 

} Efo est un réfaisceau sé aré res • un faisceau). 

l'.1 pour tout morphisme couvrant. (resp" bicouvrant), u l'application 

Hom(u~ fi) 

9: injective 2 (rep. bijective) 

lfli2 .. 2. Les morphisme ZR-!. 

lfinition Il.2.2o1. Pour X dans Ob(C) et R .~ J(.x) , ..on ..défi.nit : 

: Hom(Rp9') i i (R) L(g;)(x) 
,.. 
~ Hom(X,L( gi')) 

IIW,vsition IL2.2.2. i) pour tout u: R---.9'. on a un diagramme commutatif: 

1(0i) 
9'----,-.-➔ 

R 

L(g;) 

1 ¾(u) 

X 

il existe R dans 3 X et u : R --> ff tel ue 

■fflur.:[;tout .y dans Ob(C) et tout cou:ple de flèches (u,v) : Y-+ g; tel que 

■l~i~'.';1,,.·Si) v.>.,. le noyau de (u 2v) est dans 3(Y). zj;v,.,, t .. 
n,+ 1:•:•r~~ .. ·,~é:tb .R.1' .. dans J"(X) et u : R ➔ ç;p' u' : R:1 ➔ g:-, ~(u) et ZR'~ 

si il existe R" dans. 3 X cbntenu dans R 1 
(\ Ri tel 

111.ohtrerque pour tout morphisme g: Y ➔ R, 



Bla un diagramme commuta tif 

Hom(R,9') ___ z_R ____ Hom(X,L(Çf)) 

Hom(gr$i) 1-­
z 

Hom (R. XXY, g) __ R_x_XY_. ----:;> 

iü : 

aussi un diagramme commutatif: 

Hom(R x XY, g:) 

;om(i', <;J) î 
Hom(Y ,1 ( g;)) 

l 

Hom(Y _L(g;)) 
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:,ès, \i) µ et v ont même image dans L~g;')(y), donc il existe ,R dans 

-tq,~~-A:':\:ii:,, ~\ v coïncident sur R ; le noyau de (u, v) qui contient R 



II,2.3. Propriétés de (1,1) 

Proposition II,2,3, 1-. - i) le morphisme l(g:) est bicouvrant 

·ii} le foncteur L est exact à gauche 

·iii) le préfaisceau L(fI) est séparé. 
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-iv) le préfaisceau g . est séparé si et seulement si 1(9) est un mono.morphisme 

L(9i) est alors un faisceau. 

w:) les propriétés suivantes sont équivalentes: 

a) 1(9:) est isomorphisme. 

6) g est un faisceau. 

ijfeuve : i) il est clair que l(ff) est couvrant (II.2.1.2. ii) et (II.2.22. i) 

~.oit Y dans Ob(C) et (u,v) : Y-+ g;' , tel que 1(Çj) u = 1~) v d'après: 

Lt iii) prpposition II.2 .• 2.2.,,le noyau de (u,v) est dans J(Y). 

ÏJ Il suffit de vérifier que les applications: canonique·s : 

L(lim g;. )(x) --+ lim 1(Çf. )(x). 
~ 1. ~ -1 

IP-t bijec:tives ; cela vient. du fait que le foncteur· g;...,. Hom(R~ g) commute 

··· · limites . prp jec-ti ves · et que· le foncteur- lim commute: aux lïmi tes pro jec-tives 
--+ 

J(X). 

r"- , . 
-~1'·âôi'en-t· :.f··et g deux morphismes de X dans:. L(9°). tels que· f iR = g iR , 

~:fi~o:ri~;;~'tie.-•"·<f: = g ; i:L existe: R' dana J(X) contenu dans R, tel que 

.• \,(·Js_,.~Agt:,;;~\:Z::._ '·(v) où u et v. sont des mo-i--n1,,.;·_sme:s de R'·- dans. ·, on· ' ': ''t . -a·• . ... .t"-..... 

' t('~~)'.A::.~-!(9') v ; le lecteur achèvera la .démonstration. 

~~:.:!iip#nïl~'.r )1u~i · l(g) est un monomorphi'.sme, il' suffi.t de voir que· pour 

"';l;)it~(~J(x), d9nc· Hom(X,1(9)_ es:t•iµjeative-, ce qui est é.vident 
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J3i 1(9=) est un monomorphisme, 9" est séparé comme sous-objet d'un objet séparé 

v) ex) => ~) est évident 

~) ~ex) il faut voir que pour tout X de Ob(C), 1(9i)(x) donc 

i r (X) est surjectif, ce qui est évide!it fF étant un faisceau. 

_II. 3, - Le faisceau associé 

"' A 

Proposition II,3,1o - Le foncteur i ~ C -► C admet un adjoint à gauche a, 

tgui est exact à gauche. 
1,: 

~teuve. On peut prend.:r·,3 a = L o 1 , avec pour morphisme d'ajonction 
·" 

''(L ( fJ ) ) 1 ( 9i ) : ~-+ a ( g;). 

est exact à g~uche, donc a aussi. 

lfinition II.3o2. - Le faisceau a(9i) est appelé faisceau associé à g;. 
8/a donc des bijections fonctionnelle en Ef € ê et fi I E ë : 

Homë .(a(fi),9i•) 

II. 4, - Limites de faisceaux faisceaux abéliens·. 

N 

■;t,-1, Limites dar1s C 0 

.. 
•wosition II,4.1.1. - Une limite projective dans C de faisceaux est un faisceau 

N 

C • 

1-fij~nîite~ inductives existent dans -ë ; si 
,.. 

G.: I - C est un foncteur on a: 

· G=,al lîm ê G). 
--~ 

I 

-9ll½t4-~:2,.1, - les, fais.ceaux .. abéliens: sur C ·. forme~t. un catégorie abélienne. 

-·-,.:Jr~ -~-,morphisme rie noyau: de.u\ ,es_t l:9 faisceau X. l-+ Ker u(X). 

~i!:~~'t,iie~}fa;i.sce,au.: l;l.SSQo;ié · âu pt~;f:~S.C'.e.êu1 .. X , ... 

-~Ii~?~a··sûi~eS.: ~~''. •;.:·:~;'.:~, ,,, 

Im u(x). 
N 

dans. C· est exacte 



!L'i • • '1 • 
R .... I tel que l'on ait un diagramme commutatif 

X ~(~) 
N 

iR î î 
j 

R I 

,. 
IÙ I est l'image de u et J\T le ::.1oyau de ·1 dans C 

1;reuve : en effet, on a des bijections 

Hom(R,I) ~ 
~ lim __. 

RE r(x) 

•· suite est triviale. 

Rom(R,N) 
,., 

--+ 

-~posons la topologie définie par une prétopologie, alors: 
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N(X) 

,-,; 
1 _u, t""t" V , ·:position II. 4. 2. 3. La sui te '.:.I' --.- ~ _ 

g; 11 
exacte~ si pour tout 

de Ob(C) et tout I; de N(X)_~_~_l_:_x_i_st_e_un_e_f_am_i_ll_e_c_o_u_v_r_a_n_t_e __ (xa ~ x), 

des sections 1;1 Er(x ,9!), tel que u(1; 1 ) ='1(f )(!;). '-----------a --a --------u----a --
-~uve : d'après la proposition précédente, il existe R dans J(X) qu 1 on peut 

l poser associé à une famille couvrante 

~)· iR = j ri ; il suffit de choisir r.,~ 

(X 
a 

f 
a ,, x)' et 

tel que u(1; 1
) = ri(X )(f ). 

a a a 

, tel q:,ie 

~proquement à partir de la famille _(u(s~)) 011 retrouve un morphisme ri : R __. I , 

-»faque ~(1;) iR = j ri , R étant le crible associé à 
f (X -~ X); pour y : Y__. X 

cl 

-\';;'~ , il suffit de poser ri(Y)(y) = 9i(y)(1;) qui est da:1s I(Y). 

-ttïculier v est un épimorphisme si pour tout: X ,L· o·o(c) et tout 1;11 de 

tJ,
1 

il existe une famiJ.le couvrante 

tels. que 

f 
(X ~ a 

) et des I; dans 
a 



l,L4.3. Exemples de faisceaux abéliens. 

Le faisceau des fonctions morphiques sur une variété. 

Le faisceaü des sections d'un fibré vectoriel. 

Le faisceau structural sur Spec(A). 

II,4.4. Exemples de suites exactes. 
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II. 4. 4. 1. Soit X -.;.1:.e var:.été ana::.y b que :~0mplexe, (DX le faisceau des fonctions 

·•morphiques sur X et 0 X le faisceau des unités de 0X . 

:alors exp : 0x---

[êst un épimorphisme de faiscea1:,x tel que pc•Jr U cuvert de X les fonctions 

11):xp(U) ne soient pas toutes surjectiv•::s, (1 .e. exp n'est pas un épimorphisme de 
préfaisceaux 

par exemple si X == C et zET(x-lo}, 0;) on sait que z ne se rE:lève pas ; 

Dutefois tout.e fonction gtT(U. 0 ;) se relève localement, i.e. on peut définir 

0 - y_ 0-x 0*- 0 
X 

est le faisceau qui au-dessus de chaque composante com1exe u 
a 

d'un ouvert 

~~ est égale à 2 i TI Z ; c I est auss.i le faisceau associé au préfaisceau 

:.stant z. 

114.4.2. Dans la catégorie des schémas, le préfaisceau 

1µ s ~ r ( 0 ; ) 

··eprésentable pas Spec (Z[T ,T- 1 J). En effet, on a des bijections fonctorielles 

--~~rnie7:- ensemble s'identifie à r( 6 ;) par u ~,u(T). 

~i:~ll~fçil{~u:::-pour' les topologies étale, et .. , f. p. q. c. 

, on définit un morphiSille ; 
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n est un épimorphisme de faisceaux pour la topologie f.p.q.c. 

Soit S un schéma et soit la"restriction"de n 

catégorie des schémas au-dessus de S. Pour que nS soit un épimorphisme pour 

la topologie étale, il faut et il suffit q_ue n soit premier aux caractéristiques 

résiduelles de S o 

On va fabrique ur1iCJ famille~ c01.1vrante (S' 
a 

telle que pour 

il existe tels que ~ j S = f'(c: 1 )n 
a a a 

Pour cela soit d'abord (sa)aEI un recouvrement de S par des ouverts affines 

et soit i 
a 

S -" S 2.e morphisme r.;anonique ; i est un morphisme plat, étale, 
a a 

quasi-compact; 

soit f 
a 

S 1-,S le morphisme associé au morphisme d'anneaux 
a a 

Pa : r(s a:' (0 s) -+ r(s , CO s)[T]/(Tn - c:ju ) 
a a 

soit f' = i f si C:' est l'élement de r(<ôs~) correspondant à cp (c:js ) 
a a a a 

p;n a bien c:js = f 1 (c:.r )Il 
a a a 

~st fidèlement plat donc f 
a 

d'autre part 

est plat et 

jective et aussi quasi-compacte. 

a a 
a: 

cpa est fidèlement plat donc f 
a 

surjectif, donc (f 1) 
a 

est plate sur-

D'autre part si n est premier aux caractéristiques résiduelles de S,cp fait 
a 

' 

13:e r(s, ©
8

)[T]/(Tn - ~lu) a a 
une r( Sa:, (0 S) -algèbre formellement étale. c.q.f.d. 

[{9.n a; suite exacte de faisceaux 

est le faisceau qui à tout schéma S associe le groupe des racines n'-= 

84,5. Cas des espaces topologiques 

• •• 1. 5. 1 • Soit X un,.espace topologiq_ue et g un préfaisceau sur X ; on 

-~i~i t a(9i) de la façon suivante t pour tout ouvert U de X , r(u ,a(g )) 

BJlj;rE:maemble ·.des, .familles a_€gë_ telles que pour tout X X . XE U, il 
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~:x:iste un voisinnage ouvert V c U de x et tEr(v,gi) tels que pour tout z€V, 

on ait s = t • z z 

):>01,1r qu'une suite de faisceaux abéliens: 

(i) u 
➔ 

:soit exacte il faute et il suffit que pour tout x€X , la sui te : 

rl' (ii) :::r 
X 

:soit exacte. 

u 
X gr 

X 
g;" 

X 

On sait que si la suite (i) est exacte les suites (ii) le sont. 

!~versement il faut montrer que pour tout ouvert U de X et tout ç, E 9"(u) 

t.el que v(ç,) = 0 , il existe un recouvrement ouvert (ua:\:EI de U et des 

sections ' ç,' E9'(u) 
a: a: 

telles que 

ç,IU = u(ç, 1 ) 
a: a: 

&n effet pour tout x EU on a v(ç,) == v (ç,) = 0, donc il existe un voisinagei 
X X X 

' ~uvert Vx de x et une section ç,' € g (Vx) tel que : 

ç, =u (ç,') =u(ç,') 
X X X X 

~n en .déduit qu'il existe un voisinage ouvert U de 
X 

x contenu dans V tel que 
X 

llla .famille (U ~' 1 U ) répond à la question. ,X'"" x xEU 

1:.4.5.2 . . Exemple de préfaisceau séparé qui n'est pas un faisceau: 

u:, b 
[Git, lP le -pr"faisceau des fonctions continues et bornées sur IR à valeurs 

&:s IR ~ b n'est pas un faiscea:u car les injections canoniques jn : [-n,n] -~ lR 

11:r~lèvent pas en une fonction bornée de IR dans IR ; . le faisceau associé 

-~b s'identifie au faisceau des fonctions continues sur IR à valeurs dans lR. • 

MY-ff t. soit U. un· ouvert de IR ·, un élément de _.~-- e, r(u, a(9" )) est une famille 

Eermes (f:x:)xGU qui se llrecoilent" ; mais fx provient d'une fonction gx 

111,aj.-e continue b.ornée sur un voisinage de :x:. contenu _dans U •. La condition de 
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recollement des germes signifie q_ue deux fonctions gx, gy coïncident où 

~lles sont toutes deux définies; donc gx et r? définissent un élément de 

l(U,R). Le résultat énoncé est alors évident. On peut d'ailleurs obtenir ce 

W·~sul tat par un calcul direct. 

III. IMAGE DIRECTE ET RECIPROQUE DE PREFAISCEAUX ., ,. 

l'Pi,ent c._, D~ E trois :::atégories et U: D-+ C un foncteur. 

III 2 12 Image directe. 

lfinition III,1.1. On appelle image directe du préfaisceau g E Hom(C0 ,E) 2 le 

llêfaisceau g; u E Hom(D0 ,E) et on le note ·Il. (<;î). 

' ■:: f : g..,. g est un morphisme, u. (f) = f est un morphisme de u. (g') dans 

-~ gui est un foncteur de Hom(c0 .4) dans Hom(D0 ,E) est appelé foncteur image 

11tecte. 

III,2, Image réciproque 

-position III,2.0. 1o On suppose gue E a des limites inductives. Alors u. a 

-adjoint • u à gauche, i.e. on a des bijections fonctorielles en 

,...., 

~~:·qu'iLfaut et q_u,'il suffit pour tout ~€ Hom(D0 ,E) de trouver u 0

(~) 

-\b~j;~q~ons fonctorielles en g; . 
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III.2.1. Le préfaisceau u·(~). 

Pour tout X de Ob(C), soit IX 
u 

X 
la catégorie suivante: un objet de I est 

u 

un couple (Y,m) où Y€0b(D) et m est une flèche de X dans u(Y) un mor­

phisme de (Y,m) dans(Y 1 ~11 1 ) es',T•m,_.cphisme ç, de Y dans Y' tel que 

On a un foncteur évideéit X 
pr de I dans D. 

X 11 

Si À ~ X ....., X8 est un morptisme, 0 •.. a 1.m i'on.cteur évident J
11 de 
u 

on a 

Définition III.2.1.1. Peur X dans Ob(C), on pose: 

u" (~ )(x) = llm SJ prx 
IX 
u 

X' 
I dans 
u. 

On notera iX(Y~m) le morphisme canonique de $(Y) dans u·(,)(X) si 

(ç,) =i (Y',m') 
X 

~C>it À: X-+ X' un morphisme; il existe un morphisme unique u•(j)(À) de 

dans ue (~ ) (X) 

ti.agramme commutatif~ 
:li·,. 

tel que pour tcut (Y ~m) dans :X' 
I- on ait un u , 

li': u
0 (<.g)(1X) = 1u•(~)(x) et si À.

1 
: X'-+ X' est un morphisme, 

.)(À 1À) = u·(~:)(x) u•('9)(À 1
) • 

fli:~A~ o,onst.r.uit un préfaisce~u -u· (j).:, 
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~IL2.2o Le morphisme a • 
,· 

Définition IIL2o2.1o On pose pour tout Y de Ob(D). 

i?,roposition IIIo2o2 9 2" ~ a est un morphisme fonctoriel de 3 dans u:'(u• c, )) 
œreuve ~ en effet pour tout µ:·Y--+ yv , on a un diagramme commutatif: 

~ (y11) 

~(µ) l 
~ (y) a(Y) 

u.., (J )( u (y' ) ) 

l u
0 

( ~ )(u(µ)) 

u 0 ('9)(u(Y)) 

l!oposition III 9 2 2 22 3o Pour tout préfaisceau 9' de Hom(C0 ,E), l'application, 

i~ f ~ u ( f ex de Hom u 0 g; dans Hom . est'bi ·ective. ,. 

■ ·.va fabrique l 9 application réciproque n de I; 0 

ll;,l:2 2 2 39 Construction de n o 

llbpc,si.tion IIL2 2 3.1 o - i) pour tout g : ':J --+ u. ({i;) et tout X de· Ob (c) il 

X dans g_ X our tout 

i . X 
4e Iu on ait un dia ramme commutatif: 

g(m) 



lf,•e• que pour tout (Y ,m) X' 
dans Iu 9 on a: 

9t" (") TJ(g)(x 1
) ix 1 (Y9 m) = TJ(g)(x) u·(~ )(") ix 1 (Y,m) 

lja:is on a TJ(g)(X 1
) iX' (Y ,m) = (m) g(Y) 

u 
O ('S )(") ix/Y ,m) = ix(Y ~m) • 

-~ qui est un cas particulier de (*). 

■roposition III.2 2 3.2. i) en a n(t,)(f)) = f 

ii) on a E(~(g)) = g. 
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D'euve" i) .il faut vérifier que le diagramme (*) où g(Y) est remplacé par 

.f)(Y) et TJ(g)(X) par f(X) est commutatif, i.e. que le diagramme, 

-(Ypm) ~u~(1)(x) 

~ (y) 't' 

<di(x) 

■'(y/Y, 1 u(Y)) u·( )(u(Y)) ---

î Çj {m) 

fF (u(Y)) 

~: commutatif ; .c'est évident avec ---? = u • (') (m) 

fi et Y de Ob(D) on a la formule : 

u 0 (j)(u(Y)) f(Ü(Y)) g;(u(Y)) 

C.~.t ~érifier.· ~~e . .. s.i dans cette formule on remplace f pa-r T}.(g) .on ~rouve 

t.Inai$· c'e:a:t :;:r,ustement ce que donne (*) où on fait X = u(Y) , ,m = 1u(Y) 
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,., 
pTeuve: le foncteur u* restriction à D de au• répond à la question. 

Le foncteur u* n'est intéressant que s 1il est exact à gauche, d'où: 

Définition IV* L 2 2 Soient C et D deux si tes. On appelle morphisme de si tes de C 

dans D2 un foncteur u de D dans C ,
1 

+,:;l que ~ 

i) pour tout faisceau 9" :: . .1.r C , u. (g) est un faisceau. 

ii) u* t +' l ___ e_s_ .. _e.xa·: ., a gauc 1e o 

~e composé de deux morphismes 1e sites est un morphisme de sites. 

Propositior. IVo 1s.,:k_Soient C e:: D jeux_sites et u ~ D-+ C un foncteur. 

Sn suppcse ~ 
§Q 

i) les limi .,_:~s.J:!!c,.tecti ·rs-~ finies de D sont représentables • 

.ï.i) u. conillmt 1.., s.1L< li.mi te:. prc,-1ectives finies. 

iii) l°image par u. de tou-i::e famille couvrante de D est une famille 

lguvrarite de Co 

~ê u définit un-morphisme de sites de C dans D. 

IYe2o Catégories de .faisceauxo topos 

■ .. + 1E:/n_; C et D deux sites et un morphisme de sites de C dans D . 
' ,., ,., 

•'.Ors u* définit un morphisme de si tes de C dans D pour les topologies canoniques. 

•wosi tion IVa2o L Soit E une U catégorie; (u est un univers). 
~. l. .· ' 

9 propriété.a suivantes sont équivalentes g 

i) Il ~xiste un si -te C € JL 9 tel que les limites projectives dans C 

représentables et q_ue la topologie de C soit moins fine que la topologie 

E soit équivalent à la catégorie C des U-:-faisceaux d'ensem-

ii) a) .le limites projectives finies· de E sont .repré.sentables. 

,b) les. ,1,rommes directes indexées par un ·élément de U sont 

~;~~tabl~-s ; ~;Lli.es :sont disjointes et universelles. 

e) 'rL,!3-S. relations .d'équivalences dans :E sont .effectives universelles. 

ç1.) ~ admet une' famille géné-xatrice infü~xée pa-r up. élement de J!. 

j~j ;fill \enlsta .un si te C _€ _U tel_qu,e E .,...,. ...... . 
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iV) Les U-faisceaux sur E pour la topologie canonique sont repré­

t:entables et E possède une petite famille génératrice. 

lêfinition IV.2.2. Un objet E possédant les propriétés équivalentes i), ii), 

f~), iV) de la proposition est appelé un U-topos. 

Ebir S.G.A.IV nouvelle édition (à paraî~re) 
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Exposé V : Descente fidèlement plate quasi-compacte 

par Melle MARTIN 

§ 1. Théorème fondamental 

Soit s· 0 

àu-dessus de 

un 

Sb• 

schéma, 

xo et 

et Sch/S
0 

la catégorie des schémas 

Y
0 

deux objets de cette catégorie. 

Tout changement de base s ~ S0 
leur fait correspondre deux schémas 

et Y0 ~
8 

s (notés aussi x8 et Y8 ) au-dessus de s X X s 
0 S 

0 0 

Théorème. 

Le pré~aisceau sur la catégorie 

défini par : 

Sch/s 
0· 

à valeurs dans Ens 
---

{ 

s --> Hom8 (x 8 ,Y 8 ) 

(u:S'->S) ) (Ü: Hom8 (x 8 ~Ys) --+Ho.m 8 (X 8 ,,Y 5 ) 

-~ Hom
8

, ( x
6

, , Y 
8

, ) ) 

est un faisceau pour la topologie f.p.q.c. 

•~\:(Re.p;eel. 

Un nréfaisceau P est un faisceau si pour tout crible C cou­

vrant S 

Hom (S ,P) .-....~ Hom(C.,fJ. es.t, un.e bijection 

étant engendrée par les familles couvran-

chaque. fleq~e ,f.J .. :
0

€'.t'.8'nt plate et quasi-compacte 

·:-;-+ È,l,)Y,fjt;~!fI~I~•' :,féri.:r.ier que pour toute 

~at exacte. 



Corollaire. Cas où So=Xo 

Le théor~me donne les résultats suivants : 

Le préfaisceau des sections de Ys: S 

faisceau f.p.q.c. 

Le préfaisceau. S qui est isomorphe au 

Réciproquement, supposons démontré le résultat précédent. 

Soit ( Sa: -,> S}. une famille couvrant S 

( X8 --,. X8) déduite par · changement "de· ba~e, couvre x5 
donc la suitê Hom8 (x 8 ,Y

0
) ---+: Hom6 . (x 6 ,Yb)· 

0 0 a: 

-==;_ 1r Hom(x
6 

xx x
8 

Y ) est exacte 
« ,a « s a, o 

est exacte. 

(le dernier isomorphisme provient de X s xss cc 8 

donc le préraiaceau S 

D'où les 3 énoncés équivalents suivants 

S ~ Hom
8

(s,Y
8

) 

S ---+ Hom
80 

(S I Y0 ) 

faisceau fepeqeCo 

Il Il 

Il Il 

Nous all~na:démontrer le 2~me énoncé dans la catégorie .·,i, . 

~~R~/Spec Z) ·.::: (Sc·h)., 

~/JI '.en ·déd'Îiira "dans"'. le· cas général • 

. ie·.·. Sch. ·:tout', r-éf'àisc.e•il.U re r.ésentable est un 



Exemple : Foncteur "groupe multiplicatif". 

C'est le préfaisce~u défini de la manière suivante : 

P(S) = o8 (s)* (groupe multiplicatif des éléments 

inversibles de o
8

(s) ) 

-3-

u: S'---:> s P(u) = P{S) ~ P(S') induit par o
8

(s)--+ 0
8

,(s') 

Pour tout anneau A , l'application 

Hom (Z [T,T- 1 ),A) ~ A Ann 

u ►•-->u(T) est une bijectiono 

Donc l'application 

HomSch(S,Spec Z [T,T;,.1 ])~ Hofnn(Z [T,T- 1J,o 8 (s))-+ P(S) 

(f, 1/1) 1-------~ 1/l(SpecZ [T ,T- 1]) (T) 

est une bijection et on vérifie qu'elle définit un isomorphisme 

de foncteurs. 

Donc le préfaisceau "groupe multiplicatif" est un faisceau fpqc. 

§ 2. Problème analogue en algèbre commutative 

Soit A un anneau, A' une A-algèbre fidèlement plate, A"=A'x A' 
A 

f 
A __ ,.) At ---A" 

~J Théorème 

Soit N un A-module * N' = f (N) N" = * h (N) 

a~·dui ts de N par changement d'anneaux 
w·.t/ . , 

:Aiors la suite de A-modules (l) 1 N ~ N' =:·N" est exacte 1 

N ~ N' est injectif puisque · A' ëst fidèlement plat sur A 

1?our: montrer que la sui tE:i ( 1) est exacte, il suffit de 

'' ·. ~er · que la suite obtenue., en. teJ1sorisant à droite par A' 

) .. e diagramme avec ::1es' àpê~f;,~J:\J"'lari.flêfa:ux êorrespondants 
· .. 
us de notati.pn·· ~r ~:t.: l'i\ f~§l,Jî[;ln 1~:~:;-e~-les~r1èchës de 
: V.t=( 

tiLf 
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P1 
X 

f X' X" 

î P11 

p l r,. f r13 
X' X" ·-X'" P2 r2 3 
~ ,_./ 

q 

La suite obte~ue est donc la même, après remplacement de A 

par A' et de N par N' 

Dans ce cas~· l'homomorphisme A' ~ A" admet une section 

11\: A" -¼A' 

On peut donc.se contenter de démontrer que la suite est exact.-e' 

dans le cas où f: A~ A' admet une section a:A' --+ Ao 

Soit 

gonc 

x'E.NOj A' A 

x.&l&a' .--,, x.&10:a. 1 • ~ x.6la'. 
1 1 1 1 1 1 

x.8a 1 .81-+ x.&a(a! )il --+ a:{-a! )x.$1. 
1 1 1 1 1 1 

donc. N' est dans l'image de N. 

1 ~f,~~oen-te, de-morphismes· de· ·A-modules .. 

'.S:?dent M et· N · deux A-modules,. .Mêmes 1;1,otat•ions qu 1 au a) 

~~:çts. la sui te de A•modules. 

M·: 

' 
' 
}~1 

H_ om (M N)~ Hom (M' ·N' )---·Hom,,.(Mt' ~N'''~1' 1, ·-est· ëxactë 
A • A · ' ~ ·- -•-A 

u ;, 

. ' . .• :u, .. ,. 
N 

! 
N • 

j 
i 11_j inj ect iver:1 

donç si u'1· = u.'2 , 1. 1 tl ;t•· :\_\ ., . 
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* * 
-----~N' 

soit u' tel que P 
1 

{ u' ) =P 
2 

( u' ) 

P1~ P2 

M" ------PN" 
montrons que l'image de u'/M est incluse dans N 

mEM P1-w-(u' )oP1oiG,-n) = P 1-tt-{u' )oP 2 oi{m) = P2*(u' )oP oi(m) 

--i>P1ou'oi(m) = P2 ou'oi(m) 

-+ u'oi(m) €. N 

Soit u la restriction de u' à M 

N ---N' --~ N" 

u• et f* (u) sont solutions du même problème universel, donc 

sont égales. 

·c) Généralisation.:-aux schémas 

Soient F G 
0 t 0 

.deux fais·eea.ux quasi-cohérents de modules sur- un 

shéma S. 
0 

Alors·le·préfaisceau· 

Sch/S
0 

à valeurs dans 

S ~•--➔ Hom (F G) de la catégorie s s, s 
Ens , est un faisceau fepeqeCa 

Lemme.--Caractérisation·des faisceaux fpqc (Sch) 0 ---T Ens 

Po~r qu'un préfaisceau 

il suffit que la suite 

P soit~un faisceau fpqc, il faut et 

P c s ) ~ : P ( s« ) ~ 1r PC s x 
8 

s
13 

) ~.,s oc 

soit exacte dans les 2 cas suivants : 

l O ) 1a famille { S foc > S} est une :famille surjective • 
d'immersions ouvertes· 

2°) il. y· .. a...::.une seule flèche S' ~ S fidèlement plate, 

S et S' sont af :fines. 

opolog·i-e -_, fpqe · peut être définie de 2 manières : 
")·,J,· 

'fa:':'mb:i.ns ·:fine· qui. rende couvrantes·•1.ës · fami1les: 

:fami.ïl.e ·-sur j e-c:t'i ve.:.-41' i:111me;r.-sions ouvert es 
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( s' f ) S) S et S' affines, f fidèlement plat 

(ii) la moins fine qui rende couvrantes les familles : 

(S fa:: ) 
-- .. > s famille surjective, où chaque f a: est plat 

et quasi-compact. 

(ii) plus fine que (i) 

{s• ~ s} où Set S' sont affines, f fidèlement plat, est 

bien couvrante au sens de (ii). D'autre part, en recouvrant 

tous les ouverts de chaque S par des ouverts affines, on 

obtient une famille { U À ~ S} couvrante pour ( ii), et tel 

que le crible enge,ndré soit inclus dans le cible engendré par 

les {s- fa: s} _ 1 donc ce dernier est couvrant. 

(i) est plus fine que (ii) 

Soit {sa: fa::1>s} un famille surjective, où chaqùe 

et quasi-compact. 

:f est plat 

Recouvrons S 

que chaque U. 
1 

ble parce que 

:f-l(U.) 

œi r 
Sa: 

i 

a: 

par des ouverts affines U. assez petits pour 
1 

soit contenu dans l'image d'un fa: (c'est possi-

fa: est ouvert) soit fa:, 
1 

fa: 
i u. fa: est plate, quasi-r i I r; 1 ( U. ) compacte et surjec-

fa: • l. 
1 tive, donc fidèlement i s plate. 

il- ,famille 

t~Ji1. :ramille 

11A ta.mille 

(U. ~ S) 
l. 

est couvrante pour (i). Si on montre que 

(r: 1 (u.) ~ U.) est couvrante pour chaque 
. 1 1 i • alors 
l. 

c~mpo~€e·l'est 'aussi~ Or elle app~rtient au crible 

all.1.#:;ar~ par { s CIC fa:.· )r $,} . Donc . ce, c,rible contiendra un crible 

-.\l/9:.~.'rit donc. ser.a couvrant. ~1~~ 

.S" : :f )' S e.s'"~· COù.Vtt;nte si S est affine, 



Donc 

Alors 

S' • U S'. 
.p • • l. J.l.nl.e 

s1 = US'i 

où chaque 

est affine 

s' . 
1 

et 
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est affine. 

s
1 
~ S' ~ S est 

donc couvrant, donc le cible engendré par t S' ~sJ est cou-

vrant. 

- La topologie la plus fine qui fasse de P un faisceau a pour 

cribles couvrant X les cribles R de X tels que P(X)...'.!+P(R) 
et ceci universellement. Soit '0 cette topologie. Montrons 

p 
donc que si les propriétés énoncées dans le lemme sont vérifiées, 

la topologie % est plus fine que la topologie fpqc., c'est-à­p 
dire que les familles qui engendrent la topologie fpqc sont 

couvrantes pour la topologie q;-. 
p 

- seul le "universellement'' est à vér i fiertf o 

soit f cc } ---x· un recouvrement ouvert de X o Soit R le 

crible engendré 
P(R)-=... P(X) 

{ycrc --·-Y} 

Alors { Ycrc ---+ Y } est un recouvrement ouvert de Y, donc le 

crible engendré, R'· satisfait aussi à P(Y) ~ P(R') 

soit X'~ X un morphisme f.p.qoc. de schémas affines. R le 

crible engendré 

X' f 
➔ X 

1 f' 
l 

Y' ) y 

î t y' . ~ 
1 

f' . 
1 

alors : 

'\, 

P(X) ~ P(R) 

Recouvrons Y par des ouverts affines Y. 
1 

Alora Y' est recouvert par les ouverts 

Y'.= Y'x Y'.~ X'x Y. qui ■ ont affines 
1 Y 1 ·X 1 

et Y'x ·y• y est recouvert par les Y'.xy Y'. 
1 . 1 

1 

P (Y) = l im P (Y. ) 
-E-- 1 

P(Y') = lim P(Y'.) 
"---- 1 

P(Y' x Y') = lim P(Y'. x Y'.,) 
Y ~ 1 Yi l. 

P(Y.) '-- P(Y'.) = P(Y'. xyY'.) est exacte 
1 1 . 1 1 

P(Y) +-- P(Y') est eaxa•te 
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- Bien entendu si P est un faisceau, les deux familles décri~~s étant 

couvrantes pour la topologie fpqc, les suites correspondantes sont exactes. 

donc le lemme est démontré. 

Toutes ces propriétés restent vraies dans la catégorie Sch/So •. 

Descente de morphismes de modules guasi-c·ohérents sur un schéma 

S Hom0s (FS,GS) est un faisceau f.p.q 0 c. 

Donc deux choses_ à vérifier 

1°) recollement sur recouvrement ouvert de S 
~ et G étant des faisceaux au sens de la topologie de Zariski, les sections 
sur les ouverts se recollentp donc aussi les morphismes. 
2°) S 1 ----...-s moi plrisnre fidèlement plat de schémas affinés 

= SpecA' =SpecA. 

Alors il existe un 

La propriété- est une 

Hom
0 

(9"5 o5
) 

s ' 

A .....__. A O fidèlement plat .. 

A-module M tel que =M 

A·' 1 ·'N---G = N 

conséquence de ce qu~on 

Homo (g-S a Gs_o) 
s Q p 

a vu pour des modules 

====.:;~ Hom0 (<:f S" G511) 
S" , 

est e,xacte. 

:,. Démonstration du théorème: S-1 1 ::~FSQ .. (~,,Yo) est un fai~ceau fop.,q.c., 

1°) recollement sur un recouvrement ouvert de S. 

u ► y 
0 

unu--~u. ·--+s 
i j ]. 

Les appl:ications topologiques sous-jacentes se -recollent bien sûr. 

Les flêches des faisceaux d-tanneaux-se recollen-t·du fai-t que ce sont des 

~aisceaux pour la topolog~e de Zariski. 

20) démonstration de Hom(S8-Yo) __ .,,Hom(S"" ;Yo} ==-4 Hom(s•·,Yo} exacte 

a) 

si S = SpecA 

S' = SpecA' 

S" = SpecA" 
A' étant une A-algèbre fidèlement plate. 

A" = A'® A' 
'A 

S" ==~ S' -->~s est un diagramme exact d'ensembles~ c'est-à-

â:i~e que S est le conoyau de la double flèche au sens ensembliste. 



i S" j 

g est fidèlement plat donc surjectif. 

Soit s~I sj. Supposons que s = g(s 1 
) = g(s' ) 

1 2 

L'application 

s 11 E.jS'°I tel que 

js"I ---+IS'lxl ls 1 j étant surjective, il existe 
s1 

~ h'(s 1
) =h"(s 1

) --, 1 2 

- 9 -

donc on définit bien une application h unique par: h(s) = h 1 (sv
1

) 

b) S 1 g ) S fai.t de j si un espace topologique quotient de I S' 1 

y 1est-à-dire que soit Z c jsl 

Alors Z fermée (resp.ouverte)<==:> Z' = g- 1(z) fermée (resp.ouverte) 

g étant surjectif, il suffit de le démontrer pour la propriété "être fermi 11• 

Z' = g- 1 (z) ·===}o g(Z 1 ) = Z 

Soit Z I fermé dans S 1 = SpecA v .. I8 un idéal le définissant. I = I 'nA. 

y Y' 

z,1; = IY' 1 IY11 = g-1 !YI ztclY11 
nltt) est dense dans jYj , fermé de jsj ~ donc ju (IY'I) = g(Z) = Z a pour 

IYI dans s 

!.YI = l'zl. 
fi'.P = C~ 1 1 1 ) C. u I Y ' 1 = Z :> v ( 1 Y 1 1 ) C. g -

1 
( Z) ;:: Z ' fermé de I S 1 

·' ôminan t donc v ( 1 Y 1 1 1 ;::; 1 :Y 1 1 donc j Y 
1 

1 C Z' donc I Y 
1 

1 = z 1 

-(lil 1)t=•.Z .. = 1 Yj .::; z. donc Z est fermé dans s. 
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c) Descente de sections 

Soit s• g ~ S un morphisme de schémas f.p.q.c. 

G un faisceau de modules quasi-cohérent sur s 

Alors la suite 

Cela revient à montrer que pour tout cuvert U de S 

r(G,u) ~ 1a• ~g-
1 (u)) est exacte 

Or, le morphisme S I j , _ 1 ( ) obtenu par changement de base 
'g u 

est encore fopoqoCo On peut donc supposer s = u 
Alors d'après le § 2o 

la suite Homs(os,G) Hom511(0S" G") est exacte. 
li 

d'où le résultat cherché, grâce à l 9 isomorphisme fonctoriel en S: 

d) Propositionso 

Pour tout espace annelé Z, la suite 

est exacte. 

p1 f' 
S" z 

·~~ a v.u qu'on peut construire une application ensembliste unique f 
0 

telle 

i~i<i'•.01 f g = f 1 • 'fi!:.~". 0 

'!'"'Oon tinue : soit F un f ernié de Z 
,.,\, ''. 

j.lj;rer que est fermé, il suffit de montrer que 

?de .qui est bien réalisé puisque 

-1 -1( ) g f F 
0 0 

est 



d'après c) 

on ob~ient encore une suite exacte en prenant son image par f
0
* o 

Donc il existe un morphisme de faisceaux unique qui rend le diagramme 

commutatif. 

Corollaire 

Cette sui te reste exac-te dans les catégories sui vantes g 

- espaces annelés-en anneaux locauxo 
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la seule chose à vérifier est que le morphisme de schémas OZ ~f
0
*(os) 

obtenu induit un morphisme local sur les fibreso 

oz os, 1 ~i ,s 

',,, / local 

~o 
S,s 

la troisième flèche est aussi locale. 

- schémas. (Sch) 

-(Sch /so) 
f 

Il faut vérifier que le morphisme construit Z ---> S, est bien un morphis­

me sur S. 
0 f' 

\\6 
s .. s 

cp 0 

mî1\ll )n = (,1,f' )P - Donc il existe une flèche unique S -- 9;,,S , qui composée ~--··• s;-1 '+' 2 0 

Ill& g_, donne <j>f ' o 

8'111:'Pfôuvé 2 solutions q>· et q;f • Donc elles sont égales. cp = c/>f .. 
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§ 4.,!)es.9ente dE?. Propriétés 

1°) D~~~nte de sou~-modules. 

Soit S 1 --➔ s f.p.q.c. F un faisceau de module quasi-cohérent sur S 

F 1 et F 11 déduits par changement de base. 

H(F) = {sous-modules de F} 

Alors la suite 1 H(F) --➔ H(F 1 ) __ 4 H(F") est exacte: 

Nous allons montrer le résultat plus général suivant Soit F un faisceau 
0 

de modules quasi-cohérents sur 

Alors le pré-faisceau: S est un faisceau f.p.qoc. 

- B§..Q9Jlement sur un recouvremept ouvert 

provient du fait que c'est local au sens de Zariski. 

- Démonstration dans le C.§.§_affiné. 

f 
A----➔ A1 

- ---.. ➔ M" 
=•· -··-➔ 

P f = p, f = h 
1 2 

1°) soient N
1 

et N
2 

deux sous-modules de M tels que 

f*L:
1

) = f*(N
2

) • Alors N
1 

= N
2 

• 

En effet N1=Nl1(1M 

N
2 

=N'
2

0M 

2°) démontrons le résultat plus général suive.nt: 

Soi 1:t N' un A'-module, N" un A11-module, et deux flèches N.t 
n1 

---➔ N" 

n. 
1. 

soit p. -linéaire et induise un isomorphisme N11 = P*. (N' ) 
1. l 

,,,_,, '-modules 
. ' . . . 

NNB~jî~:ï:, N est le noyau du couple (n
1 

?n
2

), N · est un A-module~ et la 

N + N1 induit un isomorphisme. f*(N} = N" de A '-modules. 
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- on vérifie que si on fait opérer A sur un élement de N, on obtient 

encore un élément de N, donc N est un A-module. 

- il suffit de démontrer que l'on obtient un isomorphisme après le changement 

de base A f ) A I 
o Donc on peut supposer que f admet une section o 

donc 

f p1 
A--+ A' ~ A" 

f 

(o® 1)* P *(N') = N' 
2 

(a® 1 )* P
1 
*(N') = f*o*(N') 

or la suite 

= N' 

TC 
2 = N" 

est exacte;, donc 

donc o*(N') ~-N donc N' .:: f*(N) 

Coroililaire. 

Soit I' un idéal de A' tel que :P
1

(I 1 )A11 =P.
2

(I 1 )A11
• 

Si I = I '0 A , alors I • = IA 1 
• 

Descente de sous-schémas ferméso 

H(S) =/sous-schémas fermés de S} 

La sui te H(S) --> H(S 9 ) ~ H(S11
) est exacte. 

2°)Descente de propriétés de modules. 

g: S' S fop.q.co 

F faisceau quasi-cohérent sur S. 

o*(N') est 

Jjè propose de mettre en relation des propriétés de F et de _g*(F). 

~ue, 

- P:1:'.0priété (P) considérée est locale (au sens de Zariski) et stable 

--.ngement de base, si on a montré dans le cas d'e 2 schémas affines que 

F I vérifie (P) ~ F vérifie (P) 
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Alors pour un morphisme quelconque F vérifie (P) .4==> F 1 vérifie (P) 

en effet on peut supposer S affine puisque la propriété est locale. 

Alors S' =fU. S!. 
1n1e 1 . 

s 1 affine • 
i 

US! = T est affine et T ~ S est fidèlement plat. 
J. 

T ~ S' ---. S 

F I vérifie (P) ~ F 'T vérifie (P) ==> F vérifie (p) 

Exemples 

- de type fini. 

- de présentation finie. 

- localement libre de type fini. 

- exactitude des suites. 

On est ramené à un problème d'algèbre commutative 

soit A ___. A' une A-algèbre fidèlement plate. 

M un A-module. M"1· = M @AA' • 

Alors si M"' est de type fini (resp. de présentation finie, resp.localement 

libre de type fini) il en est de même de M. 

i) de t;y:pe fini. 

M = lim M. M. 
---'-+ J. J. 

sous-module de type fini de M 

~-M'= lim M! M! - l. l. 

~ pour i assez grand, M' = M~ ~ M = M 
J. i 

ii) de présentation finie 

M: est donc déjà de type fini O -+ R - L -+ M-+ 0 L libre de type fini 

⇒ 0 -+ R'- L 1-+ 1 M 1-+ 0 

~ M,1 est de présentation finie, R '· est de type fini, donc R aussi, 

1[9:T''•M est de présentation finie. 

".::1ocalemen t -li breet de type fini ·.,, .. 

. /est équivalent à "plat et de présentation finie". 

-J?ij,9 c I est une propriété qui se descend. 

PPRl~.:~.~te de propriétés de morphismes de schémàa 

1'iµ.~: faite en 2°) reste valable. 
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La plupart des propriétés des morphismes sont conservées par descente 

séparé Surjectif 
ra.diciel 

ouvert 
fermé 

} EGA IV. 2. 6. 1 

) EGA IV. 2.6.2. 

loca.lement,de type,fini 
----- de présentation finie 
type fini 

universellement ouvert 
-------- fermé 

propre 
isomorphisme 
immersion ouverte 
----- fermée 

-------- bicontinu 
homéomorphisme universel 
quasi-compact 
quasi-compact dominant 

Ne sont pas conservés 

EGA affine 
2.6.3 fini 

quasi-fini 
plat 
lisse 
é-tale 

projectif 
qua.si-projecti:f 
immersion locale 

Quelques exemples de démonstrations 

- injectif 

X' S' n'intervient plus 

Alors 

r•l 

(x
1 

,Y 1 )EX' 

(~
2 

,Y 1 )EX' 

- sur.jectif 

Cl f.p.q.c. 

oC surjectif ~ 1' y·' EY 1 

f'(x
1

,y•) =f'(x
2

,y•) =Y' 

~ x1 = x2 

évident puisque ce surjectif 

S 1 f > S E C S 

°'(y 1 ) = y 

Alors f- 1 (E) ouvert (resp.fermé) <===} E ouvert (resp. fermé) 

''~tre ouvert" est une propriété locale • 

EGA 
.. 2.7.1 

. ~ans le cas affine on a vu que si S'-f-
1

(E) = f-
1(s-E) est fermé, S-E est 

f'E3rmé, donc E est ouvert. 
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- homéomorphisme 
1 

X' @ > X 

f'l l f 
yr c< > y 

il su.ffiet de vérifier que f est ouvert 

U ouvert de X ..> ~-1 (u) ouvert de X'~ f' ~-:-
1 (u) ouvert dans y• 

or f ,~~ 1 (u) = ~ 1f(U) 

donc ~
1

f(U) est ouvert dans Y', donc f(U) est ouvert dans Y. 

4. Exemples 

1°) Extension de corps finie galoisienne. 

k'---'-·➔~ k' Soit G son groupe de Galois. 

Rappel. 

L'application suivante est un isomorphisme d'anneaux 

L'espace topologique Spec k'~k' a donc n points isolés. Sur chacun d'eux, 

l'anneau est le corps k 1 • 

Les deux structures de k' algèbres sont données par les 2 flèches: 

k' ---.) k'~k• ~ k'n 

X x ~ l ~ (g(x)) gE:G 

X l ~ X ---+ (x) gE:G 

c'est-à-dire que sur chaque composante de k'n on a les 2 flèches 

k' g > k' 

l 
g 

Traduction du théorème dans ce cas particulier 

X étant une variété sur k, on lui associe une variété X' sur k' 
' 

.;l?uis une variété X" sur k" • 
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X X' X" 

1 l l 
Spec k +--- Spec k' <E--- Spec k" 

~ 

- G ' à gauche sur k' opere 

- donc G opère à droite sur le foncteur représenté par Spec k' . 

(par abus de notations) 

G opère à droite 

par·composition 

HomSch (Z,X') = Hom (Z,X) x Hom(Z,k) Hom(Z,k 1
) 

G opère à droite sur Hom(Z,k') , donc opère à droite sur le foncteur 

représenté par X' 

explici.t.ons · : ~ 

à aEG, on associe une flèche Spec k' ~ Spec k 1 

donc une flèche X X kk' ----+ k' q_ui induit une flèche 

- donc G opère à gauche sur HomX(X1 ,z) 

Le théorème nous dit alors que la suite: 

X X k' ~ X x kk
1 

• 

k 

est exacte. 

explicitons ces 2 flèches: 

X" est la somme de n variétés, sur chaque point de k ,n. 

Les deux flèches sont les suivantes: 

ut-----> (u)gEG 

u 1-I --➔) (gu) gEG 

Donc le théorème montre que HomX(X,Z) s'identifie au sous-ensemble de 

HomX(x•,z) des morphismes invariants par G. 

Descente de sous-variétés. 

Soient ~.. et ~ 1 les espaces affinés de dimension n sur k et k_1 • 
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Une sous-·.ra.1.•iété de Ç, défin:iJ! par un idéal 8t' de k' [x
1

, ••• ,xn} peut 

être définie par des polynômes de k[ x1, ... xnJ si et seulement si, pour 

tout g, g 'f!Jt' =Cf&' • 

ll : k = m. k 1 C 

()z.• peut être engendré par des polynômes à coefficients réels +-+ &t• -= ~• 

2°) Cas d'une extension purement inséparable de degré fini. 
1 

k ~ k 1 ~ k" = k' ~ k 1 

--~ k p 

Théorème 

Soit OZ., un idéal de k' [x1 , •• e, X~] e Alors les conditions suivantes sont 

équivalentes. 

[ (i) 

1 (i) 

(i) üt, est engendré par ~o = ~n k[X
1

, ••• ,Xn] 
- - . 

(ii) p
1

(l12.)et p
2

(~)engendrent le même idéal de k"[~
1

, ••• ,K ] 
,_. n 

(iii) pour tout opérateur différent
1
·e1 

_de 1 1 idéal c,z, , alors le 
À - D ( poly'nome F obtenu en appliquant D 

D de k' sur k, pour tout 

aux coefficients de F) appar-

tient à Ot. 

~ (ii) 1 

=} (iii )1 

résulte de l'étude faite sur la descente f.p.q.c. 

soit F E C'l 
0 

F = ~ a. X:.i 
.1. 

= fYl n k[x
1 

, ••• ,xn] 

a . E k 
.1. 

= 012. () k(X] 

donc D E Diff (k 1 1 k) D étant k-linéaire D(a.) = À.a . Hk' 
.1. .1. 

D 
donc F = À.F E <Ji. 

0 

O'i. étant engendré par Cil , on en déduit (iii) par linéarité. 
0 

t (iii) => (ii) 1 

Soit c,z1 = P1 ( C7Z) k"[X] k' --
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k" peut être considéré comme espace vectoriel sur k' grâce à p
1

• Soit 

(eÀ)ÀEA ù.nebase correspondant à cette structure, telle que le 1er élément 

de la base soit 1. 

Soit FEk" [.!] 

Alors 

Lemme 1 

en effet si F
0 

E O?., P
1

(Fo) a pour coordonnées sur la base: {p
1

(F
0

),o, •• ,o} 

donc F E Ô/, 
1 
~ F = . E p

1 
(F. )G. = E p

1 
(F. ) • E G1

1
. e'I. avec F. E (l'l, 

1 1 1 i 1 À ~ 1 

Lemme 2 

Soit A' 

i 
FÀ = t Fi GX E Ctl.. 

une A-algèbre, A" = A'@ A 1 

A 

I le noyau de l'application ô; : A" ~A' 
x@y~xy 

A~A' 

Soit 1) : A" ~A' une application A '-linéaire (A" étant muni de la struc­

ture de A'-module induite par~). Soit nEN. 

Les assertions suivantes sont équivalentes 

Q) D 
0
p

2 
est un opérateur différentiel d I ordre ~n de A'. 

- Démontrons-le par récurrence sur n 

- n = 0 D(I) = 0 ~ D se factorise 
D 

A11 A' ---
application A' linéaire 

1),, étant une 

Alors D
0
p

2 
= 1),, ô p = 1),, est une homothétie de .A", donc un opérateur 

0 0 2 

différentiel d'ordre o. 

Réciproquement, si D
0

p2 = 2 

D(x@Y") = x D(1Qgy) = x D
0

p
2

(y) = x!),,(y) 
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= D (I) = 0 

- n guelcongue >< 1 

D = D p 
o 2 

D est alors défini par D(x~y) = x D(y) 

xE:A'. D' = xD-Dx 
X 

Alors D est un opérateur différentiel d'ordre 

différentiel d'ordre ~n-1 

l'hypothèse de récurrence) 

<nA=~ Vxn• est un opérateur 
X 

<~ D' (In) = 0 (d'après 
X 

explicitons: D1 (u~v) = uD1 (v) = u[xDv - D(xv)];:; D(ux~v - u~xv) X . X 

= D[ (uQ9v)(xQ91- 1~x )] 

E:I 
- n+1 

Alors D(I ) = 0 => D' (In) = 0 donc D est un opérateur différentiel , . 
X 

d'ordre n 
- n et si V ,D 1 (I ) 

n+1 X X 

II (x.Q91 - 1~x.) 
. 1 J. J; 
l.= 

= 0 In+ 1 est engendré par les éléments 
n:· 

= x 1Q9 1 - 1Q9 x 1) . II (xiQ9 1 - 1Q9 xi) 
- J.=2 

= (xiQ9 1 - 1@ x 1 )(u~ y) 
n+'1 . . ,'or'.9-

donc ni ·-II· (x:·Q9 1 - 1Q9 x:) 1 = D-.-1 (uQ9 v) = 0 - D(~n+ 1) = 0 
i=1 1 1 x1 

Revenons à notre problème. 

k 1 étant purement inséparable sur k, de degré fini, k" est donc noéthél\ien 

et tous les éléments de la forme 1Q9 x - XQ91 sont .nilpotents. Donc l'idéal 

I qu'ils engendrent est nilpotent. 

Donc les applications Dl--➔~D p 
o 2 

n---n 

D(x®y) = xD(y) 

définissent une bijection entre l'ensemble des formes linéaires de k" (mùni 

de sa structure d'espace vectoriel sur k' induite par p
1

) et l'ensemble 

des k opérateurs différentiels de k 1 • 

En particulier, soient (cpÀ)ÀE:A les formes coordonnées. Alors cpÀ
0

p
2 

est 

un opérateur différentiel de k 1 • 

Fp2 = Z:: FcpÀop e'\ 
À 2 /\, 

Soit alors FE: (}'l, 
cpÀ 

par hypothèse F op
2 

E:02,. 

Donc toutes les coordonnées de Fp2 sont dans(:/{.. D'après 

Donc ei
2 

engendré par les Fp2 , est inclus dans ~
1

• 

P2 -
le lemme 1 , F € l5Z.

1 

IDn échangeant les rôles de p2 et p2 , on obtient donc l'égalité l9z.
1 

= 02
2

• 
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Exposé 6 DESCENTE FPQC des SCHEMAS. 

par Cho DELORME. 

§0 RAPPELSo 

010 Les propriétés d 1exact~tude dans les ensembles faisant intervenir des limites 

inductives quelconques et des limites projectives finies restent vraies dans la caté-

gorie des f~isce&ux d'ensembles sur un site donnéo 

Exemples ~ 

Les limites inductives sont universelles autrement dit elles se conservent 

par changement de baseo 

Un épimorphisme de faiscee.ux p ~ F 1 --+ F est le conoyau de la double 

flèche où et sont les projections de sur F'. 

020 Dans une catégorie où les produits fibrés sont représentables, on considère un 

111orphisme p 

projections de 

p (s 1s1) 
0 0 

p1(so,s1) 

les s. sont des 
l. 

S 1 --+ S, les projections de 

S I x S 1 x S 1 = S"' sur s s 

= s 
0 

- s1 

S" 
' 

Po1(so1 

Po2(so, 

p12 ( s.o' 

points de S' à v&leur dans 

On a les égalités évidentes . . 

p Po = p P1 = q 

Po Po1 = Po Po2 = 40 

Po P12 = P1 Po1 = 41 

P1 Po2 = P1 P12 = 42 

p 40 = p 41 = p 42 = r 

S~' = S' x S 1 sur S' et les s 

définies par~ 

s1 ' s2) = (s ' 
.0 

s,) 

s1 ' s2) = (s o' s2) 

s, ' s2) -· ( s1 , s2) 

objet variable T de la catégorieo 

••0/000 
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On considère les carrés cartésiens 

X' E 
1 ' 

X" X"' 

l 
P1 

l 
P12 l t• .. f' f" 

P' 4- F": ~ P"' 
P1 P12 

Alors les carrés suivants sont cartésiens g 

X' ~ X" X" X" 

l p' l Po f"l 
p.12 

l p f' 
1 

f" f"' q qo 
F ( 1 F' F F' 

p p 

§ 1 THEOREME de REPRESENTABILITEa 

1o1o Théorèmea 

Soit F un faiseau. fpq'c sur la catégorie des schémas sur S s'il existe 

une famille S) couvrente pour fpqc, telle que pour tout or l& restric-

tion F,x de F à Sch/Sor soit représentable par un schéma x<r affine sur Sor' 

alors F est représentable par un schéma X affine sur So 

1 o2o Remarqueo 

Fu; est$ en tant que faisceau sur s, un produit fibré de F par Sor sur s. 

Les schémas S' sur s, tels que F x
8 

S' soient représentables par un schéma 

·x• affine sur S 1 forment un crible, car les morphismes affines sont conservés par 

changement de baseo 

L'hypothèse de 1o1o dit que ce crible esD couvrant pour fpqc, la conclusion di~ 

que ce crible est So 

Ceci se dit encore la propriété pour un faisceau fpqc d'~tre représentable 

par un chéma affine sur la base est locale pour fpqc. 

Il suffit de montrer le théorème dans deux cas : 

* (Sor~ .S) recouvrement par des immersions ouverteso 

* S' ~ S provient d'un morphisme d'anneaux fidèleraent plat. 
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lo3o Démonstration du premier cas. 

On commence par montrer: 

La propriété pour un faisceau pour la topologie de Zariski d'3tre représentable 

par un schéma est locale pour la topologie de Zariskio 

Considérons le diagramme de faisceeux de Zariski sur Sch/S 

P«' est la restriction de F à s« o Le faisceau FO(' est représenté par l.ie 

schéma Xor et 1 1 isomorphisme de faisceaux ~ 0( o 

Nous avons deux représentants de F~$ , ce sont les images réciproques sur 

et (X ,: ) notées (X!. 'F/J) et /, ' ..,/3 ' V\ , "=>o< 
On en 

tire l'isomorphisme oc X$ ~13 u °"/J ~ X_,s ~ '()( défini par t., oc 

De même on a trois représentants de F 0<1> 't avec les isomorphismes de restric­

tion des u .. o En oubliant les indices du haut, on a l'égalité~ 
1J 

On en déduit l'égalité~ u<Xfo uft'6 = uoc'6, car Sot- isomorphismeo 

Ceci permet de recoller les X~ en un schéma X et les ç O< en un morphisme 

de faisceaux 

S est la limite inductive des (Sa<.p ~ Soc ) par les immersions (SO(---+ S), 

donc F est la limite du système correspondant par les (F « --,, F) o De même X 

1,st limite inductive du système correspondant par les (X«~ X) o Les S<X' étant 

:dies isomorphismes, il en· va de même pour leur limite ~ o F e-st donc représenté 

Si, de plus, les X~ sont affines sur les S«, X est affine sur So 
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1.4. Soit p: S'--, S un morphisme de schémas • On forme les produits fibrés 

S" ~t S11 , les projections étant numérotées comme en 0.2. Soit P un faisceau 

sur S. On appelle F', F" et F'" les restrictions de P à S', S11 et S111 
• 

On prendra les morphismes déduits des diverses projections par changement de base 

Ceci donne un diagramme de faisceaux sur s. 

s ·<-------

P"' 
p' 

F I t:L: 0 
' 1 l f' P', 

Po 
S" -"--·---

$ Ill 

+----------

Si p est fpqc, p est un épimorphisme de faisceaux. On en tire par 0.1. que 

p est conoye,u de les changements de base vont donner aussi 

1.5. Démonstration du deuxième cas. 

: p 
0 

conoyau 

Ici S et S' sont des spectres d'anneaux A et A', p provient du morphisme 

d'anneaux fidèlement plat • F' est représenté par le spectre de la A'-algèbre 

B' • $ 11 , $ 111 , F" et F111 se représentent i:ussi avec des spectres d I anneaux. On 

obtient ainsi un diagramme d'anneaux. 

'if' '! ~ 
B' 

0 
B" B"' ~ 

rÎ (w.' 

f1 ~1 1 

4Ïo 
A A' A" -

➔ A"' + 
7" 

1 

A" est isomorphe à A' ® A' A (ïf o et (if 1 sont les flè-çhes déduites des 

applications a' ~a• ® 1 et a' ~ 1 ~ a,, etc. Les carrés sont carté-

siens et est un noyau de ( <W ' ~ 1) etc. 
0 

Soit un noyau CU-' . B ~ B' de ( <iî 1 C\\1). Ceci déte. mine cp: A ~ B . o' 

tel que 'ît'' cp = <p''ir, et J-1 
: At fi?} B~ B' par J-l(a' ® b) = If' (a') 'iî'(b). 
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On a alors un diagramme 

1 ® 1i' 1 f©'tT' 
A'® B A'® B' 

• . 0 
A'® B" 1 ) i A Â· A 

pl l 
1(8) ' l 1 

JJ-' 
~01 

)l" ~· 0 ..... 
B' ----➔ B" B"' 

<If 02 
p 1 (a 1 ® b 1 } = u>" (fr (a 1 } o qr.(b'} 

l o 1 

u"(a' '°' b 11} = <0111 <iï 'if (a') C(f 1 (b"). 
1 ia 1 01 0 • 12 

Les lignes du haut et du bas sont exactes celle du bas naturellement et celle 

du haut parce que A' est plat sur A. 

pt et p." 

vérifie aisément 

sont des isomorphismes (cf. 0.2., avec la sîtuation duale}. On 

cfro P- = )l' (1 ® <r. '} 

qr• )l' 01 = f" (1 ® fl"cV 

(iï I J-1' = f" (1 ® crrp. 02 

Ceci prouve que f est un isomorphisme. Le carré .ti:' B B1 est donc cocar-

tésieno '1T est donc fidèlement plat. Le morphisme de faisceaux qui en résulte est 

un épimorphisme, donc un .. conoyau de la paire de projection : Spec B ~ B B' ---'> Spec B. 

Par changement de base dans les anneaux on voit que Cff' 0 et Cff' 1 font de B" 

une somme amalgamée de B' et B' sur B. B" s'identifie naturellement à 

:B • ® B B I ce qui montre en repassant aux faisceaux sur S que F et Spec B sont 

'isomorphes• 

S2 DONNEE de RECOLLEMENT. 

li,1. Dans tout ce Jf:l,ragraphe, on considère un morphisme de schémas p : S' ~ S 
' 

-~ le diagramme défini en 02. 

On veut exprimer la catégprie des schémas sur S en termes de schémas sur S' 

d-1·une donnée supplémentaire. 

fl : X1 ---.:, S' un S'-schéma et soient 
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X' 
qri 

X'.' ( 

f' 1 l\i i = o, 1. 

p. 
S' ~~ S" 

deux carrés cartésiens. On appelle donnée de recollement sur X' relative à p 

,un S"-isomorphisme : 

u X" --+ X" 1 0 

1-.1 • 3. Remarque 

Un ce..rré cart,ésien X ~ '{f X' 

1 f 1 f' 
p s ' S' < 

Xàutrement dit un S-schéma X dont X' provient par changement de base p) détermine 

jpie donnée de recollement sur X' par la condition 

u = <rr 'ü 1 

B.ci par transitivité du produit fibré ; on peut dire aussi, puisque p p
0 

= p p
1 

= q, 

ll).e les S11-schémas X" 
0 

et X" 
1 

sont deux ime..ges inverses de 

~t l'isomorphisme canonique entre elles. 

On appelle u la donnée de recollement naturelle sur X. 
0 

X par q, et que u 

On verra au§ 3 que u vérifie une condition suppiémentaire, que l'on exprimera 

■~.disant que u est une donnée de descente. 

Ili• Définition. 

Soient (X', u) et (Y', v) deux S 1-schémas munis de donnée de recollement 

-~tives à P• On dit que le sr-morphisme m 

~ées •de recollement u et v si l'on a: 

X'~ Y' est compatible avec les 

-

i.p .• ,, l. 

m. 
]. 

= m u 
0 

X'.' --+ Y'.' 
]. ]. 

est déduit de m par le changement de 

-Jiës S1-schémas munis d'une donnée de recollement relative à p forment une 

~~iie notée. Rec (f-' /s) dont les morphismes sont ceux que l'on vient de définir. 
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De plus si X' et Y' proviennent de 8-schémas X et Y, alors l'image inverse 

par p d'un S-morphisme n: X--.-, Y est compatible avec les données de recollemeni 

naturelles sur X' et Y'. Ceci définit un foncteur : 

Â Sch/S -~ Rec(s 1/s) 

X/S .,_ __ lt Xx
8

S 1 , u 

~5. Théorème. 

L Si p est fpqc, le foncteur Ll est pleinement fidèle. 

Ceci traduit le fait que le diagramme 

est axact, ou que le préfaisceau HomT(~, YT) est un faisceau fpqc. 

cf exposé 5 § 1. 

,§ 3 • DONNEES de DESCENTE. 

Définition. 

Sous les conditions d.e 2.2., on dit que la donnée de recollement u est effec-

,~ive s'il existe un carré cartésien somme en 2.3. tel que u soit la donnée de recol-

~~ement naturelle définie par X, c'est-à-dire 

qr c«o u = Cfî 'ff 1 • 

3.2. Sous les hypothèses du 2.2. considérons les carrés cartésiens 

X' -':-
k. 

X"' 

1 
l. l fi' f' i = o, 1 ' 2. 

q. 
l. 

S' -· . S"' 

Grâce aux relations du 0.2. et par transitivité d1'7produit fibré, les images 

p'."Verses u ... de 
l.J 

u par les p .. 
l.J 

S'" ~ S" forment un triangle de S111 -isomor-
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f'i>éfini t~on. 

L On dit que la donnée de recolleme\it u est une donnée de descente si on a 

Proposition. 

Une donnée de recollet:,ent effective est une donnée de descente. 

La démonstration se fait en utilisant la transitivité du produit fibré. 

3.4. Théorème. 

Si p est fpqc et si X' est affine sur S 1 , toute donnée de descente sur 

X' relative à p est effective. 

3.4.1. Lemme. 

Avec les notations ci-dessus, si u est une donnée de descente, il existe des 

morphismes P l p' p' . X"' ~ X" 
01' 02' 12 . 2 ---+ 1 

soient cartésiens 

- si on pose p' =<ii u, 
0 0 

Preuve. 

X" 
1 

r;• l 
S" 

q_' = 
0 

q' = 
1 

Prenons p' (k p f
2
111

) • •. 12 = 2' 12 

p!. 
1.J 

p .. 
1.J 

On a déjà pl P12 = ~ l P12 = k2 = 42 • 
Si on définit 

donc 

P.renons 

tels que les carrés 

x

1
r 

S"' 

f"' 2 

on ait 

on a 
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Si on définit on a. 

donc 

Prenons Pen = (k1 ' Pol f;" ) u12 • 

On a. déjà P1 Po1 = <fi 1 Po1 = k1 u12 = 41 . 
Si on définit par 

donc 

"' On cons~dère le conoy~u p' : X'~ F du couple (p' P1') 
0 ' 

dans la catégorie 

des faisceaux fpqc. Il existe un unique morphisme f: F ~ S , tel que le carré 

suivant commute. 

p' X' 

p s ,tif:,-___ _ S' 

Montrons que si u est une donnée de descente relative à p fpqc, ce carré 

est cartésien. On appelle m le morphisme (p', f') : X'~ F x8 S'. 

gramme déduit de 

X' 
p' 

~ ' 0 

< p' 
1 

X" 
1 

par le changement de base p est isomorphe à 

ID p' 
F xS S ' 4:----_1 __ 

Po1 X''-~<.-----1 .,, ___ _ 

Po2 
X'" 2 

~r.C:>Jllme on peut le voir à l 1aide du 0.2. et du lemme précédent. Donc 

,;9.noyau de (p01 , p02) • 
D'autre part le changement de base f 1 appliqué au diagramme 

s• S"' 

mp' 
1 

Le dia-

est un 



donne 
1>' 1 

xii 

1 
< Pol. 
~ 1 

Po2 
X"' 2 
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Dor.ic p' 
1 

est conoyau de (p01 ~ Po2) et m est un. isomorphisme • 

Si X1 est affine sur S I et le cr::,rré * cartésien, alors F est représenta­

ble d I e,près le théorème 1 o 1 o On vc it alors que u est la donnée de descente naturelle 

(cfo 2a3o) donc n est &ffective. 

§ 4o DEi:LEN'l:E de:a MODULE9 QUASI GOHERENTSo 

On déduit gén4ralement les rCsultats des§ 2a et§ 3. du présent§ 4. 

Nous procédons en sens inversa :i::our :d ustrer la souplesse et la commodité du 

langage de fais~eaux ut,iEsé a:1. § 1 o 

Le le-::teur qui désire Uhe démcnstra1-,ion directe du § 4o pourra se reporter à la 

littérature ,; Grothendieck S GA 1 exp:1sé VIIL 

4o1o Donnée de recollemento 

Soit p ~: S 1 -~ S un morph i.sme :ie s~hémas o On cherche à reconnaître parmi les 

081-modules quasi cohérents ceux qui sont isomorphe à l 1 image réciproque d'un 

0
8

-module quasi cohérent a 

* 
Soit M un 0

8
-module quad.i cohérent, p M son image réciproque par Po 

L'égalité q '= p p
0 

= p p
1 

fournit deux isomorphismes naturels de 0811-modules 

p* p* M ( 
,-.J q* M ,-.J p* p* M 

1 1 

Ceci. détermine un isomorphisme de OS11-modules m p* 
1 

p* M rJ 
). p* 

0 
p* M. 

Soit un isomorphism~ de 081-modules g p* M ) N 

On ')btient alors un isomorphisme de o
8

ri-modules u p* N 
1 

> p* N (> tel que 

p* p* M p* N 
~1 

p* g 1 

51 
1 u} q* M m 

~* p* M p* Po p* g 0 
0 

l$Oit un diagramme commutatifo 

Définitions 

lune donn~e· de recollement du Os1-module :a relative à p est un isomorphisme 
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A,ec les notations ci-dessus, m est la donnée de recollement naturelle du 

module p* M, u est la donnée de recollement sur N induite par g. 

Une donnée de recollement v sur H est dite effective s'il existe un 0
8
-module 

K et un isomorphisme h: p* K--+ H tels que v soit la donnée de recollement sur 

H induite par ho 

4o2. Donnée de descenteo 

Avec les notations ci-dessus, considérons le diagfamme 

q* p* M ) q* p* M 

rN 1 ~m01/o 
l r* M l 

~* M * * J,I 
~P01

4
* ~ Po1 P1, 

PÔ1 p* p* M r-1 p*. p* p* M 
1 pg

1 
m 01 0 

Le triangle intérieur est commutatif p&r le choix de m. 

Les trapèzes latéraux sont commutatifso 

q* N 
UOl 0 

r 
,.J 

p~1 PÔ N 
PÔ1 u 

On choisit de façon que le grand carré commute, aussi le triangle supérieur 

est-il commutatif? 

On obtient de m3me les trangles commutatifs relatifs à 

Dans le diagramme suivant, les petits t~angles sont commutatifs, et les flèches qui 

interviennent sont les isomorphismes ; il s'ensuit que le grand 
m 

q* p* M 01 

1 ~ 
r* 

p* M 

briangle est commutatifo Cette commutati:v-ité "se transporte" par l'isomorphisme g, 

te qui donne une condition nécessaire d'effectivité : 

lll>'.éfini tiono 

U~e.donnée de recollement est appelée donnée de descente de descente si elle véri­

-~ la relation ci-dessus. 
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On vient de montrer que toute donnée de recollement effective est une donnée de 

desce1â,e o 

4o3o Rappel : algèbre symétrique et fibré vectoriel. 

Si M est un OS-module quasi cohérent, on sait lui associer une algèbre sur 08 

quasi cohérente et graduée o8[M] = L (o
8
[MJ)n, et un isomorphisme de 08-modules 

f (M) : M ~ (0 8[MJ) 1 qui a les pro:rn-iétés universelles : 

Si A est une 0
8
-algèbre graduée et }lt un morphisme de 0

8
-modules de M vers. 

A1 qui est le module des termes homogènes de degré 1 de A, alors il existe une fac­

torisation unique par un morphisme de 0
8
-algèbres graduées a : o

8
[MJ ~ A avec 

P' = a f (M) • 

Si A est une OS-algèbre et ~• un morphisme de 08-modules de M vers A, il 

existe une factorisàtion unique par un morphisme de 08-algèbres a: og[M] ~ A 

avec f 1 = a J (M) o 

Soit f : V(M) ~ S le spectre de la 0
8
-algèbre o

8
[M} (son existence est 

une conséquence du 1o3o). 

Un morphisme de 0
8

-modules u: M ~ N donne un morphisme d'algèbres graduées 

A 

u défini par f(N) u = Û p(M), donc un morphisme de $-schémas 

V(u) : V(N) ~ V(M)o On vérifie facileraent que V est un foncteur. 

Le morphisme d'adjonction M ~ p* p* M donne un morphisme p de schémas dµ 

spectre de p* M sur S1 dans le spectre de M sur So On a alors un carré cartésiei 

p V(p* M) 

~----- S' 
p 

4.4. Théorème. 

Soit un morphisme de schémas p: S 1 ~ S. Si p est fpqc, toute donnée de 

descente sur un 0
8

,-module relative à p est effectiveo 

Soit N un OS ,-module muni de la donnée de descente u. Notons Y•, Y'.', Y"' 
l. i 

les schémas V(N), V(p~ N), 
l. 

V(q~ N) 
l. 

S", S111 respectivemento 

et f'' fit i' f'." 
l. 

leurs projections sur s'' 



On désigne pàr· p!. 
l.J 

le morphisme de schémas Y"' 
j 

déduit de 
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p .. 
l.J 

pa.r 

i I isomo1 J,uisrne naturel 

De m8me on désigne par 0 
p .. 

l.J 

pa.r l'isomorphisme naturel 

On note 
-1 

U = V(u) et U .. 
l.J 

le morphisme de schémas 

q~ N 4 p~. 
]. l.J 

( -1 
= V u .. ) • 

l.J 

p* N. 
0 

Y'." __,,. y11 
l. 0 

Après les quelques vérifiactions qui s'imposent, à savoir 

P1 p!. 
l.J = qk 

0 

Po p .. 
l.J = qi 

U ' - 0 u p .. - p.. . . 
l.J l.J l.J 

Compa.tibilités,,avec les projections sur le diagramme des 

On obtient une donnée de descente sur le schéma Y' affine sur S1 • 

déduit de 

S" et S111 • 

Si p est fpqc, on obtient une donnée effective, donc un schémc Y sur S 

s'insérant dans le diagramme 

"' p 
p 

p 

Y1' ~;~ f 1 pl 1 

s1 

Le càrré est cartésien et p est le conoyau du couple (p
0 

U, p
1

) et du couple 

(p
0

, p
1 

V(u)) et le morphisme f est affine. 

Par adjonction~ la. OS-algèbre quaéi cohérente f* Oy apparaît comme le noyau de 

déduite de {p1 , Po U). 

On obtient une graduation sur f* Oy par intersection avec celle de p* f! Oy, • 

Ceci fournit un 0
8
-module quasi cohérent M = (f* Oy)1 j qui est une limite projective 

du système 

Nous avons de la sorte obtenu un 0
8

-module M avec un morphisme de <is,-modules 

ce qui procure par adjonction un morphisme de 08 ,-modules 

* 1 : p M ~ N0 On a évidemment compatibilité entre la. donnée de recollement naturelle 
t.:.. 
r f.'µr p* M . et la donnée Uo Reste à voir que t es~ un isomorphisme. 



Pour celà, on sait que le carré est cartésien. Ce qui donne p* f! 0 comme 

produit cartésien de f* Oy par p* 0
8

, sur 0
8

0 En repassant aux composantes de 

degré 1, on voit apparattre N 

* t à p Mo 

§ !h, EXEMPLES o 
1 

comme isomorphe à M ® 
0 

081 s 
donc M isomorphe par 

5o1o Soient k un corps et E un espe.ce vectoriel de dimension finieo On a un 

k-morphisme de schémas p g S' ~- S où S = P(E) et S1 = V(E) - Oo Avec une base 

(X.) de Ep on peut le décrire localement à l'aide du morphisme d 1algèbre (au dessus 
J. 

de 1 1 ouvert P(E)X:) 
l. 

1- ) 
-t X. X. 

J l. 

Ce morphisme est affine, donc quasi colllfact, et libre, donc fidèlement plato 

Sur les fibres de p~ le groupe multiplicatif JJk opère par homothétieso De 

plus le morphisme 

) 

est un isomorphisme, ce qui fait apparaitre 

S' X s S1
0 On pourra alors donner un produit 

}Jk x /J k x S1 avec les trois flèches 

Pot (m, n, s) r-

Po2 (m, n s s) 

sv X S 1 
s 

(ms 9 s) 

)Jk xk S' comme le produit fibré 

fibré triple de S' sur s, qui est 

(m9 ns) 

~ (mn, s) 

P12 (m, n, s) ..,___ __ ~ (n, s) 

Sous la forme pk x S' du produit fibré, une donnée de recollement sur un 

S '-schéma X' se présente comme une flèche }lk x X' ~ X' compatible avec l'action 

de ~k sur S1 o Ce sera une donnée de descente si de plus cette loi fait opérer le 

g:poupe }'k sur X' o 
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On a donc ce résultat que, si X' est un schéma affine sur V(E) - O, sur lequel 

pk opère de façon compatible avec les projections et les homothéiies de V(E) - O, 

alors X' •se descend" en un schéma affine X sur P(E)o 

On voit en passant que X est le quotient de X' par l'action de )Ako 

5o2o Soit k 1 une extension galoisienne finie de k 9 de groupe Go G opère à 

gauche sur k' par automorphismes sur ko Il opère donc à droite sur S1 = Spec k' 

par k-isomorphismeso Si X est un schéma sur S = Spec k, le groupe G opère sur 

X1 = X xS S' par X-isomorphismes~ et X est le quotient de X' par l'action de G. 

tions 

Voir Munfordo Introduction to Algebraic Geometryo Cho 2 § 4o 

Le produit fibré S1 X S' s 

Po.• (s, g) 

p
1 

s (s, g) 

peut se mettre sous la fo~me S' x G avec les projec-

t---➔) sg 

.,__-➔➔ s 

Comme précédemment, une donnée de descente se décrit comme une opération du groupe 

G à droite sur X' compatible avec 11action de G sur So 

Si le schéma X1 est affine sur S1 et subit une opération à droite par G 

compatible avec les projections, il se descend en un schéma X affine sur S~ qui 

est le quotient de X1 par l'opération de Go 

5o3o Si on prend k = R et k' = C, la description se réduit à une conjugaison 

u qui doit seulement ~tre compatible à celle de C (pour le recollement) et involu­

tive (descente)o 

Par exemplep si on prend X1 = Spec C[TJ / T
2 

+ 1, et u(T) = T on obtient 

X= Spec I{T] /T
2 

+ 1 en revanche, si u(T) = - T, on trouve X= Spec[R] W / w2-1, 
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E:x:pos.é VII Pro-représentables 
par 

, '' w, So:i.t :F : (Sch/s).. 0 ---+~ Ens un foncteur i;ontravariant sur la _catégorie 

c::J.f S""r,(~héma,sv .à valeurs dans. la catégorie des enssmbles. On voudrait co!lnaÎt:!''-:; 

I 

d·'.'.S c,..1nditions nécessaires pour que F soit représentable et eventuelleme:::::t~ ds.s 

re..'· EH.i.snemen ts sur le schéma X susceptible d~ le représenter. 

Nous app~llerons foncteur ·exact à. gauche (respo à droite) ,sur une c:atsgox-.i'-' '~ 

~C)rlt fo.ricteur qui commute aux limites projectives .f:i.nies (resp. limites infü,,:: t.i ·,re.s 

îiriJ.(,a) OU.p ce qui revient au même, tel que~ toutes les fois que X x Y eds-:.r:: 

~1s ~ P F(X x Y ) .= F(X) x F(Y) et si N _;¼. X est 11n np;y:.au· <lu coup;l.e de flèches 

K :::.~.;~ y-, F(N) F(u) F(X) est un noyau du couple F(X) 1 ~f!.:l ~ F(Y) 

~c.:i_p• F{Xil.Y) = F(X).U.F.(Y), et F commute au .conoyau). 

Un foncteur ·c:ontravariant sur cc· sera dit exact à .gauche, .s'il Pest sur '€0 

t.om1"C:e foncteur (covari~t) 

Si F e_st un .foncte11r représentable de (Sch/ 8) 0 dan.s-"Ens, rep.r·ésenté par X 

lër.~~ \j-TE:(Sch/s)~ F(T}.: Hpm
8

(T~:x;)) alors F est exact à gauche 

Si ~' est une souf!l-ca.t~gorie ·pleine .de -(S~h/s) telle que le~ limites in'1uc--
, -~"3 finies ,d.anil ~ , si :.elles exiâtent ~ .soient les m&iess que dans (S,,;;h/s), ale rs 

--f,.incteur 'I ·~ 1,0 : ~ 1·0 ➔ Ens est exact .à gaucn,e. 



Dans (Sqh/,~) les sommes_:di~ectes :existent. et· il sera .en· général facile .de .. 
vérifier que F comm.Jl:t.e aux· p;i;odu.its· dans (~c1'!./s)0 • Mai·a les·.,conoyaux dans 

(Sch/s) n'existent pâs ·.n~essairemen-t. J,es ·conoyaux,, _.qui existent toujou.rs dans 

la oatégprie. des ·S-cbéma.s ~ffin,esp .n~ restent .pa·s en g~:L?,étal ~es conoyaux dans la 
. : ·, . 

Cfitég-Q'I'ie (sc~/s)• 

.Voi.ci · · :néanmpins · deux · cas : où .1.es ·.c•onoyaux . exi st.ent : 

,¾fr C?!~ .. _ . Soit T .un ,S-,$Chéma , T_' ➔ ·T -~ .S-m.o_rphisme couvrant pour 1a topolo.gi.e 

f.~p.~ •. c., .T" = T'x :T' · .• A.lors on, a :vu que ·T·'· ➔ T est un . .conoyau de la .d.oublf! 
-~ 

La 
flè-qh,e · canoniq_u.e If"·"· ....... T·.f. \Condition_ ~~~~i tuilla :à gau.çhe dans ce· c~$? ;redonne 

_ sin;iplemei\~~e fai:t que-. ··F eat un fa-~.:9ceâ~-:·1:1~r la' _topol:ogi.e f.p..,:q.c. 

2~me cas. ·\Soi~ s€S, posons (l)S:,s ?=' A , et consig,~rpns la .. catégc:p.~ _des spectres 

de A--a.~gèbres ·.de longueu,f.·fin,iê · (équivalente à ~l,.~ où. '6A . est la. cà.té.gorie 
.. l 

des A-a,.lgè,_bres de longp.e:u,r .-f~ni~).-0 .C'èstllll.e sou:s-catég<l1.'ie· flei!l;e de Sch/
5 

dans 

laqu~Ile-leeliDii tes inductiv.e:s ~nies --~:~lste.nt. ( tr~vi~1).,,e_t :sont .con~rvée~ dans 

Sch/ à •· ~ eff'e:t,. SJ?àc All.Spc,c-B :: Spe.c(À x :&) 1~t· le 
1
co·prod~i t de._ Spec ~ et 

Spe.e B,. :attèair:~ielf dan.1 ff X ~ue · <w1e .~ch/8)" J)ft ~lu11, ._.1i l '' on .a . un. couple d.e 

f'lèob.ee Spac -•li,+ Spi,c-+' .. ; il 4~et dana ix uni ~onoyau Speo K {où 

~:(#= ker ,A-~-•~ . qu.i · ~•t :aµ~ q_ono~1Ldans. (S,ch( 
8

) •. En ~ff.et : 
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~ q> ·:est un mo,rphisme d_e ·Spec A. .dans le· S-schéma Y , tel que q,of = -cp.og , q, âe 

~·actorîse par YA ~ Y -~ Spec.(A) , e.t cp A-Of·= fP.i_&i. ;; ca:r y A~ Y 1.est un mono-

11'.U>:t''.Phisme. ;o·•a~tre pax-t.,. A étant. de longueur finie sur A , cpA . se faeto.rie.e par 

•t ~l,Y.i. (produit fin:L) ce qui noUJ! ramène a~ .ca.s atfine,. d~où la conclusion. 

;mn. outre, .. si ·F est ~présentable par X .sur (Sc~/
8

)," pour tout A€ ~A' en notant 

FA (A) = F(Speç A), ,on .a 1 

fA(A.) = F(Spec .. ~) = Hom8(Spec A,X) = HomSpec A,(S_pec A,X
1
) 

donc FA(A.) = HomA(IIcpX ,A) où x parc.ourt: .. Vensemble des J!:)inta lè XA 
. x_ A'x 

à extensions :réài.dùelles finies. Qn·a alors ·un isomorpbisme 
~ 

HomA(n · ox ,.A) ~- ~ 
x A'x 

Hom . (TI -0 A) 
A continus XA,x'. 

~~ 
où Il O est le complété de ~ OX 'X 

x XA,x A' 
pour la: .. ;topol.ogie ~ làque.lle les 

idéaux ouverts :::, · sont ceux tels que II OX 1, ·sont de l.o~gu.eù.r finie .sur A 
X A'X/J 

(idéa11:J1:· de coloIJgUew;-finie), •. Donc 

~ 
FA (AJ = Hom (~ O.X x'A) 

A-cont. · A' - , 

La. connaissanc~. du f onctel.l,r ·hx sur CA éq~va'1t'. donq :à .la ç-onnaiàsençe .de l 'al-

~ 
gèb.re topologique complète II QX • _Elle est .oanon.iquement spli tt.ée .en .le produit 

----.. x . A/ . 
.
. Il OX .des .complétés. des anneaux locaux de X aux joints :de X à :extens;i.ons 
X X · · O. · ·. . A, . . 
résidtte1les finies (comJ?lété:s; pour la toio1ogie des idéaux. de ~olongu.eur finie),. 

En partic:ulier si .:X :est loc.s.lement .de typê_ ~ini sur S locafement noethérien, 

on ·ob:tient le produit des complétés des anneaux loc-aux aux points fe·rmés de 

'(complété-a p,our la topologie :défiaie par leur •idéal maxima,1)·. 

Nous a,llona 'Vo-ir que -ré.çiproquement, .un foncteur F sur CA , exact .à 

gàuch.e, &.et 4.~~:ri t pe,r une a,;Lgèbre topologique· du type précédent. 

X , 
s 

Bref si -F (-Sch/
9

) 0 ➔ Ens est .localement d.e présentation finie ·sur S 

ièt .è•st ~et. :à gauche sur :'CA on ·peut dire intuitivement,. que l'on connait déjà 

les .. complétés des. anneaux locaux de l'hypothétique ·schéma ,X qui représente F , 
~ux points 1 f ermé·s de X

8 
• 



2, -l fa!! c;ei:ùè.re ·.de-,:.Gabr!iel 

~pit ~ une catégo;rie •. · .On .lui assoeie, l.a ~atégor:t~ .Pro....C ·dont les o'bj;eta 

sont de.a :systèmes prpject:tfs :f'ilt;-ants ~ = (~) d •objets de C ·, où l'on 
iEI 

pose
1 

Si ,! .. = (x·.) · et Y ··= -(y·_) : . 
1 iEI ~_j&J 

HnIIL.. rx_--V y\ - = --lim lim ,Hoiq._..,. ,(xi, y_:.) 
_.,., ·.Pro;-C~ <j.€J Tif G ·- - J 

Lets. ebjets:de Pro~ ·: sont_·:dits prp-objets .de cg• Le foncteur i : ~➔ Pro '8 
.qui i .X. aaao.e1;.e:le sy,.stème .proj~ctif tx} est P+ein~en.t fidèle: e,t .. exact à 

.Un ·foncte:u.r F sur '(8 • à ·.va.leiu-s dans : "En.a est. ,dit pro-repré~Il.~b.le 

F uù · .! == (;x;·.) est 
1 

i€.I 

un obj,et .. de .:h'o g>. Si X~I et .fli -l'on pose -~ = :a~m(X,, -•) 

;H-om(~lllf.) .-.-, >. FÙt). On peut· tE>no considérer .ç, comme &lément de lim :F(X.) .• 
-_ . -ti€I · 1 

On·.dît q,ue .le .,eo~:ple _(! _, ~) pro-repr.éaent.e F • 

X es:t;:. dit pro-objet strict s'il .est is~morphe à u:p. .. pro--obj,et (xi) où 
. _i€I 

to~s les. morphismes. 1:t ... xj_ sont :des épimoryl:i,ismes. 

si · '4 , . t). rep,_réaente F ·aveç: .! .l)ro-obje.t strict, ,F .. e-st ,dit strictement 

pro-r.ep:r;-éa.entable 

p~ur t<;>ut monamorphis.me u :::·X"· ➔ X ·noy~w d-t un.co_uple -X- t. X" , .Pexistence 

:dt.un ç';E --F(X-') .·. t~l q,u.e :F(u)~.t.- = ç, ,~ntraine que ._ u · est ·.un iaomorphisme. 

On.dit_ 9-ut1m·.oou-pl:&. _(XJt) . ~omine un .. aou,ple (J" ~--~") ,s',i~ existe Ul_l--~o~~~e 

-v :: ·X•_-+ ·X" te~ que . t .. · =· F~;r).~ 

~~:PeJN;_t~_•:11~~0-2., l l.i ... 3~~~: ~ ~ ~air,tSgll>Jriie~·ta.nc,·t4e_a:··;,l~t-e•-praj~ti:v•s.•:;ffnie•~ et 

:F ~-~ '"'!-~~ .. ~s ~4~~i~~ii(ll.lîJ3':1~~1i.e.:ai -r,eJJ,,t_ :é,quivalen-'t,~ .. à,,;:" -~ . . . - . .. -, . 
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ii) J' est .. exe,ct à gauche• et tout. coU,pJ.e (~~)J. (~€F(.X)l •eat. d9miné 

.par· un. c-puple mi~l. 

S.i F est prç-repréaen~ab.le, F .est ,exact :à-gauche .. ,.•.Soit .;J' -représenté 14fr 
'• . . .. 

(! , ~)., -:où .':.! ,·:;efl-t un:pro~0bjet strict. de f$' et t :i.:: (ç,
1

). € e,,:,(.x;1 .: .hX. ~ F. 
. . . . J. 

est un monemorphi.sme (car .! e~t un pro-obje.t strict) 

Soit; X' ~ .x;i ::::::$ X". une su,i te exa.c. te pour:. ,laquelle .il · existe ~' €F (X') . tel 

ql,le ç,i ':"' F.(u.) ~* • F étant un foncteur?. les deu;ic images de ~i ~r F(~iJ~,. ,~F(~•) 

~e!nciden.,t, donc ,les deux niorpb.l.SJD.~s ~rµ·:;;:I r coïneiden:t et ,se fa,etor-:isent à 

travers hv -.~. F q.µ est :un _monomor:phismei, ,donc Jes deµx mo~phîsmes::sont. ~gaux 9 
.l),,i 

.~one u est .. un .i~pmo:rrphiSlI!,~ et {Xi'll~i)· est un:·c~ple. m.ininµ;l. Soit ~ EF(X) 

'.Q.4~e.rµûné ;par ;q. ;. \ ·➔ X ?· on·.vérifie que .. ·ç;. ~a::'F(1J)~:i donc q~e (A:'ç) est ,dominé 

~r ,~i~ç,.i)o 

(ii), 1--t(i), ... Soit r. l'ffflJlomble· d.e ·tou.1 i~e eolljle1 mwwuu:. _:Pol.U:'·tQut icc , 

::qn .note · x1 la · :premi~:l: · élémant d'u.n coupl.e i • On dJ:t que i <. ·j ~ .. fi. ''il e:it,iirte .:U.ll. 

)IU)rphi ame 

(car -(~i ,~1) .. est 1 
•• mini.~l) do~c .!.­

'& •. Soi't". ~ . lo fn,n,it,,N}r;i"v,,é.,.n.té 

= {x. ,.m .. } est .1.Jll :pr.o-ob1et strict· de 
1 ~T ,11 .iEI . ' ' ' . d, 

Tlar_ · · ,i -a.lors~ .:: .F .. · E;il effê:t .leei _.J:>. ;_. h · ➔ F 
r .. Ap · , · ?;1. i ,X. 

. . ~l. 

Ç'e.st un é:pimorphi'sm~ c~r· si ~EF(X) ,;;_"~1 e_µ&~'½m .couple .min,i~l. (X. itç; .. ) 
l. .J. . 

dom:ina:n.t . (X;t) donc ~ _est. l'image de .;x_ ➔ ·xi ~- ·le morplµ.eme :fx. (X),~,-~?),.,-+ ·F(X) 
.J. 

donc :<j ,(X), ➔ F(X) ~..st ';Slµ'j~ctif. Co. qofo d. 

,g~rol~aire '. .. ~i ~ ~at une c·atégqrie avee de.s .lilid. tes projectives ~inies ~où· .tout 

s,~,jet est ;arti,nien, .. le.a.: f:onei;eUJ;-s · stric·ti,.m.ent .pr·o-.rep.résentables sont .,des. tonet~s 

~ets à ~auohe de ~ danl3 ··En.a •. Cc::~. o<:>roll,a.:;;e .s•~ppliqv.e ·au ,c~ur,~ ~A. dont. tout 

~bje_t. ~at :ar~inien). 



3., - Soit .; F- -un .f'.o.n~teur · exact .. à ~aup.b.e : s-g,r a A , , pra-reR.1:'.~ se~té · pà.;r, .1 'algèbre 

To1,10logiq;u.e R • J\l-Or-s -.R . è& .. déc:ompo_s.e · ea.non.iqu,ement .en .P~Odu.i t de s:es- sp_mp.Qsants 

locaux, ~ ~-i(I • _ (fü~cun. Q.e ces ·.~i '.~ .ao;rr~SJ?pnd à: :un sou.&-foncte.ur· exact .à 

' ~aœhe . Fd de F -.. On -8.Quhait&rait ~ra,lter· séparément cha.cun des ·fc.mctell.l's Fi • 

_Le CctJneteu.r F. est, facile à- décrire :·dans le . eas où_ 1 'extension ·_résiduelle: de 1 ' ' ·-

R_i 11 0 r~l-ativement à A , est. triyi.aleo 

.En ~ff'et ~ ,-so.i ~ ·k . le corps _résid~l .de A -.. 

~-.,morphisme· canqniqu,e , ~;i ;_-➔ k . déffni t un p9int ~ € .. FA (k) o P.oµ.r toute A € CA 11 

lo~ale à;;ez:tenston réf!idu~lle tri Y.i~le~ Fi (A.) 

~st :E1lors la :~rtie Ft; (.A) .· de F{,A) df:t1.t .l'image d.an:;a _ FÛt) :&~t ,éga:le à :.~-o 

Qn.:: définit .13.:tD:~:L.un aous,-,f onet6u;r· <F ~ d.e ·R ·:~. _s:ur la ,~ou~a·t~~otif ;de ; ~ A 

formés· des ~lgèpres loca];.e.s à-e:ic-~ns:i..on ré.s.id.uelle ~r+:nale, qui es:t pro-•ropréaenté 

R. o 
:l. 

ES.PA.CE TANGENT 

l .. - E,epace tangent à un _k-S.chéma en_µn point., rationel 

A.= k[X. ]_ /·I 
1 . €Ji 1 ' 

x.-~~ctij .. Soit ~ :rCX tel q-qe ~ •. !:; k(x) : (i~~ .. x· rat'fonnel) 

.O.n ~ppo1;;1era. quo· x -est .le point .:ori&'ine. d.e l'·e..apa.ce kj ... ce qui es~ loisible 

Ill.~.w~nnant un -changement d1'ôrl._d'ne .de eet .. e~pa.ceo 

Si F EI on .Ilotera F(l) la"composante.homogène q;e·degré- l de F 

on a.!i \/FEI :f(0).=0 et Jr~1) = :E .ôli" (o) .. xi 
iE:J àx. 

1 

$"ôlt' a = {Ji). € kJ (~.,)tee .vectori~l} .. On dira .que· a .es~ tangen.t en x 
,, ·l.. J.€J. 

· à J ;~e1_-..:ti vemen.t . à · k ai _et se:qle,nent .ft. .. »la ,~~1:te -D · de .diree.t.ion 

P'Pant p13.r {Q)~ .a è.vee :l.e schéma ~J ,-~ iIJ:;t.~:J:"s·s&.ction d'·ordre au moins -~gal,.. à. 2o 

VFE:r ».,(td) = -tFU \a) + t 2 ,p(t~ct:) 

i,p,it do;ny :a.voir \JF€I 'f-F( 1) (a,).= O 1-~,:- l: ,il, (o),.~:i = o 
if.î :àX~ · 

J. 
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On appellera:.espape t~gen:t .. f'-?l . x à X .r~üativement ,à k et oil not.era '?X/..(x) 
_R 

1:1espa.ce: .vec.toriel q.éfin,i e.i-d~e.sua. 

J?rop, l : .:~oient X,. x,._ cpmme_ c:t,-deseus. ,5oi t , 0 .. 1 'ann.eaµ loea..l: 4e . ~ .· e:0i x ,x,x 

,z, son il.déa,l_-~Xiinl:1• Alors ·: 

. i' /k(x) ,➔ HoIJl (00 · _,k(x) .:. Der .. (o'.9: _ ,k(i:)) 
X OX,X . r X,.x/k k 4_,X • -

-" Ho: (m,,~m[ .• k(t))-" H~:Ji)I,x'k{x)[!l'J/(T2)) 

~m : -1) ~ ,.k .~.:module .d" k 
.. ,l;X:.; 

fit ~x.x~~J / c~~!\,41Ùfü 
diff?rentiell~s.:de :o1,x ~-isoDJ.()rphe à 

,2) 

-z -= cl,ss~ de z .mod Kx 



Si D est une· dérivation : D(in!} '= 0 d'où 'une applica.ti;~n linéairê f : 

Réeipl:'equ~en.t : 

Soit P : ·o .,.. k(x)· · l;'app: licaü~n -canonique-,. Soit z€0 . alors .. ··X X ,,, . . - ' . . .. X X 
~ ~ . 

~-- p{-~J: f m~ (en ~si1iè~ P(zJ eolillile' é1lém~nt d~ k, donc de OXtx) 

~i f est n;ne appliaatio~ linéaire ; ·m / 2 -+ k(x) on défiru,ra D par i xm 
X: 

D(a) :;; f ( (z-l>(z)) mod m~) 

_llema.r9:ues :· j) Si A est une k-algèbre tie type f.ini :.T.x/k(x) · ,est ·un k-espape 

vecto:?'.ie.l de type fini. 

2} .On· :voit que T X/k (x) ne dépend qu~ de ·1 "'"8.Illteau. lpca1· de X en x, 

ce qui conduit à poser :, 

_Déf : Soit X un k-sèh,éma ; x ttn point ra:t;ionnel .de X1.· On appelle espace tangent 

en x à X relativement à k ltespace vector.iel 

Si X est .J.oaalem,ent de type fini s:iµ- k, TX/k (x) est un k-espa,ce vectoriel 

de·ty-pe f'înio 

_II. - E~A_CE T~ A UN k-FONC'?Etm.o 

Soit ~ 1~ :.gA.fa~gç.ri.e. des k-al@/ib.~.s ., loCa.iJ;f)èt ;tinie~ . _de. 1~ ,forme · kf V] = k @ V' où 
. . . . . . . . 

· V est un k-espa_ee vecto·riel de type fini, considé:ifé comme un idéal de carré nul. 

Soit F'· : ~ -+ ED:s:,: un foncte:12r o ~lers .1• 'ëa.t,gorîe ~ · possède des produite finis 

Soit·· G 1e fonct~ ~ a tmit k-espa.ce v.~to~iei'· de type f;i.ni 1:\-S~ocie 

o<v) = F°(k[V] )o Poqr tout .t~ -G(o) ::::: FÔr:). on définir~ un -~oncteur Gç. . de la façon 

_$iiivân;te : Soî t V'~ o l''appli'.catj..on ca;noiµ.q~ep. ,d;~où : k[V] ..!.+ _k 
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Alors: 

80.i t (E) la candi.tian sui van.te i 

\/ ~O!'(k) et 1/-V 9 W g espaces VE"Jc-to:i:i~~ls de dimension finie , 1 'ap~cation 

canonique:: 

Soit e le k-eai,a.ce vectoriel k. 
m,-_ 

Prop 2 :: Soit 'f. · la .catégorie des k,.a,espaces vectoriels de dimension fïilie,.. :Soit 

• QrAb la cat~gorie dea grou:pea abéliens , Soit 1'· la eatégor.ie de.a k-espa,ces 

Rpto:riala. 

ces 

1) 'rout f onct~ addï tif' G ;; V ➔ GrAb se factorise en :: 'V' ➔ ,t' t--+ Gr Ab 

2} Tout foncteur additif G :; 1Y ➔ ~rA~ vérifie : G(O) = 0 et 

Vv,.w €,r on a:: G(V©W) .!:;G(v).x.G(W) 

'Soi;s conditions· la .s~ructure de groupe abélie-.n de G(V) est la .structure déduitt' 

de !•'isomorphisme ci..;dessua au .moyen de Papflica.tion c~on,i~ :: 

q(v) x G.~f) !;·G(V@ v) ~(o), G(V) où a ~ V© V -·v eat l"a.ddition dans V 

3) Soit F un fonc:teu.r ~ _, Ens vérifiant (;E) 

A;l.ors· pour tout ~€F(k) ?. G~ est un. foncteur en es:pllces veetorie]dPad.di tion dans 

'a)G'F; (V) est ,celle décri te dans 2 );, Alors G~: est a~t:tif et il existe un homomor­

phisme ·canonique et fonctori~l en V :: Gr(E) : V ➔ G-t (v) (!Ui est un isomorphisme. 

,.j ~monstra tion➔ i 

1) fro~~nt de la foncterialité et du fait que la multiplication par un scalaire 

~) Si G1 est un r.9~ct~U:it'en groupe abé-lien et si G est. additif (i.e. 'Si f 9 g 

I.Ont 2 homom,or.phismea de V dans W 9 alors Q(f+g) =·G(f°) + G(g)), ·alors G(o) = o 

tpro·rl:ent,:de ce qu.e Î"identité de G(o) est égale à l'applieatien nulle. L'isomor­

~isme se déduit alors de l'e:tistenµe de sections et retr~etions po~r la suite~ 



- 10 -

Il est .clair que l'homomorphisme ~ G(V) x G(V) .:; G(~V) - G(V1) véri:t"i.e les propriété~ 
1 

.d'une additi_ç,,n ~s G(V) ... Comme ·c•eat un hfmomorphiame pour la .st;rq;oture de Groupe 
. .•· . 

abélien, . on .en _dédui t 11 par un a,rgumen~ du genre (Sché~s ~ groupes-,.· Fasc 19 II 9 .. ,, . : ~"· •·· '. ' 

LeDllil.e 3.10 à.la Prop 3 .. 9) qµ.e c'est l'application définissant la structure d~ groupe 

de · G(V) .. 

3) ,Soit F yérifant (E) alora l'isomc,rp.ïBJD,e en qu,e.stion perme:t. de définir une 
,. 

qu,i vérifie les propri.étés d'une· 
.. •. ,. 1 

additipnp si f : V-,. W es_t tm hômomorphi8llle 11 .GE(:r) e~t un homomorphisme!> la. 
- ~ 

p:r,opri.été 'pour une loi de composition {resp pour une apl)lieatïon)d•~tre une loi de 

groupe (resp un h.én1~omorphisme) se traduisant .à 1 'aide de diagr~e1(~,~ommut~ttfs ou 
. . ! ; _. : . . . . . . . . .. . ,::·:~\.:.--. '. 

in~~:np::ênn~t q.es appli.cations en;tre pr.o.dui ta d'objets de la .eat~garie. 

L'additivit.é de Gç. :: si f pg E- H~~(:v~w) :f~ = V (:r-~g) > .w O w .... W où le 

1 .'::,.. : 

2è ~rphi~e e_s.t· l',d.diti.on d.e W , 'ci"où .le résultat, d'après la dé-finition de 

l ''addîtion . de ' G ( 'V; L . . . . ,. 
OR a .. d•aille:urs : · ·!rv ·1:; HoDir.(E?V) g:_•eu un h9momorphiem.e f onctor,iel en V :: 

-· . . . . .•- ,. . ·.· •·· 
. ' . 

G~(E)_ ~y,:_i. Gl;(y)~; Lê~.:~-memb:i;-êa eô~nmu:t..~:t .au:t s~mmes directe~ finies et on a un 

is.smorphieme •i J ,= e , .. d,'où le résu.:t.ta•to .· . ·-· . ·. .. •,• . . 

~:'fi, '.êift·'· '1:Î~'\f, ;_(.~-~-~-jns üti ·.f6n~~-~ ::; Sgi~ 't E F(k); 

µè~li!on aî,p~~:r~;;.,.' r~f:l~cel:1~,µi~~~t·'",en .. :F fi: {"- 1•~nae~1>1e ;: G~(f;). Si F ·-,.érifie (E) 
! l . . •. ' , . . • 

ê"•;èej~·1i.trtf,;é's.paéi' i~ë'tériel.. âiaprè:s '(Pt'.~p· '20.)' • .'OIÎ. le 'note ·.' '! . ·, ftf' .· . ., . .. ·... . . . : F/k 

_l~~gp.e ~ _.S-!>it :~:- ~--~ema' .X lÙl. .S-eChema~ , s€S, Oa ... 1.•armea11 -~~9-.•f.,;j~,S_:;.on e, 
. .. '"'11"" . . . 

• · .. ,: · .. , _LJ '..·•·'hf~'--,i-· :1.i.; .if,, ·. ' ~ . '.- ~· , · · " • -. . .r '· . · 
•k s,;fl.,6?o~~a~_~ü~.ii~o~4-j4.'11;~t,s-~i~:. 'jèi~t:i~ïl:-.ilah~~~;-{d.ei; ~,··-~.:''_Ens•i'.à 

.~;;~r : ~c~rvl) ;cc::îi~~~(~ke~~-k:[TJ~i):Y Ale~ftffto\\t::·,;, ~€-~~'k:~ ·•,;.;èa~èl3~ 'h~i2~j-~o~me~t 
,.!•J, :, ·• _ :_\· ;.}~:'~ ··

1
: ,. , .. ti '..j~\;~•,!:~,L~'!.:~~~·~~.l' ·· .-'.--}<···•·~) ),, .. ·,,, .. ~,:·;'·.,#1,,ij~'t\:1·1-~--~ "~~: . ·. ,ir:·;••:· ('Î',:1 :·:, '"; -... •. ' :, . • .... < ~-.·11\~~w ... ~~~Ae ,)~.ilf•ti.9,~1·~-.,~-~ ~~~~~n~r:1i.~f~Gl).•:'}t.'tde•'.t,ffi;! iltontr.;e.~ ,; -

fl\~:~· -···'··'.'; f~~?.~~~:i,~. {~i-J' *" W'~~GJl\b~~ à~C1t1(~);~<,bt::1fob~ev 

~~' : ; , .. •. ·~ ,; ,,)~i:~,:,:,;;\'''l, ; t:~•~t~U---~~; Ub titoivn~ 

·~ :. :,;5 .,.,~ 
J: .. ,,..,,~_\',, ·'.",{1':;,1~)~){:,:'._~-~>'./ 1• ·\,!, ', , ,.·, 

··•· tl:lt~:l~-id~,o .. ,t#? ·, .() 
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Prop 3: Soit F un foncteur ê ➔ En.a? vérifiant (E)o Alors V f;EF(k) le foncteur 

G~: 11' ➔ Ens (qui'est alors un foncteur en k-espace vectoriel) ~st pro-représentable. 

En outre : G~ repréei,mtable ~ Gt (,d est u.n k-module de type fini alors Gl; 

·e!Jt représen.table par le dual Gç,(e:) 

Dem ·~ So:it G(E) = gm > W. 
i€I J.. 

limite inductive filtrante de sons-module de type fini. 

1 

(Lim,.. W.) ~V~ G (V) c'est•-à-dire : 
i 7 J. k t Soit V€ '1r ; on a : 

1f1) (wi ~V)!; G~(v) ou bien :; .Î~:i-~ (Ho~(w~ ?V)) .~ç(v) 

Autrement di.t, le système projectif (W.") pro-représente Gr: • 
1 

ïEI "' 

Montrons~ si G~(e:} est un module de type fini, le système inductif 

stationnaire? il existe i tel qu~ W. "" Gl°.(d alors W; v = Gr: (e:? 
J. ':, . l. ':, 

~;i. G~ est représentable par un k-module de type fini W, on a:: 

~ç (e:) = Homk(w~ e) ~ wv ~ w !; G~ (e:)" • 

~ ~stème projectif (wi ") .· pro-représente G~• On aura donc : 
i€I .,, 

(w.) est 
l. 

~oje.ct1v~- des t.opolog:i.$.: diacrèt_eao Alors c_~ mod1,tl~ n_':_est autre·-·que. le: aomp~été 

~~v: de -~~.~~? __ pour la ~opologie linéair.e dent u;n: système- fondamental. cle 

?oi-sinage,s de ,o: e~t four:rp:-par les - (G'g{e)fwi)'v o 

-- · .. . __ ,. . . . ( )V ~-)'\) '. . V 
~_oit l.~"hQ~o~9:rp11sm~~:o.anonique· ~ Gi :.r. . --+. ~~+a ~;Jiim W-i;: _,_ 

~- en d~~- ~r to.~t k..,;&s:pace· ~ectorieLd.e 
1
type·. fini_ V, ,- Uit hom9morphi$!1e: : 

Hqmbon~ ~~- wii~~: V)-~ Hpµi(G~_,(E)\I p v;) 
· · · 1€I · "' 

l),po:aomr qu~ c,e.~ 2:_ f.o.:n:crteur;s. s:ont is.bmorph~s.. 4lon· ~P: pre:tµU1t_ . J·.:.= e. t 9n abti.ent. ,~1 :.:Pi:(s)"V :,:)_ ,Gt{e) .. est__un k~~P.eX;~'.-v.eatoriel~_d~ tY,~·:·f.i.iû:. 

-~ ·-·,G i ~~) V . -~pré-~~n.t~ ~t ._ "'.. 
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IV. - FONCTEURS PRO-REP~RESENTABLES · 

.Soit 9' : CA ➔ Ens . un foncteur où A = anneau local noethérien ; CA = catégorie· 

,de:a A-algèbres de longueur finie à extensions résidue1les· triviales. Soit k le 

corps résiduel de A. Soit F la restriction de 9' à la catégorie G et 

t€F(k). On suppose que g; est pro-représentable; alors F vérifie (E). 

Soit· {p~ l'algèbre locale séparée complète correspondant .à ~ et 

idéal maximal. 

m son x· 

Alors : (Bourbaki - Algèbre commutative qh.III) on sait q_ue : 0~ noethérien ~ 

est un (0 / espace vectoriel de type fini. 
~- m~· 

D.e plus la topologie de © ~ est alors la topologie m~ ~adique. 

Soit ~ 2 ➔ m / 2 - m 2 ➔ 0 
''/ri ~ m~ · ~/m~ + ri ~ 

d.'où 

Alors: 

Donc : CO~: noethérien ~ TF/k(1;) est un k-esp_ac.e vectoriel de type fini. 

Prop : So.i t ~ : CA ➔ Ens un foncteur pro-représentable. Soit ~€ 9i(k) 

pour. que l '.algèbre locale séparée complète CO~ correspondant à ce poiD:t soit 

noethérienne, il faut et il suffit que 97(k[e:)) = Tçr,/k(~), soit un k-espace 

ve~toriel de "type fini. 
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(suite) 

Soit S un schéma; X ➔ s un schéma. au-dessus de S; F un module 

quasi cohérent sur X. On désigne par Quot (F/X/S) +'ensemble des _OX modules 

quasi-cohérents, quotients de F et plats sur S. 

Si S' ➔ S est un morphisme de schémas, notant X'= X xsS' et 

F' = F ~O 0
8

, l 1image réciproque de F par X' ➔ X , F' est. un module quasi­
s 

cohérent sur X' • 

On définit le foncteur Q;J..otF/X/S: (Sch/ 5)0 ➔ Ens par 

• Pour tout S morphisme S" ➔ S1 , X"·~ X x S" 
S' 

et is<:>morphe à 

; comme la platitude est stable 

par .·changement de base et le ,,foncteur ima.ge · réciproque est exact à droite, on a 

wie applicati.on naturelle. 

Quo~F/X/S est un faisceau f.p.q.c. (voir exposé V) 

Pour F =-OX on obtient le foncteur de Hilbert. 

Alors Hi_lx/s (S') • "'! Quoto.jx/s' S') est l 'ensemple des sol.ls-schémas fermés de 

X'. plats sur S' • 
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On suppose maintenant S ~ Spec A ou .1\ est un anneau local noethérien 

complet de corps résiduel. k • C ~ est la catégorie de A -algèbres locales de 

longueur finie à extension résiduelle triviale. On notera XA - pour X xSpec/\ Spec 1 

et FA pour F ~ Spec A , A dans C~ • Soit e un élément de Quo\,;x/s(Spec k) 

fixé une fois pour toutes et Qe(A) le sous-ensemble de QuotF/X/S(Spec A) 

image récipro.que de e par l'application canonique. 

est un foncteur covariant C' 
A 

proreprésentable, plus précisément. 

➔ Ens. Sous certaines conditions Q 
e 

est 

Th,orème.. Si_ X est propre sur S et F cohérent sur X , alors Qe est pro­

présentable par une A algèbre noethérienne. 

Pour la démonstrati.on nous aurons besoin de quelques lemmes. 

Lemme 1. Soit A un anneau,~ ùn idéal nilpotent de A et u : M ➔ N un 

homomorphisme de A modules, 

a) .Si. -u et surjectif, alors u est surjectif 

b) , Si N et plat sur A et ü bijectif, alors u est bijectif. 

Démonstration. Soit K = coker u. En tensorisant la suite exacte M ➔ N ➔ K ➔ 0 

par A/ J on obtient K/ JK = 0 donc K = 0 puisque J et nilpotent. 

Si L ~ Ker u, la platitude de N .entratne l'exactitude de la suite 

R9inarg;ia;e. Si A est dans C' 

,111a:)d:ma.l de A e~t nilpotent. 

, tout module plat est libre puisque l'idéal 

!Bê'mnï.e 2. Considérons un diagramme commutatif 
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N 

)' M" "'" ~ u' ~ 
M '----+--...., M 

p" 

B ----11-----:';> A Il 

~A' 
~ 

A 

d'homomorphismes d'anneaux et de modules compatibles où 

et M' (resp M") et libre sur A.1 ' (resp A11) 

B = A I X A" 
A , N = M' ~• 

Supposons 1) A"/ _::_-,, 
J 

A où J est un idéal nilpotent de A" 

2) u' (resp u") induit M' 69A,A ~ M (.resp M" 69A11A N M") ~ 

Alors N est plat sur B et p' (resp p") induit N~A'-=.+ M' 

(resp N ~A" ~ M") 

Démonstration. On suppose de plus que M'· est .libre sur A' 

Soit (x'.) une base de M' • Par 2) , M est un A module libre de base u'(x•.). 
J_ 1 iEI Soit x".E M" tel que -u"(x•.) == u'(x•.). 

l. l. l. 
On a alors une application E A"x".-+ .M" de A"module qui modulo J est un 

l. 

i_somorphisme par t) . D'où M" est libre de base x". (lemme 1.). On en déduit 
l. 

q)l~· N est libre de base X 1
• X X 11

• 
l. l. 

des i_somorphismes N QQ A'~ M 
B 

et 

et les projections p' et p" · induisent 

Lemme 3. Avec les notations et hypothèses précédentes, soit L un B module et un 

<fia.gramme commutatif. 

:1~Jt: q', ïndùit L ~ :1l' -::-M' • Alors q' x: q" : L -+ N est un isomorphisme. 
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En effet, modulo J' noyau de B - A' 

le lemme 1. 

q' x q" est un isomorphisme ; on applique 

Lem.m.e 4. Dans une catégorie abélienne soient U V 
O-A' -A-A" -o une sui te 

·exacte, A' - Q un morphisme, A" - P un épimorphisme de noyau C. Soit E 1 1 en-

semble des quadruplets (B f ,g,h) (à un isomorphisme près) tels que 

o~A• 

l 
0 --+ Q 

U V 
~A ~ A'' ---+ O 

f lh g J' 
---. B -P ~ 0 

s.oi t un diagramme commutatif où les lignes sont exactes. 

Alors 1) E est non vide si et seulement si l'image dans 

,A .·de 
1 

Ext (A"A 1 ) et nulle. 

Ext 
1 (c , Q) d.e 1 1 élement 

2) Sous ces conditions, E est un ensemble principal homogène sous le groupe 

abélien Hom(C,Q). 

Quitte à remplacer 1 1 extension A de A" par A' , par son image dans Ext 
1 

(A",~ ) , 

( ;' 

.c:m peut supposer A' = ~ 

1) résulte de l'exactitude de la suite 

Ext 
1 

(P,A') - Ext 1 (A':,iA') - Ext 
1 

(c;,A') 

L'ensemble E est évidemment en correspondance biunivoque avec 1 1ensemble des 

sous-objets N de A tels que -A - A" induise un isomorphisme A ~ C ._ (lemme 

du· Serpent), i.e. l'ensemble des morphismes C - A relevant le morphisme canonique 

C -A" • 

D1'où·,11assertion 2). 

Remar.que : Si la sui te exacte O - A' - A - A" - 0 

et E)si; ï,s.0inorphe à · Hom(c ,Q) 

.uemonstra:tion du théorème. 

est scindée, E est non vide 

Spec k- Spec A, A dans C'I\, induit l'identité sur les.espaces topo­

l&:~g!l\qµ:eêr ·sous-jacents. Tous les faisceaux que 1 1 on écrira dans la sui te seront 
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des faisceaux sur l'espace topologique ~. 

Soit un diagramme commutatif dans C' 

B ~ A'J xAA' A' 

l 
A" 

u" 
.,, A 

Nous prétendcms. que si u': A' -+A est surjectif, autrement dit A'/r ....::..A 

où I est un idéal nilpotent de AI ex : Q (A" x A') --+ Q (A") x ( )Q (A 1 ) 
' e A e QAe 

est une bijection. 

J le noyau de B -+ A" ; on a B/ 2-A 11 

J 

e 

et J est En effet, soit 

un idéal nilpotent de B Soient g ,~' ,511 respectivement des quotients quasi-

cohérents de g; g; ~ plats sur S, et des morphisme_ s C' -+ B , C.n--+ ~-
A ' A' ' A" ' éJ èJ J ~ 

compàtiblès avec ox 
A 

, induisant des isomorphismes 

·1 1h0mom0rphisme canonique de 0~ modules~ -+ g 1 

1g-" ::z ~ est un 

épimorphisme (lemme 1.) : considérons le diagramme commutatif 

Il résulte du lemme 2. que ~ est plat sur B et que ~@.sA"=~" et 3'®EA' ::z 9• 
d'!OÙ la'.surjectivité de (il,. • 'L'injectivité résulte du lemme 3. 

Reste à vérifier la condition de finit.ude sur l'espace tangent 

où. k[e] o ;, algj_bre des nombres duaux sur k • Soit le 

O:x;;-module correspondant à e. Il y a un isomorphisme d'espace vectoriel 

Q~(k[è:]) :! Hom0 · ( ~' e g) plus précisément : 

~[e] 
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De la suite exacte scindée O ➔ E k[e]-+ k[e]-+ k-+ O on déduit par 

t.ensorisation les sui tes exactes scindées 

Soit ~ un OX module quasi-cohérent et des morphismes 
-K[ E} 

f et g 

compatible avec OX ➔ OX tels que le diagramme 
~-ic[ E] ~-ic 

---~k 

l -
soit commutatif. Il est équivalent de dire: e) g induit un. isomorphisme 

~ ~ k[e]k -::➔ s eÎt 
et g un épimorphisme de noyau E~ -

g) ~ est plat sur et s ~ Ek[E] -+ Es est un isomorphisme 
[E] 

Sous ces conditions s ~[E] Ek[E] :: s ~Ek[E] • 

S est plat sur k ~~ Ek[E] ~ E 'g D'autre part, puisque 

Le résultat cherché se déduit alors de la remarque au lemme 4. 

Enfin les hypothèses du théorème sur X et ~ entraînent 

di~. Hom0 . _ ( ~ , E ~ ) < oo • 

~[E] 



III - APPLICATION -d.-u--OBITERE de SOHLESSINGER êu JONéTEUB de PIC.ABD BELATIP. 

1-roupes et foncte'urs de Picard rela'-tifs, 

Soit X un schéma. On appelle groupe de Pi'card de X, et l'on note Pic (X), le 

g,pqupe des cla.sses à isomorphisme près, de @X-Modules inversibles (i.e. lo.c&lemen-. 

ij'Qmorphes à @X). 

Rappelons que l'on a un isomorphisme cenonique 

(!)* 
X 

Pic (X) ~~ H
1 (X, ())*) 

X 

désigne le faisceau des unités de 

( 1) 

X t-+ Pic (X) est un foncteur contravariant de la catégorie des schémas dans 

i:e·il..e des groupes commutatifs et 1 1 isomorphisme (1) est fonctoriel. 

Soient S un schéma, X un $-schéma, T un 8-schéma.variableo La correspon­

définit un foncteur contravariant de la catégorie (Sch/s) 

a,~•s. S-scbémas dans celle des groupes abéliens, donc un préfaisceau sur (Scb/ 8 ). Le 

~~isceau associé à ce préfa.isceau pour la topologie fidèlement plate de présentation 

finie (f.p.p.f) se note ~X/S et s'appelle le foncteur d.e Picard relatif de X 

sv.,t" S. On appelle gjoupe de Picard relatif de X sur S, et l'on note Pic(Xj 8) 

le groupe ~ X/S(S)e. Alors, pour tout S-schéma T on a 

~plicitons le fait que fux/s est le faisceau associé, pour la topologie 

• f'.p.p.f, , au faisceau T ~ Pic (X X T) o ., . ' ·. s 
]J~ él.ément de Pic(X/S) .= P~X/S(S) est défini par un élément ~'- 4t,uti 

Pic(X X St), 
s 

où s• ---+ s 

]?:Ûisse trouver un morphisme fop.pof 

est up morphisme f'op.p .. f, tel que l'on 

S"---+ S' x S' tel que les deux images inver­
S 

~• dans Pic{X X S11) coïncidento 
s 

et \"' de Pic(X x S')' définiront le m~me éldment 
s 

~ de 

Pïè.:C~4~f · si 1 t-on peut trouver un morphisme f.p.p.f S 11 --+ S •- ~.t tel que 18·· 
s 

t d J:11 e e ._ dans Pic(X x 8") coïncident .. 
s 

~:J1~·::_:;;Bëmi;t;.i.ons entre gro11:pes de Picard relatifs et absolus. 

lt.: ih~iç,1".~me suivant permet de décrire dans un cas particulier le groupe de Picard 
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Soit X...!...,. S un m,orphisme quasi compact et quasi séparé tel qu 

• ,.., (9 "'a~ f*( x>• Alors; 

(i) On a une suite exacte de groupes abéliens: 

0---+ Pic(S) --> Pic(X) _. Pic(Xj
8

) 

(ii) Lorsque, de plu.si X admet une section sur S, le dernier morphisme de 

.C,.!"" sui te exacte est surjecti::f et 1 'on a donc : 

Pic (X/ 8 ) ~ Pic{X) /'-ic (S) .. 

(i) Le DIIOrpBri.sae Pic(8; ~ Pic(X) provient du morphisme X t) S et est 

inject.i:f. Bo. e:f:fet, soie1d, al! et oi'• deux '9
8

-Modu1es inversibles. Le morphis­

* * Bomm '9 (~ 'JI of,) --,.. t * Dom t9 (:t ôl , :t ce ' ) est un isomorphisme c&r me canonique 
S X 

* * ei. Homm (9 (:t al 1 f oB') 
X 

sont inversibles donc 1°"3-lement isomorp~s 

respecti vemmem:t à 19 S et t9 X et d'autre part f * (9 X~ t) 
8

• Par conséquent 

Bon
8 

(~,. al •) et Bo~(:f * al , f * al, ') sont isomorphes, ce qui montre que _.'i 

~ est. isomorphe à o/;,• • 

Le aorph:ii.sime Pie{X)---:> Pic(x;
8

) s'olfient en constate.nt que 

où Pi~v est le faisceau associé au préfaisceau 
,,.,.,.,,A./s 

'! --iJr, Pic {X x 'I') , ç:_ui à 8 f' ait eorresporul:re Pic (X X 8) = Pic (X} • 
s s 

••"ie à prouver l 1 e.xact.itude de la sui.te en. Pi.c(X)., 

~ cl'aborcl q1Œe Pic(S) ~ Pic(X) ~ Pi.c(x/B) esi; nul. Soi-t cl, an 

0
8

~111• i.mrersible,; U un ouvert de S tel que at'llu-~ e sllu 
* Il • OIi 

donc -K (~) ~~ ~ f 0 (4- Du) = f~{ 4JsjJ ~ (Piu doue 

la classe de 1:* (et) i~ daa5 P:ic{X J U) ei O doDC ~* (at') 

d.oime O quand on prend. le faisceau associé à tu--+ l'ic(X x 0) 
• 

pou:r l.a topol.ope de Zia.ri.ski, do:ac à_:toriiori lorsqu'on prend le fe.isceaua associ" 

à ee .._ prffaïsceau pour la. topologie :t.p.p.f. 

Meï111l'06]11NllllleDt, .soi i; of 1m. (9 X-lfoclwe :iJwe:rsible cl01d, 1 'ia.ge daas 

Pie(I/5) esi; hiriale. 11 existe alors 111D IIIDOrphi.-e &• ~ S ~•P•P•~ wll q1111e, 

... 
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'J #·· .• 

s• . :i, 

X 

l f 
s 

en posant X'= X x S', ~ donne 
s 
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ae' :::! ~X' au dessus de X' 

par image réciproqueo La propriété f* ( (9X) tv (!) S se conserve par 

changement de base fidèlement plat, puisque f est quasi-compsct et 

quasi-séparéo Donc f*' ( @x,) ~ l9
5

, o Comme LJ, _, rl'1 f' ( îJi) ,.,,; ,f') 00 ~'-"X•' *QÇ - -.,,S'' donc 

est inversible sur s• et ff*(f 1 (Qc:f')) 

* 
est un isomorphisme. 

q,- propriétés restant vraies par extension fopopofo On en déduit que f*(ot') est 

tp.versible sur S et f*(f*'=-8)) ~o8 est un isomorphisme donc at provient d'un 

iaisceau inversible sur S donc appartient à un élément de l'image de Pic(S) ~ Pic{X 

9f qui achève la démonstrationo 

(ii) Suit,osons à présent que 
f 

X-~➔ s admette une section go Soit otf> un 

(Px-Module inversibleo On appelle g-rigidification de ot un isomorpl\4sme 

d.: (9 S ~ g*{;t) o Un (!)X-Module inversible g-rigidifié est un couple (o.i, or), 

9::µ. ot est un @X-Module inversible et or une g-rigidification de o:tJ 11 Un morphis-

!Jle de (J) X-Modules inversibles g-rigidifiés ( ~ 1 or) et (elZ, /3 ) e11t un morphisme 

-\i!f,?'1 ot ~ cf/; tel que le diagramme 

iJ@;~ ·. ç ommuta tif o 

CP 
s 

on voit immédiatement que tout automoi\ùiisme d'un 

~11.versible g,4.rigidifié est 1 1 identitéo 

Démontrons à présent le (ii) de la proppsition ci-dessus. 

:(tj,,.;_pq,ïn~_de Pic(x; 8) provient d'un C9'x-Module inversible 

!lt~\µ: :v:::ib:: p-;,f :uiM::::n:. q:m:ipo:nt &:et P::x;:~:ion 
où X'= X X S' 

s 
g, i\:existe un 

une section g , f' i x• ~ S I admet une section g i o 

:-•t··;~s nécessairement isomor~e à t,!i' o Mais on peut modifier ot6'­
t 

sans chan&ter le -point obtenu dans Pic (X'/s, )_ d'après lè (i)) o 
•'' .._' 

''-::•,.:,. çett-e modification, on peut supposer g'*(~•) ,v <9
8

.i., donc 

une g 1-r!gidification 
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.~• .. On va montrer que (c,t,, ex•) est muni d'une donnée de descente relative-

S' ~ s 

i X"' X" ~ X' > X 

f"l >f''l l lt f' 

S"' °t S" " S' > s 
~ .. 

,~it S" = S' X S' et soient (cl! 1'? a rv) et (~2' a") les images réciproques par 
s 1 .2 

~<!' .«•:,,,1 
et 42 de ( ot', or') .. Elles définissent le m3me point de Pic(X"/s 11) donc 

Jtchir· différence donne O dans Pic(X''/sn) et? par conséquent, d'après le {i) et du 

,:ait qµe t;(©X 11) ~ <91
811

, cette différence proviep.t d 1un &
811

-Module inversible 

~4f.ifié, donc isomorphe à a? S", donc ~• et ~ 11 sont isomorpheso Quitte à 

ttJfc:,d·ifier cet isomorphisme, on peut t~01ff'er un isomorphisme i 11 

W• idifiés 
,. il~-,:. 

: , Ot'"' ) 
' >: 3 

,. od.ules 

que i" est une donJJ4e de descente sur { ot• , <i') relativement ~ 

considérons les trois images réciproques (a& ;", a-r ) b:'.f21 
, a2• ) , 

de sur et les trois morphismes et cr de 

rigidifiés.. Alors ~écessairement ·tr=- <f o <il' car il ne peut y avoir 

'et:"' . 1 ' 
olm) 

1 
qu'un seul isomorphisme d'un faisce~u rigi-

~ difié dans un autre, tout automorphisme d'une 

:. ~ coe :r , J; nt) 
3 telle structure étant trivial .. La condition 

sur Jt1n est donc automatiquement vérifiée .. 

© XModule rigidifié { ~ , « ) qui donne le m3nie point 

Pic{X) ~ Pic{X/
8

) est surjectif et dans ce c 

\t·,t.. ~\ ~;·;•i .•,: ,, •'· 

_:Qi~1 * CC)i;, i '.l-'~i°, (X;s> ~ Pic (X)/ Pic{~) 
(t./};")· ·'·~ 
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= X X Spec A, et nous poserons X
0 

= ~a Nous nous proposons d'étudier le 
Spec A 

f#.~.ncteur ~::X/s' ou, plus précisément, sa restriction à la catégorie cro 
A 

des 
./:, 

:j:.fpectres d'objets de CÀ • 
. ,;,,1 

\¼:w,·•. On a le théorème sui v2.nt 

:ta.lors 

Si (a) X est de type fini et plat sur S 

(b) H
0

(X
0

,dJX)N k 
0 

(c) di~ H
1 

(X
0

~ (9 X ) <. CD 

0 

~X/s, restreint à C/\0 
, est pro-représentablea 

Tout d'abord, notons que si la condition (a) est réalisée, la condition (b) 

équivaut à la condition (b 9 ) 

pour tout A E C' 
/\ 

itifu• effet, par platitude, le foncteur M ..__. H
0 

(X, (9 X@ ~), dur la catégorie des 

-mo4ules est exact à gauchea Par application du lemme des cinq, on peut montrer fa­

,Qi1~ment que le morphisme canonique M ~ H0 
(X, f9 X® M) est un isomorphisme pour 

1-.nnt M de longueur finie (par récurrence sur cette longueur). 

Si la condition 

:on ,t. f*(<9x ) ~ (9s 0 On 
A A 

(J:A, ©x) = r(xA, (Y X ) N 

:A A 

est réalisée, pour tout A é C 1 
)\ 

le voit aisément en constatant que 

r(sA, f*(CVX)) "' A et que SA 
A 

(si 

est affine d'anneau 

Montro~s d'autre part que 1 1on peut. toujours, sous les hypothèses du théorème 

~e 
feJs,tsµs I ra.mener au cas où f admet une sectiono Pour cela, nous allons montrer 

ilamme,,suivant : 

'liJiffi-!!:1,:,,Soit X un S-schéma de type fini, plat sur S, où $ est le spectre d'un 

.\~è3:h'}\ local, noethérien, complet, de corps résiduel ki> Soit s le point fermé 

0 Si X est de type fini sur k, l'ensemble des 

~~>, es~ de Ctihen-McAulay _(ioeo où Panneau local est de Cohen-McAulay) 



Nous supposerons que X est affine irréductible de dimension ro D1après un 

Jhéorème de Mademoiselle Noether, r(x, f.9x) est une algèbre finie sur k[T1 0000 Tr]o 

'ë . • omme r = dim X 1 le morphisme X~ Spec k(Tl 0 0 0 0 Tr] est injectifo Le point 

g:énérique 1 de X s'envoie sur le point générique ~ de Spec. k[T 1 
0000 Tr] .. X 

>·· 

.è;st fini et libre sur ~ donc X est fini et libre au dessus d'un ouvert dense de 

:$pec l{T 1 o o o Tr] et, a fortiori, est de Cohen-McAulay en ses points .. 

l; 

Soit donc X un point fermé de X 
s 

où X 
s 

est de Cohen-McAulayo On peut trouver 

uhé suite régulière de paramètres a1,a2 0 0 0 O a de ~ 0 Quitte à restreindre 
r X ~X s 

tli à un voisinage ouvert affine de peut reltvent '· x, on supposer que a1 a se 0 0 0 o • r 

,t,:P. a1 0 0 0 0 a dans r(X1 (9x) 0 r 

Considérons alors le fermé z = V(a 11 000, a )o z est plat sur s (EGA 0111 010) 
r 

Oiiï quasi-fini en X (car c9 
X ,x 

s 
est de longueur finie et le corps 

(9 
X ,x 

.s 
est fini sur 

S étant complet est hensélien et 1 1 on peut par conséquent écrire Z = Z' il zn, 

Z 9 est le composant local de x et est fini sur So Z' est donc à la fois fini 

,;lat sur So Quitte à faire le changement de base fini et plat Z' ~ S o On 

lWlii"b supposer que X ---+ S admet une sectiono 

Nous pouvons par conséquent supposer à présent que X~ S admet une section 

;que f* ( l9x ) ~ (98 
A A 

llors pour tout T = 

pour tout 

Spec A€ C10 ~X (T), 
" ' ls 

qui est isomorphe à Pic (X x T/ ),.­
S 'J! 

lllfo::t autre que Pic (X ; T). / Pic (T) = Pic (X ~ T), en vertu du paragraphe précédent, 

.~ajJ.,que, Pic(T) = O, puisque T est le Spectre d'une A-algèbre artinienne 

préfaisceau Pic(X x T) 
s 

est un faisceau qui coïncid~:· avec 

:b'Qe ii~pot/ëur contravariant , Spec A.~ .Pic(X X: Spec A) de 
::J.?. s 
:'.:;&~1:>·.-& ll:ai.lx ;Lemmes de plati tude(l 

' \ ,iW-~~~-,~, \. : 
\_'_i, ','. :_,·:}\:,,;/ \ \,'; '.:: 

dans 

est un 



t.emme 2. Si on a urudiagramme commute.tif d'homomorphismes d'anneaux et de modules, 

compatibles, où B = A' x A" 
A 

et N =Mx -M" , 
M 

et où M' (respo 

M'1) est un A 1 -(resp. A"-) Module plat, et si l'on suppose : 

(i) A"/ ~ A (où J est un id~al nilpotent de A) J, 

(ii) u' (respo u") réduit un isomorphisme entre 

M1 @ A (respo M" ® A) et Mo 
A' A'' 

Alors N est B-plat et p 1 (respo p") réduit un isomor-

pJJ,isme, entre N@A' et, M' (respoentre N®A" et W 1)o 
B- B 

Vorollaireo Avec les notations ci-dessus, soit L un B-module qui peut être plccé 

da:q.s un diagramme commuta tif où q I induit un isomorphisme L @ A 1 ~ M' 
B 

Alors le morphisme canonique L ~ N est un isomorphismeo 

Démonstration° Précisons tout d'abord quelques notationso Soient A et B deux 

nbjets de C' 
I\ 

Si (resp. a/: est un (!)X -Module inversible). et 
A 

~-~ B ,un morphisme dans CÀ , on note 1/,® B 
J. 

(resp.. ~ © B) 1 1 élément 
A 

#~ge de "l dans Pic(~) (respo le faisceau inversible image réciproque de dt sur 

llo• Fixons une fois pour toutes un élément l;
0 

de Pic(X
0

)., Nous pouvons nous borner 

j étudier le foncteur p g c• ----+ Ens 
/\ 

qui à A € C,t associe P(A)~ sous-ensemble 

r;:. 
Pit•tXJ.) formé des tels ~, 11, que tq_ @ k = ~o o 

A 

Soient u' . (A'~ "l,') ~ (A' ~) . et u 11 ~ (A11
, 1") ~ (A, "1) des morphismes 

if .:. couples, où u" 
'l 

est une surjection. Soient ~' ~ ot et aP" des faisceaux invar.;.. 

pjp,;l,e.s · correspondant sur X' = XA, , Y = ~ et ~" = XA 11 • 
On a de~ morphismes 

p" 

~00111-pa.'tibles avec 

. ~t®' A '.:foe et 
. ,Al 

commutatif 

(de faisceaux sur l'espace lx 1 
0 

sous-jacent 

de -faisceaux sur: 

,a un isomorphisme 

(9X" ~ c9 y qui induiijent des isomor-

Soient B=A'xA" et~,=~• 
A 

On 

lx 1-. Comme X est :plat sur ,S , il y 
,·. 0 ·~ 

(9 z ~ (9 X' @. (9 X" où 
i_ . y 

faisceau de B-algèbres dont les 



sections sur l'ouvert U de jx j sont données par 
0 

- 14 -

Par conséquent ~ = oe, X o811 est un faisceau sur Z inversible et les 

projections de cJO sur ol}' et o811 induisent des isomorphismes 

cfJ 0 A11 ~ ce,, (D'après le lemme 2) o 

B 

Si cfb. est un autre faisceau inversible sur Z tel qu'il y ait des isomorphismes 

et cJ1, ~ A" ~ ~ 11 , on a des morphismes et 
B 

g_11 : Jb ---> ot11 qui les induisent donc un diagramme commutatif où 8 est un auto-

morphisme de «1, donné per composition 

et "°'> rt 1 ® A rv) Jb ® B ~ o8 11 @ A ~ cl o 

Comme 

A' A A" 

A~ H
0

(XA, (9X ) pour tout A E: Cl\ , e 
A 

multiplication par une unité a de Ao 

est la 

Remontrant a en a 11 E: A11, on peut changer q 11 eh a 11 qi1 et rendre le .diagramme 

commutatif o Donc J'h ~ J' o 

)?ar conséquent 

C I o 
/\-

P(A' X .A11) N P(.A') 
H 

X P(.A11) 

P(.A) 

Pour finir i supposons que Y ~ ~[ ~ J , 

*p f = 1 + é f). 

- ~p ~ ker(H
1 

(Y, 

exp > <!)* 
y 

pour toute surjection .A" ~ A· 

avec 
2 

e, = Oo 

est de dimension 

-'t~o.ntré plus q:u'il n'en fallà.it pour appliquer le critère de Sc~essinger. 
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Exposé VII (suite) par M. ROUBAUD 

§ V. - LE CRITERE DE PRO-REPRESENTABILITE DE SCHLESSINGER 

I. - Préliminaires 

Soit ,A un anneau local noethérien complet. 

Soit la catégorie des A-algèbres de longueur finie. Si A' est 

une A-algèbre finie plate locale, on posera: 

C1A
1 

= catégorie des A1-algèbres de longueur finie, locales, à extension 

résiduelle triviale (i.e. : si k 1 = corps résiduel de A' et. 

K = corps résiduel de A E C1 
Ar 

on a k 1 .!; K) 

C'A.1 ~ catégorie des A'-al~bres de longueur finie, non nécessairement 
,, 

locales, à extensions résiduelles triviales 

Tout A E C" 1 est produit fini d'éléments A. de C1 
1 • 

i A 

Théorème : Soit un foncteur F: C -+Ens; pour que F soit pro-représentable 

(c 1 est-à-dire exact à gauche, d 1après le critère de Gabriel)il faut et il suffit 

qu I il vérifie 

1) F commute aux produits finis 

2) Pour toute extension A-+ A' finie locale et plate, la restriction 

de F à C1 

.N~ 
est exacte à gauche 

3) Pour tout morphisme plat A-+ B de CA , avec A local, la suite 

d'ensembles: F(A)-+ F(B) =~F(B ~B) est exacte. 
A 

~ëmargues La condition 2) sera analysée en détails au§ III. 
La condition 1 ) permet alors de montrer q_ue la restriction de F à C "11. 1 

: Ej8t exactëi.àcgàuohel 
La condition 3) sera vérifiée dans la pratique car on ne considérera 
:qAe, les foncteurs F qui seront des faisceaux pour la topologie . 

fidèlement ;p:)..~te de· présentation finie. 
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Démonstration: Si F est exact à gauche, ces 3 conditions sont évidemment 

vérifiées. Montrons que ces conditions sont suffisantes; on utilisera les Lemmes 

ci-dessous 

Lemme 1. 1) Soit A--+ A' une extension finie locale et plate. 

Alors pour tout couple C-+ A et B ➔ A de morphisme de C on aura: 
A 

2) Soient A,B,C comme ci-dessus. Il existe alors une extension A--+ A' 

finie locale plate telle que si A',B',C' sont les A'-algèbres obtenues 

par changement de base, les A1-algèbres A',B',C' et B' x C' soient 
A' 

à extension résiduelles triviales. 

Démonstration de 1) : Soit la suite exacte B x C-+ B x C --jA définissant le 
A 

produit fibré B x C. A ➔ A1 étant plat on en ~éduit la suite ·exacte: 
A 

(B x C ) ~ A 1 -+ BI x C 1 ==~ A 1 , d I où 1) 
A A 

Démonstration de 2) : Soit k le corps résiduel de A. Soit K une extension 

finie normale de k, contenant les extensions résiduelles de A, B,.c, 

B X C 
A 

De proche en proche, en étudiant d'abord le cas d'une extension monogène, on cons­

truit une A-algèbre A' locale, finie et libre, de corps résiduel K. 

Il est clair alors que A' ,B',C' et B' x C' déduites de A par l'extension A--+ A' 
A' 

Jnt.toutes leurs extensions résiduelles triviales. 

e 2 : · Soit · le diagramme d I ensembles ci-dessous. On suppose qu 1 il est 

coinmu'tatif, ·~ue les colonnes e:,p,y sont des suites exactes et que les 

-,~·~(~), iet1 :~3,) a'ôn·t-'\~a.rtésiens·. Alors le carré ( 1) est cartésien. 



(2) 

Démonstration du Théorème 

Soient B-+ A et C-+ A deux 

illlorphismes de CA. On veut montrer: 

F(B xc) :;;F(B) x F(C). On peutsuppo ..... 
A F(A) 

11,r B et C 

F.i·.,..,. 
~. 

choisit 

i'sôient, :des. 

locaux. Au moyen du lemme 1, 2) (2) F(B'xC' 

fini plat local tel que 

et 

,.A'.Jalgèbres à extensions 

B'siciuel+es tri via.les. (3) F(B"xC") 

Alors ai A'·•A'~A' 
A 

les algèp;res A" ,B" ,C", 

obtenus à partir de A,B,C, B x C par 
A 
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F(B') 

~ F(A') 

F(A") 

A" 
1•extension A ➔ A" , sont aussi à extensions résiduelles triviales. On a alors 

l;e diagramme d'ensembles ~i..:.eon"brli: 

~J est commutatif. A-+ A' étant plat A - A' , B-+ B1 , C-+ c• et·rn x C-+ B1 ~ c• 
A A' 

llg,~t plats, donc d'après l'hypothèse 3) les colonnes E,~,,.y sont exactes. 



JI .. - Foncteurs à Enveloppe sur c• 
A 

Pour tout A-modlil.le de type fini M soit rM le foncteur covariant 

~!• A - Ens d~fini par r iA) = A 'f M • 

ioit ~ l'idéal maximal de A; soit r = rangk(M/nM). Alors il existe une suite 

lf,;œcte L - M ➔ 0 où L est libre de rang i--.(Nakayama). D'où un morphisme de 

L ::s L ~k 
A 

on a: 

V L le module dual de .L. Pour tout A-algèbre A on a un isomorphisme canonique 

I·.· '.(A} = A ~ L -~ Hom A d(L v pA) ~ HomA l (sA(L v) ,A) A Jl-mo -a g 

l'#i en déduit que r 
1 

est pro-représenté,1J)ar le complété de 1 1 algèbre symé~r,ique 

~'(LV) suivant 11idéal Vv.S (LV). 
, A 

' ini tion : Soit F -+ G un morphisme de foncteurs définis de CI lans Ens. 

!l:c<Ura que F - G est lisse si : pour toute surjection B -+ A dans c• A , l 1appli­

l\::'on canonique : 

IJ F(B) ➔ F(A) .;x G(B) est surjective 
G(A) 

l~s le cas des foncteurs r définis ci-dessus, il résulte de l'exactitude à droite 

i,i,,pro·duit1:1tensoriel que r
1 
~ rM est lisse • 

• !autre part, pour tout ç E rM(k) comme l'espace tangent à un foncteur ne dépend 

e de •la restriction du foncteur aux k-algèbres il résulte de l'isomorphisme L ➔ .M 

,l'homomorphisme canonique Tr (ç)-+ Tr (ç) est un isomorphisme. 
L/k M/k 

-y~rrona plus loin que r
111 

est pro-représentable si et seulement si .M est libre. 

IS!Pffl~\~!J:f M II n;•e~t pas pr.o-représentable, on a trouvé un foncteur pro-représentable 

· J;ph;ism.e u11f i, ➔ ri[ tel que le couple (r;n,,u) possède les deux pr~riétés 
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1) u est un morphisme lisse 

2) u induit un isomorphisme sur les espaces tangent: en tout point 

Rous dirons que (r
1

_,u) est une enveloppe de rM en tout point ç E rM(k). 

~) Généralités sur les Morphismes Lisses. 

Soit C' la catégorie des 
A 

A-algèbres locales noethériennes complètes A, 

~lles que si m = idéal maximal de A, pour tout entier n on ait A/rf-E ?'A. 

fpans la suite on na considère que des foncteurs F tels que F(k) soit réduit à 

pn seul point. On dé§igne par F le prolongement de F 

1 
f{A) = ~ F(A /nf) • 

n 

à C' , défini par 
. A 

~inition: Soit B ~ ... A une surjection (c'est-à-dire un épimorphisme) de c• 
A 

l>h dira que c'est un épimorphisme simple si et seulement si u n'est pas composé 

Br.dieux épimorphisme (non triviaux). 

-~position: Soit F-+ G un morphisme de foncteurso Alors: 

ID:~ G lisse ~ pour tout épimorphisme simple iB -+ A , l'application canonique 

IJ est surjective. 

lllr effet, tout épimorphisme de C'.L\. est composé d'un nombre fini d'épimorphismes 

IJmples. 

Mosition 1. : Soit F-+ G un morphisme de foncteurs. 
"' A 

1) F -+ G lisse ~ F -+ G surjectif.. 

2) Si F 
A 

,. 
est pro-représenté par RE C' et 

-A 
G est pro-représenté par 

SEC' alors F-+ Glisse ~ R est une algèbre de ~éries formelles 
A 

sur S 

1 J a : F -+ G lii:tl'lA.,'At G -+ H lisse ~ F -+ H lisse. 

l> .: F-+ G surjectif et G-+ H tel que F -+ soit lisse alors G-+ H 

est lisse~ 

11 i if -+ G lisse à pour tout H -+ G , F x H -+ H est lisse 
G 
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;oémonstra tion de 1 ) Si A€ ~•A alors F(A/m) ~ G(A/m). En utilisant la surjection 

(L) on montre la surjectivité. 

Péfinition 

foncteur 

2) non utilisé dans la suite de l'exposé. La "liémonstration se 

trouve dans E GA OIV" 19.3 et S GA I ch IV 

3) Généralités sur les morphismes lisses découlant directement 

des définitions. 

: Soit 

C' - Ens 
A 

,. 

F: c•A - Ens un foncteur. Soit R € C' 
·A 

défini par hR(A) ➔ Hom contA(R,A) 

et soit ~ le 

On morphisme de foncteur hR _f_)F est une enveloppe de F si : 

1) TF/k ~=-Th -=~ Hom contA(R,k[e]) 
R/k 

2) ~ -~~ F est lisse. 

A 

Remarque 1) le morphisme ~ - F correspond biunivoquement à un élément ç, de F(R) 

2) le morphisme r1 ➔ rM défini ci-dessus est un~enveloppe de rM. 

Pl!oposition 2 ~ Soient et ç,' h ---+ F dsux enveloppes de 
R' 

F 

,. 
Alors il existe un isomorphisme (non canonique) u: R - R' tel que F(u)(ç,) ~ ç,1 

• 

On utilisera le lemme suivant g 

Lemme Soit R - S un morphisme dans C' 
-A 

surjectif <=➔~TR/k ---~ TS/k 

o Alors 

surjectif,. 

Soit î) = idéal maximal de A m = idéal maximal de R ; m 1 .:s idéal maximal de S • 

0~ a·· un diagramme m/ 2 . m 
.., ... ~ 

i 
0 __ _,, î)S/ n ,2 ---t' m 1 / 2 --+ T /V ---J- 0 

nS 11m m S k 

ID~ lle'à. lignes sonts exactes, et les carrés commutatifs. 



I,a. fl&che verticale de gauche est surjectiveo Donc : 

surjectif' 

Oe qui équivaut à R - S surjectif d'après (Bourbaki, Algèbre Commutative Ch.III) 

,ontrons la Proposition 2: D'après la proposition 1, 1) il existe u : R-+ R 1 

A A 

et u• : R' - R tels que F(u)(ç,) :::s (ç,1 et F(u 1 )(1;,1 ) = ç, et induisant tous 

,deux un morphisme sur les espaces tangents, par définition des enveloppes. 

Alors u'u induit un morphisme de Th o Le lemme montre que u 1u est surjectif. 
R 

R est noethérien donc u'u est un isomorphisme. De même, uù' est un. isomorphisme. 

Remarque: On en déduit que rM pro-représentable ~ M libre, puisque 

r 1 -+ rM est une enveloppe de rM o 

Œroposition. Soit (R,ç,) une enveloppe de F; Alors les conditions suivantes sont 

iquiv.a1èntes 

(i) R est une anneau de séries formelles sur A 

(ii) : F transforme les surjections en surjections. 

MÏésulte. de la Proposition 1o (2) et 3)) 

Ill.- L.e Critère de Schlessinger. 

IJl Définition 

Eentielle si: 

llll~r~.t surjectif. 

Soit p: B-+ A une surjection dans C'A. On dit que p est 

llffilté ,_: Soit 

Pour tout dans 

p: B-+ A une surjection dans 

·es.t essentielle 

G' tel que 
A 

ii) si p est un épimorphisme simple: 

poq soit surjectif, 

p n'est pas essentielle ~ p a ·une section a-: A -+ B 
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Démonstration (i) Si V ,,,.. T V . . Th, le lemme à la proposition 2. de II, . 0 ~ 
hA 

1 

B 

,entraîne que p est essentielle. 

/~i p est essentielle ~ soit {t , ... ,'"f l une base de TAv • On relève les t·
1
. en 

1 2-
/ --la sous A-algèbre de B engendrée par les ". t. 

~i E B. Soit C ::as A [t
1
,..,\,J .. Alors p induit une surjection de C sur A,· 1 

~one C =B. Alors dil\:(Tn:} < r = dimk(T~) dcnc Th:)-=-+ Th: 

(ii) Si p a une section cr~ on a B ~ A @k [J] 

ttlors cr n.' est pas surjective donc p n I est pas essentielle. 

où J = ker CP) 
') 

p n'est pas essentielle, D}est pas isomorphe à 

J•anneau C ·construit ci-dessus est différent de B donc est isomorphe à A car 

li,ongA (B) = Long A (A) + 1 • Alors C ~ A donne une secticne 

fi} Théorème ~ (Schlessinger) o 

(~:.. 

Soit F g C'A-+ Ens un fonr,teur tel que F(k) soit réduit à un seul point. 

[Soient A' -+ A et A"-+ A des morphismes dans 

~bit l'application canonique (s) ~ F(A 1 x A11)--+ F(A 1
) x F(A'') 

A F(A) 

1) F a une enveloppe si et seulement si il vérifie H
1

,H
2

PH
3 

di-dessous 

H
1 

(s) est surjective si A" -+ A est un épimorphisme simple 

H
2 

g (s) est bijective si A= k et si A~~ k[E] 

2) F est pro-représentable par une algèbre noethérienne si et seulement 

H
4 

: pour tout épimorphisme simple A 1 - A P F(A I x A 1 ) --. :F(A') x F(A 1 ) 

A F(A) · 
est bijec1;i.v:e. 
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1emargues 1) H
2 

implique que pour tout espace vectoriel V de dimension finie 

F(k[V] est canoniquement muni d'une structure d'espace vectoriel telle 

que TF ~ V -=+ F(k[V]) (Voir g "Espaces Tangents) 

de plus V-V F(k[V]) est de dimension finie (H
3

) 

2) H
1 

entraîne par récurrence que pour toute surjection A"-+ A 

l'application (s) est surjective 

3) Conséquences Géométriques des propriétés H
1 

• 

:soit p g A' -+ A surjectif P I son noyau. Supposons m.I = 0 (m =- rad.A) 

~lors~ A' x A1 ~ A' x k[I] par g (xpy)-+ (xpx @ (y-z)) où x = classe de x dans k. 
A o o 

On en déduit une flèche canonique 

F (A 1 ) X ( TF ~ I ) ~ F (A' ) x F (A 1 ) 

k F(A) 

pn composition avec la seconde projection 

ih en déduit une application 

ëpmpatible avec la projection dans F(A) 

fl, .. •résul te facilement de la d.éf:Lni tion de l 1addi tion dans TF P que u définit une 

~;pération cancnique du groupe TF ~ I sur les fibres d.u morphisme 
k 

F (A 1 ) ..... F (A) • 

~· condition H
1 

P entraîne alors que TF QQI opère transiti7ement sur chaque fibre. 

H4 k 
La. condition/équivaut au fait que TF (i)I opère sans peints fixés. 

k 

•.li$.· conjonction de H1 et H
4 

entraîne donc que TF G9 I opère librement et transitive­
k 

:J;liërit sur les fibres de F(A 1 ) -+ F(A) P autrement dit ces fibres sont vides ou bien 

!Î.R.~:~.a:paces principaux homogènes sous le groupe TF G9 I 
k 
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Démonstration: 

A - Ces conditions sont nécessaires 

Si F est pro-représentable par une algèbre noethérienne, F vérifie 
.. 

_,H 3,H4 car il est exact à gauche. Si F a une enveloppe hR ---+F où R € C'A i 

lbncteur hR vérifie les 4 conditions Hi et F vérifie H
3 

liontrons que F vérifie H
1 

• 

On sait que hR-+ F est surjectif •. (II - Prop. 1p (1)) 

~: un diagramme commutatif d'ensembles g 

h (A9 X Aio) -➔ h (A 1 ) x h (A 11 ) 

: l A R hR(A) R 

1 g 

F(A 1 X A") --➔ F(A 9 ) x F(A") 
A F(A) 

!ifuffit donc de montrer que g est surjectif. 

ent :n 1 E: F(A 1 ) et TJ" ( F(A11) ayant même image T) dans F(A). 

rè'nste alors ~'E ~(A 1 ) dont Jiimage dans F(An est 11' • Soit ~._image de ~• 

lt ~ (A) • Par lissi té P il existe est égale 

ifi:J:!;,P et dont l'image dans F(A") est n". Alors (s1
9 s11

) a pour image (n', TJ") 

[ff.' O 

liijntrons que F vérifie H
2 

~ Supposons A"= k[E] et A= k. On a vu que l'appli-

on (s) était surjective. Montrons qu 1elle est injectivee On a le diagramme commu-

€ F(A'· 'x ·k[e:J) ayant mêmes projections TJ9 et Tl" sur F(A') 
k 

'1 'application ~(A' x k[eJ)., - F(A' :,x k[e:]) x 1:-a (A') est surjective par 
. k F(A;) 
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'lissi té. 

Soit ç,' € hR,(s •) 

'1 ,<;t 

q_ui relève ~• • Il existe alors u
1 

et U2 dans hR(A1 X k[E] , 
k 

d 1images ~
2 

dans F(A1 X k[E]) et d 1image ç,' dans ~(A') . Alors, 
k 

û1 et u
2 

ont peur image (ç, 1 P TJ") dans r"R (A 1 ) x TR donc ç
1 

=-ç
2 

B - Ces conditions sont suffisantes. 

1) Suppos:ms que F vérifie H
1 

,H
2

,H
3 

• D'après H
2 

, le foncteur 

11.· a un espace tangent T , muni çanoniquement d'une .structure d'espace vectoriel \L • F 
i=r 

sur k de dimension finie d 1aprè3 H
3

• Alurz g T : @ ~ ... ; 
F i"" 1 

où les 't. sont 
J. 

fâes espaces vectcri~ls de dimensio~ 1 • Soit 

iSoit S = A[[T
1

, ••• PTr]], M{_ son idéal maximal. On va construire une enveloppe 

.'l\ de F, où R sera un quotient de S. Sei t R
1 

=- S/"7_ ::a k • 

Alor.s F(R
1

) est ~ ensemble à. un seul élément, d 1cù un et un seul_ morphisme 

'1 -~ --~+F. 
. 1 

r 
Soit R

2 
= S/tr(J~ + '1,$ !;. k[ @ t~ J S CO il. • La restridion da F aux algèbres 

=~ ""1 

·d,u. type k[.,] est représs,ntabls par (voir "Espaces Tangents") 

r ·r 
donc F(R

2
) !;. Homk( @ t. , @ t.) • Si en prend dans 

· i:::1 1 ~ :1 2. 
F(R2) un élément correspondant 

F 

.'à.. l 1identité d" ·1 dé~· . h. ~ , i. _ inira un morp ,.J. sme ,_R 
2 

"'2 =--~ F qui induit un i somor-

·phisine des espaces tangents. On pcsera g J'
2 

'li' 'Yt/.i + 'tlS ~ J
2 

est de codimension 

f~nie dans s. 

~;pposons obtenus pour 1 ~ _p' ~ q_ des idéaux J de S de codimension finie et 
p 

l)i .. mo:rphi_smes 
, ai,~•. , 

~ -s TJR -+ F P tels q_ue 'rr\:•J · 1 p p p-

_: r _i F se prolonge en hR -, 
p 

c J c J et tels q_ue 
p p-1 

(Alors: s/J -+ s/J 
1 p p-

est surjective, 

':&lf,p;p~a,u. est annulé par ~ P ce qui permettra d'appliquer Hf à 1 9 aide 'de la 

llffi~q,1(1~·-:, suivant 1 1,non9, du critère)., 
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Soit ~ = ensemble idéaux J de S tels que : mJ C J C J et 
q q 

se prolonge en hs/J - F ; alors J est de codimension finie, car il contient 

q+1 
m • 

Notons que les idéaux it:J correspondant à des sous-espaces vectoriels du k 

espace vectoriel de dimension finie Jq/mJ • En particulier toute suite dé­
q 

·croissante d'éléments de 1 est sj;ationnaire et pour voir que !:/ possède 1hn plus 

petit élément, il suffit de voir que ':J est stable par intersection. Or soient J 

et K E: 'I , et montrons que 

changer J A K supposer que 

J Cl. K (~ .:i.· Quitte à .. .ggrandir J , on peut sans 

J + K = J • Alors on a 
q 

s !!-
J n K 

s/J x s/K. 

Co,mpte tenu de Hf , J n K E: '!/ • 

et 

s/Jq 

S/J 
1

-+ Fun prolongement de 
q+ 

Soit J =() J et R = s/J qui est muni d'une famille d'idéaux de 
a:, qE:N q oo 

(J q/'lJqE:N qui .définissent une topologie sur R o 

\f q J ::::> mq donc R q q 
est a:vménien et par suite, pour tout q 

existe tel que J"q~1 
rr 

donc J contient puissan.ce r ::::> J q. une 
q q q+1 

, . il 

de 

donc R, muni de cette topologie est le quotient topologique de S et est 

séparé complet., _ (et noethérien) • 

2) h ~ F est une enveloppe. 
R 

(~ étant défini par la famille 
···que 

Montrons;/~ est lisse. 

(~ ) N) • Par construëtion 
q q( 

Soit A' ~ A un épimorphisme simple. Montrons: hR(A1 )-+ ~(A) x F(A') 
F(A) 

ias.t surjectif. Soit n' E: F(A') , n son image dans F(A) et u E: hR(A) 

i~•-ima.ge n •. u correspond à un morphisme continu 

lµ:~posons qu'il existe un morphisme continm " R~A' tel que 

m 
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Soit n" son image dans F(A 1 ) o TF opérant transitivement sur F(p)- 1(n) 

(resp hR(p)-
1 

(u)) , il existe a E TF tel que n"0 = n' o Alors u' = (u!')a 

répond à la questiono Montrons qu'il existe u" comme ci-dessus. 
u 

Il existe q tel que u soit le composé R - R = s/J _;L. A avec· 
q q 

ç, (u) = n. Il suffira donc de compléter .le diagramme: 
q q 

c'est~à-dire le diagramme 

W étant choisi pour rendre le carré commutatif. (h
3 

est lisse A) 
pr 

R x A'-1 R est une épimorphisme A' - A est un épimorphisme simple, donc 
q A q 

simple. Alors : Si pr
1 

a une section, v existe évidemmento 

Si n'a pas de section, par le lemme de III, (1} , est es.sentiel. 

Comme pr
1 

0 W est surjectif, W est surjectif. Donc s/kerW ~ R X A'. 
q A 

On a évidemment m o J C KerW C J 
q q 

(En effet pr O W - Il of 1 - et si 

I = Kerp = Ker pr
1 

m.I=O et w(m.J) =m. W(J) cm. I = o). 
q q 

De plus ç,q; hR - F se relève à 
q 

s/KerW ~ R x A' , ce qui se voit en 
q A 

appliq~ant H
1 

à R x A'. Donc KerW E ~ 
q A 

factorise par R 
1 

• 
q+ 

donc KerW::, .J 
1 q+ 

3) Si de plus F vérifie H
4 

, hR est isomorphe à F. 

On prouve I hR(A) ~ F(A) par induction sur la longueur de A. 

. So;i t .P : A 1 ... A = A/I un épimorphisme simple. Paf lis si té , 

·est surjectif. On suppose hR(A) ~ ... F(A). Pour tout n E F(A) 

~père sans point fixe sur hR(p)- 1(n) et .sur F(p)- 1(n) . donc 

est .injective. 

et W se 

h (A 1 ) -+ F (A O ) 
R 
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III. - Relations entre pro-représentabïlité et représentabilité de la diagonaleo 

Soient C une catégorie A, F et G: ~ 0 --+ Ens deux foncteurso 

Définition . Si u et V G --+ F sont deux morphismes, Le foncteur des . 
coïncidences de u et V est le sous-foncteur G de G dé:fi'ini comme suit 

u,v 

Pour tout objet T de C et tout morphisme t . T ~ G (Le. pour tout point . 
t € G(T)) on a 0 . 

G (T) = {1} 
u,v Si U O t = V O t T --+ F 

et G (T) = p 
u,v 

sinon; 

11 G est le pJ.us grand sous-foncteur de G sur lequel u et v coïncident". 
u,v 

Si S: P--+ F x F est le morphisme diagonal 9 il revient au même de définir 

G comme .le sous-objet de G qui rend cartésien le diagramme : 
u,v 

F 

î 
G 

u,v 

s 

G 

Si S est un schéma, et si F g (Sch/S) 0 ➔ Ens est un foncteur représentable} 

la diagonale S; F--+ F x F est une d.mmersiono Par suite pour tout :S~ schéma 
s 

T et pour tout couple (u,v) d'éléments de F(T); le sous-foncteur de T des 

coïncidences de u et v est un sous-schéma de T o 

Pr0p0sition i Soit F g CÀ--+ Ens ; Alors la diagonale de F est représentalbe 

A ~1 
si et seulement si, pour tout R € CA et tout couple de morphisme.s :. hR===; F 

~'2. 
, A R le foncteur noyau est pr0-rerpesentable par K € CA • 

Démonstration 1)0 Si F est relativement représentable: 
~ h ==kF 

R ~ 
2 

carres-
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pont à 

et 

les couples 

~2,n 

Alors le système projectif des 

pro-représente Ker(~
1 

, ~
2

) o 

ont des noyaux K 
n 

appartenant à C' 
A 

K 
n 

admet une limite projective dans 

2). Si F vérifie la condition ci-dessus et si A E C' 
A 

et 

,. 
C' 
A 

qui 

est un 

~ couple de mo:rphismes, le noyau de ce couple est un élément de 
/\ 
C' 
A 

, qui est un 
.. 

sous objet de A , donc appartient à CA . 

Théorème Soit F g CA-+ Ens un foncteur admettant une enveloppe (R.,~)., 

Alors : F pro-représentable ~ La diagonale de F est représenitable. 

Démonstration: 1). Si F est pro-représenta~e sa diagonale est représentable. 

2)o Le foncteur ·hR x hR est exact à gauche 
h. 
Â 

donc-pro-représentable et est 

muni de 2 flèches ~ hR x hR >, F • Alors 

:S6it 

hA 

hR X hR = Ker (hR x hR.::; F) est pro-représenté par 
F hA 

et hs-+ hR est lisse (II, Prop.2). 

hS (k[ e:] )= hR (k[ e;]) x hR (k[ e;]) 

F(k[e;j) 

= T = T h . F 

don-c • Donc h -+ h 
S R 

.A le morphisme diagonal: 

R 

est une enveloppe .. donc 

li est aur,j.ectif donc h -+ F 
R 

est injectif, donc bijectif. 
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IVo - Le critère de Grothendiecko 

Définition dans on appelle monomorphisme simple tout monomorphisme qui 

ne peut se décomposer en deux monomorphismes non triviaux. 

Autrement dit u 
A-• B est u.~ ~onomorphisme simple si c'est une injection et 

s'il n'~~iste pas A' strictement inclus entre u(A) et B 0 

Théorème ~ (Grothendieck)" Boit F;, CA - Ens un foncteuro 

Alors F pro-représenté par une algèbre topologique dont les composants 

locaux sont des algèbres locales noethériennes complètes est équivalent à: 

1) F commute aux produits finiso 

2) Si A ➔ B e2t un morphisme de CA avec A local et si B est fidèle-

ment plat sur A, la suite d'.ensembles (G) ~ F(A) ➔ F(B) 4F(BG9B) est 
A 

exacteo 

3) si A est local et si A - B est un monomorphisme simple à extensions 

résiduelles triviales, la suite ((G) est exacteo 

4) Si A ➔ A' est un morphismEc fini local liQre avec A' local dans CA i 

si Fu est la restriction de F à co, 
9 sous les conditions ci-dessus TF' A· 

est un espace vec:toriel sur le corps résiduel kv 

Alor,s 

Démonstration~ Necessité: 1) évident; 2) et 3) 

de A' 0 

la sui te A ➔ B.:::; B ®B 
A 

est exacte dans le cas 2) par fidèle platitudeo Dans le cas 3) car le noyau 

des deux flèches est distinct de B et contient A, donc est égal à A o 4) 

évidento 

Ces conditions sont suffisantes ~ Les condition!=! 1 et 3 du théorème de pr0-repré­

sentabilité énoncé en I , sont vérifiées, grâce à 1 et _2 ci-dessœ. 

Reste à vérifier que : pour toute extensi:on A-+ A' finie locale plate., la 
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restriction de F à CA' est exacte à gauche. Pour celà on va utiliser le critère 

de Schlessinger on peut supposer que A'·== A puisque seule intervient la caté­

gorie 

ao La condition 3 ci-dessus entraîne que F transforme les injections en 

injections, car toute injection est composé d'un nombre fini de monomorphismes 

simpleso 

boa) entrâîne que si on montre H
1 

, alors H
2 

et sont vérifiées. 

car A' X A" c A' X A" l> F(A' X A") - F(A1
) x F(A") -

A A F(A) 
F(A')xF(A") est 

injectif. 

Co Il suffit de montrer H
1 

si A1 - A est un monomorphisme simple et 

A" - A un épimorphisme simpleo En effet H1 sera vrai pour toute injection 

A 1 - A ; pour toute surjection A 1 - A on aura AI x A" ~ A x (A' x A") avec 
AY.A 

Â : A - A x A le morphisme diagonale et A' x A'1 
- A x 4_ l'application.canonique 

déduite de A' - A et A"-+ A. A.lors, b est une injection et A' x A" - A x A 

une surjectiono Donc i F(A' x A'') - F(A) x :(F(A 1 ) x: F(A")) est surjectif cà qui 
A F(A)xF(A) 

entrâ.~ne que F(A' X A\')-+ F(A 1 ) X F(A11
) 

A F(A) 
est surjectifo 

do Montrons donc que H
1 

est vérifié si A1 -+ A est un monomorphisme simple 

et A" - A un épimorphisme simple, de noyau J o On a un diagramme commutatif: 

u' 
ii 

D == A' X A'1 - A" __l A"@A"- A" 
1 

A 

l 
• 1 D 

l l 
1.2 

' ~ f p 

i 
A' 

u 
A ·b A ® A- A 

i2 A' 

I;' X A" ➔ A' est un ép/i.m9rphisme simple, de noyau.J; A' X A"-+ A" est un 
A 

Bôno:mor:Phisme simpleo 

ID.ors , Ker f ~- J • 
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Démonstration de : Ker:;f !!!. J o 

1). D ➔ A' est surjectif donc A(?i)A ~ A(i)A 

J = Ker p = Ker pi • 

Ker f = idéal de A11 QS) A11 

D 

Soit z € Ker:.·f 
n 

z = l: 
i=1 

soit x € A" et y€ J 

A' D 

engendré par les images de J@ A" 
D 

et A"@J 
D 

b.Gs)b! 
J. J. 

avec Vi b. € J 
J. 

dans A"r@A" on aura g 

D 

ou b ! € .J o 
J. 

X €)y = X~ (0,y).1 

Donc x€)y = (O,y)ox(8) 1 

si (O,y) est l 1 élément de D correspondant à y o 

donc 

x @y = yx Q$) 1 = ( 0, yx) -~ 1 ® 1 = 1 @ ( 0 ,yx) .. 1 = 1 (2) xy • 

n n 
z = l: b. @b! = l: (b.b! 0 1) = 

i=1 1 1 
i=1 

1 1 
(Lb. b!) rs:,, 1 

J. J. -\0' 
avec l: b.b! € J 

J. J. • 

d'où une application de Ker f dans J , bijective; qui à z associe 

1: b.b! 
J. I 

B X B 
D 

et qui est B (8) B - linéaire si on munit B de la structure de 
D 

module définie par 1' application diagonale ~ x (8) y ➔ x. y. • 

et a"€ F(A") ayant pour:image a dans F(A) alors 

soient n' = F(i 1 )(a 11) 
1 1 

dont 

,l'image dans F(A") est y o Le carré de droite est cartésien car Ker f =.J ,o 

D'après (b) F(A" (8) A") ➔ F(A")@ F(A x, A) est injective donc 

D F(A) ~'\' 

par .conséquent il existe ô € F(D) tel que F(u') (ô) = a" ; u étant injective, 

on .en déduit que F(p') (ô) = a 1 , d'où le résultat. 



IIWRE DE GEOMETRIE-ALGEBRIQUE D'ORSAY 

léa~1969/7o 

Exposé 

par H. COHEN 

: Théorème de Comparais.on 

§ 1. Rappels et résultats préléminaires 

a)• Le théorème de finitude 

Nous utiliserons fréquemment le résultat suivant (EGA III 3.2.I) 

Théorème 1. Soient Y un schéma localement noethérien, f,: X ➔ Y un morphisme 

propre. Pour tout OX-Module cohérent Si les oy~Modules R~f*( S:-) sont 

cohérents pour tout q ~O. 

Rappelons·que l'on démontre d'abord ce théorème .pour un,~morphisme proje.ètif f 

(Théorème de Se:t>re), puis on démontre.1e cl:iSgénéral en se ramenant au cas pro-

jept:i,f par rifourrence noethérienne, dévissage, et en utilisant le lemme de Chow. 

RJppelons d'autre part que si f est séparé quasi-compact, et si· Efë_ est un 

OX-Module g_ti:àsi~c.ohérent, alors pour; tout ouvert affine U de . Y on a : . 

0n obtient donc dans le cas affine: 

-~pollaire Soient A' un anneau noethérien, X un A..-aohéma propret;. Pour_ tout . 

-~odule _cohérent ~ les A-modules 
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b) -Généralisa.tien 

Théorème 2. Sc;>ient A un anneau noethérien. J un idéal de A. , X l.lD: 

A-schéma:· pr<>pre, 9i un. OX-Module cohérent. Alo:r.s pour: tout .. p ·~ 0 la somme 

directe 

N ·= @ HP.(x,J kg;) 
k)O 

gè é .,k est un module de type fini sur. la A-al ·bre ·gr~du e S = @d 
k>O. 

Démonstration_. Soit f .. X -.Spec A le morphisme structural, et:posons ·• 

... 
::f =--s , ~· = f*(s) , m = @ Jkgi • On a:a1ors trivial~ent 

k~O 

donç "N est un S-module :de type fini" •équivaut· à 

"Rpf* (m) est. un S-module de typ~ fini 11· 

,Qonsidérons le diagramme suivant. 

t! 
où X' ee,_t obte:Q.µ parcha.ngement dè ·base (donc·. X~:-,=-Speo(~ -}} 

..• ''!: 

OX~:-Modules,. où x, · ·est-un sché:ma, et non plus .à un .problème sur les .:f '-Modul 

de. sorte: qµ 1 on po,:µ-ra appltqùer .le -théorème.- 1. 

En effet puisque!.· g e1;3t aff~ne ,· g 1-.· est.- aus·si.- affine ; ... soit · ffl, le 

associé: au :J 
1

-Mo.dule: qÙasi~cohérent:. m ·• On a: PBf'- d,éfin;i. tton: 

O· -Modul1 .x·• , 
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De plus g, étant cohérent, ' m. est un :f -Module de type fini donc m .. est 

un OX1-Module de type fini ; or h == gof' est un morphiàiile· de type fini .et 

Spec A est noethérien, donc X' 
N 

est noethérien. Il en résulte que m est un 

O.X., ... Module cohérent. f I étant propre on déduit donc du théorème 1. que. les 

RPft*(m) sont des O S-Modules cohérents. · Spec 

Il reste à voir' c·omment on peut exprimer Rpf * (m) à l 1aide de Rpf '* (îii)o 

g 1 étant affine ona un homomorphisme bijectif 

un homomorphisme.de. ~-Modules. 

De plus puisque f ~ : est séparé quasi,-compact et g af'fine, l 'homomorphi.sme 

Jie: S -Modules 

est bijectif. 

Puisque les Rpf'*(;). sont cohérents et que g est a.ffine,.il en résulte donc 

que les Rpf*(m) sont des f-Modules de _type fini pour tout 

p ~ O, d'où .les théorème 2. 

c)• -·Commutation des lim aux Hq 
+--

Théorème 3. Soient X, un schéma, (97, ) 
k k€ti 

0:~Modil.les quasi-cohérents, et posons : 

'@ -. lim gi k 
~ 

un système nrpjectif: strict de 

Rm:ne: pou.,;- tout n ) O l~homomorphiSllle canoniq;ile 
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èst:.•surjec.ti-f ~ :S;i .de plus, pour· une valeur de. n. , le. système projeçjtit. des 

vérifie la condition de Mittag-;Le:ffer (ML), h. est. un isomorphisme. n 

R~ppelons qu •un système proje_çtif. (A ) eet strict si· les morphismes de . 
ex 

tra.ii.àition U· : AA -+ A pou;r ~~ex sont· surjepti'fs •. '. 
exf3 i,, • ex 

(A) ,vérifie la condi tian (ML) si.· pour tout ex il· exi·ste ~)ex tel que pour 
ex 

U · (A ) = U .. (A ) 
ex~ · ~ exy y 

Un ·système projeptif. strict· vérifie, évidem.ment (ML)~ 

Démonstration - La cohomologie · calculéè dans la catégorie des fa.i·sceaux de 

()X"'.""Modules .ou .d~s faisceaux en groupes a~éliens .étan:t .la même, iL suffit de 

montrer les p~opriétés ·des hn: en .-tant·.que· morphismes· de .grpupes abéliens; .. 

les· . (ÇFk) étant considérés comme des faisceaux ·:en groupes· abéliens. 

Notations. -- SP(X) (;:e~p SPCa.)} catégorie abéli~nne des systèmes projè,ctifà 

de faisceaux de· groupes abéliens· sur · X (resp · dé gro:upes abéliens). 

Ab(:X). (resp AJ:> Y · catégorie .@:-bé;J.ienne · des·• faisceaux en groupes­

abéli,en.s: .. sur. X: (resp '.d$,e· groupes:· abfJ,.iens) 

Lim· ï ·.sP{X}>.~ .•Ab.{X) 
~ ' ~., 'Ji,$.~ ;~ sp:.(Z} .:---:-+ .Ab 

(~k)-~ ~~;t,m(~-k), 
•k:- .·. 

$A,,-~~-' '1. î~(~-). 7c: ~--"'le··· 

f';: : SJ;>:(X);~• .~f+,~) Ap 

(g." k),.~ (f(ï/~k)).,.,. 
. \~-

(X~ 
Par -déf.ini~on de Lim · Ç?JJ.'·a p<:>l,U'·:teµ~:: .. (efk}l.:t~J:>(X) 
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Les quatre catégories abéliennes considérées ayant des générateurs et des limites 

inductives exactes ont assez d 1injectife.O~ peut. donc, parler des foncteurs: 

dérivés des foncteurs précédents. ;i,Ê~ notant ,Lim (p) (resp è:im (p-)). le pe, 

foncteur dérivé .droit de Lim (resp lim) on a alors la. 
~ "-

Proposition 1_.- Il existe deu.,4 sui tes spectrales ayant_ même aboutissement et 

dont les termes· 'Epq et "Epq sont donnés par. : 
2, 2 

Démonstration. Etudions d'un peu plus près les injectifs de SP(X) •. 

Le~e .1. So~t ( ZJ k). un objet ii.njeqtif de SP(X). A.lors : 

(i) Pour_ tout k€1N , ;J k est un objet injec-tif de Ab(X) 

(ii}. ~(:Jk) est un objet injectif de Ab(X,) · 

(iii) (r(x, ~ )) _ ~- lI'((Jk)) est un objet injec·tif .de s,p(~) 
k kEIN 

œéD;10fistr.ation du Lemme 1 .. Pour tout k EJN,U{+=f soit (/4J~:)i€ti le sys;tè11u, .. 

projeptif dêfini•pàr.: 

pour·. ,e -> le 

pour i, ~- k avec· les: p.omomorph;i,sm.es' 

md,ents, ÂJ étant uii obje.t ·donné ,de Ab(X). O;i vér:ï.::fio ;tacilement ,-que 
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'Ponr tout k. les foncteurs A ..... (.A (k)) . . étant: exact·; .ce.ci prouve que· :i.es 
.e lEJN 

foncteurs 

sont exacts, d'où i) et ii). 

Sqit · SPPF (x) la catégorie abélienne des systèmes prç,je,qtifs_ .. de ·préfa.isceaux 

de groupes abéliens sur X.· 

Si -~. est le préf&isceau constant associé à .. AicE: Ab, on· a 

foncteur··faisceau associé : 

a : SPPF(x) ➔ SP(X) 

Les foncteurs a èi- A-.-+ Aè étant exacts.iLen résulte que 

est.un foncteur .. exact, d'où: iii). 

comme aboutiasem.ent-

'Ep_q • 'liin~p)RI>:r.(gï }. 
2, T '- k 

L~ lemme _1 ~ : (i) .111ontre: ~lq.;-s q-µ.~ 
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Proposition 2. Pour tout p?, 2 les foncteurs 

sont.nuls. 

Démontrons trois lemmes: 

¼}9~ 2. Soit (J k) un objet injectif de ·SP( Z ). Alors .( J k) est un 

système projectif· strict et a fortiori vérifie (ML). 

Démonstration. Avec des notations analogues à celles du lemme 1. on. a 

et le. morphisme dk -+ ;rh pour k ~ h se déduit de l 1injection C8llonique : 

ltant exact, J -+ 'J est surjectif, d I où le lemme: 2. 
k h 

Si' (Aie) vérifié la condition (M1)1 la suite 

Démonstration esquissée: 

~-P: sait· déjà que Ji:in est exact :à gauche. Il suffit denc de montrer que V est 

~µrjeptif. 

[Bj (Ek)k€ N forment évidemment, un,.. systèmè projeèi-tif d~~nsembles·.nen vides· 

p:e1wr lee restrictions tl:es hdnibmorphism.e.Ja ghk.. :· '11:.-·J\: .. 
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On. dédui-t ··alors. du théprème . de Mi ttag L~ff 1er- (Bour.baki. Top •. Gen. .Ch II. § 3 Th 

app;tica.ble ici. puiqùe l'ensemble. d'indices est N , qu'il.existe un point 

y = .. (yk) € lim Ek • Comme Vk(y 1) =--Zk ppur,.tout k 
7 

par _définition, on a z = V(y), d •--où le lemme. 3 •. 

Lemme 4.,:So~ t (~} E:SP(Z}, un. systèm~ proj~_ctif vérifiant (lili.). Alors· 

.,, e(p) (A,;) = 0 pour· tou;t p.~ 1 

D~monst~ation du Lemme 4. et de la prqposition 2-•. 

Raisonnons par,récurrence sur p. 

Pour p ;::: 1 .,p¼Qilgeons· a (~) dans un injectif ( J k) de SP(7}, 'dé sorte 

qu-1-on a -une sui te exacté 

d•' où une sui te exacte de cohomologie 

Le _morphi1=1me ,p est surjectif d':après le l_emme 3 •. donc 

P.our p ~ 2 · le lemme. 4. est un cas particulier de 1~ p~opo~ltj.9n,':2.. 
Sµppos'ons; dpnc ·lè lemm_e 4-et ,la:pro_position:2 1ralables j~squ'à · · 

p - 1 (si ·l> - 1 = 1 la proposî tian 2 •. est vide) 

Soit (Bk) un objet q~ej.conq,ue· de- SP(~).;. et ploligec:>ns · le :ia.na. un· ~njectif, 

d'où·la suite exacte 

La sui te exacte de co:p.o~olpgie .f q~i,t; d~-~--is,qmqr.plli.,~}ll•s. 
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comme on le vérifie facilement. L'hypothèse de récurrence montre donc que 

le lemme 4. et la proposition 2. 

Proposition 3. (i) P9ur. tout système projectif de faisceauxquasi~ 

cohérents sur. X, considérés comme objets de SP(X) , on a 

pour p ~ 2 

(iii) Si.· de plus pour tout ouvert affine U __ de X lé système,. 

r:(u, EF k)- vérifie (ML) (ce qui· sera en particulier le cas si les · (~ k) 

forment un système projectif strict de faisceaux quasi-,-cohérents) alors· 

pour p ~ 1 

Démonstration. SoitPF(X) la catégorie abélienne des préfa:tsceaux en groupes 

abéliens sur X. 

Le foncteur ( g; k) - }'im(gi"k) peu,t être· exprimé coIIlllle com.posé des foncteurs 

i : SP(X} - SPPF(X) 

Lim SPPF(X) _,. PF{X) ..-

.~t du. foncteur- faisceau associé· : a : PF,(X} - Ab(X) -~ 

Le foncteur: a étant exact on a donc une suite- spectrale de Leray 

CEi,q =-11~ - ~hi') H4(u,g;'k,> ~Erl = j'3.m_(h)cgk) 
2 
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n n -Il :·p n. ·· 
'Donc Gr .(E J. ; __ ~_·.l!i . et Gr. (Ji,: .) i=:=,..-0 

a(U ~-• liin (n)_r(tJ · g; · )) = · Lim (n) (~ ) •., .. ,...__ · ., .k -~ k 

' ' 

·associé ·au p_r.,~ai1;1ceau 

du·lemme 4. 

:Détnons~atio;i dq t:q.éorè'me. 3. 

'Les proposi tien 1 ·et 2 mo;ntrent que la ·prem;i.è·re sui_te sp~ctrale vérifie 

Èpq ~ ·o pour p ·,# O ou., L-. Les ~iff'éfe;p.tielles dpg sont donc ~null~C:I ·pcru~· r , r 
donc_ 'Epq = '·:illq 

:,2 ' 00 

1'G;P(t"J::=s -~: n--p ::c. Q,. si p 1 r,:O; 1 

•nro (En}.·=· En/ F 1 fEn) = ·•l;m· If~~, 9ik) 

-'Gt',1 (ÉP..) •=.,:i'1 (En) ,.~-~,¾m (1·~Ji~-l(x~,~k).• . 
k 

.On a:. Q.<i>nc une .sui te. exact'e 

•11 lfil~q ·:= ·() pou;r: q·~,'•·0 

n,#' n-P-:1:. \i'jjf__• n-p.= HG;'.P (Exi} =' O 'p0ur :-p -~,= 'n 
00 ~·- - ·2 ' :, 

"G:r (iFJ ?/E~ :-;. ifï\~,tiiF( ~,)) 
\.: ,1EJ . ,k ·a; <il= 

En rempl~9:a.nt •d..ans,·la -s.tj:j;'tè -exacte (~_),;. ·on. ol1ltiten:t, fi.nalelll~nt :La suite:., exaote 

- .. 

. 9-.1-Jlilll_{i.:~(~n-q.(X:, W,J)~ :lr7-~~Li~(~J)) ll:~n '~-~{j;~ ~k. ·:) H! 8 
~ ~ ' ' .... ' -- . 
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L~ théorème 3 résulte alors du lemm~ 4, ,en. remarquant qµe l 'homo1s11.orphi~e h I n 

est bien l 1homomorphisme canonique hn _ à isomoI'.phisme prè·s • 

. §. .. 2~ ,Le théorème de Comparaison 
·~ : ( . . ' . . ' . . 

a,) l'orme affine 

Théorème 4. Soient f : X - 'f = Spec A un morphisme prepr~ de_schéma~ noet~rïens, 

Y.' -..-v(j) un fermé. de î ,x.• .,, f- 1 (Y'). 

·Soit ~ un OX-Module cohérent, -et posons 

1 °/.La.filtration sur If(x, ~) définie P?-I' les neyaux des homome:r:phismes 

Ofa,Ilonique 

~.<:>ù <j.e .1er ·m,epibre . ëst.; le ccimplété p_our la topologie I-:-a4iquê) . ~st ·un· ïsom©r-

?4/ Pou;- tout _,;n le. système pro-jèct:i;f, .. (Hn(X, Sïk)) _, v,:rd:.fie (.Mli); et '.l'hpm9.;. 
·k.)·0 

111.'e.n:rohi:Sl!le .canonüzu.è 
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dans le c·as global au b}. 

Démonstration ... L'entier n étan:t'f'ixé,.posons 

On &-,µp. ;homomo;rphisms _canonique H .- ~ déduit de l:'homome>rphisme g; - B" k , 

.et ~e suite exacte: d_e cohomologie 

No~ poserons 

~ = Coker(H .- ~) = Ker(lf-+ 1 (X, J•k+ 1 ~) - ~n+ 1 (X, 9'°)) 

- de · sor:t·e qu'on a la suite exacte . 

. Posons S ·-== ~o ~,,ci.~ :est une ~7 ~igèbre de ty:ge fini, ,donc noethé;cienn,e. L~s moduli 

.E := -~o· lf"{~,_:Jkg")_ Mi:$ ~o _,If(x,_J •k+1 Ef) R =~o.-.¾: 

son.t ·.majs_ canonique~~nt d~une strg.ctùre çl~_.s;.;.modu}-e. g_radués à l'aide ,des,,hq~omor­
:Phisirles. :" 

µ:n~ ,; t1.(xi,Jk9?) ..,It\x,Jfk-lill~J- pour x··E :Sw 
. , .. 

~(X .. 3}t'+m+1g;) 
. , . 

'"<('!!; ; xJI!'l ,J $'.}, 
. ' ... 
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~ :;: xim.(Hn(x,-;f+1g1) ➔ Hn(X, <I)) 

c Im(Rn(x,• ëJk-+m+1 g) ➔ If (x, !f)) = 1\-Hn 

iono ;J~ c l\c-'tm d'où_notre assertion. Ceci prouve aussi que R . est _quo.tient 

lu :soue, §.-module_ gradué M qe E • 

k ci! a.p;rè s le § . 1 théotjune 2, :E est un S-mo dule_ gr~dué de type !in:i, donc, 

pµisque. S eijt no~thérien~. M et a fortiori · R sont des f½n.odules d~ ;type fini 

IJ.J;•ésulte donc de B.ourbaki (A:J,g. C-om., Ch~.;tII §3' thé0rè~e J) que: _la ~ilt~ation-1\ 

~111:r ,li ·: est _::!-bonne, dôno déf:i:Q.i t sur H la topologie J-adïque. 

i'1·ssons à la démonstration du reste. du théorème 4. 

ie 1'10rphisme, déduit 9-e 1 1 inj_ectionc_anoniq~e_. Il est donc clair pµ déftp.ition de 

IJ'!>!3BO~s•démontré 'le 

IJIÏj0Dtt;rons alors. 1~ t;héorème · 4. 

O ~r ... -rr ... -t:-o 
0 - -~ - iL-➔ -~k _._ ~ -:---➔ 0 

1 

· ~>.· ik / ·'Ozl,. a. :alor.s d 1ap.rè s le le1llllle 5 
. -~ '·'· ~ . 0 . ' ~ . ' . . ' ., . . ' 

rm(H ~ -Ii ) ·_ç:: J~r(H., 'l!lr"+ ~t ) 1=,Im(H--'-:-tli ) 
1(-ffl). •. ~-7.t . . ~ - '"k . ~ 

.rliùtre. · ~r-t la. Q.QÇ.µ~~J~·1i té,, de (?J .m~t:rte que ., 
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Im(H - H ·) k+nr ·· k 

Im(~, --~ = Im.(H :-. ¾:), donc tj_ue le. système projectif (Hk) _ 
,k ~ o 

vérifie (ML). 

O_n/en· dédu:l;t_donc du théorème :de commutation (§ 1 1;héorème 3), que ;t 'homomo.rphisme 

c~onïque 

~ }i!ll, Hn(X, 97k) ~st bijec·ti,f (Pu.isq1+e Supp 
k 

D.'autre · p~rt des sui tes exactes 

- ,,,.. 
9' c:.x) 

O - ~ - H ~ ~ ---+ ~ - O. o.n déduit :les. sui tes èxa.ctes 

qui for.in~nt. év~deDIJllent ·un .. système prqjectif de {:Juites eµctes. 

Or le_ ,système_ p:z,-,ojeç:~if Û~j~) est strict. -~ .ét13.nt une ·fil t~~tion; .don.P .a -f"9ftio 

il ·vérifïe lML}. 
• t,. • • 

' 
µ•apl;'è_s_T~ §t Lemme ;3 on -~p.~ dédu_i t que la. sui te 

.Or ·d·•_a'.?rèa,:l~.'. lemm~ 5, ~ïm'\/ = O ,donc on ·a.. un d:somGlrpn;èm~ top~J.ogique 
k 

;J -préa.~ql,l,~ .f donc 
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;D,ste donc à dé~on~rer le lemme 5. 

. n+1 ( k+1 rr: 
Posons N = kfo H X··, J o-) 

et1) Qn montre, faci1e,!Ilent que . Q est ·un sot1.s S-module gra_dué d,e. N, :qui e1;1t de type 

fini d,1e.prèe le § .1 théorème 2. Q est don~ aussi ~: S"'."'module. grt9-dUé ~- :ty-ps:_fitj,, 1 

,.S étant .. noethérien. 'D'après les_ propriétés gén~rales des modu,les gra~és g.e type 

fini, on voit çionc qu'il existe k 0 et h tel que 

Q_ S O_ pour k >. k (ave __ c. s.h· ."" J h) "k+h ~ h· ""k:· - .· 7- o _ -

1 k+1 ~ ( n ( n; ) . .n+1 ( k+1 n;·)) En effet_, comme tJ K = 0 , ~ = Im H, X, v k ➔ .t:t. X, ;J -o-. :est _annulé par 

. k;e-1 J . en tant que.A-:-m,oduJ..e. Dans·le S-module. Q, C:,!'la signifie que 

0n déduit donc de .a qu '.il existe v > o tel que 

a .(s )Q· ::a o 
V V 

m 
~oict x € ;J • Ç)n a la factorisation évidente 

L., 

k+1 
µ ': x,o 

ln en Q.éd.uit, _puisque. ~· ?' Ker{Hn+1 (X, Jk+
1 9') ➔ If+1 

(X:. <J7)) ·_est_ un ~o~. A=!J!-odule 

Hn+·1 (X, :J lf.+1 Si) que 

y?Il(sm~) , ... o:~(sm)~ dans-.~e s~oduie N • 

d.onc m µ.p.· !').ultiple_q.e, h :p~us grand _qu~ \il. _. .. -C'Omme 

(a;) on a 

~e. ]_~_choix de · ,v · .. ,.d*où ·le lemme·5. 

• 
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• b t Forme. globale 

.Théorème 5. Soient f ·: X ... Y .nn. morphisme pr.qp:pe, de schéµua.s z;ioeth~riens, .!Y' tuJ 

:ferml d-e. Y.,X:.' =-· f:--·1 (Y'),·;.· Soit ~J · :-Wl Idéal cohérent de. définition d:'e· • Y' ·,·.et 

posqn~ ·p011r tout k ~ o 

<J k. := g',§90 f*f.Oy ) 
·· Y, \ /~k+1 

Pour tout · O -Module cohérent Si' 
X 

..... 
. Rnf*( 9') est un OXModu}..e_ co}lére~t, .:·et 0:4 ·a ,un diagramme 

· c.ommutatif d'isomorphismes topologiques 

Démonst:œtion_. Soit J ·nn Idé~ll conérent de dj;finition de :Y! , .et: po·sons 

J:<. • f*(:J)_OX. Alors J{ est un Idéal cohérent.de_q,~fj.ni.ü.on de• x·. 

C9ns_tructio~ de cp· 
n 

~-kz,. -~~~- ·nn_ ?x ,k+ 1 -KoduJ.è:don-9. ·Rn~*(Çy.k) . ·est ·un· ,:oy : .·. :...-~odu.le 
·/;Jt -- 10 k+1 

O;g. ~é.du.~t ·donç· de l'homomorphisme çanoniqu.e Rnf:.('I) :-+.,R~f*(g:k) · un:9qm0m9rphismi 

can©nique 



Construction de ~n 

·soi't ~ ~., (x• ,.OX ) ·et co~sidérons le .dïagr~e .commutatif sµivant, où les 
/:x_k+1 

fl~ches sont d~s morphismes canoniques d'espaces annelés: 

A, 

W ,étant CQhérent on ·a ~= i*(gi) • De plus puisque Supr~k c IX 1 

~, étant une imm~rsio~ fer~ée, on a donc 

d.1 où un ,p.omomo:rphisme canonique 

n-"'"" n ,,.. 
H (X, W.) -. ,H (~,~(9i)) 

= H!l(\;,hki *( ~)) 

= Hn(\;,~k(9')) 

= Hn(x, 9'k) 

i foJ1 ':P~1i'-passage à J,.a. _Iimi te J.U1 homomorphisme 

k . 

on a 
'i 

l
,:x::: Hn(X, ~) ~ )-~m;,._Hn(~, <J,' k) 

. it .y "U.p. 9uv~rt affine 4~. Y!' Appliq~an.tcette,constru:ction à ·f"'."'
1
,(v) 'Gn en 
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Construction .de p ...._ - n 

A 

Sôi t ·j ·:·Y~- Y:.·. :;Le· llloiq:>hisme canonique d~ee.paQes annelés~ .DiaDrès;::J,.~·-thé0rème 1 

Rn~*(9') :'.êst un OY-~o~u~~ ,~coh~:r;:ent donc 

j'*{Rnf,.(9D) ::_ (Rnf*(g;))"" o•. j éta.n~. ·p+at_, o:µ ,en dédu:i;t::un homamor• 

,pnisme cano:nique 

,~ d~onstration de la commu~ativité d~ diagramme 

est facile ~t laissée au lescteur. 

Démonstration du théorème~-
. ; 

montre que.si, V est un. ouvert ,affine de Y·: 
'. • 1 • - • 

po!llp;l.é_~é pour la topqlogie r(v, J./1f}-préà,d4,:que • 
• j • 

D'autre ~art p~r définition 

Le théo:r:-ème ,4. -mont!'e donc. que 'P:ri, est_ '"U.R ,ieomorpb.i~e. to_polog:j:.q~e,. a:i;_n~i. que 

les_homomorphismes 'Y!n v , . dop.o aussi ·.1·"homoni0;~phÎl;!l,JJle. t..., p~r d,t6fini tion de 
. , .... 
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Exposé IX : SCHEMAS FORMELS 

par Jean-François BOUTOT 

A un anneau local noethérien complet d'idéal maximal m 0 
0 

lim A/mn. Sµpposons qu'on ait un foncteur F: Sch-+ (Ens) 0 , dont la restriction 
+--· -

lj Sch/S soit représentable si s· est artinien ; en particulier, pour· tout n, 

ilill: restriction de F à Sch /A/E{1 est représentable par une schéma X • On obtient 
n 

G:'P:ei un système inductif de schémas 

➔ O O • :~➔r---:),o ! O 

A/!, ~ A/m
2 ~ A/m.3 -< --- •• o ~ A/mn r--- o O o 

.énéral la limite inauctive n'existe pas dans la catégorie schémaso 

C'est pour faire face à ce genre de problèmes (dans un cadre plus général) 

B{tl' on introduit une nouvelle catégorie, celle des schémas formels dont la catégorie 

-~chémas est une eoue-:catégorie pleineo. 

IIIIIBVi:le 1 ' exposé. t: .. 

§. 1. Schémas formels affines 

-·pectres formels 

.... ~verte affines - Fibres 

IIJll~rphiemee de schémas formels affines· 



§ 2. Schémas formels 

2~1. Schémas formels et morphismes de schémas formels 

2.2. Idéaux de définition 

2. 3.· Lim.i tes inductives de schémas 

2.4. Limites inductives de morphismes 

§ 3. Complétion 

3._ 1. Complété d.'un schéma 

3.2. Compl.é-té d:un faisceau cohérent 

3.3. Prolongement d'un morphisme aux complétés 

§ O. Appendice= Anneaux topologigues 

0.1 .• Quelques classes_ d'anneaux topologiques 

0.2. Eléments topologiquement nilpotents 

0.3. Anneaux complets de fractions 

0.4. Cas particuliers 
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§ 1~ Schémas formels affines 

1.1. Spect~es: formels 

A tout anneau admissible A (0.1), nous allons associer un espace 

topologiquement annelé(~, <:Y.) ~ dit spectre formel de A. 

L',espace topologique sous-jacent, JE.= Spf A , est l'ensemble des 

idéaux premiers ouverts de A mu..Tli de la topologie de Zariski (si .I est un 

idéal de défini tian, ~ = V(I} est un fermé de Spec A) • 

Le faisceau d'anneaux topologigues (.o/3E est défini comme une. limite 

projective. Pour tout idéal de définition IÀ. de A, soit ~À. le faisceau 

d'anneaux induit sur ~ par (A/IÀ.)"'. Si Iµ est inclus dans IÀ. , l 1 homo­

•~9rphisme canonique A/Iµ - A/I;>.., induit un homomorphisme da.faisceaux 

(9 - ~ . On obtient ainsi un système projectif de .faisceaux d'anneaux. 
µ À. 

Au faisceau.d'anneaux discrets (9;>.., est associé un faiseeau 

1 

a.~anneaux i;opologiques (9 À. dit ps,eudo-discret. L'anneau de.s sections de 

au-dessus d'un ouvert.quasi-compact est discret, en particulier si A :est 

noethérien ©- .. On obtient ainsi un système· projectif de faisceaux 
À. 

iQ: .. 1~nneaux topologiques et on pose ' .. (9- = lim ~ , où I'\ 
e JE .rf:-- ·À n 

parcoure l'ensemble 

it:;;trant des ïdéaux de définition.. Pour tout ouv.ert qua~i""".çom~çt . U. de .. x. , 

~ :P~a.,;rt,ic:u.lier,. puisque A est aépar.if.èt ,c;om:gl~t ; 
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Définition On dit qu'un espace topologiquement ann-&lé est un schéma formel 

affine s'il .est isomorphe au spectre formel d'un anneau. admissible. 

Exemplet. Soit A un anneau noethérien muni de la topologie di.scrète, alors 

l'idéal {o} est un idéal.de définition et .Spf ·A =-spec A • 

... 
· Exemple 2. Soit A un anneau local d'idéal maximal l!! et. A le séparé-

complété de A munide la topologie ~-adique; alors ' .. Spf A est réduit à 

A 

un point avec pour fibre A. 

1.2.-0uverts affines - Fibres 

On dit qu'un ouvert U d'un schéma formel affine ~ est un ouvert 

formel aff.ine si la restriction de · X à U est un schéma formel affine. De 

même que· dans le cas des chémas usuels, les ouverts·formel.s affines forment 

une ba.-se de la topologie de ):. • 

Plus. précisément., soient A un anneau admissible et ~ 1:: Spf A ; 

pour•'tout "f€A, posons 9){f) =D(f)n~. Les <él>(f) forment une·base d 1·ouvert1 

dé •·3( et il· résulte- immédiatèniênt des défi.nitions que 1 'espace topologiquement 

~.>. ) 

est_ isomorphe au spectre formel affïne Spf A{f} • 

En tant que fà:i..s.ceaµ d'~eau sans topologie_, ;le faisceau struc-

(!J P = J:im A.{· ;ef '7. A{ S l ._ , Si · lltJ. o~ pose S =. A-.p · rtp - ........ .,.. -

C'est un anneau loca,1 dotjt ?l"e',eorpiPrfii'd:ll'êl 'état danom~qtiefuen-li rs·onfôrpli.è a k(p) 

corps résiduel -en p 



- 5 -

1.3. Morphismes de schémas formels affines 

Soient A et B des anneaux admissibles, 3E = Spf· À , 11. .a Spf B 

,.t cp : B ➔ A un homomorphisme continu. L'image réciproque par cp d'un idéal 

ptemier ouvert de A est un idéal premier ouvert de B, ainsi l'application 

~~manique a 
cp: Spec A ➔ Spec B induit par restriction une application continue: 

a 
cp : Sp,f A --:> Spf B 

Pour tout élément g de B , cp induit un homomorphisme continu 

compatible aux restrictions, et l'on a: ;l) (cp(g)) = acp-1(!:b(g), 

d'où un homomorphisme continu de faisceaux d'anneaux topologiques: 

On a ainsi défini un homomorphisme d'espaces topologiquement annelés: 

En tant qu'homomorphisme de faisceaux d'anneaux sans topologie, 

Lndui t pour tout xE)l un homomorphisme local sur les fibres : 

(9,a 
cp(x) 

Réciproquement, pour qu'un homomorphisme u = (~,8) ~ 3E.-. f'l d'espaces 

4opologiquement annelés soit de la forme (acp, ~) où cp est un homomorphisme 

;pOntinu de B dans A , il suffit que pour tout x € .3€ :, l'homomorphisme 

·• . C9.; soit local. 

llli· tels ·morphisme sont dits morphismes de sc.héma.a::f.orme-Ls af"fines .• 

En résUlllé, la catégorie des sch~Dlà'à' f'brmeis ~finis. es·t une sous-
- . . f 

~-~gorie pled..ne·Jde :pelles_. d.e,s.: e.s~ces topnld~-an~ment ann~léa .en anneaux locaux. 

lltfoncteu.rs A ..... ·Spf A et ~- l-+ r(x , ~,. défini'ssent une équival'ence de 

-~·es --entre la êat4'gprii.e dès a:nmlaùx à.dmi'ss;j;bleis•,,.(aveo pour morphismes les 

B~1morphismes continus) et.la catégorie duale de celle des. schémas formels affines. 
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§ 2 •. Schémas foxmels 

_2.:l. Seh.'1Ïlas ._;f.érm.els et morphismes de schémà.s f.o.rmels . 

,On dit qu+un_ ouvert u d'un.espace to_pologiquement annelé:, (:,€;-·; -~ ) 
~ 

est ,un ouvert 'fl:>'rmel affine si {u,~ju) est un 1:1chéma formel affine. On 
. ~ 

. dit que U est un ouvert formel. affine noethérien si (U ,. ~j U) est isomor-

phe au spectre formel d'un anneau adique noethéri·en. 

On dit qu'un espace topologiquement annelé· est un. schéma formel si tau· 

point possède un.voisinage ouvert formel affina. On dit qu'un schéma formel es· 

localement noethérien si tout point possède un voisinage 0uvert affine noethér: 

Proposi tian t. Si z est un schéma formel (resp. localem.ent noethérien), les 

ouverts formels affines (resp. noethérien) forment une base de la topologie de 

·.Démonstration : Si 3E:. .= Spf A, _les $(f) ""Spf A{f} forment une base de la 

t<:>pologie ; si A _est. adiqi.ie noethérien, il en est de même de A{f} • 

Soient ~ et 1t deux schémas formels, on ap~elle morphisme .. de schémas 

formels de ~ dans t{. tout·.morphisme ((jJ , 9) : 3( --+ 11_ d'espaces topologi-

qu-ement annelés tel que, pour tout x € x, l'homomorphisme 0 .na.- -& X • V(JJ(x) ' X 

soit local. 

Les schémas formels forment alors_une catég0-rie. De même que dans le 

cas des schémas usuels, on démontre: 

Propos.ït.ion 2. Soient ¾ un .sch~ma. formel et · 5· = Spf A. un schéma for~el 

a!f'ine. L:' p.pplica;tibn . canonique : 

est bi.ie·ctiveo 
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2.2. Idéaux de dêfinition 

Soient A un anneau admissible, ~ = Spf A et I un idéal ouvert de 

A. Soit (IÀ)ÀtA __ l'ensemble filtrant des idéaux de définition de A contenus 

dans I • On notera Ib le faisceau d'idéaux de ~)€. défini par : 

Etant donné un schéma formel quelconque ;.f,.. , on dit qu'un faisceau J 

d'idéaux de ~ est un idéal de défini tian deJ 'X si tout point de .3,E possède 
X 

un voisinage ouvert affine U tel que :Y j U soit de la forme Hb ., où H est 

un idéal de définition de r(U,J.(). 

Proposition 1. Si 3( = Spf A est un schéma formel affine,. tout idéal de 

défini tien de X. est de la forme Ib , où I est un idéal- de dé.fini tian de A o 
1 

Démonstration : Soit J un idéal de défini tien de ~ • Par hypothèse ~ est qu~si­

compact, donc il existe un nombre fini de f. €A tels que J j ;I) (f. ) = H . .b. , où 
J.. l. l. 

ti1. ·· è"Èit un id'da1· de déi"inition de A {f.} o 

1 

L'idéal H.i,i est de la. forme (Ki) {f.} 
l. 

de A; soit K un idéal de définition de A 

, où K. 
l. 

est un idéal ouvert 

cont.enu dans tous les K. • . l. 

L'image canonique de :Î/Kb dans (A/K)"' est telle que sa-restriction. à chaque 

S)(i:.) soit de la forme (K./K)"'; c'est un faisceau quasi-cohérent d'idéaux 
: . l. 1 

œur Sp~c A/K , il est donc de la forme (I/K)"', où .. I e.st un idéal de A 

~nt;ep.ant K .... Et alors cl · = r'1 
• 

Par•ailleurs pour tout 

n. 

i , H. 
l. 

est .un- idéai · dê: .dé:d . .ntion de 

f'1J'ij.tVil >eXi.ste. · 'Yli tel que Hi 
1 

c Ktr~ r- '$.1.'.on,pese, n.-= su.p ni , il 
l. 

lln.:ûti · (;i1jiêA)n ~ O ; d'oh (I/K)n~ =·o , 1:1~~---;~ 'I dap.s, A/K _ est un''idéal 

e-et un i 1déal de défini ti.on. de · A .• '. 



- 8 -

Soient ~ un schéma formel et J un idéal de définition de ~ , alors 

l'espace annelé (~, ~/ J) est un schéma (usuel), qui est affine (resp. loca­

lement noethérien) lorsque JE. est un schéma formel affine (resp. un schéma 

formel localement noethérien) • 

. Il n'est pas certain que tout schéma formel admette des idéaux de 

définition., cependant: 

Proposition 2o Soit 3( un schéma formel localement noethérien,· .alors il existe 

un plus grand idéal de définition cc; de x. C'est le seul idéal de d'finitio~ 

5 de X tel que le schéma <*, C9-/ d) soit réduito 

Démonstration . Dans un anneau adique noethérien A il exist.e un. pl:q.s gra:p.d 0 

idéal de définition T , T est 1 1 ensemble des éléments topologiquement nilpoter. 

et l'anneau A/T est réduit (cf. Appendice 0 .. 2.). 

Alors il suffit de montrer que si U::> V sont deux ouverts formels 

affin.es noethériens de x , le plus grand i.déal de dé.f.i;ni t:Lon 'Gu de U induit 

en restriction à V le plus grand idéal de définition '0V de . V o Ceci 

résult_e du fait que le schéma (V~(~lv)/{îoulv)) est réduit. 

On dit qu'une famille qu'une famille ( q ) d I idéaux de définition 
çJ À. 

d,'un schéma fo.rm.el ~ est un . .système f.ondamental .d.'i.déaux de définition s'il 

existe un recouvrement (U ) de )( par des ouverts formels affines, tel que, 
0: 

pour tout a , la ,fam:i,lle des 2 À. 1 U a soit cofinale dans 1 1 ensemble filtrant 

des idéamc de définition de 3EIUa ... Alors le faisceau d'Bllll;eau~_topologiques 

~ est limite projective des faisceaux d'anneaux pseudo-discr~te,· - ©-~/dÀ. . 
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Si JE. est affine d'anneau A, ( d À = r/1 ) est un système fondamental 

d'idéaux de définition si et seulement ai les IÀ forment un système fondamental 

de voisinages de O dans A. 

Si ~ est localement noethérien et J un· idéal de définition de ): , 

.
ut n les puissances cJ de ~ forment un système fondamental d'idéaux de définition. 

2.3. Limites inductives de schémas 

Soient ~ un schéma formel localement noethérien et d un idéal de 

d 'f · · t · d -v P t t t · · t Xn le schem' a (":it: .. Rt- IJ n+ 1 ) et . e ini ion e ~. our ou en 1er n, soi .x, \..7:)f' 

f X ---? X le morphisme canonique. 
n n 

Pour 
m+1 

n ~ m, :l est inclus dans J n+1 
et l'homomorphisme canonique 

tel que 

définit un morphisme de schémas t 
nm 

f = f 8 f • Les schémas X 
n 

et les morphismes f 
nm n m nm 

donc un système inductif de schémas. 

X ~X n m 

constituent 

Proposition Le schéma formel localement moethérien ~ muni des morphismes 

. est une limite inductive dans la catégorie des schémas formels du système 

:lnductif de schémas. (xn , fnm) • 

f n 

D.émenstration : Soient _,,,,, un schéma. formel et pour t.out n E N ,. g : X - 1t •~ n n 

un morphisme de schémas formels tel que g =g f • 
n m O r.m 

Les applications continues sous-jacentes aux g sont toutes identiques . n 

.à une même application Y : X-> 17... Les homomor~hismes de faisceaux 

(9'!'!1'( efl J -> ~X induits par les gn forment un système .proje.ctif, dont la 
n 

·un 
.~imite projective" est homomorphisme ':!!*(©~) ~ ~ , puisque ©-~ est limite 

p.~ojecti ve des faisceaux ~ • 
n 
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-On ob-tient ainsi un morphisme d-'·-espaces anneltfo g : x ~ 11. , qui 

est le seul rendant .commutatif ·les diagrammes---: 

Montrons que g est un morphisme de schémas formels. La question est 

locale sur ~ et 1'l. . l . . . . 
~ on peut dmnc supp0ser 1 =-· Sp:( A, 1't = Spf B et 

J =· I~ t ' qù r· · eat. :un-idéal de définition de . A et A ~ lim. A/I_'rl. 

i1ors· l •·eJ!±stenc·e aJun morphisme de schémas formels affines _ .g rendant commu-

tatif's des ~agr~s (-11:) ~ésulte de la définition des limites. proj~c~ives 

d •anne~u.x et de la ccirrespondànce biunivoque. entre merphism.es de .scpê~a.s 

formels_ affinas e.t h0momorph:i.smes c:ontinus df-anneaux admiasibles. 1 Mais· g_ est 

uni~ue en tant que. morphisme a.-•espacBs annel~.a,. il c0ïncide · donc. avec- les 

merphj.sme défini .pl~s haut. 

2:..4.: Limites inductives --~e-morphismes 

Soi_en,i -~ . e.t· ..fl_ deux. sché•s ·-fcirmels localement naethé~ens, fp le 

plµ_s grand idéal. de définition de ~ et :f un· idêaJ. de défini.tian ~e. 1l .. 

DéBienstrat.ü>n J·· ~ qu:e:st~on étant locale, on· peµ~: suppos·er· ~ · e:t '1t· affines : 

,X•;.Spf_.A-,_.-n_ = Spf: __ B. où .. -A.- et· B· sont,des·.anne,aux. adi·ques·noe:th,riens • 

. 
Alor.s· B . .- On .mo.r'!"' 

' . . 

ih,menta de: r·- sont topol9gj_g_u8fent .. nilpot~nt&• ~donc aussi: ceu~ :de .. -q>~_~') (lui: 

est d:onc i:nclus- cian:s T: · •. 
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De même pour tout entier n: f*(Jn) .:a (f*(J)tc~n d'où, si l'on 

pose Xn = (i, C9'J'~n+
1

) et Yn = (11, ©--ft!J n+
1

) un système inductif de 

morphismes de schémas 

f X --->-Y 
n n n 

On notera H0m ind(X.,Y.) l'ensemble des morphismes de systèmes inductifs 

dans (Y ) 1U" • 
n nE:J1 

Proposition L'application Hom(~, 1l,) - Hom ind(Xa ,Y.) définie par 

f t--> (f n )nE:1( est une bi.jection. 

Démonstration: C'est une conséquence imm.édiate, par dé:t'inition des limites 

inductives, de '.lt' -= li_m X et M = lim Y dans la catégorie des schémas formels. 
~ ~ n 'l ---o/ n 

Corollaire Cette application induit une bi.jection canonigue 

Démonstration; En effet, pour m ~ n la donnée d'un morphisme f : X - Y 
n n n 

détermine un morphisme et un seul f X -+ Y rendant .commutatif le diagramme: 
m m m 

lemme on le vérifie en se ramenant au cas affine. On a ainsi. défini .une application 

cp : li(!)m(X. ,Y, ) ____._ Hom(X ,Y ) mn n n ---, ·· · m. ·m 

l!Ibb. m système projectif d'ensembles. On a ainsi•: 



3. 1. Comp1·été d •un· schéma 

Soient X un schéma localement noethérien et X' un fermé de l'espace 

topologique sous-jacent à X • Soit çf? l'ensemble des--faisceaux cohérents 

d.1idéa.ux. j de. e,X · tels que Supp( f!:JX/ J) .:a X' • L'ensemble çr? est non vide 

et· filtrant pour la relation ::, • On identifiera e/J à sa restriction à 

X' , les forment alors un système projectif de faisceaux d'anneaux don 

la limite projec_tiv~ es:t ID?-faisceau c;'anneaµx t9.po_logiques (©X) /X' • 

Proposition. L'espace toploey.guement annelé (X1 ,(<9'X)/X') est un schéma 

formel localement noethérien • 

. Démonstration : La que_stion étant locale on peut supposer X =- Spec A, avec A 

noethérien et }J ~ Ï où I est un idéal de A. Alors X' est l'ensemble 

des idéaux premiers de A qui contiennent I· o 

_. • ·. . : n--
S.oient- A' = /im A/I le séparé-complété de A. pour la topologie r·-

préadique et Î"' = IÂ .. On sait que Â est un anneau ï-adique noethérien et 

que Â/În = A/In ; donc les idéaux premier .ouver-t~ :de 
A 

A sent· des idéaux p, 

où -_p . e.st un idéal premier de· A con~enant. I , d!1où 1 1égali tê d •espaces 

et "'· Spf. A. 

On appelle :ee s6h~ma. formel le' CôiÎl.plé,té .de X .•.le. long de X' et on 

,. 

Pour. tout· 1tai"sceau. ,:rt çf? • la falililJ.è (~ n)rtl~ est localement cofinale 

. . ... .. . ·. . - . n+1: .) -. on:·:à,.~ a!iï>rs : 
,~AAD-êc•::i ~ •• i9~ ~9:µ,t t ¾ o ·, .soit . X'· . le· scht$~:. (F,., (!1~/_>;J{ .. ·-· '· · · ·· · ·-.. n· A. 
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X = lim X' 
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la limite inductive étant prise dans la catégorie des schémas formels. 

Les homomorphismes canonique ~X--~ CtJJ définissent,_par passage 

... 
à la limite projective un morphisme canonique i X ~X qui induit 

l'inclusion sur les espaces topologiques sous-jacentso 

3.2. Complété·d 1unfaisceau cohérent 

... Soient comme précédemment X un schéma localement noethérien, x•· un 

.. 
fermé de X et X le complété de X le long de X' o 

Soit EY füï © - module cohérent, on appelle complété de !J le long 
X 

de X' , le 0-X -:module topologique ,g;_· défini par 

,,.. 
g; =.<1lim (gi® &-x/ J) 

~Eqi -~x 

.De tout homomorphisme de 0'X - modules cohérents . u : g ---+ j , on 

déduit un système projectif d 'homomorphiSI11es de ©-J j -modules : 

~•où, en pa.ssant•à la limite projective un homomorphisme continu de. é)'x -modules 

t.opologiques : ·. 
,. 
u 

On v~rifle immédiatement que 1 1on a ainsi défini un f-onëteur. ad.di tif 

··A 

a: ... · __ ..... ~ de la catégorie des· C9v-,_-mcdulêa_ cohérents dans celle l 1ovariant .!;, 1 7 :I' ~ _ 

i,,s ©-t _·-module·s topologiqu~s. 

:Jjltant donné uii. . & -m0dule cohérent g; . l.es homomorphismes canoniques X: . 

111 ::.~-g;~ ·(.G ;.--r) forment un: systèu.pro_J·e:6,'.•~if.: (p __ our.·3~). D'où en ~-,...,.._.,. .••. ~X . X cJ . 
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passant à la limite projective un homomorphisme canonique J 

dont'.''èn déduit par. adjonction un ~omome>rphisme canonique. : 

,... 
g; 

Théorème Avec les h.ypothèses et les notations précédentes: 

..... 
(i) Le foncteur 9'.~ g est exact. 

A 

(;i.i) L'-homomorphismê canonique i* 9ë -) g; est un isomorphi.sme • 

. Démonstration: L'assertion est locale et conséquence immédiate du lemme 

suivant (cf. BOURBAKI, Algèbre Commutative, .chap. III,• §3 ,n °4, Tll. 3), lui-m&me 

corollaire du théorème_ de Krull (ou du lemme d'Artin-Rees) : 

Lemme Soient A un anneau noethénien et I .. un idéal de A • Pour tout A-

A· 
module M ,. soit M le séparé-complété de M pour la topologie I-:-préadigue • 

(i) 
... 

Le foncteur M.~ M est exact dans la catégorie des A-modules 

de type fini. 

(iï) L 'applicatïo_n Â-linéaire canonique " ... ' M (i/)AA - M .,e.st un isomorphisme 

si M est un A-module de type fini. 

Corollaire Le mor11hisme d'espaces annelés "· i. : X ➔- X est plat. - ,· 

PropOSit:ion Pour tout (Y-X -module cohérént' $ , le noyau- de. l 1hoinomarphisme 

canon.1.gue -. ___ ;·· 
..... 

- r(x.1 , ÇF) déduit • d·e . gt - i* g:;-est · for,mé des 

sections nullea dans ün· voisinage de · X' 
c.. ......... . . ,_: 

·-· Démonstration : • Par d~fini ti<,n di,· g:i l 1image d'une telle section est nulle .. 



- 15 -

..... 
Réciproquement, soit sEr(x, g;) dont l'image dans r(X-', Si) est nulle 

montrons que pour tout x E X', s = 0 oLa question étant locale, on peut 
X 

supposer· X= Spec A, où A est un anneau noethérien et X'= V(I) , où· I 

est un idéal. de A • Alors fF est de la forme M , où . M est un A-modul·e 

de type fini. 

,.. 

L'homomorphisme r(x, g;') ~ r(X', 9i) est 11homom0rphisme canonique 

"" M ➔ M, dont le noyau est l'ensemble des éléments de M annulés par un élément 

de + I. Il existe donc f E I tel que (1+f)s ~ 0 

En tout point x de X' on a : ( 1 + f ) s :z 0 
X X X 

Mais I c Rad ~ ; donc 1 + f est inversible dans éJ et s = 0 o 
X X X X X X 

,,,..., 
Coro1laire- Supp g; = (Supp S:) 0 X' 

3..J. Prolongement d'un morphisme aux complétés 

Soient X et Y deux schémas localement noethériens et f: X -+ Y 

un.morphisme de schémaso Soient X' un fermé de X et Y' un fermé de Y 

tel que f(X 1 ) c Y' .On peut toujours trouver un faisceau .cohérent .d'idéaux 

~ de ©X et up. faisceau cohérent d'idéaux Jt. de G-
1 

tels que:-

.On a alors pour tout n 

Supp( <!7
1

/ K) ~ Y 1 

f*(J{n) c J n • 

et f*( J<,) C d o 

Soient x·•~ .;s (x•,~xf~ n+ 1) et Y'n ;:a: (y·•, (!J-
1

( Jtn+.1) ' 

'bn .déduit' de f un morphisme de schémas f~ : X~~ Y~ • 

;l':;e-smorphismes 
- - - .- .. ,.··.. 'I 

for.ment un système inductif, d.1.où à la.'.limite un 

rli,c5rphisme de schémas formels :-

A ,A. .~ 

f- = lim f' 1 : - X -"> Y 
~ n 
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On vérifie que f- ne dépep.d pas du choix de . J et· JtG (il suffit de le 

constater dans le cas. affine) et on dit que c'est le prolongement de f· aux 

co;mplétés de X et y,. le long de X' et· Y 1 • L'application contïnùe s0us-

A 

jace.nte à f. est la restriction de f à X' • 

On a : (gof y~ A A 
=a g. 0 f .et 

........... 
id . 

X 

... 
On a ai-nsi défini un foncteur covariant x:~ X de la catégorie des schémas 

~~s ,c~:lale _des .schémas _formels. 

Prôpo si tien Soient X n Y deux S-schéinas localement noethêriens avec. ·Y 

de type fini• sur s .. Soient x• un fermé de X et Y'·' un fe!rlllé de y 
·' f 

g deux. S-morphi sin.es de X ~- y tels que f(X~) C Y1 et g(X.1 ) c Y' 0 

A A 

Alors : f =g si et seulement si f' et· g coïncident dans un voisin8:&e de 

et 

X' 

Démonstration :·Si f et g coïncident dans un voisinage de X', on a d'après les 

A A 

définitions f. ~ g. 

Réciproquement supposons 
... ... 
f.· - g ; et montrons. que f· et. g coïncident 

dans un.voisinage de x• • La question étant locale, on peut supposer X et .Y 

,_ 

affines noethériens . X ,. Spèc B ,. Y . = Spec C· et S affine, S ·:as, Spec A , C étant 

. 

une A~!ilgèbre de type . . fini:. Les morphismes f et g provienn!'nt d'homomorphisme~ 

de A--algèbres .p· et cr: c·- B, qui ont·m,~in:e p:DolongeJaent par·continu;i.tê aux 

séparés-complété.a., 

D-1àprès le pa;~~graphe,·.préc,édent, ·.po11r::.t.out .. s €. c:. p-(sl·• a(s:L, ~s.:un 

il.: existe:. donc: un._ vôisi-fiai:ée,· yr de ·· x•· 1 tel· ii · ·(s \ t . ( -~ ·coînëident:i dans o q ~: .Pr ""l:. ~ . ,q .S..;i 

pour tout s € c: o Alors f· :p_; . .:~}?'OÏ~ci.p.~nt .. ~~"' t;out ouvert•·aff;i.ne~ inc~s •,diµi.s 

donc dans• un voi·siriage. de·. x•·-• ...., ___ . 
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§ o. Appendice Anneaux topologiques·· 

0.1. Quelques classes d 1anneaux topologiques 

On dit qu'un anneau topologique A est linéairement topo logis& s_1il 

existe un système fondamental de voisinages de zéro formé d1:Ldéaux (nécessai-

rament ouverts). On dit alors qu'un idéal I de A est un idéal de définition 

si I est ouvert et si pour tout voisinage V de zéro, il existe un entier 

n>o 
n 

tel que I soit inclus dans V • 

Un anneau linéairement topologisé dans lequel existe un idéal de définition 

est dit préadmissible, les idéaux de définition forment alors un système fonda-

mental de voisinages de zéro. Si de plus l'anneau est séparé et complet, on dit 

qu'il est admissible. 

On dit qu-tun anneau préadmissible est préadigue s'il existe un idéal de 

définition dont les puissances forment un système fondamental de voisinages de 

zéro. Il en est alors de même pour les puissances de tout idéal dè définition. 

Si de plus. l'anneau est séparé et complet, on dit qu'il estadigue. 

Proposition Soient A un anneau admissible et I un idéal de définitïon de 

A , alors I c Rad A • 

p~monstratiqz:i ·: Il suffit de montrer que pour tout x € I,: 1 . +: x est inversible. 

è é é t lt t (.T,n __ )·t d é d 1 ~r, pa-r. hypoth se. A. est s par e comp e e J.l en -vers z ro, · one a 

ia,:r.ie I: (-1txn est convergente dS:Ils A. Soit y s.a. somme, on a y(1+x) = 1 o 

n~o 
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0.2.· Eléments topologiquement nilpotents 

Dans un anneau topologique, on dit qu'un .élément x est topologigu~ment 

nilpotent si O est une limite de. la sui te (xn) > • On vérifie immédiatemen n o 

les as$ertions·suivantes: 

Pi;oposi tien _ Soient A un anneau préadmissible, I. un idéal de définition 

ll x· ~ A ., . Alors les candi tions suivante.a sont équivalentes : 

!J.}, x_~ est. topolçfi:iguement nilpotent 

(ii) l 1ima.ge canonique de x dans A/I est nilpotente. 

(iii) x est contenu dans un idéal dé définition 

--Corollaire 1·. L'ensemble T des éléments topologiquement nilpotents est un 

idéal ouvert, 1image réciproque du nilradical de A/I. 

" Corollaire 2. .§.Qll I O un idéal de A ; les propriétés sui vantes sont équi-

valentes: 

(i) I, 
0 

est le plus grand idéal de défïni,ti.on de. A 

(ii) 1
0 

est un idéal •de définitionmaximal 

(i.1i) I 
O 

est un idéal de définition tel que A/I O soit r8dui t 
' 

Un anneau préadmissible noethérien .;possède un -plus grand idéal 
• t 

de. a.é~initi:·o:n-. 

Q. ~- Anneaux complets de frac-tions. 

So_i t A un anneau ·linéairement topolbgisé., (I~ )~€A uri .sy9'.tèm:e .fonda­

mental de voisinages de zéro ·forxµé' d I idi§aux et· s· . -qn:e: pa±'tie muli;ipliéâti ite 

de·• A •. Alors . s"'1a est un· anneau liri.êàîrem:'i,ht:' topologisê, 1'~s- S:·1.i :t'o:fn;iant 
À; 
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un· système fondamental de voisinages de zéro. On appelle anneau complet des 

fractions de A à dénominateurs dans S, noté A{s-1} , le séparé complété 

de s- 1
A pour cette topologie: 

L!applicaü.on. canonique A~ s-\ est continue pour les topologies 

ci-dessus ; si on la compose avec l'application canonique s- 1A - A{s- 1}., 

on obtient un homomorphisme canonique continu A - A{s-1} , limite projective 

des homomorphismes A - s- 1 (A/r,._>. 

Cet homomorphisme A - A{s-1} est caractérisé par la propriété u.niver-

selle suivante : Tout homomorphisme continu u de A dans un anneau linéaire-

ment topologisé B, séparé et complet, tel que u(S) soit formé d'éléments 

inversibles de B, se factorise d'une manière unique en A -A{s- 1} --.:¼' B , 

où. u' est continu. 

Proposition 1. .§i. A est un anneau adique noe_thérien, A{S-1} est plat sur A .• 

»émonstration: En effet A{s-1} est le séparé-complété 

de l'anneau noethérien s- 1
I pour la topologie s-f:i:•-préadique (où I est un 

idéal. de définition: de A), il est donc plat sur s".""1A, qui est lui-même plat 

âiir: A·. 

Proposition 2. .§i A . est admissible (resp. adique, resp. adïgue noethérie!:1), 

. 
is-1 }. • 11 en est de m&me de Ai 

D,monstraticm_ : cf·. EG:A. 0 -· 7. 6.,J1.._ 

Bç,it: t'Jl. un idéal. ouvert :de_ A:., aiors s"".'l~ .:é,st.-u:n: idéal .. euvert··-d:e·· 
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s""'.1
A ; soit Gt{s-1} =. ~ s~10l/s- 1

Ii. son sépa~é-çompl.~té.: .c•est. un idéal 

ouvert de. A{s- 1} et l~application canonique : s-:1.A/~- 10t.- A{s- 1 }P'l{s- 1} est 

un, isomorphi,sme. 

· Inversement si .az! est un idéal ouvert de . A4S~~
1 }., :il ·.·s 'éèrit~ 

0$ a,.Ot {s'.""1} .où~ oi est ùn idéal ouvert de A • ·Én particulier : 

Proposition ,,, L·•application g .....+ ~ls-1} est une bi.jection cr~issante de 

1 ·tensemble des idéaux . premiers ouverts de A tels que gns. ::z ~ sur 1 1 ensemble 

des idéaux premiers ouverts de A{s- 1} • 
... ·- ; ' -.. 

De plus les co_rps des fractions 4è A{s- 1 }/g{s- 1} et de A/E, sont 

canoni9uement ieomorplies. 

Q.4. Cas particuliers 

Soit A• un·anneau linéairement topologisé et fEA, soit s; la partie 

multiplièative {:Çn/n~o} ~n notera A{f}::: A{Sf-
1

} • Si gEA, il y a. un homo-

Ainsi si· f parcoure une partiè.multiplicative S- de A, les A1if} 

forment un système inductif:filtrant; on.pose: 

-1 
Pour. toùt fES, on a un homomorphisme. A{f}. -+:AlS } , d'où -P~1,.pa~~~ge 

à là limite inductive un homomorpl:li ~e .. Q~Qpj,.gJi~ 
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sur A{f} pour t0ut fES, donc sur la limite inductive. 

Remarque : Contrairement au cas des anne~ux de fractions usuels, on n'a pas 

Proposition 2. Soient A un anneau admissible, g_. un idéal premier ouvert 

de A il S = A - .E, • Alors : 

(i) l -1 les anneaux AS } il A{s} sont locau.x 9 

(ii) l'homomorphisme canonique. A{s} ---► A{s-
1

} est local,; 

(iii) les corps résiduels de A{s} tl A[s~ 1
} sont canoniquement 

isomorphes au corps des fractions de A/~. 

Démonstration: 
' . 

a. A{S- 1} est local : Soit I c p un idéal de définition de A 9 

est le complété de 

inclus dans 1·1idéal maximal 

A p 
pour la topologie définie par l'idéal 

PA· il est donc local d'idéal maximal 
- p ' 

est local: Soit !!!. = lit~{fl , on montre facilement 
f( s .. 

(mais c'est ennuyeux à écrire), en remontant la limite inductive et en se 

servant du fait que I c Ràd A, qu'un élément de. A{s} qui n~appa;t>tient pas 

f,'it m est-inversible. Donc A{s} est local d'idéal maximal ~o 

o. L'homomorphisme A:{s} __,.A{s- 1
} . est. Iocat : En e:f:fet l 1iinage de 

dans A{s- 1.} est co1ttenuè dans g{s- 1 
}- ; ,. ~ fçrtiori:,il. en est de même 
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homomorphismes A /pA ~ A{·. }/m R . P. s. 
et on a vu.plus haut 

que. le. composé est un isomorphisme. 

Corollaire Soit A un anneau ad.igue noethérienp p un idéal p~emier ouvert 
. - ; 

de .. A -, et s:. = A - g • Alors les app.eaux A{~-
1

} et A{s} sont noethériens 

et A{S-.
1

} est fidèlement plat sur A{s} • 

Démonstration : L'homomorphisme A{s} ~ A{s-·
1

} est local et plat, _donc 

fidèlement plat. On a vu plus haut que A{s- 1} est noèthérienr par fidèle 

plati tùde. il en est de m~me de A { S} • 
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Exposé n° 10 : 
par A. BEAUVILLE 

■• -INTRODUCTION 

Dans tout cet exposé, on considère un anneau noéthérien A et un idéal 

.,dé;t:ini tion I de A ; on posera S = Spec(A) ,' S' = V(I). Pour tout schéma X 

-pre 

.ée 

sur S, on désignera par 
h 

X le complété formel de 

X' = h-
1(s 1 ) (où h est le morphisme structural) 

X le long de la partie 

en particulier, 

-\ Spf A). 

JlalJ.cing de 

pour tout 2-x-Module cohérent F , on notera F le complété de F 

X' , qui est un 0,..-Modu:i:e cohérent. Pour tout morphisme (nécessaire­-x 
[:aw· propre) f : X-+ Y de S-schémas propres, on désignera par- f le prolongement -;f aux complétés. 

-n8ition 1.-

Soient F et G deux OX-:Modules cohérents; on a des isomorphismes: 

1111:'tout i > O • 

Hi(X,F) 

Ext\ (F&) 
-x 

La première partie de la, proppsi tion résulte du théôrè:rne: de .. comparais•on et 
' ' . •, . . : ·-.•-,-·.,:. . ... . ... 

~it que les Hi(X,F) sont des A-modules de type fini, donc complets l)Our la 
,. 

.a({~e._ .~'."'.a~~.~ue;. D'autre part,soit iX .: "t-- ~.lemorphi~ei canoniqu.~ ; on a un 

~'âme: 

* --n-- -n-

<Jlo : ix HomŒ,,Q) .!:S. Hom01ix_l;i#,) 
,:..:.l!:"'..: 

e.~t· dé;fini ~h ef:fet
1
-ilpilr,, 'lUl.;m.q~;plîjJ~!Il~: ,P.~~t i,X qu,el9o_nque 

· i:,~:;t~~)~: Qp. eJ1,.<iM-w-J; _p,ar. l..~al~lµ'e_ ho.lllolo~qu.~.lle..Et ho~olll.orpW,.:,:unes : 
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Les cp sont en :fait· des.isomorphismes; on pe~t en .. ~:f".et~ pour le vérifier, n. 

* suppoe.1:tr X affine et _choisir une rés·olu~ian libre .!!, •. de . F ; iXC1, .. ) est alors 
* . 

une· résolut:i,on libre· de ix,.Œ) _, d'où le résultat": 

Soit EŒ_,Q) (resp. E(t,ô)) · la ~ui te spectrale des Ext sur X (resp. X.) 

associée à E.' et G (resp F,,G.). 

Le morphisme plat iX défir.i:i,t. un homomorphisme de sui tes spectrales ~ 

qui se éduit en degré'2 et en degré infini à_~ 

Les: <vpq 
. 2 

n 
sont des isomorphismes d'ap:;-èa les remarques· préc~dentel:l ; les <ji . 

sont .donc· e:ux"."'mêm.es des isomor.phi.smes, ce qui démontr~ la proposi tian~ 

Corollalrec 1 • 

A 

Le foncteur , F ~~ F . dé la c.atégor.;~e· de.a OX~Modules cphérents dans la 

catégorie des·. Oi:-:-Modules cohére.p.t.,s ~~st _ple~nement fidèle .. 
, ' . 

C'est un ca~ particulier. de la proposition 1. 

' , . " . 
~ir.la.eo~me 1 , ..... 

Sou_a. lea<~iypothèse1;1 du §11' le foncitèfu:'. F ~:t · est une" 'équ.iva:lençe de 

la q~tég0rie .. des O:lCl,Jodule.i:t cohérent.a avec. l~ catégorj.e de.a, O:Î7'.Moduleij cohéren,ta. 

A2 Démonstration dans le . cas' proJe-cti:f" 

E:11 garda.nt ·,lea, riotafîôhâ du· '§.1' ,, . on posé en oii-"'tre· S = Sp~o:{i; - 1) ; . pour· 
k .1k+. 

tout· 7S~'sê:fi:é::ma :f'orm.'e-1° prdpr-_è' r' ~-, ët toù.'t. ~M"odül'e êôliérerit"- ':r.. ·/ on .Pose· 
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P.r.oposition 2.-

,. 
iQi t. f : 3l-+ S un morphisme propre de schémas formels, ,1. un 
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0 -Module inversible 
~ 

]Jn suppose que L 0 = L/I.1, est ample. Pour tout ~Module F et tout entier n, 

( ) 
. Qll 

pn pose F n . = F ~ L • Alors, pour tout O -Module cohérent F , il existe un 
~ 

~ntier N tel que, pour> tout n~N : 

·~~) L'homomorphisme canonique H0 (3E,F(n))-+ H0 (~,~(n)) est surjectif pour tout k ~ o. 

li) On a Hq()(,F(n)) =, o pour tout q > o • 

'.{lti) F(n) est engendré par ses sections au--dessus de 

Posons 

0 • 
JE 

ces O -Modules, -x 

anulés par I, peuvent être considérés comme des OX -Modules cohérents. Comme 
0 

est propre et que 1.o est ample pour f 
O 

, f 
O 

est projectif. Appliquons à' 

O:X -algèbre graduée cohérente ~ = OX ~A/ (@ Ik/ 1k+1) et au ~-Modu.1~ 
o O I k~o 

:pdué quasi-cohérent de type fini . M = @. ~ la généralisation du théorème 
k~ 

•!serre déjà utilisée dans l'exposé précéden~. On en déduit qu'il existe n
0 

t<rl 

a; pour n ~ n
0 

et po'll:1' tout k , on ait : 

.. aussi H4 (X.,k½/n)) = 0 pour n ~ n 0 et q > 0 • Appliquons la sui te exacte 

llltfflhomologie à: 

0 ➔ I~(n)/ k 1 -+ I~(p.)/ k 1 -+ I~(n)/ k_ -. 0 
I + ]:(n) · I +-l,(n} T-:E.(n) 
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on· trouve. d'une part, pour· O~h<k , n~
0

_ , q>_o , par récurxance· sur h-k : 

-pour n~q,k>,,opq)o; 

d'autre part, 1m,.r,: au:tr6 partie de la sui te exacte de cohomologie donne, pour h = 0 , 

H0:(3Eill'.k (n}) -+ H~{~jk- 1 (n)) .... 0 

Il en rés1,1.l t~ q_u;e-, pou:\'.' -1:.2:U:.. g)o , 1P- ,~y~tè.me p.rojeo-t:i.f Hq~,~) vérifie la 

condi.tion de1 Mi -ttag~--~ffJ.er, pour n~
0 

o 

Comme tout ou:vürt fc,r!.f1el affine U de X f!!.st un ouvert dans chacun d&s ~ , donc 

est surjective pour 1(,)h , on peut aplliquer 

et q~e H0 (U ,Eic (n)) -+ H0 '.(U ,Eii(n)) 

à ~ aux Fk (n) le théorème de com-

mutation de la cohomologie aux limites: proj~ctives démon~;ré dans l'exposé précédent ~ 

autrement dit, pour n)n, l'homom0rphism-,· H4(:Jt'.,F(n)) ... J~-H,Xp~(n) est bijectif 

pour- tout::' q_}o • 011 ~n conclut que· H4 (3C,.E,(;n.)) = 0 pour- n.~ri 0 , q~1 et que. l 1homo­

morphiame Rg·(3t;F(~)), ... H4 (3E,Ex (n))' est surjectif pour· tout k , c 'est-à.-dir~, (ii) 

et (i) •. Par ailieurs·, puisque Le,. est· ample; i.l ex:i.ste nt tel que ~ (n) eci t 

engen9,I'é par ses sections.au-dessus .rie X
0

; on peut suppqeer n
1 

pris assez grand 

pour-que l'homomorphisme H<>:{JEJ:(n) ... H0 (X
0
_,Z:o(n)). soit eur-jectif pour· n~n

1 
• 

Il existe donc un nombre fini de sections s.·. Er(JE,F(n)) dont les image,s dans 
J. - . 

r(~,L.(n)) engendrent F
0
.(n) • Comme- I e'st inclus dans l'idéal maximal de· l'Anne.au 

local,en tout -point de :i: 9 il résulte.de Nakayama que les (si) engendrent F(n). 

Nous dirons _(p;r:ovisotrement .••• ) qu-~wi Oi-M-edule cohérent e.st algébrisable 

s~il ~~t is.omez-me au ·c;;,q:ri:;p],.t$t~ d'un Q.X-Mod:ule c-onérent ... 
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Soient F'., Q.' deux- Oi-Modules algébrisables. Pour· tout homomorphisme 

Ill• -+ G' , Ker{u) , Im(u) et Coker(u) sont algébrisables. -

A A A. 

S;i .E.' = F, .Q.' =-Q., on sait que u = V, avec V r:: Hom0 (! , gJ (corollaire 1 ) 0 

-x 
-;~mme des cinq montre alors. que Ker(u), Im(u), Coker(u) sont isomorphes à 

-llaire. 2. • 

L~ théorème 1 · e-.st vrai pour un schéma X projectif sur S • 

A A 

S.oi t ,!!. up O:X-Module ample 1 1. son complété ,&o = L.1 est un o:X -Module 
1 IL o· 

-~, et · on peut donc appliquer à tout O,x- Module cohérent F- le théorème · 2, (iii). 
k 

elw'oit ainsi que F: est quotient d'un Ô ,.-Module de la forme rL ~-n)) , puis, -x ~ 

œ;éitérant 1 1o_pérati:On, que- _!· est conoyau d'un homomorphisme_ de deux tels 

9JJ(Modules ; comme. (1 ~-n) )k e:st le complété de 

1-: 2 ci-dessus que !, est· algébrisable. 

Pl~f.a.ssage au. cas général 

OJ.1. se place· toujours dans les condi tiona du § 1. 

,.,0 ..,. li' -+ F' -+ Q.' -+ O est une sui te exact.e de Oi=Modules cohérents, 

-~ ,!i' et Q.' sont algébrisables, F' est algébrisable. 

On. sait (Cartan-Eilenberg ••• ) que !.' définit canoniquement un éléIQ.ent de 

• A. A. 1 A A-

Supposons que <P = Q. , li' = li ; le ,A-module 'Ext
0

;~H). est isomorphe 
-x· 

(prop.1) ; il existe donc une suite. exacte O-+ H-+ F -Q.-+ 0 

{µe que l'é-ièment de Ext~,. Ui,,H)_ correspondant à F ait pour image dans 
-x 

•~1 ~~ .. _@,fi),1 1é1ément correspondant à l,'; ceci entraîne que F' est isomorphe 
'"-X .. 
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Lemme 4:,--
f!Qit: u :- l-.... .fi un homomorphisme de Ot-~odules- cohérents..- .,Si--.. G , Ker(u). 

et Coke.r{u}c. sont- .a:J.gébrisables:, F eàt·· algébrisàblé .• 

En effet •.. ceci. entraîne .. ..Que- Im(ui) est. algébrisable par le lemme. 2 ·,. puis 

qua.~ e.~ algébrisable, pàr le lemme' 3. 

Dé:rnonatrat±cm du thé .. orème d 1 éxistence· (cas général). 

On v.a utiliser le principe de récurrenc·e: noethérieune·, en supposant donc le 

de . X' ,;·\A:p.'.P.l:~;@ons. le ;lemme<de Ohew au: 'mt:>r:phi s~e: pr,op~_ô'. f ; :X: ,_ Spe~(A L : 
l"l • ' 

il' exiat:e·. un: A-Sohéma. proj.eètit: Z , un A-morl)hisme. g : Z - X 

pz:pje,ctif'..'et àurje,ci;it.·, é.t un ouvert non vide . U· · de X tel 

que~ .la,;, r.e:strie,tion -, ·c > ... 
fi:.· '!J . - U· soit un iaomorp~esme. 

~ifgi;_~µi.(ï):ip,~.:ppb,;ï.~e:·. canpni ·que: pi\ ~-l,: -- g* (g~(E_).). ; g* (î} e~t a;l~ébrisa ble d'après· 
=·"•' 

11~f5f!r, '~:;L~briea.oJ:$~. 
1-.sl,I. lt.c _·,," , ;.• • 
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Soient X un schéma nœthérien, X' un fermé de X , f =· Z ➔ X un morphisme 

-1 A. A 1111!,e·, Z~ = f (X') , X(resp.Z) le c-omplété de· X le long de X' (rep. de: Z le 

1111) de Z'), f : X ➔ Z le prolongement de f aux complétés: Soit !'..' u;p. Idéal 

-ent de O:l(_ tel qu~, 
-1 . 

Si U = X-Supp(Q,X ),la restriction f (u) ➔ U soit 
/.M· 

IIPomorphisme. Alors, pour tout OX~ Module cohérent F ,_ îl existe un entier· 

-· i:;el q_u:e le noya:u et le cono.yau .de l'homomorphisme canonique pF : .E. ·~ f*(f.*Œ)). 

-:. annulés par Mn 0 

On peut se borner-au cas où X= Spec(B) , avec B noethérien; alors 

11111111.V-{K) ~ On va montrer- qu'on peut supposer B complet pour la topologie K-adique. 

~jr en effet B
1 

le séparé complété de B pour la topologie B:-adique,, 

-i·B
1 

~-Xr = Spec(B
1

) , h : x
1 
➔ X le morpnisme canonique ; on a 

-·
1 
(x•·) = V(Kr.) • Posons: z1 = Z ><xX1 , f 1 = f (Xt) : z1 -+ X1 ;...; Soient 

... 
~1 

-1 
le complété_ de x

1 
(resp. z

1
) le long du f~rmé x1 (resp.Z' 

1 
= f 

1 
(xp) .• 

-J,0ngement :n· :. i1 ➔ l de h · aux complé-tés- est un isomorphisme. (correspondant 

à 1 'îdenti té de B
1

) , ain1:1i donc que 

A. A-. 

lÎ(z) :. Z1' ➔ Z ; ces isomorphüm1~s identifient 

f· et t
1 

.. L 'Idêal cohér~?lt h *{!). de O:X 
. . 1 

-1 . 
et l'ouvert U 

1 
= h (U) vérifient les· mêmes 

· d~no 
; il· sù.:ffit/ de démontrer hypothèses·que !. et U 

~~.,.ce :~'9, o:p. a ,i: := Spf(:S) , e;t on ,a:L--t-qu" le fai·sceau c.ohérent F e_st. 

~ 

&Mau ·aSso:ci.é, à un-i B'.-mo.dule · de type fi.ni- · ·N. , c I e·st;-à-,dire que. F = Q: , 
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avec Q. = :N O Par sui te f*Œ,} = (f*(g.))"" (puisque G = iX(g_)) , d'où 

S 1idèntifië canoniquement à. 1 1homorphiame complété~ 

Or· le-noyau et le conoyau de sont des O ~Modules cohérents don~ les restric­-x. 

tioris· à U. sont riulles; ils sont donc annulés par une puissance de l'idéal M, 

il en. résulte qu~- leurs· com1>létés., qui s'identifient à N et Q. , sont annulés 

... 
par u,ne puissance: de M , d I où le lemme. Ceci ac_hève la démenstration du théorèm-e 1. 

Remar.que; 

On sait que la donnée d'un Ot,-Modu:le cohérent éqùivaut·9 avec les notations 

de· la prop0~ition 2' ~. à ia donnée·· d'un sys:tème projectif· de O~.;...Modul'es· cohérents 

poiJ.:c'.'i l ~ k o Lorsque A' est un anneau· local et 
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•· ~ Un théorème de com araison des mor hismes. 

■erème 2. 

a les notations de §1, soient X et Y deux A-schémas propres; l'application: -m8(X,Y) ➔ HomS(l,Y) 

f ..,__ r 
est bijective. 

atilisera les· lemmes suivants: 

-est l.e seul voisinage de X' dans X. 

Soit U un voisinage ouvert de X' dans X comme f est propre, f(X-U) 

tlltvn fermé de S qui ne rencontre pas S' ceci est impossible si X - U n'est 

-~ide puisque, du fait que A est adique noethérien, S1 contient tous les points 

Soient f: X ➔ Y un morphisme propre de schémas localement noethériens, Y' 

Eèrmé de Y, X'= f(Y'),Y (resp. x) le complété de X (resp. Y) le long de X' 

A 

a;J). Y'), f : X - Y le prolongement de f aux complétés. Pour que f soit 

&omorphisme, il faut et il suffit qu'il existe un voisinage ouvert U de Y' 

IE.ue la restriction 
-1 
r (u) ➔ u soit un isomorphisme. 

IIL La suffisance de la condition est immédiate ; pour montrer la néc·essi té, il 

lfllï., ~e· prouver que pour tout y E: Y' , il existe un voisinage ouvert V 
y 

de y --i la restriction r1
(vy) - VY soit un isomorphisme. Par hypothèse, la 

1 . 
. (y) est réduite à un point ; . comme f est propre, le "Main 'l'heorem" 

\lllitrie: l: 'exist.ence· d'un voisinage ouvert U de y tel que la restriction 
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-1 
f (u). -+ U soit· un m0rphi~e- fini·. On est donc ramené à. démontrer ·1e lemme dans 

le. cas~ où- Y:.::::;_ Spec(A), )Ç: = Spec(B)~ le morphisme- f correspondant. à un homomor-

phisme d.'s:on.eaux <p ~ A-+ B faisant de B_; une A-algèbre finie. Si Y 1 = V(I)!I 

on a alors Y= Spf(Â-), i = ~pr(Ê), Â. (respoÊ) étant le séparé com:plété de A 

(resp~B):pour la topo~e 
A A-

I,-a_dique: (resp.IB:-adique.} ; par. hypothèse cp : A -+ B 

,. 
est un isomorphisme. Mais comme B· .est·un A~module de type fini, Best aussi. 

le complé"té de B: pour la topologie. I-adique·, èt· ~ · est aussi le prolongem.ent 

continu de <p considéré c:omrp.e. holiô,l0rphisme de· A-modules; on sait alors (d'après 

un expo_sé précédent) qu·1i1• exist.e un voisina.-ge ouvert V de· Y' tel que··la res­

triction à V de l'homomorfhisme dW,-Modules ,~ .: i·-+ B soit un isomorphisme, 

ce qui.- achève -la démenstratïon •. 

Démanstration du théorème 2.-
A 

l'füntrons que-. l'applicatïon f:t-+ f est injective· : dtaprès un exposé précédent 

. . . . . . . . , , ,. . ,,. . 
dewc~ niôfr-pœtèmês' :f'· et' g tel's que.: f ::= g coin·cident sur un voisinage; ouvert· de 

, ·A . ., A. A.. A 

:K0h1brena0:~'Q.~ :f'-~ f' est'· àurje~:tiveï, :·. soit h g X.-+ Y un s.-morphieme. 

~-
)Ëôël>~4,~.:~SL .. ~·Pl"~sy-·~~•'et· âoii'en.1fi?i:if-x _:z.·.;;.;,x• et' q~·~: Z ~:Y- l\s p~~ectione: canoniqu~s 

0:µ.-.i"ti .g_uêî<:,z:" ·s~:identifie c~ofil~qii~$IÎt•J/? à r·:~~·-x! i'~ lés. p}9'je1~i:onè· canoniqùe.e 

~t:tdeJitt,:~~~jjlihgèjÏi,Î>:f;1f· 'p?(ji'~t: t f':~:i:l.~t~li-âilb,è-·''t'. dê· h est une-. immersion· 

,"~;s:;• 

:...;. 

:i 
:,.~• 
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Par le corollaire 3, il existe un sous-schéma fermé T de Z tel que 

E ~ et î = j , où i: T - Z est l'injection canonique. Le morphisme 

Il':· T ➔ X a pour prolongement aux complétés p0 j , qui est l 1isomorphisme 

iD'l'ee de "' ; on déduit des lemmes 6 et 7 que poi est lui-même un isomor-

•.w.e. Soit g: X ➔ T l'isomorphisme réciproque, dont le prolongement g est 

!Dfssairement égal à w 

Eëmonstration. (E', 

iD)'irgues. 

posant f = qoiog, on trouve 
A, 

f = h , ce qui achève 

,. 
!lié théorème 2 peut s'énoncer en disant que le foncteur- X,._,._. X est une équivalence 

!!ta,. catégorie des A-schémas propres avec la sous-catégorie pleine de la catégorie 

A-schémas formels propres formée des schémas formels algébrisables (c'est-à-dire 

:mtorphes à un X). Il existe en général des A-schémas formels propres qui ne sont 

Blgébri sables. 

:JSëe énoncés de cet exposé se transposent tels quels lorsque A= C et que l'on 

il.ace la notion_ de connpl.é tion formelle d'un faisceau (ou d'un schéma) par la 

mt,on de faisceau anal7tique (ou d'espace analytique) associé. Les démonstrations 

d'ailleurs très analogues (ef. Serre, Géométrie Algébrique et Géométrie 

t'ft;i.que, Ann. Inst. Fourier, t. VI, 1955-56). 
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