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CHAPITRE 0 

STATISTIQUE~ DJ:<~SCRI?TIVE. 

A - Ilfi 1RODUCTION. 

La statistique descriptive est une méthode dé description des données 

recueillies à propos de l'étude de certains phénomène's d' ordr.e économique, 

sociologique ou expérimental. La description se fait essentiellement dans 

deux directions. 

a) Directiort _géométrique. Ceci consiste d I abord à classer les donr~ées 

et à les disposer de manière la plus parlante possible (tableaux, images, 

graphiques etc .•• ). Dans un deuxième temps (cf. fascicule 3), on utilise des 

techniques plus élaborées, qui co:c.sistent par exemple à projeter les données 

supposées ou rendues numériques (à vale1-1.rs dans k 
JR ) sur des plans convena-

blement choisis, et à interpréter les figures cünsi obtenues. Cette analyse 

de2. données moderne (ca.r nécessitant de puissants moyens de calculs) est donc 

assez voisine de la géométrie descriptive ou de la géométrie côtée (dessin de 

machines). La différence essentielle vient de ce que les règles de lect~ 

de figures obtenues sont complexes, et amènent à des déductions de carac-

tère probabiliste. 

b) Direction numérique. Elle consiste à résumer l'ensemble des données 

par la valeur de certaines gre.ndeurs nwnériques typiques. 

Les deux directions ne sont pas évidemment exclusives, et sont tou-

jours utilisées simultanément. 

Population. Les données recueillies portent ( terme démographique) sur 

une population, c'est-à-dire sur un certain ensemble d'unités statistiqÙes 

ou d'individus, éléments de cette population qui doit donc être définie 

avec précision.· 



A - 2 -

Caractères. 

Chacun des individus de la population peut être décrit par un ou plusieurs 

caractères. 

Par exemple pour le personnel d'une entreprise : sexe, âge, qualifica­

tion, nationalité, nombre de personnes à charge, appartenance à tel syndicat ••• 

Les cm:-actères étudiés peuvent être qualitatifs ou quanti ta tifs. 

Qualitatif si ses diverses modalités (modalité : différentes situations 

possibles du caractère) ne son,t pas mesurables 

ex : sexe, couleur de cheveux, qualification ••• 

I~s modalités d'un caractère qualitatif sont les différentes rubriques 

d'une nomenclature établie de telle façon que l'individu figure dans une et 

une seule rubrique (rubrig_ues exhaustives et incompatibles). Chaque nomencla­

ture peut être plus ou moins détaillée. 

Quantitatif si les diverses modalités sont mesurables ou repérables, 

c.à.d. si à chacune des modalités est attachée un nombre. Ce nombre est la 

variable statistiaue. 

Variables statistiques. 

Discrètes, si ses valeurs possibles sont isolées (le nombre de valeurs 

possibles pouvant être fini ou infini). 

Continues, sj_ ses valeurs possibles sont en nombre infini et en général 

à valeur dans un intervalle de :m. • 

Souvent, la distinction est difficile à faire entre variable continue 

et variable discrète. 

Par exemple, toute mes-c:.re ~ . .!:. discrète du fait d'une précision toujours 

limitée, alors que la nature intrinsèque de la variable (par exemple le diamè­

tre d'une pièce) en fait une variable continue. Réciproquement, on considèrera 

qu'une variable qui peut prendTe un très grand. nombre de va1m;.rs possibles, sera 

une variable continue. Par exmn:ple : 

tlJ..e sa1ai:re d'un ouvri.er" 

!'le bénéfice annuel d'une entreprisen 
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n1e diamètre mesuré au 1 /1 00 de mm d I une pièce 11
• 

Dans le cas du salaire, la ::7lus faible unité monétaire est le contima. 
t.. (: 

Ainsi, assimiler le salaire à une variable continue, c 1 est assimiler la 

plus faible unité monétaire à la précision des mesures. 

Pour étudfor une variable statistique continue, on définira des 

classes de valeurs possibles, pouvant avoir une amplitude constante ou 

variable. 

Le nombre de classes à adopter dépend de la précision des mesures 

et des effectifs de la population étudiée 

o trop de classes~ irrégularités accidentelles prove­

nant du faible nombre d' indj_vidus par classe. 

o pas assez de classes =~ perte d I information. 

On justifiera pourquoi, plus tard, il est intéressant d I obtenir dans 

les différentes classes des effectifs comparables. 

Concluons cette introduction par une reme.rque importante. La statis­

tique descriptive porte sur une population donnée. Le problème de l' échan­

tillonnage et du sondage (cf. chapitre 1) ne se pose pas. Il n'y a pas de 

modèle statistique en statistique descriptive, uniquement un ensemble de 

données, sans structuration a priori. 
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B - DISTRIBUTIONS STATISTIQUES A UN CARACTERE 

1 - TABLE.AUX STATISTIQUES. 

Soit une popuiation de n individus, décrite par le caractère C pre-

nant k modalités c 1, c2, ... , ck 

n. est le nombre d'individus présentant la modalité C. 
l l 

ou effectif de la modalité C .. 
l 

ni 
fi= n est la fréquence de la modalité C .• 

l 

Le· tableau suivant décrit la population étudiée, 

Modalité de C Effectif ou fréquence (Total connu) 

c1 

c2 

C. 
l 

Ck 
Total 

caractère qualitatif 

Jl1ême forme que celle-ci-

-

dessus indiquée. =} 

Exemple : Répartition des 
Etrangers qui vivent en France 
(Recensement général de 1962) 

n 
1 

n 
2 

n. 
l 

nk 

n 

(Modalités) 
Nationalité Effectif 

Italiens 645 000 
Belges 78 000 

Allemands 46 000 
-~--

Hollandais, Luxembourgeois 17 000 
Espagnols 431 000 

--

-
---·-

.. "'l'Modali té.s J 
Nombre de pièces Nombre corres-
à rebuter par lot pondant de lots 

a ou effectif 

1 2 
2 9 
3 14 
4 20 
5 18 
6 15 
7 g 

8 6 
9 4 - -----· 

10 2 
jj 1 

= 

Total 100 

Portugais 50 000 
Polonais 177 000 

.Autres Européens 124 000 
Algériens 335 000 

Marocains, Tunisiens 54 000 
.Autres Etrangers 194 000 

Total 2 151 000 
-- . ----···--

Caractère quantitatif discret : 

sur 100 lots, chacun de 100 pièces, on 
a observé le nombre de pièces défectu­
euses. 
La variable statistique est le nombre 
de lots ayant donné a pièces défec­
tueuses. 

--

-

-·-·-
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Cas d'une statistique continue. 

Dans ce cas, les modalités du caractère sont définies à partir des 

classes de valeurs possibles (la division en classe est arbitraire). 

Exemple Distribution des ouvriers ayant travaillé toute 1 1 aimée chez le même 

employeur selon le revenu annuel (année 1952) 

~ ----!.- -·-·----·-··-- . - --~------- -

. -,1 
\/ ·'T'IL-~n:~:"(;"; (~:J r..tluirc u11.Jn:;1 nr;t <.:11 nù.iliers d0 franc:! l'1"on-1ür0 <l'ouvrit._~ 

...• "•-•.»-•·····•··---· -•-... ~·-·-,---- ----------!-=-•~-----
' l•·Jc;lr,._-; (::; 10 ·,,.1 " ....... ~ •• ., c ,, $ ,:, ,. ., ..... * •• ~ ••.•••••••••• ., 0 • ~ •• ! 1 721 

dG 1.c:; ù 1(<>i::1~~ de î :t5 .. ., ., . ~ ........... ., ....... ~ ....... ~ .1 2 413 
l :.~~.: -r. cq i ,~ ,2 /'} 

~- J ::() î)J : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Î 8 /.~J,i 
r1:·.; '.2.üD ............................ ~··•~·•; 13 300 
?è,J 225 . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . ' 16 053 
::~ ::; ~;:;J ..... ~ .......... " ........ ~ . . . . . .. J. 6 ,,., /,i · 
2:::) ;;()[} • . . . . . . • . . . • . . . • . . . . . . . • . . • . . . . 33 251 
3C) 350 . . . • . . . . . . • • . • . . • • • • • . • . • . . • . • • 2,9 211 
~)J '1-üG . v ••••••••••••••••••••••••••• ~ ~ 22 i),53 
t.,;J 500 .............•..•....•... , . • •. . . 24 G05 
5,.J GOG . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . • 9 4Tl 
C.) 800 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 093 
Lf) l ùOO ..............•••......••....•. , r.143 

··-· l C:,>) 1 5ü0 ••.............•...........•••• ! 125 
--- 15GU 2ù0(;; ••..........•.•..•.....•.••••.• ! 12 
.:_._ 2. UGJ G ü'10 1 1 • 
'"'""--_,,...,..,._,_,..__~, ~ ',J- (1 C • • • Oc • o • • .- • o Cl , • • • • ~ • • • , • • J o o ♦ • i /j> 

,-=;,:c~c'-~~ü!DÏ •• • • • • • • • •_ • • • • • • • • •_· • • • • • • • •: •_: • ._.. _· • __ • • • • ~ • I" -coco ·.- ~~~-~~l-
0 

-

Le problème concret d11. choix des classes est souvent très important pour les 

applications numériques. Pour calculer une moyenne il n'est pas toujours sou­

haitable d I assimiler une classe à son "milieu". 

2 - REPRESENTATION GRAPHIQUE 

1. caractères qualitatifs. 

par secteur angulaire : Exemple : 
Médailles obtenues aux jeux Pan américains de 
Cali (1971) par pays et par tête d'habitant. 

Il y a proportionalité des aires aux effectifs. 

Par tuyaux d'orgue. 

Exemple : répartition 
des étrangers en 
France ( 1962) 

Les tuyaux d'orgue ont une base constante et une hauteur proportioii1,••:L., 
ù l ;ficctif correspondant. Leur surface est donc proportionndlc ù l'cffcctiL 
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Jj - ) - Industries do 
tra nsfo"rrn ation 

La représentation par 

tuyaux d'orgue est par­

ticulièrement agréable 

quand on veu~ figurer 

une variation entre 

Comi-ncrccs 

Banques 

deux variables statis­

tiques prenant les mêmes 

modalités 

SECTCUF\ 
PR1f'-J\/\~F~E 

SECTEUn 
sr:corJDAIRr: 

Services Pubtics 
Administration 

t\rmt]e 

SECTEUR 
TERTIAIRE (Extrait de : Documents 

pour la classe 
I P N 1964) 

ÉvoJnt,?.on de 1a popu]ation active fn1nçaise 
rniv;:int la branch0 d'activité <l::: 1954 ù 1962. 

2. caractères 'quantitatifs. 

- Variable discrète ou discretisée 
Diagramme en bâtons 
on figure la fréquence 
f. pou~ la modalité x. 

l l 

(I: f. = 1) 
l 

Courbe cumulative ou 
fonction de ré partition 

i 
-~ f -~ . 

j=1 J 
F(x) 

pour 

f. 
l 

0,2 

F(x) 
1 

(Discontinuité aux points x. , continuité à droite on 
l 

Dans le cas continu étudié (premier tableau, page 

X. ) • 
l 

2), les amplitudes 

des différentes classes sont des multiples de 25.000 frs. 

Les effect:Lfs sont directement comparables si ils correspondent à la 

même amplitude . 

Si les amplitudes sont différentes, les surfaces figurées sur une classe 

devront représenter la fréquence f. 
l 

X. 
l 
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e. 
l 

Î 
f ./a. 

l l 

1, 

Si les amplitudes de classes diminuent, certaines irrégularités, dues 

à la faiblesse des effectifs, apparaissent. Cependant, si le nombre d'obser-

vations augmente, alors en faisant diminuer l'amplitudE'i des classes, on se 

11rapprochera 11 de la courbe de densité théorique. 

Si l'amplitude des classes augmente, on fait disparaître les irrégulari-

tés, en même temps, on approche de la courbe de densité théorique avec moins 

de précision. 

èttt!;;~~~ l'.J :û t:: ~:;e i 
a1 = en rr;;;::~ïs da fr2:~cs 

n; _ ;.:~.;:::11:~n é:s s2'.:;:és C:;,t 
fi" -13 sa'.~irn est C:r:~ 12; t~z;ic~a i 
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Introduction d'une classe supplémentaire ou réunion de deux classes 

adjacentes. 

Cette opération est schématisée par le dessin suivant 

Aires égales 

1 <-a. ~ <::-- 2 a.---:,. 
l l 

<; a. }' 
l 

On doit avoir 1 r: 2 f~ ( a: 2 a. + a. + a. )f. ==::;;-f. 
l l J. l l J. l l 

Exemple de présentation incorrecte 

Par exemple, pour li:1 classe [175 000, 200 000], la représentation incor-

recte figure en ordonnée f. ; les surfaces hachurées représentent donc f .xa .• 
l J. J. 

oismc,uno:1 rEs. t :rn1,GES 
~JiVt,NT LE PlVEî:U \.;;Ji5UU. t:ET EN \9è;'.i 

?( X 

Lfl PYRAMiDE DëS Hi:VêN'.J5 PMl t.:EN:,GF. 
lN t.:K!UJS Ffll,NCS Pi\fl t-:rns 

K 
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3 - Ci'-iRLCTERISTIQUES DE_ VALEURS CENTRHES. 

Elles doivent : 

- être définies de façon aussi objectives que possible, 

- dépendre de toutes les observations, mais pas de leur ordre (sauf 

dai.'1s certains problèmes spécifiques faisant intervenir le temps, que 

nous ~-, étudierons pas) 

- être peu sensibles aux fluctuations de l'échantillonnage. 

La Médiane : 

C'est une valeur de la variable statistique qui partage en deux effec­

tifs égaux les individus de la population. 

Si F est la fonction de répartition de l'échantillon 

M médiane ~ F(M) ~ i 
1-F(M) ~ i 

Si F est strictement croissante, M est unique comme solution de (1) 

Si F est discrète, deux cas 
F 

. Aucune valeur x. ne donne 
l 

-1-----J-,. ........................ -

F(xi) = i . On retient le xi 

tel que 1 

F(x.) < < F(x. ) 
l 2 l+1 

1 Médiane 

0 X X 
1 2 

X X 
3 4 

Si ]x. tel F(x.) 1 alors . que = -
J. l 2 

tout point de [x. ,x. [ satisfait ( 1) 
l l+1 

==? T 
1 

On a un intervalle médian. 
~· 

_J 1 

1 

X X X f X X 
1 2 3 1 4 5 

Intervalle médian 

Règle d'obtention Classement dans l'ordre croissant des observations x. 
l 

Si 

Calcul des effectifs cumulés nF(x.). 
J.. 

nF(x.) 
l 

< 50 < nF(x. ) 
l+1 

nF(x.) 
l 

50 

Classemeut 
des obs. 
Effectifs 
cumulés 

X X 
0 1 1 

-> x. valeu.r médiane 
l 

[ x. x. [ intervalle médian 
l l+1 

X , •••••• :X , 
7 2J:;: 
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Le Mode 

• C'est la valeUJ'.' la plus 11fréquente 11 de la variable statistique, on 

dit aussi·valeUJ'.' dominante. C'est pratiquement une valeur "centrale 11
, quand 

on considère des di~tributions "régulières" • 

• Le mode d'une distribution continue à densité correspond au point où 

la densité prend la plus grande valeur 

f 

" ,,. Mode 

V. STAT. 
DISCRETE 

f V. STAT. 
CONTnmE 
CONNUE PAR 
1 échantillon 

Classe iliodale 

V. ALEATOIRE 
·coNTINUE 

" Mode 

Moyenne : c'est la caractéristique la plus importante. Elle n'est définie 

que pour des variables quantitatives à valeurs dans un espace vectoriel. 
. k 

C'est · i - ~ f x si 5x x } est l'ensemble des valeurs • . -~ ii l1 1 •••, k 
l=1 . 

prises par l'échantillon. 

4 - CARACTERISTIQUES DE Pl§.!'ËB§l.9!1 • 

Ecart quadratique moyen ou écart-ty~ • 

• c'est 0 =VI filxi-xl2 

2 
cr est la variance. 

5 - 2~~2~BJ§J]9~§_p~-!~B!~· (A titre d'exemple, elles sont très arbitraires). 

Coefficient d'assymétrie. 

Si une distribution est symétrique, ces différents moments centrés d'ordre 

impair sont nuls. 

En effet 

-I (x-i/t(x)dx = Jx + J~ 
R -oo X -

et IX (x-x) 2f(x)dx = -J~ (x-x) 2f(x)dx 
-oo . X 

• Fischer a proposé le coefficient : 

(Symétrie de f par 
rapport à x = x) 

ou 3 · 
, l µ = 1(x-x)

3 
f(x)dx 

µ2 = j(x-x)2 f(x)dx 
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---+ sans dimension (c'est pour cela que l'on divise par 

- nul si la distribution a un axe de symétrie 

_J 
Distribution dissymétri­
que étalée à gauche. 

symétrique Distribution dissymé­
trique étalée~ droite. 

Q
1 

+ Q - 2M 
d = 3 est égalment un coefficient d'assymétrie, sans 

M 
dimension. · (d = 0 si la distribution est unimodale et symétrique). 

6 - CARACTERISTIQUES DE CONCENTRATION. ---------------------------------
Considérons le tableau des salaires (page 2, B). 

A chaque case (classe) associons la masse des salaires par exemple : 

Classe (125 < salaire < 150) =} 4342 X 
125 ; 150 - 601 Millions 

masse des salaires de la classe e. 
l S. l 
J=1 J 

k 

Classe e. =='> 
l 

Classe e. =::::::;> 
l 

S. = 
l 

qi -

.I: SJ. 
J=1 

0 

Ainsi les ouvriers dont le salaire est inférieur à 200 représentent 16,5 /o 
0 

de 1 1 effectif des ouvriers et se partagent 8,29 /
0 

de la masse totale des-

salaires. 

Notons p. 
l 

proportion des ouvriers dont le salaire est ~ e. 
l 

q. proportion de la masse salariale gagnée par les ouvriers 
l 

dont le salaire est ~ e. 
l 
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------·-- ·, .. :._--.··-- ~---:::-;:-_~_-,::..-=: ____ .::-:: ---·-·•---:: .• :..-:_,;--::_,_---· --· ... -- .•. -- "·'"·•->"•• ~-· --- ---··--

( 

Masses des 'Ç S: 
Limites de classe salaires li' .j 

1-1 
('l Effectifs par classe : p, ·- F(e,) q, -- ·-·····---

(en milliers Ili s, en% k 

de francs) (en millions rs, 
de francs) 1••1 

(en%) 

1 721 114 
- 100 --- 0,93 --- -- 0,20 

2 413 273 
-- !25 2,22 -- -- 0,66 

4 342 601 
-- 150-- -- 4,56 -- l, 70 · 

8 264 1 349 
-- 175 9,00-- -- 4,01 

13 300 2 494 
-- 200 16,15 -- -- 8,29 

16 053 3 404 
- 225 24,79 -- -- 14,14 

16 774 3 972 
-- 250 -- 33,81 -- -- 20,96 -

33 251 9 120 
-- 300 -- 51,69 -- -- 36,62 

29 211 9 461 
-- 350 -- -- 67,40 -- -- 52,86 

22 453 8 391 
-- 400 - 79,47 --- -- 67,27 

24 005 10 623 
--- 500 - --- 92,38 -- -- 85,51 -

9 477 5 1 j3 
-- 600 - 97,48 -- -- 94,33 -

4 093 2 717 
-- 800 99,68 -- --- 98,99 -

443 386 ., 
-- 1 000 -- 99,92 -- -- 99,65 -

1 500-' 
125 144 

-- 99,99 --- -- 99,90 -

2 000-' 
12 20,3 

---- 99,99 -- -- 99,93 --: 

s ooo _I 14 37,7 
--

Total 1 

100,00 -- -- 100, Of\ -· •---

185 951 58 240 
1 

- ~.-

courbe de concentration. 

C'est la courbe 

. Comme p ~ q, elle se 

situe dans la moitié supé­

rieure du carré 1 x 

construit sur les axes. 

• Elle est croissante 
p 

PM 
0,5 

q 



C - DISTRIBUTIONS STATISTIQUES A DEUX CARACTERES 

---------- . . ----

Considérons -w;ie population de n individus décrits simultanément par 

deux caractères A et B, A ayant k modalités {A A A} B 1' 2, ••. , k' 

ayant p modalités {B
1

, B
2

, ••• , Bp}. 

soit 

soit 

On cherchera à décrire la distribution statistique associée 

- par des tableaux et une représentation graphique 

- par une description numérique. 

Les caractères peuvent être qualitatifs ou quantitatifs. 

I - TABLEAUX STATISTIQUES. 

On a 

Notons n .. 
J.J 

= nombre d'individus 
A. et B .• 

présentant à la fois le caractère 

l J 
Du fait que les modalités de A 

L 
i,j 

~ -
A 

A1 

A2 
; 
i 
1 

Ai . 
Ak 

Tableaux 
verticaux 

La fréquence de 

n .. = n 
J.J 

B B2 1 

n n 
11 12 

n n 
21 22 

n. 
11 ni2 

nk1 nk2 

n n 
• 1 .2 

(A.,B.) 
l J 

Distributions marginales. 

C'est la distribution des 

distribution marginale 

11 11 

de B sont incompatibles et exhaustives. 

T t 0 aux 

B. B 
(.Marges) . . . ... horizontaux J p 

... n 
1 j 

n n 
1P 1. 

... nn n n 
2j 2p 2. 

. . . n .. n. n. 
lJ lp i. 

. . . nkj . .. nkp nk • 

n o ... n n -~- .p 

est 
nij 

= f .. 
n lJ 

deux marges 

associée à A n , n , .•• , nk 
1 • 2. • 

If à B n • 1 ' n .2' • . . . . . . . n .p 

C'est la distribution associée à l'un des caractères, une fois l'autre oublié. 
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Distributions conditionnelles. 

considérons la sous-population réalisant le caractère B .• sur cette 
J 

sous-population, la distribution du caractère A est appelée la distribution 

conditionnelle de A,, à condition que 
. . . n .. 

B. 
J 

soit réalisé. 

f~(A./B.) = ~ • 
l l J n . 

. . oJ 
On a : 

Il y a p distributions conditionnelles suivant le caractère A 

Si on note 

k 

(A. 
l 

fi 

B.) 1 1 évènement 
J 

11 

A. et 
l 

P(A. ,'Î B.) = P(A.) P(B. IA ) 
l J l J i 

Indépendance. 

Il Il 

B. réalisé on a 
J 

P( B . ) P( A· /B ) • J l , 
J 

" 

Les caractères A et B 

P(A/B) = P(A) 

sont indépendants~ -ilo:ywd~ 

(et alors P(B/ )= P(B)). 
A 

B 

Alors, cela est équivalent au fait que les p distributions conditionnelles 

de A sont les mêmes, en particulier identiques à la distribution marg_:ï.nale 

de A . En effet : f~ 
J. 

f~ 
ni1 

=-
l n 

.1 

ind de j 
·n .. 

= 
lJ 

=- n 
.j 

= 
n. lp 

=- n 
.p 

n. 
J. • 

=-
n 

Liaison fonctionnelle. 

Le caractère 

modalité B. de B 
J 

rait: A= f(B)). 

A est lié fonctionnellement au caractère B si à chaque 

correspond une telle modalité du caractère A (on note-

Cette notion n 1est pas réciproque comme celle d'indépendance. Elle est 

particulièrement intéressante dans le cas de caractères quantitatifs. 

Si f est bijective, la notion est réciproque. 

À'Z B1 B2 

A1 4 0 

A2 0 1 

A75 0 0 

B, B4 

2 0 

0 1 

0 0 

BS 

0 

0 

3 

• Distributions conditionnelles de 

A dégénérées. 

Il y a globalement 6 types de distributions à 2 caractères 

Situation plus favo- _ {--_ 
rable à une descrip-
tion graphique 

Les deux qualitatifs 
1 qualitatif, l'autre quantitatif discret 

11 " 
11 continu 

- 2 quantitatifs discrets • l Situation plus fava,-. 
... 1 quanti ta tif discret, 1 continu t rable à la descrip--
- 2 quanti ta tifs continus j tion numérique 
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II - REPRESENTATIONS GRAPHIQUES. 

Une représentation graphique d'une distribution statistique à 2 carac­

tères doit s'attacher à figurer, d'une part la distribution globale (repré­

senter toute l 1 information), et si possible les distributions conditionnel-

les 
par 

ainsi que marginales~ 
f n· ·;n iir= lJ ij • 

1 cas A et B 

les distributions conditionnelles étant définies 

qualitatifs. 

On peut représenter la distribution globale et une famille de distri­

butions conditionnelles (AjB.) (ou l'inverse). 
J 

n .. 
J.J 

est 11représenté II par un rectangle de base et dont la hau-

teur est proportionnelle à la fréquence conditionnelle 

On a donc: 

j 
Il .. = Il .f .· • 

J.J • J l 

__, effectifs marginaux caractère 

--> effectifs du tableau (aire des 

--> fréquences conditionnelles 

Voir tableaux et graphiques pages 4 et 5. 

B n . (base rectangles) 
oJ 

rectangles) 
j 

soit f. . 
]. 

2ème cas : 1 caractère guali ta tif, 1 caractère auanti ta tif. 

A désigne le caractère qualitatif 

B Il Il quanti ta tif. 

On peut déjà utiliser un mode de représentation comme si les deux ca­

ractères étaient qualitatifs. 

On peut également représenter les distributions conditionnelles à par­

tir de diagrammes en bâtons (autant de diagrammes que de modalités du carac­

tère qualitatif). Voir page 6. 
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:.) 

Distributions conditionnelles en fréquences 

cumulées (caté gorie/ t t· ) Epoque cons rue ion 
=> 

Logements (n::sid:::nces princi pa les) suiva nt !\~poque de t:<rnstru,.:tiû n (1) 
et lu c.itégoric socio-prcfcssionncllc Ju chef de ml!nag..: (Rece11seml!llfg,;mJral 
de la Population; mars J!J(;f.;. So,;dage au 1/~U). 

' 
Epoque del 

con , trn ctiou 1 

.... 

·I 
i 

-- --~ .. :..:.-,. ' · ····.:: :-:.:.:-.:: .... ~.:.:.,' ,.:_--::-·:::_·.-.. ::;;.;:::::-:: .. -.:..-.: ·~ :::::~::-•.:··::~-:--. 

Avant 
1871 

l 
Oc 1871 

i 
!9l4 

De 1915 
;\ 

19·'8 l , ... 

V 

1 ., 
Apr0s 
1948 

Â" ;,, ,1;t,a r~ · • 'l .. ,. ! · , ! •· ... ! . ,t ,,T, .U,.1,~,iJ...... . . . . 8 l3 .)40 1 4 IO 0.h) , 1 :,8 }8U , 7,! (i_O 
---------- ·-- --·--·- ··- ··-·- ·-- - · -- ---·······- -- ------··--

S:ll;,J'i[, ,q_:;riCt•ki; . • . . . 233 _ü6ü , IUO 160 ! 4H (,0() ; 27 2SO 
------ -·----- ----- --- -- -- -- ----····--·- - -----~-----~ 

P<li;~·ui::; <.L: fi ;·,,:ü.:st.dc 
c·~ du C<J}'~D1H:.r:.\: .• ~ •. 415 380 ; ,. 

' ' 413 000 ! 280 520 195 :it-:o 

Prù!e./;io,i~:; E~i-~r~1:;;5 <.:l~ . . - : 
C:.:,h1 s.:;: :;dc:; , :i . . f · 87 110 175 61,U !4H 7W ; ~(}~ 440 - -- -.~- . , __ ,. _______ ·-- ---· -- ---·- ·- --------------·· ····-·--- - ....... 

Cr,:frd m,,i, .. ~;;,:.,. . ; . .. f i,;.J sw z,n !!üO 2 w < ... w ! 293 1 w 
·-------·- ···--- ··-·- -·-· l---- ·- . ·---·-.. ·-·-....... _____ ,. ___ .. __ . _ __ _____ _ 
L 1:;.:t0:,C-1 •.•. .. .•.• .. 1 231 7W 3::!::! ;ou ::J 7 );00 l ~4Y 11:u 
~- ---·-"------- ~ ··-·-·"•------ --~··- - · ---- - -- ·--- --- - - ----~-----· -··•--i---- ·--·---··- · .. 

T,1tal 

1 516 380 

40') . 100 

304 '.:!80 

hl5 980 

X9f> 240 

1 \).li 440 

::::·_-;~_,,j .. :~ . __ · ~· ._._·_·_· _· -.~: _:_~-~-'.~-=~--~~~-~~~- -~--·~s .. i -~~~)-.~~~-~-~-L-4 :'.01) 800 

l1~,~.,i,;,t1 tfo t cn,itu • . ) i i 2 560 12.1 :'.t.O 72 400 1 43 no :1~ l ')·.0 
·---·- -..:_--.._.....,_ 

A-..;;: .... '.} t.:~lt..{.i-.iOl Ù.:':) .... . 7J 24U ; 77 %0 (,) :u,o 95 %li' .\1 2 520 
-- . ·~··· ........ _ ------------~----- ... ·-
h . .-:-:~c-. ·:~·;c.:.i ik ~H uci~1r·c_; ~,·,H t.;u , 1 .:'.:L! t .":il , 11;\2 340 ! 

~ .. .,..., _,_ ... ::20 .l SS .1 5::!0 
.. ,1o11,....._._,._. ________ _ ------ :.------ - -- - -- - - ----1 --- - --

'fo f;Ü . ...1 1,ilù .,oo 4 :!Xf) 5:<0 .1 11n .100 2 .u;2 020 l •ô 51X 200 

~!:; :--:. ;,- - : . . , .. ... --..... ~ 

~~~\;;;/}~:f.~i'.~~;;JlŒ11:i1
}

1D'.~~,::{:i:~{l:~~:~·~~;i;~;:}~1

:~~·~:;; \~.:~: ,)'.::'.'.~::;~\(i,;·,,\~:;•,~i•:~;,. ',:;:,,:;::~ '.i~ · 

Distributions conditionnelles 
("'poque; .. ) . ~ ..,. ·- · · catégorie socîb . 

C;11c..<-~~c.,ric 
S( lL "it\ ·· 

Epoque de 
1..·•, r.1s\rt1~tion 

pr~)r~ ... -..io111tt:I i1.: 

Agrirnlf< •ur-, .. . .. ...... . 

Sat ni0"i agrù:ok , .. . . .. . 

/\vaut 
1!;71 

1 

1 
De !H71 

:i 
1'))4 

r>c l9!5 
:\ 

l'l ,1H 

· /\.r ,h 
1 ~;, ~ ··3 

; - ; ? ,. 

57,6 l-M,Î ·95·,; l(' I ) , !) 

--- -- !•--·--·- .. ····-- ·l-- -- -t.- .... - --- ·-·•·•~! ......... -- .. ~-~---~-
. :-ii.o fH ,s tr~.4 •r"h.•"'i 

........... --·---·1··-----·----.. ----·---------. '.--.. ------------'.·--------·-·_.·.·--···---··· .. _ 
Palwns ,k l'industrie cl i 1 

du çom,rn:rcc . ...... . 3 1,8 63,5 BS,0 !C,).O 
--·· ·-- -·--- _. - -- ------ -. _ ___________ '. ·----- ------~-- ---·--•-·-

. Prnfe ssi,>ns . !ihéraks et 
cadn·s !;upfrk:trs..... J.\, 1 42 .6 66 .B Hl:),O 
-- --.. .. ..... _______ ----- -1-----·--· -· - -1---- '---- --·-!•---- -

Cadres nu1vrns . . . . . . . . l(; , I 43.H 6~/,;\ !f}i),0 
···-···--·--·-----· -------- --l----- ---- --- -1-----·---- ?-- --- ---{-----

Emp loyès .. . . . . . . . . . . . . 22.'.\ 5:i.J • 71;.1 ltlfl,0 
····-.-.-:··~-- . --- ---~-- -----'.' -1 - ~.1 'Tl ,, -~---------

o ll\ n..:rs . .. .. . . . . .. . . . . ..6 ,li . i . 6 .. . ... 10),0 
--····--- -.. - · · ----- --·- -- -- 1-- - --l-- ---l----- !- - -- -

P<·rsr>nnl'I ,k s..:rvi<.:c. ... 32.0 67,0 !r!,6 HYlJ) 
- .. ----··-------- ·· ---- ------ --··l·- ·-- ·-·-·---i-----1 -----!-----

Antres c:irég,,rics . . .. ... :21.4 ,18.4 ,a (Ô,3 100.0 
-~- ·-···· ......... ___ --- 1----1----i----Ï --· ----· 

Pers ônncSJhH1activcs.. 3(:.o 67,7 9!.7 rnb.o 
Tout<:s c:ltég,,ries ~-,icio ­

profcssinnil d ks réunk-s 32 . 2 61, 7 83. l J0!), 0 

........... ..... ... 1 .......... - .. ,_,. .. .I ............. ------·--'--·-·-··------ '- --·-·----· ... ---· --- .. ·--··-·····. - -· · . .. .. . -----·-------·-••··- - ··-·- ···---·----·- ·--- -. - ---- --

Epoque de 
con struction 

Agriculteurs ......... . 

Salariés agricoles .. . _. . . 

Putrons de ! 'industrie ; 
et . du commerce .... . . ! 
Profossions lib~raks cc i­
cadrc:; supérieurs . , ... j ,-
Cadres rnoycm . ... . . · I_ 
Employés .. .. · . .. .. .. j ___________ ,_ 
üu v.icrs .. .... . · .... . . j ,_ 
l'c,,:onnd de si:rvicc . . l 
Autre~ cat6goric, ..... 

l'ersoune:, non :,ctivcs . ,__ 

. ----- -- -· ··---- -- · 

Avant 
i87l 

De 1371 
à 1914 

De 1915 
à 1948 

18,6 -1-9,6 -1- 5,1 - :-
' 

23,6 - ,- 11, 9- ;- 6,7 - :-

! i 

; 
21,6 - !-32,5 - i-· 15,7 -- i-

1 i 
' ' 1 

:o.s -1-34,4 - F·- 25,7 - :-
1 

31,5 _ /_ 37,S - - 27.3 --- -

.. 1 ' 1 

42,4 - ;-- 39.0 -'- 34,9 -- - -
; 
1 6.,.. ... ! o,:,-i- 66 , 5 - - 65,6 - -
i 

68, 7 - :- 69,4 - - 67 ,9 -- -
1 

70,2 -- 1- 71.2 -- - 70,0 - --
i 

Aorès 
1948 

TüU '..CS 
époques 
d~ CûnS • 
t;·u ct: on 
r0unics . 

3,0 - ·'- · i0,4 --

4,1 - -- 13,2 ·--

12,1 - ---· 22.2 

20,4 -1 - - ~6 .4 

32,3 --!----_ .'\2 , b 

! 
1)2,4 --·! - jl) ,8 

!lî,2 -- - · (i8 , 7 

83,0 - - -- 7l, l 

8ü ,9 - ··-- 73,3 

!00,0 - !- 100 ,0 -- - - 100,0 - - l00 ,0 --·-!-· iüü,O -
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Autre exemple. Distribution de la population française masculine suivant 
l'âge. et l'état matrimonial. 

1) Pyramide, où àpparaît, à âge fixé les distributions conditionnelles 
de l'état matrimonial. 

2) Distribution conditionnelle suivant l'âge pour les 3 modalités de 
l'état matrimonial. 

. . 
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____ -:.:-:-]· ----------------------- _ _ -. ____ ·'r ") _· ____ -_.··· ------_i_-------· ~~-·~------·-----------------·---.:·.:·:~rF .t~~,1 r~-:__ 1 ::.~·:~,~~~~ v,>J-s" c'•'•j ;--,,.-~ 1 ", ,r.,::, 1 

',-8'.'.0 -----➔--- ·------- [ ___ .,,.,! . "'ï 

1370 

1 

- . 

mo 

1930 --+----

19~0 

du à IJ ç~~J~:~~~=-~5;i~:~if:jj~':}~~~~=~::J ·-_:{_:~ :-:t_·-:-.-.·. ·:--:· _-;"è- ,_,, - ___ }_'.L-~::J ,;:r:,.;~l 
•••••••-• • • •~ >•• • • • • • • • • •,' • • • • , , ,.,,,,,,.,,,.. ,,•::•{:}.,,c.r,,-·~-"--l.-•= 

:-__ -~ ... ------=--~~~5~~:;fri~ffei~~ .~ iig·'i,,·: · ... '•; ... _· . _ •-: l, _ -· !, .. ] 
Notons C 
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effectifs des célibataires à l'âge X 

On 

M = 
X 

VD 
X 

Il 

Il 

peut considérer 

Il mariés à l'âge X 

11 veufs ou divorcés'" x 

X comme une variable continue, et ainsi représen-

ter les distributions des 4 modalités de l'état matrimonial ~ou:r tout x 

( Si on sépare V et D) 

X 

de mariés àl'âgex= 
M 

X 

C +M +VD 
X X X 
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3 derniers cas : Deux caractères quantitatifs. 

24 

1939 1938 

On peut utiliser déjà les différents modes de représentation énoncés 

dans le 1er et 2ème cas. 

Notons X et Y les deux variables définissant les caractères. Par 

exemple, si X et Y sont discrètes et n .. 
lJ 

on peut représenter cet effectif par un cercle 

face jo à n ..• 
lJ 

Deux exemples sont donnés : 

est l'effectif 

centré en (x., 
l 

(x.' 
l 

y.) 
J 

y.)' 
J 

de sur-

1) Répartition des ménages français suivant le nombre de personnes 

et le nombre de pièces du logement occupéo 

2) Répartition des ménages suivant l'âge du chef de ménage et le nom­

bre d'enfants de moins de 16 anso 



0 
C, 
,,<) 

or, 
X> 

N 

6 
et plus 

5 

~? 4 
Ql 
0 

, C) 

·a. 
Ql 
-0 
Ql 

.ri 3 
E 
0 z 

2 

0 0 

---0-- -r-- 0------0-- ---JJ 

1--(',')--©1-- .~•----,--r--·· -0 

-~L ~ 
o.-

.. :--l~ 

2 

0 0 r 0 

Q 

0 

2 •; 1 ,. 

i,•J a 
., 1, 

\:;) N . 
~ 0 00 ,-

0 
•4- ,::, 

<•") 

°' r--

"' N l'i 

0 ::;-. 

0 0 ,-,,., V) 

Nombre de pièces . 

D istrib utions conciitio imellcs des logements suiva nt 10 nombre de pcr son 11cs 
en foncîion du nombr.: de pièces. 



C - 11 -

R.éJ.;artiiiu:z proportimmellc des ménages suivant l'âge du chef d{' 11n:1wge et 
le nombre cl'e1yànts de l(J ans et moins (Recellscmeut général de l!Hi.'!). 

::===·:;:;···ccc···=·-·-'··-·--,cc···=· "-'---, 

'. Hure d'~::1 
"' r.:~~:u Gi.1• 

'-. ·;,,,,,w,,ci O 2 3 ' 4 
/,r;c '\. ~ 1 , 1 5 !Gct plus Total 

ck mi:.rwg0 j I J j I <lu chef ~i i, 1 

' 1 ! . --..,....,,....~--; ;~- 1----,---·---·--·-·---1----
1 1 4771 JïG 1 131 : 35 i 11 1 3 j 1 1 2 034 

~,) tüiS ---;----;·-----·--i---- ---··-·-·•·---·- ------- -------· ----
1
. •; •7.u: ' •, 1 ''' 1 J()'J ' tl3" 1 13'' 13 I 24 6 700 ,., >V i ,, ,,,, ! . ü ! ' V : ,J ! i i 

3f.!t tii·~s ~-~;--~----~·-~-·-·•:·-~------;----:-----" .. ----1----;·-·-·--··••e••··;---•-•.-- ·-------•··---
35 am; _

1

i_ 2 120_! 2 :m __ j_ 2 4% / 1_3-15 !- 597 I 249_/ in --~-:1:t~ 
1 ''G l ., BO 1 ., 6P ' 1 (8'' ' 89'1 1 ,rq ' •',~ 10 OG5 , /l. 1 /".J ~ 

1 
- .... , ' n ! ...., ! ,_,. l ..,_ ) 

i ;~ 315 i 2 1.59 j 2 137 i 1 309 i 690 i :Îod i 263 
45 

nn~ -i 3 086 1·-;-yj3-·1·-;··;u-1---~J85-,-· 345 -1-1~17··1--iïï" 
SO nns .... -:~·-·------!--··----· .. --'--------·-·-:----·•-!--------:---·-• .. ---:-·--·----· 

55 J,il,~ .)_~!?~.L-=-~~~ 1 ___ ~_~

7:J_~J.3:~_!_ ____ 1
:.

3 !--~~-l-. .5:'.·. 
/ 17 OGiJ î 2 1J89 ! HH6 i 28 ! ! 107 ; 3,) i 2J 

9 181 

ï 600 

lO 514 

6:5 (t}lS ·-'.-~- --~.~'.----~~--------!---------'•--Y••--. __ : ____ ~----- : ______ , __ --
• 22 DY i 95! i 4(}(; / 158 i 55 ; lû / 5 23 7:l() ·-"''''""~-~~--;-~--'-..,...-·.,.,..........._. ... ..,_/---- -~--- ____ , ___ _ 

. Tob.l ! 59 Bi : Ili 9:,2 ! ci 364 ' 3 023 ! l 292 ; 9'>.l 100 000 
! : : 

( 
• <'<>~•~•.,.•-•••-"w •••-•~,••• ••••;• ••••••~•-,.ù-~••-••• •••-•-- • -• -- •-

Age du chef de rnt",néiÇ)C 
ï}isîribntiort3 conditionnd!e:; Jeg rn611:1g,~s 

suivant le nombre d'cnf:.mîs en fo11cdou Gl! l'i\gc du chef de m6mi1;c. 



C - 12 -

i 
~~-w·!-~J,==~,.-,J.»=~___,,,.,..J,==~•l=L,J~=•~~~-~-"=k~~~c~,.c•~•"=-..,! 

20 30 40 50 53 (;Q 70 80 

/\(")0 du chef rio ménngc. 

Distribution ès m,.:nngcs suivant l'ücc du chef clG ménage 
et le nom.brc d'enfants cic 16 nns et mcins. 

Di:;tdbutions conditi0~ndics des rnénar;c:s 
~uivant l\'\~e c1;1 chr~f de minagç en fonction dll no;nbre d'cnfru,ts. 



E. 2s ï 
f; l 

Autre exemple 
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Distribution des mariages suivant 1 1 âge de l 1époux 
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30 35 40 

Aqc de t'éroirn 

30 35 li.0 

f>..qc de 1'('.pousc 
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Distributions conditio;rnc;ks de: l'ùgc clc l'époux en fonction de l'âge de l'épouse. 
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Autre exemple œscriphon dans un plan de tous les individus 
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cas particulier : séries chronologiques. 

Lorsque l'un des caractères est le temps, la série statistique s'appelle 

série chronologique (l'autre caractère est quelconque). 

La liaison est fonctionnelle 

,.'Ç/;-ic des chUll·cs tt't,~(Tnh•tlr: nu'n~:rr,:!.c; cf'HtJ rtzyn;J rfr~n prar.d r;::r;r·~';·f11 (Ct~-':""·~-:,3// ·; 

citl! p~u· R. I)urn~ls daPs l/f:i·uteetit~! et la ,.~-..·rnri:lt·quc; §)v'~:(?~1 t~.~-=-~-:~~<:~!-· ... · 

Unité : W OOf!frew:s 

. ,•' , .... ,._ ··-. .,_. 
, • - ~ ._: ........ ' i -~ 



Représentation polaire. 

Sachant qu'une année cor­

respond à un angle de 2rc 

on peut représenter de fa­

çon polaire la série chro­

nologique précédente. 

C ~ 17 -

Nota. Il existe bien d'autres représentations graphiques de distributions 

statistig_ues à deux caractères (cartogrammes dans la description 

d'unités géographiques suivant un caJ:'actère, représentation graphi~ 

ques utilisant des papiers fonctionnels, graphique triangulaire •.• ). 



CHAPITRE I 

Mod~les statistioueso Th&orie de la d~cision. -----....-----&--.. .. ---~-

La d~marche essentielle de la statistique consiste 

i préciser~ partir de données expérimentales un mod~le 

probabiliste mal connu • 

• Il y a~ra de tr~s nombreuses façons de traduire le 

verbe prêcisc:i,· : estimer~ tester, classer, décider. etc. e o 

Par exemplee si l'on consid~re deux traitements par 

engrais d'une m~me plante~ s'ils donnent les tailles suivante1 

pour 10 pousses 

30 

31 

37 
38 

39 

38 

36 

31 

32 

35 

32 

32 

31 

32 

peut-on dire et en quel sens que l'un est meilleur que l'autre 

si le mod~le probabiliste consiste a associer a chaque traite­

ment une loi de probt1bilitép soit F
1 

et F2 » a-t-on F
1 

"meil­

leur" q,ue F2 en un certain sens (par exemple moyenne de 

F
1 

~ moyenne de F2 ou autre critère; médiane F1 ~ médiane F2 ) ~ 

Lb travail du statisticien est donc d'examine~~ 1taidc 

d'outils mathématiques 1 des donnécs 5 qui sont les résultats 

d'une exp&rience et situées dans un certain ensemble de 

modèles probabilistes ; soit (n,;·.t,P
0

) 0 (: 
0 

(on a l'habitude de 

toujours prendre îti ~;~ identiCJ,ues pour tous les modèles car 

en fait (n~ ~-) représente la structure des données qui est 

évidemment indépendante du rnod.?le réel et inconnu [fixé 

par une vo.leur 0 de 0, 0 E.: 0·1 • 
0 0 J 

Le choix de l'ensemble 

J 
.... 

re ... evc en nr :u1 c J. ne, à.e J. 1 e::cn0ri11·,,ntn-l-r-,ny• 



L2. 

/ •. mais en p_ratique, le statisticien est fréquemment umenc a 

participer au choix de la collection de mod~les. 

La r&alisation de 1texp6rience elle-rn~me rel~ve aussi 

du statisticien,:en ce qu'il participe~ 1 1 61aboration du 

plan (d6roulement) de l 1 exp6rience, Ceci est dQ au fait sui­

vant~ la quantit& d'information , la pr6cision et la richesse 

des d&ductions que l'on peut faire~ partir du traitement 

de donn6es (rcisultat~ d'une exp&rience) d;nend de la structtire 
. ~--="-"<«-~ 

math~matiqtie de ces donnfese On peut gagner du temps et du 

mat&riel en organisant l'exp&rience d'une certaine mani~re 9 

c'est 1~ l'objet de l'&tude des plans ·d'cxp&riericeso 

De plus, il ne sert à rien d'élaborer des modèles 

complexes si on ne peut pas travailler dessus concr8temcnt. 
1 

Donc mime au point 1,,les techniques statistiques d'extraction 

de l'information à partir des donnfes sont des plus importan-

tes. Cependant dtins certains domaines comme les sciences hu-

maines et l'Economie, il est fr6quent d'avoir à traiter de§ 

donn6es brutes car 1 1 exp6rience ntest pas modifiable par le 

statisticien. 

La statistique peut 3tre d6velopp6e a partir de plusieurs 

points de vue 

a ) Ce 1 u i de ~!::i!~l, '.i.!1 !, o r,2~-~:.L.SD,. ( t r è s l i é à de s 

concepts physiques de type entropie) qui a l'avantage de con­

duire à une th~orie riche, mais l'inconv~nient de reposer sur 

des concepts peu intuitifs pour un 6tudiant actuel en math€-

me.tiques, Nous ne l'aborderons pratiquement pas ici. 

b ) Ce lui de ].. a !!13.LC?.,!2;;;..J!.::.._!!3,;_"~§ c=i.~ i ~l; , J. i é à 1 a p r a. t i que 

des sciences expérimentales et sociales est celui que nous choi­

sirons. 

De toute . ' rnan:i.ere~ une fois posés concepts de base~ 

les diff6rents d6vcloppemcnts se recouvrent Pt l 1 ensc~blc de 

la théorie aarde une certaine unit6~ 
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2. MODELE STATISTIQUE. STATISTIQUE. 

ré finition. _s_o_i_t __ (_Q.;.,_ct.....;..) __ u_n_e_s.;;;,p_a_c_e_m_e_s_u_r_é,.;.,......;( P e\rn une famille de 

Erobabili tés sur cet espace, indexée par e .Uensemble (Q, ci, P
0 

; e E. e) 

est appelé modèle statistique •• C'est donc une ~famille d'espaces de probabüi­

té • .Ayant choisi un modèle statistiq_ue (Q, CL, p
0 

; e E. e) et réalisé une 

expérience 1 le statisticien doit indiquer quelles sont les valeurs de .e qui 

sont non contradictoires, en un sens probabiliste à bien préciser , avec les 

ré~ultats de l'expérience. 

L'exemple suivant est à la fois simple et non trivial. 

Exemple 1. On joue à pile ou face, et on appelle e la probabilité de 

tirer pile, 1-0, celle de tirer face" On peut faire n tirages (n-expé­

riences) indépendants. 

Soit X. 
l 

la v.a. qui représente la i-ème expérience : X.= 1 si on 
l 

a obtenu pile au i-ème coup, X. = 0 
l 

sinon. Ce qu 1 on connait, c'est donc une 

suite de nombres ·+1~D, qui représente les résultats de ces n-expériences, 

(x , X • o • X ) • 
1 2 n 

D'après la loi des grands nombres~ on sait q_ue : 

X1 +X2+ .. ,Xn 
Pe: (1 n - ej > d = A(e~e' ,~:) tend vers O si n ➔ += 

si et seulement si 0 = 0 1 
" 

Considérons le résultat de 1 'expérience faite (x
1 
(w) ••• Xn (w)) 

Si 0 

Si 'l'J 

X), et 0 
n o (1 +x2+ • • • 

n 

une valeur telle q_ue 
X 

n 

aurait réalisé ltévènement 

- e 1 > El o· 

avec la prôbabilité P
0 

(Be:) = A(0
0

1 0
0

, d = 'l'J • 
0 

est petit, on admet qu'il est plus que douteux que l 1 on puisse 

se 'trouver dans la situation e = e 
0 

Intuitivement, on rejette la valeur e
0 

, et aussi les valeurs très 

voisines de e 
0 



Statisti'{ue - Image d'un modèle s,t_atjstiquE:. par une statist~.3,±!;_• 

Défi~~tio~: On appelle statistique sur le modèle statistique 

U,, C.L(P
0

)
0 

E:
0

}tqute fonction mesurable T de (n, CL) dans un espace 

mesurable {Q', CL')• 

Observer une statistique T, c'est observer un risultat déduit de 

l'expfrience ; ou c'est remplacer le résultat x de 1 1 pxp~rience par 

la fonction T(x). On peut associer à T, considéré maintenant com-

me le résultat de l'expérience, un autre modèle statistiq~e 

appelé image du 1er modèle par T. Il est fréquent qu'une statis­

tique T donne sur le paramètre autant d'information que l'expérien­

ce : le modèle image par T du 1er modèle sera alors le modèle natu­

rel. Nous préciserons plus tard cette idée (Chapitre 8 : Exhausti­

vité). Indiquons ici quelques exemples, qui seront précisés au 

Chapitre 8. 

ExemglE:_: Soit X= 0:11 x2 ,oo•iXn) un n-échantillon d'une famille 

de 1 ois ( v 6 ) e E-
0 

sur tR d. 

Intuitivement, l'ordre des observations n'a pas d'importance 

puisque les x. sont indépendantes~ et on peut par exemple rempla-
J. 

cer la suite des observations (x 1 ,•••t xn) par la suite ordonnée 

(xa{l)&•••,xa(x)) qui s'en déduit par la permutation cr telle que 

xo(l) ~ x
0

{ 2 )~ ~ xcr(n)• La statistique T correspondante, appe­

lée statistique d'ordre, a une loi qui dépend de la valeur de 8 6 

mais il est intuitif que la loi de X conditionnée par Test indé­

pendante de e: si on sait que T appartient à un borélien A de 

{ œd)n la probabilité pour que X appartienne~ un borélien A de 

( ffid)n est égale, intuitivement à la proportion des permutés des 

points de B qui sont dans Ao 



r.5. 

3. COMMENT FORMULER UN PROBLEME DE STATISTIQUE• VOCABULAIRE 

ET FORMALISME DE LA THEORIE DE LA DECISION• 

Il existe un certain nombre de divisions traditionnelles de 

la statistique. L'une concerne la nature de l'ensemble 0 : si 

cet en semble est "simple" 9 par exemple un cuve rt de Rd, on dit 

que i'on a un m;dèle paramétrique i traiter, sinon on ~arl~ de ca: 

non-paramétriques. Nous reviendrons plus loin et plus à fond sur 

cette distinction. 

Mais la division la plus importante consiste en la manière 

d'érioncer la conclusion : si celle-ci est du type "e = e" on 0 • . 

parle de-problème d'estimation, Si par contre 0 = 0 1 + 02 , et 

que la conclusion est du type e ~ 0 1 , on parle de problème de 

test. Il y a évidemment bien d'autres "conclusions" possibles ; 

pour préciser ce ~ue nous entendons par conclusion, nous allons 

introduire le formalisme de la théorie de la décision, 

Les décisions que va prendre le statisticien vont être fonc­

tion du ré·sultat de ses expériences, Plus précisément, s'il a 

observé X {w) 1 sa décision va être une fonction h [x {w)]= d (w), 



Is6. 

Définitions" S::iit (Q,a.,,) l'espace mesuré du modèle statistique et X 

une v.ao sur (Q,CL). 

Soit (A, JI) un espace mesuré'. appelé d d
, . . 

P.P-nace es . e.:.1.sioru2 o 
.::...:::x ___ _ 

U ' l de· d' . . d ( l +. a' ~ reg. e ecision, , re .. a~:i.ve X) est u..n.e V oao de dans 

(A, cft) mesurable par (rapport à la tribu engendrée par XL 

On va avoir besoin de classer les décisions. Pour celas on se donne au 

départ une fcnct:i.cn de .122rt~ W d O A --'> R_+ "1 . .e e, x A 1 mesuraJ..1 .e • 

w(eo' d(w)) est 1a perte qu 1 entraîne pJÙr le statisticien (eu son em­

ployeur )le fait de prendre .l.a décisic:n d.(w) J.orsq_u.e la vraiP. valeur du 

paramètre inccnnu est 0
0 

Les fcncb.ons de perte classiques sont ; 

w(e~d) = /e;-d./2 (-perte quadrati.q_ 11e qui inter1i.ent dans les problèmes 

d 1 estimation) 

si.· 

s::. (pénalisation de 1 peur toute mffJvaise 

décision). 

Gemme on ne c:cnnait pas e 
de moyenne dite risqD.e 

oD cale:uls. 1 pc!Ur chaque valeur de 8 l.a perte 

Défini tio~. On appelle fonc+io:r.;. ,.2:Q. risg 1J.e pour la décjsicn d ~ 1a 

fonction Rd d€ El ~➔ R.+ ~ défj_nie par 

Rd(e) = E8[w(e.d(w))] 

= J w(e~d(w)) dP0(w). 
Q 

LI ordre naturel sur les fo!lcb.ons de domaine 8 ét.abJ i t une relation 

de pré~ord.re sur les !'.'ègles de décisi0:c ~ 

(e) 
Rd1 (e) 

~Rd2(e) 

une décision 

décision a.
2 

e E e . 

d est di te meilleure que 1 a 
1 

si Ra (e) < R~ (e) pour t0ut 
1 "2 

]?éfini-t:inn.ê_., Une règJe de décision est d:i.te -admissib1§:_, s 1 i1 n:,::m 

existe pas de s+rictement meilleure. 

S 1 U exj_ste un plus grand élément pour cet Jrd.re, on parle de ,f_~gl~ 

optimale. 
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En général, pour des raisons pratiques (calcul) ou liées au problème, 

on impose aux règles de décision des contraintes limitatives; on se li­

mi te donc pffi'.' avance à un ensemble IJ de règles. 

Exemple : une décision 

risque maximum 

d 
0 

est dite minimax, si elle minimise le 

inf sup Rd(e) = sup Rd (e). 
d e . . e o 

On peut ne s'intéresser qu'à ce type de décisions. Nous verrons ·plus taJ'.'d 

d 1 autres classes de décisions. 

En résumé, un problème statistique, vu dans le cadre de la théorie de 

la décision statistique est la donnée d 1 un modèle (Q, a.-, p
0

)
0

E:8 ; le choix 

d'une v.a. X qui correspond à 1 1 expériencei d'un ensemble (A,~) de 

valeurs de décision~ possibles, éventuellement la donnée d 1une classe 3:; 

de v. a. à valeurs dans A, $:3(X)-mesurables (ensemble des règles de déci­

sion auxquelles on se limite), d'une fonction de perte W de 8 x A - R+ 

Résoudre le problème, c'est trouver les règles de décision qui sont 

admissibles. Toutefois, le formalisme donné ne permet pas d'aller plus 

loin: c.à.d. il ne permet pas de choisir entre plusieurs règles admissi­

bles s!il en existe. Le choix dépend alors du problème concret et du type 

de qualité qu 1 il vaut mieux imposer à la règle cherchée de ce point de 

vue (cf. exemple en fin du Chapitre III)• 
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On peut généraliser la notions de règle de décision à celle 

de stratégie (ou stratégie aléatoire}, 

Une stratégie est une' application (X-mesurable) 

(n, O...) ~ 'IT(A,<./&) où 1T est l'ensemble des probabilités sur A, 

Si B CA, alors on choisit d E B avec la probabilité 

S (X (w)) (B), 

Une règle de décision est aussi dite stratégie pure (ou non 

' aléatoire), Elle correspond au cas ou s (X ( w) ) = éd (X(w))' 
ô mesure de Dirac en a, 
a. 

Le risque d'une telle stratégie pour la fonction de perte 

W (a, .) est 

R8 (e) = ! [ jA w (e, u) s (w, du)] 

si S (w. du) = S (X (w)) • (Elément de ;r(A) } • 

... 
On note :J l'ensemble des stratégies et J l'ensemble des 

règles de décision. Le lecteur définira sans peine, par analogue 

avec les décisions des stratégies admissibles, optimales, ~-

max. 

" 
·Remarque Soit ◊ · e: 'J • une stratégie admissible de risque constant 

alors Q est minimax. 

En effet, si ◊' e: 'f , il est mécessaire que 

supérieur ou égal à la valeur constante 

sup R(O,◊') soit 
Oe:(;1 

k = R(O,ç) (0 e: G) sinon ◊' serait meilleure que ç et ◊ ne serait 

pas admissible, Donc : 

k = R(O,◊) = sup 
OE: 0 

R(0,9) = inf"" sup R(e,~') 
◊' t 1 ÜE; 0 



Risques bayésiens. 

Supposons que l'on munisse 0 

0 est supposé mesuré, 

<l1 une probabilité µ ou 

I • 9 

"loi a )i'.riori" du parar:iètre. Cela veut dire ~ue l'on a a priori des 

idées sur les valeurs possibles de O • Alors le risque moyen de 
A, 

◊ e: ~ est .: 

r(µ,~) = 

en notant R (8,<P) ,pour 

f dµ(O) R(e,◊) 
Re ( <!>) i 

Définitions: Soit µ une probabilité sur 0 • 

Soit ~~ e: '$ . On appelle risque bayésien de ◊ par rapport à la 

loi a priori µ, le nombre 

r(µ,◊) = fedµ(O) 

On dit que d est une fonction de ~écision bayésienne, par rapport à 

µ, si 

r(µ,d) = inf r(µ,d') 
d'e::f 

(On dit que ◊ est une stratégie bayésienne par rapp~rt àµ, si 

r(µ,y) = inf ,.._ r(µ,9 1
) 

◊'E: ~ 

au lieu de dire "bayésienne par rapport à µ" on dira aussi 
11µ admissible". 

Remarg.ue Il est souvent difficile de justifier théoriquement la 

donnée a priori ~'une loi µ. C'est cependant parfois possible : dans 

le cadre de la théorie des jeux, si 0 est l'ensemble des jeux 

possibles du joueur ennemi, µ correspond ù la stratégie de ce joueur . 

. L'intérêt des notions bayésiennes est aussi technique; dans de nombreux 

cas (cf. chap.2) on sait calculer des stratégies bayésiennes, alors 

qu'il est difficile d'obtenir directement des stratégies admissibles. 

Cela donne souvent des stratésiesadmissibles. 

Soient en effet µ une loi a priori et cp une stratégie bayésienne par 

rapport à µ. Soit t• une stratégie aussi bonne que ~ 

'( B • 

D'où 

Cela implique souvent qu'il n'existe aucun 

R(00 ,◊') < R(6
0

,f) , c'est à dire que t 
e tel que 

0 

est admissible. 



En particulier (Vérifiez le) si 

- f est l'unique stratégie bayésienne par rapport à µ 

(PO p.s. pour tout 8) 

0 est dénombrable et µ charee tous les points de rr 

0 l l.)l d , h . - est un ouvert c.e Il\ µ c arge tout ouvert inclus 

dans 0 (le support de µ est 0) et la fonction 
I\ 

8 i-+ R(e,ç') est continue pour tout ~• e '-!} 

Tout cela est vrai en remplaçant les stratégies (bayésiennes ou 

admissibles) par les fonctions de décision • ( C:f • Chapitre II) 

Un., exemple de 12roblèTI},_e décisionnel bayés_ie_E,• 

I ~ 10 • 

Soit 2 populations 

Ne = N (o. I) t Ne = 
1 . . 2, 

mesure a priori sur (el 

da lois normales sur m2
, resiectivement 

N (m, 2 I) 9 I identité. On donne comme 

, e2)la mesure (1/2, 1/2), Tracer une 

R2 ,telle que la règle de décision qui droite D dans le plan 

consiste~ classer un point dans la première population o'il est 

d'un côté de la droite, dans la deuxième sinon, soit optima~ parmi 

ces règles. 

Soit X un pciint de coordonnées 

(X
1

, X2 ) la loi de ÀXl + µX2 
est si e

1 
est vrai N (o,r), si e

2 
est vrai N (<m,a> e 2I) , si a est le 

vecteur ( À i Il ) • 

Les risques sont donc 

R ( 61 ~ D) 1 
:::: -

I'~ 
c~r· 2 /2 -x - d e .X 

- 00 

R ( e,H D) 
1 

= --
L., 

2 ✓""'n 
e dx 



I .11 

et le risque bayésien est l/2 IR (e, D) + R (e
2

, D)I 

a est 

soit 

Minimisons d'abord en a, puis en C • 

min R (e
2

~D) est atteint pour <m 0 a> maximum
1

soit 
a 

normés À 
ml 

)l = 
m2 

pour = ' 
ml + m2 

, 
ml + m2 

D est donc orthogonale à m, c est alors défini 

2 
-c /2 

e 

C = 11 nJ.L 
. 2 

- (c - llml!)2 
e 2 = 0 

comme 
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COMPLEMENT DE COURS 

Hodè:e fini de la théorie de la décision 

Les notations sont celles du paragraphe précédent. Supposcns que 0 est 
"' un ensemble fini 0 = {01, Gt' .... ' Ok} . A chaque ◊ e ~ , on peut associer 

k 
un point Mç, e fR· où 11, = {R(ei,◊)}l~i~k y 

..... 
Soient s = {11 

◊ 
◊ e "3 } et S = {l1◊ ; ◊ e :f} . 

A A 

L 1ensemble s est un convexe de ~k 
' 

car si ◊et◊' sont dans ~ et Sl. 

~ A 

a e ]Oi 1 [, a ◊ + (1-a) ◊' e f et Ma Q+(l-a)◊' = aM9 + (1-a) M9, e: S • 

Supposons ◊' ~ ◊ • Alors le point H
9

, est dans l'ensemble q[t,\J , 
sil'onassocieàtoutpoint M={x

1
,x

2
, •••• ,xk} de ~k 

l'ensemble 

Donc dire que 9 est admissible c'est 

=-M 
◊ 

exemple (k = 2) 

la zone sombre est QO:\) 

- si S est fermé, la zone hachuréeest 

l'ensemble des 

admissible, 

H pour 
◊ 

dire que 

i 

, . ·.' : . 
. . · ... · .. · 1 

s 



Soit µ une loi a priori sur 0; posons µ.=µ(O.) 
1 1 

µ est le vecteur (µ) • Le risc1ue bayésien de 
i l~ifk 

k 
= E 

i=l 
µ. 

1 

I • 13 

( 1 f i ~ k) ; 
.... 

◊ e: 'f est : 

Si une stratégie ◊ est µ - admissible, S est d'un seul côté de la droite 

passant par M
9 

et orthogonale à µ; on sait que si les µi sont tous non 

nuls une telle stratégie est admissible; c'est faux dans le cas contraire 

comme le montre le 2ème schéma ci-dessous; 

◊ µ-admissibl 
0 

0 

R(&L 1~) 

0 

B 
~--

~ 
A 

,-

A 

s 

µ = (1,0) 

◊ est µ - admissible, si 

M
9 

e: AB, mais n'est aussi 

admissible que si M
9 

=A. 

Minimiser le risque maximun, c'est minimiser l'abscisse de M
9 

, 

si M
9 

est en dessous de la 1ère bisectrice ô et l'ordonnée de M
9

, 

si M
9
est en dessus. Par conséqu:nt, le minimum du risque maximun est le 

nombre p = {sup{a. ; Q[a e] n S} = y')} , où e est le vecteur de ~ k 

dont toutes les coordonnées valent l ; si M
9 

E: Q [P e] ,, ; , alors y 

es.t une stratégie minimax. En particulier, si S est compact, il existe une 

stratégie minimax. 
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Exenples k = 2 '/ 
R (âi,, (\)) 

.~ D. 
i 

/ 
/ 

◊ est minimax, de risque 
constant et admissible, 

,,.._ 

s 

..,..._ 

s 

Çl est minimax, si M
9 

e: AB 
Mais ◊ n'est admis-
sible que si M

9 
= A 1 et de 

risque constant que si 
M

9 
=B. 

Pour pernettre de résoudre des problèmes simples dans le cas fini nous 

devons préciser la structure de S, lorsque A est fini. 

Préliminaires Soient s1 et 2 convexes disjoints <le 
o, k Il existe une forme linéaire u ~, et un nombre ce: tels 

que u(x) ~ C pour X e: si et 
I 

u(x) ~ c. pour x e: s2 • Autretaent dit, 

il existe un hyperplan qui sépare s1 et s2 . Nous ne montreront pas cette 

?ropriété, qui est une forme du théorème de Hahn Banach, qu'on peut montrer 

Hémentairement sur fR k , On en déduit le 

.. lemme Soit S un convexe de ~ k ; soit Z un vecteur aléatoire 

de dimension k, tel que Z e: S presque sûrement et que E(Z) existe 

alors E(Z) e: S. 

Démonstration - Le théorème est vrai si k = 

ici un intervalle. Supposons le vrai pour k -

dans s , il existe une forme linéaire u telle 

peur tout X 1::··s . Donc 

, car un convexe est 

Si E(Z) n'est pas 

que u(E(Z)) ~ u(x) 

u[E(Z)] = E[u(Z)] ~ u(Z) p.s • 

cela implique, que u(Z) vaut . E[u(Z)] (p.s.). 

Soit S' = {x ; u(x) = E [u(Z)]} n S c'est un convexe d'un espace 

euclidien à k - l dimensions et Z e: S'. 

D'après l'hypothèse de récurrence, E(Z) e: S' CS 



Propositicn: Si A est fini, S est l'enveloppe convexe de S 

(le plus petit convexe contenant S). 

_I. 15 

Démonstration: S est convexe; il suffit donc de montrer que S est 

contenu dans l'enveloppe convexe de S de S. 
0 

Soit A= (a 1~ a2 , .•• , an). Soit '-" une probabilité sur A. Munissons 

[ O, 1] <le la mesure de Lebesgue P (soit E l'espérance par rapport à P). 

Il existe une fonction Z de [o, 1] clans A , Je loi ~ ; il suffit en 
J.) 

effet cle diviser [o, 1] en m intervalles disjoints de longueurs respective 

u(a.) ( l~Ü:k) et de poser z = a. sur l'intervalle de longueur u(a.). 
i \) i i 

Soit alors une stratégie " ◊ e: y ; à chaque X € E correspond une mesure 

ç(x) sur A donc une fonction z9(x) de [o, (1 dans A -

R(0,9) = Ja P0
(x) f d $(x) (a) W(O, a) = f d p 0(x) E[W(O,Z◊(x))] 

Pour chaque w e::: [0,1], x + z
9

(x)(w) est une règle de décision notée 

Z◊(w), 

Pour chaque w e: [0,1], R(3!Z◊(w)) est dans S donc dans 

Par suite R(0,9) E: S
0 

et S c S
0 

Conséquence : Si 0 et A sont finis et si 

est convexe compact ; c'est en effet l'image 

par l'application continue 

(x.) 1 . k) 
i ~].~ 

s est compact, 

de [o, 1] k )( Sk 

k 
L 

i=l 
À. x .. 

l. l 

s 
0 

alors 

dans 

s 
~k 

En particulier, si n est fini, S est fini et S est convexe compact, 



Classes complètes <le stratéties 

"\ 

Une classe complète de stratégies est une partie CC ':f 
telle que ~i ÇJ e: , '5 " C , il existe une stratégie dans C meilleure 

que ◊ • Une classe essentiellement complète de stratégies est une partie 
...... 

C C ':.f , telle que si ◊ e: 'J ""-C , il ex.iete une stratégie dans 
A 

1.p "- C b J , aussi onne que ◊. Une classe conplètc (resp. essentielkrnent 

conplète) C est filinimale, si il n'y a pas de sous enseoble strict de C 

qui soit une classe complète (resp. essentiellement compl8taj, 

Le théorème suivant permettra, dans les prcblèmes d'estimation, de ne 

considérer que les fonctions de décision (cf. Chapitre II). 

Théorème 

Supposons que A est un convexe de hi d et que pour chaque e e: 0 • 
..... 

a 1-+ W( e, a) est une fonction convexe continue. Si ◊ e: '-f et si 

pour chaque x, f !al ◊[x, da) est fini, alors la fonction de décision 

= j a 9(x, da) est aussi b0nne que y, Par suite si 

◊ (x, da) est finie pour toute , la classe 'S est 

essenfie11ement complète, 

Reraarq_ue: Une fonction d'un convexe C dans \\\ est convexe si 

a e: ] O, 1 [ , x e: C et y e: C -> f(ax + (1-a)y) ~ a f(x) + (1-a) f(y) 

En particulier si à= 1 , et si f est 2 fois dérivable, avec une 

dérivée seconde positive, f est convexe, Si c! est quelconque, 

si 1 • I est la 1\\ d d lo-xj valeur absolue dans et si G e: 111 , xH-

est convexe ; si ◊ est une fonction convexe de ri\ dans hi 
◊< l o-x 1) est convexe . en particulier !o-xjk est convexe pour k ~l . , 

Cas_particulier Soit a une fonction de 0 dans un ensemble convexe A 

de !"Ka. On estime ci(0) à l'aide de la fonction de perte quadratique 

W(O,a) = la(O) - aj 2 
Alors pour ◊ e: '!} , f la(O) - al

2 9(x, <la) est fini 

et f lai ◊[x, <là) < oo, 

Donc pour ces problèmes, on pourra se limiter aux fonctions èe décision 

(l'introduction de stratf.gies aléatoires n'ajoute rien) : dans la th&orie 

de l'estimation une fonction de d&cision est appel0e estimateur. 



La remarque précédente serait encore valable pour W (0,a) = 1a(O) - alk 

avec k >,. 1, Par contre, dans les problèmes de test nous aurons besoin de 

stratégies aléatoires. 

Pour démontrer le théorème ncus avons besoin du lemme suivant 

Lemme: Ineealité_<le_Jensen 

Soit C un ensemble convexe non vide de ~ d • Soit f une fonction 

convexe continue cle C è.ans fR • Soit Z un vecteur aléatoire de 

dimension cl , sur un espace de probabilité (n, Cl- , P). On suppose 

que Z E: C P p,s. et que Z est intégrable. Alors 

a) E(Z) E: C 

b) f(E(Z)) ~ E f(Z) 

Démonstration - Nous avons <léjà vu que E(Z) E: C. Soit alors C
1 

le 

convexe de fj\d+l défini par 

Le point {E(Z), f(E(Z))} 

Il existe donc un vecteur 

est un point de ~ d+l qui n'est pas dans 

) ol d+l (a. 
1 

• 
1 

de 111 tel que pour tout 
l. ~1.~a+J 

(xl ' • • ·' xd+ 1) E: ci 
d+l 

E 
i=l 

a. X. 
]. ]. 

cl 
>, E a. E(Z.) + ad l f(E(Z)) 

i= 1 1. 1. + 

(où (Z.) 1 . d sont les composantes cle Z). 
]. ~l.~ 

On peut prendre xd+l aussi grand que l'on veut, donc ad+l ~ O. 

Mais le point 

pour tout x E: 

a.d+l 

Par suite, p. s. 

ad+! 

{(x.)
1 

• d = x, f(x)} appartient à l'adhérence de 
]. ~l.~. 

c; donc pour x = (x.) 1 . d E: C 
l. ~l.~ 

d 
f(x) >,, E a. [E(Z.) - xi] + (X 

i=J l. 1. 

d 
f(Z) > . E a. (E(Z.) - z.) + a ,, 

i=I l. l. 1. 

è.+ 1 
f(E(Z)) 

ù+l f(E(Z)) 

* Supposons a > O. Alors en intésrant on obtient 
d+I 

E(f(Z)) ~ f(E(Z)) 

I • 17 
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~<- Si a ~ 0, on obtient 
d+l 

J 
r, cL [E(Z.) - z.-] ~ 0 , mm.s l'espérance 

l. l 1.· 
i=t 

t.1.e cette v.a. 6tant nulle, on a 
d 
E 

i=l 
a.(E(Z.) - Z.) = O. Si 

l l. l. 
d = J, cela 

veut dire que Z =~E(Z) p.s. et f(Z) = f(E(Z)) = E(f(Z)) p.s. 

Sinon, Z est un vecteur aléatoire 2. valeurs dans le convexe 
c1 

S' = S n {(x.)
1 

. , ; E a.(E'(Z.) x.) ~ O}, qui est un convexe d'un 
l. ~l~ü i=J 1 1 1 

esp&ce euclidien de dincnsion d-1. Le théorème est donc prouv6 pnr 

récurrence sur la dimension d. 

Dfnonstration du th~or~œe 

Avec les hypothèses faites, on a peur tout x s E: 

On le voit en écrivant l'inégalité cle Jensen avec la prol,<1];ilité ç(x~•). 

D'oü R(C,~) {~ R(D,◊), 

EXEJXICES 

(i) Dans le cadre de la théorie des Jeux, soit ©=A""' ]o + ro( et 

\iJ(o, a) == e-ea quels que soient le paramètre élénent èe G, 
et l'action a choisie par le statisticien dans A, c'est 5 dire 

que le statisticien a intér5t ~ choisir la plus erande valeur pcssible 

pour a. Soit F la fonction de répartition d'une variable alŒatoire 

Z à valeurs clans Jo .j. ro[, telle que EZ = +ro • F peut être considéré 
" comwe un élément de ~ • Montrer qu'aucun élénent de ~ , ensc,I!ble d0s 

strat~sies pures~ ne peut ;tre aussi bon que !a stratfpie F. 

4. DONNEES ECHANTILLON ECHANTILLO~JAGE - LOIS CLASSIQUES -
--ù-4...-U-..... ~--~- . .,....,.---..•---~----.-..=:-=-~-~------___,,.,. ____ .... .,..,~.,,,..-~..,,_ ..... ..__..~.._..,.-.. ...,. .... 

En statistiiue descriptive nous avons vu quelques 

de d&crire une population consid~r&e dans son entier. 

.... 
man:i.eres 

Le modèle 

statistique est alors fini. En stntistique nath6matique ou 

-inductive. on cherche 

que l 1 on fabrique avec 

~ partir d'un certain norabre de donnfes 

~ obtenir des ienscinnemcntE sur le mod~le stLtistique. 

Un éch,,,ntillon est un sous-ensemble de l 1 ensemble population, 
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a) De·scription 

Considérons une population finie de N individus parmi lesquels on 

.distingue r types distincts 

nombre d'individus de type i. 

pour l ~ i ~ r, soit N. le 
l. 

Pour déterminer les valeurs des N. ' l. 

on peut f·aire un recensement, c'est-à-dire observer toute la population. 

Mais on préfère souvent, faute de temps ou d'argent, effectuer un 

"sondage", c'est-à-dire prélever un échantillon de n individus de la 

population et déduire de.cet échantillon des estimations sur les 

paramètres N1, N2, •••• , Nr. 

Les résultats d'un sond~ge seront donc une suite de n élements de 

{1, 2, .... , r}, autrement dit un point (x.) . E {1,2, •.•• ,r}n = E. 
i. }(::1.~n-

Le point (x.) 1<. représente 
1. , 1.fn 

le sondage, où le ie~e individu examiné 

est de type r • A chaque sondoge 

suite {n 1(x), n2 (x), •••• , nr(x)} où pour 

nombre des individus examinés de type j : 

n. (x) 
J 

= 
n 
E 1 { • } (x.) 

i=l J 1 

On peut envisager 2 types de sondages 

b) Sondage avec remise 

n. (x) 
J 

est le 

A chacun des n tirages, la probabilité de tirer un individu de 
N· 

type i est la fréquence de ce type pi= N1. • Les .n tirages sont 

indépendants entre eux. Donc E est muni d'une probabilité P 

définie par: 

Cette probabilité dépend du paramètre (p
1
, p

2
, •••• , pr). 



On obtient le modèle statistique 

où Il est le sous ensemble des points de [o, 1] r dont la somme 

des coordonnées vaut l. 

Les v.a. indépendantes n fonctions coordonnées (X.)
1 

. sont des 
r 1 $1.~n 

de loi v = ~ p. o .. ;,., X. représente la valeur obtenue au 
pl, .... ,pr i=l i i i 

.ème . 
0 : 1 tirage. n a un n-échantillon de la famille de lois 

Le vecteur x 1-+ n(x) = {n.(x)}
1 

. est une statistique très 
l. ~1.~r 

importante~;si {i
1

, •••• , ir} est une suite de r nombres de 

{O, I,' •••• , n} dont la somme vaut n, les sondages x tels que 
n! 

sont équiprobables; il y a suites 

de ce type. 

On obtient donc 

p (ni = il' .... , n = i ) 
pl, .... , Pr r r 

n! r ik 
= Il (pk) 

r'' k=l 
lI ik ! 

k=l 

si sinon la probabilité que n = (ik)I k. est nulle. 
$ 'iSf. 

Supposons r = 2; alors on remplace le type "2" par la notation "O" 

Le modèle est alors 

{y) ( Q) , (P ) ] } ppt[O,I ' 

Les ~.a. 
bernoulli 

binomiale 

(X.) . - sont indépendantes et leur loi est la loi de 
1 l~1~n 

b(l,p) = 

c)Sondage sans remise 

+ p ô 
1 

• La v. a. 

(1-p)n-k ok, 

a la loi 

Contrairement au cas précédent un sondage sans remise revient à 

extraire de la population un bloc non ordonnj de n individus. 



Il y a tels blocs. La donnée du résultat d'un sondage est la 

donnée des nombres 

obtient i. Il y a 

(n.) . de tirages Ju sondage x où on 
i ~~1.~r 

fi ( i) tels blocs non ordonnés de n individus. 
i=l Ili 

Le modèle 'statistique est alors 

où 

{ E , 6) ( E) ' ( p Ni , • , •• , N ) N . , •• , , , N e: II} 
r 1 r 

où o ~ n. ~ n , 
l. 

r 
[ 

i=l 
n. = n} 

l. 

Le loi est une loi "hypergéométrique". 

Remarque Lorsque N est très eran<l, les preniers tirages ne modifient 

à peu près pas la composition de l'urne, Le tiraee sans remise sera 

alors considéré comme un tirage avec remise (de loi plus sinple). 

En général, dans l'étude d'un phénomène expérimental, on ne 

suppose rien sur la population du point de vue mathématique, 

'Mais concrètement les données sont très souvent considérées comme 

une réalisation den v.a. indépendantes et de même loi F
0 

• 

Si ces variables sont réelles, on notera 

le modèle 

le modèle statistique 

S = ( X l , • , • • Xn ) , et 

de l'échantillon (X
1 

ainsi obtenu, L'échantillon est donné 

on dit aussi échantillon pour réalisation 

(w), ••• , X (w)), 
n 

cations coordonnées de ce modèle. 

Les X. sont donc les appli-
1. 

On verra à la fin du chapitre II sur l'estimation d'autres 

types de fabrication d'échantillons dans des problèmes à objet 
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bien spécifique, et pour certains types de population. (Sondages 

stratifiés). 

On note X :; 

2 s = 
1 

n-1 

••• 
n 

+ X 
n 

Si les X. 
J. 

so:st réels, on note X(l) 

croissant des X .• 

••• X(n) les réarrange-

ments par ordre 
J. 

( 0
2) . . On notera N m, la loi normale de moyenne m, de variance 

2 a , N (m 9 K) la loi normale de moyenne m dans r 
r 1R , de cova-

riance K. 

loi L, 

Si Lest une loi X~ L signifie que la v,a, X suit la 

Il sera fréquent de considérer des modèles images de 

( m,J:), Fe) ®n par des statistiques à 1 ou de dimension, et 
ec0 

de raisonner uniquement sur ces modèles images, 

Fréquemment .dans les modèles paramétriques ou non para­

métriques on regardera une famille de loi du type 

s'appelle alors paramètre de ~osition (centrage, translation 

et paramètre d'échelle. 

Ex, 1 l 
exp 2 

dx 
a 

l 
1T 

1 

1 + ( X -
(J 

e 2 
) 

dx 
CS 



CHAPITRE II 

THEORIE ELEMEN'ï'AIRE DE 1 1 ESTIMATION ET SONDAGES 

Soit (x
1 

••• Xn) = X, un n-échantillon d'une v.a. de loi F • Sauf 

à lff fin du chapitre, le modèle statistique est toujours 

:Y est un ensemble de lois de probabilités sur JR (nbus verrons sur des exem­

ples des v.a. à valeurs dans JRK, K ~ 1). 

Soit e un paramètre réel associé à F, par exemple : moyenne, va-

riance, médiane, fonctions de ces quantités. Notant e l'ensemble des va­

leurs de e , nous remarquerons qu'en général, l'application F _, e(F) n'est 

pas biunivoque. Faire une estimation, c'est au vu de l'échantillon X pren­

dre une décision ê(x) au sujet de la valeux de e. 

A A 

Définition 1. Un estimateur e de e est une application e 

êox(w) s'appelle l'estimation de e . 

La fonction~ perte dans ce problème de décision, est la perte quadratique 

définie par 

w(e, ê(x)). = l~(x) - ej2 
, 

A 

on suppose donc toujours EF!ê(x)l
2 <oc. L'estimation de 

donc le risque : 

e par e comporte 

Le risque peut aussi être considéré comme une mesuxe de la précision de 
A 

e . 

Lorsqu'il existe une application biunivoque Y ~ e (modèles para-

métriques) et on a alors: 

La règle générale de comparaison des règles de décision donne ici 

,. 
e

1 
est meilleur que e

2 
si 
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Exemple 1. Soit e la moyenne de F, 

3{ = {F, F probabilité sur JR} 

= 
X1+ •. • +Xn 

X=----- est un estimateur de 
n e ' 

de risque EFjx - ej
2 = 0

2
(F). 

Remarquons que l'on a EF X= e(F). Cette propriété de centrage d'un 

estimateur nous amène à poser la définition suivante : 

Définition 2. Un estimateur de e est sans biais si pour tout F E ;f 

1 EF ê = 0 ( F) • 1 

Exemple 2. Soit à estimer i(F). 

n · - 2 
s2 = i~1 (Xi-X) 

n-1 
est un estimateur de 0

2 
• On a EF s

2 = 0
2

(F). 

2 s est sans biais. 

Exemple 3. Soit 
n 

Soit T =[=: X~ 
l 

i=1 
On a E x4 = 30 2 l 

0 

et donc 

4 

un n-échantillon de 

, U = .'.!' est un estimateur sans biais de 
n 

(calculs aisés) et donc 

2 n 4 2_2 
E 2T = E / ~ xi + I: x.r.) 

0 l=1 l J 0 

= n(n+2)0 4 

n+2 4 4 2 = -0 - 0 = -n n 

Posons U = cnU. 
C 

Des calculs élémentaires donnent 

_qui est minimum 

2 
E 

2
u = cn0 

C . 

0 2 2 
E /uc-0 ) 

0 

pour 1 c = - et vaut 
n+2 

[1 - (n:2)]04 = n!2 04 

2 2 
0 , E U = 0 • 

0 

On voit sur cet exemple qu'un estimateur sans biais peut être moins bon 

qu'un estimateur avec biais. 

L'intérêt essentiel d'rm estimateur sans biais est le suivant 



II.3 

si.l'on répète des estimations indépendantes du même paramètre, à l'aide 

du même estimateur sans biais . c.à.d. q_ue si ~ = (Xk ~), k E K . 
1 n 

est d'échantillons indépendants, même 
A 

(k E K) une suite de loi, si ek 

est la suite des estimateurs sans biais de e , assocj_és aux ~ , indépen-

dants et de même loi, alors : 

le risq_ue associé à 

À A ,._ 

01+02+ ••• ek 

K 
8 1 +B2+. • ·8k 

K 

p.s. 

valant alors 

EF(ê 1) = e(F), 
varF(ê 1) 

K 

une bonne fropriété q_ue n'ont pas les estimateurs biaisés. 

, ce q_ui est 

Dans le cas où n est petit ou moyen, la recherche d'estimateurs 

sans biais n'a pas toujours un sens. Un ensemble extrême est le suivant : 

Exemple ·4. (téléphoniste). 

Un t@lépnonïste ne connait pas son standard. Il écoute une heure et 

enregistre x appels. Le nombre d'appels suit une loi de Poisson de para­

mètre inconnu e • Pour aller voir son amie, il lui faut 2 heures. Quelle 

est la probabilité pour q_u'il n'y ait pas d'&ppel pendant ces deux heures. 

La probabilité pour qu'il n'y ait pas d'appel pendant ces deux heu-

res, est égale à: 

P
0

(x
1 

+ x
2 

= o) -20 = e 

-20 ( ) On a donc à estimer e = f e •. 

or 

donc 

Soit f un estimateur sans biais de e- 20 • On doit avoir 

nécessairement 

E ( d) e 

E (d) 
·0 

f(n) 

-20 
= e pour tout 

00 en 
=C d(n)e-e 

n! 
n=O 
, n 

= (-1) ' ce q_ui 

e ~ o , 

00 en 
=C e- 0 c-1l 

n! 
pour tout 

n=Ü 

ne présente aucun intérêt 

e ~o 

Certains modes sont dit non paramétriques. Essentiellement ce sont 

ceux où J' est très grand et en particulier ceux où il n'existe pas d'ap­

plication biunivoque 'Ji~ e (il n'y a pas d'accord général sur cette 

définition). C'est le cas des exemples 1, 2 et de l'exemple 5 ci-dessous 

par opposition au cas paramétrique (ex. 3, 6, 7). 

Exemple 5 ~ Soit X( 
1
), X(2 ) .•• x( 2n+i) le réarrangement par ordre crois-

' 



sant d'un (2n+1) échantillon x
1 

x
2
n+

1 
• Supposons que î' = { F 

probabilités diffuses sur JRJ. Soit µ la médiane de F , (F(µ) = 1 /2). 

Alors A X est un estimateur de µ (nous reviendrons sur ce cas µ = (n+1) 

au "chapitre VI). 

11.4 

Exemple 6. Sôit une loi de Bernoulli de paramètre p • X est un estimateur 

de p de risque 2 
P-P • 

Exemple 7. Soit N(m,cr2) une loi norm~le e = (m,a 2), ê = (î,s 2) est un es­

timateur de e, le risque n'est pas défini car e E JR.
2 

On peut prendre pour 

fonction de perte !!ê - e If pour une certaine norme euclidienne sur JR.
2 • 

Su nposons maintenant avoir un modèle parame'trique (n Cl P0 ) 
.t' ~~' ' 0E e ' 

tel que l'on ait une idée a priori sur la valeur de e traduite par une dis-

tribution de probabilité µ sur e , supposé doté d'une structure d'espace 

mesuré (e,é) µ est appelée distribution a priori du paramètre e , et le 

cadre des problèmes que l'on va poser est dit bayésien. La probabilité µ 

sera souvent choisie pour de simples raisons de c9mmodité mathématique, que 

nous exposerons plus loin, ou bien dans les meilleurs cas, en tenant compte 

d' expériencœ précédentes. 

Un estimateur, noté ici d, de f(e) sera dit estimateur de Bayes 

si le problème de théorie de la décision que l'on pose est le suivant, la 

perte est toujours ld(X) - f(e)l 2
, si X est l 1 échantillon,mais le risque 

est le risque bayésien, µ-moyenne du risque ordinaire, soit 

R (d) =J R (d) µ(de) 
µ e e 

Un estimateur 

= J E I d-f ( e) 1 
2 

µ (de) • 
e e 

d est dit µ-admissible, si 

tout autre estimateur d' • 

i = 1 ••• k • 

R (d) ~ R (d'), pour 
µ µ 

p. > 0 pour tout 
:L 

Alors si d est µ-admissible, d est admissible au ~ ordinaire. 
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k 

En effet R (d) = L pi E
0

(d - f(ei))
2

. 
µ i=1 

Soit d' un autre estimateur, par hypothèse R ( d) < R ( d 1 ) • 
µ = µ 

Donc il existe i tel que 
0 

E [d-f(e. )]2 ~ Ee. [d' - r(e. ) ]2 . 
e. ]. ]. 

l 0 ]. 0 
0 0 

Deux cas seulement sont alors possibles : les estimateurs d et d' ne 

sont pas comparables, ou alors d est meilleur que d' • d est donc admis-

sible au sens ordinaire 

Exemple 8.b. Soit e = JR. • On suppose que Rd(e) ,= E
0

j d-el 
2 

est une fonc­

tion continue de e (c'est un cas très fréquent), pour tout estimateur. 

Soit d
0 

un estimateur µ-admissible. Alors d est admissible si 
0 

µ a pour support JR. (le support de µ est le plus petit fermé F tel 

que µ(Fe)= 0). 

Supposons 

et 

d non-admissible. Alors il existe 
0 

E
0 

!d-e 1
2 < E Id -e [2 

(1) o e o o 
0 0 

Eejd-ej2 ~ Eefdo-el2 • 

e et d tels que 
0 

Comme les fonctions Rd(e) et Rd (e
0

) sont continues, l'inégalité (1) 
0 

a lieu pour tous les e d'un intervalle I qui est donc chargé par µ 

puisque µ est de support R • 

JE !d -el
2 

dµ(e) >JE fd-ej
2 

dµ(e) e o e ' 
d n'est donc pas µ-admissj_ble, contraire à l'hypothèse. 

0 

On voit sur ces deux exemples que la méthode de Bayes est très inté-

ressante ; bien entendu, pratiquement son caractère est très discuté, mais 

il faut.noter qu'elle donné souvent, par des calculs simples, de très bons 

estimateurs. 

L'interprétation suivante, quoique restrictive, a été souvent utili­

sée pour interprèter le point de vue ,baye sien, bien qu I elle repose sur des 

fondements expérimentaux diffic;iles, souvent, à justifier, comme nous 

l'avons vu. 
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On suppose e =JR, dµ(e) = g(e) de, et que le modèle statistique est 

(li,~, f 8 (x)dx)~;e . 

On considère e comme une v.a. et plus précisément on considère que 

le couple (x,e) ' admet sur (JR.n+1, 13 ) 
n+1 

la densité g(e) f
8

(x). 

g(e) est ~ densité a priori~ e . C'est la densité marginale de 

e ' 
celle qu'on attribue à e avant toute expérience o 

La densité a postériori de e est la densité de e connaissant le 

résultat X de l'expérience, c.à.d. 
f

8
(x)g(e) 

gx ( e) = ---"-----J f
8

(x)g(e)de 
R . 

La recherche d'un estimateur bayésien de k(e) a alors une interprétation 

simple : il s'agit de trouver une v.a. X-mesurable telle que 

I E I d-k(e) 1
2 

g(e)de 
R 8 . 

soit minimale c.à.d. 

fRn+ 1 jd(x)-k(e)j
2 

f
8

(x)g(e)dxde 

soit minimale, k(e) étant donné. 

Dans L2 (R x R , 'J3 0 ~ , f
8

(x) g(e)d0 x dx), il s'agit de trouver 
n n 

une fonction X-mesurable, dont la distance à k(e) soit minimale. 

Nous savons~d'après le C 4 de probabilités, qu'il existe une solution et 

une seule à ce problème, EX[k(e)]. L'estimateur de Bayes existe, est uni-

que et égal à : 
Jk(e)f

8
(x)g(e)de 

d(x) = 

ff 8 (x)g(e)de 

d'après la formule donnant l'espérance conditionnelle dans le cas d'une 

densité o 

Exemple Soc. On cherche à estj~er le paramètre d'une loi uniforme 

"§1[0,e](x), 

cié à g(e) 

avec un 1-échantillon. On cherche un estL~ateur de Bayes asso-

-e = e e 
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L'estimateur est donc, sur R+, 

d(x) I -e 
8 e 

Je-8 

1[o,e](x)d9 -x+
1

-J:e e-
9
de -xe-x+e-x 

-x 
e 1

00 

-8 e dx 
X 

Tu plus Rd (e) = r8 d2 (x) !x '- 2 f 8d(x) + e2 est une fonction continue de 8 • 
JO 0 

Exemple 8.d. Soit à estimer le paramètre 8 d'une loi de Bernoulli à l'ai-

de d'un n-échantillon. Soit S le nombre de face (+1), n-S le nonibre 

de pile (o). 

risq_ue 

Considérons les estimateurs var S = ne(1-e) 
8 

E I S+a - e 12 = 1 E ( s - ne 
n+b (n+b)2 

+ a - ) 2 ne(1-e) + (a-be) 2 
b8 = 

(n+b) 2 

Choisissons Yn a=-,b~'{n 
2 

S+ '{n 
E(--2 

n+frï 

ne( 1-e)+n(1- e)
2 

8)2 = 2 

(n+)'ïi) 
2 

L' estimateur d a un risq_ue constant et égal à 

·. - s 
L'estimateur X= - a un risq_ue 

n 
e( 1-e) 

n 

d est meilleur q_ue X sur l'inter-

valle défini par 8 ( 1-8) < 1 

= 4(1+(1/%)2 

dont la taille est de l'ordre de 1/fn. On peut voir q_ue d est un esti-

mateur de Bayes. 

Considérons les densités ·définies pour a, b > O par 

où 

f ( e) = 1 ex.:..1 ( 1-e l- 1 
x,y B(x,y). 

B(x ) _ r(x)r(y) 
,y - r(x+y) 

= 
(x- 1) ! (y- 1 ) ! 

(x+y-1) ! 
si x, y E 1N • 

On a alors, comme estimateur de Bayes pour la densité 

d 
x,y 



Pour 

= 
r( S+x+1 )r(n-S+y) 

r(n+x+y+1) 

S+x 

r(n+x+y) 
r(s+x)r(n-S+y) 

=---n+x+y 

d = 
x,y 

il vient 

s+fnï; 

S+frî 

= d 
0 

II.8 

1r:;:; l'Ïî 
fJ..::,F 

2 2 

8 
d est donc de Bayeso 

.Comme sa mesure charge tout ( O, 1) d est aclmissible, et comme le risque de 

d est constant, tout autre estimateur a un risque supérieur à cette constan-

te, au moins en un point. Donc d est minimax. Il est intuitif que le maxi­

mum du risque·est atteint pour 1/2 (maximum d'incertitude) et donc que, la 

loi f fn fn 
2 ' 2 

cj_ui "concentre" tout le risque de Bayes autour du point 1 ;
2 

(car très pointue) est très bonne pour les valeurs v9isines de 1 / 2 .. Si 1 1 on 

prend comme mesure de Bayes la mesure de Lebesgue (x = y = 1), 1 1 es.timateur 

S+1 np( 1-p)+( 1-p) 2 1 1 
est n+ 2 dont le risque vaut ------- qui vaut 

4
(n+

2
) pour p = -

(n+2)2 2 

Cet estimateur est également admissible et biaisé. On a 

np( 1-p)+( 1-p)
2 < p( 1-p) 

(n+2)2 n 

Si n( 1-p) ~ (2n+4) p 

soit 
n 

5_ p , donc pour n grand, pour 
3n+4 

1 p > - • Cet estL~ateur est meil-
= 3 

leur que X , mais il est mauvais au voisinage de O (si S = 0, il donne 

si 
n+2' S = n il donne 

n+1 
-- , alors que X donne les vraies valeurs. Nous 
n+2 

n'avons pas montré que X était aclmissi ble ! . 

On a'dohc un moyen de fabrication d'estimateurs minimax: on cherche 

une mesure de Bayes telle que l'estimateur associé soit de risque constant. 

Cet exemple est très intéressant en ce qu'il conduit à un résultat peu 

intuitif. (On pourrait croire que s 
n 

est le meilleur dans tous les cas pos-

sibles par raison de symétrie, notamment non minimax). 
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Le lecteur pouTra cependant se persuader à l'aide de ces q_uelq_ues 

exemples que le problème du choix entre plusieurs estimateurs admissibles 

n'est pas simple, pour n petit, même si le modèle est simple (lois de 

Bernoulli ou de' Gauss), et q_ue la pratique du statisticien est un élément 

important du choix. 

Nous verrons plus tard une théorie plus élaborée de l'estimation en 

introduisant certaines classes d'estimateurs et aussi les problèmes rela-

tifs ~aux échantillons de taille n grand et au comportement asymptotique. 

E cet effet on se limitera souvent à rechercher un estimateur dans 

une classe particulière, par exemple 

,. 
IBfinHion 3. Un estimateur e sans biais de e est dit de variance 

minimum si il est de risque minim-.un parmi les estimateurs sans biais ; 

autrement dit si E
0 

ê
1 

= e impliq_ue 

E0 lêrel2 ~ E0 1ê"""el2 

Il arrive fréquemment comme nous le verrons plus tard q_u'il existe des 

estimateurs de variance minimum. 

Remarq_uons enfin, q_ue 1 1 on peut avoir des stratégies d'estimation 

de type aléatoire, mais elles sont peu utilisées. 
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2 .• ES'l'IMJ'l'ElJRS CONSIS1'ANTS. LA M:E'füODE DU }LAXJMUI-1 DE VRAISE~iJBLANCE. 

a) Le problème est d'étudier des estimateurs ayant U!l bon comportement 

asyrnptotiq_ue. 

Soit donc une suite d'estimateurs de g(e) dans un modèle 

(Q, a,, Pe)ern • 

En fait, on considère une suite de modèles (2,n(R,jj, F8) 8E8 , associés 

à des échantillons de taille croissante et pour chaq_ue n on a un estimateur 

de g(e) mais pour :pouvoir écrire la définition, il vaut mieux considérer tous 

les estimateurs définis sur le même espace. 

réfini tion. Une sui te T d'estimateurs est dite consistante si 
n 

lim 'l' = g(0) 
n-= n 

p - p.s e . pour tout 0 € e . 

Exemple 1. Soit e la moyenne de F 
8 

• D'après la loi p.s. des grands 

nombres 
x1 + ••• +Xn 

- ~l ___ ...,.. e 
n - -n pe :p.s. 

( T ) 
n 

est donc une suite consistante d 1 estimateurs. 
.f 1 (X.-T ) 2 
l= l Il 

De même n 
et donc 

suite d'estimateurs consistants de la variance. 

s n 

~ (X.-T ) 2 
l Il =-----n 

est une 

Mais cette définition mathématique maniée sans précaution, a peu de 

sens concret. Si on pose 

T' - 0 si n < 106 
n 

T' = T si 11 ' 106 
/ n n = 

alors T1 

n 
est également une suite d'estimateurs consistants de la moyenne 

mais son impact concret est nul (car concrètement on a n grand mais 

Il faudrait donc si l'on veut donner un intérêt autre que mathémati­

q_u~1préciser la définition de manière à :pouvoir choisir raisonnablement entre 

plusieurs suites d'e~timateurs consistants. Nous ne le ferons pas~ nous conten­

tant d'étudier des méthodes dont on démontre par ailleurs la qualité. 
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. La méthode du mDximum de vraisemblance. 

Soit un mod~le régulier sur /-,·,n 6., ) 
\.lh 'JJ n 

défini par des probabilités du 

sont les densit6s de la loi par rapport à une 

mesure cH1 • On a donc 

dP0(.x1 ••• X)= pe(x ) ... pe(~.) dF(X ••. X). · n 1 n 1 n 

So:i t x = (x
1 

••• xn) la valeur observée, estimer 0 par la méthode 

du maximum de vraisemblance, c'est calculer e tel que gn,
0

(x) -- p
0

(x
1

) .•. p
0

(xn) 

soil m:.ximum. Donc e est l'estimateur défini (s'il existe) par 

. g A ( Î (x) = sup g (x) 
n,8 X, · ecn n,9 

Yl ~;:,-; ,._ ____ , ______________ _, 

Dans la prntique, on utilise souvent cette méthode même pour des échantillons 

de taille n -#,:20, et concrètement les résultats ne sont pas mauvais. Pour 
A 

chaque n 
' 

on a u.n es tirna teur e . On démontre que sous des hypothèses très 
n 

larges 
:rr/ A 

si e est partie de e e une 
TL p.s. 

Remarquons que si e est un ouvert de 
d 

et si est dérivable JR gn,e 

on a d 
gn,ê(n)(x) cte = 0 

soit P.UJJSi 
d 

d0 
log gn,ê(n) (x) = 0 

ou 
n 

d L de log Pê(n)(x) ::::: 0 
1 

équation dite du,!!!;~~~~ de vraisemblance, qui dans ce cas est une condition 

nécessaire pour 
... 
e n 

Exemple 1 o Famille exponentielle o On a 

où 0 E JR.k , T : JR ToX est donc un vecteur aléatoire à K dimension, 

et <ï> une fonction normative, supposée convexe et définie dans un voisinage 

ouvert de O 1 et 

exp ~(e) =J exp <B,T(x)> p
0

(x)dF(x) 

(ces donsités seront étudiées en détail plus tard). 



et donc l'équation de vraisemblance s'écrit 

,P,=1 ... d, 

puisque e est un ouvert d I intérielŒ non vide de JR.d • Soit encore 
n 
~ T(xi) 

t'P'(e) = ---
n 

= S (x) 
n 
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Comme i1? est convexe par rapport à chaque variable (cf. définition de qi) 
" il existe en général une solution 8 qui correspond effectivement à un maxi--

mum de gn,
0

(x). 

Remarquons que comme 

on a 

E
0 

T(xj_) = qi' (e) 

lim s (x) = çp' (e) n . 

et donc, puisque w' 
consistant. 

est monotone on a ê (x)-> 0, donc l'estimateur est 
n 

Donc, pour une famille exponentielle, s'il existe un estimateur d°LJ.· 
A 

maximum de vraisemblance 0 pour 8, on a 
n n 
~ T(x.) 

<ll1 (ê)=1 l 
n n 

et de plus cet estimateur est alors consistant. 

Exemple 1 ·.ê:.· Soit une loi de Bernoulli Be . Par rapport à la mesure 

de masse sur chaque t d < 0 }n poiR e < , 1 

Soit T == ~ X. 
l 

~ X. Il 

=8 1 J(1-0t-~ 

j_ g (x) = _! __ n- t 
de n,8 8 1-8 

X. 
J • 

1 1 équation du maximum de vraisemblance. donne donc 
A t 
0 == - ' n 

et on vérifie sans difficulté avec la dérivée seconde qu'il s'agit bien d'un 

maximum. On a donc ioi 

,t:xemp1 e 1 •l• Si 

1og g. 
8

(x) 
n 

' 
::.::: -

n 
2 2 ~ (x .-µ) 2 

2o- j=1 J 

n 1 n 2 
~ og 2n -

2 
log a 

L'équation du maximum de vraisemblance donne (d - 2, e et a 2 dimensions) 



d'où 

n è log g · (x) n,e 
àµ 

= - L (x .-µ) = o 
2 . J 

à J.og g 
0

(x) 
' n,o 

à (5 

n 
.L 

1 
x. 

µ = J= J = X 
n 

0 J=1 

1 n 2 n 
2 2 + - C (x .-µ) 

CT 0 3 j=1 J 

n 
i = .l ~ (x.-x) 2 • 

n -4--l l 
J=1 

2 
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= 0 

On vérifie, en utilisant l'inégalité log x; 
X -1 

2 
pour X) Ü que 

. n 
ê = (i ~ l ~ (x.-i) 2

) n L--l l 
donne bien un maximum de log g 

0
(x). 

n, 
1 

Exemple 1 ._s. Si X a une loi uniforme sur [a, b J, e = { a, b} 

alors n'est pas dérivable 

maximum qui vaut 1 si 

mais il est facile d'étudier directement le 

a = inf x . , b = sup x . • 
J J j J 

Nous allons maintenant étudier un problème qui concerne· 

un autre type d'échantillonnage, 

~. ~-.!:i~! i on ;i e la ~~~~ dan s .J:'.:~kt ion _!!;l!;_,È~~ è ne ( s ~~ 

~~~S ti ~!_oni;_§:ge en c las s .. e s~~~~.r._i éJ • 

La population est divisée en M classes sociales, Soit N 

la population totale, on connait N. nombre d'individus de la clas-
J 

se j, j = l ••• M. On veut estimer la moyenne d'un caractère dé-

fini sur la population ; par exemple le% du revenu dépensé par 

tête pour l'alimentation, 

On peut imaginer que dans certaines classes la variance 

de cette variable est plus petite que dans.d'autres. En particulier 

que certaines classes nomb~~~~ sont particulièrement ,122,_moçà,ènes • 
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Dans ces conditions si on u une idée de ~es variances, on a inté­

r;t i faire un échantillonnage d'un type particulier, 

La classe J contient N. individust N./N =p.• Si on fait 
J J J 

échantillonnage de taille n. dans la classe, la moyenne de 
J 1 D• 

x. + ••• + x.J 
est µ. = _L__.,,_ Y 

J n. 
J 

un 

l'échantillon (X~ 
J • ••• $ c'est un 

estimateur de la moyenne m du caract~re X(% du revenu ••• ) pour 

la classe j, c'est-à-dire de la moyenne de la loi conditionnelle . 
de X/X t j soit ;J •• 

J 

Supposons maintenant faire les 2 types d'échantillonnage 

suivants 

a) tirer n individus au sort dans la population enti~re 

(N supposé infirii) • • • X les v.a. % du revenu 
n • • • 

des n individus tirés. On en déduit une estimation cla~sique 

= de X ::;: 
Xl + • • • + 

n 

X n 

b) 

ir..finie) • 

tirons n. indi~idus dans la classe J 
J 

les n. étant soumis à la contrainte 
J 

(supposée de taille 

M 
µ== E 

i=l 

totale 

n 
L 

j=l 
n. = n 

J 

A cet échantillon, on associe un nouvel estimateur de m~ 

... 
p. 

J 
µ. 

J 

On a E µ = 

= 

M 
L 
i=l 

p. E JJ. 
J J 

p. lJ. 
J J 

Or on at pour une v.a. Xi quelconque tirée de la population 
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n 
EXi = i: E (XR. () XQ,(:j) 

j=l 

n 
= E E (Xi /XQ,E:j) p ( X R. E: j ) 

j,=l 

n 
= ·E p. µ. 

j=l J J 

Donc µ estim~teur de m, constitué de la moyenne pondfré~ ... 
des u. est un estimateur sans biais, 

J 

c) Comparons maintenant les variances de ces estimateurs, 

o
2 (x) = 1 

o
2 si 

n 
2 

a est la variance de x
2 9 élément 

~uelcon~ue ~e la population. 

2 a 
... 
µ ) = 

M 
t 

j=l 

2 2 
p. 0 

J 
µ. ) 

J 

(variance de la somme de v.a. indépendantes) 

M 
2 

2 
0. 

= t p. .,....L 

j=l J n. 
J 

si a. 2 
est la variance d'un élément de la classe j, 

J 

Comparons ces variances. On a 

2 
E (X - m) = 

,Il, 

= 

M 
E E [( X R. - m) 

2 
(Î ( X Q, E. j ) ] 

j=l 

M 
t 
j=l 

p. 
J 

E [(x~ - µ.) + ( µ. - m)]
2 

p. 
~ J J J 

p. 
J 



si xf est élément quelconque de la classe Je 

µ.) = o, 
J 
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µ. - m est une constante• donc E 
J 

( X~ - µ. ) ( µ. - m) = 0 
Tv J J 

et par suite on a 

2 
E ( X Q., (J :: 

M 
= I 

j =l 

Interprétation --

m)2 

2 
p. a. + P. 

J J J 
2 

(µ. - m) 
J 

Le premier terme 2 correspond à la partie de la variance o 

due à la variabilité o. à l'intérieur du groupe j& le 2~me terme 
. J. ~~-=~-

à la variabilÎté (µ. - m) 2 entre le Broupe J et la population 
J , 

gén.irale (carré ~e la "distance" du groupe j à la population 

générale). On a donc 

2 l M 2 m)2] 0 (x) = [ I p. a. + p. ( IJ • -n j=l J J J J 

On vérifiera aisément 5 s l. M = 2 que 

1 

implique que µ est meilleur que X. Montrons que l'on peut tou­

Jours choisir les n. pour qu'il en soit ainsi et déterminons le 
J 

choix optimal des n .• Remarquons d'abord que si l'on prend 
J 

1 1 estimateur "naturel" qui consiste à prendre les n. proportion­
J 

n. 
nels aux p. soit ....l. # p. t n. = (pp.] éventuellement corrigé 

J n J . J J 
d'une unité pour que la somme fasse 1, ( [np.J signifiant le plus 

. .l 
grand entier < np. ) on a 

J 

M 
2 

2 
... 

2 
(J • 

0 ( lJ l) # [ p. w,,..,L_ n 
j=l J p. 

J 

M 
2 # [ p. (J • 

j=l J J 



et donc 

2 
p. (m - µ.) 

J J 

-ce qui montre déja que µ 1 est meilleur que x. 

Pour avoir le choix optimal des n. il faut 
J 

le meilleur choix possible des n. 9 J 

M 
2 

M 
2 

CJ • 

E p. ..... L sous la contrainte E n. = 
j=l J n . 

1 J 
J 
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minimiser, par 

n • 

Nous laissons faire le calcul pour M = 2 par une méthode 

directe. Pour M quelconque employons la méthode de Lagrange, 

' . . . 
Soit a minimiser 

L (nl • • • nM) 

Ecrivons { l&... = 0 an. 
J 

2 2 p. CJ • 

Soit { J. L- = 
2 

n. 
J 

p. CJ • 

ou.· { .. :.1 ~ = n . 
À J 

et en additionnant• 

1 
n = -

À 

M 
L 
j=l 

M 
= E 

j=l 

À2 

p. CJ. 
J J 

d'où le choix optimal des n. 
J 

p. o. 
n. - __ J__,L-..,. 

n 
J M 

L p. o. 
j ;::1 J J 

2 
M 

2 
CJ • 

;? p. _.)_ + ( E n. - n ), 
J n. 

1 J 
J 

j = 1 • • • M 

j = 1. •, M 

j = 1 • •, M 

j = 1 • • • M 



(on v6rifie aisément que cet extremum de Lest un minimum car 

lorsque n. ➔ o. L ~ oo), 
J 
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Le choix optimal (en nombres entiers) est donc de prendre 

n. = 
J 

p. o. n 
[ ::.:J.,__.L_ J 

~ p. 0. 
• J J J. 

c'est-â-dire de prendre les n. proportionnels aux p. a., pro-
J J J 

portions de la classe j pondérée par sa variance, Par exemple, 

et c'e~t le cas pratique, on augmentera les proportions dans le 

sondage des individus d'une classe peu représentée dans la popu-, 

lation mais à forte variance (i.e, classes aisées dans ce problè­

me socio-économique) et on diminuera au X d'une classe nombreuse 

à revenu peu dispersé. On augmentera ainsi ia précision du résul-

tat obtenu sur la population enti~re, 



CHAPITRE III 

INTRODUCTION A LA THEORIE DES TESTS ET DES REGIONS DE CONFIANCE 

1 • Position du prob1ème. 

Soit X = (x
1 

••• X ) ùn n-échantillon d'un modèle statistique 
n 

Soit H
0 

une hypothèse faite sur le modèle et H
1 

l'alternative 

de H
0 

• Soit e
0 

= {e E e, "H
0 

est vraie da11.s (Q, a, P
0

)}. 

e
1 

= {e € ~T/'H
1 

est vraie dans (Q,CL, P
0

)}. Donc e = e
0
ue

1 
\, ..... · . 

Faire un test de l'hypothèse H 
0 

étudié une réalisation x1(w), •.. , 

conclusion "H est vraie" 
0 

ou "H 1 
est vraie" 

contre l'alternative c'est, ayant 

X (w) de l'échantillon, érroncer la 
n 

(c.à.d. e € e ) 
0 

(c.à.d. e E: e 1). 

(Remarquons qu'en fait, dans beaucoup de problèmes concrets, on n'a pas 

H 
0 

contre H
1 

, c'est-à-dire on regarde q_ui de H 
0 

ou de a le ''plus de chances 11 d'être vraie, mais est simplement 

une partie de e, H
0 

et H
1 

étant deux hypothèses s'excluant mais H
1 

n'est pas l'alternative à H
0 

et on étudie souvent plusieurs hypothèse~ H
1
). 

Exemple 1. Test ~ur k paramètre d 'w1e loi de Bernoulli. 

Soit 

loi de Bernoulli 

P(X. :c= 0) = 1 

a) On peut tester 1 e = -
2 

b) e > .1 contre 0 ,{. 
1 

2 2 

c) 1 contre e > 1 e = -
2 2 

1 - e, P(X. = 
1 

1 ) = e 

contre e t .1 
2 

(voir la remarque). 

où 

. 

B 
'0 

est la 



Exemple 2., Test~ l.~ variance d'une 1<2.i_ .N(o,i). 

(Q, a,P ) 2 + = 
· cr cr ER 

OR,:13, N(o,a2))''S?it 
(J EJR.+ 

a) On peut tester e = 

b) e ~ 2 contre e < 2 

C) 0 = 1 contre 0 ) 2 

contre 0 /. 1 

d) 0 E ]2,4[ contre 0 ~ 4. 

Exemple 3. Test (™ paramétrique) ~ la médiane. 

(!;;i, CL, Pe) ern = OR,~, F)~E: OR) ' 
. C 

III.,2 

où n (m.) est l'ensemble des lois de probabilités continues sur JR. On peut 
C 

tester 
a) 

b) 

> 1 µ=2 contre 

µ =j contre 
2 

µ < ..! 
2 

µ /. j 
2 

. 
Exemple 4. Test (™ paramétrique) d'homogénéité. 

Soient (x
1 

••• Xn) et (y
1 

••• Ym) deux échantillons indépendants 

r.,,.., )(Sg n ( )6-9 m définis respectivement \Jtt, 13, F FEn(R) et JR, J?J, F 1 F(n(ffi.) • Le modèle 

n+m rn m 
global est (1R , :J3 , \Q.9 F) 0 (6g F 

1
) )FxF ( 2r....,) F et F

1 
lois de pro-

n+m 1 . 1 . 1 TC \.ltt 

babilités sur 1R; donc 0 = {F,F} ( n2(IB.), ensemble des couples de lois 1 . 

de probabilité sur 1R. Un test d'homogénéité est un test portant sur l'hy-

pothèse les deux échantillons proviennent de la même loi, soit 

(donc e 
0 

est la diagonale de 

Exemple 5. Test non paTarnétrigue d'indépendance. 

H : F = F 
0 1 

Avec les mêmes notations que dans le cas précédent, on veut tester si 

les échantillons (x
1 

••• xn) · et ( Y 
1 

0 •• Yn) proviennent de v .a. indépen­

dantes, ~ et Yk étant mesurées simultanément. Le modèle est donc 

2n n 
(m. , ~2n' 6f F) ., On.teste l'hypothèse 

11:l!, = F
1 

® F
2

11 contre "P n'est pas du type F
1 
~ F/', 

où et 

Exem.ule 6. Test dll caractère str:-icternent aléatoire. 

Soit (X (w), ••• , X (w)) une réalisation de n v.a.r. 
1 · n 

dont on ne 

sait pas si elles sont ·indépendantes., Problème : répondre à la question : 
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il existe u..ne loi de probabilité F telle que (x
1 

••• 1\i) · puissent être 

considérées comme la réalisation d'un n-échantillon constitué de v.a. 

indépendantes) de là F. 

Le modèle à prendre est donc 

/=ll ) TC /-rnn) 
\Jtt ' J\i' F F( n (nl) ' où \Jtt 

est l'ensemble des probabilité~ 

n sur JR • On dispose donc d'un échantillon de taille 1 pour répondre à la 

question H 
0 

n 
F~G 

1 
G, où G est une loi de probabilité sur JR Dans 

cer-tains problèmes on doit préciser H 
0 

n 
: F =QÀ. 

1 
où À. est la mesure 

de Lebesgue sur [0,1]. Par exemple, si on a fabriqué à l'aide d'un ordi­

nateur n nombres et que l'on veuille vérifier que ses nombres peuvent 

être considérés comme n nombres "réels" tirés au sort suivant la loi uni-

forme sur [0,1] (cette spécification de F s'appelle test d'ajustement) 

et indépendemment. 

On a l'habitude de classer les tests en 2 catégories. On parle de 

test paramétrique lorsque e est un ensemble de JR ou de JR.k les exem-

ples 1 et 2 sont des tests paramétriques. On parle de test~ paramétrique 

dans les autres cas. Bien entendu, cette division n'est pas claire mathéma-

tiquement puisque un test paramétrique apparaitrait comme un cas particuliei 

de test non paramétrique et que souvent on peut, à l'aide d'une bijection 

"peu naturelle" identifier e à un sous-ensemble de JR 
n 

ou de JR • 

Intuitivement les tests sont non-paremétri.ques si l'ensemble e est 

u..ne partie de n(JR) ensemble des probabilités sur JR (ou n(JR.n)) qui ne SE 

représente pas "naturellement" comme un ensemble simple de JR ou JR.k • 

C'est le cas des tests 3, 4, 5~ 6. 

2. Forme de la règle de décision. 

.Ayant observé (x (w), .•• X (w)) 
1 n 

on doit ré pondre 11H est vraie" 
0 

ou "H est fausse" statistiquement, c'est-à-dire avec un risque d'erreur 
0 

dans la réponse qui va être· étudié~ plus bas. Ceci étant, les règles de dé-

cision utilisées seront dans les bons cas du type suivant 



décision "on rejette 

"on accepte 

H Il 

0 

H Il. 

0 
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Une règle décision' est une partition (D,Dc) de :ut . Si X(w) E: D on re-

jette H , si 
0 

on accepte H 
0 

Cependant, on ne peut pas toujours se contenter de ce type de règle, 

car nous verrons que même dans certains cas simples, il existe un type de 

règles p~us compliquées mais meilleures, comme nous l'avons vu au chapitre I. 

Le schéma général sera le suivant 
U(w) 

décision 

tirage au sort avec une 

,probabilité p(X(w)) de 

rejeter H, une probabilité 
0 

[1-p(X(w))] d'accepter H 
0 

A chaque valeur observée X(w), on associe une probabilité p et on 

effectue un tirage au sort,(c'est-à-dire on réalise une v.a. de Bernoulli U 

de toute manière indépendante de X une fois choisie p) et suivant la va-

leur de U , on choisira H 
0 

ou on rejettera H 
0 

p s'appelle la fonction 

critique du test, c'est donc une fonction ]Rn - [0,1]. 

Concrètement la situation sera très souvent la suivante 

JR.n acceptation de H 
0 

on fait un tirage au sort auxiliaire 

rejet de H 
0 

D et D' sont en général des ouverts, D11 leur frontière commune. 

3. Tortes tl risques dans un problème de test. 

La fonction de perte q_ue l'on prendra est la suivante : soit d la 

décision prise, d est à valeurs dans l'ensemble à 2 éléments (H ,R ) , la 
0 1 

perte vaut si la décision prise est mauvaise, O si la décision prise est 

la bonne. 
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Si (Q,ll, P0 )
0

E0 est le modèle, si H
0 

= {e € 0
0

} et si le test 

est défini par une région de rejet 

on a une fonction de perte : 

D et une région dtacceptation 

W: Q x e ➔ {0,1} définie par 

w(w,e) = 

w(w,e) = 

1D(X(w)) 

1 (X(w)) 
De 

si 

si 

e E e 
0 

e E e 
1 

Le risque est co:rmne d'habitude l'espérance de la perte, soit 

RD(e) = E0w(w,e) 

= P
0

(D) si 

si 

e E e 
0 

Remarque. Le choix de la fonction de perte très spéciale sur 

e 
O 

, 1 c sur e 
1 

,- peut paraître arbitraire o On pourrait pénaliser les 
.. D 

erreurs grossières, c'est-à-dire lorsque e est par exemple un bout de 
0 

dire qu'accepter à tort H 
0 

est peu grave si il est voisin de e 
0 

et 

est très grave si e est loin de e 
0 

et donc réintroduire une fonction de 

perte de type quadratiqueo 

En fait, de même que dans la théorie de l'estimation, le fait de 

travailler avec une fonction de perte quadratique simplifiait l'exposé de 

la théorie sans perdre g1·and-chose sur la puissance d'application, le fait 

de se limiter ici à cette fonction de perte simplifie l'exposition et il 

n'y a pas grande difficulté à changer de point de vue. Tu plus le paragra­

phe suivant justifiera beaucoup plus profondément le choix de cette fonc­

tion de perte, qui aura alors un sens expérimental très précis. 

La relation (D,Dc) > (D' ,D'c) si et seulement si 

définit une relation d'ordre partiel sur les tests. On a donc une notion de 

test admissible et une notion de test optimal (cf. Chap. I) et on pourrait 

dérouler la théorie des tests exactement comme celle de l'estimation. Mais 

nous allons voir par la suite que ce point de vue n'est pas en général, celui 

que l'on choisito 
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Etudions maintenant perte et risque dans le cas général d'un test avec 

tirage aQ sort auxiliaire U 

w(e,w,w') = si U(w') = H et si e i e 
0 0 

w(e,w,w') ' 1 si U(w') = H et si 0 E e 
1 0 

w(e,w,w') = 0 dans les autres cas (c.à.d. quand il n'y a pas d'er-
reur de faite). 

On a -donc 

Rd(e) = E w(e,w,w') 

= E EX(e,w,w') 

= J p(X(w) dP
0

(w)) 
Q 

si 0 E e ' 
et 

0 

si e i e o 
0 

.Rd(e) = j[1-p(X(w))] dP
0

(w) 

1 Exemple. Soit à tester e = - contre - ; 4 pour une loi de Bernoulli à 

l'aide d'u.'1 (2n+1) échantillon. Le modèle est donc (/o,1} 2n+ 1, ({o,1} 2n+ 1, 

2n+1 ) · 
Qs) B 

0 eE{.1,2} 
4 4 

où est la loi de Bernoulli de paramètre e . 

Pour des raisons de symétrie (justifiées au chap. VII), on peut se 

limiter aux régions D de (o, 1 } 2n+ 1 définies par x
1 

(w)+ ••• + X'); (w)E E 
c.n+1 

où E est u..~e partie de [ü,2n+1] c]N. La décision sera donc 
n 

1 si s C Ec' s = I: X. 
4 

'-

i=1 
1 

3 si S E E • 
4 

On a donc 
3 

2n+1-k 
1 

k 
R(_!) =C (2n+1) (-) (-) 

4 kEE 
k 4 4 

R(1) = L (2n+1) 1 
2n+1-k 

3 
k 

(4) (4) · 4 kEEc 
k 

3 2n+1-2k 
( .! ) 

2n+1-2k 
Pour k < n on a (4) . > ei; donc pour minimiser le 

4 

risque il faut prendre [O,n-1] E E 

[n+1, 2n+1] E Ec • 

Mais que se passe-t-il pour la valeur n? 

Si on choisit par exemple 3 - ' 4-

n+1 n 
on augmente le risque de ( 2n+ 1)(.!) (1) 

n 4 4 
dans le cas où 1 e = -

4 
et on ne l'augmente pas dans le cas où 

contre si l'on fait un tirage au sort auxiliaire, par exemple avec 
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on augmente les deux risques, mais on diminue le risque maximum, comme 

on le vérifiera par un calcul simple. 

Les deux règles de décision ne sont donc pas comparables. 

4. Désymétrisation du risque et formulation classique ~ la 

théorie des tests. 

Dans les faits le problème se pose souvent de la manière suivante. 

Soit à tester l'innocuité d'une pilule. Il est beaucoup plus grave de reje­

~er à tort l'hypothèse que la pilule a des effets dangereux que d'accepter 

à tort cette hypothèse. De manière générale, ceci étant particulièrement 

vrai dans le domaine des sciences expérimentales. La démarche est la sui-

vante. qoit une expérience associée à un modèle à tester contre l'alterna-

tive (ou une autre ~ypothèse exclusive de H) H • Le risque de rejeter à 
o 1 

tort H 
0 

est considéré comme plus grave que celui d'accepter à tort H 
0 

la deuxième conclusion n'amenant que la poursuite du travail de recherche, 

alors que la première amène à l'application de ce travail ( voir exemple ci­

dessus). Dans beaucoup de problèmes, il est un type de risque maximal que 

1 1 on accepte ·de courir dans une certaine situation : un test sur la soli-

dité d'un pont doit donner une certitude très forte, autrement dit on ne 

peut prendre de forts risques en rejetant l'hypothèse "le pont n'est pas 

solide". 

Bien entendu, la notion de risque dépend beaucoup du domaine consi­

déré. La quantification d'évènement négligeable est très variable. Par exem-

ple chacun sait, dans notre monde, que la probabilité qu'une chaise soit 

dans un état non solide est ·de l'ordre de 10- 34 et ceci n'empêche pas les 

physiciens de s'asseoir. 

Le risque admissible à courir pour une hypothèse donnée n'est pas le 

même pour la ruine de l'assureur, le joueur en bourse, le joueur de belote 

ou le biologiste qui cherche à prouver une certaine loio Ce problème de 

quantification du risque acceptable relève donc du domaine concret, et de ce 

fait ce choix est quelquefois assez subjectif. 



IIL8 

Définition. Soit le test d'une hypothèse H 
0 

contre une hypothèse 

effectué sur un modèle statistique r,,..,n ~ (P) ) H étant associée 
\Jl:i' "".n' 0 0€e' o 

e o Le test est effectué à l'aide d'une région de rejet 
1 

D 

et d'une région d'acceptation De. 

. d ère , On appelle _risque e 1 espece 

babilité de rejeter à tort l'hypothèse 

pour 0 € e 
0 

c'est la pro-

H On 11 · de 2e ' _ o appe e risque espece 
0 

P
0

(Dc) pour 0 € e
1 

o C'est la probabilité d'accepter à tort H (nous ver­
o 

rons q~e l'on utilise plutôt que le risque de 28 espèce. 

Le niveau d'un test est a= sup P (D), c}est lé maximum du risque de 
0€0

0 
8 1ere esfèce 

a est le risque maximum que l'on accepte de courir dans le problème de test; 

on dit aussi que le test est significatif au niveau a. 

La puissance du te.st est la fonction 

e 

0 

[o, 1] 

p (D) 
.' 0 

(fin de la définition). 

On introduit alors une nouvelle 

relation d'ordre sur les tests. 

test de niveau a avec fonction puis­
sance. 

Cette relation de pré-ordre ne compare que des tests de niveau infé-

rieur ou égal à un niveau donné. 

Définition. Soient D et D' deux tests (de région de rejet D et 

respectivement) de la même hypothèse H , contre la même alternative 
0 

et de niveau <a, a donné. D est dit plus puissant que D' si 

P
0

(D) ~ P
0

(D') pour tout 0 € e
1 

• Il s'agit donc de la relation d'ordre 

partiel adapté au point de vue symétrisé. 

(Etant sûr de courir un risque acceptable de 1ère espèce, l'expérimentation 

peut comparer deux tests). 

Dans une classe donnée de tests de niveau ~ a , un test maximal pour 

cet ordre est dit test uniformément plu~ puissant (U.M.P. en abrégé d'anglais) 

plutôt qu'optimal. NouR noter8ns cette propriété par U.P.P •• 
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Nous pouvons étendre facilement toutes ces notions au cas de test 

avec ti:i;'age au sort auxiliaire. 

Soit X l'échantillon et p(X) la probabilité de choisir D dans 

le tirage au sort auxiliaire après observation de X. Le niveau du test est 

a = sup l p(X(w)) dP
0 

(w) 
. 0€0 JRn 

0 
et la puissance la fonction 

e _, J, ~ p(X(w) )_ dP 
0 

(w). 
. JR. 

Mathématiquement un des intérêts des tests avec tirage au sort auxi-

liaire sera de donner de bons théorèmes d'existence (et de construire) des 

tests à niveau a donné (et non à niveau < a). 
= 

5.·Test sans biais. 

On dit qu'un test est sans biais si 

Pe · (D) i Pe {D) 
0 1 

test sans biais 

L 
01 e 01 0 

test biaisé 

pour tout e E e 
0 0 

test biaisé 

Si le test est à tirage au 

sort auxiliaire de fonction 

critique p, le test est sans 

biais si 

E
0 

p ~ E
0 

p pour tout 
0 1 

Il est pratiquement exclu de s'intéresser concrètement aux tests bia.isés. 

6. Test et intervalles de confianceo Dualité pour les tests (e = a) ---
contre (e fa). 

A) REGIONS DE CONFIANCE o 

Il s'agit d'une troisième méthode de formulation des décisions en 

statistiqueso Dans la théorie des tests la réponse est oui ou non. En esti­

mation c'est e = e
0 

o En région de confiance c'est e E S où S est un 
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sous-ensemble de e . 

· Soit' * les valeurs de l'échantillon (en général f =JRn). On dit 

qu'une famille (s ·) de parties de e est une famille de région de 
X X( f -

confiance au niveau 1-a pour la fonction g(0) si l'on a 

inf P0 {x, g(0) E sx} ~- 1-a 
0ce · 

autrement dit : à chaque x , on associe Sx , tel que pour P
0 

, c'est-à-

dire si 0 est la valeur "vraie", la probabilité que g(0) soit dans la 

régi9n S déterminée par la valeur x de l'échantillon soit au moins 
X 

On peut alors définir un pré-ordre sur les régions de confianceo Une 

famille (s) est dite ~lus courte ou meilleure qu'une famille S' (~ 
X X 

niveau 1-a) si on a: 

pour tout e
1 

,· ~
2

, g(0
1

) i g(0
2

) 

P
02

{(x,g(e.
1
)) E s(x)} -~ P

02
{x, g(e

1
) c s~}. 

C'est une définition très naturelle qui signifie que S sépare mieux 
X 

les valeurs distinctes g(e
1

) et g(e
2

) que S' • Cette définition dissy­
x 

métrique est évidemment choisie en rapport avec la théorie des tests. 

Enfin par analogie avec la théorie des tests, on dit que des régions 

de confiance sont~ biais si et seulement si pour tout 0
1

, 0
2 

tels que 

g(e
1

) J g(0
2

) on a: 

P
02 

{x, g(0
1

) E s) ~ 1-a • 

B) FAMILLES DE TESTS ET FAMILLES DE REGIONS DE CONFIANCE. 

Considérons une famille de tests T de (e = a) contre (e J a) 
a 

(fmnille de tests bilatères) et soit D leur région de rejet. Posons 
a 

S = {a, x ( De}, (on suppose l'application 
X a 

(a,x) ➔ 1D (x) mesurable). 
a 

Inversement soit S une famille de régions de confiance. Définissons une 
X 

famille de tests D par D = { x, a ( Sel. Les deux définitions sont dua-
a a x 

les : 1 'espace 0 du paramètre et 1 1 espace de l'échantillon .jouent un 

rôle symétrique, puisque 
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Donc il y a correspondance biunivoque èntre famille de tests bilatères et 

familles de régions de confiance. 

Si la famille de tests est au niveau 

niveau de la,farnille de régions de confiance 

a , on a P (D ) = a o Le a a , 

S est défini par 
X 

inf P {x, a E S} = inf P (De)= 1-a o 
0 a X 0 a a 

Montrons enfin que les relations de pré-ordre sur les familles de régions de 

confiance et de tests sont les mêmes. 

Dire que D est meilleure que D' pour tout a (D' étant une 
a a a 

autre famille de tests au niveau a) c'est dire que Pb(Da) > Pb(D;) pour 

tout b 'fa (D est plus puissant que D') donc 
a a ' 

Pb{x, a E se} ~ Pb{x, a E S'c} 
X X 

ou 
Pb{x, a E S } ~ Pb{x, a E S'} 

X X 

qui est la relation de pré-ordre S:.IT les familles 

est immédiate. 

S et S' • La réciproque 
X X 

Exemple. Considérons la famille de tests de {e / e }, 
0 

0 est la moyenne d'une loi normale de variance 1, tests au niveau a. 

et 

On verra qu'il existe alors un test sans biais de la forme 

X n 
étant l'échantillon, avec de plus 

=a. Cette équation ne suffisant pas à déterminer 

c
2

, choisissons les symétriques par rapport à ne 'soit 
0 

c = n e - 1{n b ( e ) , c
2 

= n e + 1{n b ( e ) o 

1 0 0 0 0 

La région de test s'écrit donc 
n 

{ II:.": x. - n e l > fn b(e ) } = D0 f . 
1 

l O 0 
l= 0 

où b est déterminé par 

La loi de 

n 
P0 Il)'. xi -n e

0
j > 1{nb(e

0
)} = a o 

0 i=1 
Z X. est 

l 
N(n e , n), d'où. 

0 

J
ne0 +b1n (x-n e )2 

· exp 
O dx = ne -bl{n 2rc 

0 

1-a 

où 



III.12 

soit t Jb 
V 2-n; · -b 

'X2 

e 
2 

d.x = 1-a o 

b(e) 
0 

est donc une constante qui se lit simplement sur la table 

de la loi normale. La région de test est un intervalle de l'espace des 

valeurs de l'échantillon. 

Etudions maintenant la famille des régions de confiance associées à 

ces régions de testso 

On ne considèrera pas la valeur (x
1 

••• xn) de l'échantillon mais 
n n 

seulement la valeur L :X: • = t de la statistique 
i=1 

J.. C 
1 

X . • 
l 

On a s = {e, :X: r De} I:; 
:X: e 

St = { e' t E De} 
e 

(puisque D
0 

ne "porte" que sur T). 

Donc St == {e, l t-~ el ~ yn b} 

{ St} tE.R est donc une famille d'intervalles de confiance. Si a est donné, 
:x:2 

J
b - -

b est calculé par 2 e 2 d:x: = 1-a , si t est la valeur observée, 
V2n 0 

l'intervalle de confiance au niveau 1-a est donc t b 
[- - -
n 1{n 

voit que la taille de l'intervalle décroît à la vitesse ...1. 
yn 

t b +-]. On 
n vn 



CHAPITRE IV 

LA STATISTIQUE NON PARAMETRIQUE 

I. Introduction. 

Les statistiq_ues descriptives utilisent souvent le terme de paramètre 

dans un' contexte où il n'y a. pas de modèle .. Les paramètres comme la médiane 

servent à décrire l'échantillon ou les données. Il en est de même en stat:i.s­

tique mathématique (ou inductive). Très souvent, on n'a pas d'j_dées précises 

sur le modèle (on: que ce soit l'expérimentateur bu le statisticien). Fixer 

a.rbi trairement un modèle de manière à pouvoir employer une métb::ide mathéma­

tique (test ou estimation) bj_en connue, relève souvent plus d'une démarche 

idéologique ("couverture" rationnelle d'une théorie mal justifiée) que d'une 

démarche scientifique. On désigne par statistique non-paramétrique deux sor­

tes de techniques a priori assez différentes. 

D'abord toutes celles qui opèrent sur un modèle très général et q_ui 

en particulier dans le cas_ des tests n 1 ont pas d'équivalent dans le domain~ 

classique (ex ; test du caractère a aléatoire" de 1 1 échantil:'...on). D'autre 

part, l'utilisation de statistiques dont la loi est i11dépendan+;e du modèle' 

sous des hypothèses très larges (free~statistics en anglais, les traductions 

françaises ne sont pas très sûres ~ libres ou universelles) 9 ce s.ont es-

sentiellement des statistiques fondées sur la notion d 1 ordre 9 comme nous le 

verrons ci-dessous. Les hypothèses sur le modèle sont très générales (loi 

continue ou quelquefois symétrique). 

Parmi les avantages de la statistique non paramétrique, citons son 

caractère général (indépendant du modèle) 1 le fait que très souvent, elle 

procède plus du classement des données que de leur mesure (on dit en américain 



qu'elle est bien adaptée aux données sales c.àod. entachées d 1 erreurs de me­

sures), ces caractères sont dits caractères de robustesse. 

Par contrej il n'est pas possible de calculer des pu.is;,o:,:~-:?s en u.E 

sens simple. Disons cependant que de ma.11.ière ,très générale? sur-tout peur les 

petits échantillons 9 quand on emploie une méthode non paramétrique sur llil 

échantillon de source paramétrique (simulation) ou que l'on calcule mathé~ 

matiquement la puissance d'un test non-paramétrique dans Tu.'1 modèle classique 

(gaussien, exponentiel etc ••• ), les méthodes non-paramétriques, si elles sont 

moins bonnes que· les paramétriques, leur sont cependant comparables (puis-

sance souventrupfri.eu:œà la moitié de la paramétrique). Concluons en disant 

que trop souvent ce sont la tradition de modélisation àbusive? le goüt d'u-

tilisation de "belles techniques mathématiques 11
, le caractère enrn:yeux des 

théories non-paramétriques qui font utiliser à tort des théorfos paramétri-

ques. De ce point de ,me, nous mettons en garde le lecteur. La place réser-• 

vée dans ce cours aux techniques non para.i11étriq_ues est insuffisante par rap-

port à leur importance, surtout dans le type d'application ou J.a modélisa-

tion est très arbitraire (par exemple les Sciences Humaines). Pour termi-

ner, remarquons que nous avons classé à part le test du 2 
X , bien qu 1 il 

soit non-paramétrique. Ceci essentiellement parce qu I il n'est pas fondé sur 

les statistiques d'ordre et que sa justification n'est qu'asymptotique. 

2. Statistiques d'ordre. 

Soit X un n~échantillon de v.a. de loi F sur JR. On 
n 

notera encore par F la fonction de répartition des X et l'on supposera 

F continue. L'échantillon ordonné X( 1) • 0 
• 

c.à.d. X( 1) réordonné par ordre croissant, 

ordre croissant, (X(n) = plus grand X . • 
l 

est l'ensemble des X 

= inf X. , X( 2 ) = 2
6 

X. 
1 

. l , l 
~J.~n 

par 

Une statistique T est dite universelle ou libre si sa loi est indépen-
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dante de la loi F de J.'échanti11or:.o L'exemple fondame:-:;taJ J.e statisti-

que universelle T à valeurs d.ans 
Y.l 

]R 9 est celui. de la sui te u1 ."o"' u , : n 

où u
1 

= F(X
1
) 9 ,,oo U = F(X )o Les U. sœ::.t alors des Voa" 1. .f:-Yl.-'.19.n::e,'è\9 n n 1 

d.e loi uniforme sur [ O? 1] : 

= b-a. 

Donnons quelques interprétations é<tident.es des. X( 
7 1" 

\. -··, 

a) x(n) in tervie2:1 t dans les 1,--l ' pro demes d.e séeu.rité o 

b) x(1) intervient dans les problèmes de sécurité 9 ou de :.f:i.abili.té 

c) La médiane (X(n; 1) si n est impair,n 1 importe quel nombre en-

si Il est pair , est ,me mesurs de position 0 1J. de et X(n 
2)+1 

moyenne ( tendance dite centrale ou principal.A)$ 

X( 1 )+X(n) 
d) 2 est aussi 1.1_ne mesure de la tendance centrale. 

e) La plage X(nrX( 
1

) est une mesure à.e dispersion. 

f) La transformation (X ••• X) - (x( 1i"°" X( 1) = Y :n'est évi-
1 n ; n, 

~. '1 

demment pas biunivoque. Elle l 1 est sur chaque ::rr(~ cJR'.- où Y= ,:JX, 
' Ci 

ce domaine le jacobien de Y= 01 est · • On en. déduit. aisément que la 

d.ensi té de 
n 

est n! TI fX(y.) 
, i= 1 ::r. 

f :iensité de X (puis-

y 1 <Y 2 • •• <Y n 

que il y a n! permutations 0)" 

Les lois des (margir1ales) sont immédiates à calculer, par 

un argument combinatoire, par exemple si F a lL~e densi+,é f 

n! 
f (y)=-----

r r · (r- 1) ! (n-r) ! 
Exercices. 

a) Montrer que la den.si té de X(r) ? X(s) est donnée pa,,: 



f (x,y) 
r,s = Îr-1}! (s-r-1) ! (n-sJ ! 

n! 

x [ F(x)r-- 1 ( F(y )-F(x)) s-r- 1 ( 1-F(y) t-s] 

x f(x) f(y), x < y, r < s ~ 

b) T.couver la densité de la médiane µ 

si n 

si n 

= 2m+1 

= 2m 

on a f (x) 
µ 

on prendra et ensuite 

partir de f (x,y) et faire le changement de variable 
m,m+1 

il vient f ( u) = ( 2m) ! 2 J00

F ( 2u-v t- 1 
µ ' 2 

(m-1 )! u 

x (1....:F(v))m- 1f(2u~v)f(v)dv o 

IV.4 

x+y 
u =-, 

2 

c) Calculer la densité de la plage JraIJ._ge) X(n)-·\ 
1

) Q 

k n ! (r+k- 1) ! 
d) Montrer que EjUrl = (n+k)!(r- 1;l! 

( ) r(n-s+1 )' 
cov\U ,U = ----- r < s 

r s (n+1) 2 (n+2) 

corrélation ( ' 1 
u( 1) ~ u r \J == - • 

\Il) n 

Ci tons u.."1 résultat de convergence en loi dû à Smirnov, trop compli­

qué pour être démontré ici mais qui donne une :idée des approximations uti-

lisables lorsque n est grando 

Théorème. Supposons que 

F(n) = p • Alors 

v p( 1~p) 

r(n) 
n 

= p et soit n défini par 

est une cons­
tante. 

Soit U..'1. échantillon tiré d 1 une population à 2 caractères A et B ~ 

On note par un mot la réalisation de cet échantillon de taille n, par exerr.-

ple, x
1

(w)ooo X (w) = A AB AB B B 
n AB A o 

Un~ est une suite de mêmes symboles 

A AB B BAB A= (AA)(BBB)(A)(B)(A) 

intervenant successivement dans le mot et de longueur maximale parmi les 
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sui tes ayant cette propriété (précédée et suivie soit d'un symbole diffé­

rent, soit de rien). Nombres de runs et longueur des runs sont des statis­

tiques ex:ploi tables, notamment pour tester le caractère aléa_tcj,2-~ d 1 i.::.n 

échantillon donné, c'est-à-dire pour vérifier que l'échantillon peut être 

considéré comme tiré au sort dans une population infinie, chacun des i~di-

vidus représentant la réalisation d'une v.a. X. dans une suite 
l 

de v.a. indépendantes et équidistribuées. L'hypothèse alternative ~1.1 é-ta::it 

souvent pas détaillée, on peut perfectionner la technique des ri..:ms ~'-'l'lS le 

cas des caractères quantitatifs en considérant les .runs croissants "l'' ~'.::;-• 

croissants (cf. plus loin). 

a) Nombre total de runs 

n taille échantillon 

n nombre de A } 1 fixés 

n2 nombre de B 

r1 nombre de A-runs 

r2 nombre de B-runs 

R=r
1 

+r
2

. 

Problème.: troùver la distribution de R lorsque l'hypothèse H 
0 

110n a tiré au hasard et indépendamment n individus dans une populatiœ1 

infinie" est vérifiée. 

Lemme 1. Le nombre de configurations distinctes de n objets j_r'.'" f-\cero:fol'les 

dans r boites discernables est 

Lemme 2. Soient R
1

, R
2 

les v.a. nombres de .A-runs et B--,ru::isi la :~oi 

du couple R
1

, R
2 

est donnée 

(t+n2 ) n, 
r 

2 
= 1 , 2, ••• , n

2 

ou r 
1 

= r
2 

± 



C = 1 si r , = r .± 1 o . ,_ 1 2 

Lemme 3o 

r pair 

= - si r impa:i,r 

et 2 i r ~ n., 

Ex n = 5, n2 = 4 
1 

P(R = 9) ::::: 00008 P(R = 8) = 00063 

P(R = 2) = 0.0016 p(R = 
' 3) - 0.056 

Si on rejette pour RE: !2f9}~ on trouve comme niveau significatif 00024 

Etude asymptotigueo 
Il 

lim 

lim 

. . 1 t. . ' si "A.==-- 1 e~si n-= avec 1\. 
n 

E B := 2À ( 1-À) n . 

Var _R = 4À 2 ( .1-À)2 
1{IT 

et m1 calcul pénible montre que 

R - 2 À( l~À) 

2'frl À u-À. J 

constant, 

Remargueso 1. On ne sait évidemment rien sur la pui$sance, l'alternative 

à H dtànt trop large .. ! 
0 

2. Si on rejette H 
C 

on a intérêt à regarder s'il n I y a pas une 

tendance unilatérale par exemple 11les A plus grands que les B n et à 

faire alors un test unilatéral car cette tendance indique une tendance à 

un nombre anormalement ;,retit de runs (les grandes valeurs étant sa:ns :si-

gnification)o 

3" On peut aussi remplacer ce test par un test fondé sur la dis-, 

tribution du run le plus long (un run trop long est suspect, un plus long 



\un ru..71 tro,p long-e,st su-spect- 9 un plus long run trop court peut indiquer 

une périodicité). 

4o Dans le cas où les voa. observées sont quantitatives ,;oàodo réel­

les, on utilise souvent la méthode dit du run up and down. Le ru_r1 démarre 

chaq_ue fois q_ue la v .ao observée est plus grande que la précédente (run 1Jp 

ou croissant) si la suite précédente était du type down (décroissante) et 

réciproq_uemen t 

Ex. : 7 8 2 3 4 5 s I écrit 

+ - + + + ==> 3 runs ( 1 9 +) ( 1 ,- ) ( 3, +) o 

Des calculs compliqués donnent la distribution du nombre de ru."ls up and 

down sous H et le comportement asymptotique, 
0 [(16:ri-29)/90] 172 

Le test de H a pour région de rejet les trop petites valeurs de R o 
0 

4. Tests d' a,justemento 

L'hypothèse H 
0 

dans u .. "'l tel test e~t l·a suivante, J. 1 échantillon est 

la réalisation de v .a. indépendantes équidistribuées, de lei F 
0 

fixéeo 

On ne discute ni de 1 1 indépendance ni de 1 1 équidi.stribution 9 c,,à"d. que l I on 

admet que l I échantillon est du type ''classique 11
• On discùte 

H 
0 

F F 
0 

F 
0 

Remarque importante ~ très souvent le test d'ajustement consiste à prendre 

pour F 
0 

une loi, par exemple 9 gaussienne dont on a estimé les paramètres 

m et cl . Si l 1 estini'ation s'est faite à partir de l 1 échantillon 9 les mé= 

thodes de tests d'ajustement à F(m 9 o2 ) exposées ci-dessous ne sont 12lu,ê_ 

valables. On doit utiliser des résultats plus élaborés. 

Remaxgue. Comme nous l'avons déjà dit, le test du 2 
X est reporté à un 

chapitre ultérieurf c'est typiquement un test d'ajustemento 



IV.8 

a) Dis tribut.ion empirique o 

On F (x) k 
si X(k) X(k+1) pose = - ~ X < n n 

= 0 si X ( X( 1) 

= si X ) x(n) 

(où X(j) est l 1 échantillon réordonné). 

On a donc 

P(~n (x) ::, ~) = (~) (F(x) )k(1-F(x) t-k 

pour k = O ••• n,. si F est la fonction (inconnue) de répartition de X. 

En particulier E F(x) = F(x) 

" F(x) ( 1-F(x)) 
Var F(x) = -----

12 

La loi large des grands nombres montre que F (x) ---" F(x) 
n 

Un résultat beaucoup plus fort est le suivant 

Théorème de Glivenko-Cantelli.~ 

F (x) _,, F(x) müformément p.s. c 1 est-à-dire 
_n 

VE> 09 P(supjF (x) - F(x)j > e) _,, 0. 
:n 

en probabilité. 

Nous laisserons Ja démonstration de côté. Par contre une application immé-

diate du théorème de limite centrale donne 

,r;:;-n (Fn (x)-F(x)) ( ) 
i"" - N 0,1 • 

VF(x) ( 1-F(x)) 

b) Les tests ~- Kolmcgorov-Smirnov. 

On pose 9 · po-y.r F con ti.nue ~ 

D = sup j F (x) - F(x) j 
n x· n 
+ ' F (x) - F(x) D = sup 
n X n 

D- = sup F(x) - F (x) 
n n 

D = max sup 12: - F(x) j 
n 

O~i~n X(i)~x<X. 
1 

n 
l+ 

en posant 

d'où D , · l i · · f F(x) l = max - - .in 
n i 'n x(.) X ' 

J_ ~x< i+1 

- max j~ - F(X(i)) l 
1~i{:n 

= max 1~ - U(•)l. 
1~4n n l., 



Donc la loi de D est indépendante de 
n 

F Q De même pour 

calcul de D est pénible o 
:n 

On a 
Ü si. V,$. Ü 

D o Le 
n 

P( D < _21 + v) - f 1 /2n+v J2n-1 /2n+v 
o o o f ( u • o • u ) du •. , • du 

I I 1 n :n 
n n 

1 2n~v 2n-1 2n-v 

si V ). ..?:1=1 
" 2n 

où f(u •o• u) = nl 
1 n 

si 000 < u < 1 n 

= 0 sinon 

Dé t t ., . 0 ,. 1 1 mons .ra ion i ,, -·-· + v < 
2n 

1 / 
OU - 2rl , V 

P(D < ..l + v) = P{ supl F (x)-x! 
n 2n x n 

1 
< 2n + v} 

Soit 

2n-1 
< 2n- car 

U(·) < x < U. 1J). 
'1.. J.+ 

d'où le résul tato 

Des tables donnent P(D > D ) = a ? on en déduit un test d'ajustement~ 
n Il9a, 

Théorème limite de KolmogorO'v ,et Smirnov o 

Si F est continue? 

lim 
n-= 

Cette fonction est bi.en tabulée o L'approximation est très bonne pour n ~ 35 

( de 1 1 ordre de O 9 01 ) ,, 

Théorème • On a 9 pour F con t.inue 

du ••• du pour 
1 n 

Démonstration o P(D + < ~;) = P[ ('\ ( 2-- X( . ) < t) ] 
n · 1~:i.~:n n 1 

= P[ ;~/X( 1 ) > ¾ - t] CoQ..F oDo 



Propriété limite : 

lim P(D+ < 
1
~) = 1 -

n ...... oo n y n 

et ,1,,-,D+2 loi 2 
'"t"L --+) x (2) 

n 

2 -2z 
e 

(cL chapitre sur le x2) o 
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5. Statistiques fondées sur les rangs des statistiques d'ordre. 

A) Définition des rangs. 

Soit O'(w) la permutation définie par 

pour tout j, j = 1 ••• n • 

j s'appelle le rang de ~ dans l'échantillon x
1 

••• Xn· On note­

ra donc a(k) ce rang, qui est une v.a. à valeurs dans {1 ••• n}, on peut 

encore la définir par : 

o(k) =tfk 1(~>Xi) + 1. 

La distribution de a(k) est uni.forme sur 11 ••• n}. On a 

P[(~< x)n a(k) == j] == iP(Xk< x/o(k)=j) 

= ..1p(x( ·) < x). 
n ,J 

supposons que X ait une loi continue F • On a : 
n 

E ~ a(Xk) = Z: 
J=1 
n 
~ jn l 1 ( ) j- 1 ( ( ) )n- j ( ) = ~ ( j- 1) dn-j )T ]R. x F x 1-. F x dF x , 
j=1 

d'après la forme vue plus haut de la loi de X(j)· 

Des calculs élémentaires donnent 
n 

L j E Xe . ) = n(n~- 1) E X. F(X.) + n E X. 
j==1 J J J_ J 

- . (k) n+1 var "'(k) . n2...1 
E 0 =2' ,__..,_ ==-12 

et p(X., a(k)) = 12(N-1) EX F(X) - 1/2 EX 
·-.ic N+1 V Var X 

Remarques. 

1. Cette corrélation est assez variable et montre que les rangs ne 
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représentent pas très fidèlement l'éçhantil.lon~ mais son sens nuel;lt pas trè$ 

clair. Nous y revi.endrons. 

2. On dit qu I il y a des noeuds lorsque l'on observe plusieurs valeurs 

égales des variableso Ceci est fréquent lorsque 1 1 on utilise des rangs pour 

des lois F discrètes, ce que l'on fait couramment. four traiter les noeuds 

on peut 

a) faire un tirage au sort pour déterminer le rang entre valeurs 

égales. Cette méthode a l'avantage d'étendre la validité de la théorie aux 

lois discrètes. 

b) .Affecter à toutes les variables concernées le rang moyen. Ceci 

fausse les lois des statistiques concernées (par exemple : cela diminue la 

variance de a(k)) ; il existe d'autres procédures. 

B) Tests de la médianeo 

La médiane joue,en non paramétrique, le rôle que joue la moyenne 

pour certaines lois paramétriques comme la gaussienne (où la moyenne est 

la médiane) et d'autres. 

Lestestsnon paramétriques que nous allons définir seront utilement 

comparés aux tests paramétriques. Rappelons que la médiane 

comme l'un des nombres tels que 

µ est définie 

P(X ~ µ) = P(X ~ µ) = 1/2 

Le problème est de tester H : "µ = µ " 
0 0 

contre ( test bi-

latère) ou contre H' 
1 

: "µ > µo 
Il test unilatère. 

On supposera P(X = µ) = o. 
0 

a) Le test du si~ne. 
n 

Si H est vrai, la v.a. S = L 1( suit we loi binômiale 
o n i=1 Xi>µ) 

B(n, 1/2). Les grandes et les petites valeurs de S conduiront donc au 
n 

rejet de l'hypothèse H 
0 

(dans le cas bilatère). De manière précise si 

est donné, on peut déterminer des entiers k
1 

(a) et k
2 

(a) tels que 

a 



k
1
(a) = inf{h, P(Sn ~ h) ~ i} 

k/a) = sup{h, P(Sn ~ h) ~ i} 
et la région de rejet sera 

(sn ~ k 1 (a) ),,u (Sn à k/a)). 

IV,.12 

De mi§me dans le cas unilatère la région de rejet sera (Sn ~ k(cx)) avec 
n 

k(a) = i~f{J;i, L -l (~),, a},. 
k=h l ./Il,. 

On sait que pour n grand 
3n-n; 
1 ·-rrl ,., N( o, 1), 
./2. 

on peut donc approximer la loi de Sn par une loi normal.a~ 

Cependant, comme on prend des v.a. discrètes, on l;l. iv,térat pour 

tel unilatère par exemple, à c~oisir k(a) de la manière suivante. 

k(a) = [1/2 + 1/21(ii za + 1/2 n] 

où • a •• t défini par : y½,; .[ o _.,,_z hdx ~ a ( la co~""etion 1/2 venant 

0: 
du caractère discret de la bin8miale, on laisse au leoteu~ le soin de la jua~ 

tifier). 

On peut calculer la puissance de ce teat sur dea modèles paramétri-

ques. Si H est rejeté, et si on appelle 
0 

on a, par exemple pour le test unilatère ; 
n 

1t(p) = ~ {~) pk( 1-p)n-k • 
Îc\a) 

p la :p:robabilité que 

Batemple numérique : a= 0,05,. .Alors il n'existe pas de te.st de niveau signi-

ficatif a , la valeur la plus proche, par exemple po'\.U." n ;m,. 16 ~st k :;:, 12, 

qui donne 
16 

16 1 C ( k) 16 = 0,038 • 
. 12 . 2 

Si on veut a= 0,05; il faut, comme à 1 1habit\l.de :pour l.ee lflis discl"ètes, 

faire un tirage au sort .auxiliaire. Si on prend a~ 0,038, la loi ga.ua-.. 

sienne N(29, 04 ; 1) on peut tester H
0 

; µ
0 

;;: 28 cont:ra H
1 

; µ
0 

> 28. 

On a alors p; 0,85 (c.à.d. on est très loin de H
0

)~ 
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La puissance du test b:Lnômial n(0 9 85) est 0 9 92 o La :pu:i.ssanc,e du test 

de la moyenne (cfo chapitre sur les gaussiennes) est, 

La différence est considérable mais on est dans un cas vr,~i.Ine:q_t ~é.favorab1e 

car l'écart à la moyenne est de Pordre de c:r ., 

b) Interva'lle de co:nfl.ance et test d~ordre sur. la méd~., 

On a6 · sous . H , • • 0 

P(X(k1) ~ µ!,) < x(k2)) ,-; P(U(kt) < i < u(k2))· 

;,f 
1 

gk k (upv)d:u. dv ;-,,, c(n 11k 1
,,k

2
).,/ 

u<2.<v 1 P 2 vn 

Si g .est la densité des sta.t:ist:i.ques dvordre numér.O .k' "et k 
k

1 
,k

2
,n 1 · 2 

d'un échant.illon de .1.o:i uniforme. S:i a est donné? .U existe de.s choix. 

(non uniques) de k
1 

et k
2 

tels que 

1

c(n,k 111~2
)} 1~,,q: 

et aussi voisin que possible de · 1~a o On e:n déduit 

a) un ü;i,tervalle de confiance au niveau a: pour µ. , 1 1 :ï.nte:rva11e 

b) un tes·t : H est rejeté si 
0 

qui est telle, 

Avant calculé z • comme précédemment 9 on calcu.l~J.les solutions entières· 
(X 

de l'équation approchée, 

soient puis m tel que 
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on rejette H . Le lecteur détaillera aisément cette procédure. 
0 

c) Cas de 2 échantillons apariés. 

Soient 2 échantillons a pariés de v .a. X et Y, non nécessairement 

et (y ••• Y), sous la forme 
1 n 

(x ,Y
1

) ••• (x ,Y). 
1 n n 

Soit z. = X.-Y., la loi de Z. étant supposée continue. On teste 
l l l l 

ici,la médiane des différences est O (et non la différence des médianes 9 si 

X et Y sont des v.a. indépendantes ou simplement symétriques, l'égalité 

des médianes équivaut à une médiane des différencés, nulle). On est ramené 

au problème du test de signe déjà vu. 

d) Test de Wilcoxon ou test sigrie et rang. 

Soit la médiane des X. • N'utiliser que les signe.s est appau­
i 

vrir beaucoup l'information donnée par l 1 échantillon. Soit D. = X.-µ • 
l. l 0 

On ordonne les j D. I 
l' 

par ordre croissant et on note (resp. ,r) la 

somme des rangs des D. 1- 0 
l 

(resp. des 
+ n(n+1) 

Di ~ 0), T + T = 
2 

On s'in-

téresse à la loi de T+ (qui fait intervenir les valeurs des D. , pas seu­
l 

lement léurs signes). On suppose, et il est important de le retenir, que la 

loi F des X est symétrique par rapport à la médiane µ , c' est...à ... dire 
Q 

que F(µ -x) = 1-F(µ +x), 
0 0 

x > 0 et donc que 

loi des D. étant symétrique au sens ordinaire. 
l 

P(D. > a) = P(D. < a), la 
l l 

Comme nous l 1 avons déjà dit, la médiane, dans le cas symétrique doit 

être considérée comme le paramètre naturel de centrage et un test sur la 

valeur de la médiane est un test de centrage. Notant 

on a 

Z = 1( (i) D(i) > 0) 

n 
T+ =[: i 

i=1 

Il est clair que sous H
0 

, P(Z(i) = 1) = ~ • On en déduit 

et + 
VarH T 

0 

n(n+1) (2n+1) = ___ 2_4_. __ 

E T+ = n(n+1) 
H. 4 

0 



Quand H 
0 

est fausse~ un calcul. s:inrple mœi.tre que 

On a alors Var T+ = 

p. ( 1-p.) ~ -
4
1 on a 

l l. 

Si µ > µ
0

, il est facile de voir que 

en général o 

1 
p. > =2 

J. 
et si 
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1), et comme 

on a 

Le test unilatère sera donc défi1J.i par une région de rejet du type 

et le test bi.latère par 

2T+ 
f NCN+1; -· 

1 
~ k 

2 

Les valeurs de la loi· de T+ sont tabulées o 

On vérifie que pour n 

4T+ - n(n+1) 

V~ n(ri:+1)(2n+1) 

1 < 2 

On peut évidemment employer cette technique pour le cas de 2 échanti11ons 

appariés et aussi pour tester la symétrie d'une loi (mais ce n I est pas très 

bon)o 

Conclusion i 1 1 intérêt des tests de signe est qu 1 ils ne nécess:i te.~.t 

pas des mesures très préciseso Le -test de signe est bien adapté à des voao 

qualitatives ( O, 1) o 

Vefficaci té asymptotique relative de ces tests par rapport au test 

de Student pour une loi normal.e est de o~ 64 pour le test de signe et de 

Oj96 pour le test signe et rang ce qui est bono 

c) Comparaison de 2 échant:Ulons 0 

a) On ne suppose plus les 2 échanti1l.ons appariés (de ma.ni.ère natu­

réel.le ou artificielle) et en particulier on ne suppose pl.us leurs tailles 

égales,, tB plus, on suppose toujours ici les 2 échantillons indépendants 
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soit et 

échantillons sont issus de populations identi.ques en loi (et que 1 1 on peut 

donc considérer comme identiques tout court). Si les populat:i.0· '.: :, ;:::i.t suppo-

sées normales, on sait l>ien tester "m = m" X y 

"mx = my et 0X = ay". Dans les problèmes non paramétriques? utilisables 

dès que l'on a quelques doutes~ sur les modèles paramétriques 9 on fait l 1 hy­

pothèse que les lois F sont continues ( quoique on puisse appliquer 9 avec. 

quelques précautions les résultats à des lois discrètes). 

Les alternatives classiques à 

H1 Fy /. FX 

H 
0 

sont ~ 

H
2 

F/x) ~ F/x) peur tout x où Y est plus dispersé vers += 

que X. 

Nous étudierons plus systématiquement comme da:r1s le cas paramétrique~ les 

hypothèses sur le centrage (en anglais ~ location) et sur 1 1 échelle 9 à savoir g 

He "F (x) = F( x-8 ) pour un certain e /. O " 
1 

Y · ' o· o 

He 11il existe e' F/x) = F(x-e) H 

2 
et de même 

~1 
"F (x) =F(ox) 11 pour un certain a > 0 y X o · 0 

HE~ rvil existe 0 tel que F/x) = F/0x) 11
• 

2 
Une autre hypothèse 9 dite de Lehman qui peut intervenir dans des problèmes 

de fiabilité 1 est 

k 

(Y est un maximum de k v .a. X). 

entieru 

Nous allons d'abord passer en revue l'application des tests déjà vus. 

On classe les X et les Y par ordre croissant pour obtenir un 

écrit symboliquement sous la forme 

XXYXXXYYXYYX o•• 
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On compte le nombre (total) de ru..'1.s R ,s'il est trop peti.t~ cela i.n.d:..q::ï.e 

souvent que X a tendance à être plus grand que Y , ou réciproq·1.em.e.".l.t ; 

la région de rejet de H 
0 

contre est. donc R < c , R 
a, 

(cf. paragraphés précédents, échantillons de tailles m :n) o 

b) Test de Kolmogorov et Smirnov. 

A ,. 
Soi.en t ~X et Fy les distributions empiriques de 

Si H
0 

est vraie, 

X et Y o 

suit une loi indépendante de F, (immédiat en passant aux variables uni-

formes Ui et V. 
J 

associées aux X et aux Y). 

Le calcul de la loi de D est assez finaud et utilise profcndé-
m,n 

ment les propriétés des manches aléatoires arrêtées sur certa::::~s;;, barrières 

(cf. Cours de Probabilités). Un théorème de Smirnov donne la dj_stribution 

asymptotique .de 

On 

On 

Ce sont des 

lim 
m,n- 00 

m =· cte n 

trouve que 

peut aussi 

p [" J_E:E-_ 
V m+n 

c'est celle du 1{n D déjà 
n 

étudier + " D = max(:P -F ) 
m,n X Y 

vu~ 

et tester H contre H2 0 

tests très bons, applicables moyenna..Yl t les précautions haoituel-

les aux cas discrets. 

c) Le tes.!_ de la médiane. 

Soit à tester H • "F - F Il o • X-· Y contre une alternative à. préci.-

ser, où FX (resp. F ) y est la loi de X (resp. Y). On a un m-échantil-• 

lon x, X de X 
: 

n--ééhan tillon y1 y de .Y ' 
un ... m n 

N == n+m, z = (z, •• 0 z ) = (x xm' y1 00. ·y ) • 
m+n 1 n 

A 

Soit µ la média.Yle empirique de z , 
,. 
µ - z si N est impa::.r (N+1) 

2 

µ C [z(N/
2

), \N+3}' 
N pair, 

2 



(pour se fixer les idées on peut prendre le milieu de l'intervalle). 
n 

IV .18 

Soit V=L 
i=1 

1cx. <T). Sous H 
0 

et si F est .continue 9 posant 
l 

U = F(Z), on montre âisément que la loi de V est indépehdante de F , 

c 1 est celle que 1 1 on obtiendrait pour des variables de la loi uniforme 

sur (0,1). 

Les schémas ci-dessous décrivent la situation 

2 

T 
1 0 " JI )1 1 1 1 

vxX X 
. 1 
(w-v-1 )xx 

T o, 1 

7t ,x H,,..,I ' ' 
,rxx Y (m-v )xx 

Dans le où N est pair 9 on fait le " calcul en rem-plaçant dans les cas meme 

formules 
N-1 N (cf. interprétation plus haut). 

2 
par 

2 

Remarquons H 
V 1 (m grand). que sous - -> 

0 m 2 

Le test contre li alternative générale H1 "F = F " a donc pour région X y 

de rejet 

/v > c
1 
(ex) V V< c

2
(ex)l 

C 
1 ' 

r, convenablement choisis. ~2 

Le test devient très bon quand on prend pour alternative, 

On a alors : 

H" 
1 

e > 0 ~ région de rejet V~ C 
ex 

H" 0 e < 0 =} région de rejet V~ C 
1 N-1 ex 

On a E. V ·= m 2 (cas impair) 
H 

N 
0 

et Var V 
mn (N+1) 

= 
Ho rf 
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Si N _,. oo , m - oo et 
m N = cte = À , la loi hypergéométrique de V P se 

comporte comme une binômiale (N9 'A.) et est donc a peu près normale une 

fois normée~ 

On utilise la statistique 
V-mJ 

l[ 1 = 2 N(O 1) ' (· . ' 1 /2 <J ' p 
0 

mnJN3J 

Une remarque importante est la suivante 
N-1 

NV -, m2 

où 

soit 

Vrrm(N; 1, )2/N 

V/m - W/n 

T 

\ /µ+w) 1-.ro .1L 
V N N nm 

W = L 1(Y.<T) ' 
1 .l 

où p est l'estimateur du nombre de voao X< T, donc p :/ 1/2 sous H 
0 

Sous cette formep on a une forte analogie avec le test comparant 2 propor-

tiens supposées normales et indépendantes. On peut aussi, évidemment obte-

nir par cette méthode un .intervalle de confiance pour e . On suppose que 

e représente la médiane de Y (et donc que celle de X est nulle) o On 

choisit c 
1 

(o:) et c/o:) tels que 

P(c
1
(o:) < U < c

2
(o:)) ~ 1-o: 

On calcule la médiane T de Z • On utilise la dualité tests-intervalles 

de confiance (cfo Chapo II)" 

Soit He 1 rrhypothèse n1a loi de Y-e est celle de X 11 

He est acceptée si et seulement si 

X(c1+1) < Y(_N-1 + e 
- C ) , 

2 1 

et 



l I intervalle de confiance est donc par dualité 

[Y N 1 - x(c2)' y - X(· )]. 
( - ) (N-1_c) c 1+1 

-- C +1 
2 2 2 1 

d) Le test U (Mann-Whitney). 

Les notations sont les mêmes qu 0.en c). Soit 

Dij = 1 (Y_ > X.)~ i = 1 ••• m , j = 1 ... n 
J l 

m n 
u = ·cc 

i=1 j=1 

On pose 1t = P (Y< X). 

D ..• 
lJ 

IV.20 

Si l'hypothèse H 
0 

est vraie, on a n = 1 /2 o On a rc > 1 /2 si Y a 

"tendance" a être plus petite que X • 

Il est donc clair que sous H 
0 

la loi de U est indépendante de 

celle de X:. Elle est assez diffici1e à calculer et est tabulée. L I al ter-

native générale H 11F 1, F Il 

1 X Y 
donne une région de rejet du type ~ 

ju-~n!>C~ 

fondée sur l'idée que 
mn 

E U = - • On a de pl us 
Ho 2 

EU= mn TC , ce qui expli-
TC 

que la force du test et u 
var - "'""0 

mn 
pour toute hypothèse sur (X,Y). 

Si on teste H 
0 

contre 

de rejet est 

Sous H , 
0 

mn 
du type U > 2 + C . 

U-mn/ 2 
~ N(09 1) 

Vmn(N+1) /12 

ce qui donne une bonne approximation (dès que n, m ~ 6) o 

et la région 

Ce test présente 1°avantage d 0 être utilisable pour des v.a. dis-

crètes, 

et 

en présence de noeuds. 

1 
D .. = 0 

lJ 
-1 

E U = 0 • 
Ho 

X· 1. 

X· l. 
X. 

l 

On 

> 
= 
< 

pose 
Y. 

J 
yj 
yj 

où 

alors 

TC+ = P(X ) Y) 

TC · = P( X < Y) 

Des ca1cu1s simples permettent d'obtenir Var U en fonction du 
Ho 
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nombre de noeuds. 

U permet aussi d 0 obtenir un. inte~valle de confiance dans une est.i­

mation où Fy est choisie du type Fix:,...., e). On calcule les différences 

y. - x = d ..• On cherche le nombre U de différences < 8 (H
8 

__ 
0 

est re-
J i lJ 

jeté (au niveau a/2) si le nombre de tel.les différences est < k(a/2)). 

On ordonne alors ces différences 0 En appliquant le principe de dualité test-

intervalle de confiance, on montrera qu O un intervalle de confiance pour 8 

est tel que 

croissant). 

~me 
8 ~ (k+1) (différence d .. ) 

lJ 
(les d .. 

lJ 
ordonnées par ordre 

Même raisonnement pour la borne supérieure de 1° intervalle de con-

fiance qui est donc 

(d .. ) ~ (d .. ) 
lJ (k(~)) 1.J (N-•k(2)) 

Dans ces conditions 

(F (x) = F (x-e) y X 

le test U est très bono Comparé au test de Student, sur une population 

quelconque, son eff.icacité asymptotique est > 0,83 et sur une population 

normale > 0 9 96 o 

e) Le test de Wilcoxon • .,.--- -
Il s I agit d O une présentation (légèrement) différente de d) o Nous 

gardons les notations précédentes" Posons 

R. si. est un X 
1. 

= 0 si est un Y 

analogue en statistiques non paramétriques de ce que nous appellerons con-

traste dans le cas des modèles gaussiens 
N 

titué des combinaisons linéaires \; a. 
L...,, l 

N i=1 
culier on obtient 1~ test w = L 1. R. 

. 1 l l=. 

d 0 analyse de variance~ est cons-

R. = a(R). Si 1 1 on pose en parti­
l 

de Wilcoxon o 

Si u· désiane la statistique introduite précédemment au d), nous 

laissons au lecteur le soin de vérifier que W = U + i (m+1) ; en particu-



lier w est symétrique autour de 

. W m(m+1) min = 
2 9 

m(N+1) 
2 

IV,22 

Les valeurs extrêmes de W constituent une région de rejet. 

S!..lpposons maintenant avoir à tes ter contre H !i : il existe 
1 

8 :J 1 9 F/x) = Fiex), où 8 doit être interprété par exemple 9 comme 

rapport des dispersions de y et de X " 

On interprète donc 8 comme une variable d'échelle (cfo chapitre I). 

Le test gaussien analogue est le test F pour des moyennes inconnues mais 

Le test de Mood consiste à choisir comme statistique 

N+1 2 
( i - --·-·) R. qu.i pondère les grandes valeurs (absolues) par de ' 2 ], 

fortes masses et caractérise donc la dispersion. Si M est trop grand 9 on 

rejettera H 
:) 

(X plus d.ispersé que 

H (X moins dispersé que Y). 
0 

Y)9 si M est trop petit on rejettera 

L.e +:es+ S de Siegel-Tukey utilise 

où ai - 2i 9 1 ,< i ~ N/ 2 

= 2(N-i) + 2, ~ < :i. ,< N si N est pai.r 

a . ·-· 2 i.-· 1 y 1 ~ i. ~ N h 9 N impair 
:1. 

Son avantag8 est d'avoir la même distribution que la statistique W du 



CHAPITRE V 

ES'l1IMATIONS ET TESTS EN VARIABLE GAUSSTENNE 

I. Lois de certaines variables aléatoires définies à partir de 

variables gaussiennes. 

a) x2 et 

Définition.· Une v .a. y 
2 . 

est une variable, x' (n,À) si 

où les X. sont des v.a. gaussiennes indépendantes de moyenne µ. et de 
l l 

variance 

X.~ N(µ., 1) 
l l 

avec E µ~=À • À est appelé paramètre de non-centralité. On note 
l 

Proposition. La loi de Y ne dépend en effet que de À . 

Soient X. = N. + µ. 
l l l 

2 
E µ. 

l 

Z. = T. 
l l 

2 = E V .• 
l 

+V. 
l 

où N. 
l 

et T. 
l 

sont indépendantes de loi N(ü,1) et 

Soit G une transformation orthogonale de ]Rn telle que G(µ) = v 

(il en existe une puisque Jlµll = llvl/) alors : 

= !Jxjj2 
]Rn 

et 

si on pose : T' = GN; les T: 
l 

sont des v.a. indépendantes de loi N(0,1) 

car GtG = I, (G orthogonale cf. Cours C 4) et 

donc 

même 

~ i: 
l 

loi, et 

a même 

E X~ 
l 

< GN , Gµ > = < N, µ > 

loi que ~ Yi , puisque ( T
1 

... Tn) et ( T; ... T~) ont 

= JIT'.jj2 + <T',v> + Jjv)l
2, I: Y~= I/Tl/

2 
+< T,v> + Jjv/1

2 
. l 

Remarque. On peut aussi calculer la fonction caractéristique de Y 

et constater qu'elle ne dépend que de n et À 
it n 2 

1-2it I:1µj 
e <J? ( t) = ----,-.-



Distribution d'un 

On calcule 

on démontre q_ue 

densHé 

EY = l: EX~ = n + À. 
l 

Var Y = 2n + 4À. 

V.2. 

(I,J. > 2) 

n-2 

P(Y < p) pour un p fixé est une fonction strictement 

croissante de À. (paramètre de non centralité). 

b) Variables F et F'. 

Si et 

u 
1/n

1 
u2; 

;n2 

sont des v.a. indépendantes de loi 

est une variable F' de Fischer de paramètres n
1

, n
2 

et À. • 

Densités 

n n -2 
2 1 

n
2

+2·n:-
1 . 

On vérifie, comme plus haut 

est une fonction 9trictement croissante de À. o 

et 



c) Va:1'.'iable t de Student. 

1 

Si 

et 

X et U sont dos v.a. indépendantes de loi respectivement 

N(µ, 1) x2 (n), la variable X a une à.istribù.tion t' de Student 

X 
=--

si ~µ. = 0 

t'(n,o)' = t(n). 

Densités 

II. TffEORYrCt] DE COGER.AN •. 

Théorème. Soient Y
1 

••• ,Y .••• ,Y 
l n 

des v.a. gaussiennes N(ri.,y) 
l 

dan tes et Q
1 

, Q
2

, • • • Q
8 

~ 2 

des formes q_uadratiques des (Y.).c1 . 
1 1.__ ••• n 

C Y. = Q1 
1 l 

+ 
s 
~ + ••. + Qs 

indépen-­

telles quo 

soit n. = rang Q . • Si 
J J 

E n. = n alors les 
J 

sont des v.a.~indépenèantes 
1 

de loi v x12 (n.,À·.) où 
1 J J 

À.j ::: Q/111 ... 11 ) • 
n 

Application. Estimation de l'espérance et de la variance d'une lo:;. 

gaussienne. 

Soit {Y., i = 1 ..• n} un échantillon de variables 
1 . 

alors 
n 

E Y~= nY2 + ~ (Y.-Y)2 
l 1--l 1 

i==1 

n 
- 1 ,ç_--, 

où y = - I..........J y. 
11 

1 
l 

les rangs des deux formes quadratiques étant respectivement 1 et n-1 le théo­

rème de Cochran s'applique : 

L (Y .--Y)2 est indépenrhnte de Y et distribuée comme un 
l 

en effet E(Y.--Y) ~-= 0 l.e 2e paramètre e.st donc nul. 
2 l 

Ct;rn.m.e E xn-
1 

-- n--1 

s r. (Y .-Y) 2 
ll-· 1 l . 

est e~:t:i1n8.t.eur sans bj_ais de 

COllû1lC on 1 1 a Vll au charJi tre II. 

2 
y V /\.n-• 1 



Pour la démonstration du théorème démontrons la 

Proposition (algèbre). 
n 2 

Si ( -, y i = Q1 
).== 1 ·. 

+ ... + Q s 
où est une forme quadratique c~ 

(y ·) de rang 
l i=1,., n 

n. , la condition 
J s ,--, 

n -· L_,_ n. 
j==1 J 

est nécessaire et suffisan.te pour qu'il existe mie transform2t.io::-1 ort.i,ogé;né-:..lt, 
" 

A telie que 

et que 

z = 
2 

z. 
l 

; 2 
z. 

J. 

J:Bmonstration. Co:r1di tion nécessaire. Si une telle transforrua·t,.ior~ cxis-:,,, 

alors· 

n -t. •• +n 
1 s 

2 C z. 
1 J. 

da.11s un espace· euclidien, le rang d 'mw forme q-~·œ. )_,:-5 .. 

tique éta....YJ.t invariant par changement de base, on a 

n=n + ••• +n 
1 s 

Condition suffisante. Le rang de Q. est n. 
J J 

, il existe donc ~ss for~ 

mes linéaires zj en Yi a 

Q. = I....., oj 
J 

_ _,, a 
a 

s 

(i == 1 

zj 
a 

où 

et 

n) telle que· 

6 = +1 ou -1 
a 

a == n
1 

+ ••• + n. 
1
+1 ~ ..• ~ n, + .•. + n .• 

J- 1 J 

Si L n. -- n on a donc n formes ljnéaires zj défj_nissant Wle matr1cu 
j=1 J a 

dans· là. base do y. 
' 

soit 
l 

[z] = A[y] ([z], [y] vecteurs colonnes). 

So:i. t D la matrice diagonale des 

s s 
QJ. = ,-·--,, \1 L /..._,.,. 

j:::::1 a 

n1é1 i.t3 or1. a D.1.J. (; s] 

ôj 1 a c:-c 1 • , .• n . Alors 
a 

c) 
2
i= t[s] D f.z] -- \yJ\t. D J{y] 

o: a 



la matrice tADA est symétrique donc 1 1 égalité des 2 formes quadratiques 

entraîne 

donc A est régulière 

démontrons que Il= I en effet si comme en prenant 

~J = 0 pour 
a. 

Donc D = .. I 

(a,j) f (~~j ) on a 
n s·o n .. 

I: y?= I: 8 oj zj2 
. 

1 
J. . a a 

J.= J=1 a=1 
~jO .. 

;::; ô p 

= ~1 ce qui est impossible. 
t 

ét AA = I soit A est orthogonale 
-,._s .. 

cqfd. 

Remarg~e. 1a:· 9.ondi tion I: 
j=1 

n. = n • implisqu.e en parficulier que les 
J 

formes Qj sont positives. 

Tomonstration du théorème de Cochran. 

Condition nécessaire. Si les Qj sont des v.a. ,., x•2 indépendantes 

s 2 S-

de dimension n. 
s J 

et comme ~ Q. Lj j 
j=1 

, il est immédiat que L Q. ,., x' de dimension 
s j=1 J 

on a n·= I::·n .• 
. 1 J J= 

s 

L 
j=1 

n. 
J 

Condition suffisante. Supposons n =Ln. . Soit A la trac1sforma-
. 1 J J= . 

z:Ï zj (Y1 tfon orthogonale définie dans le lemme précédent. Les v.a. = o.: a 

sont des v.a. gaussiennes indépendantes. On en déduit que les Q. sont d(,s 
J 

v.a. 1 2 ,., y X indépenda_~tes. En effet si [z] 

On a _cov[z] = E((fz] - E[z]) 0 ([z] - E[z])) 

(cf. cours probabilité chap. 4). 

On a le coefficient de non centralité de 

a = 1 

t Y A= A y I A= yI 

. 2 
Q. par À.= E (E ZJ) 

nj .2. 
( ) "--, ,J or Q. Y

1 
••• Y = L-,. Z 

J n a=1 a 
Z~ est la 

J 

J J a o: 

( . . )ème [ ] o:, J composante de A Y 

donc E Z~ := E(A[Y]) ( . ) 
J . a, J 

Il· Il· 
J a2 J 2 -L (E z.) = L [(E A[Y])(a ·)] 

a=1 J a=1 · 'J 

n. 
J L (.A[y] )i = Q. (y1 

a0= 1 - ( o:, j) .J 
••• y ) 

n 

y '\ 
n' 



donc 

par 

V. 6. 

n. 
J 2 

IJ(E Z~) 
a:=1 J 

puisque E et A commutent. 

Remarque. 1€~ théorème est encore valable si on remplace 
s 

Ln.= n 
J s 

,Zn.<n. 
. 1 J = J= 

j= 1 

III. EXEMPLES DE TESTS CONSTRUITS AVEC DES V.A. GAUSSIENNES. 

cqfè. 

1. Comparaison des moyennes de 2 v .a. gaussiennes indépenda...r1tes de nêr.r.e 

!« variance. 

On se propose de comparer les moyennes de 2 v.a. X et Y avec 
. ( 2) , · 2) X~ N µ,o et Y~ Nlv,a . 

On veut tester H : {µ = v} 
0 

contre {µ ,/ V}• 

Si on a un n-écha,ntillon du premier 

un m-échantillon au 2e type de modèle est 

type de v.a. soit X X et 
1 • • • n 

. ( . )2 @ll. 
(IR, 53' 1r·-~ exp x-µ ) ~ 

-· 1 2rc o 
2
i 

( )2 @fl 
· /-cr. <11. 1 exp Y-V ) (µ ") E JR2 

- \J1i.' J.} ' V 2n a 2 , ' ., 
.2& . / 

et il s I agit d'un test particulier d 'hom_ogénéi té à savoir est-ce que les v .a • 

. ont même loi?-

Si m = n (on dit que l'échantillonnage est équilibré), en groupant 

arbitrairement les v.a. Xi et· Yj on peut prendre comme mod~le 

(z-e) 2 
) 

ce cas. 

donc 

n 1 
~ (IR,$, ~-

2
-=-exp 

1 V en y CJ 4c/ eœ 
OÙ 0 = µ ~ V • 

a) On com1ai t 2 
0 • 

Prenons d'abord m = n = 1 et étudions complètement le problème dans 

. 2 
N N(µ-v, 2o ) 

,., N(e, 2i) 

V= U2 
20. 

~ N(~ , 1). 
2i 

On a un test défini par la région de rejet D = {w,jV(w)I > p} • 

Si a est le niveau désiré, alors a est déterminé par 

o~ F est la fonction de répartition tnbuléo d'une loi N(0,1). 



Etudions la puissance de ce test. On a 

où N ,., N(O, 1) o 

Posant À. 

-p 

Pe ( l vj > P) = P( l N + 71 > P) 
2cr 

on voit que la puissance vaut 

À. 2 p - À. 

V.7. 

À.+p 

La puissance est représentée par l'aire en pointillé, c'est une fonction 

paire, croiss8ll te de j 01 

a 

0 

Remarquons que le test est sans biais. 

· Rappel : Iêfini tion. Un test est dit ~ biais si P
0 

(D) > P
0

, (D) pour 

(H fausse), 0' ( e 
·o o 

(H 
0 

vraie) 

e = {o}. 
0 . 

Ici 

Supposons maintenant disposer pour X d'un n-échantillon (x
1 

••• -\_) 

et pour Y d'un m-échantillon (Y •.• Y). Posons comme d'habitude 
1 m 

avec 

x
1
+ ••• +X x =----n 

n 

Y1+ ••• +Ym 

m 

2 2 
U = X - Y, ... N(µ - v, 52:_ + 52:_) n ·m 

x - y ( ) 
V= / "'NÀ.,1 

(-1 -1) 1 2 cr n +m 

µ-v 
À.=---'---~ . La courbe de puissance précédente reste valable. 

(-1 -1) 1 /2 
<J n +m 

On voit comment la puissance nD(e) croît guand n et m croissent ce 

qui est évidemment normal. 



V.8. 

b) .J3l1PJ2OSODS main tenar, t 2 inconnu. (5 

Dans le test à faite, stintéresse à 2 puisque celui-ci on ne pas (5 

' 
ne figvie pas dans l'hypothèse. Il faut donc faire un test valable pour 

tout 2 
(5 

n m 
Si on pose s = n~- 2 [) ; (Xi-x:)

2 
+ C (XJ.-Y)2

], on a 
i=1 j=1 

E 2 s 
(µ'V '0 ) 

= 

x- y 

2 est donc un estimateur (5 s 

n'a pas vne loi indépendante 

( 1 1) 2) . v , - + - 0 , mais n m 

de 

sans 

2 
(5 

x-ï Z = -===- a une loi qui est 
vs(-2+1> 

n m 

biais de 2 
(5 

puisque 

la loi d'un quotient de 2 v.a. indépendantes d'après Cochran, X- Y et s. 

Alors Z aune loi t'(n+m-2, 11,), s~it t(n+m-2, 11,) qui est tabulée. 

Le test est alors construit. 

Si H est vraie, soit À= 0, Z 
0 

est centree. intuitivement, il y 

a donc une grande probabilité de trouver Z' 

On prend tout pour D la région ( l Z' l > p). 

près de 0 si H est vraie. 
0 

Ce test est sans biais. p est déterminé par a= P
0
=

O
(/z 1 j > p). 

(si À= O, on a vu la loi de Z qui est t(n+m~2». 

z2 est une variable 

(quotient de deux 2 
X (un 

F' ( 2 1,n-tm-2, A) 

x2 ( 1, (11,)2 ) .es't un centré)' et 

comme p(z 2 > p2) est une fonction strictement croiss81lte de (11,)2 (voir 

plus haut), on a bien 

Remarque. Nous verrons plus loin les qualités de ce test (quant à 1 1 optima-

lité). 



Etude. de la puissance du te(3t ainsi obtenu 

· Ces courbes donnent la puissance d'un. test 

veaux a= 0,01 et a= 0,05, c.à.d. que 

soit le bon. 

On a porté en abcisse 0 = 1/X. , 
(2 

est calculé pour que le niveau 

Supposons que la valeur de· l'échantillon donne une valeur supérieure 

à 2 
p (pour Z'2) c.à.d. qu'Ù faudrait rejeter H : il est important de s'as­

o 

surer aue dans la région où on l 1 applique le test est assez puissant. 

Exemple. On sait (par une estimation, par exemple, ou quelque­

fois par des expériences antérieures) que ~ est de l'ordre de 2,5. Si 

v = 6 la puissance du te1;>t de niveau 0,01 est 0,5 c'est-à-dire que la proba--
2 

bilité d'avoir conclu juste est 0,5, ce n'est pas très sérieux. Il faut continuer 

l'étude. La situation n'est pas très probante. Le lecteur réfléchira à cette 



V .1 O. 

situation courante qu:i: explique l'impor-w.nce de l'étude de la puissance. 

Remarque. Si le degré de liberté du 2 
X du dénom:i.na teur augmente 

la puissance du test aussi : d'oü un intérêt d'avoir de grands échantillons. 

Le cas v
2 

= = porté sur la figure correspond au carré d'une varia•-

bl . ff ·t l. _'." x2. -- '1 (J . d d b . ) ··a,' e gaussierme, en e · e · . im L, .o:i. et, 6.rran s nom res on a .one 
n n :i. 

aussi~ l'B courbe de puissance du test a). 

Autre exemple de test 

Comparaison ék,:, varian.0.es de dsux Joj_ s normales. 

On dispose de deux échantillons indépendants 

(xi). , .. de loi N(µ, y 1) 
l= 1 ••• n. 

' ' 

(yi):i.:=1v •• m de loi N(v, y ) 
2 

alors 
n 

(x.-x)2 =I: 2 
sx Y1 Xn-1 

1 
l 

donc · 

·m 
(Y .-Y)2 2 

sy = I: Y2 xm-1 
1 J 

u sX/n--1 Y1 
1,, = - ~·n-1,m-1 . 

s Ji Y2 Y m-1 

a) Supposons qu'on veuille tester y 
1 

-· y 
2 

contre y 
1 

> y 
2 

• Les den.~ 

si tés do J? et !J. F · ont l'allure suivante 
Y2 

on propose clcnc 10 test 

D == rejet de si U > p 

0\,1 p est calculé pélr P[Jï' >p]=rx 
n-• 1 , El·· Î 

(niveau do;c:,ir.é). 

f) :i. a. 
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une idée de sa valeur on utilise une table donnant la fonction de répartition 

d'une variablé F • 

b) Supposons maintenant qu'on veuille tester y
1 

= y
2 

contre î' =1-y 1 2 

il faut donc exclure les valeurs de U où les variables .!J.F 
Y2 

pour 

sont trop probables, c.à.d. les petites et les grandes valeurs de 

é crji vons F pour 

Y1 dF 

F · dans la suite) 
n-1 ,m-1 

Y2 dx 

on va exclure 

~ 
H si 

0 

u < p 1 

D == [u < 

ou U > p
2 

p1] [u > p2]. 

Pour obtenir le niveau a il faut que 

P[F < p 
1
] + P[ F > p 

2
] = a 

mais il reste une indétermination puisqu I il y a deux bornes : 

on peut par exemple choisir 

on peut arn;isi chercher un test sans biais c.à.4d. tel que 

1{{ F < p 
1
] + P[{ F > _ p2] 

•, 

la condit:i.on 11sans biais' s'écrit: 

01' pour une F p,q 

U .'(nous 



d I où une résolution pos·sible en p 
1

, p
2 

o 

En fait ce test est intéressant si on Bm·de l 'hy:pothèse H 
0 

V .12. 

et dans 

ce cas le caractère "sans biais" est secondaire. En effet, pour conclure au 

rejet, . il faut encore s I assurer qu'on est dans une région où la pui.ssance est 

raisonnable : c .à. d. guè, ayant une idée du rapport !.i on calcule la puis-.­
Y 2 

sance e11 r,e point, mais dans ce cas le test uni1atère précédent est plus jus-

tifié (;uisque on a déjà une estimation de 

Remaroue E::::.::. J:s calcul de • Les tabJes donnent p tel q:L, 

P[F > p] = a 
n,m 

pour des niveaux a classiques. L'autre bor:i:w s I obtient en remarquant que 

P[ F · ' < pl == P[ F > ..1 ] • n,m m,n p 

Nous n'avons fait qu'amorcer ici la discussion. On voit que le choix 

entre le tes+, ù~Ha tère ( y · == y contre et le test initial 
1 2 

·(y - y contre y /-y) 1 - 2 1 - 2 est très technique et dépend du crécii t que l'on 

accorde.à l'esb.mation cie 

puiss2 .. .nce/i\ 
1 _________________________ _ 

bilatère 

·r 

Ï1 

Y2 
1 

Y2 
Pour les valeurs un peu plus grande que 1 le choix est délicat et no1J.S 

reviendrons dcsm1s plus loin du point de vue tbéoriq_ue (concrÈ,terne:nt bien q_uo 

dérnarr.·ant o.voc 1' idée cfo faiTE3 un ter1t bilatère il peut être mauvais de restor· 

sur ce point de '\'Ur;). 

Les moyc.,nnes 11 et v intor-;ienr,ont ici comme péœam?J tres fantômes, 

oJlos sont oté éliminées d'entrée. 

Nous n I aborderorL', pë.s dané:, Je cour:::~ 1 1 ar;pect théur:i.que de 1 1 61:i.minatic.,., 
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Intervalles de confiance. 

Nous ne détaillerons pas ici la forme des régions de confiance 

possible. A l'aide des statistiques introduites pour les tests, le lecteur 
, 

le fera aisément. Indiquons simplement deux petits résultats numériques 

fort utiles. Soit un n-échantillon de N(µ,a 2
), w la fonction de répar-

1 . . 
tition de N(o,1). On a ~- (0,025) = -1,96 # -2 

w-1(0,015) = -3. 

far exemple si a est connu les intervalles de confi2nce pour µ seront 

a) bilatère 

x - ~ 1~-1c~)I, x + ~ ,~-1c~)I 
"[n. ·2 fn 2 

b) unilatère à droite 

APPENDICE ET RESUME 

A) Notes sur quelques lois intervenant souvent à propos des problèmes 

sur les gaussiennes notamment. 

La loi Gamma r(a,X) a pour densité 

Ya,X (x) = r(1a) X a e-Xx xa:-1 1:rrt+(x) 

où r(a) =·1= e-x xa- 1 dx 
0 . 

r(a+1) = r(a), r(n+1) = n ! 

On a 

et 

Pour a= 1, on obtient la loi exponentielle ordinaire. 

Jco t . t -a 
e - x y (x) dx = ( 1 + -) 

O a,x X 

r (a, X) * · f ( b, X) = I' ( a +b, À.) 

r(~, 1 /2) = x2 (n). 
2 

Soient X et Y deux variables indépendantes X~ r(a,À.), Y~ r(b,X). 

Alors X/y a pour loi ~(a,b) de densité 

r(a+b) 
. a-1 

g b(x) 
X 

= r(a.) r(b) a, . ( 1+x)a+b 
n n2 n2 

Si u,., ~(-1 ' 2?' u ,., F(n 
1

, n2). 2 n. 
1 



B) RESUME. Statistique à utiliser 

sur la moyenne µ 

et si 

a) 

b) 

a connu ,r;:: x - µ ( ) yu -- ..., NO, 1 
(J 

a inconnu 1{iî. !..-=J:..., T(n-1). 
s 

Statistique à utiliser sur a 

1 n 2 2 
a) µ connu -_ L (X.-µ) ..., x (n) 

- 2 . 1 J. 
(J J.= 

) . ( n- 1 ) s 
2 

2 ( ) b µ inconnu 
2 

x n-1 • 
(J 

Pour 2 échantillons on a 
2 ,2 

X-Y"" N(µ-µ' ~ +~) 
' n n 

(n-1)si (n 1-1)sÏ 2 ( 
--2- - 2 ..., X n+n'-2) 

2 2 
a = a' 

a 2 a' 
12 - sx 

(5 -

-2- 2 
a sy 

..., F(n-1, n'-1) 

x - y - (µ-µ') 1{n+n1-2 

~ j +...1. 
n n' 

V .14. 

..., T(n+n 1-2). 



CHAPITRE VI 

LE TES'r DU X 
2 

Il s'agit d'une méthode non paramétriqueo Nous l'avons présentée 

à part car elle n'est pas fondée sur des considérations portant sur les sta­

t'.;istiques d'ordre, elle n'a de justification qu'asymptotique. Ceci étant 

c'est sûrement le test statistique le plus employe et son emploi correct 

présente de nombreuses difficultés. Nous expliquons dans ce chapitre le fon­

dement du test (loi multinomiale) et les conditions d'applications les plus 

communes, sans démontrer les théorèmes intéressants, concernant les r·apports 

test-estimation, quant au choix convenable du nombre de degrés de liberté. 

r 

-Z 
i=1 
j = 

On a 

r 

2 1. PRELIMINAIRESo Convergence d'une loi mul tinomiale vers un X 

Soient p
1 

••• pr , r nombres strictement positifs tels que 

pi = 1 • Soient 

1 ••• n i = 1 

X. des v.a. indépendantes telles que 
J 

r . On pose 

, n1 

P(X. = i) = p. , 
J J_ 

P( Zn= (n , • . • n ) ) = 
1 

n · 
1 

P 
1 1 r n 1: •• ~nr. 

où n ' .•• ' 1 
n E JN ~ r 

L n. = n, par un raisonnement combinatoire élémentaire. 
J_ 

est donc une 

Zn, notée 
i=1 r 
v.a. portée par hyperplan [: n_ = n de JNr 

. 1 l. l= 

(n, p
1

, ••• , pr) est appelée loi multinomiale 

• La loi de 

dégénérée. Si 

et sont les lois de 2 v.a. indépendantes 

alors p1 ' ... ' p ) - r 

n n
2 est la loi de z 1 + z 

Posons r = cr, ... , r)t 
1 r -

zn - np 
= ( 1 1 

' • 0 •.' 

Yni1 
et fp = ( fp- .. O fp) t • 

1 . r 
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Posons V. = (- 1
- 1 5 • } (X.)) 

J 1r:::- l l J . 1 vPi i= ••• r 

Les V. forment une suite de n vecteurs équidistribués indépendants. Comme 
J 

E(-
1
-·, 1(h)(xj) - fiÇ)(-

1 
1(k)(xj) - ~) = J.)~ - VPhPk , 

V11i . VPk 

cov V. = I - tfi fp où I. est la matrice identité sur JR.r . 
J r . r 

on a 

D'après le théorème de convergence vers une loi normale dans JR.r (cf. 

cours de Probabilités, chapitre 6) on a: 
n 
E (V. _ 11p) 

j=1 J y 1-' loi t 
N(O,I - 1{p '{p) 

r 

et comme 
Il 

1 1 application JR. -> JR. définie par x _,, 
n 

l)x Il est continue, on a 

E V. - fp li 1 J Il 2 loi. loi !IN( o, I r 
1[n 

( . T t f t· n k t· t · X loi si es une one ion . JR. _,, JR. con inue e si 

T(X) 
loi T(Y) 

f · est continue, 

puisque J f O (T o X) = j(f o T)(X). et que 

bornée de JR.k · · dans JR.). 

Y alors 

f o T E: c(JR.n) 

Il reste à calculer la loi du carré de la norme d'une v.a. Z ~ 

si 

N(O, I - tfpp). Da norme est invariante par un changement de base orthonormée. 
r 

Soit B une telle matrice orthonormée du type (fp/c), (fp est acceptable 

pour une première colonne puisque llm/2 = 1) • On a 

et 
t t t t r-t 

B(I - ffi) B = B B - (fi/C '{p V p (fp7'c)) r 
or 

puisque B est orthogonale. Soit 

et donc B(I - \[rip) tB = ( 1 
r 0 

t 
C fp = 0 

0 ) -
I 
r-1 

0 
I ) 
r-1 

( 1 
0 

et donc 

0, 
0) 

donc la loi de . jjzjj2 est un 

2. Mesure _9:.ê.. la distance de deux lois. (Cf. aussi Chap. IV test de 

Kolmogorov et Smirnov). 

Commençons par rappeler la démonstration du lemme suivant : 

Soit yri n-échantillon de v .a. à valeurs dar>.s JR. 
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n . 

Si A est .:!:fil. borélien posons F (A) 
n 

A 
=-

n 
où nA = nombre (x. E A, 1 ~ j ~ n). 

J 

Alors F """'F, où F est la loi de X. n . -. -------

F. est eu effet (c'est trivial) une probabilité sur JR (dite répa.r­
n 

tition .Qll;_ loi empirique). 
n 

On a_ nA = S 1A(x). 
J=1 .. 

Les v.a. 1A(xj) sont indépendantes, de même loi, et E1A (X.) = F(A). 
n . . i. 

La loi forte des grands nombres assure alors que _!:."""' F(A) p.s. d'où le le1mne. n . . 

Il y a de trè~ nombreuses manières de mesurer la distance de 2 lois 

F et F. Les mesures théoriques classiques sont intéressantes. Dans ce 
n 

chapitre nous définirons des "distances" d(F ,F) 
n 

avec l'idée suivante. Les 

lois F. que nous considérons convergent sous une'hypothèse convenable H 
n o 

vers la loi F • Dan,s un pro'blème d'estimation on choisira F (loi à esti-

mer) de manière que d(F ,F) 
n 

soit minimale, F étant la loi empirique asso­
n 

ciée à l'échantillon. Dans un problème de test, F sera fixée, si H hypo­
o_ 

thèse à tester est vraie, alors on aura d(F ,F) 
n 

petite, si H 
0 

est fausse 

on aura d(F ,F) grande. Ceci étant dit, les "distances" élémentaires (qui 
n 

ne sont pas des vraies distances) sont fondées sur la loi multinomiale. Soit 

une loi à r valeurs a. , et soit 
]_ 

un échantillon 

prenant ces mêmes r valeurs a .• 
]_ 

Soit n. = nombre (X.= a.). La loi em-
1 J 1 n. - ]_ 

pirique est (-) .• On me:;.u:re 
n . 1 

sa distance à,l.a loi (p.) par 
i i= 1 ••• r 

ou par 

1= ••• i~ 

2 r 
X =C 

. i=1 

r 

=C 
i=1 

dHellinger 

d 
Kullback 

n. 2 
(2 - p.) 

n i 

p . 
1 

(n. - np.)2 
]_ . ]_ 

np. 
1 

n 

-1 Lr ni = cos p n i 
i=1 

= E p. log[Pi n] etc •••. 
l n. 

]_ 

Pour estimer les nombres pi qui caractérisent la vraie loi, on 

décide (arbitrairement mais on peut justifier asymptotiquement) de minimiser 
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ces distances. Pour ce faire, on suppose que est urie fonction bien déri-

vable d'un paramètre e variant dans un bon "ouvert", du type 
r 

(e < x. < 1, , C 
1 

. i=1 
X.=1). 

J. 

2 Par exemple da..ns le cas du X 
2 

ox = 0 
op. 

, on a en dérivant par rapport à 
n. 

]. 
=- n 

J. 

L'estimateur obtenu 
n. 

]. 

n . (n-=) 
vraie valeur, la suite d'estimateurs fabri-

quée ainsi est donc consistante. Nous laissons au lecteur le soin d'étudier les 

autres cas en précisant les hypothèses. 

Si on a des lois F quelconques on se ramène aux techniques précéden­

tes en approximant F par une loi à r va).eurs, en choisissant une partition 

A
1 

• • • Ar de JR. • On estime 

n 
n. 

]. 
=L1A(x.). 

j=1 i J 

2 3. Les tests du X 

P - r 
i - J . 

A. 
]. 

dF .. 
]. 

a) Test sur la loi multinomiale. 

en le comparant à 
n. 

]. ' 
- ' ou n 

Soit un n-échan tillon (n grand) d'une v.a. à r-valeurs 

0 < p. < 1 
]. 

Soit à test.er H 
0 

11 TT (e) = p 
1 · 1 

, • • • , TT ( 8) = p II COn tre 
r r 

" TT/e) le P1 

On sait, en reprenant les notations du § 1, que d'après la loi pos. 

des grands nombres, on a 

si 

Donc 

Zn 
n 

P
8 

=r:il (TT
1

(e), •.• , TTr(e)). 

n 2 · n 
llz ~nn. p)l = njl ! - PIJ2 

~ c2n avec c2 = EITT/0) - Pilé. 

= lln(e) - Pll2 si n(e) /: .p • 
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Posons toujours 

avec 

'frïŒ l 
Le raisonnement ci-dessus montre que si n(e) I= p ' donc JlrlJ2 ~ C'n --+ 00 

si H
0 

est fausse et on a vu, que si n(e) = p, on avait par contre 

lli1lf --> x2
(r~1) • 

On en déduit un test. On commence par assimiler pour n grand la 

distribution de y11 (dans le cas où H 
0 

est vrai~) à celle d'un x2 (r-1). 
. . 

Soit a le niveau donnéo :céfinissons d ,par 
. 2 . 

P( X (r-1) ~ d) = a • 

Le test est défini par D = ( lJru2 ~ d). La puissance d 1 un tel test est évi­

demment très compliquée à calculer puisqu'elle dépend de n/e), •.• , nr(e) 

et aussi un peu de n o Pour cette raison, on est amené à introduire dans 

l'étude des 'tests asymptotiques de ce type (c.à.d. de test où la loi de la 

statistique utilisée est confondue avec la loi limite pour n = oo dans le 

cas où l'hypothèse est vraie) d'autres notions plus adaptées comme celle 

d'efficacité. 

Nous ne développerons pas dans ce cours ces notions, nous contentant 

d'exposer le pourquoi et la méthode des tests les plus importants, sans re-

chercher leurs qualités Qan,s l'ensemble des tests asyrnptotiqueso Les 

sont tabulés. 

2 
X 

b) Tests d' a,justements. 

Soit ·F une loi quelconque sur un ensemble E, on a un n-échantil-

lon x
1 

, • o • , X n 

Problème tester H 111a loi de X est F 11 contre 11la loi -------- 0 

de X n'est pas F Il 

Un tel problème est dit test d'ajustement (on essaie de voir si la loi F 

s'ajuste bien à la répartition des X.). 
J 

A cet effet, on fait une partition de E en A1' ... , A et on con-
r 



·n 
sidère les variables X. . = 1 i . } X. , Z~ = ,;;:---, 

J,l l J l L-l 
j=1 
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X .. ' t1 = (zn1,···, ,t-r1). 
J,l 

avec P(X. E A.). Le princi-. 
J l 

pe du test d'ajustement.est alors le suivant : remplacer l'hypothèse H 
0 

l'hypothèse H' 
0 

(plus faible), t1 a une loi multinomiale 

(si H 
0 

est vraie ·H' 
' 0 

faussé). On teste alors 

est vrai a fortiori, l'implication contraire étant 

H' 
0 

comme au paragraphe précéder:t contre H
1 

: Zn 

par 

· Ce test d'ajustement très simple dépend évidemment beaucoup du par­

tage A
1 

••• Ar (on prend en général r ~ 7 quand c'est possible). 

c) Comparaison de plusieurs échantillons de lois multinomiales. 

'lèst~ d 1homogénéité. 

Soient m échantillons (X . , ••• , X . ) i = 1 ••• m, de lois 
1, l ni, l 

mul tinomiales associées à m ;iopulations • .Problème ----·---- ces échantillons pro-

viennent-ils d'une même population? 

Nous allons étudier le problème pour m = 2 sur l'exemple de groupes 

sanguins relevant de 2 populations (d'après _Rao). On a les fréquences des 

groupes O, A, B, AB. 

Soit p, q la fréquence des gênes A et B pour la première po-

pulation, p', q' les mêmes fréquences pour la aeuxième population. A-t-on 

p = p' ? On a 

ère 
1 population 

ime population 

0 

121 

118 

A 

120 

95 

B 

79 

121 

AB 

33 

30 

'l'OTAL 

353 

364 

Les classes sont toutes faites. Le problème se pose donc directement comme 

problème sur les multinomiales. 

Posant TC. k ' 1, ' 

' 

i = 1, 2 , k=1,2,3,4 

les probabilités pour un individu de la population i. d'appartenir au grou-

pe k, il faut tester si pour tout k • On estime n. k 
1, 

n. k l, 

n. 
l 

où n. 
l 

est le nombre total d'individus de la population i , et 

par 

n. k 
1, 



le nombre de ceux du groupe k o 

Supposons vérifiée l'hypothèse 

On a alors pour la population globale 

VI.7 

H : "homogénéité des populations" o 

0 

individus dans 

la classe 

nk 
par - 0 n 

k' et l'on estime la probabilité nk d'être dans la classe k 

On .calcule alors la somme des distances x2 (des 2 populations), 

distances à la répartition 

·2 

x
2 =L L 

i=1 k 

= > '. L 
i k 

estimée sous H , soit 

ti,k _ nk)2 ~ 
ni n 

n 
(n n. k -

i, 

Si l'on avait pas fait d'estimation c'est-à-dire si la loi était une loi 

a priori on aurait la somme de deux x2 
(k-1) indépendants soit un x2 

(2k-2). 

Mais, on démontre que chaque estimation d'un paramètre fait perdre un degré 

de liberté du 2 
X (en fait puisque l'on estime la loi a priori à partir de 

1 1 échantillon, on se place intuitivement près de la loi mul tinomiale la plus 

voisine). Ceci est valable à condition que les paramètres estimés soient 

fonctionnellement indépendants, c'est-à-dire qu'il n'existe une fonction 

(implicite) des paramètres identiquement nulle. Ici En = 1 et on a donc 
k k 

estimé k-1 paramètres, il reste donc 2(k-1) - (k-.1) degrés de liberté. 

Si l'on avait comparé entre elles h populations le nombre de degré de li-

berté serait donc h(k-1) - (k-1) = (h-1)(k-1). Dans l'exemple concret 

x2 = 11,73, ce qui pour 3 degrés de liberté amène au rejet de l'hypothèse 

o;o ' au niveau 5 ;, ~ :parame tre nk o Le degré de liberté du x2 
est donc 

2(k-1) - k-1 = k-1 • Dans l'exemple étudié, on a un x2 (3) qui vaut 11,73 

et qui amène à rejeter l'hypothèse d'homogénéité des populations au niveau 5 %1 

Remarquons que dans certains problèmes on considère une des popula­

tions comme population test, et donc connue, E:2!l interprétée comme échan­

b.llon. On regarde alors si une autre population s'ajuste à celle-ci et l'on 

obtient un test sur une loi fixée, sans estimation donc à (k-1) degrés de 

new_12
Note 
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liberté pour 2 populations et à (h-1 )(k-1) ·degré de liberté pour h popula-

tion dont une fixe ! Mais alors l'hypothèse testée ne compare pas entre elles 

les· (h.:.1) populattons, elle les compare séparément à H 
0 

d) Test d'indépendance et tables de contingence. 

On se propose de tester l 1 ind~pendance de 2 caractères constatés ou 

mesurés sur une même population par exemple la forme du pollen et la couleur 

de certaines fleurs obtenues par croisement (Bateson). 

prendre 

rouge), 

Soient F 

les valeurs 

On a (table 

Forme 
pollen 

long 

rond 

Total 

et 

k 

de 

C ces deux caractères 

(1,; -, ... - 1,2 long et rond) 

con tir,.2:ence). 

couleur 
violet . ,rouge 

296 27 

~9 85 

315 112 

i (i == h 2) ils peuvent 

et j, (i, = 1 , 2 violet, 

TOTAL 

323 

104 

4;2ï'. 

Problème : tester l'hypothèse H F et C sont indépendants. 
0 

Notons 

On pose 

n: k le nombre d'individus ayant les valeurs k, i, de caractères. 
J.' 

n ,e = t n ..e , k , nk = l n .e , k • On a t ni, == n , t _nk = n • 

Supposons que la probabilité inconnue d'être dans la classe (1,,k) 

soit ni,,k. La probabilité d'obtenir l'échantillonnage donné (loi multino-

miale) vaut n 
n,e,k J,,k 

n! ii ii 
i, k 

n 1 = p ,e ,k 
,e ,k· 

L'indépendance se traduit par 

l'état i, , 

On peut écrire p k sous la forme 
1,, n nk 

n t _ nk 
p k = n! ii _J_ rr --

o no' k nk! h' j, ,v 

no k n,e,k 
(-,V-') 

n,e,k! rc,en:k 
X Ï1 

S'il y a indépendance, on obtient simplement 
n,e nk _ n ,e _ nk 

p k = n! TI0 --, TI -- 1 _,e., ,, n,e. k nk. 

où ..,. ,. j, est la probabilité de 

l'expression 
ii n !nk! /n t ,ek! 

n! 
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La quanti té 
n! 

représente exactement (et pour toute loi multi-

nomiale) la loi conditionnelle des donnée les lois marginales 

Si l'on connaît à l'avance les et les on fera le test d'in-

dépendance suivant. On calcule 
2 

2 (nk,e - nrrkrc ,e) 
X = E E 

k 1, n1c kn f, 

et ·on fait simplement un test d I ajustement sur la loi 
'l, 

peut prendr~ les valeurs 1 ••• m· et i, les valeurs 

k 

• • • m' , le nombre 
' 

de degré de liberté à choisir est mm 1 - 1 pour faire' le· test. Mais on peut 
2 améliorer la méthode de la manière suivante. On peut d'abord isoler les x 

qui correspondent aux déviations de l'échantillon par rapport aux marginales. 

Soit 2 __ \' __ (n_rnnf,)
2 

. _ 2 (p.k-:n,nk)
2 

X r.,----,x =E 
1 .e . nn ,e 2 k nnk 

2 2 ' 2 2 . . 2 
et pour x

5 
= X - x

1 
- x

2 
Comme x

3 
a mm'-1 degré de liberté 

x~(m-1) et x~ m'-1 , x; en a mm'-1 - m+1 - m1 +1 = (m-1)(m 1-1)·. 

X~ mesure la déviation (la distance) de l'échantillon à 1 1 indépendance, 

fois corrigées les déviations normales aux m&rginales et c'est donc 

l'on.utilisera pour faire le· test. 

2 
X3 

une 

que 

-Remarque : on raisonne quelquefois en disant que E ni= 1 , E nk = 1 

et donc que le nombre de (nink) intervenant dans la loi multinomiale à tester 

est (r - 1) (s - 1), mais ce raisonnement n'est pas très clair. 

Dans l'exemplè précédent si il y a indépendance des caractères et si 

les rapports dans chaque classe valent 3 on obtient 
2 0,0945 1e degré de liberté 

X~ = 

X2 = 0,3443 Il Il Il 

2 
221, 6833 1 degré de liberté. X3 = pour 

Donc en fait seul importe. 

Supposons maintenant que les marginales rck, rc.,e ne soient pas connues. 

On veut les estimer, par ex·emple par la méthode de maximum de vraisemblance 
A nu A nk 

et l'on trouve ·n - ~ n - -· ,e-n' k-n 
n,enk 2 

(n .. -n .:__) 
X2 = E E J..J n n 

k f, n ,enk 
--n 
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Q;uel degré de liberté faut-il choisir pour faire le test. Nous avons estimé 

(m-1 )+(m '-1) paramètres 
' 

rc ,,e, ik . Le nombre total de paramètres est 

L'estimation faite conduit à diminuer d'autant le degré de liberté du 

mrn'-1 
2 

X 

Intuitiveme:rit parce que les paramètl·es inconnus rck,,e sont liés par les 

relations ~ rck,e == ik et Ï: nk,e = ;,e une fois l'estimation faite et donc 

que le nombre de paran1èt:res à ajuster après estimation est 

mm'-1 (m-1) (m '-1), (la dernière 
A 

déduit - - des relations E nk,e = nk se 

~uisq_ue 
A 

1 ) . 
,e 

autres E E nk . .e = r~ nk = k ,e 

des 

Ce raisonnement intuitif peut être rendu rigoureux en utilisant leré­

sul tat énoncé plus haut .. N.ous laisseronS; cette démonstration de côté, en 

insistant sur le fait que dans tous les cas un test d'indépendance éilliène 1m 

/ à (m~ 1) (~' - 1) deg:rés de liberté. 

cifiés 

Dans le cas numérique étudié, on trouve sur rck' n ,e ne sont pas spé-
2 x == 218, 8722, ce qui est à peu près la valeur obtenue en utilisant 

dès ma:r-ginales connues à 1 1 avance. 

·De toute manière, il faut bien voir la valeur relative de ces tests. 

Si la taille du nombre d'individus dans une des cases nik 
2 cette case peut fausser le X 

est petite 

fines mais encore basées sur le 

et il faut faire appel à des méthodes plus 
2 

X 
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