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WAVE PACKETS AND F.I1.0.

A. Cérdoba

Analyse Harmonique d'Orsay

Spring 1978



This is an account of a seminar given at the Université Paris XI
(Orsay), April 1978, where I presented some results obtained in collabora-
tion with C. Fefferman {2]. I have made no attempt to give the proofs contai

ned in [2} and limited myself to show, in a heuristic way, some of the ideas

and arguments behind those proofs.

On a neighborhood of 1970, two important results were obtained

about Pseudo-differential Operators, namely:

Theorem 1. (Calderdn-Vaillancourt).

1§ p(x,£) 45 a symbol Ain the class sg 0’ C<p<1, then

b

the associated Pseudodifgerential Operatorn p(x, D) 44 bounded on L?®R™)

Theorem 2. (Egorov).

1§ (%, &) 2 (y, n) 44 a homogeneous canonical change o4
coordinates (L.e. preserves the differential forum xdg) zthen there exists
an Operatorn U, bounded on LZ®"), Auch that Q = vlp Ut "Operaton of

Lowen onden", for everny Pseudodifferential operator P, where
Q = a(x, D), P = p(x, D), alx, &) = p(¢(x, £)).

Funthenmone, 4§ S(y, £) 44 the generating function of the canonical change

i

04 coorndinates (i.e. n 8, (¥, £)s x = Sg(y, £)) Zthen

RS
m"®

UE(y) [ 2P0
R

b4

If p(x, £) 1is a symbol in the class Sg , then p(x, D) is
bounded on LZGRn) and the usual proof involves some kind of Garding

inequality together with integration by parts techniques, because of the



o 0
fact: ‘Dx Dg

symbols in the class 82/2’1/2 and at that time, 1970, the theory was

p(x, g)l f_Ca |§i—la|. But this is no 1longer true for

sophisticated enough to need these exotic symbols.

Now, for the constant coefficient case, f}(g) = m(§) - %(E),

more information is known, namely:
i) T 1is bounded on LZGRn) iff m 1is bounded.

ii) T is bounded on L'®"™) iff f is a measure of finite

total variation.

It is a natural question in Fourier Analysis to ask whether or
not T yields a bounded operator on LpCRn), 1 <p <o, This is a rather
difficult problem about which very little is known. However, the deepest
multipliet theorems that I know have the following strategy: to decompose
the multiplier m(E), or the kernel K =, or both, intro pieces, in
such a way that each one gives us a bounded operator, that the norms of
these operators be uniformly bounded, and that the interaction between the
different pieces be small, allowing us to glue together the individualesti~
mates. In order to be able to do this decomposition, we have to use the
smoothness properties of the multiplier, its geometric properties and the
uncertainity principle, ﬁhich tells us that we have to compromise between
the type of localization that we want to make at the multiplier gide or at the

kernel side of the picture,

It is not a surprise that these ideas about the LP boundedness
properties of constant coefficient operators are useful to analyse the
L2-boundedness of the variable coefficients case. M. Cotlar proved a

beautiful theorem in this direction: '"If we can decompcse an operator T



on a Hilbert space H, as a sum of trivial pieces T = ZTi, HTi‘lﬁ_C,

and if these pieces are almost perpendicular,
% T | I T* II < ceg®(i-3), Zg(i) < =,
then T 1is a bounded operator".

Let us consider a symbol p(x, &) Si,oGRn) and ask the following
question: how to decompose p = ij in such a way that Cotlar's lemma can be
applied? Suppose that we want to localize p near the point (xo, £°),
since ]pr(x, £)| <G, lVgp(x, &) | 5_0[&0[—1 near (xg, £%) it is clear

that we shouldn't consider equally the x-localization and the £-localization.

A
X ; The variation on the x-direction

‘ is dominated by Cp while in the §-direc

é; » -1 -1
) tion is c8|&° . Therefore cp = c§|E°
l () el = csle”|
that is p = 8|E°| 7.
\'-'v'\.«”'%r-w“'
e Finally we must consider the
— uncertainity principle; pS =1, which
R

implies that the rigth localization near

the point (xo, go) must be of the following order:

- 1/2
e - xo < JE° 0 772, e - €0 < g |

In their proof [1] Calderdn dand Vaillancourt tomplete this
program and they are able to show that the family of operators pj(x, D)
obtained by a smooth partition of p(x, £) made in agreement with the

preceding considerations, satisfies the hypothesis of Cotlar's lemma,



Heuristic Proofs.

Let us consider a partition of unity on phase space 1 = Z ¢I(x, £)
I

in agreement with the previous discussion and suppose that

b1 ) v e 1Y) G - el 1T,
Then
£ ] oG, D) GO v
i
Lin/sf i(y_xl).gl 1,1/2
vy (e je PCly=xp) €71 7)) « £(y)dy) -
I n
R
I
i(x-x%.) ¢ &
Iglln/h o I ¢((X-XI)‘15111/2)

which looks like a kind of Fourier series development of the function F.

This suggest the following definition: A wave packet centered

at the point X¢, travelling in the direction given by £° and with shape

. .50
¢ € SR") is given by el(x—XO) & ¢ (x-%g)

As we have seen previously there are

wave packets

y » &t

(ke
" _ l&ll“/“el x=%y

L ¢ ((x~x) IEIII/Z)
xI,E

which give us an "almost orthogonal" decompo-

sition of LZGRn):

T > 1
{ B8 7 O g

The almost orthogonality character means, in



particular, that we have the Plancherel Theorem:

hell2 ~ 0 I<t, 0 pI?
z 1 X, ,&
I’
It is easy to observe that if p is a symbol of order cero then
P(x, D) ¢ 1= P(XI, EI) o ¥ negligible error.
XI‘E XI, g

Therefore the fact that P(x, D) is bounded on LZGRn) is an

inmediate consequence of the Plancherel Theorem:

PG, el v ] f<e, 6 217 Lty 8D <
2
I X1 &

<c) l<f, ¢ Sli<ellell?
-1 x_, & - 2
I)
Finally if
1 iS ”
TE(y) = ——— f L eSO Feyae
(2m) R
is the Egorov's operator associated to the transformation (x,8) - (y,n)

(assuming that the hypothesis of homogeneity and not-degeneracy are satisfied),

then it maps the wave-packet

~

ei(x-—xo)'€0 ei(y—yo)'ﬂO ¢ (y-y0)

¢ (x-%x4) to

¢ (x0, £°) = (yo, n, ¢, ; 6 S®™). That is, excépt for tHhe change of
shape ¢ ~ 5 that we must take into account, the effect of the Egorov's
operator consists ofrjust a rearrangement of the "Fourier" coefficients.
Therefore we can invoque again the Plancherel Theorem to conclude the

houndedness of T.



The machine.

In a local coordinate path a wave-~packet is a function of the form
1 /4 ; . i t
[det gI] / exp {1 €%+ (x=x9) + 5 (x-x0) glx-%0)}

where g 6 H= {x + iy | x, y real, symmetric matrices,y positive definite}.

a) If we make a change of coordinates x = ¢(y), x¢ = ¢(y5),
then our wave-pachet transforms to

2
1He® - Goye) + 3 8Om0t + g (G0 ) +higner order

e

terms .

. 2 @
So that (xo, £°, g) » (yo, (‘%%“Ot AN 23 )" g g$ )+ g0 gyz )

More generally, if (x, £) + (y, n) is a canonical transformation

of local coordinates patches, then it maps

ay dy
9 *  9x

an an
(x, £, 8) > (y, n, %t ox ) g)

A, B

-1 .

where ( ) g = (Ag + B) C(g + D) is the action of the symplectic
cC, D

group on the Siegel upper half plane H.

So we have a Wave-~Packet bundle over a aymplectic manifold,

b) The Wave-Packet transform is now defined by

WEGe, €, 8) = <E, 0 >



oo

Inversion Formula,

An admissible section g(x, £} g §', ig a section of the Wave-

~Packet bundliz which yields an elliptic watrix valued symbol of order one.

Then,

f(x) = JJ WE(y, n, gy, n)) ¢ (x)dy dn + errvor.

y,n,8(y,n)

This inversion formula is, of course, equivalent to ths Plancherel

Theorem.
¢) Consistency Conditions.

Let us say that F(x, £, g) 1is negligible if for each admissible

-t
section g(x, £) we have lF(x, £, gx, E))l = O(lil l’2). Then the Kernel

K(x, £, g3 ¥y, n, h) = <¢ngsg’ ¢y$ N» h>

is invariant under canonical transformation modulo negligible functions.
Therefore, the space of functions F(x, £, g) which are reproduced by this

kernel
F(x, £, g) = J{ F(y, n, hiy,n)) K, &, g; ¥, n, hiy,n))dy dn + negligible

is invariant under canonical transformation and, of course, contains the

Wave-Packet transforms of functiens in L2,

d) If px, &) € ST 0 then we have the following formula:
p(x, D) = W;l {p * ng) + ng, where Qg is a pseudodifferential cperator

of order m - | (g is an admissible section).

For the Egorov's Operator we have: If

TE(x) = — f 55 8) 2y ar

O



¢(x, &) = (y, M)y n=8(x,8), y-= S (x, £)

Then

WéTf(¢(x, £)) = u(x, &, g) ng(x, £) + negligible where

on on
E 2 Ix
g €EH, g= g
dy 9y
3 ? 9%
and
uix, g) = 3y .~ 3
det(~5%~ g + ‘5%‘)
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LES FONCTIONS RESURGENTES ET LEURS APPLICATIONS
A L'ANALYSE HARMONIQUE SUR CERTAINS GROUPES

Jean ECALLE
I - INTRODUCTION
Soit Go l'ensemble des transformations holomorphes

-n,

/P (o

il

(1) f:z > £f(=) z(1+ % a z

(a_€C; lim supla
nyl n
du voisinage de *° dans lui-méme. Go est un groupe pour la composi=-
tion des applications : f£,9 ® fog , mais il n'est localement compact
pour aucune topologie raisonnable. Go ne peut pas non plus &tre
considéré comme un groupe de Lie de dimension infinie, car tout voisi-
nage de 1'élément neutre contient des f qui ne sont insérables dans
aucun sous-groupe continu a un paramétre réel.
Toutefois, & propos de GO et de maints groupes du méme

genre, on peut se poser les deux problémes fondamentaux de 1l'analyse

harmonique non commutative, a savoir :

Le probléme de 1'analyse harmonigue : construire sur Go des systémes
de fonctions centrales (i.e. invariantes par automorphismes internes)
qui soient complets, c'est-da-dire qui suffisent a caractériser les
classes de conjugaison de Go . (L'équivalent classique consiste a
construire le semi-anneau des caractéres sur un groupe de Lie loca-
lement compact).

Le probléme de la synthése harmonique : inversement, connaissant un

tel systéme complet de fonctions centrales, reconstituer la classe
d'équivalence de GO qui lui correspond.
Pour résoudre ces deux problémes, on est conduit & intro-

duire certaines algébres A de fonctions dites résurgentes. Ce sont

des fonctions holomorphes, définies sur le demi-plan de Poincaré P

(ou des surfaces de Riemann ® équivalentes) et présentant, par
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rapport & l'action d'un certain groupe fuchsien [ , des propriétés
d'invariance plu§~faibles que celles des fonctions automorphes clas-
siques. Essentiellement, cette invariance affaiblie se traduit par
1'existence, dans l'algébre de groupe C[[] , d'une infinité d'élé-
ments &_ , linéairement indépendants, et qui définissent autant de

J

dérivations de l'algébre A .

I1 s'avére alors qu'a toute f de la forme (1) on peut
associer une fonction résurgente @ , élément d'une algébre A , et
gue certains résidus attachés a ® fournissent des systémes complets
de fonctions centrales GQ(f) sur Go . Inversement, connaissant les
scalaires GQ(f) , on peut reconstituer explicitement la classe de £
en résolvant un systéme infini d'équations aux "dérivées partielles"

sur A , & savoir :

(2) AJw = A exp*(uﬁw) (Va)

ou exp, désigne 1l'exponentielle de 1l'algébre A et ol les scalaires

& i 6
A,J et ab se déduisent des Q(f).

IT - LES ALGEBRES DE FONCTIONS RESURGENTES

II.1 - L'algébre A(f) et les opérateurs autogénes.

Soit £ un sous-groupe additif discret de € . On se
limitera ici aux sous-groupes de dimension 1. Prenons donc £ = ubz
o = woz* . Soit R 1la surface de Riemann recouvrement universel de
C2l et soit P 1la projection sur €= du point courant P de R .
Soit enfin [ 1le groupe des automorphismes T : P~ I'(P) de R qui
se projettent en des automorphismes T sz ™ f(z) = z+w de C0 .
Alors ®w€ & et on assimile la translation r d son pas w . [ est

un groupe fuchsien, sans éléments elliptiques. On peut trouver dans

[ trois éléments paraboliques R, S, T
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(4) de projections R=0 , é=wo . 'i‘=-wo

(idi) soumis a la seule relation RST = 1

(iii) engendrant, ensemble, le groupe [ .

Le triplet (R,S,T) est unique a un automorphisme interne prés dans
T . Supposons-le fixé. Désignons par Qo le point frontiére de R
invariant par R . TQO est situé au-dessus de l'ensemble & . Suppo-

sons QO situé au-dessus du point O (i.e. QO==O).

Remarque : Soit A(z) 1la fonction automorphe classique.

Alors 1l'application :

ab -1 4Qb (1+ek"iZ)
—_ - = — 2 —_— i i
z > z== log(1l X(z)) i log (1_ekﬂiz) (k impair ) 1)

est conforme du demi-plan de Poincaré P = {z; Im z > 0} sur la sur-

face R® et elle transforme le groupe des homographies de

az+b
cz+d

Pez - (a,d€ 1+27Z;¢c,b€ 2Z) en le groupe [ d'automorphismes

de R .

Introduisons maintenant 1l'algébre D(f) = €& (1-R)c[[]

formée des combinaisons linéaires finies de la forme

= 2 -rR)T . T
(3) D wo+iyi(1 R) i (vo,yiec, iéﬂ“)

et munie de la multiplication induite par la loi de [ .

Proposition 1. Scient ¢ et ¥ deux germes de fonctions

analvtiques en O (supposés intégrables en O s'ils sont multifor-

mes) et soit ©x le germe défini au voisinage de O par :

Z
(4) (00) (2) =S o (z-C)¥(C)ac .
O

(a) Alors, si ® et ¥ se prolongent analytigquement

le long de tout chemin de C€=f) , il en est de méme de @x .

(b) Si en outre, pour tout w&€& et tout chemin Y

partant de O , évitant @ et aboutissant en « , les prolongements

selon J de % et ¥ sont intégrables en ® , il en est de méme
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de o .

Par suite, interprétés comme fonctions holomorphes uniformes

sur R (l) et munis de la loi =« , les germes qui vérifient (a) et

(b) forment une algébre commutative, qu'on notera provisoirement

A(R). Les éléments de A(R) sont dits fonctions résurgentes.

Or on a une action naturelle T':9 = I'p = CPOI‘—l de [

dans A(®2) , laquelle induit par linéarité une action de D(f2) dans
A(f) .

Proposition 2. Il existe une application linéaire unigue de

D(f2) dans D(R)BD(N)

= 2 RD!
(5) D - o(D) s Di Di

telle qu'on ait, pour tout DED(f) et toute paire o,PE€A(R) :

(6) D(pxd) =Zi (Dicp)*(Dizb) .

On dit gue les DED(N) définissent des opérateurs autogénes sur

al) .
Exemple 1 : 0(R) = R®R (R définit donc un automorphisme

de l'algebre A(D)).

Exemple 2 : Soit D = (1-R)S R2 S . On peut alors montrer que
o(D) =[ - (1-R)S® (1-R)S + 1® (1-R)SRS + (1-R)SRS® 1 + R® (1-R)SR>S
+ (l—R)SR28®R— R® (1-R)SRS - (1-R)SRS® R - (1-R)SR® (1-R)RS
- (1-R)RS® (1-R)SR
Exemple 3 : Posons D_=1 et, pour tout nEN '
_ n - (12 n -
D, = (-R)s", D_ , = (1-R)T" . Alors 0(D,) Z D, ®D,
(o) [o) wi+wj=w i ]

(w,wi,wjén; wi/w et wj/w Yy 0) .

(1) Pour fixer sans ambiguité la correspondance : germes - fonctions,
on convient que le voisinage du point Qo reléve le voisinage de O
qui sert & définir la convolution =« , et que le voisinage du point
SQ, soit contenu dans le relévement du domaine O argz {27 (domaine

de détermination principale de 1log z , Vz etc...)
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*
Exemple 4 : Posons Ao==0 et pour tout w€ R définissons

8, au moyen des fonctions génératrices formelles suivantes :

n - 5 n - - _ -1
(7) T ot 5w log( t D) log{ (1-tRS) (1-t8) ~}
nyl o) nyo o
(Tois) = 7 & = log( & t" D ) = log{(l—tRT)(l-tT)—l}
-nd -nw
nyl o n )0 o

On montre alors que pour tout w€ Q :

(8) o(b,) =5 ®1+1®A  ou encore : (8bis) & (9xp) = (4 @)xd +0x(8 D).

n

. A » . = -In
Autrement dit, les w ' €t par suite aussi les Aw,n R AwR '

définissent des dérivations de 1l'algébre A(f). Inversement, on montre

que l'algébre de Lie formée des AL€D(®) qui sont des dérivations de
*
A(fl) est engendrée librement par les B n (WER , n€Z). Quant a
. ’
la sous algeébre de D({l) formée des dérivations d'ordre quelconque,
~ = ..l

on la note A(Q). Elle a pour base les &%,n Aw n ®. . n
(W et T multiindices).

Remarque : Munis de leur multiplication et de la loi o,

les espaces D(fl) et A4(fl) sont pourvus chacun d'une structure de

bigébre (au sens de Bourbaki, cof XXXVII, chap. II).

Unitarisation de A(f2). On est conduit a ajouter & A(RN)
une unité, qu'on note & et qu'il est naturel d'assimiler au Dirac
de magse 1 concentrée au point-frontiére Q, - On ajoute également a
A(fl) les © qui admettent des pdles simples (2) aux points fron-
tiéres Q;¥QO . Autrement dit, pour PER voisin de QF€ {TQO}-{QO}

on a

(1) Compte tenu de la non-commutativité de R,S,T cela donne :

= - - = - l' _]_“ -1 . - - l 2 l -2 l -1 1 -1
Aag-—(l R)S ; Azwo (1-R)S(58+5T ) ; AMo (1-R)S(587+3T “+zT "S+zST )
(Zp, ) 1 (Z2g, ) ! p. -9,

= - 1l 1 i 1 , _
etc... Anub._(l R)S = (l+Epi+Zqi)! t! s T avec Zpi-+2qi-n et

P, /9; Y1 (sauf le premier p; et le dernier q; qui peuvent &tre nuls)

(2) Plus proprement, ce sont les projections des ¢ sur C= qui

admettent des pdles simples aux points Q=we€Q .
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(9) o(p) = (é—é)‘lAQ + U (P) (A € €,¥ intégrable en Q)

ol P (resp. Q) désigne la projection de P (resp. Q) sur =0
(resp. ).

C'est 1'algébre ainsi élargie qu'on notera désormais A(f)). Elle véri-

fie encore les propositions 1 et 2 & condition de poser :

(10) (1-R)To = 27ri.AQ.6 + (1-R)TY

pour tout @ de la forme (9) et tout T€C vérifiant 1_‘Q=QO .

- *
Sous-algébres A(p,f2). Pour tout pEN , les © de A(N)

vérifiant
(11) (1-RPYo = 0 et (1-R)(1-RP)To = o (VT € T)

forment une sous-algébre de A(f}), notée A(p,N) et dans laquelle
agit la bigébre d'opérateurs D(p,f?) = D(ﬂ)/(l—Rp) qui est égale
(comme algébre) au quotient de D(f) par 1'idéal bilatére engendré
par (1-RP). on désigne de méme par &(p,f) = 8(R)/(1-RP) 1la bigébre
des dérivations d'ordre gquelconque.

C'est 1'algébre A(1,&) qui est la plus simple. En effet,
au voisinage de tout point frontiere Q;'fQO » les ¢ de A(L,%)

sont de la forme

(12) @(P) = ¥ (B-Q) + (B-Q)7T.a, + ¥,(P-Q) .10g(P-Q)

ou AQ est scalaire et ou les fonctions 4)1 et i',bz sont holomorphes

réguliéres en O . De plus, si I‘Q=Qo , on a :
(13) ((1-R)T®) (P) = 2mi.A .0 + 2mi. Y, (P) .
Enfin, £(1,9) = D(1,9N) , tandis que, pour p »2 , l'inclusion
A(p,R) < D(p,R) est stricte.
Algébres A(p,®,0). Introduisons, pour tout u€ € , les

fonctions multiformes §u et T @
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, Zu—l Zu—l
Si u non entier : & (z) = - ;o T (=z) =
u T(u)(ezﬂlu—l) u ()
741 log z 201
. . . — 3 _—

{Si u entier » 1 : §u(z) o=y T 571 ; Tu(z) TR
Si u entier { 0 : & (z) = (-1)%(-u)t 2977 ;T (z) = 5 (1)
A ' u 2mi !
oit ' désigne la fonction gamma classique et 5 ("9 14 qérivée

(@'ordre entier positif -u) au sens des distributions du dirac &
en O .
Pour 1'analyse harmonique (cf III) nous aurons a considérer

les espaces A(p,&,p) de fonctions ¢ , holomorphes sur R et qui

au voisinage de chaque point-frontiére Q75QO (resp. =Qo) sont de
la forme :

=z P =3 :
(14) «@(P) o Vu(Q) §u(P Q) (resp. o Vu(Qo) Tu(P))

ou les Vu(Q) sont des scalaires et ol u parcourt 1l'ensemble

{—pé-+éN} . L'espace A(p,f,0) est fermé pour la loi x , qui en

fait une algébre. Posons T *To = Tudv méme lorsque Re u ou

Re v { O et, pour tout D = (1-R)T (avec TE€L et T=w) posons
D(p) = T“p*D . Par linéarité, on définit D(p) pour tout D€ D(p,f).
Les D(p) opérent dans l'algébre A(p,f,p) et si

D(pxp) = Z (Diw)*(Diw) identiquement en ¢,¥ €A(p,f), on aura
i

D(p)(¢*¢) =z (Dip)@) *(Di(p)¢) identiquement en ©,¥ €a(p,f,p).
i

Bien sfir, a(p,%,0) = A(p,f). Lorsque PFO , on désigne par D(p,R,p0)

et B(p,p) les homologues des bigébres D(p,f)) et 4(p,N).

II.2 - Fonctions résurgentes et pseudo-variables.

En général, si (G désigne une algébre de fonctions de n
variables, le G-module & gauche des dérivations de (G est de

dimension { n . Par exemple, si O est l'algébre des fonctions holo-
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morphes sur un domaine &8 c¢” , toute dérivation de G est de la
forme 2 wi 5%7 avec 1£i{n et wiéfﬁ . I1 en va autrement pour
1'algébre A(Qj : ses éléments (c'est-a-dire les fonctions résurgentes)
sont des fonctions holomorphes d'une seule variable et pourtant le
A(f})-module & gauche des dérivations de A(fl) est de dimension infi-
nie. Ceci suggére l'existence, chez les fonctions résurgentes, d'line

infinité de "pseudo-variables". En fait, on va voir que cette intui-

tion peut &tre précisée : on peut construire une algébre de pseudo-

variables obéissant & des lois (de multiplication, de dérivation
etc...) bien définies et il est méme possible de "développer" les
fonctions résurgentes en séries de pseudo-variables (a4 la maniére des

développements de Taylor).

Algébre A'(fl) de pseudo-variables. Soit 4'($#) le dual
algébrique de A&(f) considéré comme espace vectoriel. &(f)) posséde

une structure de coalgébre :
A(R) > A(D)PB(N) : D~ (D)

qui se transpose dans &'(f)) en une structure d'algébre commutative.

A'(8) est dite algébre des pseudo-variables de A(R).

En outre, on définit une action de 1l'algébre A(fl) Adans

l'algébre A' ()

Z €ENM' (D) > DZ €L (D)

o

par transposition de l'antiaction & gauche de l'algébre &(£l) dans

elle~méme :

D

Dl € A(Q) - DlD €EnQ) .

Cette action de &(f) dans B'(f) posséde les mémes pro-
priétés d'autogénéité que l'action dans A(f). Par exemple, si

ZJ,ZKGID'(Q) et si o(p) = Z Dj_®Di , on aura
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K K

) =% (p,27).(D;z").
| i

p(zY.7

Forme développée et forme restreinte. Soit v 1l'unique

homomorphisme de 1'algébre A(R) dans € . A tout ©¢€A(N) v asso-
cie le scalaire v(9) égal d la masse du dirac que ¢ comporte en
Q  (cf. II-1). Soit d'autre part {DJ} une base de 1'espace vecto-
9}

riel A(Q) et {2z la famille duale de A'(fl). Alors les applica-

tions :

z ZJ.D @

AR) > B () © A(R) 5

o > [o]

A(R) - 2 (Q)

¢ = (o> =X ZJ.v(DJcp)

ne dépendent pas du choix de la base {DJ} . Ce sont des homomorphismes

d'algébres, appelés respectivement forme déplovée et forme restreinte.

Elles commutent chacune avec l'action de A(R) (4 condition de défi-
nir l'action de A(f) dans A'(Q)®A(f) comme restreinte & la pre-
miére composante de ce produit tensoriel).

lo] et <(v) équivalent formellement & des développements
en série de Taylor. Dans (9} , les coefficients des pseudo-variables
zJ sont des combinaisons linéaires de résidus de © aux points-
frontiére de R . Quant & la permutabilité de [ ] et ( ) avec
l'action de B (), elle permet de ramener les dérivations sur A(%)
4 des dérivations sur les pseudo-variables. Enfin, on démontre que
( ) est surijective. Ceci revient & montrer que pour toute famille
{AQ;QGEBR} , il existe ¢ dans A(fl) ayant A_ pour résidu au

Q
point-frontiere Q .

Bien entendu, les constructions précédentes s'appliquent
aussi aux algébres A(p,?) et A(p,f?,p) et fournissent notamment des
algébres de pseudovariables &'(p,f) et A'(p,&,p), dont les éléments

seront notés 27 et Z{ respectivement.

p)
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II.3 - Représentations des algébres de pseudo-variables dans les

algébres de résurgence. Applications.

Commengons par le cas p=1, =0 .

Posons A¢= 1 et, pour tout multiindice @ = {wl, ...,wr}
* ~
(wiéﬂ ; r quelconque), posons |w| = W ..+ W et
A'Z'o = Awr Awr 1...Awl . Alors la famille {A%} constitue une base de

l'espace vectoriel £(1,8). Soit {Zw} la famille duale de 4A'(1,8).

Ce n'est pas une base algébrique de &8'(1,f), mais tout élément de

~

. s s w
cet espace s'exprime comme série & Y% Z (')/%E C). La "table de mul-

~

. . . . w .
tiplication" des pseudo-variables Z est donnee par :

zwl_zwz _ Zwl,w2 +Zw2,w1 ; Zwl.zf.oz,w?) _ Zwl,wz,w3/+zw2,wl,w3 +Zw2,w3,w1
Etc... D'une facon générale :

(15) PR

X , . (rytry)t o ~
ou le Z est étendu a tous les rllrzl multiindices ® obtenus
en imbriquant, sans modifier leur ordre interne, les r, composantes

du multiindice Wt et les r, composantes du multiindice %P .

Quant a l'action de A(1,f) dans 4'(1,8), elle est donnée

W Wy ene s Wyyeoor @,
par : Aw Z =g (resp. = 0) si W= w,

(resp. wW# wl) . Pour tout W = {wl, ...,wr} , associons maintenant a la

e

pseudo-~variable z* 1a fonction résurgente UYEA(1,0) définie au

voisinage de QO par :

~ P dz
(16) u¥(p) = —2% - L - S =
(2mi) (W +...0 +P) "0 w +...0 4z,
Z z
g r~1 er_2 g 2 le
T W +z
0 w1+. . .wr_2+zr___2 0 171

ol P désigne comme d'habitude la projection de P sur C@ .
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Proposition 3. On_a (17) U xU =2 U , le Z étant

étendu aux mémes W gu'en (15). Désignons par ®A'(1,2) 1la sous-

algébre de A'(1,8) formée des combinaisons linéaires finies des

"'U ~ ’ ) -~
Z , et par PA(1,8) la sous-algébre de A(1,8) formée des polyndmes

de résurgence, c'est-a-dire des ¢ tels que hy® =0  sauf pour un

nombre fini de @ . La_proposition 3 exprime que 1'application

"~

% w 0 % 1 rd 0 V4 » . by
u:zZ - U induit par linéarité une représentation de 1'algebre

PA*(1,88) dans 1'algébre PA(1,§). La représentation u ne_permute

malheureusement pas avec 1l'action de B(1,9) dans ces deux algébres,

mais on va voir gu'elle permet de construlire une représentation v

qui, elle, permute avec l‘action de A(1,¥%). Pour tout multiindice

~o

*
W = {wl,...,ub} (wié £l ) posons :

W, yooe,W Q W, ) aeos W
(18) Uy =T e(Q) (14U 1 Tl =z e@ | vl *~1(p)ap
Q

Q Q o

ou dP est la forme différentielle sur R qui reléve la forme dz

sur C=8; ol les £ sont étendus aux points-frontiéres de R de 1la

g9, P,
forme Q= (T T's *)s 100 (avec 1-+2pi-+2qi = n = le/wo et

i
sgn(p;) = sgn(q;) = sgn(n)) ; ol le coefficient £(Q) wvaut

1
2(Zp,) 1 (Zq,) !

. . ; ) .
A partir des fonctions resurgentes U et des scalaires

>,

’ ) o - » 2 w ’
Uy définissons de nouvelles fonctions résurgentes V par récur-

.« . [2d
rence suyr la longueur r du multiindice @ :

w w
gl oyt
w, ,w W, o ,w (), ),
s R S | 2*% wvl 5

! 1’2 4+ [43] [£3] W +Ww
Wyr @y, i3 Wy s Wy, Wy Wy 0y Rl R
U v +U, LV U, LV

1% Y3
w1+w2+w3
FU, b owV i
R Ynce'

Soit d'une fagon générale :
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~ sl S
! [2) < ~, Y N,
v’ =z uy ...USV| oo 127 L.oa® =

B w

Proposition 4. On a :

0 78 Py B , . ~
(19) Vv° xv® =2 V°®, le T étant étendu aux mémes ® qu'en (15)
wl,...,w wz,..;,w
(20) 4V =y Tosi w=w, (resp. = 0 si wFw, ) .

s ~

. 3 w w [3 . . 2’ . ,
L'application v : 27 >V induit donc par linéarité une

représentation de l'algébre PL'(1,8)) dans l'algébre PA(1l,f) et

v commute avec l'action de £&(1,f) ; autrement dit :

v(AZ) = Av(Z) pour tout ALE€A(1,92) et tout ZEPL'(1,D)

Cas prl , p=0 .

Pour tous multiindices W = {wl, ...,wr} et 1 = {nl' ...,nr}

(wi ca n, € Z/pZ) posons

Dy Dy 0y 0y
by % =8y n b n = (R AR )eoo(R 74 R )
r''r 11 r 1
{ o ,H} est une base de B(p,f) et soit {z2'"} 1a famille duale de

pseudo-variables de A4'(p,).

Pour tout w€ & , désignons par H;w 1'élément de A(p,N)
(1-(z/w)) _
(1-(z/w) /P

Soit Hg o 1'opérateur A(p,fR) » A(p,@) défini par H;) o= (R_an)*Cp

qui reléve (cf. note au bas de la page 4) la fonction

et soit Y 1l'opérateur défini par (LwCP)(P) = 1 .1 o(P) si @
2mi (P+Ww)

n'a pas de pdle au-dessus de -« . 8 désignant toujours 1l'unité de

l'algébre A(p,f)), posons :

%N wl+...w wr w_ 4w, W, w w
(16bis) U'" =1, 'y ...L H

Lorsque p=1 , cette définition coiIncide avec la définition (16) et
[os e, d ™,
(13

lorsque p»>1l , on a z Wt =vy*, ou ® parcourt (Z/pZ)° . Enfin,

. B0 ... , . .
1'application u : Z » U " induit une représentation (non parfaite)

de l'algébre PA'(p,f2) dans l'algébre PA(p.f) et, a partir de u ,
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on obtient une représentation parfaite v en procédant comme dans

le cas p=1.

Cas général : p et P guelcongues.

~ N4
N . . W, n
On procéde comme ci-avant, mais en changeant les U ' en

Cas p=w , =0 (cas de l'algébre A(f)).

On procéde comme dans le cas p{® , P=0 , mais en rempla-

¢ant la fonction auxiliaire H Y relévement de 1 _1_—_(%0)7_ par la
P P 1-(z/w) /P

2
fonction Ho_ow relévement de 1—(2'/?) .
(z/w)log“(z/w)
Remarque : On notera que X (RnH(;) (P) =1 et que
n=1 "'
z (RnHé':)(P)El mais que lim Hwy-‘Hé': .
n=_00 p—)oo p
II1.4 - "Calcul différentiel" sur les fonctions résurgentes.

Indiquons, sur quelques exemples et en vue des applications
a l'analyse harmonique (cf partie III) 1l'usage qu'on peut faire des

notions précédentes. Traitons pour simplifier le cas p=1, p=0 .

Exemple 1 : Soit 3 résoudre, dans 1'algébre PA(1,f), le

systéme suivant d'équations aux "dérivées partielles" :

(21) 4 o

o $, s o0 @ parcourt une partie finie ' de Q .

La solution générale de (21) est donnée par la somme (finie en fait) :

wi wi,w.
(22) o=+ Vi, - T v Je@ oy )

w, i w, ,w, i3

i 1i°7]

w ,wj,wk
+ = Vv (0 A P ) —-...
W, W,
wileluzk 1 J <-‘l.k

N . ] b -—
ou les wi,wj,wk... parcourent & et ou ¢ est telle que szb—o

pour tout € £'. On peut en particulier prendre pour ¢ une fonction

de tvpe constant, c'est-a-dire le relévement sur ® d'une fonction




23.

entiére sur € , car alors Aa$==0 pour tout w€@ .

Exemple 2 : On montre que tout polyndme de résurgence @
s'exprime d'une maniére unique sous forme d'une somme (finie en fait) :

N,

(23) @ =2 vV soy

ou les P sont des fonctions de type constant (voir exemple 1
ci-dessus) et oll: @ parcourt 1'ensemble de tous les multiindices
(y compris le multiindice vide ¢ pour lequel V¢==6).

Probléme : exprimer les ¢y en fonction de ¢ .

________ %

0n
0
=
ot
f+
-
O
o]

= EV(AaQ), ou Ev est 1'endomorphisme de 1'algébre

PA(1,8) définie par :

(24) E_(9) = o+Z(-1)7V ) = Z v(z))«(Be) .

Ici, {DJ} désigne une base quelconque de l'espace 4(1,Q), {z9} 1a

famille duale de &4'(1,82) et D~ D 1l'involution principale de la
1
).

On montre que EV est en fait un homomorphisme de l'algébre

bigébre &4(1,8) (

PA(1,82) dans la sous-algébre des fonctions de type constant :

Exemple 3 : Construction de toutes les représentations par-
faites de PB'(1,f2) dans PA(1,£)). Soient a et b deux représen-

tations quelconques de PL'(1,82) dans PA(1,R). On vérifie immédiate-

ment que l'application ¢ définie par

w w w

cizh =azl) +ozhH
W, ,w w, ,w, w , W, ,w
z2 %)y =a@z?! %) +alz oz +pizt 2
1 : P . . r
(7) Pour cette involution : Aw"-> —Aw, Awl““,wr = (=1) Awr"°"w1 .

L'involution se prolonge d'ailleurs & D(1,f®2) et méme & D(f)) tout

m n m n m n -1 -m -n Lo i1} -n ~N
entier : (1-R)S "R 15 %R 2...58 *R X » (1-R)R Xp X_..r 2p 2 1 1



24,

ez 128y Ly, a2 V2 023 4 acz Lysoz 23
+ b(Zwl,ab'ab)

et d'une facon générale par :

(25) (2 = £ a2 ) (@) avee W =%

induit par linéarité une nouvelle représentation, notée avb , et que
la loi ¥V munit 1l'ensemble des représentations de PA'(1,£) dans
PA(1,%l) d'une structure de groupe non-commutatif. Les représentations
parfaites n'en forment pas un sous-groupe, maig on note que la
"différence" a = w—lvw de deux représentations parfaites w et

1 2 1

w est une représentation coparfaite, c'est-d-dire que pour tout

2
ZzEPA'(1,82), a(Z) est une fonction de type constant (cf définition &
1l'exemple 1).

Toutes les représentations parfaites w de ©P2'(1,f2) dans
PA(1,f2) s'obtiennent donc comme produit w = vVa de la représenta-
tion parfaite v construite en II-3 par une représentation coparfaite
a quelconque. Or les représentations coparfaites sont trés faciles a
construire : il suffit de relever sur ® wune famille quelconque D

de fonctions entiéres sur € vérifiant, par rapport & la convolution

* , la table de multiplication (15).

Exemple 4 : Construction du groupe des "translations" de

PA(1,f}). Dans les applications (cf III-4) on a besoin de connaitre
les "translations" de PA(1,f), c'est-a-dire les isomorphismes T de
PA(1,8) qui commutent avec les opérateurs "différentiels"

DEA(1,8) . Or, on vient de signaler (cf exemple 2) gque tout
»€PA(1,8}) s'écrivait d'une maniére unique comme somme finie :

@ o)
(26) o -fé)v *y —(é V(Z7) x%y (avec @y de type constant) .
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Pour toute représentation coparfaite a de PA'(1,2) dans BA(1,9),

soit Ta 1'endomorphisme de ®A(1,f2) défini par :

(27) Taw = T (vva)(Zw)*mw (avec les mémes ®., qu'en (26)) .

4 0
w

On montre alors que Ta est bien une "translation" et que 1l'applica-
tion a“Ta est un isomorphisme du groupe des représentatidns coparF
faites dans le groupe des "translations" de PA(1,f). Autrement dit,

pour toutes a,b coparfaites et tout DER(1,8), on a :

(28) T T =Ty, et DT =TD.

III - ANALYSE ET SYNTHESE HARMONIQUES DANS LES GROUPES Gt ET Gt_'°

III.1 - Position du probléme.

Soit G 1l'ensemble des séries formelles du type

(29) f£(z) = z(1 + = anz‘n)

: an€ C .
n)1l

G est un groupe pour la substitution des séries formelles :

f,9 ® fog = f(g). Considérons les sous-ensembles :

L 1/n_-t ] o 1/n -t _
G, : lim sup(ian\ n ) (e 5 G : llm(|an\ n ) =20

G (resp. €,_) est un sous-groupe de 6 si et seulement si ti}O

t -
(resp. t > 0). L'examen révéle que les groupes G ci-dessus sont de

deux types, fort différents :

Cas trivial : G, S Gc 6.

On montre El] que les classes de conjugaisons (pour les
automorphismes internes) dans le groupe €& et dans chacun des sous-
groupes Gt (resp. Gt_) pour t )1 (resp. t? 1) peuvent &tre

caractérisées au moyen de trois paramétres, a savoir :
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* 1l'entier p = p(f), égal & 1l'indice du premier a, non nul dans (29)

¥ le complexe o o(f), égal a 1'inverse de a

. P
P(£), égal a {E%E + le coefficient de z ' dans

(£(z)-2)"Y  (H

* le complexe P

On a donc, pour chacun de ces groupes § , une partition immédiate en

classes de conjugaisons q(p,a,p).

Cas intéressant : G, < G < €,

Au contraire, lorsque t<{ 1 (resp. t{ 1) on montre [1]

Gépra’,p) G(plﬁ’uo))

el se scinde en une

que chacun des ensembles (resp.
infinité de classes de conjugaisons qu'il est impossible de paramétrer
au moyen de scalaires tels que p,o,0 , fonctions chacun d'un nombre

fini de coefficients a, de f . D'ou l'existence, sur chacun de ces

re

groupes G , de fonctions centrales (2) non triviales, qu'il s'agit

de calculer.

Un systéme O = {@i,ié I} de fonctions centrales sur §
sera dit complet si : @i(f) = @i(g) pour tout i = f et g con-
jugués dans G .

De méme, le systéme ® sera dit libre si, pour tout i ,

il existe £,g€ G tels que @i(f) # Gi(g) et Gj(f) = Gj(g) pour

tout Jj#i .

Méthode : On peut bien doter ces groupes § d'une topologie
naturelle, mais comme celle-ci n'est pas localement compacte et que
les groupes G ne sont pas de Lie (cf Introduction), aucune des
méthodes classiques (représentations unitaires, caractéres, etc...)
ne s'applique ici.

Ce qu'il faut, en fait, c'est recourir aux fonctions résur-

gentes. Le plus simple consiste a étudier séparément les fonctions

1 N
(7) Pp(f) est un polynCme en ap,ap+l,...,a2p .

2, . . . . .
) i.e. invariantes par rapport aux automorphismes internes :

(

® centrale sur Q<='>@(h"im=oh) = 6(F) pour tous F.h€C .
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Q(p,@,P) .

centrales sur chacun des ensembles C'est ainsi gue nous

procéderons, en nous limitant d'abord au groupe §=6 (le plus

1-
grand) puis en indiquant briévement comment étendre ces résultats aux
G généraux, et notamment au groupe €, (le plus petit), dont les

éléments sont des séries convergentes.

IITI.2 - Résurgence et autorésurgence.

Cas p=1, pPp=0 .

Soit £ 1'élément générique de Gii’d'o)
(30) f£(z) = z(1+ T az ™) ; o(f) = al # 0,00 ; P(£) = =a, al2 = 0O
n ' 1 e 2 21

nyl

*
Soit £  1l'unique série de la forme

(31) £(z) =z+ % azn?

nyl °

et solution de 1'équation d'Abel :

(32) £ of(z) =a., + £ (z) .

1

Enfin, introduisons l'original formel de Laplace de la
série f(z)-z :

n-1
z

(33) Q(Z) = I Oln ?n_-Tﬁ .

nyl :

” » * rd » .
Proposition 5. (a) La_série f est en général divergente,

mais la série ® gu'on en déduit a un rayon de convergence non nul.

Elle définit au voisinage de O un germe analvtigque qui se prolonge

selon tout chemin de €€ , ou f = 2MioZ . Par suite, la série @

détermine une fonction holomorphe (encore notée ®) sur la surface

de Riemann R , recouvrement universel de €6=f) .

(b) Cette fonction @ est en fait une fonction résur-

gente, élément de 1'algébre A(1,9).

(c) En outre, € vérifie les équations d'autorésur-

gences suivantes :




28,

. . . ) ) .
(34) 4,.¢ = Aw.exp*(x)@) (YwE £)

ou_les 4, sont les dérivations de A(1,f) introduites en II.1 ; ou
les Aa} sont des scalaires complexes fonctions de f : et on exp,

désigne 1'exponentielle de 1l'algébre A(1,f) :

: u@ uﬁ
exp, (W@) =6 + wd + 5T &P + 3T $xPx® +...
Remarque : Par itération de (34) on tire :

rvq’=A ...A = oo < oo o PRI
(35) b2 = W, w1¢ Aw1 Awr w, (@, +w,) (W ... )

exp, ( (wl+. . .wr)‘!)

Mais puisque A(1,8) = D(1,R), les Ay, forment une base de 1'espace
D(1,R) et tout opérateur autogéne du type D = (1-R)I’ (avec TET)

peut s'écrire :
(36) D =X v Ay

ol la somme est finie et les scalaires le = w&+...ab sont tous

égaux. Par suite :

(37) D% = (1-R)I'® = Br.exp (w®) avec BRr€C et w=TEQ.

En rapprochant (37) de (12) et (13}, on voit que le "facteur régulier"
de la "partie singuliére" de ¢ au point Q = T_lQo est 1ié de
maniére simple & la fonction ® elle-méme. En d'autres termes, &
"resurgit", légérement modifiée, en ses "singularités" (l). D'ol

l'expression de fonction autorésurgente.

* *
Cas général : (p,o,p) guelcongue dans (N XC.XC).

Soit £ 1'élément générique d~ Gﬁg'd’p)

a
(38) £(z) = 2(1+ T a2 5 o(f)=aitF0,0 ; p(£) =FR+ R4 (L)

n a
4% P

(l) Q==T_1Qo est en fait un point frontiére de " . A strictement
varler, il s'agit donc des singularités non pas de & , mais de la

. vojection multiforme de ® sur C .
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Par l'application d'un automorphisme interne £ - h_lofoh

bien choisi, on peut toujours se ramener au cas :

(38bis) a = a =
o)

On se limitera donc aux f de la forme (38+438bis).

-x' 2’ 3 -
Soit un tel f et scit £ l'unigue séerie de la forme

) —n

(39) £ (z) =zp+pa)Dlogz+ ¥ z
I nyl

et solution de 1'équation d'Abel :
* *
(40) f of(z) = pap + f (z) .

Enfin, introduisons 1l'original formel de Laplace de la
série f%(zl/p) ~z-a_Plogz :
Pn
2-1
(41) B(z) = Z @ E_H_ (I' = fonction gamma classique).
nyl I‘(E-))

* rd V4 »
Proposition 5bis. (a) La_série f est _en général diver-

1/p

gente, mais la série ¥ gu'on en déduit converge pour =z petit.

Elle définit au voisinage de O un germe analvtigue multiforme, gui

se prolonge selon tout chemin de €&, ou £ = 27Ti.g.27 . Par suite,

la série % détermine (l) une fonction holomorphe (encore notée )

sur la surface de Riemann ® , recouvrement universel de <C~£ .

(b) Cette fonction @ est en fait une fonction

résurgente, élément de 1'algébre A(p,#,0/p). En particulier, quand

p=0 , ® gagppartient &3 A{p,R).

(c) En outre, ® vérifie les équations d'autorésurgence

suivantes :

(42) :(o/P) o = 2 - exp, (0F) (Vw€ & ;: vn€ z/p7)

[V o} w,

(1) Pour la convention de relévement, voir la note page 3.
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2 (2/D) _ (g gl (P/P)

ou _les - o sont les dérivaticns de A(p,&,0/p)

introduitss en IT.1 : ou les A n scnt _des scalaires complexes

fonctions de £ ; et ou exp, désigne 1'exponentielle de 1'algébre

A(I)l@l ’O//;J) -

Bien entendu, la remarque qui suit la proposition 5 a un

équivalent ici, dans le cas général. Ainsi (35) devient :

N (,C‘ /'/':3
5 AT AR = .o n . AR o e W+
(35bis) % A, n A, /n_ nl(nl+J2) (o1+ i

)

exp*((u&+...a})@).

r-1

De méme, du fait que O&(p,p/p) < D(p,&, 0/p) strictement dés que

\

p’1, (37) devient :

(37bis) D(p/p)¢ = ((l—R)T)(p/p).Q = I Bp n.exp*(uRné) avec Brp nE C

et w=Tl€n,

ol la scume est étendue a un nombre fini d'entiers relatifs n .,

dépendan: de T .

IIT.3 - Analyse harmonique dans Gl_ .

Soit £ 1'élément générique de &,  (distinct de 1'élément
neutre) et soient p,®,0 les trois fonctions centrales "triviales"
associées & f . Posons & = 2#1.%.2 et désignons par ® le recou-
vrement universel de C-f . Les R relatifs aux différentes valeurs
de o/p ¢&tant isomorphes deux a deux, on omet 1'indice o/p .

Enfin, soit @ la fonction autorésurgente, élément de A(«,2,0/p),

asuscciée a f .

Proposition 6. (a) Pour tout point—frontiére © de R

@

situé su-dessus de O (i.e. Q€3 et Q=0) on désigae par

1'avplication :
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2
G, > C: £ 0 (f) = -4 .g.Res{Q,‘I’}
od Res{Q,¥ désigne le résidu au point Q de la fonction & . (1)
Alors, chague GQ est une fonction centrale sur Gl_ .

(b) Désignons par Car(Gl_) 1l'ensemble des combinai-

sons linéaires finies des GQ . Alors Car(Gl_) est _un anneau pour

la multiplication ponctuelle. Plus précisément, pour tous Ql’ Q2

on a @

. _ o) . . .
e} 8 = 2 6 € ar = = 0=
(43) 0 (£) Q (£) HQ ,0 Q(f) (Qllole L-¥ et Ql 02 Q=0)
1 2 0 172
ol le Z est fini et ou les scalaires Hg 0 peuvent &tre choisis
172

rationnels (voir la remargue 1 ci-dessous).

*
(¢) Pour tout m€Z et tout n€Z , posons

. , o(f) \ .
= ), = 2 I — k
Qm’n(f) Aw,n ou 27i.m 5CE et ou Aw n est le scalaire

4

intervenant dans (42). Alors, tout élément de Car(Gl_) est combi-

naison linéaire finie des fonctions :

~(£) = © (£)...8 (£) ou |m

Gny =m,+,..m_ = 0 .,
m r

14
Remargue 1 : Pour Q,.Q, donnés, la décomposition (43)
La

n'est pas unique, car il existe des combinaisons linéaires finies

z yQ @Q(f) qui sont icdentiquement nulles en £ .

Remargue 2 : Bien entendu, si p(f)=p , on a

GRpQ(f) = @Q(f) et Gm,n-l-p(f) =S, nlf)

Remarque 3 : A la différence des Qﬁfz pour % =0 , les

’

facteurs ©m n be sont. pas des fonctions centrales, mais seulement
14

des fonctions centrales généralisées, en ce sens que l'on a :

il

e '—1
o n(h ofoh)/Gm'n(f)

14

(w(£,0))" (f,h€6, )

(l) ou, plus proprement, de sa projection sur € .
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ol, contrairement d& chacun des deux termes de gauche, le terme
w(f,h) n'est fonction que d'un nombre fini de coefficients a, et
bi de f et h , & savoir les p premiers coefficients non nuls.

Par exemple :

si p(f)=1 , w(f,h) exp 27i a-lb '

171

1 _-1.2

si p(£)=2 , u(f,h) = exp 2ﬂi(a£1b2-+§ a, bl--ag2

a3b1), etc...
C'est également des fonctions centrales généralisées qu'on obtiendrait
en étendant la définition des @Q aux points frontiéres Q généraux,
non situés au-dessus de O . Mais si 2 éi==0 , alors le produit

T o appartient & Car(G, ).
. Q 1-
i i
Remarque 4 : Pour p=p(f) £fixé, chaque @Q(f) et chaque
@m n(f) est une fonction analytique (1) entiére de 1'infinité de

variables

o

1/p _ -1/p
= (ap) ’ ap-l_l ’ ap+2 ’ ap_+3 7 o0

et la croissance par rapport a Ar est majorable par

p/r
exp(Cste.,ap+r! ).

Proposition 7. (a) L'ensemble {e«,p,0} , joint 3 1'ensemble

{@Q; Q€ 3R, é==0} , constitue un systéme complet de fonctions centra-

les sur Gl_ .

(b) L'ensemble {o,p,p} , joint & 1'ensemble

* “ v
{Gm o’ m€Z ,n€ % constitue un systéme complet et libre (2) de
’ B

fonctions centrales généralisées sur Gl_ .

Remgrque 5 : Les fonctions @Q (resp. l'anneau Car(€,_)

éguivalent en un certain sens aux caractéres (resp. a 1l'anneau _des

(1) Pour toutes les définitions usuelles, et notamment par rapport a

chaque sous-ensemble fini de variables.

I

& (£).

(2) Avec cette seule restriction que 6 _—
’

m,n+p(f)(f)



33.

caractéres) définis sur les groupes de Lie de la théorie classique.
En particulier, pour chaque fonction centrale GQ , on peut construire

une représentation f - TQ(f) du groupe Gl_ dans un hilbert, telle
que le scalaire GQ(f) (et aucun des scalaires ®Q.(f) 51 Q' #Q)
s'interpréte 3 partir de 1l'endomorphisme TQ(f) du hilbert en ques-

tion. Mais SQ(f) n'est certes pas la trace de TQ(f), en aucun sens

du terme.

IIT.4 - Synthése harmonigue dans Gl_ .

On peut démontrer, par une construction effective mais non
\ - * * \ »
explicite, qu'd tout triplet (o,p,0)€C XN XC et & toute suite
* - » »
{Tm n’ m€ Z , n€ Z/pZ} il correspond effectivement des £ de G, _

tels que :

(44) a(f)=a , p(f)=p , P(f)=p et Gth(f)=Tm,n (vym,n).

Ce paragraphe est consacré & la construction explicite des solutions

de (44).

Proposition 8. Posons comme d'habitude N = 2ﬂi.%.z . Alors,

si © est un élément de 1'algébre A(p,N,p0/p) vérifiant 1'infinité

d'équations d'autorésurgence :

Gigl‘yuo) , tel

il existe un élément £ , nécessairement unique, de

que la fonction autorésurgente ¥ associde & f soit précisément

égale & ¢ .

Or (cf III-2) il est aussi facile de passer de ® & f
que de £ a @ . on voit donc que la résolution du systéme (44)

égquivaut & la résolution du systéme (45) avec w.A, =T (pour

11 m,n
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Proposition 9. (a) Si w = {wl,...,w}} et n = {nl,...,nr}

posons :
T = R D I R > ~ = :
(W) = w, (@ +u,) ... () W) et By Acl,n Ay o - :

€5
==

Alors, pour toute représentation parfaite w de 1l'algebre

. N

e
Urigia

&)
N

PL(p,%,p/p) des pseudo-variables g s B dans PA(p.2,0/p), la série
(0/p)

(46) o = 5 T()my~ wizos) )

w"l}"l W, n (p/P)

est solution formelle du systéme (45) et c'en est une solution effec-

tive pourvu gu'elle converge (uniformément sur tout compact de ®).

(b) On a notamment convergence lorsqgque les A (non

W, n

pas les A%rﬁ) sont tous nuls sauf pour un hombre fini de valeurs du
r

couple (w,n) et gqu'on prend w égale & la représentation canonique

v (cf 1II.3).

Exemple : Soit p=1, a=1, P=0 et A, 6=A (resp. = 0)
si Q“=2Wiﬁ=u% (resp. # “B)’ La formule (46) fournit alors :
W e, W W r

© = Z a% 2w ...(r-l)w .at v(Z S °) § & ) ).
“ 1

= = = (0 a)Tv((z
A “o
Compte tenu de (v(Z °))(p) = (2Wi)_l(é+ab)_ , on tire de 13 :

£°(2) = z -5 log(1-2 I (r-1)}(2ri z)"F).
Lin 8
ryl
*

On vérifie que la série f est dans G et m8me dans G, . mais pas

. * - *
dans €;_ . tandis que la solution f de 1l'équation £ of = 1+f
appartient & G,_ et méme a G, -

Proposition 9 (suite). (c) Quelle que soit la suite {Aw n}

il existe toujours des représentations parfaites w telles gque la

série v, de (46) converge. Inversement, si W, est une telle

représentation et ®, la série convergente correspondante, toutes
o
les solutions du systéme (45) se déduisent de @w par des "transla-
o

tions" T, (cf II.2, exemple 4). On a d'ailleurs, d'une maniére
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explicite :
= % ~ T(T %'3 F:J
T P p + Z Py (@) wo(Z(P/p)) *exp*(l |9)
o) ¢ w,n
(47) N
b= . ay o T(W alz(ph ) .
avec ¢ = I Iy o (%) a(Z\p/p))

Voila qui résout le probléme de la synthése harmonique, du

moins tel que nous 1l'avons posé.

III.5 - Groupes généraux : €, < Gc G

1- °

Les restrictions & G des fonctions SQ (resp. ®m n)
14

demeurent bien entendu des fonctions centrales (resp. centrales géné-
ralisées) sur G , mais, a priori, le systéme {@Q} (resp. {GmJn})
pourréit trés bien ne plus &tre complet (resp. complet et libre).
Mais en fait on montre qu'ici complétude et liberté se conservent par
restriction a G .

En outre, dans le cas trés important ou Q==GO (groupe des
germes de transformations holomorphes du voisinage de «) on peut
donner des précisions supplémentaires sur la croissance, & f fixe,
des @Q(f) et des Gm,n(f) ou encore, ce qui revient au méme, sur
la croissance des scalaires Aw,n et Bw,n associés aux équations

d'autorésurgence :

A pgp) ¢ = - exp, (w®) et Difﬁp) ¢ =8B exp, (W2) .

(
w, w,n

!
" ; ; w ,
On montre en particulier que 1lim sup le nil/] | { o .Onn'a pas de
W[ o0 ’
relation aussi simple pour les A, a0 mais on peut établir certaines
’

propriétés concernant leur oscillation etc...
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IV - APERCU SUR D'AUTRES APPLICATIONS DES FONCTIONS RESURGENTES.

IV.1 - Itération et égquations fonctionnelles.

De méme que nous avons associé une fonction autorésurgente
? 4 1la solution de 1'équation d'Abel, on peut associer d'autres fonc-

tions autorésurgentes aux solutions des équations d'itération

(48) gog = £ ou (48bis) gogog = £ etc... (£ donnée dans § S G _:

g inconnue dans @)
ou d'équations fonctionnelles trés générales, telles que

(49) gof,ogof o...gofn(z) =z (fi donnée dans G < €, i

2

g inconnue dans @)
et en tirer des renseignements trés fins sur ces solutions.
IV-2 - Théorie de la transcendance.

Soit & 1'algébre de Lie formelle du groupe G . Le géné-

rateur infinitésimal £, de f€§ est défini par la relation

f,of = £ é% f , jointe 3 une condition fixant le premier coefficient.
Quant au crochet de Lie de. £ , il est donné par

d d .
[f*,g*] = f, a 9% - 9« 35 f, . Cela étant, lorsque GO cGce

*

1o 7
en utilisant des fonctions autorésurgentes Y associées aux éléments
de £ , on montre que si f,,g,€4 , alors ni £,+g, ni [f*,g*]
n'appartiennent jamais & & , sauf dans deux cas triviaux :

(i) £,/g, = constante rationnelle

(ii) les coefficients des séries £ et g, satisfont aux mémes pro-

*

priétés de croissance que ceux des éléments de G .

Autre exemple : On montre que, ces triviaux mis & part, si
les solutions 91:9y+--9, d'équations du type (48) ou (48bis) ne

sont pas dans G , alors le produit 9109,0-.-9_ lui non plus n'est
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jamais dans § . Ceci permet de préciser la structure des extensions
transcendantes des groupes G , obtenues par adjonction des racines

carrées, cubiques etc... d'itération.

IV.3 -~ Lien avec la théorie des graphes.

Soit ¢, € A(R). Comme conséquence de la proposition 2, la
partie singuliére du produit ¢x en un point donné Q€ 3R ne dépend
que des parties singuliéres des facteurs ¢ et ¢ en un nombre fini
de points Qifféﬂ , qui sont fonctions de VQ seul. On déduit de 1a

une relation d'ordre sur l'ensemble Ot , laquelle se raméne, moyen-

nant une certaines notion d'homotopie symétrique, & des considérations

de théorie des graphes. Voir a ce sujet [2].

IV.4 - Représentations des algébres de Lie finie.

On montre que pour toute algébre de Lie U sur € de base
finie {el,...,en} et pour tout choix {wl,...,wn} de n éléments
distincts de £ , il existe une sous-algébre B < A(R) telle que

l'application e, - Aw soit une représentation de rang n de 1l'al-
i

gébre de Lie U dans End(B).
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A CONSTRUCTIVE DECCMPOSITION OF BMO(R)

INTO L~ PLUS HILBERT TRANSFORM OF L.

Peter W, JONES

BMO(R) is the space of functions ¢ definedon R and satisfying
ol = sup 4 ¢ | |ax <
Pliyx = SUP P -9 dx o,
I l-I—l I

where 2 denotes the mean value of ¢ over an interval I, ®r= [117 SI © dx,
and where the above supremum is taken over all intervals I. A theorem of C. Fefferman
DO] states that if ¢ € BMO then ¢ =u+ V, where u,v € L* and where v
denotes the Hilbert transform of v. Fefferman obtained this result nonconstructively
by proving that BMO is the dual space of the Hardy space H1. (See [1 1] for the
proof and the definition of H1(R)). The decomposition ¢ = u+v can also be obtained
by merging the results of Hunt, Muckenhoupt, and Wheeden [17] and Helson and Szegd
EM] .. The proof of the Helson-Szegd theorem is nonconstructive. The purpose of this
note is to outline a constructive proof of the decomposition ¢ =u + ¥ for arbitrary
¢ € BMO. The same method solves the equivalent problem of estiinating the distance from
function ¥ to H”. More specifically, given <b€L°° we will construct F so that
v -F € H°°(Ri) and HFHOO < Cdist ($,H"). To solve the first problem (¢ =u +7v)
we will present a constructive method of solving certain 3 problems with bounds.

Then we will invoke a result of Varopoulos I__23] which reduces our task to solving a

? equation. The solution of the second problem will then follow by a well known
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argument, We assume the reader has a basic knowledge of Hoo, Carleson measures,
and interpolating Blaschke products. (See [_.8] or [12] for such information. ) We leave

the proofs of several limiting arguments as exercises for the reader.

Suppose {Zj} is an interpolating sequence in the upper half plane Ri ,

=6 >0

(1) inf 1 | _ki
i KA 2= 2

and suppose {Cj} is a sequence of complex numbers satisfying l CJ ‘ =1, j=1,2,.

Let 2= X, + iyj. We consider the © problem

T
(@}
Cnde
g_f<.'
oNn
N

(2) dF =
J
where 62 denotes the point mass at z. Let Bo(z) denote the interpolating

o]
. = 1
Blaschke product with zeros {Zj} . Then b(B'—o('Ey> = T €.y.0 where

. Z.
. =1 107
2
ci= ‘ej ’S -S- , J=1,2, ... By a construction due to Earl [9_[ we can find an
interpolating Blaschke Product B1(z) such that
5
(3) C(S)B'I(Zj):E’ j=1’2,---’
J

and where C(S) is some constant depending only on the value of & in(1). The
original proof that the interpolation problem (3) can be solved in H” is due to
Carleson [2] and uses H;, L2 /H” duality. At one point in his proof of (3), Earl
invokes an existance theorem, which may lead one to object that Earl's method is not

constructive. The same idea however can be used to give a completely constructive proof

of (3). See [18:[ .
(z) (6)B1(Z) 1 (2). Furth
Taking F(z)=C we see that F solves equation . urthermore
Boizi

”F(X)Hoo = C(%). We now solve the ? problem

(4) OF =
where p is a Carleson measure, in the following sense. We find F(x) € L™(R)
+o0
such that g H(x) F(x) dx = S 2 H(z) du(z) for all H(x)e€ L1(R) with holomorphic
J R

+
. . 2
Poisson extension to R+ .
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1}
For a measure M on Ri let ”u” denote the Carleson constant of u,

||uH/=sixp ]—h lul{ix(, [th},

where the above supremum is taken over all intervals 1 of R. Suppose that

!
Hu H = 1; by taking a given complex measure and dividing it into four pieces we can
assume that 4 =2 0. For N=1, 2, ... we approximate u weakly by measures of
the form
M yj
=2 (T\I') 5,
3=1 J

'
where HNN” = 1. A point zj may have multiplicity greater than one in the above

representation of “N' We must find F and

N =HEN

satisfying HFN(X)Hoo <C, where C isindependent of N. We now invoke a variant

solving the equation BFn

of an argument used to prove theorem 5.2 in Hoffman's paper |_1 5] . For kcz, Ilet

MI
S‘k denote the strip 2k <y< 2]k"'1 , and let {Zk j} denote those points in the
,JJ -
J=1

L < 2k+1. We arrange the points

support of u thatarein S, , i.e. 2kSy
N k k,j

{Zk J.}by increasing real part,
?

=X 1sx

. N S
k;]‘ k’J k13+1

[e.¢]
Nowlet A = U {z .:j=pmod(N)}, p=1,2,..., N, andlet
P o Yk

]
= Z Y. Sz‘ We claim that ”uN ” <8, 1=<p=<N. Toseethislet I

zZ.€A J i sP
i~p J
K

be an interval of length 2, KEZ, and let T=1x (0, ' I ' ). Also fix a number p,

“N,p

1<p<N. For k<K, thewaywe orderedthe z in Sk immediately shows

k,]
R {zk’j e AN s, N1} s)%{zk’j eA Ns NTf+1,
whenever 1 <r < N. This means that

2k+ 1

’

= ~ Yy y <2 z ~ Vi 3 +
’ ’
K, jeApmSkﬂI z, , J.GA rﬂSkﬂI

whenever 1< r=<N. Summingon k we get

Zz

uN’p(ﬁs2uN’P(?) + 2 l1|.
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N

. 1 .

Since #N:N )2 “N,r’ we obtain
r=1
uN’p(I) =2 u @ + 21
< 4l1l.
!
So clearly H/.L H <8, 1<p=<N. Splittingeach u into 16 measures we
N,p N,p.
. 3 p . ,
obtain measures ”N,k’ k=1,2, ..., 16 N, each satisfying H”N,k]] < 8 and
Z.-Z
in I il
zjesupp uN,k ze€supp ”N,k Zj -2z,
z, # Z
. - . - - — <
Now find as before functions FN,k satisfying © FN,k “N,k and HFN,k(X)Hoo = Co’
16N
where C _ is independentof N and k. Since p_.= Z u , the function
o N N,k
k=1

F.,= 1 1263N F satisfies F,. = and ”F (x)” < 16C . Letti F i

NTN TNk N = HN NF g = 108, Letling oe a
weak limit of the FN’ we have solved our ? problem constructively and with bounds.

N. Th. Varopoulos [23,] has proved the following theorem.

THEOREM (Varopoulos). Let ©€BMO(R). Then thereis G € Coo(Ri ) such

that

(i) 1lim 'G(x,y)—cp(x)lsc1 H@H* a.e. dx
y+0

(ii) ‘VGidxdy is a Carleson measure, H’VG’dxdy\"SCZinH*.

Varopoulos [24] has also shown that G can be taken so as to satisfy (ii) and
have the same boundary values as ¢. We prefer to use the above form of his theorem
because the Carleson measures that then arise are a little easier to visualize,

With ¢ € BMO and real valued, let G(x,y) be as in the above theorem and
let G(x) denote the boundary valﬁes of G. Then in order to decompose ¢ into
u-+7 itis sufficient to decompose G into u+ v.

Let QL denote the family of functions H(x) € L1ﬂC°° such that

2

(1+x2) 'H(x) ]€ L. and such that the Poisson extension H(z) of H(x) to R+ is
1

holomorphic., (I is a dense subspace of holomorphic H'. An application of
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Stokes' theorem shows there is a Carleson measure M, Hu H' = CH(/JH*, such

+co
that S H(x) G(x) dx = S 5 H(z) du(z) whenever H € Q.. By our previous
-0 R

argument, there is F(x) € Ifoo, ”F(x)”w < C”(p”*, such that

S:WH(X) {G(x) - F(x)}dx = SRZ H(x){du (z) - dl-t(z)} -0,
e

whenever H € @U. This means that G(x) - F(x) is an eigenvector of the Hilbert
transform, a(x) N E(x) = - i(G(x) - F(x)). Letting F(x)=u(x)+iv(x) and taking
real parts in our last equation, we obtain G(x) = u(x) + v(x). Our proof is complete.
The fact that a constructive bounded solution of oF =g (for Carleson measure
L) gives a constructive proof of BMO = L” +1L7 seems to be fairly well known.
It is, for example, implicit in [23 J and explicit in [1:' .
We now turn to our second problem. Let ¢ € L™(R) and let

€ = dist(y) , H") = inf o Hzp-F”m . Then ”{b - 12[)'”* < Ce so we can find
FEH :

u,v € L%, ”UHOO, 'VHOOSCE, suchthat ¢ -i) =u+v. So

zb=%(u+iv)+%(-iv+'\7+zb+i§b). Then %(-iv+'\7+a/) +ig)e H” and

H%(u + iv)”oo < Ce.
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REMARKS

The approach used here is fairly natural after one knows the fact that every
unimodular function on R can be uniformly approximated by ratios of interpolating

Blaschke Products. See |_19_-_l for a proof of this and further discussion.

We outline another proof of the decomposition ¢ =u + . Though it is not
stated in [5] , a minor modification of Carleson's argument proves the following theorem.

We denote by Pbu the Poisson balyage of a measure u.

THEOREM (Carleson). Let ”(pH* =1 andlet ¢ have compact support. Then

there is an interpolating sequence {zj} s

Z.~2
inf II J _k
24 zk;éz 252,

>

1
= A 9

there is a sequence {a }e e” |aJ <A, andthereis u€L” such thatif

so1=Pb(Eajy;i Szj) then ||so-<p1—u”* < 1/2.

Let o, <p1 and u be as in the above theorem and find interpolating

Blaschke Products B1 and B2 such that

AB (x)
——-(-—)-F(X) dx =2 a y F(Z )
1 AB, 1
for all F in holomorphic H . Then e R - is in holomorphic H  so
~ 2

AB1 AB1
Im 5 - An iteration argument now finishes the proof.
2 2

<p1=Re
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Varopoulos' construction of the function G for ¢ is very explicit. One
can actually draw a picture for the construction of G and for the proof of Earl's
theorem and then "see" the decomposition ¢ =u + Y. For an alternative proof of

Varopoulos' theorem see [19:[ .

The proof of the corona theorem [-B:I , [4:!
and the proof of H1 , BMO duality are very closely related. Varopoulos' theorem
was used by him in an attempt to prove a corona theorem for the ball in ", By using
the method presented in this paper of solving ® problems and an argument due to
Hormander (see [4] and [16] ) oné can now give a constructive proof of the corona
theorem for the unit disk. This method may be useful in the study of other problems

related to the corona theorem.
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ESTIMATIONS L2 POUR LES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

Yves Meyer

1. LE LEMME DE PRESQUE-ORTHOGONALITE.

un nombre réel et H° 1'espace

A

LEMME 1. Soient n= 1 un entier, s>

de Sobolev des fonctions f € L2(R) telles que Hf_HZS - J . #(€) |2(14] £]2)8 ag < oo,
— 1> YR

Alors il existe une constante C = C(s,n) ayant la propriété suivante : pour toute somme

-

finie
ik.
(1) f(x) = ké?zn fk(x) elX- X
oli, pour fixer les idées, fk(x) e SR", ona
1/2
2
(2) Hszsc( z n”:ka S -

k€Z H

Le lemme signifie que si les fonctions fk(x) sont assez "plates", les morceaux
composant la somme (1) sont "presque-orthogonaux".
La preuve du lemme 1 est immédiate.

On remarque d' abord que, pour tout £ € r"

NS

w(§) = En(1+|€-k|2)‘ssc1<+oo si s>
kEZ

Or on a ang = (277)-n fRn |f(612d6

(2n)‘“f . lsz(x-k)|2dg <
R
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(2r )" C‘JR“ T e - 0120+l <13 ag

2
WP

=CZXZ

Enfin il est facile de voir que le lemme 1 est faux si s =

NS

2. L'ESTIMATION TRIVIALE.

LEMME 2. Soient n=1 unentieret s> g un nombre réel. 11 existe une

constante C = C(s,n) ayant la propriété suivante : pour toute fonction

o(x,£) €E AR RY)  telle que

3 || (x, )” <1,
G) xeR1 : H(d¢)

1' opérateur pseudo-différentiel o(x,D) associé au symbole a(x,£) est borné sur

Lp pour 2<p=+o et

(4) Ha(x,D)Hp’ps C(s,n).

Rappelons que

gx) = o(x,Df = @1V | o(x,g)e™ E He)dae = | K(x , x-y) £(y) dy
RrR! RrR"

en appelant K(x , x~z) le noyau associé au symbole o(x , £).

L'hypothése signifie que J n iK(x,z) |2(1+ {z [2)5 dz < C,.
R

2
On a Ig(x)lz <c, .JRn (1lf(y)l . dy
+ | x=y

et donc, si 2 <p < +oo, Hg”p < CHpr.

o

3. LE CAS DES SYMBOLES G(X,€)€So o
’

I1 est commode (et amusant) d'introduire une définition.
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DEFINITION 1. Un opérateur lindaire T : AR") — A'(R") est dit "élémen-

. . . . n ‘ .
taire" s'il existe une constante C et une suite T k€ Z , d'operateurs continus

k’

de L2 — H® (s> g) telles que

(5) kgfihQMESSCHﬂg

(6) TE)= = ékﬂum@y

THEOREME 1.

(a) Tout opérateur élémentaire est borné sur L2(R).

(b)si o(x,&)€ Sg o alors og(x , D) est un opérateur élémentaire.
, aors

La partie (a) du théoréme 1 résulte immédiatement du lemme 1.

Pour prouver (b), on écrit

g(x) =0 (x,D) £ = (2m)™" JRn Sk U(x,ﬁ)-E(g) d§ =

2 ey [ o, )o%e -0 ite) de -
kezZ" R"

z (2n)™® XK J neix‘g o(x , £+k) <p2(£)£(€+k) d¢
kez" R

- T oI K T, (D).
kEZ

Cecici 0 €CPRY et T X -K) =1,
eci ci ° - o A A
Posons ok(x, £)=o0(£)o(x,£+k) et définissons f,, par fk(ﬁ) =o(&)f(E+k) 5 il

est clair que kg::z“ kaﬂg <C Hng Par ailleurs Tk(f) =C

3 vérifier que pour tout s> 0, la norme de 1'opérateur ok(x,D) : L2 »H° est bornée

k(x , D) f,,. Tlreste donc

par une constante CS ne dépendant ni de x, nide k. Pour cela il suffit d'appliquer



50.

le lemme 2 au symbole ok(x, £) et aux symboles des opérateurs b;‘ O'k(X,D), aEN",

REMARQUES. Soit N le plus petit entier vérifiant N > g Alors les condi-

tions l b}o{‘ b[z o(x, &) l <1, loc 1 <N, { B!S N, suffisent dans la démonstration

ci-dessus et impliquent que o (x,D) est borné sur L2. On ne peut remplacer

N =~ par N = Voici un contre exemple quand n=2 et N =1, On appelle

NS

n
2
0 c CQOo (R2) une fonction égale a 1 au voisinage de 0 et dont le support est contenu

-ik.x
dans '&l < % On pose o(x,£{)=2" -e—‘—k—‘—-w(g - k) ; la somme porte sur les k € 22,

k#£#0. Pour R=1, onpose f(¢)= ' Cy o(& - k) avec
lk <R
[l P ' | z"
¢ = LIk log(1+ |k |) et, puisque les supports des fonctions ©(¢ -k), k€ Z,

sont deux a deux disjoints, on a
“k i(£-k).x 2
= ,D}(x) = ! ~k)d€& =2 (R
g(x) = o (x,D)(x) ’szR Tl JRze 0“(£-k) d§ = A (R) ¥(x)

. ) iE.x 2 ) "
b 00 | LR a @ @ 2 K

On a alors Hsz = O(1) tandis que ”g”z = ¢ log(log R), c¢> 0. Donc 1'opérateur

o(x,D) n'est pas borné sur L2 bien que !bgbgo(x,i)lscﬁ si lcx'ST:

NS

et B EN.

4. LE CAS DES SYMBOLES o(x,£)€ s‘S’ s, 08 <1,
2
Nous allons montrer que les estimations relatives a ces symboles découlent
trés simplement du théoreme 1.

On aura besoin de la remarque suivante.

LEMME 3. Pour toute suite (C_)

n de constantes positives, il existe une
xEN C positives, t
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autre suite n ayant la propriété suivarte : pour tout entier j €N et toute

1
(Coc)on‘SN

fonction ¢ €6 (R™) telle que

s;cazjﬂ“l, 0<§ <1,

(7) 2% ox)

il existe deux fonctions g(x) et b(x) telles que

e ——————————

(8) o(x) = g(x) +b(x) , supportg < {l ¢l < T16 23}
1% e(x) | = cc'xzjb‘o‘l . e | < C&Z-U—S) j nglocl.

La preuve du lemme 3 est immédiate. On appelle K(x) € A(R") une fonction telle que

- . 1 iy . 1 nj . (-]

K =1 si l lS et K =0 si 2 . Onpose K.x)=2"K(2x
(€) £l <ot (€) el = 5. onpose Kx) (2hx)

et g=0 =« Kj , b=0 =@ x* Kj‘ Les propriétés de g sont alors immédiates. En ce

qui concerne b, il suffit d'écrire

bx) = f [o(x) - o(x-t)] K,(t) dt =
j ot - olx-273] k(1) at.
o

Alors les estimations relatives & b(x) et & toutes ses dérivées découlent de (7).

THEOREME 2. Pour tout symbole o(x,&) € Sg ¢, 0= % <1, 1'opérateur

pseudo-différentiel o(x , D) est borné sur L2.

On peut, par une premiére partition de 1'unité 1= <,oo(£) + (,01(6) oll 0 €‘€:,
écrire o(x,¢) = ©.0 +9,0 =0_+0, etsupposer que 01(x,£) =0 si lg] < 10.

Le terme oo(x,D) étant trivial gréce au lemme 2. On écrira ci-dessous ¢ au lieu

1

de o Supposons que 6 (¢) soit supportée par 5= | '3 I <4 etque

1°

z 6(2_:j £)=1 si IE_‘.IZ 1.  On pose 0.(x,§)=6(2_j£)0(x,£).
=0 J
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On a

et il résulte du lemme 4 ci-dessous que Hoj(x,D)” < C, constante ne dépendant pas

2,2
de j.

LEMME 4 (transformations canoniques). Pour tout T > 0 les symboles

o(x,§) et o(Tx, £ ) définissent deux opérateurs de L2 ayant la méme norme,

8j

C'est trivial et laissé au lecteur. En prenant T =2"“, on retrouve la remarque
précédant le lemme 4.

On applique alors, pour tout £ € R" fixé, la décomposition du lemme 3 a la
fonction x ——>oj(x,£). On obtient oj(x,g) = 'rj(x,g) + pj(x,g) ol

'rj(x,g) = J j ' XX Tj(oc, ¢) dx, Iles symboles Tj(x, ¢) vérifiant les estima-
'cx lsz /10

tions (9) et les symboles pj(x, ¢) vérifiant des estimations améliorée par le facteur

2-(1_6)j. On a donc, gréce au lemme 4, I ”pJ.(x,D)”2 5 <+e. D'autre part,
b

j=0
(x) = 7.(x,D) £(x) = . . el ) Xop (o ey (E) do at.
0 = TP R ff{za—wstglgzﬁq{rars;oza}e jlon @) 1) amat

Si donc 1'on regroupe dans la somme I g.(x) les termes de quatre en quatre, ils
20
deviennent orthogonaux (le support de g; est contenu dans (% - 1—%—)2J < I I3 ,S (4+T%)23}.

Enfin on définit £, par f(&)=f(£)x . . etl'ona
J J {23-1

<| elszj+2}

gj(x) = TJ.(X,D) f= 'rJ.(x,D) fj‘ Ces deux remarques permettent d'écrire

H z g“ =Cc(Z Hg.”2)1/2 et (2 Hf.”2)1/2 SCHf” . Gréce au lemme 4, on a
0 972 20 9172 o J7 2

”ng2 < C”fj”2 et le théoreme 2 en résulte.
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REMARQUES. Comme ce fut le cas pour le théoréme 1, on peut améliorer le
théoréme 2 en appelant N le plus petit entier vérifiant N > r2_1 Pour obtenir la
conclusion que o(x , D) est borné sur Lz, il suffit de supposer que

|bg bg c(x,g)l < C(1+|£.)6( ‘oc’- {Bi) pour Ioci <SN+1 et lB‘ <N.

Le fait que 1'on consomme une dérivée de plusen x qu'en & provient de
1'utilisation du lemme 3 pour estimer le terme d'erreur HD]-(X,D)H2,2 .

La preuve originale de Calderon et Vaillancourt nécessitait un nombre de dérivées
tendant vers 1'infini quand S —1.

Enfin la démonstration donnée ce-dessus s'applique a la classe plus générale

des symboles 0©(x,¢{) tels que

'b;‘bgo(x,ﬁ)l =Cyp [w(lg])](‘“l'lﬂl)

quand w: [O y +° [—-> [1 y +oo[ est une fonction croissante, telle que

2

w(2t) < Cw(t) et que r w(t) dt < 400, Cette derniére condition implique dans la
o1+t

démonstration ci-dessus que I ”pj(x,D)H2 5 <+, Elle empéche de choisir w(t) =1t
j=0 ’

(o]

1.9 Qui n'est pas bornée sur L2) mais
’

(ce qui correspondrait a la mauvaise classe S

%

on voit que le choix w(t) =t 0<% <1 esttrés particulier.
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INEGALITES L2 A POIDS POUR LES OPERATEURS DIFFERENTIELS

Yves Meyer

Les inégalités L2 de 1'analyse mathématique peuvent s'obtenir par trois

procédés différents

(a) les méthodes spectrales
(b) les méthodes de variable complexe

(c) 1es méthodes de variable réelle,

Par méthode spectrale, nous entendons celles oll 1'on utilise systématiquement
1'algébre des opérateurs sur un espace de Hilbert : les démonstrations abstraites du
théoréme de Plancherel pour les groupes abéliens localement compacts appartiennent &

cette catégorie. Un autre exemple est le lemme de Cotlar.

Les méthodes de variable complexe permettent d'obtenir certaines inégalités

L2 que 1'on ne peut a 1'heure actuelle atteindre par aucune autre méthode. Un exemple

f(y) dy
—e0 x-yH [p(x)-0(y)]
ol H<P' Hoo < 9§ est la seule condition portant sur ¢. Cet opérateur est borné sur

en est 1'opérateur de Calderon défini par TE(x) = v.p. S

LZ(R) quand © est assez petit ( [2] et [3 ]).

Enfin les méthodes de variable réelle ont été mises au point par A, Caldercn,
A. Zygmund et leur école. Elles permettent le plus souvent de déduire les inégalités 12

4 partir d'autres inégalités (p. ex. L4) pour lesquelles il faut utiliser les méthodes

a) ou b).
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Nous allons illustrer ces considérations par un exemple ol les trois méthodes

s'appliquent.

L'auteur a bénéficié de discussions avec E. Stein i qui est due la démonstration

par variables réelles.

THEOREME 1. Soient P € C [X1, ceey Xn] un polyndme, P = Pm +eoot PO

up IPm(x)] la borne

sa décomposition en composantes homogenes et 'yP = H
X

<1
supérieure de ‘Pm ' sur la boule unité de R (HXH = (X21 +o.ot Xi 1/2).
Alors, pour toute fonction ¢ € C:(Rn), ona
2 - 2
(1) S lo(x) |2 e“x” dx sz-;-lg | P(D) |2 eHXH dx.
R" P R"

Nous allons laisser de cdté la démonstration originale par F. Treves de ce
théoreme ; elle est extrémement ingénieuse et utilise des relations de commutation entre
opérateurs d'un espace de Hilbert. A partir de ces relations et de méthodes combinatoires

F. Tréves obtient (1), I1 s'agit donc du point de vue (a).

Notre exposé est divisé en deux parties.

Dans un premier temps nous montrerons que (1) découle trés simplement de

1'inégalité é1émentaire
+o0 2 +00 2
2) \ 1012 & ax S%S o1 12 & ax, 0 € CTR).
-0 -0 .
Naturellement (2) est un cas extrémement particulier de (1) mais 1'implication
(2) = (1) est facile.

Ensuite nous donnerons trois preuves différentes de (2) illustrant les méthodes

appelées (a), (b) et (c).
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1. L'IMPLICATION (2) == (1).
Nous admettons (2) et en déduisons une série de lemmes.
LEMME 1. Pour tout nombre complexe «, ona

o 2
(3) g+ PIENS x? _28 l<P'—oc<P,2ede

-00

Onpose x=a+ib et ox)=£fx)e™, fe€ COOO(R). Alors (3) se réduit &

(4) S+°° ,f ,2 ex2+2ax <1 S lf' ’2 ex2+2ax dx.

-0

Le changement de variables t=x+a conduit & poser f(t -a)=g(t) et1'on retrouve

(2) écrite avec g alaplacede o.

m-1

LEMME 2. Soit P(X)=X" +a X +...+ameclx}. Alors, si

1
©€ c°o°(R), ona

(5) g+°°l<pl“dx<—§ P(D) 0 |2 & ax.

=00

Cette inégalité se réduit au lemme 1si m=1 et se démontre par récurrence
sur m,
. m+1 . . m
Si QX)=X +...+c, ilexiste a€C et P(X) =X +...+ a, tels que

QX) = (X~a) P(X).
On pose alors ¢ =P(D)o, f=Q(D) etl'ona f= c%—{ Y-,

L'inégalité (3) donne

400 2 400
(6) { |y 2 & dxsgg RE
-0 - OO
et 1'hypothése de récurrence fournit
2 400 2
(7) S | o]? & ax <-1—n v |2 & ax.
-CO 2 00

En combinant (6) et (7), on obtient (5) pour le degré m+1.



LEMME 3. Soient Q1, ey Qm m polyndmes de C [_X1, cees Xm_l et
_.om m-1 [ ]
Pu,X)=u +u Q1(X)+...+Qm(X)€(IZ u, Xqpoun, X1,
_ d Dy o d D d
Posons dx —dX1 . an f}l P(—b—- -b—)— P(m, -b—)-{?, s ey S—)z;).

Alors, si ¢ € <y (Rn+1) on a

2
(8) g | o(u,x) |2e¥ dudeJTnS P, 2) 02 du dx.

Rn+1 2

Pour démontrer (8), posons & = (¢ 17 oo £n) eRrR" et

o

A, )= )™+ (g, ...y i )™ 4.4 Q_(i8).

log

u

La transformée de Fourier partielle (en x) de ¢(u, x) est définie par

o, &)=@r)™" | e o,x) ax
R

i€ .x

de sorte que ©(u,x) = S h € f(u, £) d¢ et que
R

P(é’;1 ’ gb;() o(u,x) = SR“ el Xac, biu) f(u, &) d€.

Les dérivations en X sous le signe somme ont donné des multiplications par
des polyndmes en i tandis que les dérivations en u restent, sous le signe somme,

des dérivations en u.

L'identité de Parseval donne, pour toute valeur fixée de u,
O o) 2 _ 2
(9) S IPGos o ax = en§lace, Gyl ae.
2

Multiplions (9) par e et intégrons en u. Il vient

2

0 e du dx =

P, 2) ol

(10) SRn+1

(217)8 {S A(g,b—)f_lze du}dg
>

Or pour tout & fixé, on peut appliquer le lemme 2 2 u — A(¢ , 5 YE.

400 2 2
Cela donne S lA(i , —a-l-l)flz e du szg flz e du.
el -
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On remplace dans (10), on échange de nouveau 1'ordre des intégrations et 1'on

applique de nouveau 1'identité de Parseval (en £). Le lemme 3 est alors démontré.

LEMME 4. Les notations sont celles du lemme 3. On a
Iz

|2 e”2+|lX dudx <

SRnﬂ | o(u,x)
2
27" SRnH ’P( . %) @ |2 e +HX

P

S-l-l’d du dx.

——— > n
Posons X(x) = exp(t1x1 Fuuot tnxn) ; (t1, e, tn) €ER . Ona, defacon

évidente,

o o} ~D o}
(11) Plzy » 530(Xx@) =X P55, » 53) @
LD Dy DM, D gD ym-T ~ oy . a
ol (b—u , 'b—x) = (ﬁ) +Q1(b_)'c) Sﬁ) + ... +Qm(&) ; les coefficients des polyndmes
QJ.(X) dépendant de tyy ooy tn‘

Appliquons le lemme 3a P. Ilvient
(12) S lw(u x) 2 e”zdu dx < 2'“‘8 P2, ) 2 euzdu dx
RrMH ’ = RhH X © :
Sinous posons Y =X¢, ona

~d o} -1 o} o}
P(mw&)¢=x P(m,&)x

et (12) devient, pour toute fonction ¢ € C:(Rn+1),

2 2
2 ~2 u -m ¢} o 2 u
(13) an+1 !;b(u,x)i X ‘e dudx <2 SRHH [P(E , &) ) l e dudx.
2 2
=2t X +. ..+t x ) ~(t5+. . . +t) 2
Or x_2=e L T o S x_ze 1 gt .. .dt =(21T)n/2 e”x” .
RrR" 1 n _

n+1) ; c'est-a-dire que ¥ ne dépend pas de

Dans (13) on fixe ¥ € cg’_(R .
el

’c1 y eoest
On obtient le lemme 4.

on multiplie les deux membres par e et 1'on intégre en d’c1 .. .dtn.

n’

Pour passer du lemme 4 au théoréme 1, on appelle v € R un vecteur de

longueur 1 tel que le(v) ] =% et 1'on prend, pour nouvelle base orthonormée,
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une base dont le dernier vecteur est v. On est alors ramené au lemme 4.

2. LA PREUVE DE (2) PAR DES METHODES SPECTRALES.

La démonstration qui suit est une adaptation de celle de F. Tréves dans [ 1;] .

LEMME 5. Pour toute fonction ¢ € cg"(R), on a

1 x2
(14) Slw dX <= S[qo' dx .
On peut évidemment supposer que ¢ est a valeurs réelles. On pose alors
2
b(x) = o(x) e* /2 o (14) devient
2 1 2
(15) §oPax=3 (o -x0) ax

et (155 est elle méme conséquence de 1'identité triviale

(16) 2N - xwf -5 (o expf ax = § o? ax.

La preuve de (16) est évidente car le membre de gauche vaut

-2 (x pyr ax = -xzpzjj:+g v° ax.

3. LA PREUVE DE (2) PAR LES METHODES DE "VARIABLE REELLE".

On part des inégalités de Hardy données dans le lemme suivant.

LEMME 6. Pour toute fonction y € C::(R) a valeurs réelles et pour tout «= 0,

on a

2 20(
(17) y dx < ——j
So (20+1)

S 2 2@1—2 ax.

L'exemple trés simple olil'on part de ¢ € C::(R) fixée et oli 1'on pose
y = (p()l_il)’ N = 1, montre que 1'on ne peut avoir dans (17) le méme poids dans les

deux membres. La dérivée doit étre pénalisée pour compenser le fait que
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2

2
y' = —1§ [(p‘(%)] . Onvoit ainsi que 2a +2 est 1'exposant correct si exposant il

N
y a.

Pour démontrer les inégalités de Hardy, on pose x = el et ot) = y(et).

Alors y'(et) = e—t o'(t) et (17) s'écrit S+oo <p2(t) e(za“)t dt <
( ) g [(p (t]2 20c+1)tdt
200+1 )
&+ [(x_l_%‘!t
On pose enfin ¥ (t) = ©'(t) e € AR); d'ou
® (o) s (acrg )t At
ot) = - S H(s) e ds et oft)e =- (P *K)t) ob K (t)=e si
t

t<0, 0 si t=0. Finalement (17) devient

2 2 2
(1) e w2 <l J2 IIE
Pour passer de (17) au lemme 5, on prend o«EN dans (17) et on ajoute toutes
2n
les inégalités relatives aux poids )in-,— On obtient
2n+2
S y e* dx = 48 < Z —-7> dx.
n=0 n!(2n+1)
On remarque alors que ! ) < 2 et 1'on a donc
n!(2n+1) (n+2)!
2 %2 © X
(19) B yexdxssg'y‘ e—zi—dx.
0 o X

L'inégalité (19) est, en un sens plus précise que le lemme 5 (le poids est meilleur).

Mais le coefficient numérique est moins bon.

4. LA PREUVE DE (2) PAR LA VARIABLE COMFLEXE.

,l2x

o0 2
Une preuve trés simple de 1'inégalité g ly ]2ex dx <C g e dx
e OO -

peut &tre obtenue en remarquant que, malgré les apparences, S ‘<p e dx,
-0

€ C:(R),. peut se calculer par la formule de Plancherel.

En effet, on a
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A0 2 ~ 2
(20) 2173/2 B |¢]2ex dx = Sg l(p(u+iv) ]2 eV dudv.
- OO
Commencons par prouver (20).
T _ix(u+iv)

Pour tout v fixé, u-— ©(u+iv)= g e ¢{x)dx est la transformée

_00

de Fourier de e~ ¢{(x). On a donc

(21) S+Oo(:p(u+iv) 12 qu = 2r S+ooe2"" lo(x) |2 dx

00 -C0O

2
On multiplie (21) par eV etlon integre en v. Il suffit de remarquer que

+ee -v2+2xv x2 +e -(v—x)2 x°
e dv = e g e dav = ﬁ e

)

-0 - OO

La preuve de (2) sera compléte si nous montrons que, pour toute fonction entiere

F(z) = o(z), ona

2

(22) SS'F(u+1v), dudv <CSS’F(u+1V)| (u +v)e du dv.

On décompose les deux intégrales (22) en gg et gg Pour

u +v <1 u +V >1

la seconde partie 1'inégalité est triviale avec C = 1.

Pour traiter la premiére partie, il suffit de vérifier que
(23) SS ‘F(Z)lzdxdy S%SS IF(Z)lzdxdy.

'z 's1 1< ,z i<2
Pour montrer (23), on écrit F(z) = aj+a;z+ ... et on intégre en coordonnées
a
w |a_|2

polaires. Les deux membres de (23) valent respectivement s =27 2‘ et

Nl 2 0 2n+2

(477 =1) }an l
27 & > 3s,
0o 2n +2
F(z) | e |F(z) |2
D'oll SS F(z) dx dy < SSI F(z) |© dx dy
’ z i<1 \Z '< 1
gg axdy < 7SS IF(z) |2 e dxdy<
i=lz <2 1< |z | <2

%48815\2 '52 'F(Z) '2 IZ ]2 e—yz & ay.
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C'est la fin de la démonstration.
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PREFACE
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I. L1 NORM OF EXPONENTIAL SUMS (THE GENERAL CASE).

1. Introduction. Our objective will be to show that the L1 norm of an expo-
nential sum with N terms (i. e. asumof N distinct integral powers of exp(ix))
exceeds C(log N)V 2, where C is an absolute positive constant.

That this lower bound can be taken C(log N) is known as "Littlewood's
conjecture". The best estimate known up to now ( [2], th.3.5) is C(logN/log log N)1/ 2.
The proof of this result was based on a device introduced by P. Cohen and further improved
by H. Davenport and the present author.

The method we use here is completely different from that based on Cohen's
device. It is also interesting to observe that any improvement on our lemma 3 will yield
better estimates (see remark b).

Minor changes in the proof lead to the same estimate for the L1 norm of

any trigonometric polynomial with N non zero coefficients of absolute value 1. To

make the presentation simpler we consider the case of expenential sums only (see remark

c).
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Section 2 contains an outline of the proof. In section 3 we prove some prelimi-
nary lemmas on which the proof of our main result, given in section 4, is based. In the
last section we offer some comments.

It will be convenient to use the following notation.

(i) The letter C will denote a positive absolute constant not necessarily
always the same. The same letter C with a subscript will mean a positive absolute
constant which remains fixed throughout this paper.

(ii) All integrals will be understood with respect to the normalized Lebesgue
measure (1/2m)dx and any integral without limits of integration will be ur.derstood to
be taken over (0,2m).

iii) For any 2m-periodic measurable function g, Hg” will denote its

(
L1 norm j)g'

2. Qutline of the proof. Roughly speaking the proof proceeds as follows.

We assume, as we may, that there are more even, say N o than odd, say No’
frequencies. We prove that the norm we want to estimate, say HF”, exceeds the average
of the norms corresponding to the exponential sums of the odd and even frequencies by at

least C(log N)_1/ 2. This implies the desired result if No Z(1/2) Ne‘ If

Ny <(1/ 2)Ne then |[IF|| exceeds the norm corresponding to the odd frequencies by a

fixed positive quantity. This again concludes the proof except in the case of very small
2
).

N_ (< N/(log N)

o In this case we repeat the argument with the exponential sum corres-

ponding to the even frequencies. Continuing this way either we get the desired result or

we obtein a long enough sequence of frequencies consisting of odd mumtiples of distinct
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powers of 2., This case can be settled with the help of standard methods of the theory

of lacunary Fourier series.

3. Preliminary lemmas. If E is a measurable subset of (0, 27) then E'

will denote its complement and IE ’ its measure (with respect to the normalized

Lebesgue measure).

LEMMA 1. Let E be a measurable subset of (0,27) such that

0< 'E ’< 1 and Gx)=1+ a1exp(ix) +...+ a exp(ikx). Then

el

(3.1) {(1/,E|)JEIGH {1/|E' \J"GI}IE

If in particular IE f =1/2, then

3.2) jE lal = 1/allalh .

Proof. We write Xg and Xg for the characteristic functions of E and
E' respectively.
On applying Jensen's formula ( ,_4] , VII, 7.8) we obtain

0= Jlog

Jensen's convexity inequality ( El] , I, 10.8) applied to the last two integrals

6 1= T e/ e g o b e | exg/ e+ gl

yields

(3.2) is an immediate consequence of (3.1).

LEMMA 2. Let G(x) = ag + a1exp(ix)+. ot anexp(inx) = g(x) +ig(x) and write

exp(imx) G(x) = gm(x) + i'ém(x). Then

(3.3) lim l:g , =(2/7T)'G”
m-ee



Proof. Let T, = (a,b,) = (k(27/m), (k+1)27/m)), k=0, 1, ..., m=-1 We

take m so big that the variation of g and 'é' in Ik is less than € (> 0). It
follows that gm(x) = g(x) cos mx - g(x) sin mx differs from
_ A~ . _ ~ ~ /
g(ak)cos mx g(ak)sm mx = lG(ak) ]cos(mx+tk), tant, g(ak)/ g(ak)

by less than 2&. Hence

S
—
=
il

’G(ak) U‘ lcos(mx + tk) ]dx + 'Ik IO(E)
K I

(2/17)]G(ak)| ]Iki +|1klo(e).

Adding for k=0, , ..., m-* we obtain
m-1
le |l = @/m) E Glay) 1. D)+ ote)

for which the desired result follows by letting € 0.

o~

LEMMA 3. Let F(x) = f(x) + if(x) = exp(:in1x) vt exp(ian), where

n

~
< < . e . _ .
1< ...<ny are N distinct positive integers, and write F e(x) f e(x) + 1fe(x),

Fo(x) = fo(x) + i.fo(x) for the exponential sums corresponding to the even and odd

frequencies respectively. Then

(3.4) el = z2xlle ll + I b + 7 /32l el ).

Proof. Using lemma 2 and the obvious fact ”f” < “FH we see that it suffices

to prove

(3.5) il 2 (/2)le fl+ e Il + 1706l

Let E = {x : fo(x) fe(x) = 0} and E' its complement. We have

Jlete [ legen <] el

St il feesptinge o
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Applying lemma 1 with G(x) =2 exp(ian) f(x). (Note that E +7 =E' and

hence IE' ' = 1/2) we see that the last term exceeds
(1/2)(1/(a.2. llelly = 1/16klly.

We observe now that

jE ffol = (1/2m) .
—aranf el f leh- ozl

'fo(‘IT+X)‘dX= j lfo'

!

Similarly we have

jE 5 l=ar2le )l

Collecting results we obtain (3.5).

LEMMA 4. (Using the same notation as in lemma 3). If

5.6) Jle 122 Jle 22 o
then
(3.7) Fll =z lFJl+ (c/a).
Proof. Since F(x+7) = x+1r x+17 =F (x) F (x we have
(3.8) le} j,F+F l-le -F l_ /2)f(|F +F ’+VF -F l)

Hence Jiet = Jie, 1= [(lmgm, e lrery |- 2l )
z(1/8N)j{(lFe+F0]+|Fe-FOi)f2-4IFOP}
=(1/8N).2j(,Fel2— IF0'2)+2JIF§-Fil

= (1/8N).2.CN = C/4.

LEMMA 5, Suppose that m my,... is a sequence of positive integers such

’I’

that any integer can be written in at most one way in the form b1m1 +.ou+ bnmn for some
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integer n, where bi € {1,-—1,0}, i=1,2, ... Tnenforany g of the form

g(x) = a_ +a,exp(ix) +...+a _exp(inx) +... we have

(3.9) ( 0‘5 lam }2)1/25Cf!g.(log+lgl)}/2+c
n=1 n

where log+a=10ga if a=>1 ‘and log+a=0 if 0<a=<1.

Proof. In the case of a lacunary sequence m,, (mﬂ_1 / mi) =a> 1, this result,
due to Zygmund, is known. The proof given in L4J (X1I, 7.6) works word for word in

the more general case we need here.

4. Proof of the main result. We continue to use the notation of lemma 3.

THEOREM.

(3.10) Il 2 clog )2,

Proof. We observe that F remains unchanged if the sequence S1 = {n1 - nN}

is replaced by one of its translates (i. e. {n1+a, v nN+ajL , for some integer a).

We define first a suitable such translate of S1 .

We write the elements of S1 in the diadic system and subtract their common

ky

51 be the resulting sequence and let 2 be the smallest power of

tail, if any. Let S

2 which divides some but not all the elements of 'S1 )
K

We write N1 for the number of odd multiples of 2 ! and Na for the number
k, 1
of even ones.On adding, if necessary, 2 to all the elements of S  we may assume
k

that N, <Ni. Let s?  be the set of even multiples of 2 LT -1

We subtract from the elements of 51 the common tail, if any, of the elements

1

of 52 and write S' for the resulting sequence and '§2 for the corresponding

translate of 52 .
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- k.
Let 2 2 be the smallest power of 2 which divides some but not all the

k
elements of 32 . On adding, if necessary, 2 2 to all the elements of :%1 we may

k

assume that the number N} of even multiples of 2 2 in §2 is not less than the

2
number N2 of the odd ones.

We continue this way as far as possible (i. e. untill we react: a set of exactly
one multiple of a suitable power of 2).

If the resulting sequence, say S', contains non positive numbers then we add
to all its members a power of 2 which is greater than the maximum of the absolute values
of the elements of S' and we call S the new sequence. S is obviously a translate
of S1 such that :

(i) There are positive integers k1 < k2 <...< kt such that every element

kr
of S is an odd multiple of 2 forsome r, 1<r=t, and
kr

(ii) the number N], of the even multiples of 2 is not less than the number
Nr of the odd ones.

We shall use the same symbols Niy...yn for the elements of the new sequence

N

We proceed now by induction. We assume that for all exponential sums G with
M <N terms we have
(3.11) lll 2 Colog m)'/2
where the absolute constant CO will be specified in the course of the proof.

To avoid trivialities we shall assume that N is large.

Case a. We assume that for all 1 < 2(log N)Y*»N__ is less than N/(2logN)’.

k
We pick, for each even 2r < 2(log N)Z, an odd multiple m, of 2 T in

{n1 yeeey nN}. It is very easy to see that the sequence m,..., m, d= (log N)2_1 ’
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satisfies the hypotheses of lemma 5. Applying (3.9), with g =7F, and using the obvious

estimate lF‘ !g N we obtain

log N < cj Flog N)'/2 4 ¢ < cliog N) V2R
<

if we assume, as we may, thet N is large enough.

1/2
).

It follows that ”F“ 2 C(logN This proves (3.10) if we take C0 small

enough (which obviously does not affect the validity of (3. 10)).

Case b. We assume that there is an r < 2(logN )2 such that N is greater

or equal to N/(2 logN )2 .

s-1
Let s be the smallest such 1. Since the sum Z Nr is less than N/2
r=1

we must have Nl +N_ = (N/2).

We observe that ”F‘“ exceeds the L1 norm of the exponential sum FS

k
corresponding to the multiples of 2 °. Indeedif s =1 then (see the proof of lemma 4)

lel] = (1/2){”FO+FGH + HFe-FOH} > (1/2)”2Fe” = Fe”

and the general case follows by a trivial induction.
Thus it suffices to prove that
- 1/2
”FSH z C_(logN) "=,

We write F1 , F2 for the exponential sums corresponding to the odd and the

k
even multiples of 2 S respectively. We distinguish two subcases.

Case b,. Ns> (N/8).

If “FS" = Co(logN)V 2 there is nothing to prove. So we suppose that

1/2.

“FSH < Co(logN ) By the induction hypothesis HF1” and HFZ“ exceed

1/2

Co(log(N /8)) Applying lemma 3 we obtain



e s

/27
Ty

(log(N/S 1/2 17/{3’)(‘ (1og‘\” 'J

. 1/2 ) -
1/2 Al ; ‘ A1/20
=C (log N)'/{1 - (log 8)/(log N) ] + 7/{32C_(1og N}/ 7}

We observe that

1/2
{1 - (10g8)/(10gN)} > 1 - (10g 8)/(10g N).

It follows

’}F‘SH > Co(log 1\1)1/2 + {(17/(32C0) - Colog 8}(log N)—Vz.

To conclude this case it suffices to take C0 less than

{n /(32 log 8)} V2 .

Case b,. N_ = (N/8).

Since Nl +N_ 2 (N/2) we have

J'F j]F‘ NL - N > N/4.

Applying now lemme 4 (after a trivial change of variables) and using the induction
hypothesis we obtain
”F‘s” > “F1” +(1/16)
=>C {log [1.\1/(210gN_)2]} /2 +{1/16)
=C (logN)1/2{1 - (2/i0gN) log(21ogN) }1/" (1/16).

It CO is taken small enough and N large enough we conclude, as in case b1 s

that 1 /2

The proof is complete,

5. Remarks. (a) Lemma 1 remains valid for any G € H' with G(0) =

(same proof).

(b) Our proof is based on inequalities (3.2), (3.7) and (3.9). (3.7) and (3.9)
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have not been used to their full capacity (e. g. Nr in section 4 could be taken as small
1/2
as N/exp{(logN)} . TItis (3.2), or rather its consequence (3.4), which does not
permit an estimate better than (log N)V 2. Were we able to replace the second member
of (3.2) by a positive constant, then without any additional effort we could obtain bounds
much closer to log N.

We observe that this stronger version of (3.2) is true for the two extreme cases
of lacunary sequences and arithmetric progressions. Moreover (3.2) depends only on
the analyticity of F and the fact that its first coefficient only is 1. So it is not
inconceivable that in the case of exponential sums (3.2) can be improved.

(c) Trivial modifications are needed in order to prove (3. 10) for trigonometric
polynomials with N non zero coefficients of absolute value 1.

The same argument applies also to polynomials with coefficients 4 satisfying

the inequalities

c1s !ci,SC

9
However in its present formulation the proof does not apply unrestrictedly to polynomials
with coefficients not less than 1 in absolute value (as it was the case in [2] , th. (3.5)).
II. L1 NORM OF SOME SPECIAL EXPONENTIAL SUMS.
1. Introduction. Let n, < n, <...< Dy be N positive integers and write
f(n) = exp(in1x) oot exp(ian).
P. G. Dixon applied the method of proof of theorem (3.5) in [2] to some special

sequences. In particular he modified suitably lemma (3. 1) and replaced the construction

of the subsequence <{mr‘]‘ in [ ] , ch, III, 4 by a more flexible one which
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could be successfully applied to the special cases he considered. His main results are

contained in the following

THEOREM. (i) If ntSHt'(logt)a (t=2,3, ...), for some H, a>0, then

log N

Il > c
log log N

(N = 3)

where C dependsonlyon H and a.

(i) If n <Htexp(logt®) (t=1,2,...)for some H,b>0, then

b(1-b)

HfH1 > C(log N)1 —b(log log N)~ (n = 3)

where C dependsonlyon H and b.

(iii) If the sequence n,[+1 - n,E is monotone non-decreasing, then

1 log N

”f” > 6 Tog log N

for all sufficiently large N.

The proof of the three parts of this theorem depends on two lemmas which will
be proved in the next section. We shall give the complete proof of (iii) and indicate how

(i) and (ii) can be obtained. Our exposition follows closely that of Dixon ( [1] ).

2. Proof of part (iii) of the theorem,

LEMMA 1. Let P,Q,r be real numbers with r21, P2-sr, P%4Q%s rf
and let
1 -1/2
q(z)=§(1 +exp(%r / - 2)) (z€C).
Then
(2.1) Iq(r"B/z(P +1iQ) - % r'1/2) I+ L v Ve s 2P)1/2 < 1.

4y 2

Proof. We observe that
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lae™/A(Psi) - 1773 <

r"/2l+1

5 ’exp(- 1 r‘"1/2— r_3/2 P—ir'B/ZQ) '

A

1_1
377

= =(1 + exp(- 2 3/ (r +2P)) - —1/2

l\)_\

and (2. 1) follows immediately.

It P> g then we write £ = % r_3 /2 (r+2P) and, taking into account our

hypotheses, one see that it suffices to show

1. =1/2 1 & 1.-1/4 ,1/2
-zT +t5e T gr £ =1

(2.2)

[\\] Y

with £ satisfying the inequalities

(2.3) v'1/2_<_€_§ 3/2(I‘+I‘).

On observing that e~ gs max{1 - %g , %} , £€=0, we see that (2.2)reduces
to the inequalities
1/2 _-1/4

1 1 3 1
1——&51—26 r ’ 251——6

1/2 _-1/4
i r

which are trivial under the hypotheses (2.3).

LEMMA 2. Suppose that, for some positive integer k, there exist integers

m(i,j)€{n1,...,nN}, 1<i<k, 1sj5k2, such that :

(i) m(s,n)<m(s,v), 1<s<Kk, 1$n<v£k2; and

(i) m(s,kz) + m(s+1,n) - m(s+1,n+1) < n, 1ss<k, 1=n< k2.

Then

Il > 1k
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Proof. If we replace n,, by l+n_-n, the norm “f”1 does not change. Now

k N 'k

the numbers 1+ n_ - n, satisfy the inequalities opposite to (i) and (ii), so we may

N 'k

suppose that n, > n, P nN > 0 and prove the theorem assuming the inequalities
opposite to (i) and (ii).
The proof is similar to the one used in L‘Zj , ITIT 4 and so we shall be brief.

We construct recursively a sequence of functions gj (0= j< k) such that

,gj,S1 for all j and

(2.4) Ler (-4 V2, L o412k
3% 5172 s
where 1 T
I.=— f(-x) g.(x) dx.
b og dog J

Using (2.4) we complete the proof as in [2] , III 4,

We achieve the construction of the gj 's by constructing simultaneously by
recurrence a sequence of sets of positive integers Pj’ 0j<k.

We put Po = {n1} , and define

. 2
pj:Pj_1U{m(J,t).1stSk }URJ.

where Rj is the set of all integers of the form

M
1=

8; < ti for all i, S; t. being positive integers = k2 and M

with p € P, i

j=1’
being any positive integer.

Using induction and our hypotheses (i) and (ii) we see that min P;j = m(j,kz),
1

1= j< k, which in turn implies that all the elements of RJ. are greater than n

and hence Rj N {n1, .. .,nN} =0.
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We now define go(x) = exp(in1x) and writing
K>
h(x)= T exp(im(j,s)x
J s=1
P+iQ= I expli [m(j,s) - m(j,t) %)
s<t
we set

-3/2, . 1. -1/2 1 -1
8. 4 =g xHalr™ “(P+Q)) - - } + —— 1 h(x)

1 { 4 w2z )
where q 1is the function defined in Lemma 1.

Since q has a Taylor expansion valid everywhere, and the integer M in

the construction of Pj is arbitrary, the argument used in [2] , IIT 4 shows that

1/2¢ 1 -1
Ij (q(O)--I‘ )+4 2r‘ r
1 1 i 2 1
= IJ‘_1(2 E + eXP(— -1/2 ._[ T / 4—'— =
(1 21 '1/2) 1
S ALY

i. e. (2.4) is satisfied.
That !gj(fx) ‘ < 1 1is an immediate consequence of Lemma 1, and this completes
the proof of lemma 2.

We return now to the proof of part (iii) of the theorem. It is enough to prove the

existence of {m(i,'j)} with k> % __l&g_i\l_. We set m(s,n) = Ng(s,n)’ where
log log N ’
q(s,n)=nk2(s_1), 1<s<Kk, 1<n<k’

and observe that (i) of lemma 2 is trivially satisfied. In order to verify (ii) we argue as
follows :

As the sequence n -n, is monotone non-decreasing, we have

t+1
2

ng = ng 2n - n, forall s<t. Hence, for 1<=s<k, 1=n<k’,

t-s+1
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m(s+1 , n+1) - m(s+1 , n) 2 nq(s,k2)+s - n,
> m(s,kz) - n,
which is condition (ii) of lemma 2.

We observe now that k can be chosen to be the greatest integer satisfying the

inequality q(k,k°)<N, i.e.

k2(k—1)

K2 kK<

1 log N

which, as can easily be seen, exceeds .
log log N

Parts (i) and (ii) of the theorem can be proved similarly by choosing respectively

q(s,n) = n(H k2)5—1 [(8—1)!] 2a (A log K)?

and
q(s,n) = n(H 1(2)5"1 exp [-(A log k)b (s—1)1/(1'b)]

with sufficiently large A. (See [1] for the details).

3. Remarks. (i) The argument of [2:1 , III 4 shows that the present theorem holds
good for polynomials with coefficients not less than 1 in absolute value.
(ii) Part (ii) of the theorem gives new results only for b < % (otherwise the

bounds are less than (log N)V 2).
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