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Exposé no. 1 , ' 1982-1983

Mymam Déchamps, Francgoise P1quard
Hervé Queffelec

ESTIMATIONS LOCALES DE SOMMES D'EXPONENTIELLES

Résumé. Nous déterminons pour tout a €_| - ,'n:[ la valeur de
Sa+€ 1 > oinx |2 dx
27

ofa) = inf sup a-e_nes ol 'S ’ désigne le cardinal de S.
>0 ScZ ]S'
S fini
. 2
Nous montrons que o = inf ofa)= sup 22X -0,23 .... etque ofa)=o"
-r<a<y x>0 X

a . . fr g .
pour tout a tel que = soit irrationnel ; nous etudions deux autres fonctions £

et 7y lies de facon naturelle & «.

I. Introduction et notations

B. Saffari nous a indiqué ES] 1'inégalité suivante de J. M. Ash [1] .
existe une constante C > 0 telle que pour tout intervalle I contenu dans ]—17 , 17:[ ,
on ait :

inx 12 dx
e ﬁ>C

(1 sup ! S } z
ScZ @ I nES
S fini
L'existence de C est démontrée dans [1] d'abord en utilisant un théoréme

d'extension de multiplicateurs, ensuite par une méthode constructive mais qui en donne

une minoration assez mauvaise., Dans [S:J , B. Saffari a montré qu'on a 1'encadrement

. 2
0,23.... =sup S X — & < 1 = 0,25 et il a conjecturé que o = 1 5 nous
TX 4 4
x>0
montrerons d'une part que o« =0,2306.... (théoréme 4.1), d'autre part que 1'étude

de « est parallele a celle de deux autres fonctions B et ¥ ayant % pour



-2

minimum (proposition 2.1 et théoréme 3.1). Nous aurons besoin des notations suivantes.

Soit T le cercle unité {z€€/lz‘=1}, identifié & R/27Z via t-relt,

dt

muni de sa mesure de Haar normalisée dm(t) = o (dt étant la mesure de Lebesgue

de _,—’IT,TH).
Soit M(T) 1'espace des mesures complexes réguliéres et bornées sur T. -
(Nos notations sont en général celles de [4_] ). Si peM(T), soit

A

1t n€Z — i (n) =S o~ 1nt dp(t).
T

Notons & 1'espace vectoriel complexe des polyndmes trigonométriques sur

Si acT et €>0, on pose successivement

a+e 5
§ 1P % ant
«(a,€) = sup a-¢ = : afa) =inf ofa,e) ; o =inf ofa)
pe?® [p(t) 12 am(t) €0 a€T
P2=p T
a+g
§ lpo 1 an
Bla,e) = sup —— > ; R@@)=inf Bla,e) ; F*= inf Bla)
pe@ Ip(t) | ~dm(t) £>0 a€T
P=0 T
a+e
§ o dam()
y(a,e) = sup ——= . y(@)=inf y(a,e) ; ¥y =inf vy(a).
Qey Q(t) dm(t) >0 a€T
Q=0 T
O=0
Nous montrons que ;8* = ‘y* = ;1, si bien que ;1 apparait comme valeur

critique pour les fonctions £ et 7Y, mais pas pour la fonction «. On verra que
les valeurs ofa), B(a), <(a) dépendent de facon essentielle de Gp [aj ,
sous-groupe de T engendré par a.

Notons enfin

int
DN(t) = T e

|n|<N

noyau de Dirichle ordre N
( de Dirichlet d'ord )

FN(t) = X (1- '—-rll\l—’) lnt (noyau de Féjer d'ordre N)
|n|=N
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- n

Ag(t) = Max(1 - = 0) si -r<t=<mw, 0<08 <7 (Fonction triangle de

support E—S ,S_J dans T). € )

S ]DN(t)\ dm(t)
-€

= lim EFN(t) cim(t)=1).
dm(t) N~ “-¢g

Pour tout €>0, ona lim
N {Ipy()
T

l 2

FNZO i F..=20 ; ASEO ; ASZO.

Si bET, Sb désigne la masse de Dirac au point a.
Q désigne 1'ensemble des nombres rationnels.
La remarque suivante nous sera utile.
Les fonctions «, B, ¥ sont paires, semi-continues supérieurement (
et ofa)< B(a) < y(a) pourtout a de T.
(Soit a€T et § >0 ; ilexiste €>0 telque ofa,e)< afa)+ . Si

bET et ‘b—a | =< 5 , [b - g , b+ 5] c [a-e y a+£:l et on a alors successivement

a(b) < afb , g) < «fa,e) < afa) + §, ce quiprouve que « ests.-c. s. ; idem pour

B et v).

Dans toute la suite, nous poserons
(2) E= {aeT/‘aer EZaI} U{ 77} ‘= {a = 2;32—17 avec (p,q)=Tlet g imgair} U{‘ﬂ'}

ol (p,q) désigne comme d'habitude le p. g. c. d. des entiers p et q.

Nous rassemblons ci-dessous les principaux résultats obtenus sur les fonctions
x, B, v ; les démonstrations utilisent entre autres des raffinements des méthodes de

B. Saffari ( B])et de J.-P. Kahane ( [3])

. 2
. . a * 1 sin"x
i) Si = ¢Q , ofa)=o = sup = —5— =0,2306 ....

sim2 rn/q

q-1 = <sup b
. << in~ -
21. €. 5 1=sr<q 1r q sin 3



iii) 1im o2 7) = o*.

g
Si a¢E, ona: B(a)=vy(@)=p* =y =21-.

W) «0)=1; am=} 5 a=o@®=1; of)=222 _o.2 ...

m 1 2my 3+\f5_ -
0‘(25)—§ ’ 0((15-)—70—-—0,26.._..
Nous étudions respectivement (par ordre de complexité croissante) les fonctions

¥ , B, « dans les paragraphes 2, 3, 4.

II. Etude de ¥

Nous utiliserons le lemme suivant (cf. B] ).

LEMME 2.1, Soit KEL'(T), Q€& telsque K=0 et Q=0. Alors

pour tout t,€T

IS K(t+t1)Q(t)dm(t)]sS K(t) Q(t) dm(t).
T T

Preuve.
—' t ~ A~ A
IS K(t+t1)Q(t)dm(t)l =} T e o K(—n)Q(n), < 2 K(-n)Q(n)
T nEz nez

_ S K(t) Q(t) dm(t).
T

RN JPSEN

THEOREME 2.1. Soit E comme dans (2). Si a¢E, alors vy(a)<

Preuve. Admettons provisoirement que pour tout h> 0 il existe €= gh)>0
et K€ L1(T) ayant les propriétés suivantes :

i) 0<K=<1 e K=0

ii) SuppKN(IU-)=¢ si I=|a-e, atel

iii) K(t-a)=1-h si t€1U -L.
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Posons alors R=(IU-I°. Si Qe®, Q=0 et Q=0.

propriétés de K et le lemme 2.1 :

(1-n) §

SST KQdm:SRKQdmlsSRQdm.

On a, d'apres les
Q dmsg

K(t-a) Q(t)dm(t) < 5 K(t-a) Q(t) dm(t)
-1 -1 T | :

Alors, vu la parité de Q

ST Q dm = SIU—IQ dm + SR Q dm = (2-h) SIU-I Q dm = (4 - 2h) SIQ dm.

D'ou vy(a,e)< —_12—5 et donc vy(a) < puisque h est arbitraire.

N N

Reste a prouver 1'existence d'une fonction K vérifiant i), ii), iii) ; on

prendra K sous la forme pu * AS’ ol u est une mesure positive, ainsi que

ﬁ, portée par Gp[Za] ;1 a€2rQ\E, onposera a=2p17, avec

9
(p,2q1) =1. Etalors:
Q1‘1
. -
jsi a=2p T onprend U = q (mesure de Haar de Gp [2aJ)= z nga
1 k=0 '
lsi ?762 Q, onprend u =I ‘E FN(k)SZk'a’ oli N estun entierztgl.
ki<N

jO si n¢q1Z
Dans le premier cas {(n) = ¢

l’q1 si n€q1Z .

Dans le deuxiéme cas ﬁ(n) = FN(—Zna). dn a donc bien u =0, ﬁ > 0.

Soit alors © >0 tel que les intervalles Ba—g , ja+8] soient deux a deux disjoints

j esttel que

ja € supp u U (a + supp u ).

Soitenfin €>0 telque €<% et (1- E)(T - 2) = 1-h.- En définitive, on a :

: I K
2q; ’ K=\ 5 astt-2e
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si % g Q K(t) =l kéN f«“N(K) As(t _ 2ka).

Les propriétés i) et ii) de K sont évidentes ; la propriété iii) découle des

trois relations suivantes :

Ag(t)21— si Ms‘s ; F

oNnim

(1-§)(1_§)21-h.

Le graphe de K, par exemple dans le cas g ¢ Q, al'allure suivante :

AAN_/\LA_AA

-4a -3a -2a - 2a 3a 4a

Remarque. Si a=7, enprenant K(t)= Aw(t) + Aﬂ(t - 7), on montre que
2 2
D'autre part, pourtout €>0, ona
5
S Fy (2t) dm(t)

lim = =
N 3 Fy (2t) dm(t)
T

IA
NIl —

y(m)

N —

, donc vy(m)=

Dt

et en considérant

Wl -

Si a=2 1§T’ en prenant K(t) = Aw(t), on montre que ¥ (2 g) <
3

comme ci-dessus FN(Bt), on conclut que ¥(2 g) = Ceci montre bien que si

Wi =

acE, v(a) peut étre supérieur a 21-

L.a proposition suivante se déduit du théoréme 3.1, mais on en donne une

preuve directe.

PROPOSITION 2.1. ¥ =
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Preuve. Y(a)=1 si a=0 et % si a=7. Si 0<a<wm, montrons

que 'y(a)zéll. Soit £€<a et I=[a-e, a+e]; posons

QN(t) = FN(t) +% [FN(t+a) + FN(t—a)] = ngz lg‘N(n)(1 + cos na) elnt

QNefP, U0, Q=20 et
B QN dm
. I . o 1
lim o= lim 5\ Q dm=lim ZS Fy(t-a) dm(t) = 7 .
Nyoo g QN dm Nyoo 1 Nyoo 1
- |

D'ol le résultat.

III. Etude de B

On retrouvera cette |

IR

D'apres le théoreme 2.1, si a€E, f(a)< y(a)=<
majoration au paragraphe IV par une autre méthode ; pour la minoration de B, on
utilisera le lemme suivant, analogue discret de E’»] , pour lequel on aura besoin de la

notation suivante ; si a€T et q'€N*, posons

a1 2imj/q" |,

. Eje

*) Pla,g) % ap 0
ejZO q' X s?
o

Nous avons alors

LEMME 3.1.

i)§_i a=2p g, alors

g-1
T 1 . M2
(3) B)=FQRz,q) =5 T (cos”2jg)
J=0
ii) Pour tout a€T, ona
(4) pla) =
i
Preuve. i) Soient €y eees eq_1 donnés avec ej =20, et chefchons
q-1 |

K= kE Ck gka , portée par Gp [a:[ , de facon a avoir ,:(j) = gj pour | 0<j=qg-1.
=0 _ _
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q-1 ..
Cela s'écrit T Ch e~lka € et d'apres la formule d'inversion de Fourier sur
K=
le groupe fini Gp [a:]
q-1
(5) ¢, =1 T eI g p<g,
kT

On a alors ﬁ(n) =0 pourtout n€Z, puisque ;z est g-périodique ; soit d'autre

part N unentier =1 et posons

_ AN >
Py =# * Dy (Noter que PN-u.DN—O).

Si €< g, les intervalles _E{'a-e s -ka+s:l sont deux a deux disjoints pour

0< k=qg-1 etona

a
S' e 'PN '2 dm ,c1 ,2 Sa+€ lDN(t—a) lzdm(t) lc ’2
. a-¢ . a-€ 1
Iill-;:o { o Pam Now o [2 0% 2 Tole 2
o N Zle, Sk Dy (t-ka) | %dm(t) K
a-¢ .
D'apres (5) et le théoréme de Plancherel sur  Gp [a] , ona I lck. '2 = (11 z EJ? et

ceci prouve la premiére inégalité de (3), car Gp l:a:l = Gp [2:-]7] ;  pour la deuxieme
inégalité, il suffit de minorer ’E ej eZMJ/ 4 l par ' z ej Ccos 21% | et de prendre

Ej = cos” 27r;-'q- oll 1'on pose comme d'habitude, pour =x€R : x'=x si x= 0,

xT=0 si x<0.

p
ii) Soit d'abord a tel que % g Q ; il existe une suite (En) de

n

p

rationnels telle que ZWCJ_H a et q, —>; d'apres le fait que S ests.-c.s.
n

et d'aprés (3)
p -1

B(a)z Tim R(2w _r_1)2 Tim l_ T (COS+2j-71-)2
n-e n nse 'n j=0 qn

27
1 +32 5 1
= 5= SO (cos™t)” at =7

Ainsi, B(a) 2211- si % € Q; puisque B ests.-c.s.,ona B(a)zzll pour tout

a€T. On a alors le théoréme suivant.



THEOREME 3.1.

i) Si a=2pZ, B@)=F@F,q)

Kol -]

ii) Si a¢E, B(a):%

A=

iii) Onadonc g*

Preuve. i) D'apres (3), on a déja R(a) = F(2 g,q).

L'inégalité inverse

sera démontrée au IV.

ii) et iii) résultent de (4) et du théoréme 2.1 via 1'inégalité B(a) < ¥(a).

R . , T .
En particulier, on voit que si a =2p 3 avec q pair, ona

T 1
F(Za,Q)=Z-

IV. Etude de «

Si acT et q'€N*, posons

q'-~1 ..
def Z e e1Ja 2
(%) Ela,q')= ,sup 42—
£.=€. a’-
i q' X &,
o J

Le lemme technique suivant servira a donner une expression plus simple de E(%F-, q),

qui sera utile pour la majoration de «.

LEMME 4.0. Soit q un entier > 1, a=e21"/q, A={a, a2,..‘.,aq},
r entier = 1, et Fc A avec IFI=I‘, posons SF= Z z; alors
vz€A
i) lSF'S 'a+a2+...+ap’
T T sin2r m/q
ii) ‘ER =,q) = SUp ==

g (g sin g) 1=r=<q

Preuve. Faisons d'abord les deux remarques suivantes.
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(R1) On peut supposer r < g

(R4 ,a+a2+...+arl croit avec r quand 151*5%.

5)

\S Nal

est traité et si IF ~ =r, r> 9 étant donné que gq-r <

NILQ

En effet, silecas r <

et que SA =0

'SFI =[S (S 'a +...+ad" l=lar+1 +...+ad '=la+a2+...+ar .

A\F

D'oli (R1).
' r l sin —m
r, _la-1]

) la51l ~ sin 1/q

D'autre part, 'a +...+a et (R2) découle alors du

. - A 1T ’ . rd
fait que sin x crofit sur E) , 2:[ . Cela étant, on va raisonner par recurrence sur

r, 1<src< g ; supposons le résultat acquis pour IF l <r-1 etsoit F cA avec

{F ’ =1. On peut faire 1'hypothése suivante :

© Ger — s, | Iy,

Car s'il existe Gc F tel que ISGI>’SF| et 'G‘=ssr—1, on a d'apres

1'hypothése de récurrence et (R2)

ISF|< lSGlS la+...+as‘ < la+...+ar.

Si (6) a lieu, 1SF l > 1, donc Sk £0; soit D le diamétre du cercle unité

perpendiculaire a SF , et DY 1le demi-plan fermé limité par D ' qui contient SF'

F c D" car s'il existe wEF, W¢D+, posons G =F\ {w}, alors :

'SG , = 'SF—W ’Z (,SF ,2+1)1/2 > ISF l (SF et -w faisant un angle aigu)

et ceci contredit (6). Si Fc D+, onaaussi F c A+, ol A estun diamétre
du cercle unité joignant b et -b, avec b € Gp ’:a] , et AT un des demi-plans

fermés limités par A. Quitte & faire une rotation dans Gp [a] , on peut alors

supposer :

k

,ar‘} avec 1=k,<k,<...<k_ <

F={a '1,... 1 2 n

[\ Nal
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On a alors, vu la décroissance de cos x sur EO, 77] et 1'inégalité

Os(j-i)ng(kj—k'i)ngw pour 1<i<j<r:
2

2
+...+a e,

<r+2 X cos(j-i)22=‘a+a

1<i<j<r

Nal

ISF'2=I‘+2 'z cos(k.-k.)2
1=i<jsr J 1

D'otii). ii) découle immédiatement de i) et de la relation :
T .
. 21i-- sinr =
o @ _"g

sin -
q

2i7  4iZ
}e q+e q+...+e

s
-, ona:

LEMME 4.1. i) Si a=2p

al

(7) ofa) ZE@2 7, q).

ii) Pour tout a€T, ona:

. 2
«(a) = sup % SH;( X =0,2306...

(8)
x>0

o P 2 : )
Preuve. i) A €, ..., € donnés, avec €. = €., oOn associe comme
FE A AT o) ’ q_1 H i ’

q-1
§ 9 Skﬁa oltles ¢ sor;t,donnes par (5) ; Py=H *D

N

dans le lemme 3.1 u =

vérifie 1512\1 = PN et le méme calcul que précédemment donne :

q-1 g-1 .
5 sj NG '2 T sj oija 2
o o
«(a) = ' =
2
> €, Z e,
445 125

(7) découle alors du fait que Gp Ei] = Gp [%Z_T] .

ii) Soit d'abord a tel que ?T g Q ; il existe une suite (-qﬂ) de rationnels
v ; n v

p .
telle que 272 —sa et q, —>>. D'apres le fait que « ests.-c.s., d'apres

n

(7) et le lemme (4.0) :
.2
D sin® — 7
«a)> Tm o27 =2) = lim .'" - sup = n
N9 (qn sin q—) 1Sr‘§qn q—n T

n-yx n
. n



1 'n2x sinzx
=~ sup Slx = su =0, 2306.....
L 0<x<m x>0
Ainsi ofa) = 0,2306... pourtout a tel que % ¢ Q; puisque « ests.-c.s.,
a(a) = 0,2306... pour tout a€T.

Le lemme suivant est fondamental pour la détermination de o ;s 1l joue pour
la fonction x .le rdle que jouait le lemme 2.1 pour la fonction ¥ ; il va également

permettre de compléter la preuve du théoréeme 3.1.

LEMME 4.2, Soit a€T et q' unentier=1; alors

(9) B(a) < F(a,q'")

(10) o«fa) < Efa, qa').

Preuve. Les deux expressions a droite dans (¥) et (*¥*) sont les mémes, seuls
les sup portent sur des ensembles différents ; il en est de méme pour les expressions
qui donnent ofa) et AB(a); il est donc clair qu'il suffit de prouver par exemple (10).

2

Soit PES avec P° =P ; on peut écrire

P(t) = z lit P.(q't) ou P.€c® et P2 _p..
0=<j<q'-1 j j i
Posons
Aty=  © e Pp(g't)=R(q't)
O<j=a'-1 J
avec
Rty= £  &9®p).
0<j<q'-1 J

Soit €< g, et I= [a—s , a+s_J . Onapour t€l, par Cauchy-Schwarz

Py -om < ¢ M2y = |pnl?) g3l zlranl.
0=j<q'-1 0sj<q'-1 i |

Donc
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= m/q' 2dt 220" 2 dt
31' P(1-0(0) [Zan(t) = % E:S . Ip@nl?5E-q% fg_ﬂlpci(t)’ &

=q'252 ZS ‘P.'zdm.
CJp
De méme, nous avons

a+m/q' 2dt 1

2 al2at 1 cd'E 2
SI o | dm(t)sga_w/q' R@0 [P =2, . IR(t ol TR IR [2am

A

- ija 1 \ \ _ : S |2
z R 12 -, fifeJ Piml% =4, T 0 Blag )E Py - Elas EALA

1
al

A ~

puisque P? = PJ.. En remarquant que S 'P l2 dm = )3 S le '2, nous avons donc :

S \Plzdm S |p- |2dm /2 S |Q|2dm

<_g—{—l—m> (T C'gT_F_> e+ VEE @),

soit

(11) N Vala,e) < eq' + VE(@, q') si €< g, .

D'ol (10) en faisant tendre € vers 0 ; idem pour (9). Nous pouvons alors énoncer :

THEOREME 4.1. 2
sin r 3

i) Si a=2p T oc(a)=u#wez sup =
. 9 (q sin a) 1<sr<q r 3

L2
ii) Si €0, ala)=sup = =0,2306 .
- x>0

iii) Onadonc o = sup s;nxx =0,2306 ....
x>0

Preuve. i) découle immédiatement de (7) et (10). Si ?r € Q, d'aprés le

‘ - p
théoréme de Dirichlet [2 _] , il existe une suite (EIE ) de rationnels telle que
n
qn->°° et 'a-ZW—l
q
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D'apres 1'inégalité évidente «fa) < «(b , 2 |b-—a ‘ ) pourtous a,b€T

et d'apreés (i) et (11), nous avons successivement :

o P /
\/,oc(a) S\[x(% i 32”) = f—lf+ EQZ,q,)-

“nq n n
.2
Quand na>%, E(2 -n—,q ) —>sup 22X . o4 obtient donc & la limite, en élevant
9h M x>0
au carré :
. 2
«(a) < sup X
>0 X

iii) découle immédiatement de ii) et de 8}. Faisons pour terminer quelques

remarques.

Remarque 1. L'expression obtenue au théoréme 4.1 pour o2 p g) justifie

certaines valeurs annoncées dans 1'introduction. Par exemple :

o:(g) =% correspondd q=6, r=2

oc(g) ='2ﬁ—2-1—+—3 correspondd q=8, r=3

“(Zg)=§’:oi'§- correspondad q=5, r=2,

Remarque 2. On peut donner 1'expression suivante de «fa, €) :

,a
+€‘P’2dm

x(a,e) = SuUpP a-¢
0<P=<1 P(0)
Pe

Eneffet, si 0<P <1, onpeutécrire P comme combinaison convexe finie :

P=XZAX, P, avec P?:P.,‘
id i
d'cl
a-+e 2 a+€ ) 5
{ P am={ " 72 [P [2am= 22 afa,0) P.(0) = ofa, ) PO) ,
a-€ a-€ J ] J J
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d'oll 1'expression annoncée pour «fa, €).

Remarque 3. Pour minorer «(a) et pB(a), on a commencé par le cas
% € Q et on est passé au cas général en utilisant la semi-continuité de « et B.
On peut adopter le point de vue inverse et minorer d'abord o(a) et pB(a) quand
?T gdQ; on prgcéde comme dans le lemme (3.1) ;5si o=2 Cy oKt ¢ $, avec

0= ¢ =<1, onluiassocie

u=2ckgka et P=usxD

. < .
N OSPUsT

on conclut par le méme calcul que dans le lemme (3. 1), en utilisant la remarque 2 pour o«.

Remarque 4. Soit s € EZ,°° E; posons, si acT et €>0

La+e <
B iP ‘ " dm
a-€ ) . % .
x_(a,e) = sup ; o (a)= lim « (a,e) ; o =inf « (a).
S PeR S lP!sdm S €30 ° ® a€T
P2=p T

(Avec ces notations, «= or2). Alors on vérifie que oc: > 0. Eneffet, si a=2p T ,

q
un calcul analogue a celui du lemme 3.1 montre que
T
q-1 ij2=
] e.e ‘S
ocs(a) > sup j=0 —_—
2o ije2= s
iz | oz oee 9
0< £<q-1 0<j<q-1 I
Pour cela, posons
..8217
-1 Mg
d€~= Z g.e , 0= £=gqg-1. Alors puisque s =2
j=0
q-1 q-1 »
z la,15 =z la, %52 aon
-e: e:
1d1 2 s/2 s/2
as(a) > sup (—I—P ) > (0,2306....) d'apres (8).
22.=s. z d€

J ]
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Puisque « ests.-c.s., ona a:2(0,2306...)s/2.

[1]
[2]
5]
[4]

5]
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Exposé no. 2 Année 1982-83

Jean Bourgain

SUR LE MINIMUM DE CERTAINES SOMMES DE COSINUS

Résumé. Nous montrons qu'il existe ¢> 0 telquesi n et N sontdes

entiers positifs satisfaisant n< N=<n?2 viog n’ alors pour tous entiers 1< k1 <
< < <
k2 krl ces kn <N
min T cosk® < -2 viog n

0<6<2m 1<j<n

Le probléme de la détermination du minimum d'une somme de cosinus trouve

son origine dans les travaux de N. C. Ankeny et S. Chowla sur la fonction zetfa de
Dedekind [2].

S. K. Pichorides dans B] donne les estimations connues sur ce minimum avant
la résolution de la conjecture de Littlewood [4] . Comme conséquence directe de 1:4] ,

il existe C > 0 tel que pour tous entiers 1< k1 < k2 <...< kn on a

min Z cosk.f < -Clogn.
0<6=<2m 1<j<n

Dans [1] nous améliorons ce résultat en montrant qu'il existe €> 0 tel que

1 i < <
pour tous entiers 1< k1 < k2 . kn ,

. (log n)*
min z cos k. < =2 )
0=6=<2m 1<j<n J

Nous montrons ici le résultat suivant.:
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THEOREME. Il existe ¢ >0 telquesi n et N sontdes entiers positifs

satisfaisant n< N<n2" log n alors pour tous entiers 1< k1 < k2 <...< kn <N

on a

min z cos kb < - 2¢ log n ]

0<8=<27 1<i<n

L'intérédt de cet énoncé réside surtout dans la simplicité de sa démonstration,
par rapport a celle correspondant au cas ou la suite d'entiers 1 < k1 <...< kn

est quelconque.

La démonstration utilisera deux lemmes simples. Rappelons que T désigne le
groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 identifié & R/2mZ ou
= , 'rr[, muni de la mesure de Haar normalisée dm(t) = Zd-,[-tT (dt mesure de Lebesgue
dans [—11 ,‘HD. Nous employons les notations usuelles concernant les espaces
1P(T) et HP(T), 1<pse [3].

ik.6

n
LEMME.1. Soient k;<k,<...< k dans Z et F(8)=Z e J
j=1

Alors

SE | fdm>g o E-= {lF > 10—4HF”'1'1 n}.

Démonstration. Soit # la transformée de Hilbert, définie pour tout polyndme

trigonométrique P par

Py =i © pk)eX® _i = p)el?.
k<0 k=0

Posons

F|

n

N —

a=1-
¥ = aexp(i $(log «)).

Alors ¢ est une fonctionde H™(T) et sz Hoo <1 (si h=1log a+i H(log «),
h(n)=0 si n<0 et ¢ =exp(h) estdans u>, ’zbl =a< 1; en fait ) est

une fonction extérieure [3] ).



-3

Soit r=<n un entier que nous préciserons par la suite. Posons

T ik.6
G=2 e 4

J=1

1.7 &
P=smtT ¥

Alors

et puisque sp(¥)c z, ,

_1.1 = 1.1 2,
STFwdm—2+PSTFGzpdm—2-+PS‘G| Y dm,

Maintenant

IST G120 dmn-rl < ST 1G1%11- gldm< rllGll, ll1-yll,

et
[1- 31 < l1-al +2lsin; HBlog |
a'ol
11 -3l < 111 - all, + [18aog a)ll, < 2]{1 Il + lhog .
Puisque
log(1-x)/=2x  (0sx=j)
on a
Jhog all, = lhog(t - § LEBIL < 1 |
donc

3 3

On déduit de ce qui préc‘edé

3 3 Jr 3
ISPF“"““‘ ISHGH2||1—zb||232J:_]=TO



-4 -

. . . -2
sion choisit r=10 " n. Dans ce cas

holly< L+ L <1t
2 v Vh

et on trouve

4 _ ISTF(pdml SSE lFl dm+H<p”2(SEC|F|2 dm)1/ZSSE IFldm+T!(%

d'ol le lemme.

Dans la suite, pour toute fonction f€L1(T) nous noterons f(r) =f%x...*f

(r fois).

LEMME 2. Soit F comme dans le lemme 1 et supposons aussi
sp(F) c E—N , N:l Soit p >0, posons E = {)F ,> pn} et dE=E +...+E

(d fois, d=1 entier). Alors
2d|F|| d
1 N g
|dE|S<7‘ 'n'> A

(ol laE | désigne la mesure de Haar de 1'ensemble dE).

Démonstration. Posons f= |F|. Soient PR q dans E, et
t = t1 +ooot td. Alors pour tout S >0,
£ @Dy > SS sz(x Ao B0, b, VBt X, ==Xy () dXy. ..dX
—_— -.6... _6 1 1 .« o0 d_1 d_1 d 1 . o 0 d—1 10.. v d_1.

D'apres 1'hypothése sur le spectre de F,

ltxt') - £61) | < [x [Pl =nNIx]  &,t' €T)

d'ol

o
f(x; + ) = £(t;) - n N |x, | 2 pn-nN§ = &n

si xils51=p/2N, pour 1=<i< d-1.
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Posons 9 = (d—1)"1 51, alors on a aussi- f(td- Xq=oeom Xy )= f{t)-nN

Zgn si Ixilsg, 1<i<d-1, eton obtient :

, 2. d
(d) o \d d-1 Pn
/8y = (5 n)” (2d) > ( —=—— ) n.
gt o)™ = (22
Puisque
Fld = > |aE |
» dE <2dN>

le lemme en découle.

: ik.6 -ik.0
Démonstration du théoréme. Posons g(6)=2 T coskf8= T (e J+e J).

1<j<n J 1<3En
Soient g+(6)=sup(g(6),0) et g (6)=sup(-g(6),0) pour OET.

Alors

lgi=g++g_=g+2g' et pour tout entier d=1 ona

g 1@ 2« gDy, g u |gll@T

(2g” » |g|(d'”)+(2g'*g* g114-2)y , @) Igld'z)

(d)

'd—I‘—1) s

=.,..= Z (g™ » g lg
O=r<d-1

(on rappelle que pour g€ L1(T), et d=>1, g(d)

g(O) = Sv

=gx...%g (d fois)et que
mesure de Dirac en zéro).

Mais g(r)=g pour r=1, d'ol

lgl(d)SZd(g_*|g|d'1)+ lg| < 2d”g"||00 ||g”d 1+ ry

Aussi, si X B désigne la fonction caractéristique de 1'ensemble Ec T,

e xg 1@ < g @

ce qui donne, en intégrant et en utilisant lemme 1,
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& = (. e xg lam) = | lexgl@an =G 1@ gpam <
< 2dllg7ll, el lae | + ligl],
si E={lgl>107"llgll;'2n)}. Drapres e lemme 2 (ot p =2.107*lgll}"),

lae | < (4.108 ngH? Nyd %

Puisque S gdm=0, ona Hg”1=28 g_deZHg'Hw. Finalement,
T .

T
d+1
(g)d < @108 g1 I—:—Il)d cln—— 27l
Supposons ”g—”m < ;1 (g)d. Dans ce cas, puisque par hypothese N <n2 Viog n,
6:d 8 6:3d ,viogmd d*! 1 6.d
(3) < (10 (3) 2 ) —t5 (5)
soit, o
g d
ey 108 (6)3d2—d 2(d|/iog n+ (d+1)m)

Soit d=c Vlog n. Dans ce cas, il existe une constante C> 0 telle que

n<21+cC10gn

et on aboutit a une contradiction pour ¢ suffisamment petitet n>2. Pour n=2
on vérifie directement que le minimum est < -9/8, pour tous entiers 1< k1 < k2,

ce qui conclut la preuve.

REMARQUE. On a la propriété analogue pour des "gros" sous-ensembles dans

une quelconque progression arithmétique finie'de N.
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Exposé no. 3 Année 1982-83
Jean Bourgain

PROPRIETE D'ORLICZ ET ENSEMBLES DE SIDON

Résumé. Soient G un groupe abélien compact, A une partie de son dual et
C A(G) 1'espace des fonctions continues sur G a spectre dans A. Nous montrons

que si C A(G) a la propriété d'Orlicz alors A est un ensemble de Sidon.

Dans toute la suite G désigne un groupe abélien compact (muni de sa mesure

de Haar normalisée), T sondualet A une partiede T.

C(G) désigne 1'espace des fonctions continues sur G, muni de la norme
uniforme. Pour toute fonction f intégrable sur G le spectre de f est 1'ensemble

sp(f) = {'yel‘ , BH(y) # O} s si sp(f) estfini, f estun polynéme trigonométrique.

On note

c,(G) = {rec(@) , sp(d) A}.

DEFINITION 1. Lapartie A de T estunensemble de Sidon s'il existe

C > 0 telle que pour tout polyndme trigonométrique a spectre dans A,

Px)= Z ay(x y) ona
YEA

(1) z la, | <cllpll

yeA c(G)

On note S(A) 1la plus petite constante vérifiant (1).

De fagon équivalente, A est un ensemble de Sidon si la transformation de

Fourier & :f —» (f()f)),yeA est un isomorphisme de CA(G) dans 81(A).
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DEFINITION 2. Notons € = {-1,1}1\], e : 0 —->{-1,1} 1a n**™ fonction

N

e

coordonnée (ou n**™€ fonction de Rademacher) et P la probabilité uniforme sur Q.

Un espace de Banach E est de cotype q s'il existe une constante C telle que

pour toute suite finie x,,... Xy d'éléments de X, ona
1/q 1/2
(= ”x.”q> sc(S | = exl|P ap )
1<isp ! Q 1<isp ' 1!

L'espace 81 a cotype 2, donc si A est un ensemble de Sidon, CA(G)
est de cotype 2 ; réciproquement, si Ac T et CA(G) est de cotype 2, alors

A est un ensemble de Sidon BJ .

DEFINITION 3. L'espace de Banach E a la propriété d'Orlicz s'il existe

une constante C telle que pour toute suite finie x,, ..., X, d'éléments de E,
1/2
( z ”xi”2> < C max “ z £iXiH'
1<i<r weER  I<i<r

Un espace de Banach de cotype 2 a la propriété d'Orlicz et la réciproque n'est
pas connue ( [4] , P. 70). Nous montrons que dans le cas particulier des espaces

C A(G), la réciproque est vraie.

THEOREME. Si 1'espace de Banach C A(G) a la propriété d'Orlicz alors A

est un ensemble de Sidon.

Signalons que la question suivante est ouverte : si C A(G) a un cotype q> 2,

A est-il un ensemble de Sidon ?

Néanmoins, s'il existe k telque A soit coentenu dans la somme de k

ensembles dissociés [3] , la réponse est positive (a paraitre).

Rappelons d'abord quelques résultats qui seront utilisés dans la démonstration

du théoréme.
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THEOREME 1 [7_1 . Soit A c T une partie finie. Alors il existe Bc A

tel que

B z'kIAI"(EHygAeV ””c(c;))z et S(B)<C

ol k et C sontdes constantes numériques ( IB l désigne le cardinal de B).

Soit A c T' une partie finie. Définissons un écart sur G par

2) ds,)=( T lv(s) - v 32 (s,t € G).
YEA

Pour p >0 notons N d(p) le nombre minimal de d boules ouvertes de d-rayon
p suffisant pour recouvrir G. On voit facilement que

1
m({x€G , d(x,0)<p J)

o) N(20) < < Ny(0).
THEOREME 2 6. Tl existe deux constantes numériques « et B telles que

pour toute partie finie Ac T, O¢A, ona

@) «f Vicenereo el 3 e, =8 S Viown o) e,
_ o Y 0

THEOREME 3 ( '._71 ou ET]). Soit Ac I'. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) A estun ensemble de Sidon.
(ii) N existe C> 0 telle que, pour toute partie finie A de A et tout
p=2 ona
| syl <cyp lalV2,
yeA P
(iii) Ilexiste ® >0 et C tels que pour toute partie finie A de A, on

puisse trouver une sous-partie B de A avec IBI > IA| et S(B)<C.

Démonstration du théoréme. Pour toute partie finie A' de T notons n(A')

le cardinal maximal d'une partie A" de A' telleque S(A")<C, ou C estla

constante donnée par le théoréme 1.
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Soit A' © A une partie finie, nous allons montrer que la condition (iii) du

théoréme 3 est vérifiée, c'est-a-dire, que n(A')= 5'1\' I (% constante numérique).

Premiére étape. Remplacement de A' par une réunion finie d'ensembles de

Sidon convenables.

Quitte a restreindre A', on peut supposer que pour toute partie A" < A
on a
(5) n(A") > n(A') .
fan] — Tar]
On peut alors déterminer une suite A1 y oeeg A J de parties deux a deux

disjointes de A' telles que pour 1=<j<J,

6 s(Ay<Cc |A.!=E‘(A')] , .lA_'l<J§£\L.‘. 1
© s ), Alegs A,

( [x] désigne la partie entiére du nombre réel x).
F s foiis Y T ms l I _ |n(AY)
En effet, d'aprés la définition de n(A') il existe A1 c A, A1 = =5
et S(A1) < C. Supposons construites k parties deux a deux disjointes de A’

satisfaisant aux deux premiéres conditions de (6). Alors la condition (5) montre que

n(A'\ (AU...UA )2 “(jf\\") AT (AU....UA) | > n(A*)(1 - 12‘“1(:}' )y

> n(A')/2

si kn(A') < ‘A' ; on en déduit que 1'on peut poursuivre la construction jusqu'a

1'étape J, ol J satisfait la derniére condition de (6).
Posons A = AyULU AJ et n{A)=n. Alors

o ] cacnn o« Lol

n n

D'apreés ces inégalités, il suffit de montrer que n = SIA ' (3 constante numérique).
Nous remplacerons donc A' par A dans la suite, et pour simplifier les notations

nous supposerons n =n(A') pair.



D'aprés le théoreme 1 on a

n2klAl—1(EH z e 7”

8
(8) N

Dans toute la suite,

expression a 1'autre, mais que ne dépend pas de A

Deuxiéme étape.

LEMME. Soit A=A1U...UA , ou A
disjointes de T satisfaisant
n .
S(Aj)sc , IAJ.‘=2 , 1<j<J
(ou n=n(A) pair). Alors on a

max

.,€n=i'1 YEA k=1

Démonstration. On a

C(G)

10 -

{ T | %(xk,y)eklz}vz dx .

Y.

K désigne une constante numérique, qui change d'une

et n.
R Aj sont des parties deux a deux
Ial o _4alal
? n n

RRICANE

1/2
I< (g max ( 2z T |z (xk,'y)ek‘z)dx1 dxn>
ch 61,...,€n=-_f-1 1=i<J 7€Aj 1=k=<n
‘ 1/2
=v3({  max (2 | 2 g l®ag ... ax)
G Eqreces en=—_H yeAj 1=k=n

o
si on choisit jo’ 1= jo <J, tel que 1'intégrale

Yk le caractére sur G"  défini par

'yk(x1 y oo ,xn) = 'y(xk).

soit maximum. Pour Y€ET, notons

11 est clair que {'yk , 7€Aj } est un ensemble de Sidon de I‘n, de constante < C,
o

(n)

U
1=<k=n

une constante < 4C (on suppose que 0 ¢ AJ. ).
o

montrons que A

Soient P

{'yk , 'y€AJ. } , qui est aussi un ensemble de Sidon, a
o

TR Pn des polyndmes a



sbectr'edans A:i , alors si Sc{1,...,n}, ‘{],...,n}\S:{H,...,in_lsl}
I = P, = Hg T P(x,)dx. ... dx | <l = P
jes ! J ah- S|1<J<n 7oy h-ls| ® 1<j<n ? Joee

On en déduit facilement que

HK;:SH le(xj) = 4”1;};,1 Pj(xj)“.

!z |P (’)’) |, on conclut la

En choisissant x. tel que IP.(x.)I =p.Il_=
j 373 je yer

preuve.

D'apres le théoréme 2.1 de [7] (en prenant ¢(t) = t2, la norme

2
max ( z , Z c, ekl2> 1/2 dans C€" /2 et en remplacant

ik
SRR en—i-1 1,<_ng 1<k<n

ensuite les fonctions de Rademacher par des gaussiennes)

I<KC \/_J_CSQ max ( z |z gkek|2>da,>

€1y.0,€ =+1 1<k<n
n-= I<i<y

ol (gik)1 <i<n/2 est une suite de variables aléatoires gaussiennes centrées normalisées
1<k<n '

et indépendantes. Alors

<xeyT(] me , (212wl

. 1<k<n
21 1<i<h
1<k<n(xk 2

KC\/_\/_CS glke1®eH2 dw) <KCﬁh

1<L<n/2 2 ® 2

1<k<n
grace a une estimation de la derniere intégrale due & S. Chevet [2] . En utilisant

(7) on obtient
I<K |A|1/2 n1/2

Troisieme étape. Posons f= Z 7y. Soient x

17000 X dans G, on note
Y €A
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comme d'habitude 'fx la translatée de f par xi(fx (x) = f(x-xi), x€G), 1<i<n.
. i i
Nous allons montrer qu'il existe p entier positif tel que

(9) g Iz e 1l dx1...dxn2K\IElAl.
on I=ksn 7k P (ds)
Soient wEQ et t €G telsque | T g w)f ()] =
w 1<ksn ¥ X ¢

| = (w) £ ] . Pour s,t€G, soit d(s,t) 1'écart sur G défini par
1<k<n ek XK C(G)

(2), onaalors:

> f =] = z x, , 1 )| =
I s @l=1 2 [1s15n & (@), M ](s,7)

|2 [ 2 e, v, -dst)mx( 2| £ efeX )12)1/2
> w)x, , , - d(s, max ‘ wnx, ,

ye isken KKV W o0 veA 1sken K K7

Rappelons que N d(p) désigne le plus petit nombre de d-boules de rayon p
suffisant pour recouvrir G. Soit 7 une constante positive que nous précisérons

par la suite, posons m = log Nd(‘T A ,1/2). Soit. E = {s€G , d(s,tw) <

1/2)'1 =™ qrapres (3), et

1
s et . =( | 2 g 6)Mas) =
1

5'A|1/2}, alors m(E)S(Nd(TIA,

1<k<n k L7 (ds) E 1<k<n k

1
3 /2 3.=1/
> {llz ¢, () kallc(G) -3lal max (y z I1Sl§$nek(w)(xk,y)l DT ngala By

Prenons le supremum sur le choix des signes des deux membres et intégrons sur

G" : il existe une constante numérique K telle que
(10)8 I =z le |l dx,...dx =K S Iz e l.my dx,...dx -
o I<ksn ko L™(ds) L <Gn I<k<n Xk CG) 1T

- %’]AIVZS max(. . .) dx, S
Gh
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Puisque C A(G) a la propriété d'Orlicz (définition 3) il existe une constante

C' telle que pour tous Xqs oo X €cG,
IBle, Hogzc( 3l 1202 =cra'2lal.
Xy C(G) <1<k<n C(G

En utilisant cette minoration et le lemme précédent, (11) devient, pour un choix

convenable de T,

' z = .
() § 1z g 1l axe =K 7Rl

Considérons 1'inégalité (8) et le théoreme 2 :

A2 k"2e] - 7”(:((; > k1/2cxgoo VLog Nd(p5dp >
[§)

7€A Y

1/2 V201/2 o n1/2 |4 [1/2

2k1/ « 7|A] logN('rfA!

Ceci montre que m < pn, p entier positif (qui ne dépend que des différentes

constantes numériques intervenant jusqu'ici). On a alors d'apres (11)

S sl dx,...dx =KV |A]

n 1<hsn “k LP™ds)

c'est-a-dire, nous avons démontré (9).

Quatriéme étape. Conclusion.

Notons np=n'. Ona
I=S Iz e | dx,...dx_ < S (e v le, DM ax,...ax )0
ch 1sks<n X 1N (gs) n ( e X Xn 1 n

En développant 1'intégrant, on trouve

(12) 1< E (S ,f(x >...<SG‘f(Xn5|kn dxn>.

+k n'k'.
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M ey Hf”ko P {0y ) [ k =n'}l
Posons = sup = uisque +ouot =n }
. 1<k<n k ko 1 n 1 n
_<_4n" 1'indgalité (12) donne I< n'M=pnM. Compte-tenu de (10), on a
pnM =K vi |A]
soit
(13) Al <x vaMm.
D'apres 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,
1.
O lte) Mas=§ los) | lee) [*as < a2 ”f||2k 2
G
© 1
N Ky 1-1/kg IA,ZT‘T) ”f”zko_-z 1-1/k,
donc M= —— [kl - ° =k ( )
o ‘/k—o \/Qko—z

Compte-tenu de (6), le théoréme 3 (condition (ii)) montre que

_1/2
Hf”2k0_2_<_ T |l = 'y”2ko_2S J V(2K -2) J; K (2k -2) |a|n™V%,

1<j=J yEA

et en revenant a (13) on obtient, en posant 711{' =0,
o

Ial<ke'? |al (’AI>1 20

Soit
IA!GS K61/2n9

c'est-a-dire n=kK 6"1/26 IA , > 9 'AI

ce qui termine la démonstration.
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Exposé no. 4 Année 1982-1983

Francoise Piquard

SUITES DE SIGNES ATTACHEES A UN ENSEMBLE DE SIDON,

d'apres J. Bourgain

Résumé. Soit G un groupe abélien compact et connexe. Soit A = (yn) =1
un ensemble de Sidon de son dual T. On suppose que AﬂA"1 =@. Alors la suite

(signe Im v n-)n?:T est équivalente a la base canonique de ¢! dans L7(G).

I. INTRODUCTION
La suite (Zn)n>1 est classiquement un ensemble de Sidondans Z ( [5 j )3
si on pose I‘n(t) = sign Lsin an (n-idme fonction de Rademacher sur L O,Z’ITD,

ona:

tanl pour tous a1,...,aN€03 s

-z

i,N ’ 1
sgp ;‘3 a rn(t) 2 5

autrement dit la suite (rn) est équivalente a la base canonique de 21 ; ce fait
se généralise pour un ensemble de Sidon quelconque du dual T d'un groupe abélien

G compact et connexe ; avant d'énoncer le théoréme fondamental, nous avons besoin

des deux définitions suivantes (dans toute la suite, G sera un groupe abélien et
‘connexe, T son dual ; les notations seront celles de Bj ; les opérations de G

et T seront notées multiplicativement ).

DEFINITION 1. Soit (f) une suite dans L7(G) telle que supllt [| < oo ;
, , n
on dit que (fn) est équivalente 2 la base canonique de 81 s'ilexiste p >0 tel



que :

N
Izatll 20 = Ia I pour toute suite finie e er8y de
1

nombres complexes.

DEFINITION 2. Soit Ac T'; on appelle constante de sidonicité de A, et
on note S(A), Ila plus petite constante K (si elle existe) telle que

z !aj l < KHE a_ vy ILO pour toute suite finie de nombres complexes a support dans A.

y
(S8i S(A)< e, onditque A estunensemble de Sidon).

D'apres le théoréme de Drury [2] , sSi A est un ensemble de Sidon, AUA"'1

1'est aussi. Nous pouvons alors énoncer le théoreme fondamental de cet exposé.

THEOREME. Soit G un groupe compact abélien connexe et A = ('yn) un
1

ensemble de Sidonde sondual T telque AN A =¢@. Alors, la suite

sign Im 'yn = fn est équivalente a la base canonique de 81 dans L~ (G).

(Imy = yT'T etsi x€R, signx=4+1 si x>0, -1 sinon).
1 —

Remarque. L.'hypothése G connexe équivaut a 1'hypothése que T n'a pas
d'éléments d'ordre fini, a part 1 B] . Si Y€r, on posera de facon générale :

f = si .
y sign Im ¥

II. DEMONSTRATION DU THEOREME DANS UN CAS PARTICULIER.

La démonstration est simple lorsque S{AUJ A—q) < —i—-; de plus, elle éclaire
la démonstration générale qui sera donnée plus loin.

L'idée est d'approcher{dans la norme de L7(G)Im ¥ par une combinaison

linéaire de fy , I 5 »e+- 3 pour cela, il suffit d'approcher sin 6 par une combi-

naison linéaire de Oy (8)=sign(sin 6). Si 0<a< %, nous avons :
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Hsin6—10 + a0 H = sup lsin6—1+occ(6)l

=Max<’%—oc’, ;—%-F(Xl):g si oc=%—ﬁ.

Donc :
HIm v - [ f +af ” e Si (a_) estune suite a support fini dans A
2 % ‘)/3 o0 4 0% : ’

on a donc en posant S = S(AU A—1

)

Lola l<ba myll< @zl )} lza 1), valza, o

Y
S?Elay‘ +(%+cx)”‘2 a, f'y”oo car
sup 1Ea f (t)’= suplZ?a f (tB)ISHZa f H
1.3
D'ou ”E a f H ZS 4 z la |, ce qui démontre le théoréme dans ce cas
YUY > Y

3

particulier.

Remarque. Le probléme suivant est ouvert : est-ce que sin 6 est adhérent
pour la norme de LOO(T) au sous-espace engendré par les o, , k=17 Le

théoréme serait démontré si on avait une réponse affirmative a ce probléme.

II. DEMONSTRATION DU THEOREME DANS LE CAS GENERAL.
Elle sera basée sur les deux lemmes suivants ; introduisons d'abord quelques
notations.

Soit p un nombre premier > 3. Posons

A = { 1} U{entier‘s' impairs sans facteurs carrés qui n'ont que des diviseurs
p premiers < p F

Bp = {entiers impairs > 1 qui n'ont que des diviseurs premiers > p}



1 si n=1
pn) =" (-—1)k si n=p,...p,, P; nombres premiers distincts
I 0 sinon

K est la fonction de Mdbius ; elle est caractérisée par la propriété :

1 si v =1

L p(@d=
dfv 0 si v>1,

LEMME 1. On a l'identité suivante :

(1) z u()c(ne) 4<sm9+ z smn6>

ncA €B
P b

Preuve. On part du développement en série de Fourier :
o(0) = % z ﬂr}%-?-l , ou I désigne 1'ensemble des entiers impairs >1.
k€l '

On a donc :

, _—
Z un) = T pm T TEC
neA T hea ker M

Ay

- 8 | . 8
vel nly vel

€A
2

Si v€Bp ousi v=1, nlv et n€Ap===>n=1, donc cv=1.
o )

. 1 % . .

Si V€BPU{1}, V=D, +e. P m ou piSp, meBp.. Soit v'=p1...pk.

Alors nG:Ap et nlv sibien que c, = Zu(n)=0. D'olle lemme 1.

Remarque. Dans la suite, on utilisera uniquement le fait que

Ac:D pt] et ch:]p,+oo|:.

De (1), on déduit pour tout y€T :
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Imy? 7 | f-yn
Imy=- z n.+z z u(n)T.
neBp neAp

Donc, pour toute suite finie (a,) et toute mesure XEM(G):

Y

] Z a <)\,Im'y>IS T la| = ll(k,lm'yn>}+f z IHKHHEa £l
yer 7 el Ynep " “nea " Yy
et donc
1 n s
2) | T aamyl<z lalz ~lx,my S+ Log p!lnillza e Il .
yer 7 | y ¥ n>p" 2 ryee

(De facon générale, on pose (A, f) = S f d)).

LEMME 2. Soit G comme précédemment, et L ={y R yN}c T

avec 1¢L et S(L)=K. Alors:

pour tout $ €0, %[ et pour tout t=(t;, ..., t) € ™, il existe X(EM(G)
telle que : '
_ 2

i) Il <6 %

A
ii) At(yj)z-tj pour 1<j<N

iii) Pourtout y€T, ¥ #1, pourtout p entier=3, ona:

o™ 2 Log o
—— = MK (=EP . 5)

n>p

9_‘1_1_ M0 est une constante absolue.

Montrons d'abord comment les lemmes 1 et 2 permettent de démontrer le théoréme :

Soit K=S(AU A™Y) et
q -4
L= {Yj}j=1 U {'yﬁjﬂ , ol {y1, ceey yq} est une partie finie de A.

Si a;, ...,a q €c, le lemme 2 nous fournit une mesure AEM(G) telle que

-iarg a, -iarga,

-_— =A o j ~ _ . j_
{A,73> A(yj ie , A(Vj) +ie —<A,yj>



-6 -

(c'est ici qu'intervient 1'hypothése AN Al @), et qui vérifie i) et iii). (2) se
lit alors via i) et iii)
16K

q q q
(3) -E laj, <z laj ,MOK2<L49§—E-+5> +gLog p! —6—” ;Z a,f ||oo

j=1 i=1 17

On choisit alors p telque M K2 Logp < ! et § tel que M K2 %< -1-
o P 4 o |
(3) entrafne alors :

q q
z la.l < 7 Log p! &2 Iz a .t | , d'olule théoréme.
=1 > 1 37"

IV. DEMONSTRATION DU LEMME 2.

Elle utilise la technique de Drury [2] , mais en travaillant comme Rider [4]
sur le groupe auxiliaire TN (11 faut interpoler des nombres complexes de module 1)
et non comme Drury sur le groupe auxiliaire DN (D= {—1 , ‘I}. Nous aurons besoin

de quelques notations.

Le dual de T est zN ; si v= (vjj;]ﬂe ZN, on note

V.
(v,t) =I0 t;7 Dlactionde v sur t=(ty, ..., t)€Z
j

n,=0, ...,0,1,0...0) et <‘nj,t> = tj. 'nj joue le role de la j-iéme fonction
de Rademacher.
E={e- (s‘_j)Jl.\I=1 e zN/ € € fo, 1, -1} . Pourtout §€]0,1], E estle spectre

du produit de Riesz :

RS:%JZ [+ S, + 7))
/\ N\ _ AN k=1 .
Rg(’?j)=R8(77j)=1 et Rg(e)— T si
N 1 . |e|—1
‘€l= ? IEJ, =K. ”RS”1=% H Rs(t)=€§E6 (t,e).
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Premiére étape (sélection borélienne des mesures d'interpolation). Il existe

v tEZM(G) ‘telle que

Byl ll=x vie Ty
.. A 0
ii) vt(yj) = tj 1< j=<N,

a) Quitte a remplacer K par 2K, on peut supposer t —V t borélienne

et vt€L1(G) pour tout t ; en effet, il existe <p€L1(G) telle que :

lpll, <2, %(73.):1 si 1<j<N, supp® =F finidans T.

N

Si on remplace v, par v ¢ * ©, on peut supposer pour tout tET que Vv tG:L,;_‘(G)

(sous espace de 'L1(G) formé des fonctions & spectre dans F).

D'autre part, la boule 03 de centre 0, de rayon 2K, de LE:(G) est

compacte en norme, munissons la de la relation d'équivalence ®R

f~f! si f=f' sur L. D'apres [31 , il existe une application

borélienne s

GRS, B T, BR

telleque Tos=Id, ol 7 estlasurjection canoniquede B sur G/R .

N

T s'identifie & une partie de ®/R via:

(t)—> ) ob hly)=t, et lull< 2K. Enrestreignant s a TV,

on obtient la mesure v = s(t) voulue. Récapitulons :

vt HthL?(G)

LN, L.

< 2K vt('yj)=tj ; la fonction t~sv,  estdans

b) Soit alors utzg R1(t T-1)UT dr, u, estdans C(TN,LT(G)) et
™ 2
vérifie
) vt bl <4
L'(G)

ii L.(y.)=t.
ii) ut(}f]) ;
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4

lm) K= zE <t,e>u€ oll u€€L1(G).
€C

Les vérifications sont immédiates a cause des propriétés de RS ; par exemple :

~ /\ -1 N
ut(yj) xSR%(r) vth('yj) dr =S b7 R,(r)dr = t; R%('nj} = t;.

Notons que, pour tout YET, t~»j t()/) est dans Lz(TN) avec norme < 4K, d'ol

12

2
e < 16 K™,

(4) 2 |«
ecE,y Ez‘)/

Deuxiéme étape (astuce de Rider Eﬁt] ). Pour € = (eJ.)GE, notons :

N Ej
v =M v.°.
£ j=1 j

Nous allons remplacer les mesures u e intervenant dans 1'expression de u ¢ par
&Y e oll aeec, en gardant les conditions i) et ii). (Ici, il est nécessaire de

travailler sur TN, non sur DN).

Pour tET\ et g'€G posons t'=t'(t,g‘)=(tjyj(g‘)) et
P
u‘=g (u,y * 3 )dg‘=8 by lge' ') dg’
tdg tg & g

p,, = T<{tedy (gu (g).
t! e€CE ’ CE €
L'application t'~>p,, estdans C(TNXG,L1(G)); 1'application t~»u/! est

dans (™, 1Y@

Klg) = SG b (ee' ™) dg! --—S z <t,e>y€(g')u£(gg"1) dg'

G e€EE
| A
= £€ZE (t,g> ye(g) ocs, ©avec O£€=ﬂ€('}’€)c
D'autre part :
) § @) iy () ce 7@t v e dgt =t

Récapitulons :



i) ‘v’t||ut'||1 < 4K
ii) ut'(vj):t

iii) = T (t,e) x, v, avec « €C.
eCE

Troisiéme étape (astuce de convolution de Drury [2]) ¢ posons

mt(g)=u'_1(—g), soit m, = r (t, €>oc Y etposons o= Koo % de'r,
v eCE TN tr G
) -1
G’t(g)=gg b _q(ee' )m _(g')dg' dr.
N tr
GxT

L'application t~ye’, est dans c(™, Lc)).

\
Vu que mt('yj) =0 '_1(7.) =t,
t

on vérifie immédiatement les propriétés

J i’
suivantes :
i) vt ol < 16 K2
L(G)
A
ii) o, (y.)=t.
ii) t()’J) i

iii) o, = T (t, e)lcx ,
e€E

Quatriéme étape (convolution avec un produit de Riesz) : posons enfin

X ¢ = S RS (t'r_1) o, dr, nous allons voir que les mesures X, vérifient les
N
T
conditions du lemme 2. En effet :

vt [l < (suplb 1D lIRg Il < 16K

T

A
oy g ylrg Ry(r)ar = § g 73T Rg(r) ar =ty Ry (my) -

En développant RS , on voit immédiatement que :

+ 2 Sk—1< gE (t, €>loc |2 75)
£

lel=k

1
At=§ )
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Il reste & vérifier la condition iii) du lemme 2 ; nous aurons pour cela besoin du lemme

suivant et des notations suivantes, si YE€T et vy #1:

, 2 2
u = X !oc ! ; S =u +...4+ U = Z fcx l .
n,k isi—kn € n,k "n,k n,k Lel=k £
Y &Y Y=Y
1<g=n

LEMME 3. a) S n,k <« K2 inf(n,(Log n) ) ol « estune constante numérique

(n= 3)
2...1{
by A= T inf(n (Log n) )<°°
1 ne ’
n=3

b)} est évident ; en effet A = A +A, avec:

}og n
A= 30 5 (Emyy<cc 5 L degn)logiogn
1 2 )
n=3 n° T logn n>3 n
Jog Tog n
bog n
(C = constante absolue), soit, puisque (bogn) ¢ 081 _ ,
log n
A,sc p lpleken .,
n=3
__logn
Ay= T rll z 2k<cc p 1l Toelogn .
n=3 © . logn >3 0
Iog Tog n

Pour prouver a), remarquons tout d'abord que d'aprés (4) S < 16K2n, d'autre

n,k
part, pour k, n,y fixés, soit

f(t,g)= T (t,e> (g)cx
lel= q
% =Y
1<q<n
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N
Pour tout €T, S —<ut,f><4KHf(t)HC(G donc

< 4Kg Hf(t)HC(G) dt
N

Soit V € L1(G) un noyau de de la Vallée-Poussin vis a vis de Gpy~2Z, c'est-a-
dire :

‘Vn('yq)=1 si |q| <n
v ('yq)=2—,|q—I si n< quSZn
V iy =0 si Iql = 2n

V(y')=0 si y'¢gGpy

\Ilvn||153 et ”VnHooS4n (d'ol ”Vn”P,SCnP si v> 1).

Pour r=1, r€R, et t€TN ona:

1
)]y = )2 v Iy = e IV I o ||ft|
D'ol: y 1
1/ -
e t)ll ydt< e)lE, . at) < c okl
ST ( (S ®lc(a) ) ? N xG)
et donc
1
(5) S, K <CK nr llfllLP(TNxG) (C = e numérique).

D'aprés [1] {ECE/ l ei = k} c ZN est un ensemble Alr) avec une constante
< rk/ 2 si bien que pour g fixé
r
S ,f ,g)lrdt<rkr/2< z ‘oc|2>2=rkr/2(s )r‘/2‘
€ n.k

IEI—kq

Y "'}’

1£an

On en déduit
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”fHLP(TN o) < rk/z (Sn k)1/2 et donc d'apres (5) :
X ’

ﬁlt\)

S < ?k? o’ rK. D'ob le lemme 3enfaisant r=Logn (r=1 car n=3).

k"

Cela étant, d'aprés le développement de X ¢ » ous avons :

$ k-1 2 k-1
l)\ (y”)I < 2 B z oc | S u_ ..
{ k=1 ( lel= k > n,k
')/€=
D'ol:
5.6M N u N S
tn < ¥ 51{-—1 5 nr;k‘s 5 Sk-—1 T n,k
n>p k=1 n>p k=1 n>p n

en faisant une transformation d'Abel et en utilisant le fait que pour tout K fixé,

Sn K= o(n) d'apreés le lemme 3. Puisque g < %, on a donc via le lemme 3 une
b
majoration du type :
£,0M] S, 1 5k
——< T +CSK? ¥ -—-2—1nf(n,(Logn))
n>p n”p n k=1
n=3

11 reste & remarquer que par le lemme 3 a) :

5 n,1 <0(K2 ¥ LognS“KZS chxdx
n>p n n>p n p X

27logp 1 <2 2 Log p
KC———-p +p>‘” x K 3

et i utiliser le b) du lemme 3 pour conclure la démonstration du lemme 2 et du théoréme.
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Exposé no. 5 Année 1982-83
Gilles Godefroy

ESPACES H1 SUR DES DOMAINES GENERAUX

Résumé. On étudie dans une premiére partie les sous-espaces X de L1

dont 1a boule unité est fermée dans L° ; on montre en particulier que 1'espace L1 /X
est alors f. s. ¢. Ce résultat permet d'obtenir L1/H1(U) f.s.c., ou U estun
domaine de C" vérifiant des hypotheses assez générales. On donne également des
applications a 1'analyse de Fourier sur les groupes ordonnés.

Dans une premidre partie, on démontre le résultat général suivant : si X est
un sous-espace fermé de L1(u) dont 1a boule unité est fermée dans L°(u), alors
1'espace quotient Ll(u )/X -est faiblement séquentiellement complet (f. s. ¢.). Dans
une seconde partie, on étudie quelques propriétés topologiques fines des sous-ensembles
de H1(D) bornés en norme, et on voit comment ces propriétés peuvent s'étendre A
des espaces H1(U), ot U estun domaine de C". On applique ensuite les résultats

obtenus, pour montrer par exemple que les espaces suivants sont f. s. ¢. :

1. ! / 1(U), ot U est un domaine de Cartan syméirique de Cn, ou
bien un domaine I-sItr‘ic::tement pseudoconvexe a frontiere ¢ 2 . Rappelons qu'un domaine
d'holomorphie borné  de ¢ est dit "domaine de Cartan symétrique" si les trans-
formations conformes de § agissent transitivement sur et si pour tout z€Q,

il existe une transformation conforme f de & telle que f£(z) =z, f2 =Id et

f#1Id (voir par exemple ;[10:{ ).
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2. GY\E(G)*’ ol G est un groupe topologique compact, et Ec T =G

une "petite" partie du groupe dual T.

Les notations employées sont classiques ou seront précisées en cours d'article.
Signalons simplement que si X est un espace de Banach, la boule unité fermée de X
sera notée X4, la topologie faible (0(X,X*)) sera simplement notée w ; Ila

topologie préfaible (o (X*,X)), définie sur X¥*, seranotée o¥.

I. SOUS-ESPACES BIEN DISPOSES DE L1.

Soit (,Z,4) un espace de probabilité, et soit LT(Q,E,M) = L1 1'espace
des fonctions u-intégrables que 1'on munit de sa norme usuelle. Commengzons par le

lemme suivant.

LEMME 1, Soit X un sous-espace fermé de L1(Q,ZI,;.L). Les assertions

suivantes sont équivalentes :

1. Laboule unité X, de X estfermée dans LoQ,Z,u).

2, Dlexiste p, 0=<p<1, telque X, soit fermée dans Lp(ﬂ,z,u).

3. Pourtout p, 0=<p<1, X5 est fermée dans LP(Q,Z,u).

T

: 11 . il Iy o) . : [P
4., Ona X =X®@& (L; NX "), ol L; désigne la partie singulidére de L

5. 1l existe une projection 7 : X** 3 X telle que HXH = wa” + I‘X;‘R’X,;

pour tout xEX**,

Démonstration .

1)¢=>2)<=3) : provient du fait que les topologies induites par L°(Q,Z,u) et
LP(©,Z,4) (p<1) coincident sur la boule unité de L1(Q,2,,u ). Eneffet, d'apreés
1'inégalité de Holder, on a

vieL!, ve>o, SQIffpdp < P rpllel> s}Lp.(gthdu)p :

Le résultat s'ensuit aisément.
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1)¢&=4) : Ecrivons L1H = L1 691 L;, et soit 7 ¢ LH* —>-L1 la projection

parallelement a I; D'apres [2] , on a pour tout convexe fermé borné C dans

1 ’ - .
L, 1'éqguivalence suivante

C fermé dans 1°O(Q,Z,u) «=>C = 7(C)

Twx

o C désigne 1'adhérence de C dans (L , w¥). 1l suffit alors d'appliquer ce

résultat a C = X1 .

s . . cp. . . AL .
4) =>5) est évident : on identifie canoniquement X** et X , et on consi-

Twx

't
dere la projection 7 =restrictiona X de la projection de L sur L1

parallelement a L; .

5) =>4) : le lemme suivant est facile a démontrer : soit f,g € L1(Q,2,u) ;
alors Hocf + BgH1 = ‘oc | HfH1 + |,6" HgH1 si et seulement si ’f ! A {g ‘ = 0. Soit alors
7T:X' ¥ —» X une projection telle que HXH = anH + Hx— 7TXH pour tout xXEX*¥,
et soit X0€KeP 7. Ona ‘Xo ‘ A ly =0 pour tout yE€X ; en considérant éventuelle-
ment une projection de bande, on se rameéne au cas ou le réticulé engendré par X est
L1 tout entier ; on a alors ]Xo l/\ If' =0 pour tout f€L1 , donc xO€L; , et

1 11 11 1 L1 1
Kermg L, NX . Comme X =X®&Kerm et Xﬂ(LSﬁX )={OJ-, on a

11 11 11
Kerw:L;ﬂX , d'oh X :X@(L;HX ).

CQFD

REMARQUE. L'équivalence 1)<=5) montre que la propriété "X, est
1.°-fermée" est indépendante du plongement isométrique de X dans L1 ; en effet,

5) est une propriété intrinséque de 1'espace X.

Posons une définition.

DEFINITION 2. Soit X un sous-espace fermé de L,1. L'espace X sera

dit bien disposé dans L1(Q,u) si la boule unité de X est fermée dans Lo(Q,u).




EXEMPLES.
- Tout sous-espace réflexif de LT est bien disposé.
- Tout espace L1(Q, L',u) estbien disposé, ot I' est une sous-tribu de Z.

.- Si g estune mesure sans atomes, un sous-espace de L1(p) de codimen-

sion finie n'est jamais bien disposé.

Le résultat suivant est essentiel.

THEOREME 3. Soit X un sous-espace fermé bien disposé de L1. Alors

1'espace quotient L,1/X estf. s. c.

Démonstration.

i1 L1, .
D'apres le lemme 1, ona X =X®© (L; NX"7). On en déduit que

T, % Te* 1 1
(L. /X) =L /X‘L'L’:L/X@LS/ [P &
LsﬂX

, . ins . 1 o s
et il est facile dé vérifier que la somme ci-dessus est une & -somme, c'est-a~dire que

bl = il + lhe,)

. 1 1
si X=Xx4+%,, avec Xx,€L /X et xzeLs/ T
LSﬂX

Le théoréme sera alors une conséquence de la

PROPOSITION 4 [4]. Soit Y un espace de Banach tel qu'il existe une

Ko
projection 7 :Y —>Y telleque ||| =|lmx ||+ |k-7x|| pour tout xey**,

'alors Y est £, s.cC.

Démonstration.

Soit y € Ker #, de premiere classe de Baire sur (Y¥ , w¥*)., 11 faut montrer
que y=0. Pour cela, considérons u€Y telque [ll|=llyll. Soit e=+1. Ona

pour tout w€Y
I = eull + ull

Ih-eull + lyll = [w=(y+en)l].

[lwl]

A

A
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On saitque si Ec F, le dual E* de E est isométrique a F*/ El' En appliquant

celad F=Y" et E=Ker(y+eu), ona

v weyY, = d(w , K(y+eu)).

[ ’ Ker(y+eu)”

On a donc ici

V wey, HWH .

[ |Ker(y+eu)“ =

On en déduit que Ker(y + gu) N Y1' est w*-dense dans Ya . Comme y estde
premiére classe Ker(y + €u) N Y% est un 95 -dense dans Y!, donc par le théoreme
de Baire, Ker(y+u) N Ker(y-u)N Y} est w¥-densedans Y} ; mais cetensemble est
contenudans KeruNY!, etdonc u=0 pusque u est w*-continu ; par consé-
quent y=0.
CQFD
Le résultat suivant, qui nous donne une condition suffisante simple de bonne

disposition, sera utile.

PROPOSITION 5. Soit 0<p<1, etsoit Y un sous-espace fermé de

1P(Q,Z,u). Alorsl'espace X =Y L1(Q,E, ) est un sous-espace fermé bien disposé

de L',

Démonstration.

L'espace X est fermé en norme L1 , puisque la norme L1 domine la pseudo-
norme LP (p< 1). D'autre part, la boule unité X, de X s'écrit X, =YNB,,
oll B1} est la boule unité de L1 , laquelle est fermée pour la topologie de LO, donc

X, est fermée dans L°(Q,Z,u).

CQFD
. rd . . ’ -L.l.
Considérons a présent, lorsque X est bien disposé, 1'espace XS = (X OL;).
I1 est naturel de se demander sous quelles conditions 1'espace XS est w¥-fermé dans

X** .  ce n'est pas toujours vrai : citons 1'exemple X = L1(u ), ol u n'estpas

’



purement atomique.

Nous allons voir que cette propriété est liée a 1'existence de formes linéaires

continues sur certains espaces non localement convexes.,

PROPOSITION 6. Soit Y un sous-espace fermé de LP(Q,T ,u) (0<p< 1),

tel que le dual Y" sépare les points de Y. Alors l'espace X = L1(Q,2,u Ny

i i1 . p
est un sous-espace bien disposé de L1 tel que XS =X N L;) soit  w¥~-fermé.

Démonstration.

L'espace X est bien disposé par la proposition 5. D'autre part, soit ¢ € Y*,
et soit @ larestrictionde ¢ a X. Il existe <pO€L°°(Q, Z,u) tel que gao(x) - O (x)
pour tout x dans X, et Py est continue sur X muni de la pseudo-norme
p . P ,
LY (p<1). Soit ve€ X, = XN LS), qu'on suppose de norme 1. Il existe une

suite (fn) dans X,, etunultrafiltre WU tels que

(M) v=1lim f  dans (L1**,w*).

n»>W

On a le

1

LEMME 7. Soit (f ) une suitede L', anH1 <1, W un ultrafiltre, tels

T %% X . 1 . _ P
que Vv = lﬁnfn dans (L 7,w"). Si veL, , alors r}in&fn—o dans LM(Q,Z,u),

pour tout p < t.

Démonstration.

I1 suffit de montrer que 1lim fn =0 dans LO, c'est-a-dire que
Ve>o0, lim p{weﬂl‘fn(w)lés}zo.
Si ce n'est pas le cas, il existe X€Y, M >0 tels que
u{’fn(x)|> e} >N ¥ ne€X.

Comme vV € L; , il existe AO € Z tel que
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pA)<m/2 iv&(on)M-%’?.

Il existe donc X'€U tel que

]
vneXx', SA g law>1-5.
o]
On a donc, pour tout o« € XN X',
e |l =S It !dp+g It lag =1~ 80>,
n''t A n QA D 3 T
[o] e}
ce qui est absurde.
CQFD
Soit veX,, v=lmf, ol fE€X, anH =ldl. Par le lemme 7,ona

. 3 p N B , B _
lebl'n f =0 dans L7, d'ol 1‘%}? go(fn)_o, donc 1&1 cpo(fn)-.o, donc goo(v) 0.
1 .
On a montré que XS c [{(p {X l@QY*}] . Comme Y¥* sépare Y, donc X, ona
e PN - 11
XN [{(p IX !(peY*}_l = {O} ; il est alors clair (algébre lindaire) que X =X X
implique
1l 1 A - e
x_=X"'nL!l = x7n ol loey 3

et donc que XS est « —fermé.
CQFD

DEFINITION 8. Un sous-espace X de LT(Q,Z,,u) sera dit un H-espace si

X s'éerit X = L1 NY, ol Y estun sous-espace fermé de LP@Q,Z,u) (0O<p<1)

tel que Y* sépare les points de Y.

REMARQUE. Cette définition est a priori plus restrictive que la définition

(définition 5) des H-espaces donnée dans D 1] .

Avant de passer a des exemples concrets, donnons quelques propriétés des

H-espaces.

PROPOSITION 9. Soit X < LY®Q,Z,u) un H-espace. Soit ¥y« la topologie,
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définie sur X, dela convergence simple sur {(p I X I (,D€Y*}. On a alors :

1. Laboule unité X, de X est compacte pour ‘UY*‘

2. La topologie induite par L° sur X1 est plus fine que %Y*’

3. Soit C un convexe de- X, borné en norme L1. Alors C est fermé

dans L° siet seulement si C est ﬁY*—fer‘mé.

Démonstration.
%
1. Soit WU unultrafiltre sur X,, et x= lim(W) dans (X1 ,W*) 3 soit
1
—— g e ¥ . . o
X-X0+X1, XOE-:X, x1€XS. Sachant que XS—{QO’X 3 eEY } , il est trivial de

vérifier que X, = lim(W) dans (X1 , T Y*) ; tout ultrafiltre est donc convergent dans
2. est clair puisque les topologies 1° et P (p< 1) coincident sur .‘X1 .

3. Onse ramene immédiatement & C¢ X,. Ilestclairquesi C est Cyx-
fermé, alors C est 1.0-fermé, d'apres 2). Inversement, si C est TY*Jer'mé,
ona C=n(C), ot C=C ldans (X, w*), et m:X*¥* X, Kerm=X_,
d'aprés X g = {(p; X I@EY*} . Or, la propriété C :11(6) caractérise les convexes
1.0-fermds d'apres {:2] .

CQFD

REMARQUE.

1. L'exemple d'un sous-espace réflexif de Lo qui est H-espace d'apres
[6]-— monire qu'en général, la topologie induite par L° sur XT est strictement plus
fine que la topologie T v* ; néanmoins, les convexes fermés sont les mémes pour les

deux topologies.

2. On peut montrer diverses propriétés plus fines des H-espaces (voir [1 1]) ;
a titre d'exemple, il existe une unique fopologie de convexe compact sur X‘i moins fine

que la topologie induite par L°.
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II. APPLICATIONS AUX ESPACES H1.

soit D={zee|lzl= 1}, v-o2p={zec|lzl=1}. Soit 0<p=1. Notons
HP(D) 1'espace
. 27 .
Hp(D):{feé‘e(U)f sup 21713 |£(rei® ) P go <oo}
<1 o

o
ol #(U) désigne 1'espace des fonctions holomorphes dans D =U. Dans ce qui suit,
on identifiera, avec la notation classique f* (valeurs au bord), HP(D) & un sous-
espace de LP(T , d\), ol ) désigne la mesure de Haar sur T (voir [8__‘ ). Les

lemmes ci-dessous sont classiques.

LEMME 10. Soit 0<p=< 1. Soit %, la topologie définie sur HP(D) de la

convergence compacte sur U. Alors les parties bornées de HP(D) sont ‘UU-

relativement compactes.

Démonstration

Soit hEHp(D). La fonction ‘hlp est sous~harmonigque sur ‘U ; notons

lh* ip sa valeur au bord. On a

1/2
(1) vzeu , Inz)1V?%< PZDh*l/]

ol PZ désigne le noyau de Poisson associé 2 z. Soit B __c_Hp tel que

2 .
(2) sup {S " 1) | 1/2 a9 lheB}= M < oo,
(o]

D'apres (1), il existe, pour tout compact K de U, un nombre MK < o tel
que
VzeK, vheB, In@)|"?< My

donc
V z€K, VhEB, |h(z)] < Mf{

La famille B constitue une famille normale de fonctions holomorphes, et est donc

relativement compacte dans (3(U) , 'CU) ; la majoration (2) montre aisément que B
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est en fait relativement compacte dans vP(D).

CQFD

LEMME 11. Soit 0<p=< 1. L'espace HP(D) x HP(D) est fermé dans 1'espace

E=LP(T)xHP(D), oll E estmunide la topologie produit pr‘CU.

Démonstration.

Remarquons que le disque ouvert U étant une réunion dénombrable de compacts,
la topologie LPx % y est métrisable sur 1'espace E. Soit donc (fn) une suite de
HP  telle que

f* —> ¢ dans 1L.P(7,d))

p ‘
£ —_— dans (H (D),‘CU)

il faut montrer que ¥* =¢. Par différence, on se ramdéne & P =0. Soit €> 0,

27 . .
AN telque Vn,k= N, S Ifi(ele)-f;i(ele)lvzdese.
o «

Par sous-harmonicité, on a

2n . .
vo<r<1, ¥nk=>N, g Ifn(pele)-fk(rele)wz dé < e.
(o] .

Comme fn — 0 pour © {j+ Onobtient, en faisant tendre n vers 4w
21

vo<r<1, Yk=N, S {fk(reie)“/zdege
O

d'oli en faisant tendre r vers 1

217 R
V k=N S [ff{(ele)}vzd@s;e
7o)
et en faisant tendre k vers oo
27 .
(7 loe!® 2 a0 <
o}

ceci pourtout €>0, d'ou ¢ =0.
CQFD

LEMME 12. Soit 0<p< 1. L'espace HD(D) est un sous-espace fermé de
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&/
&

RTINS
s

LP(T , ar).

Démonstration.

Soit ¢ € LP(T,d\) telle qu'il existe une suite £, de HP(D) telle que

lim f: =y dans LP. Par le lemme 10, on peut supposer, quitte a prendre une sous-

n-oo
suite, que lim f =0 € HP(D) dans (HP(D), ‘GU). Ona (fz , f
=00

(LPxuP pr'GU), donc ¢=¢@* parle lemme 11,

l’]) —> (d) ) 99) dans

CQFD

LEMME 13, Soit B1 la boule unité fermée de HT(D). L 'application

Id = (E%1 , L%) — (E’»1 , ‘GU) est continue.

Démonstration.

D'apres le lenime 10, la boule unité B, de I-I1 est compacte pour "GU
(c'est essentiellement le théor&éme de F. et M. Riesz). D'autre part, la topologie 10
coincide avec la topologie LP (p<1) sur B, (voir lemme 1). Enfin, par le lemme 11,
le graphe de Id est fermé dans (]B1 x B, L°x°6 U)’ et toute fonction d'un espace
séparé a valeurs dans un espace compact, telle que le graphe soit fermé dans le produit est

continue.

CQFD

LEMME 14, Soit 0<p=< 1. La topologie 1P est plus fine que la topologie

p
‘GU sur HY(D).

Démonstration.

En effet d'apres le lemme 12, 1'espace uP (D) est complet, le graphe de

Id=HP, LP) — @P, ‘6U) est fermé par le lemme 11, et le théoréme du graphe fermé
termine la démonstration.

11 faut noter ici 1'analogie entre ces derniers résultats et les théoremes de [13]_ .
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On déduit de ces quelques lemmes le théoréme suivant -~ déja connu a la notation pres -.

THEOREME 15. L'espace H‘(D) est un H-sous-espace de 1'espace LT(T,d)\).

Démonstration.

11 est clair que H1(D) = L1(T) N H1/2(D). Or, 1'espace H1/2(D) est un sous-

espace fermé de LV 2(’!‘), donc 1'espace HT(D) est bien disposé d'apreés le proposition

5. De plus, pour tout z€U, 1'application ez : f —> f(z) est continue sur HV 2 d'apres

1/2

*
le lemme 14, et donc H1/ 2 sépare H''“, ce qui montre que H1(D) est un H-espace.

CQFD

On en déduit

COROLLAIRE 16. L'espace H1(D) jouit des propriétés suivantes :

1. Sur la boule unité B, la topologie induite par LOT,d\) est plus fine que

la topologie ‘CU.
2. L'espace quotient L1(T)/H1(D) estf.s.c.

3. Soit C un convexe borné de H1(D). Alors C est fermé pour %U si

et seulement si C est L°-fermé.

Démonstration.

Avec les notations de la proposition 9, 1la topologie “GH1 /2% coihcide avec la
topologie T y sur les bornés de H1(D), par compacité. Les assertions 1. et 3. sont
alors des applications directes de la proposition 9, L'assertion 2. se déduit du théoreme
3, puisque H}(D) est bien disposé.

CQFD

On a, plus concretement, le

COROLILAIRE 17. Soit A un sous-ensemble de H (D), et soit f€A (dans
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e

n

(HT(D) , 'GU)). Alors il existe une suite g = .21 )\; f; de barycentres d'éléments de
1=

i

A(An

>0, Z Ai} =1) qui converge X-presque partout vers f* sur T.
i

Démonstration.

Toute suite convergente dans LO(T,k } admet une sous-suite presque partout
convergente. Si A est borné, le résultat est une conséquence directe du corollaire 16, 3.
Si A est quelconque, soit C 1'enveloppe convexe 0'(H1,G)-fermée de A; ona
tec, et C=n(C) pusque H' NLl=c'. Soit C'=T dans L'(T, d\) muni
de la topologie 1°, etsoit C"=C'OH'.

D'aprés EZ ], tout convexe B L°-fermé de L1 vérifie w(§)= B, doncona
c! =?T(E') ; de plus, on a Cne T H“"L, donc 7:(5");; ?T(E‘)=C‘, et

1

~ 1L
r(Eyc a@my -4, ! !

~ . ~ : '] :
donc w(C")c C", d'ou w(C")=C"; comme Ho=H NL_ =
i1 L ,
H1 N e(T), cecimontre que C" est 0(}%{T , C(T))-fermé, donc que C"=C, et

fEC", ce qui montre le résultat.
CQFD

REMARQUES.

1. Le corollaire 17 s'obtient également a 1'aide du thédréme de Khintchine- Ostrowski
(voir B] ). Notons que la topologie 1% est strictement plus fine que la topologie ‘BU
sur la boule unité de H1(D) - considérer la suite z" - mais que cependant les convexes

L.O-fermés de H1 sont toujours 'GU-fer‘més et non 1'inverse (s'ils ne sont pas bornés)!

2. 11 convient de noter que le corollaire 17 ne peut s'étendre aux fonctions harmoni-
ques sur U et continues surr D. En effet, a1'aide de la formule de Poisson, on construit
facilement une suite de fonctions de (D), harmoniques dans U, bornée dans L1(T),

qui converge vers O sur les compactsde U etvers 1 X-presque partout sur T.

3. On montre facilement que le dual de H1(D) muni de la topologie LO(T , \)
est {O} . On en déduit en particulier que la topologie 1.° n'est pas plus fine que la

topologie cr(H1 ,&(T)) sur H1(D), bien que les convexes fermés bornés en norme soient
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les mémes pour les deux topologies. Cela n'est pas possible dans le cas d'une topologie

localement convexe, comme le monire le théoréme de Banach-Dieudonné.

Notons qu'on a montré ici certaines propriétés des espaces H1 ou L1 /H1 en
employant trés peu de propriétés fonctionnelles de HT(D) ; a titre d'exemple, L1 / H1

f. 5. c. s'obtient avec trés peu de moyens - essentiellement le théoréeme 3 et le lemme 11 -
et non avec une technique d'ensembles-pics ( [123 ). L.a méthode employée s'étend sans

peine 2 des ouverts assez réguliers de " pour qu'on ait 1'existence d'un noyau de type
Cauchy et certaines majorations simples (du type "lemme 11"). Rappelons que si U est un

ouvert de Cn, on définit
H1(U) = {f holomorphe dans U 3 ¢ harmonique t. q. lfl < © sur U}.

Le lecteur voudra bien admettre que la méthode employée permet de montrer le

THEOREME 18. Soit U unouvertde " vérifiant 1'une des deux hypotheses

suivantes :

1. U est un domaine de Cartan symétrique (voir [TO] ).

2. U est strictement pseudo-convexe a frontiére @2 (voir [_-12]).

Alors 1'espace HT(U) est un H-sous-espace de LT(DU , 0).

Bien entendu, 1'analogue des corollaires 16 et 17 est valide. On a par exemple le

COROLLAIRE 19. Soit U=D" ou U:-Bn. Alors 1'espace LT(CU,G)/H1(U)

est f.s.c.

Ci-dessus, Dt - respectivement Bn - désigne le polydisque - resp. la boule
euclidienne - de G:n, dU la frontiere distinguée, et ¢  la mesure de Haar sur

2D =1" - resp. la mesure de surface sur an = Sn.
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III. APPLICATION A L'ANALYSE DE FOURIER SUR LES GROUPES
ORDONNES.

A

Soit G un groupe abélien compact connexe, et soit G =T son groupe dual.
Le groupe G étant connexe, T n'a pas d'éléments d'ordre fini, et il existe donc
un ordre fotal sur T compatible avec la structure de groupe (voir B] , chap. 8) ;

ceci équivaut a ladonnde de I inclus dans I tel que

f rru-1tr=r
(*) ™ - 1‘*:{0}
AL o

Onaalors T = {'y €r I Y = 0}. Posons, poub EcT

L;E - {feL1(G,m) lty)=0 Vv y & E}

ol m est la mesure de Haar de G. Un sous-ensemble rt ‘de T vérifiant (*)

sera appelé un demi-groupe.

DEFINITION 20. Unsous-ensemble C de T seradituncdnesi C est
une intersection de demi-groupes. C sera dit un cdne saillant si de plus C est

totalement ordonné pour un certain ordre total compatible sur T.

EXEMPLES.
- N estuncdne saillant de Z !
~ Si C estun cdne convexe saillant de Rn, alors Z"N C estun cdne

saillant de 2" =T (d'ob la terminologie).

On a alors le résultat suivant.

THEOREME 21. Soit X un sous-ensemblede T = f} dont un translaté est

contenu dans un cone saillant. Alors 1'espace L;{(G) est un H-sous-espace de

L1(G,m).



- 16 -

Nous renvoyons a [11] pour une démonstration, de principe assez proche de la

démonstration faite ci-dessus dans le cas de H1(D). On déduit de ce résultat, comme

dans [1 1_] :

COROLLAIRE 22, §_i_ X estun sous-ensemblede T = f} dont un translaté

est contenu dans un cdne saillant, alors 1'espace GT\X(G)* est f.s.c.

oll bien entendu

Crvp (G) = {fe:a(c;) f(y)=0 Vye€ E} .

On a par exemple

COROLLAIRE 23. Soit X un sous-ensemble de 2" qui est majoré - ou

minoré - pour 1'ordre produit. Alors 1'espace C n (Tn)* estf.s.c.
Z\X

REMARQUES.
1. Les résultats du type "L (G m) /L f.s.c." peuvent étre vus comme des

théorémes d'existence. En effet, on en déduit trés facilement l1a chose sulvante Soit

(fn) une suite de L (G,m) telle que

L(p) = lim g f .o dm
n->+e0

existe pour tout <p€LCI>,°\ X(G). Il existe alors une fonction f € L1(G) telle que
L(o) =‘g f.o dm
G

pour tout ¢ € L?\ X(G)“

2. La condition L;C(G) H-sous-espace est une condition de petitesse naturelle
sur 1'ensemble X. 1l est clair que si L;((G) est un H-espace, alors X estun
ensemble de Riesz (L;( = J(X). 11 serait intéressant d'étudier la réciproque. Notons
qu'on peut montrer, en employant une extension du théoreme de Kolmogorov, que si X

est contenu dans un céne saillant de Z' etsi Y est un ensemble A(1) - voir BJ ,
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p. 144 - alors L) (G) estun H-espace.

XUY
3. Rappelons que si X est un ensemble de Riész infini, alors L;((G) n'est

pas complémenté dans L1(G) - ce qui rend les corollaires 22 et 23 non triviaux. En

voici une démonstration simple. Supposons qu'il existe une projection continue

T L1(G) — L)L(G). Comme L;<(G) a la propriété de Radon-Nikodym, la projection

7 serait représentable, et a fortiori Id | serait représentable. Il existerait donc

L.
X
une fonction K(s,t) € L1(G x G) telle que
v(s)=\ Kis,t)y(t)at
G

s-presque s(irement, pour tout y€X. On aurait alors
K(y , -7) =SS K(s,t) y(t-s) dt ds = 1
GxG
or les coefficients de Fourier de K(s,t) tendent vers zéro a 1'infini, ce qui est
absurde.

4. La remarque qui suit le lemme 1 montre que si U est un sous-espace de
L1 isométrique a H1(D), alors L1 /U seraf.s.c. Ceci s'applique par exemple

4 1'espace H1(p+) défini par (voir [o] , chapitre 8) :

H1(P+) = {f€%(P+) sup ]f (x+iy) l dy < oo}
x>0

o PT= {zec |Re(z) > 0} .

En effet ( l: ] , p. 130), 1'application ¥ : H1(D) ——»L1(1R) détinie par

ot - (5

71(1+z

est une isométrie de H1(D) sur H (P+).

Terminons par quelques questions naturelles dans 1'esprit de ce travail.

1. Soit G un groupe compact abélien. Peut-on caractériser les parties E
de T telles que C”/E(G)* soit f.s.c. ?
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2. Soit E un sous-ensemble de Riesz de T. La boule unité de Lé(G)

est-elle fermée dans L°(G,m) ?

3. L'espace ! /Lﬂ(’l‘n) est-il 1'unique prédual de son dual (Nota : c'est

vraisi n=1 [1])7

Nota. S. V. Kisliakov m'a communiqué, aprés la rédaction de ce travail, une

réponse négative a la question 2 ci-dessus.

[l
2]
(5]
[4]
5]
(6]
[7]
8]
[o]
[10]
[11]
[ 2]
[13]
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Exposé no. 6 Année 1982-1983

Hervé Queffelec

SUR UNE ESTIMATION PROBABILISTE LIEE A L'INEGALITE DE BOHR

Résumé.- Soit (e n) une suite de variables de Rademacher indépendantes

ne 1
et U(x,w)= sup | T ¢ (w) nlt l :  d'aprés 1'inégalité de Bohr,
t€R  1=<n=zx
E LU(X)] =9 10%, oli § est une constante numérique ; on montre qu'on a aussi
X _ X A . g
E EU(x)] < C Tog %’ et Ux,w)= O(l———-Og X) presque siirement ; d'autre part, on

généralise 1'inégalité de Bohr, et on donne une bonne minoration de la constante de
sidonicité uniforme de AN = {Log 1, ..., Log N} , ce qui permet de redémontrer
trés simplement un théoréme de Bohnenblust et Hille sur 1'abscisse de convergence

' o0

uniforme d'une série de Dirichlet £ a n~s,
1

1. INTRODUCTION, DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Dans [15] , on a obtenu les résultats suivants :

p.s. U(x,w):O(x\/ling;g—;D quand X —» 4+
E [U(x)] = O<x /%) quand X —>+00,

D'!autre part, d'aprés une inégalité de Bohr ( BJ ), onapour tout w:

X

(1) Ux,w) = W(X)Nlogx

oli m(x) désigne comme d'habitude le nombre des nombres premiers < x. G. Halasz
A ES] ) a montré que, contrairement & la conjecture faite dans ( DS]) on a:

(2) p. s. U(x,w)=O(T5-"g—-§)
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(3) E [Ux)] = O(=) .

log x

D'apres (1), ceci est clairement le meilleur résultat possible. La méthode de Halasz
s'appuie sur une idée de crible ; en nous inspirant de cette méthode, nous avons
trouvé une démonstration plus simple de (3), basée sur 1'emploi du lemme de Slepian-

Sudakov ([5] et [7]).

Pour la suite, nous aurons besoin des définitions et notations suivantes.

o0
DEFINITION 1.1. Soit Z a n~° une série de Dirichlet quiconverge pour au
1
moinsun s (s =0 +it). On pose :

o, = abscisse de convergence absolue = inf{o*o 12 ]an In’g <o si c>0'0}

. . . ‘ -S .
cru = abscisse de convergence uniforme = mf{o*o fE an converge uniformé-

ment dans le demi-plan ¢> 00}.

DEFINITION 1.2, Soit G un groupe abélien compact, I' son dual, et A
une partie non vide de T ; .on appelle constante de sidonicité de A (et on note

S(A)) 1a plus petite constante S telle que :

z ‘aA,IsfS supl T ak<x,>\>“
AEA XEG AEA

oll (ax )A cA est une suite de complexes a support fini.

DEFINITION 1.3. Soit G = R = compactifié de Bohr de R, T= = R discret,

d

N unentier=1 et AN = {Log 1, Log2, ..., Log N} cR q- On appelle constante

de sidonicité uniforme de Ay (et on note S*(AN)) la plus petite constante S

telle que :
N n .
z [a.l <S sup sup l z a.rjltl‘
1 J 1<n<N teR j=1 !

D'autre part, si k estunentier=1, onnote Tk le groupe des k-uples

Z = (21, ...,zk) avec }ziI =1 pour 1<i< k; c'estun groupe abélien
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compact, de dual 7K i sl ov= (n1, ceer Ty

)EZK, l'actionde v sur z

s'effectue par :

k n,
{v ,z) =1 z,"
i=1 7

On notera par F la base canonique {e’:}, vy ek} du Z-module libre Zk.
Si y estunréeitelque 2< y< x, nous poserons enfin :
E(x,y) = ensemble des entiers n<x qui n'ont que des facteurs premiers <y, soit

E(x,y) = {ns x/p In =p < y}.

¥ (x,y) = nombre d'éléments de E(x,y)
| it |
vix,y,») = sup z e (Wyn |.
t€ER n€E(x,y)
Une estimation de E [U(x,y)] etde ¥(x,y), pour y=y(x) convenable, nous

fournira la minoration pour tout €> 0:

(4) S*(a)= §, VN exp [C (1og N)/5+€]
€ ‘€ S ‘

et C ¢ ne dépendent que de €).

Cela permet de donner une démonstration trés simplifiée d'un théoréme de
Hille et Bohnenblust ( [2] ) qui répondait 3 une question de H. Bohr : "1'inégalité

(facile‘) .- %, < % est-elle la meilleure possible ?"

La réponse est oui :

s

[ee]
(5)  "Pour tout « 630,% [. il existe une série de Dirichlet T a n - telle

Le but de ce travail est d'exposer la preuve de (2), (3), (4) et (3) et de généraliser

1'inégalité de Bohr.
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2. QUELQUES INGREDIENTS PLUS OU MOINS CLASSIQUES.

THEOREME 2.1 (Kronecker). Soient X {2 eeer Ao réels indépendants

sur Q ; alors

n ix.t n
a) Va1,....,an€C, sup]Ea.e 3]:21&}.
t€R j=1 7 1
b) Les points de la forme (e , , e Nt parcourant R, sont denses

dans Trl .

Ce théoréme est ultra-classique, donnons en cependant une démonstration peu

connue due a H. Bohr. Soit
n ix .t
i(t)= T a.e 9.
1 4

Si 1<p<o, posons 1
Ifl ( lim 2— {f(t) !p dt)p = norme Lp de f par rapport a la mesure de
Ty

Haar du compactifié de Bohr de R. Posons aussi :

HfHoo= sup lt(t) |,
t€R

I1 résulte de la presque~périodicité de f que l'ona:

llell, = 2im [lel]

i
T500 2m
meN
On a évidemment
Hf”zm z a, ...a @, 5‘; .
1<ki,835n 1 m 1 m
Ay FoooHA, =X, 4L A
k1 km 81 em

Considérons un 2m-uple (ki,ej) fixé telque T A, =Z2 Si a; des K,

valent 1, ..., % des ki valent n (resp. 5’1 des ej valent 1,...,

B des Ej valent n), l'indépendancede Aq, ..., A

n sur Q exige que :

o =8, pour 1<i<n., La contributionde (k; , QJ-) a Hf”%ﬁ est donc :



On voit donc que “f”Zm’ et par suite Hf”oo, ne dépend que de la l .

k
. ikjt n .
Sidonc gt)=2 laj le , ona Hf”oo = HglLo =g(0) = :E ]aj | , d'oule a)du
théoreme 1. b) découle trivialement de a).

THEOREME 2.2 (Inégalité de H. Bohr [3] et sa généralisation). Soit
N .
t

P(ty= T c_n''. Alors = lc l_<_ ”P” , ol p parcourt 1'ensemble des nombres
n oo

1 p<N
premiers < N. Plus généralement, on a 1'inégalité suivante :
2m %ﬂ
= m
( z Icn ‘m+> <C ”PH , ou m=1 etol
m o0
n€Em
m+1
n<N 2
m™/2 m+1)T (1) T

F
@)
|
—

C)

(La définition de E, est donnée ci-dessous).

Preuve. 1. Soient 2 = Py < P, <...< Py les nombres premiers < N et

supposons HP”°° =1, Si 1<n<N, n s'écrit de facon unique :

a4 (n) o, (n)

n=p, v Py avec cxi(n) =0, et Em désigne 1'ensemble des entiers n
ayant une décomposition de longueur m, c'est-a-dire ceux pour lesquels

cx1(n) oot ock(n) =m. Par hypothése

N . a,(n) .. o (n)
'?Cn:(pﬁt)% v (p;{t)“"n | <1 si teRr.

D'apres le théoréme 2. 1 appliqué avec )LP = log p., nous obtenons

N oy (n) ock(n) def
LA

X c z = lf(z)|S1 si z=(z
n 1
Soit encore, en écrivant f comme somme de polyndmes homogenes :

c1+Zcpizi+2cpipjzizj+....i= lf(Z)|S1 si  z€ET .



-6 -

Changeons Zj en zje16 et posons, z étant fixé :

pO)=c, +Z cpjzjeie+ z cpjpk zjzkei‘9 vz ijzj | et o) | =l (1) 'SHd)’L‘,ST.

k

Dot Z lc l:suplg(z)l <1
=1 P

*

2. La théorie des ensembles p-Sidon permet d'avoir d'autres informations ;
‘pour simplifier les notations, nous nous contenterons de traiter en détail le cas m=2 ;

nous avons :

z cplp:l Zizj l = l P (2) l < 1. La forme quadratique I Cpipj Zizj provient

de la forme bilinéaire symétrique

J ¢, si i=j
Py

z a,.z z! avec a.. =

j<g U1 ij 11

=k c si i#j.
2 P;Py

D'aprés 1'inégalité de polarisation de Harris ( [9] ), nous avons :

si Iz. ]5 1, 12!{51.

ij “1 %] 4 i i
Donc, I l z alJ zJ" < 3—-{5 si ,zJ‘l < 1. En intégrant par rapport aux zj et
i

en utilisant les inégalités de Khintchine (avec la constante up-to-date) pour le systéme

de Steinhaus ( [1 8] ), nous obtenons :

> (% la.|?)/2<3B 2 383
i U 4 om 2

D'aprés une inégalité de Blei ( [1])

(5lag 1D [ 2 Clag V2[5 (5 lay V2] 5 (sl 1172 <

i ] 1 ] i
3/3
2y




Soit encore

3
’ g
2le, 825 Lo |]' <20
[‘ pi2 i<j 24/3 PP 27
D'ol 3
3
e p e ]t <28
n€E2 n 2w
et 2
|
Lz c |4/3] <306 V4 s
€E, n 2V

Le cas général se traite de la méme facon : le produit de m-1 copies indépendantes

du systeme de Steinhaus vérifie les inégalités de Khintchine avec une constante au plus

a,(n) (n)
( i)m—1 ;: quand on polarise T c¢_z ! ces z:k ~, ondivise au plus par m!

Vi n€Em 1
quand on dépolarise, on multiplie au moins par m! ——125 ; enfin, la constante de
m-+1 (m! )r'nT1
1'inégalité de Harris est mm/zngmﬂ')—z_ .
m!

REMARQUE. On peut interpréter les coefficients de Fourier de la fonction
Y ci-dessus de la fagon suivante.

, k Lo .
Soit Am={v-(n1,...,nk)€Z/Eni=m} ; Ap=me,+ A, ol

Ao = {v = (n1 oo ,nk) € Zk/E n, = O} = sous-groupe de Zk, d'orthogonal

H=14z = (z1 gos ,zk)/z1 =...=2Z } Am est donc un coset de Zk et on a canonique-

ment une mesure g € M(Tk) telle que :
bll=1 , dw)=1 s vEA, , H(V)=0 si vEA .

(Onprend p =<z, me1> m oll m, estla mesure de Haar normalisée de H).

On a alors :

&4(n) (n) R
T 2 e ) - gy () - ()
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lo 1< Tl ll = Tkl

LEMME 2.1 (]:14]). Soient x et y des réels tendant vers -+, avec

y<x. Alors, p désignant un nombre premier, on a les estimations suivantes :

6)  mx) =X o(—Xr)
( e Logx+ (Logx

(7) pszx logp=x+ O(Log x)

®) pszx og g N O(logx)

(9) 3 \/1_ (Logx)

(10) pgﬂx % =Log Logx +a + O(Log =) (a étant une constante)
an -z 1 = Log(F2X) + Olpi=)

Preuve succinte. (6) est le théoréme des nombres premiers avec reste ; pour

estimer une expression de la forme I f(p), on 1'écrit comme intégrale de Stieltjes
p<x
X

S f(t) dm(t), on fait une intégration par parties et on utilise (6), cela donne (7), (9),

(10) ; (8) découle de (6) et (7) et (11) découle de (10).

A . rd
3. L'ESTIMATION PRESQUE SURE DE G. HALASZ

Dans ce qui suit, C sera une constante numérique qui peut varier de ligne

en ligne.
it
Posons zp =e si p estun nombre premier < x et
x_(n) « (n)

W, l'I(z) si n p <x, z (Zp)pgx et f(z)= nzxe W
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Comme dans la preuve du théoréme de Bohr : U(x , .) = Hf”oo . On pose alors

glz)= T € w et h(z)= T € w
n<x o0 n<x 0
pln=p=<y Max.p>y

pin

ol y€E I:Z,X] est a ajuster.

f(z) = g(z) + h(z). On va estimer séparément ”g’Lo et Hh”oo

A, Majoration ps de Hg”oo Soit p un nombre premier tel que p=<y.

H bg ” (n) < X 2x 3% X 1 X
(n)=<=+ = == < 4 =
Sx % p ;2 37" P (1 _])2 P
p
Plus p estgrand, plus on a une bonne majoration de H H En fonction de cette

remarque, on va estimer Hg'Lo a 1'aide d'un réseau de pomts de la forme :
* N .
z=(e p P/ , Np entier =1, 1<k <N

oll Np sera de plus en plus petit quand p sera grand. Pour tout 2z, il existe

z*  tel que :

‘zp—z;;l < 1%ﬂ-

p
donc
le(z)-ez) | = £ |z —*\” ” z 274
p<y P péy Np P
Prenons Np = Eﬂz %g nous avons
p 4x
|a(z) - g(z%)| < ngyM E= < c’§ Lo‘é > =CLO’; -
Donc
(12) Hg” < sup |g(z*), +C Log - -

D'apreés une inégalité de S. Bernstein (cf. [13] lemme 7.1), si p =1

P(lgz*) > Vax 10g p) < 2

P



et donc

N

P(sui) lg(z*)‘ > \/2x logp)<s= NI N_<
z

P(sup ig(z*)l> \/2x log p) S% In Nps% n g .

Soit par (8) :

P(s;[g lg(z*)l >  2x log p> Sg exp(C —2— ).

logy
X 2 Cx
Prenons alors y = et p=exp , nous obtenons
log x log°x
* ~ X ™
(13) (sup lg(z)l>2\/510gx/,$4exp—cl—2—y,.
og x
(12) et (13) donnent
\

. . p . X
B. Majoration ps de Hh”oo Désormais, on prendra y = %"
Désignons par Pq < P, <...<p 2 les nombres premiers de _j Vv, x:{ et posons:

Ej={nsx/p1xn,... Pi_1Xp pj'n}, 1=j=< 2.

Nous pouvons écrire :

j=1 p’;] nckE n
J
d'ol
2
ih(z)l < T X,(z) avec X(z)=| Z €W
j=1 ncg, T
J P,
‘ J
— 1
Posons provisoirement A = g % et remarquons que :
<X 1 X W .
X. - ; X, = o ; < i <w< 1.
3 S =X : E(J) /p ;i e 1+ew si O<w

j



- 2 AX, 2 ‘
) [X
Nous-avons alors : E(eﬂh(z) j) < E Ee 1) Sg_I_I 6 el "b%/}

=1 i log™x
X
-AM © Log:'s‘x X
Donc P(lh(z)}>M)Se e , Soit avec MzZCm :

Log X

On estime Xj par la méme méthode qu'en A , avec cette fois des nombres premiers

def
=logx = u, enprenant

= E>12
Ng m“?q‘

g<

S

it
Onaunréseau R de M N wo@xp Tog u> points et pour tout z = (e q)
q=u
il existe 7z € R telque: |h(z)-h(z*)| < T2 X %’ sczoi 3 1
y<pSXq£u Pq q <u - oy<psx P

Soit encore d'aprées (11) (avec y = E(?Xé"?c) :

|hz) - hz*) | < c X U _Loglogx o X
Logu Logx 08

o |

Donc ¢

(16) hiLo < sup )| + ¢ X Log =.

Dtaprés (15) et (16), et vu que le nombre d'éléments de R est au plus
u

OCeLog u> =0(x), ona

X)‘

(17) P(HhHOO>C‘ LOX =) < exp(- C

Log x

De (14) et (17), via le lemme de Borel-Cantelli et le fait que U(x,.)= Hf”

s ontire

clairement
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Ux, .)= O(L 02 x> ps, ce qui démontre (2). (14) et (17) entrainent

P(Hf” >C" g ) 5 exp ( C T) .
log™x
Comme Hf”oo < x, onen déduit :
”f” < Iogx +5xexp< CEQ < Ccm i'bg‘i ,

mais nous allons donner une autre méthode pour estimer E”f”m .

4. ESTIMATION DE E |U(x,y)] ET DE E[U(x)]

Le lemme suivant nous sera utile au paragraphe 5.

LEMME 4.1. On a 1'inégalité

(18) E [U(x,y):[ < C\/;c— w%?x (C = constante numérique).

Preuve. Ce lemme découle immédiatement des calculs faits dans 1'appendice

de la premiere partie de [13] car si g est comme dans le paragraphe 3,

Ulx,y) = Hg“oo et g est un polyndme dont le nombre de variables est

- y log x
k =n(y) ~ Tog 5 et dont le degré est d < Tog 2"

Pour majorer E [U(x)_] , hous aurons besoin des deux lemmes probabilistes suivants.

LEMME 4.2, Soient Ugy oeey Uy des vecteurs d'un espace de Banach

complexe B, et €1 -+0s gy UNE suite gaussienne complexe standard. Alors

N 2 N 4 N
H;‘E g uiH sE n EH;‘? g; ui”=ﬁ EU ;‘3 giui”f
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Ce lemme est une conséquence bien connue du principe de contraction (cf. [1 1] ).

LEMME 4.3, Soient Xt et Yt deux processus gaussiens complexes centrés,
dépendant lindairement d'un paramétre t qui décrit une partie symétrique d'un espace

vectoriel ; on suppose que :

—XSH < HYt- YSHZ pour tous s,t. Alors:

E[suplxtﬂ s%ﬁE[sup'YtU.

I,

Ce lemme est la version complexe du lemme de Slepian-Sudakov ; il est énoncé
‘dans B] pour des processus gaussiens réels, mais 1'extension au cas complexe ne
pose pas de probldme, & condition de rajouter le facteur 2 J2 ; pour la démonstration,

on renvoie a [7] .

Nous pouvons alors passer a la majoration de E [U(x)]; avec les notations
du paragraphe 3
U(x) = Hf”m , f=g+h et EHg”w est estimé par (18).

2
Puisque h(z)= T z L g w
j=1 Pjneg, * L
j Pj

si on introduit le processus gaussien complexe

12

EgB
O(JneE

ot t= ((aj) , (ﬁm))1sjse , lo:.} <1, IBmI <1, (gn) suite gaussienne
1<m<X
Py
complexe standard, on a par le lemme 4.2

(19) Blhl < —fz E(s?plx ).
D'autre part si s = ((a}! ), (8;11))’ nous avons :
2 2
b -x,, = 2 2 s -8 |
: j=1 n€EJ P Pj
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e | .
<2% Docj-—ocjiznklﬁn - B iZJ

j=1 n€E, —
J pj pj
<25 Xla-wl?iz 5 A ls - l?
ms =
Py
oll Am désigne le nombre de facons d'écrire m< 5)5- comme m= g— avec
1 J
neEJ. (on a utilisé le fait que ‘E;;l <Xy,
J
Or, il est clair que 1'on a
( . X X
A=} 1 si —<ms =~
m P2 Py
/i s X<m=X =)< e
) Py Py
e si 1<ms< =
\ Po

Si ononsidere le processus gaussien

g
o X A
Y= \[5 t:? B. ochj+ b2 | /Amﬁmrm]
=1 V5 m< X
Py

ol (Gj), (I‘m) sont deux suites gaussiennes complexes standard indépendantes, on

a d'apres ce qui précede : ”X‘t - Xs”z < HYt - Ystw pour tous s,t et d'apres le

lemme 4.3

(20) E[sup}xtﬂszﬁg[suplYtﬂ.

Or, si YssuplYt!

dioti:

p premier Py
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SC( lozx +m§i<_ ﬂm)
Py

par (9). D'autre part :

o
o~

<=~ =1 P2 P Pe
P
. =
-x[j + Z Ji- 3'1]
1 §=2 P;

) 3/2
5’5[1 T ((fi - ;1]:’_‘ T < X
7 +j=2(\/- =) y\/_ i

car il est clair que ¢ < n(x). Donc en définitive :

3/2
1) Ev)sc( X+ X )
logx vy, /Togx
(19), (20), (21) entrafnent une inégalité du type :
_ 3/2
(22) Ellll, < c(Zs + =X
oo ( X ' . Mogw

Iln'y a plus qu'a prendre y = \/x_ log x pour voir que (18) et (22) donnent 1'estimation

souhaitée :
X )
E [U(x)]-—. EHfHoo < C g%’ ce qui démontre (3).
REMARQUE. G. Godefroy m'a signalé la conséquence suivante de (3), qui

apparaft comme une généralisation faible du théoréme des nombres premiers : soit

Acz®N) tquesi v-= ()7 onait o« =0 pourtout k. Posons
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ov)y=1 p;:k et supposons que A soit de Sidon. Alors, pour tout entier N, ona

N

‘ A)N41,...,N I£SA
o) { } (e 2

si C est une constante numérique telle que

N
log N

N .
EH z sn(w)nlt”ws C
1

N . .
En effet, posons P(t)= = sn(w) nit et Qty= Z en(w) nlt. D'apres le
1 n€p(A)

. I <N
principe de symeétrie, on a : n

ellpll_ = elall
et dl'autre part, pour tout w:

1 ‘
loll, = = oy {1,... N}
S(A) '
d'aprés la démonstration de 1'inégalité de Bohr. En combinant ces deux inégalités et

(3), on obtient le résultat annoncé.

V. MINORATION DE LA CONSTANTE DE SIDONICITE UNIFORME DE AN ET
APPLICATION AU THEOREME DE BOHNENBLUST ET HILLE.

Quand on considere 1'ensemble A& = {1 s 24 vuny N} dans Z, pour minorer

sa constante de Sidonicité uniforme S*(Al'\l)’ on utilise un polyndme aléatoire

1 n

prend pour ¢ 1 une suite de Rudin-Shapiro (cf. ES]), on obtient méme :

N

g N et sion

; les méthodes probabilistes donnent alors S*(Al'\]) =9

S*(A&,) > § N, ce qui est clairement la meilleure minoration possible, abstraction
faite de la constante 9 (S*(A]'\I) < Jﬁ‘) ; quand on veut appliquer directement la

méme méthode pour minorer la constante de sidonicité uniforme S*(AN) de
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Ay = {Log 1, ..., Log N}, on rencontre une obstruction due a 1'inégalité de Bohr :

pour tout choix de signes €, ona

N
log N

N .
| :& £ nltll > rn~

Le bon point de vue semble consister 2 prendre des polyndmes aléatoires du type :

z '3 nit, ol E(N,y) est comme dans le paragraphe 1, avec y petit devant
n€E(N,y) | ~

N de facon a limiter les effets de 1'inégalité de Bohr, et avec néanmoins ¥ (N,y) grand ;

nous utiliserons pour cela le lemme suivant, d{i & De Bruijn ( [BJ ) et Ramaswami ( [14_l ).

LEMME 5.1.

a) Soit € €]O,1 [fixé ; il existe p(e)> 0 tel que O (x,x%)~p(elx quand
X >0,

b) Soit u= i—g—-g—?[ et supposons que u —»c de facon que u< log y. Alors,

-u log u

il existe une fonction p(u)~ e telle que 1'on ait :

P (x,y) _1lsc<logu

2
(23) o) &+ 5t RO

ot R(y) estn'importe quelle fonction telle que R(y) >0 quand y >,

R(y) = 1—0%-@’- et |m(y)-Lily)| < —L—R(y), C &tant une constante ne dépendant
' Log y

que de R, et Li(y) étantle logarithme intégral de y.

Le a) est d{i & Ramaswami, le b) & De Bruijn ; b)‘n‘est pas trés exploitable sous

cette forme, mais on peut en dégager le corollaire suivant,

COROLLAIRE. Pour tout €> 0, il existe des constantes 9 e >0 et Cs >0

telles que si on pose y = exp [(1og x)5 / 8+€] , onait:

(24) b(x,y)= SE X exp [— C(log x)3/8] .
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Preuve. D'apres ( B] ), on sait que dans le lemme 5.1 on peut prendre pour R

une fonction de la forme

3/5
R(y) = « exp [-,3 (og y) 1/5J, « et B>0.
(log log y)
. . 3/8-¢€ )
Sionprend y comme dans le corollaire, ona u = (log x) tandis que
24.3 €
(log y)3 /5 (log x)8 5 . On en déduit aisément que le second membre de (23) tend vers

O quand u-»>> etdoncona:
3-
p(x,y)z Dixp(u)z 5 _xe™ logu § X exp [- C (1og x)SJ.

On peut alors énoncer le théoréeme suivant.

THEOREME 5.1. Pour tout € > 0, il existe des constantes 5;: >0 et
c'€ > 0 telles que 1'on ait :

5

5+

(25) d ! VN exp [— c('i(log N)8 ej]s S(AN)S VN.

En particulier, on a une inégalité du type :

(26) S*(A) = 621\11/2‘5

pour tout >0,

Preuve. L'inégalité S(AN) < \/_ﬁ est évidente, car pour tout Sidon fini A
dans le dual d'un groupe abélien compact G, ona S(A)< {A ] a cause de
1'orthogonalité des caracteres dans L2(G). Pour prouver 1'inégalité de gauche dans
(25), prenons x =N et y comme dans le corollaire ; posons a =1 si n€E(N,y),
0 sinon. D'apres le principe de symétrie de P. Lévy ( BJ ), nous avons :

n it ] N it
o] s 12 o ] <26l ool

= 2F [U(x,y)J < C! \/N\/y__lolgl_q_g_l\} d'apreés (18).

ogy
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On a donc
S*(AN)> z/)(N,y) : ___Zp(Nyy) \/logy > §n QD(NAY)
> =3 .
y log log N \/ﬁ\/&_
C'\/-N_ ‘-—:lo——é-—y_ C'\/-N-\IYIOQ IOgN

, 5

. . 1, BT€ .
D'aprés (24), et puisque \/y = exp 5 (log N) , on obtient (25) pour Sé

et C(‘_: convenables ; (26) est clairement un cas particulier de (25), mais nous suffira

pour la suite, et se déduit du résultat plus élémentaire de Ramaswami.

REMARQUE. Si T est le dual d'un groupe alélien compact G, si ¥ 1700

€T etsi h estunréel> 1, appelons maille de hauteur h construite sur
S

Yqreeos Vg et désignons par M('yl,..., Yo h)=M 1'ensemble des X n,y; avec
1

n, €Z et T Ini ] < h. Si A estunensemble de Sidonde T, on a alors (cf. E%:]

et {_.JO]):

| < « s og
(27) Ao M| = «(s(A)s 1og b
a yar . PR ) _ - lOg N
oli a estune constante numérique ; en utilisant (24) avec A = AN h= g2
Y= log p;, s= 7{y) et en remarquant que AN MN'M contient tous les éléments de

E(N,y), puis en utilisant (27), on retrouve une partie de (26), & savoir :

v 5
-
t el
S(A) 2 9 s\/N exp |- C!(log N) )
11 serait intéressant de savoir s'il existe © > 0 tel que

SHANZ SN ou s(ay)= YN

Nous pouvons maintenant démontrer simplement le théoréme de Bohnenblust et Hille.

THEOREME 5.2. Pour tout « €_| 0, % [, il existe une série de Dirichlet

-
11 <o - > a.
ann telle que Oa et cra cu_ o'

-™M8
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Preuve. Faisons tout d'abord les deux observations simples suivantes :

(28) Gu=inf{0/ sup l r21: a, j_o_itl < w}.
n,t =1 J

(Cela découle immédiatement d'une transformation d'Abel). On a toujours

1

(29) 0 -0, <5-

(Cela découle immédiatement de S(AN) < \/ﬁ , de (28) et de 1'inégalité de Schwarz).
Cela étant, supposons que le théoreme 5.2 soit faux ; il existe alors « €_| o, % ]: tel
que pour toute série de Dirichlet telle que oy < 0, on ait o, < «. En particulier,

o |a |

n .
d'apres (28) sup l Za, j1t <o = Z 'Loc <o et d'apres le théoréme du graphe fermé
n,t 1 J 1T n
il existe une constante C telle que, pourfoute suite finie CPIIRRRPR: N de nombres
complexes, on ait :
N l a | n it
z = =C sup Zoa,j
1 n 1<nsN 1 J
t€ER
et donc
N | a N |anl o 2 it
z Ia.SN z <CN sup lEa.j },
1 n 1 n% 1sn<N 1

teER
d'ol S*(AN) < ¢ N%  Or, cela contredit manifestement (26) et prouve par 1'absurde

le théoreme 5.2.

REMARQUE. Bohnenblust et Hille montrent méme qu'il existe Z arl n"S avec

o, <o, o, - ou = % 11 est clair qu'en utilisant par exemple une estimation

S* () = 5 VN exp [-Cllog NY/4]

et un argument de série, on retrouve aisément ce résultat.
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Exposé no. 7 1982-1987
Myriam Déchamps

SUR LES COMPACTS ASSOCIES AUX ENSEMBLES LACUNAIRES
ILES ENSEMBLES DE SIDON ET QUELQUES PROBLEMES OUVERTS.

Résumé. Exposé historique sur 1'évolution de 1'étude des compacts associés
et des ensembles de Sidon de 1957 a 1983,

Plan de 1'exposé :
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1. INTRODUCTION

Depuis fort longtemps le passage des propriétés locales des fonctions aux proprié-
tés globales a été une des préoccupations des analystes. Pour 1'analyse harmonique les
travaux de S. Mandelbrojt sur les classes quasi-analytiques [10:] et de J.-P. Kahane

sur les fonctions moyenne-périodiques en témoignent [1 3__{_ .

L'étude des compacts associés a un ensemble de fréquences s'insere d'une part
dans ce contexte, d'autre part elle est étroitement liée a celle des ensembles lacunaires
qui a été au centre des préoccupations de 1'équipe d'Analyse Harmonique d'Orsay pendant

la décade 1960-1970.

Le cadre pouvant le mieux décrire les sujets abordés ici est le suivant. Soit A
une suite de nombres réels. Notons C A(R) 1'adhérence, pour la topolégie de la con-
vergence uniforme sur R, des sommes trigonométriques finies

Px)= I a,e?¥
AEA
a coefficients complexes et a fréquences dans A. Quelles relations y a-t-il entre les

propriétés fonctionnelles de 1'espace de Banach C A(R)" les propriétés arithmétiques

de. A et le comportement des fonctions de C A(R) ?

Plus on impose de propriétés fonctionnelles a cC A(R) ou de lacunarité & A,
plus sera frappant le comportement des fonctions de C A(R). Lorsque A estun
ensemble de Sidon, les fonctions de C A(R) ont des séries de Fourier absolument conver-
gentes et elles sont "déterniinées“ par leur comportement sur n'importe quel intervalle
non vide de R BO] . Dans le cas extréme des ensembles de Sidon, les problémes liés

a leurs caractérisations arithmétiques sont toujours d'actualité [1‘38-_{ .

L.'étude des compacts associés a une suite de fréquences (définition 1) se trouve
souvent imbriquée a celle des ensembles de Sidon (définitions 3 et 4), c'est pourquoi
nous n'avons pas voulu les disjoindre dans cet essai historique. Nous pouvons distinguer

trois périodes. La premidre concerne essentiellement le comportement des fonctions &



-2 -

spectre dans une suite réelle, les livres de A. Zygmund [16] , et de J.-P. Kahane et
R. Salem [24] et les travaux de J.~-P. Kahane BB] s [20] , [23] , E28] en constituent
quelques étapes marquantes. La deuxiéme période suit la publication du livre d'Analyse
de Fourier sur les groupes de W. Rudin [21] , et les résultats se situent dans le cadre
des groupes abéliens localement compacts, comme en témoignent les articles de J.-F.
Méla 57] , A. Bonami [52], S. W. Drury E48] et M. Déchamps-Gondim [_-65] . La
troisiéme période débute par les travaux de G. Pisier D ‘IO] B 12] sur les séries de
Fourier aléatoires presque-~siirement continues et les questions nouvelles apporiées par

la géoméirie des espaces de Banach [109_J .

Nous avons choisi de nous placer le plus souvent dans le cadre des groupes R
des nombres réels ou T des nombres complexes de module 1 ainsi que de R" ou

n pour n= 1. D'une part, c'est dans ce cadre que se posent encore bien des pro-

T
blémes cruciaux, d'autre part ceci permet d'alléger la rédaction et facilite la lecture

pour les non spécialistes.

Le mot lacunaire peut étre interprété dans beaucoup de sens. Pour nous, un
critére suffisant de lacunarité d'une suite d'entiers est, par exemple, de ne pas contenir

des progressions arithmétiques arbitrairement longues.

Nous nous intéressons essentiellement au cas des ensembles compacts d'intérieur
non vide. La théorie dans le cas d'un compact quelconque laisse en suspens de nombreux

problemes [20] .

Dans la mesure du possible, nous rappelons les différentes terminologies utilisées

pour chaque notion. Nous avons adopté une présentation chronologique de la bibliographie.

Pour 1a période allant jusqu'en 1975, le livre de J. M. Lopez et K. A. Ross [98]
constitue probablement la référence la plus compléte sur le sujet, dans le cadre des
groupes abéliens compacts. Les paragraphes 7, 8 et 9 ci-dessous rendent compte des

pésultats obtenus dans la derniére décade.
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Nous souhaitons que cet exposé puisse fournir un apercu assez complet de 1'évolu-
tion d'une branche mathématiqué et la liste de questions qui le conclut témoigner de sa

vitalité,

2. PSEUDO-PERIODICITE ET COMPACTS ASSOCIES

‘La notion de compact associé a un ensemble de fréquences commence a prendre

corps dans le cadre de la "théorie 12" de 1a pseudo-périodicité introduite par Paley et

Wiener ( [8] ).

On dit que la suite A de nombres réels est un spectre pseudo~-périodique s'il
existe un intervalle 1 de longueur finie et une constante C > 0 tels que pour toute
‘somme trigonométrique finie P(x)= I a, eﬁ X, a coefficients complexes et a fréquences

AEA
dans A, on ait

(1)  la

2
12 s e lpe 2 ao'2.
I

On appelle Lg«-pseudo période attachée a2 A, et on note ZZ(A), la borne

inférieure des longueurs des intervalles I pour lesquels (1) est vérifie.

Les résultats de [8] et Bﬂ sur la pseudo-périodicité sont repris et complétés

par J.-P. Kahane E?] (ot 1a condition (1) est notée QZ(A,I)).

La suite A de nombres réels est un spectre pseudo-périodique si et seulement

si A est réguliere, c'est-a-dire, inf IA-—A‘ l E(ﬁ . Le résultat fondamen-
ALAEA AN

tal sur EZ(A) est alors le suivant ( E&] ; [’.“] , [13]) :si A est réguliere, ﬁg(A) = 27 A(A),

olt A(A) est la densité supérieure de répartition de A, définie par

A(A)=1lim sup n(r,r-s-t)V

tae reER

n(r , r+t) désignant le nombre de points de A qui sont dans 1'intervalle Et‘ , I‘+t] .

J.-P. Kahane aborde ensuite 1'étude de la pseudo-périodicité dans R" ( [17] ).
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C'est alors qu'apparait 1'expression "ouvert associé a une suite de R pour désigner
1'équivalent de la condition (1), lorsque 1'intervalle I est remplacé par un ouvert O
de R".

Dans l__%O:l , ol sont développés les résultats de [171, l'ouvert & de R" est
remplacé par un domaine K, le mot domaine désignant la fermeture d'un ouvert borné.
On établit dans [20] des estimations analogues au cas unidimensionnel sur 1'épaisseur,
suivant une direction, des domaines associés & une suite régulietre A. Pour la démons-
tration on est amené A montrer que si A1 et A2 sont deux suites réguliéres de Rn,
si K

et K, sont des domaines qui leur sont respectivement associés et si A1UA2

1 2
est réguliére, alors tout domaine contenant K, +K, dans son intérieur est associé a
AU A, ( [20] , p. 111). On montre également la propriété de stabilité suivante : un

- « 2\ . n « SN\ - - -
domaine associé a une suite A de R est encore associé a toute suite assez voisine

de A (@0], p. 109).

Plusieurs problémes relatifs aux compacts associés a une suite de RrR" pour la
norme L2, et des problemes a une variable lorsqu'on remplace 1'intervalle I par"
un compact quelconque, restent en suspens ( [20:] , p. 95 et p. 117). Mais on peut considé-
rer que la théorie 12 des compacts associ€s est assez bien €lucidée : la propriété (1)
est stable et se comporte bien par rapport a la réunion ; la L2—pseudo—période d'une

suite réelle se calcule explicitement.

rd - m . P - \
I1 en va tout autrement pour la "theorie L " des compacts associes, liee a
1'étude de la pseudo-périodicité en norme uniforme. La notion suivante (notée condition

Q(A,1)) apparaft dans EB]

La suite A de nombres réels est un spectre C-pseudo-périodique s'il existe

un intervalle I de longueur finie et une constante C > 0 tels que pour tout polyndme

iAx

trigonométrique P(x)= T a, e on ait
AEA
(2) HPHOQ - sup |Px)| <cswp PR =CHPHoo I-

XER x€l
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On appelle C-pseudo période attachde &2 A, et on note ec( A) la borne infé-

‘rieure des longueurs des intervalles I de R vérifiant (2).

La théorie L= est relide 3 la théorie 1.2 par 1'inégalité ( 63_1 , p. 306)

t(A) = 2ma(A) = 2,(A).

Mais la régularité de A n'entraihe pas que A soit un spectre C-pseudo-périodique
( EB] , P. 298 et @7]) et il est impossible de caractériser les spectres C-pseudo-
périodiques en termes de densité ( [43] , ESB] ). D'autre part la propriété (2) est loin
d'étre stable [47] et 1'on ignore si la réunion de deux spectres C-pseudo-périodiques,

lorsqu'elle est réguliere, est un spectre C-pseudo-périodique.

La C-pseudo-période d'une suite réelle A s'appellera plus tard [79] [101]
densité harmonique de A et sera notée dh(A). La condition (2) se traduira par

"] estassocié a A",

Le cadre le plus général oli nous considérons la notion de compact associé est le

suivant.

DEFINITION 1. Soit G un groupe abélien localement compact, T son dual et
AcT. Onditquelecompact K de G estassociéa A s'il existe une constante

C >0 telle que pour tout polyndme trigonométrique P(x)= I a, y(x) on ait
YEA ’

(3) HP”DQ < sup |P)| = ¢ sup |PX)] =CHPH¢O K"
x€G x€EK ’

Dans les paragraphes suivants nous verrons les progres liés a cette notion pendant
un quart de siecle. Le plus souvent nous aurons G=T ou R et T=Z ou R,

respectivement,

Nous traduisons en termes de compact associé la question évoquée précédemment.

QUESTION 1. Si les suites réelles Ay et A, possédent des compacts associés
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et A1UA-2 est réguliere, est-ce que A1UA2 posséde un compact associé ? Si oui,

a-t-on dh(A.lUAZ)S dh(A1) + dh(AZ) ?

3. ENSEMBLES DE SIDON DISCRETS ET TOPOLOGIQUES

L'étude des fonctions moyenne-périodiques conduit J.~P. Kahane [13] a introduire
les notions suivantes.
Une suite A de nombres réels est une suite de Sidon de deuxicme espece s'il

existe un intervalle I et une constante A_ tels que pour tout polyn8me trigonométrique

I
Px)= Z axeIAX on ait
AEA

<A Ip@) |
A B

4) T |a

Si la condition (4) est satisfaite pour tout intervalle I de R, onditque A estune

suite de Sidon de premicre espece.

11 est clair que (4) entraine (2) et que sur 1'espace vectoriel des polyndmes

Px)= & akeux les normes & }a’\} et HPHm sont équivalentes.
AEA AEA

Le premier exemple de suite de Sidon de 1ere espece est fourni par les suites

lacunaires de Hadamard ( E’]) :

DEFINITION 2. Une suite (kj) =1 de nombres réels positifs est une suite

lacunaire de Hadamard s'il existe q> 1 telque pour j= 1 on ait
5) kj+1/Aj > q.

Une suite de Sidon de deuxiéme espéce s'appellera plus tard suite de Sidon
topologique ( [34_-] EBSJ [50]) et on montrera que toute suite de Sidon topologique est de
Tere espece [50].

Nous allons donner notre terminologie sur les ensembles de Sidon dans leur cadre
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général, car nous serons forcés d'y faire allusion pour certains problémes, par exemple

ceux liés aux conditions arithmétiques (§ 6).

L'expression "ensemble de Sidon" est employée pour les suites d'entiers ou plus

généralement pour les parties d'un groupe discret définies de la fagon suivante.

DEFINITION 3. Soient G un groupe abélien compactet T son dual. Une partie
A de T estunensemble de Sidon s'il existe une constante C telle que pour tout

polyndme trigonoméirique P(x)= I a y y(x) on ait
vEA

(6) 2 la, | <clell,.

Lorsque (6) est vérifide on dira que A est un ensemble de Sidon de constante C.

L'expression "ensemble de Sidon topologique™ correspond au cas des groupes
' abéliens localement compacts ( [65] , définition 1.2) et lorsque T est métrisable nous

retrouvons la définition donnée pour R ( [34] , [38:] , [65:1) :

DEFINITION 4. Soient T un groupe abélien localement compact et métrisable
et G sondual. Unepartie A de T estunensemble de Sidon topologique s'il existe
un sous-ensemble compact K de G et une constante Ck > 0 tels que pour tout

polyndme trigonométrique °>(x)= I a_ v(x) on ait

yeA 7
(7) > [a 1 < C, sup lP(x) l .
| yen 7 K yex

Autrement dit, un ensemble de Sidon topologique de T est un ensemble de Sidon

de T

d’ le groupe T muni de la topologie discrete, et posséde un compact associé. -

L'expression "ensemble de Sidon de 1ere espece" est réservée au cas (discret ou

topologique) ol il y a une "constante uniforme d'association" au sens suivant ( [38_l , [49] ,
T

DEFINITION 5. Soient G un groupe abélien localement compact. T son dual
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et A unepartiede T. Onditque A estunensemble de Sidon de lere espéce s'il
existe une constante C > 0 ne dépendant que de A telle que pour tout compact K de

G d'intérieur non vide, il existe une partie finie Ak de A ayant la propriété suivante :

pour tout polyndme trigonométrique P(x)= Z a, y(x) ona
YEAN Ak
z Ia lsc supiP(x)I.
yema, 7 x€K

Les suites lacunaires de Hadamard (définition 2) sont des ensembles de Sidon de

premiére espéce ( E"g{ ).

Tout ce qui est connu vers 1960 sur les ensembles de Sidon se trouve dans [18]
pour les suites d'entiers et dans [2 1] pour le cas discret quelconque. On connaft alors :
les différentes conditions fonctionnelles de’finissanf les ensembles de Sidon ( [21:[ , 5.7.3
et §4) ; une propriété d'interpolation approchée ( [21] , 5.7.4) ; les conditions arithmétiques
suffisantes de Steckin ( [2 1] , 5.7.5 et §6)et des conditions arithmétiques nécessaires (]:18:f ,

3.6 et EB] , P. 312) pour qu'un ensemble soit de Sidon ; la relation des ensembles de Sidon

avec une autre classe d'ensembles lacunaires, les ensembles A(p) ( l:21] , 5.7.7).

A 1'origine 1'intérét autour des ensembles de Sidon se développe gréce aux nombreux
problemes d'analyse qu'ils permettent d'éclairer : propriétés de prolongement analytique
des séries de Taylor [2,[ , propriétés des fonctions moyenne-périodiques EB] , etc. Cet

- aspect sera abordé au paragraphe suivant.

Dans la décade de 1960, les ensembles de Sidon deviennent peu & peu un sujet
d'intérét propre, et on voit.se dessiner deux genres de problémes : ceux liés aux mesures
d'interpolation et ceux liés aux conditions arithmétiques. Nous les traitons aux § S5et

§ 6, respectivement.
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4. COMPORTEMENT DES FONCTIONS A SPECTRE DANS UN ENSEMBLE DE
SIDON

Dans toutes les définitions données jusqu'ici nous n'avons considéré que des sommes
trigonométriques finies. Nous avons ainsi éludé un aspect fondamental de 1a théorie : le

comportement exceptionnel des fonctions a spectre dans 1'ensemble considéré.

Pour ce paragraphe et les suivants, nous avons besoin de quelques notations. Soit

G=T ou R, notons T'=2Z ou R, respectivement, le groupe dual.

M(G) désigne 1'espace de Banach des mesures complexes réguliéres et bornées
sur G. Pour MEM(G), sa transformée de Fourier [ est définie sur T par

~ 1 %7 i A P —ixy

b =g ) b (€2) resp. G =) eVt (veR).
Onnote B(I') 1'espace &M(G) des transformées de Fourier des mesures de M(G).
On appelle spectre de 4 1'ensemble sp(u)= {'yeI‘, o(y) 4 O} ; si sp(p) estfini,
K est un polyndme trigonométrique. On note. $ 1'espace des polyndmes trigonométri-

ques sur G,

P (G), 1=p=, désigne 1'espace de Banach des classes d'équivalence des
fonctions mesurables sur G de puissance pleme intégrable (resp. essentiellement

bornées si p =+4%) muni de la norme
1 1

2m D +0 D
Hpr - (= So | #(x) |p‘dx> si G=T, ”pr = (g_w | £x) | P &) si G=R
lorsque 1<p<ew ; 8i p=¢, ||f”°°=sup ess |f(x)|. ‘
xeG
Si A estunepartiede I, et B estundesespaces M(G) ou LP (G),

1<p<w, B, désignel'adhérence, pour la norme de B, de 1'espace vectoriel

A
engendré par {eixy , yeA}.

C A(G) (resp. L‘K(G)) désigne 1'adhérence pour la norme de la convergence

uniforme sur G (resp. pour la topologie 0(L°°(G),L1(G))) de {eixy , 'yEA} .

Le comportement frappant des fonctions a spectre dans un ensemble de Sidon ou des
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coefficients de Fourier sur un ensemble de Sidon se traduit par 1'équivalence des

conditions suivantes.

(a) A est un ensemble de Sidon d'entiers (définition 3).

(b) Toute fonction de C,(T) a une série de Fourier absolument convergente.

(é) Toute fonction de LOZ(T) a une série de Fourier absolument convergente.
(@) Pour toute suite bornée (bly ))'y cp llexiste LEM(T) telle que

#ly)=bly) pour y€EA.

(e) Pour toute suite (c{y ))'y o, telle que lim =0, il existe

Cy
1 R YEA, l'yf;»oo
f€L (T) telle que f(r)=c(y) pour YEA.

Ces conditions sont présentées sous cette forme dans [1 81 , mais elles n'étaient
pas nouvelles. Lorsque A est une suite de Hadamard, la condition (c¢) a été démonirée
par S. Sidon E‘J et la condition (e) par S. Banach B] . L.'équivalence de ces conditions
apparait, dans le cadre des systémes orthogonaux, dans le chapitre VII du livre de
S, Kaczmarz et H. Steinhaus [9] . J.-P. Kahane DB] démontre les conditions équiva~
lentes analogues pour les suites de Sidon topologiques de nombres réels. Le terme de
suite de Sidon pbux‘ désigner une suite satisfaisant & une de ces conditions a été choisi
d'un commun accord par J.-P. Kahane et W. Rudin (J.~P. Kahane, communication orale).

La quantité d'informations fournie dans différents domaines par les fonctions a
spectre dans un ensemble de Sidon, ou plus particuiiéfement dans une suite de Hadamard,
est étonnante. On en trouve une synthese dans [27] , qui débute par les exemf)les fameux
de Weierstrass concernant les fonctions continues nulle part dérivables [1] et de J, Hada-
mard sur les fonctions analytiques pour lesquelles T est une frontiere naturelle &] .

Dans la décade de 1960 cet aspect de la théorie des ensembles de Sidon et des

compacts associés est illustrié par les travaux suivants.

iA.x
Soient (Aj)j:>1 une suite de Hadamard satisfaisant (5)et S(x)= £ c.e 7
, a =1
une serie absolument convergente. On montre dans 54] qu'il existe des constantes «, 8,

H
K lS a T c, ! ,
-1 Bk+1
alors si x parcourt un intervalle de longueur au moirs B8 A1 , S(x) parcourt une

et ¥ ne déperdant que de q, telles que sipour k= 1, ic

boule de rayon = ¥ 21 , Cj ! . Clest dire que S({x) fournit un exemple de courbe de
=
Peano.



-1 -

La preuve de ce résultat dépend de 1'énoncé précis suivant (Théoréme I de 541
et 1:23] ), qui montre que ()Lj)j21 est un ensemble de Sidon de lére espéce : il existe
une constante C ne dépendant que de q telle que pour tout inter\{:lle I de R de

1 iX.x

longueur = C A1 et tout polyndme trigonométrique P(x)= L a.e Y

=

on ait

z ,a. l < C sup Re(P(x)).
=1 x€I

La démonstration de cette inégalité présentée dans [23,1 est a 1'origine de BS:I .

Dans I:ZS] on introduit le terme de "compact propre" : un compact K de R

est propre pour la suife A= ()‘j)j>1 -de nombres réels s'il existe un entier k= 1
- il x

et une constante C > 0 telles que pour tout polyndme trigonométrique P(x)= T a.e J
2k

on ait

z la.l < C sup 'P(x)l.
2k Y x€K
/ 2miA.u
Notons E(A,M) 1'ensemble de nombres réels u tels que (e ):i>1 ait

une limite par le procédé de sommation régulier de Toeplitz M [28] . Si le compact
K est propre pour A, alors pour tout procédé régulier de sommation M, |
KN CE(A,M) est non dénombrable [28] . L'étude des points exceptionnels pour la

répartition modulo 1 est reprise et étendue dans [25] et B8] .

11 y a deux raisons a 1'introduction des compacts propres. D'une part pour les
problémes que nous venons d'évoquer, les premiers termes de la suite ne sont pas déter-
minants. D'autre part on ignor'e silorsque K estassoci€ad A, et F =2stunensem-
ble fini, K estencore associé & AJF. C'est dans [50] que 1'on obtiendra une
réponse affirmative dans le cas réel ou des groupes connexes, quitte a "élargir" K
(lemme 3). K. A. Ross ( [66] et [98] , Chapitre 8) donnera une condition nécessaire et
suffisante sur A, dans le cas général, pour que tout compact propre pour A soit

associé & A..

Le terme "compact propre" est utilisé dans !:25] et [:38] , remplacé par "compact
associé au sens large" dans [65_] et par "compact associé" dans [491 et BS _l (o 1'on

utilise 1'expression "compact strictement associé" dans 1a définition 1).
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Dans [23] et [28] on s'intéresse a des compacts "minces" associés 2 une suite

réelle satisfaisant & des conditions de lacunarité du type de Hadamard (5).
Soit K 1'ensemble de type de Cantor construit de la facon suivante : on fixe un

intervalle I de longueur £ etune constante ¢ (0<¢ < %) ; onretirede K, =I
le sous-intervalle de m&me centre et longueur (1 -2£)2 ; on obtient deux intervalles de
longueur ££, on note K1 leur union, et on leur applique le méme procédé, et ainsi
successivement ; on note Kj ies 2j intervalles de la ji‘eme étape et on pose
K=0N K..

o

Soit A= ()Lj)j_>_1 une suite de Hadamard satisfaisant (5). Si q et £ sont

sufisamment grands (dépendant de £ > % oude q, respectivement),alors K est
propre pour A ( [23] , [24] ). Ces résultats, ainsi que d'autres que nous verrons au

§ 7, sont liés a la nature arithmétique de £ (comme le probléme de 1'unicité du

développement trigonométrique ( [24_J , Chapitres V et VI)).

DEFINITION 6. On appelle nombre de Pisot un nombre entier algébrique dont tous
les conjugués sont de module < 1. On désigne par S la classe des nombres de Pisot.

Si 1/e n'appartient pas 3 S, alors il existe une suite (qj)j?_l tendant vers
1'infini telle que K est propre pour A si Aj+1/>tj > qj pour j=1 ([28] , P. 256).
Si 1/¢ estdans S, alors il existe des suites lacunaires pour lesquelles K n'est

pas propre ( &4] ).

Dans EZOJ et (:24] on aborde la théorie L et Lz des compacts "minces"
associés a des suites satisfaisant a différentes conditions de lacunarité. Malgré les
é1éments de réponse connus, le but du dernier chapitre de @0] “est toujours d'actualité,
et nous le rappelons : "définir des compacts K de mesure nulle mais néanmoins assez
épais, et des suites A assez rares, pour que la comporfement surr K d'une fonction
continue dont le spectre est coritenu dans A permette de déterminer son comportement

global".
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5. ENSEMBLES DE SIDON LT MESURES D'INTERPOIATION

Rappelons que 1'ensemble A de nombres entiers ou réels est un ensemble de
Sidon si el seulement si toute fonction bornée sur A peut éire prolongée sur ¢ ou R
en une transformée de l'ourier d'une mesure bornée sur R ou ‘I' (condition (d) du

§ 1). Une telle mesure sera dite mesure d'interpolation.

l.es problémes qui se posent sur les mesure d'interpolation u relatives a un

- ensemble de Sidon A sont les suivants.

1. Peut-on prendre p discrete ?

2. Peut-on prendre u continue ?

3. Peut-on prendre pu telle que ﬁ soit arbitrairement petite sur Z\ A
(resp. sur R\ (A + [—S,S]) , 8>0) ?

4. Peut-on prendre u positive si 0 ¢ A et si la fonction bornée (b(y))y cA
satisfait b(~y)=b{y] pour YEA ?

5. Peut-on prendre pu a support dans un intervalle arbitraire ?

Les deux premiers problemes sont a 1'origine, entre autres, des travaux de
C. Ryll-Nardzewski, S. Hartman, J.-P. Kahane ( [26], [29], [31], |:71]), J. F. Méla
( [37,] , [38_] , [44] ), B. B. Wells [84] (pour une bibliographie plus compléte voir [98:1 ,
10.10).

C. Ryll-Nardzewski et S. Hartman développent 1a théorie des ensembles d'interpo-

lation (ou ensembles Io).

DEFINITION 7. A c R est un ensemble d'interpolation si toute fonction bornée sur
A peut étre prolongée sur R en une fonction presque périodique (c'est-a-dire limite

uniforme sur R de polyndmes trigonométriques).

J.-P. Kahane [31] montre que si A < R est un ensemble d'interpolation, toute
fonction bornée sur R peut &tre interpolée par une fonction presque—périodique‘é série

absolument convergente. Les ensembles d'interpolation sont donc des ensembles de Sidon,
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et leurs mesures d'interpolation sont discrétes. La réciprogue est inexacte B1 1 , etla
réponse a la question 1 est négative. Les ensembles d'interpolation ont des propriétés de
répartition remarquables, précisées dans [37] et BS] , qui constituent les références les
plus completes sur le sujet. Dans ces articles se dessinent plusieurs des résultats dévelop-

pés ensuite dans f65] pour les ensembles de Sidon.

D'tautre part, si Ac R est un ensemble d'interpolation, son adhérence A
dans le compactifié de Bohr R de R est un ensemble de Helson ( (_-311 et Eﬂ] , 5.6,
pour les propriétés des ensembles de Helson). En particulier, A a mesure nulle dans

R ( [-261 , [31] ). Ces deux derniéres questions sont toujours ouvertes dans le cas général,

QUESTION 2. Si A estunensemble de Sidonde R, quelles sont les
propriétés de 1'adhérence A de A dans le compactifié de Bonrde R ? A a-t-elle

mesure nulle ? Peut-on avoir A=R ?

Dans cette direction, Y Katznelson [72] a montré 1'existence d'ensembles Afp)

pour tout p> 0 quisont denses dans Z (voir définition 19).

Un autre probléme concernant les mesures d'interpolation a été posé par C. C.
Graham [85] en 1973 : soit E < Z tel que pour toute mesure u € M(T), il existe une
mesure discréte v sur T telleque f(n)=7(n) pour n€EE ; E est-il un ensemble

de Sidon ?

La réponse est positive, elle a été trouvée dans certains cas particuliers
par L. T. Ramsey et B. B, Wells [133_‘ , et dans le cas général par J. Bourgain [139_} ’

gréce aux éléments nouveaux apportés dans [133] et [134] .

Le probieme 2 a été résolu indépendamment par S. Hartman [71l et B, B. Wells
[84 _[ :si A estunensemble de Sidon, pour toute fonction bornée (b({y ))y o ilexiste
une mesure continue p telle que p(y)=b(y) pour YEA. Les deux démonstrations

utilisent la réponse de S. Drury au probleme 3, et S. Hartman traite aussi le cas topologique.

L'intérét suscité par les ensembles de Sidon s'accroft lorsque S. W. Drury montre
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que la réunion de deux ensembles de Sidon est un ensemble de Sidon B?] Pour cela il
répond affirmativement au probléeme 3 : si A est un ensemble de Sidon d'un groupe discret
T', sa fonction caractéristique est uniformément approchable par des éléments de B(T).

Le cas topologique est résolu dans @5] )

La remarquable "astuce de convolution" des mesures d'interpolation aléatoires qui
est au centre de la méthode de S. W. Drury est détaillée dans un cadre plus général dans |
B3] . Elle est immédiatement utilisée dans un grand nombre de travaux : [49] , [50] , B 1] ,
[56]_, Bﬂ , [58] , [64:}; [65] , [:71__1 , [841. Plus tard S. W. Drury [86] adapte sa métho-

de pour répondre affirmativement a la question 4.

Le procédé de convolution est encore employé per S. W. Drury [93_-_1 pour montrer
que certaines relatiors arithmétiques, que nous analyserons au paragraphe suivant, carac-

térisent les ensembles de Sidon.

Finalement, D. Rider [94] donne une nouvelle version de la méthode de S. W. Drury,
en termes de séries de Fourier aléatoires, qui déclenchera la théorie moderne des ensembles

de Sidon, avec les travaux de G. Pisier que nous analyserons au § 8, et, plus récemment,

ceux de J. Bourgain ( [136] , B44] ).

Le probleme 5 a été résolu affirmativement par M. Déchamps-Gondim ( [491 , [50] ,
[65] ). Dans ces travaux on montre que si le groupe G est localement compact et connexe
et son dual T métrisable, tout ensemble de Sidon de A est associé a tout ensemble
compact K de G d'intérieur non vide. Le cas des groupes G compacts et non connexes
a été traité ensuite par K. A. Ross [66] et [98] , chapitre 8), ainsi que la possibilité de

prendre les mesures d'interpolation a la fois positives et a support dans un compact ( [83]
et BB_J ).

Dans [65] , M. Déchamps-Gondim montre en particulier que tout ensemble de Sidon
dénombrable est réunion finie d'ensembles de Sidon dont le pas tend vers 1'infini. Ce dernier
résultat s'étend au cas des ensembles de Sidon nor dénombrables d'aprés le travail récent

de J. Bourgain [136] (ce qui répond par 1'affirmative & la question 6 de [.98] , p. 171).
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Pour décrire un dernier probléme sur les compacts d'intérieur non vide associé€s aux

ensembles de Sidon nous avons besoin de la notion suivante.

DEFINITION 8. Soit T un groupe métrisable, d une distance invariante sur T
et 57-—7‘ ! =d(0,y-y') pourtous ¥ et y' dans T. Pour tout sous-ensemble A

de T, lepasde A estlenombre

p(A)=int{ |y-y' [, vea, vien, vév'}.
On dit que le pas de A tend vers 1'infini si

limly-'y' l =00 (v, Y'EA , Y £, v,y »x),

Soit p un nombre premier, Z(p) le groupe fini des racines porCe de 1'unité

et G= (Z(p))N. On montre [65] ‘que tout ensemble de Sidondudual T de G dontle
pas tend vers 1'infini est réunion finie d'ensembles de Sidon de premidre espece (définition

5). La preuve donnée dans [6 5] utilise les résultats de BZ] et @9] . J. Bourgain [144]
vient de démontrer, dans le cas général, que tout ensemble de Sidon est réunion finie
d'ensembles de Sidon de premiere espece. Les arguments développés dans [144] permettent
en outre de montrer que la condition (15) ci-dessous caractérise les ensembles de Sidon

dans le cas des groupes d'ordre borné, indépendamment de [123] .

Dans la réponse au probleéme 5 il est essentiel de considérer des ensembles d'inté-
rieur non vide. En effet, si A est une suite de Sidon d'entiers, pour tout €> 0 on peut
trouver des compacts de T de mesure supérieure a 1-& qui ne sont pas associés & A.
Par contre, tout compact de T de mesure positive est associé, pour la norme Lz a
toute suite de Sidonde Z ( [98_1 Corollaire 9.13, dt a A. Bonami). Dans ce dernier
résultat, A peut &tre remplacé par d'autres ensembles moins lacunaires ( [46] [52]

et E98] , Ch. 9). Le résultat était connu depuis longtemps pour les suites de Hadamard [6_] .

Les ensembles de Sidon topologiques ont encore deux propriétés remarquables liées
aux mesures d'interpolation. La premiére est une propriété d'élargissement, dont voici une
version simplifiée : soient A une suite de Sidon de nombres réels, § une constante

vérifiant 0< § < p(A)/2 et (bly)) une suite bornée ; il existe alors g EM(R)

YEA
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vérifiant, pour tout YEA, i (x)=b(y) pour x dans 1'intervalle [y—S’ , 'y+b'J .
Cette propriété a éié étudiée successivement dans EBB] , E4] , [65] , [77] et [80,1

(ol1 se trouve 1a version la plus générale).

La deuxiéme propriété (liéé 3 la premiére) concerne la stabilité, Soit A= (Aj)321
une suite de nombres réels qui est stable par rapport a la propriété d'avoir un compact
associé, c'est-a-dire : il existe «> 0 tel que toute suite (X 5)3.21 satisfaisant
ij-)\ 5} <a pour j= 1 auncompactassocié ; alors A est un ensemble de Sidon

topologique [6'5] .

Ces deux propriétés montrent que, parmi les suites réelles qui ont un compact

associé, les ensembles de Sidon topologiques se distinguent par leur stabilité.

6. ENSEMBLES DE SIDON ET CONDITIONS ARITHMETIQUES

Les ensembles de Sidon sont des sous-ensembles A d'un groupe défini par des
conditions fonctionnelles. Il est naturel de chercher i les caractériser par des conditions

arithmétiques, c'est-a-dire, portant sur les relations algébriques entre les éléments de A.

Par ailleurs, nous n'avons jusqu'ici qu'un exemple d'ensemble de Sidon : les
suites lacunaires de Hadamard (définition 2). La théorie des ensembles de Sidon avait besoin,
pour se développer, de conditions permettant d'affirmer "1“abondance" de tels ensembles
dans un groupe quelconque. La premiére de ces conditions est donnée par S. B. Steckin ﬁzj .
La condition de Steckin (8), aprés les simplifications apportées par [1 8] , [29] et [134] ,
est 1a condition arithmétique suffisante 1a plus générale permettant de construire des enSembles

de Sidon.

Nous traiterons d'abord tous les problémes 1liés aux conditions arithmétiques suffi-
santes, ensuite ceux liés aux conditions nécessaires. La longueur du paragraphe est en
rapport avec la difficulté du sujet, 1'importance accordée aux questions 3 et4 ci-dessous et

les développements récents du sujet. Comme les problémes sur les conditions arithmétiques
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se compertent tres différemment suivant le groupe considéré, dans ce paragraphe nous nous

placons dans un cadre général.

DEFINITION 9. Soit T un groupe abélien discret et A une partiede I. Pour
tout AET on note RS(A,A) le nombre de "mots" de longueur s d'éléments de A

égaux a4 X, c'est-h-dire,

A
R (A1) = l{(d””yez\_ 6{-1,0,1} {yéDAe(v)v =%, ygA | et)] =s}l

(ol pour tout ensemble A, lA l est le cardinal de A).

Autrement dit, si A= (*yj) =10 RS(A,A) est le nombre de représentations de X
sous la forme

A =+7.

JTi-')/. f...-i“’)/j ’ j1>32>”~>j'

32 S S

W. Rudin [1 8] , [2 1:1 ‘donne 1la version suivante (un peu plus générale) du résultat
de S. B. Stelkin Ez:l . Soit ‘A =(y j)jo une suite d'un groupe abélien discret satisfaisant
aux conditions suivantes :

(i) Si YEA et 2y £0 alors -y &€ A ;

(ii) Ilexiste B>0 ei: une décompositionde A en n ensembles disjoints

A1, cen An tels que pour tout A dans AU {0},
(8) RS(Ai,,).)EBS (i=1,...,n e s=1)
alors A est’ un ensemble de Sidon. Une conséquence immédiate est que tout sous-ensemble
infini d'un gr*oilpe discret contient un ensemble de Sidon infini.
D. Rider [29] fournit les simplifications suivantes :

- 1la condition (i) est superflue (voir aussi [54] et L181) ;
- il suffit, dans (ii), de satisfaire (8) pour ¥ =0 ;
- A peut &tre remplacé par AU (=A) dansla conclusion.

Des lors on appellera ensemble de Rider un sous-ensemble A d'un groupe abélien discret
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pour lequel il existe B> 0 tel que
(9) R (A, 0)< B° , s=1

et la condition suffisante précédente devient : toute réunion finie d'ensembles de Rider est

un ensemble de Sidon 1_29_’

Un ensemble de Rider d'entiers n'est pas toujours une réunion finie de suites
lacuhaires de Hadamard. L'exemple le plus simple a été donné par E. Hewitt et H. S. Zucker-
man [1 51 .

L'outil central 1ié aux conditions arithmétiques suffisantes est la construction de

mesures d'interpolation que 1'on appelle produits de Riesz ( [98] , chapitre 2). Etant donnés
un ensemble A, une fonction (b(y ))ye A telle que Jb('y) 1 <1 pourtout YEA et
€> 0, la condition (9) permet de construire un produitv dé Riesz R, quiestune mesure
bornée sur le groupe G dualde T, dontlanormenedépendquede B etde €, et

telle que
(10)  |Re) -l <e ea) , [Ro)I<e eaean{o).

Il s'ensuit que A est un ensemble de Sidon, d'apres la condition d'interpolation

approchée suivante, équivalente A la condition (d) du §4 ( [21_1) :

(d@') Texiste § >0 tel que pour toute fonction (b{y )),y en€ {-1 , 1} il existe
L € M(G) telle que, pour tout Y€EA, |n(y)-by) I <1-9%.

Les produits de Riesz ont été introduits dans [3] , pour 1'étude de 1'ordre de décrois-
sance des coefficients de Fourier des fonctions continues a variation bornée.

La derniére inégalité de (10) permet aussi de moﬁtrer que si A' est un ensemble
de Sidon quelconque, AU A' est un ensemble de Sidon, sans faire appel au résultat de
S. Drury ( [29] , [48] ). De la mé&me maniére, la plupart des résultats sur les ensembles de
Sidon ont des démonstrations dibectes et explicites dans le cas d'un ensemble de Rider ,‘ gréce
aux produits de Riesz. Ceci montre 1'intérét de ces ensembles, et de la question suivante :

tout ensemble de Sidon est-il réunion finie d'ensembles de Rider ? (cjuestion 1 de [.98] , p. 171).

Cette question est toujours ouverte, mais peut étre posée différemment, grice 2 des



- 20 -

progreés récents. Voyons d'abord quelques définitions concernant 1'indépendance arith-

métique.

DEFINITION 10. Soit A un sous-ensemble d'un groupe abélien discret. On

dit que A est quasi-indépendant si RS(A,O) =0 pour s=1,

On dit que A est dissoci€é si pour toute partie finie A de A et toute suite
A
(n(y ))'yeA € {-2,-1,0,1,2} on a

(11) Z n(y)y=0 =>n(y)y =0 pour vy€A,
YEA

On dit. que A est indé@ndant si pour toute partie finie A de A et toute

suite (n('y))yeA € i on a (11).

Les ensembles dissociés correspondent aux suites de Hadamard satistaisant (5)
avec q > 3 : les produits de Riesz construits sur A sont des mesures d'interpola-
tion exactes ( [_98_! , chapitre 2). Les ensembles indépendants ont un intérét pour d'autres

groupes que 2, ils sont en particulier dissociés.

Les ensembles quasi-indépendants se révelent &tre 1'exemple fondamental
d'ensemble de Sidon, d'aprés le résultat suivant de G. Pisier ( [134 _J , Proposition 2.13) :
tout ensemble de Rider est réunion finie d'ensembles quasi-indépendants. La question

ouverte précédente devient alors :

QUESTION 3. Tout ensemble de Sidon est-il réunion finie d'ensembles quasi-
indépendants ?
Dans cette direction, J. Bourgain [136] démontre qu'étant donné un entier k,

un ensemble de Sidon A se décompose en K = K(A,k) parties Aqy «ovy A, n'ayant

pas de relations de longueur < k, c'est-a-dire, telles que
RS(A1,0)=O pour 1<i<K et 1<s<k.
En fait, on sait qu'un ensemble de Sidon peut étre caractérisé par 1'ensemble

de relations qu'il vérifie. Plus précisément, soit. A = (-yn) =1 une suite d'é&léments
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d'un groupe abélien discret T, notons

N
R, = {(e.). e {-1,0,1} | 2 le.l<o, T ey - o}.
S. Drury [93] montre que si A' est une suite d'un groupe discret T' telle que
R AT R Al alors A est un ensemble de Sidon si et seulement si A' 1'est aussi.
Mais sa démonstration ne donne pas de caractérisation explicite ne dépendant que de R A

Une caractérisation des ensembles de Sidon en termes de RS(A,O) est fournie

par G. Pisier ( [1341 , théoréme 2.6) : soit A une partie du groupe discret T telle
que 0¢€T ; A estun énsemble de Sidon si et seulement si il existe un nombre 6 < 1
tel que pour toute partie finie A de A ona

Al

z
s=0

1

oo = #4]
28

RS(A,O) <

Dans L1 34_J on trouve d'autres variantes de ce résultat (en particulier le théoréme 2.10).

Si la question 3 a une réponse positive, toute partie finie d'un ensemble de Sidon
A contient un sous-ensemble quasi-indépendant de densité = n;,;1 >0 (A étant
‘réunion de n A ensembles quasi—“indépendants). Cette forme affaiblie de la question 4
est résolue dansr E 13@ : le sous-ensemble A du groupe abélien discret T est un
ensemble de Sidon si et seulement si il existe § >0 tel que toute partie finie A de

A contienne une sous-partie quasi-indépendante B telle que lB l =9 ' A , .

Compte-tenu de ce résultat, la question 3 semble devenir purement combinatoire.
Néanmoins des outils combinatoires ou de la théorie des graphes n'ont pas permis

jusqu'ici d'aborder le probleme..

Les deux dernier résultats s'insérent dans les travaux fondamentaux de G. Pisier
concernant 1'espace de séries de Fourier aléatoires presque slirement continues ( [112_] .

E123] , [134] ). Nous analyserons ces travaux au paragraphe 8.

Nous n'avons pas encore signalé les cas ol 1'on sait répondre 4 la question 3.
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Soit p un nombre entier positif, notons - Z(p) le groupe des racines p:lemes de

N yN)

1'unité. Le groupe compact G = (Z(p) a pour dual le groupe discret T =(Z/pZ

(si I estunensembleet H un grbupe, H(I) désigne 1'ensemble des éléments de

I

"H" dont les coordonnées, a 1'exception d'un nombre fini, sont nulles). Lorsque p est

premier*, T est-un espace vectoriel sur le corps Z/pZ. Un lemme combinatoire
d'algebre linéaire d 3 Rado-Horn [22_} permet alors de montrer que tout ensemble de

Sidon de T est réunion finie d'ensembles indépendants [ 32] .

Plus récemment, J. Bourgain E136] montre que 1'étude des ensembles de Sidon

dudualde G= IT Z(pj), oli (pj);]>1 est une suite bornée d'entiers, se raméne au
=1 -

au cas ot G z‘(ﬁ?:(pr))N , pr ~ étant une puissance du nombre premier p. Dans le cas

oll les pj sont tous égaux a un produit de nombres premiers distincts, tout ensemble de
Sidon du dual de G est réunion finie d'ensembles quasi-indépendants ( L42] s E136 _,[ ).

Ceci répond partiellement & la question 4 de [98_1 , p. 171,

Passéns; aux conditions arithmétiques nécessaires. Comme pour les conditions
suffisantes, il y a essentiellement une condition nécessaire, la "condition des mailles",
pour qu'un ensemble soit un ensemble de Sidon. Cette condition est due a J.-P. Kahane,
qui 1'a énoncée pour les suites de Sidon de nombres réels et 1'a démontrée & 1'aide
d'estimations de polyndmes aléatoires Bﬂ ; elle s'écrit de facon analogue dans d'autres
cas E&O] , [54] ). ‘Une autre présentation de la condition des mailles pour les ensembles
de Sidon et les ensembles A(p), due & G. Benke ( [’59] , [-741),,ainsi que quelques

‘vapiantes, se trouve dans 1_9-3] , Chapitre 6.

DEFINITION 11. Soient ¥, ..., Yo R éléments d'un groupe abélien T

et s unentier=1. On appelle s-maille construite sunr Yir oo 7y 1'ensemble

R : s sl
M('}/ng.oy.}tn * S)“{'lsiz.(-n Oii)’i,(dihslsrl N s 13'215!‘ l(}i} <2 }.

On dit que le sous-ensemble A de T satisfait la condition des mailles s'il existe une

constante K telle que pbur toute partie finie {')/1 shee yn} de T et soutentier
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s=21 ona

(12) |AﬂM('y1,...,'yn;s)ISKns.

Si A est un ensemble de Sidon de constante C d'un groupe abélien localement

compact, A vérifie la condition des mailles (12) avec K < (16 C)2 ( [54] ).

Si on remplace les mailles par des sous-groupes finis A de I ou par des
progressions arithmétiques finies A 1lorsque T =2, |A | = 2, on montre que tout

ensemble de Sidon de T vérifie la condition

(13) {AﬂAISKlog |A|.
Ce résultat se trouve dans un grand nombre de travaux. Dans ,|_—98_[ , Chapitre 6, on en
donne une version unifiée au moyen des "ensembles test" (définition 6.9 de L98] ).

))N, ou p estpremier. Si A est un sous-

Considérons le groupe G = (Z(p
groupe fini dudual T de G, lA | = pm oli m estladimensionde A comme
espace vectoriel sur Z/pZ. Si A estunensemble de Sidonde T, il existe donc

K' tel que pour tout sous-espace vectoriel A de T

(14) IAnAal <k dimA).

Réciproquement, si le sous-ensemble A de T satisfait (14), le lemme de
Rado-Horn permet de montrer que A est un ensemble de Sidon |_32] . Autrement dit, la -
condition arithmétique (14) caractérise les ensembles de Sidon du groupe T = (Z/pZ )(N), '
p premier.

Ce dernier résultat a pu étre généralisé par G. Pisier [123_’ , dans le cas des
groupes G = II Z(p,), ol (p.)>1 est une suite bornée d'entiers : un sous-ensemble

21 3 =
A dudual T de G estunensemble de Sidon si et seulement s'il existe une constante

K telle que pour tout sous-groupe fini H de T ona

(15) |Ame < K rang (H)

olile rang de H est défini comme le plus petit nombre de générateurs de H.

La démonstration de ce résultat (corollaire 3.3 de L123_l) n'utilise pas le lemme
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de Rado-Horn mais ne permet apparemment pas de retrouver que tout ensemble de Sidon
de (z /pZ)(N), p premier, est une réunion finie d'ensembles indépendants.

~ En dehors des deux cas qui viennent d'étre signalés, on ignore si la condition des

mailles est suffisante, en particuliersi G=T.

QUESTION 4. Un ensemble d'entiers satisfaisant a la conditic_)n des mailles

est-il un ensemble de Sidon 7

Le résultat qui se rapproche le plus de ce probléme est le suivant ( [123_[ ,
théoréme 3.1) : soit A une partie du groupe abélien discret T tel qu'il existe une

constante K > 0 telle que pour toute partie quasi-indépendante finie B de A ona

(16) lanle]l=klBl

ol LB] { ),
. Y€B

La condition (16) est plus forte que la condition des mailles correspondante :

B
v, (e )’}’61\6{4’0’1} } ; alors A estun ensemble de Sidon ..

(17) Aﬂ [B] KIB (1+10gf}31)

On montre dans ‘__123__‘ (proposition 7.3) que la condition (16) n'est pas nécessaire
en général. J. Bourgain E129] retrouve ce résultat en utilisant une construction par
récurrence d'un ensemble dissocié contenant des "grosses mailles” . Clest dire que

dans (17) le facteur log t B ! n'est pas superflu.

Malg:vé tous les progres récents, on peut dire que les conditions arithmétiques
liées aux ensembles de Sidon ne sont pas encore bien comprises. Les deux questions
suivantes donnent la mesure de la difficulté du probléme (la premiere a été posée par

J. Bourgain).
. . 2
. N
QUESTION 5. Si (nj)321 est une suite de Sidon d'entiers, (nj ) =1 est-elle
une suite de Sidon ?

QUESTION 6. Si A est un ensemble quasi-indépendant d'entiers, A est-il

réunion finie d'ensembles dissociés ?
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7. LES COMPACTS ASSOCIES A PARTIR DE 1972

Tes compacts associés seront en rapport avec des classes d'ensembles qui, a
1'exception des modeles, contiennent les ensembles de Sidon. Le rdle des conditions
arithmétiques deviendra moins clair. L'étude des conditions fonctionnelles fera un appel

croissant aux outils de la géoméirie des espaces de Banach.

R. C. Blei [82] montre que tout ensemble d'entiers A qui n'est pas de Sidon
contient un sous-ensemble E qui n'est pas de Sidon mais qui est de prémi‘ere espece ;
plus précisément, pour tout £> 0 et tout sous-ensemble compact K de T d'intérieuf
‘non vide il existe une partie finie F de | E telle que pour tout polyndme trigonométrique

a spectre dans E \F on ait

sup [P} | = (1- ) [Ipl.
x€K

Ce résultat utilise les outils de [70_J , ol11'on s'intéresse a "1'abondance"

d'ensembles admettant une partition pour la norme uniforme et aux ensembles de Rosenthal.

DEFINITION 12; Un ensemble E d'entiers admet une partition pour la norme
uniforme s'il vérifie les conditions suivantes :
(i) 11 existe une suite (Ej) 1 de parties finies deux a deux disjointes de E

telleque E= U E..
=1

(ii) I existe K> 0 telle que pour tout polyndme P & spectre dans E ona

z Iy, =xllpll,
21

oll Pj(x)= z ]?»’(n)«re1r1t pour j= 1.

nekE.,
J

DEFINITION 13. Un ensemble E < Z est un ensemble de Rosenthal si
L _
LE(T) = CE(T).

Un ensemble de Sidon admet trivialement une partition pour la norme uniforme et est
un ensemble de Rosenthal (condition (c) du §4). H. P. Rosenthal [35] a fourni le premier
un exemple d'une suite A d'entiers satisfaisant LOZ(T) =C A(T) et n'étant pas une suite
de Sidon. ‘
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Un ensemble E admeitant une partition pour la norme uniforme est un ensemble

de Rosenthal [70:] et 1a réciproque est fausse [107] . Ron C. Blei [70:[ montre que

tout ensemble d'entiers qui n'est pas de Sidon contient un sous-ensemble E quin'est
pas de 'Sidon mais qui admet une partition pour la norme uniforme. Les résultats BO] et
[82:} sont établis pour un sous-ensemble d'un groupe discret quelconque ; dans L7OI on

réduit le probléme i celui des groupes compacts, que 1'on étudie d'abord.

Le résultat précédent entrafne en particulier "1'abondance" d'ensembles de
Rosenthal qui ne sont pas de Sidon. Ce dernier résultat sera retrouvé autrement dans [95] R
a 1'aide d'une condition diophantienne déja centrale dans ['_701 et @2] . En voici un
exemple : si E = ()Lj)j21 eis/\t ;me suite d'entiers telle qu'il existe a€R, %7 ipz‘ation-

nel, pour lequel (e J )j>1 est une suite convergente, alors E est un ensemble

de Rosenthal.

Abdalian [8 1] fait une étude des ensembles d'entiers ou réels qui admettent une
partition pour la norme uniforme, appelés "ensembles de type (S)'. Cette étude est
centrée sur les différentes conditions fonctionnelles et arithmétiques permettant d'affirmer
qu'un ensemble est de type (S). Sous des conditions du type de Hadamard (5) concernant
les blocs de la partition d'un ensemble E de type (S), A. Abdalian montre que E a
densitéharmonique nulle. Mais des problémes, résolus pour les ensembles de Sidon,

restent ouverts dans ce cas.

QUESTION 7. La réunion de deux ensembles d'entiers admettant des partitions

-pour la norme uniforme admet-elle une partition pour la norme ,unifor?me ?

QUESTION 8. Quelle est la densité harmonique d'un ensemble d'entiers

admettant une partition pour la norme uniforme ?
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Aux antipodes des ensembles lacunaires se trouvent les modéles introduits
par Y. Meyer [53] . Les modéles sont des sortes de progressions arithmétiques

a plusieurs pas. Si A est un modéle régulier de nombres réels, la densité harmonique

de A est 2m&(A), ol 4(A) est la densité supérieure de répartition de A ([78],
Théoréme 2). L'ensemble des nombres premiers et 1'ensemble des carrés parfaits
sont des modeles réguliers et leur densité harmonique est nulle [78]. Le dernier

résultat peut étre démontré élémentairement, mais le cas suivant est plus délicat.

Soit 6 >2 un nombre réel et A ) 1'ensemble de toutes les sommes finies

K \
k§1 eke , Ol €

Ag n'est associé a aucun intervalle de R ([43], [78]). Si 6 est un nombre de

=0 ou 1. Lorsque & n'estpas un nombre de Pisot (définition 6),

Pisot, Ag est un modeéle régulier et sa densité harmonique est nulle [78] . Ce résultat
monire, en particulier, qu'il est impossible de calculer la densité harmonique en termes

de densité.

Ensuite Y. Meyer détermine la densité harmonique de AS pour tout 6 € R

‘{791, Théoréme 8). Dans ce travail, on introduit la notion suivante.

DEFINITION 14. Soit A un ensemble d'entiers. La densité presque périodique
de. A, notée dp(A) , est la mesure de Haar u de la fermeture de J(A) dans le
compactifié de Bohr Z de Z, ou J estl'injection canonique de A dans Z (u est

normalisée par u(Z)=1) .

On montre que pour toute suite A d'entiers rationnels
2r&(A) < d () < 27 dp(A) (§1 et [79] , Proposition 7) .
Une classe de sous-ensembles de 'Z pour lesquels dh(A) =27 dp(A)r est fournie par le
théoréme 6 de [74] . Soit ASZ tel que pour tout A € A et tout entier m= 1, il
existe une sente O‘k)k2.1 d'éléments de A telle que : (i) Ak = A (mod m) pour tout
k21 ; (i) lasuite (& )‘k)k21 soit équirépartie modulo 1 pour tout & irrationnel.
Pour tout entier m=21, soit d, le nombre de résidus distincts, modulo m , d'entiers

de A . Alors : dﬁ(A) = dp('A) = lim inf qm/m .

mec
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On détermine aussi dans [79 | la densité harmonique d'un modele assez régulier
(Théoréme 9) et on montre que pour tout € >0, il existe un ensemble A d'entiers
qui est dense dans le compactifié de Bohr de Z et dont la densité harmonique ne dépasse

pas € (Théoréme 10).

Un autre exemple de calcul de la densité harmonique se trouve dans (78 |
(Théoréme IV) : la densité harmonique de 1'ensemble A des entiers rationnels sans

diviseurs carrés (quadratfiée) est 6/11‘2 .

Y. Meyer introduit dans [76] la notion d'espace de Sidon : un espace de Banach
B est un espace de Sidon si, de toute suite bornée d'éléments de B , on peut extraire

Soit une suite convergente en norme, soit une suite équivalente a la base canonique de ¢

DEFINITION 15. Une suite bornée (Xn) d'éléments d'un espace de Banach

nz1

est équivalente a la base canonique de ! (ou une suite de Sidon, suivant [76]) s'il
existe une constante C telle que pour toute suite (an)n> 1 € C(N) de scalaires

Z la| = ¢c|l T a x|
=1 0 p=q 00
inx

Par exemple, si ACZ , lasuite (e d'éléments de C(T) est équiva-

)nEA

lente a la base canonique de 81 si et seulement si A est un ensemble de Sidon.

Dans [76], on trouve des exemples de suites et d'espaces de Sidon. En parti-
1 1

A

N 2
culier, ¢ et le produit tensoriel injectif e! ® ¢ ®...® ¢ (k fois) sont des espaces

de Sidon. On en déduit que si E = (A j) 21 est une suite dissocide de Z , k un entier

positif et
= {Fx, TN, T ...% i. >3
(18) E = { A Ea 2 A oo 33>y >h )
1 2 k
alors Cp (T) est un espace de Sidon ([76], [104] et [141] , §7) .
k

F. Lust-Piquard [96] montre que le produit tensoriel injectif d'espaces de

Sidon est un espace de Sidon.

C'est a ce moment qu'intervient le résultat fondamental de H.P. Rosenthal [87] :
de toute suite bornée d'un espace de Banach, on peut extraire soit une suite équivalente

a la base canonique de e , soit une suite de Cauchy pour ¢(B,B') .



- 29 -

Alors, les espaces de Sidon se révelent étre les espaces ayant la propriété

de Schur

DEFINITION 16. Un espace de Banach B a la propriété de Schur si toute suite

convergente pour o(B,B') est convergente en norme.

F. Lust-Piquard (197 ]) montre aussi que le produit tensoriel injectif d'un
espace de Banach faiblement séquentiellement complet et d'un espace de Banach ayant
la propriété de Schur est faiblement sequentiellement complet (c'est-a-dire, toute suite
de Cauchy de B pour o¢(B,B') converge vers un élément de B pour o(B,B')).

On connaissait peu d'espaces ayant la propriété de Schur, un exemple important
est dii & F. Lust-Piquard ({113]et [117]) : si E est un compact dénombrable dans un
groupe abélien localement compact G , 1'espace PM(E) -transformé de Fourier de
CE(T) ,ou I' estledualde G et T le compactifié de Bohr de I') a la propriété de

Schur.

Les ensembles de premiére espece et la condition diophantienne déja utilisée par
R.C. Blei [95] sont liés a ce résultat; pour pouvoir expliciter leut utilisation, nous

nous plagons dans un cadre général. Enumérons quelques résultats de [117]

(i) Soient G un groupe abélien métrisable et compact, I' sondualet Ec I'.

Si CE(G) est de premiére espéce, CE(G) a la propriété de Schur (lemme 2) .

(ii) Soit E un compact dénombrable ayant un seul point d'accumulation dans un

groupe G abélien localement compact. Soit Gp E le groupe discret engendré par E
AN AN

dans G, notons GpE son dual. Alors,. CE(Gp E) est de premiére espece ([117],

Théoréme 2.a et [95]).

Remarque. L'expression "CE(G) est de premiére espéce" signifie que le sous-ensemble
E dudual I" discret du groupe compact G est de premiere espece, c'est-a-dire :
il existe C > 0O tel que pour tout compact d'intérieur non vide, il existe une partie finie

1 <<
F de E telle que pour toute fonction f € CEIF(G) , HfHC(G) < C xsg% |£(x) |
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(iii) Soient G un groupe compact, I' sondual et Ec I'. Supposons qu'il existe
un homomorphisme injectif h de I' dans un groupe abélien localement compact H tel
que h(E) soit inclus dans un sous-ensemble compact et dénombrable de H . Alors,
CE(G) a la propriété de Schur et est égal a LS (G) , c'est-a-dire, E est un ensemble

de Rosenthal (Théoréeme 3).

Le dernier résultat généralise [95] et permet de donner des exemples dans Z ,
qui incluent 1'exemple original de H.P. Rosenthal ([35], [95], [117])) : soit

une suite d'entiers positifs telle que dk |d pour k= 1; soit Ac Z telle

k+1
que pour tout k=1, AN (A ﬂde) est fini ; alors, C/\(T) = Lzo(T) et cet espace a

(=4

la propriété de Schur.

On démontre dans [ 117] les réciproques suivantes des résultats précédents :

(iv) Si E est un ensemble compact métrisable dans un groupe abélien localement
compact tel qué PM(E) a la propriété de Schur, 1'ensemble E est dénombrable

(Proposition 3.a) .

(v) Soient G un groupe abélien compact ‘métrisable et A une partie de son dual.
Si LE(G) a la propriété de Schur, alors LE(G) = CE(G) (Proposition 3b, voir

aussi [102]).

A notre connaissance, les questions suivantes, liées aux résultats précédents,

sont ouvertes.

QUESTION 9. Si Ec Z et CE(T) a la propriété de Schur, est-ce que

Cp(T) = LE(T) ?

QUESTION 10. Si EcC Z est un ensemble de Rosenthal, est-ce que CE(T)

a la propriété de Schur ?

QUESTION 11. Si CE(T) ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe a

c, CE(T) a-t-il la propriété de Schur ?

La question suivante avait été pqsée par A. Pelczynski : si CE(T) ne contient
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pas de sous-espace fermé isomorphe a Cy o est-ce que CE(T) contient C(£) , ol &
est un ensemble de Cantor ? J. Bourgain [144 ] vient de répondre négativement 2

‘cette question.

F. Lust-Piquard relie d'autres propriétés géométriques des espaces CE(T) et

| L;EI(T) aux propriétés harmoniques de E [102] : les égalités CE(T) = LOEO(T) et

LI‘E(T) = ME(T) (E- ensemble de Riesz) caractérisent les sous-espaces invariants de
C(T) et L1(T) , respectivement, qui ont la propriété de Radon-Nikodym (théorémes 1
et2); si CE(T) ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe a €y 2 alors E

est un ensemble de Riesz. ([102] , Théoréme 4a’', qui généralise le fait que tout ensemble

de Rosenthal est un ensemble de Riesz [89]).

Un dernier résultat de [117], démontré uniquement dans le cas du groupe T ,
a trait aux compacts associéds : si E est une suite d'entiers telle que, pour k=1,
1'espace CkE(T) (KE=E+...+E kifois) ne contient pas de sous-espace fermé

isomorphe a c, , alorsla densité harmonique de E est nulle (Théoréme 4).

L'extension de ce résultat & T" n'est pas triviale. On l'obtient dans [101]
([141], version détaillée), en'y remplacant 1'ensemble kE , E = {).3. ,j=1}, par

I'ensemble plus mince : E"', = A, +A o oe.ee FAL i > e >,
ep K { 31 32 Jk ] .]1 ‘]k}

Cette généralisation ([101], Théoréme 1) utilise un résultat nouveau sur les compacts
associés : sous certaines hypotheses, quitte a les "élargir" un peu, on peut leur enlever

" un voisinage d'un sous-groupe (Lemme 2 de [101]).

La démonstration du théoréme 1 peut &tre adaptée pour fournir le résultat

suivant ({1017, [141], Théoréme 2) : si E = (Aj) est une suite dissociée de Z"

1

={TXx. TA. , j,>ji,=1} aune densité harmonique nulle. La méthode
2 31 i, 1 2

employée ne permet apparemmént pas d'obtenir le résultat pour k > 2 et d'autres

1'ensemble E

groupes que ™.

QUESTION 12. Soit E = (;3&3.)3?_1 une suite dissociée d'un groupe abélien discret
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' . Quelle est la densité harmonique de 1'ensemble Ek ={z Aj PP W

?
k},k>1.

. . >
J 1 > 32 > ..
On rappelle que CE (T) alapropriété de Schur. Les questions suivantes sont
k

plus ambitieuses que 12.

QUESTION 13. Soit Ec Z . Si CE(T) a la propriété de Schur, est-ce-que

la densité harmonique de E est nulle ? Que peut-on dire de la réciproque ?

QUESTION 14. Déterminer des conditions arithmétiques nécessaires et suffi-
santes sur Ec Z (E n'étant pas un ensemble de Sidon) pour que CE(T) ait la

propriété de Schur.

On sait que si C_(T) ne contient pas de sous—-espace fermé isomorphe a Co 0

gl

alors la densité supérieure de répartition de E est nulle ([125] , Théoréme 3).

8. LES ENSEMBLES DE SIDON A PARTIR DE 1976.

Cette période est marquée par les travaux de G. Pisier sur les processus
gaussiens, les conditions d'entropie méirique lides aux séries de Fourier aléatoires

presque siirement continues et leurs applications a 1' analyse harmonique.

La date choisie pour reprendre 1'histoire des ensembles de Sidon est lide a la

question suivante, posée par G. Pisier.

Si A est un ensemble de Sidon d'entiers, la transformation de Fourier f+ £
établit un isomorphisme entre les espaces de Banach C A (T) et ¢ 1(1\) . Méis, stil
existe un isomorphisme de C, (T) sur ET(A), qui n'est pas a priori 1'isomorphisme
naturel, A est-il un ensemble de Sidon 7

1

On rappelle que ¢' = 81(]1\1)

et el(n) = {e=(ctr)), ¢y € ch, llelly = = fet)l <=}
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N.Th. Varapoulos [100] a donné le premier une réponse positive a la question
précédente. On trouve ensuite dans [120] une preuve plus directe, dans [109]
une premiére généralisation et dans [ 1447 une deuxiéme généralisation. Pour énoncer

la premiére généralisation, nous rappelons la notion de cotype.

DEFINITION 17. Notons € = {~1,1}V, e : @ = {-1,1} la nidme fonction

n
coordonnée (ou néme fonction de Rademacher) et IP la probabilité uniforme sur £ .
Uﬁ espace de Banach X est de cotype q =2 s'il existe une constante C ‘telle que

pour toute suite finie x TREREE d'éléments de X, ona :

(2 DY < cC Il 5 exliap)’/
=i=n 1<isn

On pourra consulter [99] pour les différents aspects de cette notion et ses
rélations avec le type et les propriétés purement géométriques de 1'espace X .

1

L'espaceV ¢' acotype 2, etle résultat établi dans [100] admet la générali~

sation suivante :- A est un ensemble de Sidon de. Z si et seulement si C-A(T) a

cotype 2 [109] .

Par contre, la question proche suivante, posée par G. Pisier, est toujours

ouverte.
QUESTION 15 . Si C A (T) aun cotype q>»2, A est-il un ensemble de Sidon ?

Tout récemment, J. Bourgain [144] a démoniré que s'il existe k tel que A

soit contenu dans la somme de k ensembles dissociés, alors la réponse est positive.
Rappelons 1! affaiblissemeht suivant de la notion de cotype 2 .

DEFINITION 18. Un éspace de Banach a la propriété d'Orlicz si, pour toute

suite (xn) d'éléments de X telleque T Fx n converge pour tout choix des signes

=1 n=1
¥ ona I HXn”2 <o,
n21
Un espace de Banach de cotype 2 a la propriété d'Orlicz et la récip.oque n'est

pas connue ([99], p. 70). Mais dans le cas particulier des espaces C A(T) , la

réciproque vient d'étre établie par J. Bourgain [144] : si C A(T) ala propriété
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d'Orlicz, A estun ensemble de Sidon.

On trouve aussi dans [[109] une démonstration d'un théoréme antérieur de
D. Rider [94] , qui va se réveler fondamental parla suite : il s'agit d'une caracté-
risation des ensembles de Sidon par des propriétés des séries de Fourier aléatoires
a spectre dans 1'ensemble considéré. D. Rider avait utilisé des variables aléatoires
de Steinhaus (la suite des fonctions coordonnées dans TN) . G. Pisier utilise les
fonctions de Rademacher et pour la question relative au cotype fait appel aux variables

aléatoires gaussiennes [40] .

L'entrde en scéne des séries aléatoires gaussiennes entraine la solution du
probléme reliant les ensembles de Sidon aux ensembles A(p) , que nous abordons

maintenant.

DEFINITION 19. Soit p >0 un nombre réel. L'ensemble A d'entiers est un
ensemble A(p) s'il existe s <p et une constante Kp s telle que, pour tout polynéme
b

trigonométrique P a spectre dans A, on ait :

Pl = x, g IPlg -

W. Rudin [18] avait montré que si A est un ensemble de Sidon, il existe
K >0 telle que A soit un ensemble A{p) pour tout p et Kp = KVp pour p>2.

La réciproque n'était connue que dans le cas particulier ot T est remplacé par le

groupe (Z(n))]N (n premier) ; dans ce cas, elle résulte immédiatement de [32] .

G. Pisier démontre que la réciproque est vraie pour tout ensemble de Sidon
discret ou topologique ([110], [111]) . La démonstration va &tre conséquence du
théoréme de Rider [94] et de la minoration due & X. Fernique des processus gaussiens

a trajectoires bornées ([88] , p. 84).

Ensuite, G. Pisier [112] étudie de plus pres 1'espace CpS(T) des séries de
Fourier aléatoires gaussiennes presque sirement continues a 1'aide du théoréme de
Dudley-Fernique, caractérise son dual et retrouve comme application le résultat

précédent.
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DEFINITION 19. Soit (gn nez une famille de variables aléatoires gaussiennes
centrées, indépendantes et normalisées de sorte que IE |g n‘z =1 pour n=1 ..0n note

nth reste

C_(T) 1'espace des fonctions f de LZ(T) telles que E|| = g f(n)e"
ps neA
borné quand A décrit 1'ensemble des parties finies de Z . On munit cet espace de la

ity AcZ,A tini} .

= iy i
norme‘ : HprS = sup {IE HnéaAgnf(n)e

Cps(T) muni de cette norme est un espace de Banach. Pour identifier son dual,

nous rappelons la définition des espaées d'Orlicz.

Soit @: ]R+ a4 ]R+ une fonction croissante, convexe et nulle a 1'origine. La

fonction @ définit un espace d'Orlicz, noté LQ(T) , formé des fonctions mesurables

@(lf—(cﬂldt<oo .

f: T~ € pour lesquelles il existe ¢ >0 tel que S
T

On peut munir L‘i’ (T) de la norme
Ity = int {c>0 1ST¢U?§1U < ®(1))

Dans toute la suite, soient 1<p<2<q<® et p"1 + q"1 =1 . Posons

4o =exp Ix|%- 1 et @ (x) = Ix|(1+ Log(1+ 1)1/
L'espace d'Orlicz L‘pq(T)‘ s'identifie au dual de 1'espace L 4T) [19] .

Notons M 1'espace des opérateurs bornés de Lz(’I‘) dans L‘Pq(T) qui

2,¥
. q ‘
commutent avec les translations de T , muni de sa norme naturelle. On peut construire

un prédual de M, . , noté A, ., de la facon suivante [61] : c'est l'espace
"pq 2"pq .
formé des fonctions f de LZ(T) delaforme £f = £ h_xk , avec h_ € LZ(T) ,
o | nz1 0 no
k €L YT), et T |hll, k]l <o, munidelanorme
n ! n=q B 2" n Pq ’
£l =int{Z [, Ikl 1},
7 2,¢q =1 B 2" n ‘Pq

ou l'infimum porte sur toutes les représentations possibles de f .
G. Pisier traite dans [112] lecasou q=2: il monire que C;ﬁs(T) s'identifie

a A | et sondual a M ;
2:592 : 2;4)2 o

Lecasoll 1<p<2 esttraitédans [123] : A est un ensemble de Sidon si et
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seulement si la transformée de Fourier est bornée de ¢P(A) dans qu(T) . La
démonstration de ce résultat conduit a d'autres conditions équivalentes qui en particulier
montrent que dans les inégalités qui caractérisent les ensembles de Sidon, il suffit de
considérer des polyndmes trigonométriques qui ont des coefficients ¥ 1 (Théoréme 2.3
de [123] ).v Ce fait est fondamental pour les progres accomplis sur les caractérisations

arithmétiques des ensembles de Sidon détaillés au §6.

Dans [137], G. Pisier résume des résultats nouveaux sur les caractérisations
des éléments de Cps(T) par des conditions d'entropie métrique, et énonce des généra-
lisations & des processus aléatoires plus généraux que les processus gaussiens.
Ensuite, il en donne des applications aux ensembles de Sidon. On y trouve des démons-
trations différentes de quelques énoncés de [123] et des raffinements des conditions de
[123] ainsi que les caractérisations arithmétiques des ensembles de Sidon les plus

récentes signaldes au §6 ([134] , Théorémes 2.6 et 2.11).

Pour que le lecteur puisse juger du pas franchi depuis 1'établissement des condi-
tions équivalentes définissant les ensembles de Sidon (§4, conditions (a) a (e)), nous

résumons ici les principaux résultats de [112], [123] et [134] .

Soit A € Z . Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) A est un ensemble de Sidon.

(b") 11 existe une constante C telle que, pour toute partie finie A de A

I 2 &™), = c/lal
q

n€A
(c') Il existe p, 1<p<2, etune constante Cp telle que, pour toute partie
finie A de A : || = e1“X||w < C iA\VP
n€A q

(d') Il existe 8§ >0 et une constante C tels que toute partie finie A de A contienne

une sous-partie B vérifiant |B| = 6 |A| et dont la constante de Sidon est < C .

(e') Il existe 6§ >0 et p, 1<p <2 tels que, pour toute partie finie A de A,

ona :
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Bz e ™ = slal"P
n€A
(o (en)n?. | est la suite de fonctions de Rademacher) .

(f) Il existe & >0 tel que, pour toute partie finie A de A, ona :

E| enemxn > &la| .
n€A

(g) (si O£ A) Il existe un nombre 6 <1 tel que, pour toute partie finie A de A,
ona: 2m . ‘
'%TTS 0 (14+cosmydx < 22181
‘ 0 n€EA

(n) (si O£ A) Il existe un nombre 8 <1 tel que, pour toute partie finie A de A,

-ona o y
T L R_(A,0) < LAl

o<s<|A| 25
(i) Il existe des nombres &« <1 et 8 >0 tels que, pour toute partie finie A de

A, ona :

m{x€T |linf Re(@™)>a} < 27F Al
n€A

Revenons a l'article [112), ou G.Pisier introduit une nouvelle classe d'ensem-

bles lacunaires lids 2 1'espace Cp s (m .

DEFINITION 20. L'ensemble A € Z est stationnaire si C A (T < Cps'(T) .
A

D'aprés les travaux de M. Marcus et G. Pisier [124], une série aldatoire
gaussienne est presque siirement continue si et seulement si la série de Fourier aléa-
toire de Rademacher associée est p.s. continue. A,lors, les ensembles A station-
naires sont caractérisés par la propriété suivante : si f Ek Li (G) et s'il existe un
e;’mt

choix de signes €, = 1 tel que la série ? enf (n) est la série de Fourier d'une

nea
fonction continue sur T , alors en fait presque tout choix de signes en =*1 ala

méme propriété.

Un ensemble stationnaire ne contient pas de progressions arithmétiques arbitrai-
rement longues ([ 112] , Proposition 6.1). Si A est un ensemble de Sidon de Z , pour

tout entier N=1, l'ensemble AN est un ensemble stationnaire de ZN .
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Ce résultat a été généralisé par J. Bourgain [132] : le produit de deux ensembles
stationnaires est stationnaire si et seulement si 1'un d'eux est fini ou s'ils sont tous

les deux des ensembles A(2) (définition 19).

Les exemples connus d'ensembles stationnaires sont essentiellement les ensembles
de Sidon, les ensembles Ek définis par (11) et leurs produits. Le probléme suivant

est ouvert.

QUESTION 16. Si A ¢ Z est un ensemble stationnaire, existe-til p =1

tel que A soit un ensemble A(p) ?

Pour conclure, nous allons suivre les prolongements en géométrie des espac:és de

Banach d'un résultat de [123] .

G. Pisier ([123], Théoréme 7.1) donne 1'estimation suivante du cardinal des
sous-ensembles de Sidon d'une partie finie A de £ . Soit

= e (w) einxllcodw .

S{-1,+1}A nea 1

Alors, il existe B< A tel que |B| = omz n"1 , et la constante de Sidon de B est

< C (&x et C sont des constantesnumériques).

Remarqguons que ce résultat signifie que tout sous-espace invariant par transla-
tion de dimension finie C A(T) de C(T) contient un sous-espace invariant CB(T)
de dimension = cxuz IAl_1 et dont la distance de Banach-Mazur a 81“3{ est < C.
1_
0
espaces de Banach E et F est: d(E,F) = inf {||T] It Y, T:E-F isomorphisme} .

Rappelons que ¢ 2 1({1, ...,n}) et que la distance de Banch~Mazur de deux

Ensuite, V.D. Milman [ 1327 montre qu'une propriété analogue est valable pour
des fonctions f1 yose ’fn a valeurs dans {-1,+1} déﬁnies sur un ensemble S ; dans
ce cas, pour tout 0<8 <1, ontrouve Bc {1,...,n} tel que |B|> ;3;/,2(4nlogn)_1 ,
le sous-espace vectoriel réel engendré par {fj, j€ B} étant isométrique a 81‘8 |- La

démonstration de V.D. Milman s'appuie sur un lemme combinatoire de N. Sauer [75] .
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Le résultat est alors étendu a des espaces de Banach réels par J. Elton [135]
sous la forme suivante : soit 0 <6 < 1_ ; il existe deux constantes C>0 et ¢ >0 ne
dépendant que de & telles que, pour tout espace de Banach réel B et toute suite
{e1, .. .en} c B telle que HeiH <1 pour 1<i<n et

S I = e(w)einxll dw =2 6n ,
{=1,111  1<i<n ®

alors il existe une partie B< {1,...,n} telleque |B| = cn, etle sous-espace
vectoriel engendré par {ei, i € B} soit a distance < C de 21\13\ . Dans le cadre
du résultat précédent [132], J. Elton monire qu'on peut obtenir B tel que

|IB| = B /.4,2 (n log %l )-1 , le sous-espace vectoriel réel engendré par {f.'i , j€B}

étant isométrique a ¢ 1\B\ .

Récemment, ces résultats ont été prolongés dans deux directions. D'une part,
A. Pajor [140] étend au cas complexe le théoréme de J. Elton, & 1'aide d'un nouveau
lemme combinatoire de "type Sauer". D'autre part, G. Pisier [143] amdliore les
estimations précédentes de V.D. Milman et J. Elton en montrant que 1'on peut prendre

2 -1

|B| =2 ap“n” ', & constante numérique, en utilisant les classes de Vapnik-

Cervonenkis [60] .

L'ensemble de ces résultats illustre bien 1'intérét que présente 1'étude simul~-
tanée des problémes concernant les ensembles lacunaires et ceux de la géométrie des

espaces de Banach.

9. QUELQUES TRAVAUX PARALLELES.

Nous regroupons ici quelques résultats qui n'ont pas trouvé leur place dans le
texte. Le foisonnement et la richesse d'informations sont tels que bien des résultats
nous échapperons. De plus, nous avons pris le parti de nous limiter exclusivement aux
ensembles de Sidon, les compacts associés et les travaux qui lui sont directement liés.

C'est ainsi que nous n'avons pas cité les ensembles d‘ebHelson, qui sont pourtant les
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analogues compacts des ensembles de Sidon, et bien d'autres sujets importants. En
voulant couvrir une large période sur un sujet précis, nous apportons peut-&tre un

point de vue tres limité sur ce qu'a été cette période : nous nous en excusons.

A. SUR LES ENSEMBLES DE SIDON ET LES COMPACTS ASSOCIES.

L'étude de la constante de Sidon des groupes ou ensembles finis est développée

dans [115], [127] et [128] .

11 est connu qu'une des définitions de la suite des fonctions de Rademacher est
rn(t) =sgn (sin2™) (nz1, teT), etquele sous-espace de C(T) engendré par

1

{rn, n=1} estisomorphea ¢' . J. Bourgain [142] établit la propriété analogue

pour tout ensemble de Sidon d'un groupe discret.

Une caractérisation des ensembles de Sidon contenus dans la somme de deux
ensembles dissociés disjoints se trouve dans [45] . Cet article reprend dans le cas

discret les résultats fondamentaux sur les algébres tensorielles [33].

Autres résultats : [92], [108), [116], [121], [122], [126] .

B. SUR LES ENSEMBLES A(p) .

R.C. Blu [103] a étudié des propriétés d'interpolation d'ensembles lacunaires,
en particulier des ensembles /(2) et leurs applications a la géométrie des espaces -
de Banach.

R.C. Blu [118] construit des ensembles A(p) dont la constante Kp, 5
(détinition 10) est O(pa) et non O(Da—e) pour tout € >0, lorsque a € [.;., 4)

Voir aussi [130] et [137]

C. SUR LES ENSEMBLES p-SIDON.

Soient Ec Z et 1=p<2. L'ensemble E est p-Sidon s'il existe une
a ollX

constante C ‘telle que, pour tout polyndme trigonométrique P(x) = EE "
nep

, ona
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(19) ©la P < clPl,

Pour p =1, on retrouve la définition des ensembles de Sidon. Les exemples connus
sont essentiellement les mémes que pour les ensembles A(p) . Les premiers résultats

sur les ensembles p-Sidon se trouvent dans [74], [90] , [91 _l , [104_]', [106J .
Autres résultats : [112] (corollaire 6.1), [118], [130] .

J. Bourgain [144] montre que si l'on a (19) avec au second membre HPHps

a la place de ||P|| et si 1<p<4/3, alorsil existe p' <2 tel que E soit

oo ?

p'-Sidon.

D. LIVRES.

Plusieurs livres abordent la théorie des ensembles de Sidon ou des compacts

associés. Nous précisons pour certains d'entre eux 1'aspect traité.

[21] Chapitre V, 5.7, Ensembles de Sidon (1'ensemble des résultats connus vers
1960 dans le cadre des groupes abéliens compacts, a 1'exception de la condition
des mailles).

[24] Chapitre 10, Zéros de fonctions & séries de Fourier rares ou lacunaires
(théorie L2 des compacts associés).

[36] Chapitre 15, Séries de Fourier lacunaires (une introduction assez compléte
a la théorie des ensembles de Sidon d'entiers et leurs applications).

[40] Chapitre VI, §3 (la condition des mailles).

[41] Chapitre V, Series lacunaires et classes quasi-analytiques (quelques propriétés
des fonctions sur le cercle a spectre dans une suite lacunaire de Hadamard) .

(54] Chapitre X, Séries lacunaires (ensembles de Sidon d'entiers, densité et
intervalles associds a une suite d'entiers).

(557 Chapitre IX, section 37, Lacunarité dans les groupes compacts (une étude
assez compléte dans un cadre général non abélien).

[62] Chapitres V et VI, Ensembles de Sidon et méthodes combinatoires (quelques

propriétés des ensembles de Sidon d'un groupe discret et ensembles de
V~Sidon d'un produit) .

[77] Chapitre VI.A, Ensembles de Sidon topologiques de nombres réels (densité
harmonique et propriétés d'élargissement). ‘

[98] Présente un panorama complet du sujet jusqu'en 1975 dans le cadre des groupes
abéliens compacts. :
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[119] Les ensembles de Sidon interviennent dans plusieurs des problemes traités.

[124] Chapitre VI (1'étude de 1'espace Cps(G) , G groupe compact (non abélien)
et applications aux ensembles de Sidon).

10. LISTE RECAPITULATIVE DES QUESTIONS OUVERTES.

QUESTION 1. Si les suites réelles A, et A, possedent des compacts associés et

1
est réguliere, est-ce que A1 U A2 possede un compact associé ?  Si oui,

A1UA2

a-t-on dh(./\1 U AZ)S dh(A1) +dh(A2) ? (§2)

QUESTION 2. Si A est un ensemble de Sidon de R, quelles sont les propriétés
de 1'adhérence 1N de A dans le compactifié de Bohr de R ? 1} a-t-elle mesure

nulle ? Peut-on avoir A=1R 7 (§4)

QUESTION 3. Tout ensemble de Sidon est~il réunion finie d'ensembles quasi-

indépendants ? (§ 6)

QUESTION 4. Un ensemble d'entiers satisfaisant & la condition des mailles est-il

un ensemble de Sidon ? (§ 6)

. . . . 2
1 -
QUESTION 5. Si (nj)j>1 est une suite de Sidon d'entiers, (n:i )j>1 est-elle une |

suite de Sidon ? (§ 6)

QUESTION 6. Si A estun ensemble quasi-indépendant d'entiers, A est-il réunion

finie d'ensembles dissociés ? (§ 6)

QUESTION 7. La réunion de deux ensembles d'entiers admettant des partitions

pour la norme uniforme admet-elle une partition pour la norme uniforme ? (§ 7)

QUESTION 8_. Quelle est la densité harmonique d'un ensemble d'!entiers admettant

une partition pour la narme uniforme ? (§ 7)
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QUESTION 9. Si EcZ et CE(T) a la propriété de Schur, est-ce que -

CL(T) =LL(T) 2 (§7)

QUESTION 10. Si E < Z est un ensemble de Rosenthal, est-ce que CE(T) ala

propriété de Schur ? (§ 7)

QUESTION 11. Si CE(T) ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe a C, s

CE(T) a-t-il la propriété de Schur ? (§ 7)

QUESTION 12. Soit E = (Aj) pq une suite dissociée d'un groupe abélien discret I'.

Quelle est la densité harmonique de 1'ensemble

- + + N + + . . . .
{_xj b YR S B W 31>.]2>...>Jk}

E
k 1 92 Jg o

pour k>1 7?2 (§7)

QUESTION 13. Soit Ec Z . Si CE(T) a la propriété de Schur, est-ce que la

densité harmonique de E est nulle ? Que peut-on dire de la réciproque ? (§ 7)

QUESTION 14. Déterminer des conditions arithmétiques nécessaires et suffisantes

sur Ec Z (E n'étant pas un ensemble de Sidon) pour que CE(T) ait la propriété de

Schur. (§ 7)

QUESTION 15. Si C A (T) auncotype q> 2, A est-il un ensemble de Sidon ? (§ 8)

QUESTION 16. Si A © Z est un ensemble stationnaire, existe~t-il p = 1 tel que

A soit un ensemble A(p) ? (§ 8)

On trouvera d'autres listes de questions dans les références suivantes :

(98] Page 171. La question 3 a été résolue affirmativement par G. Pisier [110]
(voir § 8). La question 6 a été résolue affirmativement par J. Bourgain [136]
(voir ]§ 6). La question 1 peut é&tre remplacee par la question 4 ci-dessus
([134] , voir § 6). Des éléments de réponse & 4 se trouvent dans [136] .

[119] Chapitre 13.

[123] Paragraphe 8 (la réponse a 8.3 est donnée dans [134]) .
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