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Exposé no. 1 

Myriam Déchamps, Françoise Piquard, 
Hervé Queffelec 

ESTIMATIONS LOCALES DE SOMMES D'EXPONENTIELLES 

Résumé. 

1982-1983 

<X(a) = inf sup 
e:>O ScZ 

S fini 

Nous déterminons pour tout a E:]-1r, 1r] la valeur de 

sa+e: 1 :r einx /2 ~ 
a- e: nE:S où / S / désigne le cardinal de S. 

ls 1 
Nous montrons que <X* = inf <X(a) = sup 

--rr<a<1r x>o 

. 2 
srn x 
-- =0,23 .... 

1TX 
et que cx(a) = <X* 

pour tout a tel que 
a -
1T 

soit irrationnel ; nous étudions deux autres fonctions 

et y liées de façon naturelle à <X. 

I. Introduction et notations 

B. Saffari nous a indiqué L5] l'inégalité suivante de J. M. Ash [1]. Il 
existe une constante C > 0 telle que pour tout intervalle I contenu dans ]-1r, 1r], 

on ait : 

(1) sup 1 (' J I: einx J 2 dx 2:: C. 
ScZ iSl jI nE:S 2rr 
S fini 

L'existence de C est démontrée dans [1] d'abord en utilisant un théorème 

d'extension de multiplicateurs, ensuite par une méthode constructive mais qui en donne 

une minoration assez mauvaise. Dans [5] , B. Saffari a montré qu'on a l'encadrement 

· 2 1 1 
0 23 - sin x < * < - O 25 t ·1 · t ' * , .•.. - sup -- -- <X --" 4- - , e 1 a conJec ure que <X = 

4
- ; nous 

x>O 1TX 

montrerons d'une part que <X*= 0,2306.... (théorème 4.1), d'autre part que l'étude 

de <X est parallèle à celle de deux autres fonctions f3 et y ayant 
1 
4 pour 
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minimum (proposition 2. 1 et théorème 3. 1). Nous aurons besoin des notations suivantes. 

Soit T le cercle unité { z€C/ 1 z J =1}, identifié à R/27TZ via t •eit, 

muni de sa mesure de Haar normalisée dt dm(t) = 277 ( dt étant la mesure de Lebesgue 

de ]-77, aj ). 
Soit M(T) l'espace des mesures complexes régulières et bornées sur T. 

(Nos notations sont en général celles de Gt-J ) . Si µ €M(T), soit 

µ. :n€Z~µ(n)=S e-intdµ(t). 
T 

T. 

Notons a' l'espace vectoriel complexe des polynômes trigonométriques sur 

Si a€T et E >o, on pose successivement 

ex(a, E) = sup 
PE:!P 
P2=P 

,a+E I j 2 
j P(t) dm(t) 

a-E s / P(t) / 2 dm(t) 
T 

a+E 
1 s / P(t) 2 dm(t) 

( ) a-E 
(3 a, E = sup ......,...-.... -~.----

p€ fP s / P(t) / 2 dm(t) 
P2:0 T 

a+E s Q(t) dm(t) 

( ) a-E 
y a,E = sup ------

QE:fP s Q(t) dm(t) 
Q2:0 T 
ô2:o 

Nous montrons que 

ex( a ) = inf ex( a , E) 
E>O 

f?(a) = inf f3(a, E) 
E>O 

y (a) = inf y ( a , E) 
E>O 

ex* = inf ex(a) 
a€T 

/3* = inf 
a€T 

* . f Y = rn 
a€T 

,8 (a) 

y(a). 

si bien que 1 
4 apparaît comme valeur 

critique pour les fonctions (3 et y, mais pas pour la fonction ex. On verra que 

les valeurs ex(a), (3(a), y(a) dépendent de façon essentielle de Gp [a], 

sous-groupe de T engendré par a. 

Notons enfin 

D (t) = I: eint 
N ln\:S:N 

(noyau de Dirichlet d'ordre N) 

F (t) = !: (1 _ l,d) eint 
N I nj:S:N N 

(noyau de Féjer d' ordre N) 
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1 t l 
~s(t) = Max(1 - T' 0) si 

support Gb, ~ dans T). 

-1T < t ~ 1T , 0 < b < 1T 

Pour tout € > o, on a 

Si bE:T, S'b désigne la masse de Dirac au point a. 

Q désigne l'ensemble des nombres rationnels. 

La remarque suivante nous sera utile. 

(Fonction triangle de 

Les fonctions a: , f3 , y sont paires, semi-continues supérieurement ( ) 

et a:(a)::; f3(a) :s: y(a) pour tout a de T. 

(Soit aE:T et 

bE:T et I b-a J :S: 2 , 
S > 0 ; il existe e: > 0 tel que a:(a, e:)::; a:(a) + b. Si 

[b - 2 , b + ;J c Gi-e: , a+e:] et on a alors successivement 

a:(b) :s; a:(b , 2) :s; a:(a, e:) ::; a:(a) + S, ce qui prouve que a: est s. -c. s. ; idem pour 

f3 et y). 

Dans toute la suite, nous poserons 

(2) E = { aE:T/aE:Gp [2a]} u{ 1r} = {a= 2p g avec (p,q) = 1 et q impair} u{ 1T} 

où (p, q) désigne comme d'habitude le p. g. c. d. des entiers p et q. 

Nous rassemblons ci-dessous les principaux résultats obtenus sur les fonctions 

a: , f3 , y ; les démonstrations utilisent entre autres des raffinements des méthodes de 

B. Saffari ( [5]) et de J.-P. Kahane ( GJ ). 
i) Si ~ (/, Q 

1T 

1 . 2 
<X(a) = a:* = sup -rr sm x = 0,2306 .... 

x>O x 

1T 
ii) Si a = 2p -q 

1 i-1 

a:(a) = 
2 

sup 
€.=E. 

0 

J J q 

2i11l 
q 12 E.e 

J 

q-1 
I: e:. 
0 J 

= 
. 2 / sm r 77 q 

. 2 1T 
r q sm q 



iii) lim cx(2 g) = cx*. 
q+oo 
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Si a i E, on a : f3(a) = y(a) = /3* = y* = }. 

iv) cx(O) = 1 ; cx(1r) = J ; cx(~) = cx(j) = { 

( 1/') 1 (27T) 3+ V5 · 
(X 2 3 = 3 ' (X) = 2() = 0,26 .... 

Nous étudions respectivement (par ordre de complexité croissante) les fonctions 

y , fJ , cx dans les paragraphes 2 , 3 , 4 • 

II. Etude de y 

Nous utiliserons le lemme suivant (cf. /5] ). 

A 
A 

LEMME 2. 1. Soit KE:L \T), QE:fP 

pour tout t 1€T 

tels que K ~ 0 et Q ~ 0. 

j s K(t+t 1) Q(t) dm(t) 1 :S: s K(t) Q(t) dm(t). 
T T 

Preuve. 

1 
\ 1 1 -int1 A I A A 

j K(t+t
1 
)Q(t)dm(t) = ~ e K(-n) Ô(n) :s: ~ K(-n) Q(n) 

T n€Z n€Z 

= s K(t) Q(t) dm(t). 
T 

Alors 

THEOREME 2. 1. Soit E comme dans (2). Si ai E, 
1 alors y(a) :s: 4. 

Preuve. Admettons provisoirement que pour tout h > O il existe E = E(h) > 0 

et K € L 
1 (T) ayant les propriétés suivantes : 

i) O :s: K :s: 1 et K ~ O 

ii) Supp K (î (I U -I) = (}5 si I = [a-E , a+EJ 

iii) K(t-a) ~ 1 - h si t € I U -I. 
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Posons alors R = (I U -rf. A 

Si Q € iP , . Q? O et Q ~ O. On a, d'après les 

propriétés de K et le lemme 2 . 1 : 

(1-h) s Q dm:::; s K(t-a) Q(t)dm(t):::; s K(t-a) Q(t) dm(t) 
u~ u~ T 

:::; s K Q dm = s K Q dm :5 s Q dm. 
T R R 

Alors, vu la parité de Q 

s Q dm= s Q dm+ s Q dm~ (2-h) s Q dm= (4 - 2h) s Q dm. 
T U-I R U-I I 

D'où y(a, E)::::: 4_bh et donc y(a) :5 ~ puisque h est arbitraire. 

Reste à prouver 1' existence d' une fonction K vérifiant i), ii), iii) ; on 

prendra K sous la forme µ * .ô.S', où µ 

µ, portée par Gp IJa] ; si a € 277Q \ E, 

est une mesure positive, ainsi que 

on posera avec 

(p, 2q 1) = 1. Et alors : 
- q1-1 

on prend µ = q1 (mesure de Haar de Gp ~a])= k~ S'2ka 

d ~ F (k),::-- ou' N t t· > 2 
on pren µ = ..., N o2ka' es un en 1er - fi: 

lkl:5N 

si n~q 1Z 

Dans le premier cas Ît(n)- r (:' 

q1 si nE:q1Z. 

Dans le deuxième cas µ {n) = FN(-2na). ·)na donc bien µ ? 0, µ ? O. 

Soit alors 'iS > 0 tel que les intervalles Ga-a' , ja+b] soient deux à deux disjoints 

si j est tel que 

ja € supp µ U (a+ supp µ). 

Soit enfin E > O tel que E < S et (1 - ~ )(1 - ~)? 1-h. En définitive, on a : 
b 

qL1 
K(t) = z; l\b(t - 2ka) 

k=O 
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Les propriétés i) et ii) de K sont évidentes ; la propriété iii) découle des 

trois relations suivantes : 

As(t)~1-~ si ltl$€ 
5' 

(1 - ~ )(1 - ~) ~ 1 - h. s 
Le graphe de K, par exemple dans le cas ! <t Q, a 1' allure suivante : 

1 

a 2a Ja 4a 

Remarque. Si a = 1T, en prenant K(t) = A1T(t) + ll,,,(t - 1T ), 

D'autre part, pour tout € > 0, on a 
€ 

2 2 

s FN(2t) dm(t) 
lim -€ 

1 donc 
NP s FN(2t) dm(t) = 2 ' 

T 

on montre que 

Si a = 2 j, en prenant K(t) = L\/t), 

3 

on montre que 

comme ci-dessus FN(Jt), on conclut que 

y(2 j) s ; et en considérant 

Ceci montre bien que si 

E ( ) t "t , . ' 1 a€ , y a peu e re super1eur a 4 . 

La proposition suivante se déduit du théorème 3. 1 , mais on en donne une 

preuve directe. 

PROPOSITION 2 . 1 . * 1 1 y = 4 et, si a(,ZE, y(a)= 4. 
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1 y(a) = 1 si a = 0 et 2 si a = 7T. Si 0 < a< 7T, montrons 

que Soit e: < a et I = [a-e: , a+e:] ; posons 

A 

~€ fP, ~ ~ 0, QN ~ 0 et 

~ ~dm 
1
. I 

1
. 1 (' 

1m = 1m 2 j 
N~00 S QN dm N1-oo I 

T 

D'où le résultat. 

III. Etude de (3 

D'après le théorème 2. 1, si aiE, /3(a) :5 y(a) s j• On retrouvera cette 

majoration au paragraphe IV par une autre méthode ; pour la minoration de /3 , on 

utilisera le lemme suivant, analogue discret de 13] , pour lequel on aura besoin de la 

notation suivante ; si aE:T et * q ' E:N , posons 

(*) F( , ) d~f a,q - sup 
e:.~o 
J 

l
qL1 2i1rj/q 1 

12 :E e:. e 
j=0 J 

q{.1 
2 q' :E e:. 

0 J 

Nous avons alors 

(3) 

(4) 

LEMME J. 1. 

i) Si 7T 
a= 2p -, q alors 

q-1 
( ) 

7T 1 + . 7T 2 /3 a ~ F(2 - , q) ~ - ! (cos 2J -) . 
q q j=0 q 

ii) Pour tout aE:T, on a 

Preuve. i) Soient •••• ' € 1 q-
donnés avec 

portée par Gp [a] , de façon à avoir 
A 

µ (j) = t • 
J 

et cherchons 

pour OS:j::;q-1. 
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Cela s'écrit 
q-1 . "k 

"" -lJ a 
L, c e = E. 

k=O k J 
et d'après la formule d' inversion de Fourier sur 

le groupe fini GpGJ 

(5) 
1q- 1 ijka 

c = - I' E. e , 
k q. 0 J J= 

0::; k::; q-1. 

A 

On a alors µ (n)?: 0 pour tout nE:Z, 

part N un entier ?: 1 et posons 

puisque µ est q-périodique ; soit d'autre 

A A A 

PN = µ * DN (Noter que PN = µ .DN?: 0). 

Si 1T 
€ < -, q les intervalles lka-E , ka+EJ sont deux à deux disjoints pour 

0 ::; k ::; q- 1 et on a 

lim 
N.:,oo 

= lim 
N+oo 1 1

2 C'ka+E 1 12 
:E ck j DN(t-ka) dm(t) 

·ka-E 

D'après (5) et le théorème de Plancherel sur 

ceci prouve la première inégalité de (3), car 

inégalité , il suffit de minorer / :E E. e 2i,,, j/ q ) 

Gp [a] , on a t / c k 1
2 = .! t i et 

q J 

Gp Gi] = Gp [2·gJ ; pour la deuxième 

J 
par / t E. cos 2,,,i I et de prendre 

J q 

E. = cos+ 21ri où l'on pose comme d'habitude, pour xE:R: x+ = x si x?: O, 
J q 

X+= Û Si X< Û • 

ii) Soit d I abord a tel que ~ (l Q ; 
p 

il existe une suite (-2:!) de 
qn 

rationnels telle que 

et d' après (3) 

pn 
277- ~a et 

qn 
q ~00 

n 

1 ('2 7T 2 1 
= 2-rr j (cos+t) dt= 4 . 

0 

d' après le fait que f3 est s.-c .s. 

Ainsi, /3 (a) ?: 4! si a ri Q • rr ~ , puisque f3 est s. -c. s. , on a 1 f3(a)?: 4 pour tout 

aE:T. On a alors le théorème suivant. 
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THEOREME 3. 1 . 

l·) s· 2 rr 1 a = p -, q 

ii) Si aiE, 

iii) On a donc 

Preuve. i) D'après (3), on a déjà ,:?(a)~ F(2 ij,q). L'inégalité inverse 

sera démontrée au IV . 

ii) et iii) résultent de ( 4) et du théorème 2 . 1 via 1 ' inégalité 8 (a) s y (a). 

En particulier, on voit que si 1T a = 2 p - avec q pair, on a q 

(**) 

1T ) 1 F(2 q , q = 4 . 

IV. Etude de Œ 

Si aE:T et q' E:N*, posons 

def 
E(a ,q') = 2 sup 

E.=E. 
J J 

lq '-1 . . 12 
'"" 1Ja '-' E. e 

j=O J 
q'-1 

q' :E E. 
0 J 

Le lemme technique suivant servtra à donner une expression plus simple de E(~rr, q), 

qui sera utile pour la majoration de Œ. 

2i17 /q { 2 q} LEJ\AME 4. O. Soit q un entier ~ 1 , a = e , A = a, a , ... , a , 

r entier~ 1, et F c A avec = r, posons alors 

ii) · E(2 g,q) = ~ TT 2 sup 
(q srn q) 1:S:r:S:q 

. 2 / sm r 17 q 
r 11/q 

Preuve. Faisons d I abord les deux remarques suivantes. 
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( R 1 ) On peut supposer r s ~ 

(R ) 
2 

1 a + a2 + ... + ar I croît avec r quand 

En effet, si le cas 

et que SA= 0 

est traité et si 

r sm -1T 

q 
r > 2' étant donné que q q-r s 2 

et (R
2

) découle alors du 1 1 

. r 

1 
rj a-1 q 

D'autre part, a+ ... + a = I I = 
a-1 sin 1r/q 

fait que sin x croît sur W , 2] . Cela étant, on va raisonner par récurrence sur 

r, 1 s r s ~ ; supposons le résultat acquis pour I F I s r- 1 et soit F c A avec 

1 F 1 = r. On peut faire l'hypothèse suivante : 

(6) G CF =9 1 SG I s I SF I. 

Car s'il existe G c: F tel que lsG 1 > lsF I et /G 1 = s s r-1, on a d'après 

1' hypothèse de récurrence et (R2 ) 

Si (6) a lieu, 1 SF 1 ~ 1, donc SF -1= 0 ; soit D le diamètre du cercle unité 

perpendiculaire à SF , et D + le demi-plan fermé limité par D qui contient SF. 

F c o+ car s'il existe wE:F, wio+, posons G = F\ {w}, alors: 

et ceci contredit ( 6). Si on a aussi 

du cercle unité joignant b et -b, avec 

(SF et -w faisant un angle aigu) 

+ F C ~ ' où 

et 

~ est un diamètre 

un des demi-plans 

fermés limités par '1. Quitte à faire une rotation dans Gp [a], on peut alors 

supposer : 

{ 
k1 kr} 

F = a , ... , a avec 
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On a alors, vu la décroissance de cos x sur U), 1r] et l' inégalité 

O :5 {j-i) 2 '!! =s; (k.-k.) 2 '!! :5 1T pour 1 :5 i < j :5 r : 
q J 1 q 

lsFl 2 =r+2 I: cos(k.-k.)2'!!:sr+2 r: cos{j-i)2-q
77

=la+a
2

+ ... +ar/
2

• 
1:si<j:Sr J 1 q 1=s;i<j:sr 

D'où i). ii) découle immédiatement de i) et de la relation : 

(7) 

(8) 

LEMME 4. 1. 

2 .1T 4· 77 2 .1T • 17 

1 

1- 1- r1- I sm r -
e q + e q + ... + e q = q 

l·) s· 2 77 
1 a= p -, q on a: 

cx(a) ~ E(2 '!!: , q). 
q 

• 1T smq 

ii) Pour tout aE:T, on a : 

Preuve. i) A 

1 . 2 
cx(a) ~ sup - ~ = 0,2306 ... 

x>O 1T X 

donnés, avec 2 
E. = E., 
J J 

on associe comme 

dans le lemme 3. 1 µ = où les ck sont donnés par (5) ; PN = µ * DN 

vérifie 
A2 A 
P N = P N et le même calcul que précédemment donne : 

lq-1 .. /2 
~ lJa 
'-' E. e 

J 
cx(a) ~ 0 

' 

2 q !: E. 
J 

lq-1 .. /2 
I; E. elJa 
0 J 

= 
q !: E. 

J 

(7) découle alors du fait que Gp G,J = Gp ~
77

]. 

ii) Soit d'abord a tel que i (/. Q ; il existe une suite 
pn 
( q) de rationnels 

n 

telle que 
pn 

21r- --+a et 
qn 

q ~oo. 
n 

D'après le fait que ex est s • -c . s . , d' après 

(7) et le lemme (4.0) : 

Pn 7T 
cx(a) ~ lim a(21r -) ~ lim q ( . 1T )2 n~ n n~oo q srn -

n qn 

sup 
1:sr:sq 

n 

. 2 r 
sm - 1T 

qn 
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1 
. 2 . 2 

sm x sm x = - sup -- = sup ~x = 0, 2306 ..... 
rr o<x< TT x x>0 

Ainsi a(a) ~ 0,2306... pour tout a tel que t (/, Q ; puisque <X est s.-c.s., 

a(a)~0,2306 ... pourtout a€T. 

Le lemme suivant est fondamental pour la détermination de a* ; il joue pour 

la fonction ~ . le rôle que jouait le lemme 2 . 1 pour la fonction Y 

permettre de compléter la preuve du théorème 3 . 1 . 

LEMME 4. 2. Soit a€T et q' un entier ~ 1 alors 

(9) /3(a)s; F(a,q') 

(10) a(a) s; E(a, o' ). 

il va également 

Preuve. Les deux expressions à droite dans(*) et(**) sont les mêmes, seuls 

les sup portent sur des ensembles différents ; il en est de même pour les expressions 

qui donnent a(a) et .B(a) ; il est donc clair qu'il suffit de prouver par exemple (10). 

Soit PE:@ 
A 2 A 

avec P = P ; on peut écrire 

P(t) = r 
0:S;j:S;q'-1 

eijt P.(q't) où 
J 

et 

Posons 

avec 

Soit 

Donc 

Q(t) = :r eija P .(q' t) = R(q 't) 
r,_-• ' 1 J v~JS::a -

R(t) = r eija P .(t). 
0:S;j:S;q 1 -1 J 

1T e:< q' et I = la-e: , a+e:]. On a pour t€I, 

A 2 A. 

P.= P .. 
J J 

par Cauchy-Schwarz 
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De même, nous avons 

1 I" 12 1 1 .. ,. 12 1 ,. ' 1 12 =-, !: R(n) =-, :E I:e 1JaP.(n) s-, :rq• E(a,q')!: P.(n)=E(a,q')l:j P. 
qn qnj J qn j J j T J 

. "2 ,. 
pu1sq ue P . = P .. En remarquant que (' 1 P 12 dm = t \ 1 P. 12 , nous avons donc : 

J J j j jT J 

s I P-Q 12dm 1/2 s I Q 12dm 1/2 
< ( I ) + ( I ) :::; Eq 1 + V E(a, q 1 ) , - S Jp 1

2 dm S J P J 
2 dm 

T T 

soit 

( 11) Vrx(a,E) :5 E q' + VE(a, q') si 

D'où ( 10) en faisant tendre E vers 0 idem pour (9). Nous pouvons alors énoncer : 

. 2 1T 
THEOREME 4. 1 . 

1T i) Si a=2p-, q 

TT srn r q 
cx(a) = TT 2 sup TT 

(q sin -) 1:::;rsq r -q q 

. 2 
( ) sin x 

ex a = sup rrx = 0,2306 .... 

iii) On a donc * ex = sup 
x>o 

x>o 

. 2 
srn x 

1TX 
= 0,2306 .... 

Preuve. i) découle immédiatement de (7) et ( 10). Si ; (;/, Q, d'après le 

théorème de Dirichlet ~J , il existe une suite 

1 
Pn 1 2rr qn ~ oo et a - 2rr - :::; 2 . 
qn q 

n 

p 
(~) de rationnels telle que 
qn 
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D'après l'inégalité évidente o:( a) s o:(b , 2 1 b-a 1 ) pour tous a, b € T 

et d'après (i) et ( 11 ), nous avons successivement : 

Quand 

J- f pn 411i 
o:(a) $Vo:(2rr - , 2 ) 

qn q 
. n 

. 2 
E(2 .!..,q ) -+ sup srn x 

qn n x>0 rrx 
on obtient donc à la limite, en élevant 

au carré: 
. 2 

( ) sm x 
o: a s su p ~ 

x>0 

iii) découle immédiatement de ii) et de 8). Faisons pour terminer quelques 

remarques. 

Remarque 1. L'expression obtenue au théorème 4. 1 pour o:(2 p ij) justifie 

certaines valeurs annoncées dans 1' introduction. Par exemple : 

a(j) = 1 correspond à q = 6, r = 2 

cx(i) = 2 ~ + 3 correspond à q = 8, r = 3 

a:(2 ;) = 3 2!5 correspond à q = 5, r = 2. 

Remarque 2. On peut donner l'expression suivante de o:(a,E): 

I\ 

o:(a,E) = s~p 
0sP$1 

PE:[P 
P(0) 

En effet, si Os P s 1, on peut écrire P comme combinaison convexe finie : 

avec 
I\ 2 I\ 

P.= P. 
J J 

d'où 

S a+E I j 2 S a+E I J 2 p dms LÀ. P. dm:S: !:À.o:(a,E)P.(0)=o:(a,E)P(0)' 
a-E a-E · J J J J 
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d' où 1' expression annoncée pour a:( a, E). 

Remarque 3. Pour minorer a:(a} et f3(a), on a commencé par le cas 

~ € Q et on est passé au cas général en utilisant la semi-continuité de a: et /3. 
1r 

On peut adopter le point de vue inverse et minorer d'abord a:(a) et /J(a) quand 

i (/, Q ; on procède comme dans le lemme (3. 1) ; si <P = !: ck eikt € fP, avec 

0 :::; <P :::; 1 , on lui associe 

µ = r; ck S' ka 

on conclut par le même calcul que dans le lemme (3. 1), en utilisant la remarque 2 pour a:. 

Remarque 4. Soit s € ~,°" [; posons, si a€T et E > O 

a: (a, E) = sup 
s e2€œ 

p =P 

a: (a)= lim ex (a, E) 
s >o s E+ 

(Avec ces notations, ex = ~). Alors on vérifie que * ex > O. s 

un calcul analogue à celui du lemme 3. 1 montre que 

Œ (a) ?::'. sup 
s 2 

Pour cela, posons 

E. =E. 
J J 

.. /')277 
lJ l'..q 

lt-1 ij2! I 
'-' E.e q S 

j=O J 
.. r,277 
lJc - S 

Z E E.e q / 
o::; e=:;q-1 0$j$q-1 J 

ex*= inf ex (a). 
s a€T s 

1r 
En effet, si a = 2p - , q 

q-1 
d = !: e .. o 

J= 
E. e , 0 S € S q-1. 
J 

Alors puisque s ?::'. 2 

1 

q-1 / 
d e I s s ( !: / d 1

2 )s 2 

e=o e 
d'où 

a: (a) ?::'. sup 
ld11

2 
s/2 12 

( I 12 ) ?::'. (0,2306 .... )5 d'après (8). 
s 2 

E.=E. Ede 
J J 
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Puisque o:
5 

ests.-c.s.,ona cx:?(0,2306 ... )s/ 2 . 
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Exposé no. 2 

Jean Bourgain 

Année 1982-83 

SUR LE MINIMUM DE CERTAINES SOMMES DE COSINUS 

Résumé. Nous montrons qu'il existe c > 0 tel que si n et N sont des 

entiers positifs satisfaisant n < N :s; n 2 '1/log n, alors pour tous entiers 1 s k
1 

< 

k2 < kn • . . < kn s N 

min 
0se s21r 

cos k.0 s - 2c i/log n. 
J 

Le problème de la détermination du minimum d' une somme de cosinus trouve 

son origine dans les travaux de N. C. Ankeny et S. Chowla sur la fonction zeta de 

Dedekind [2]. 

S. K. Pichorides dans [5] donne les estimations connues sur ce minimum avant 

la résolution de la conjecture de Littlewood [4] . Comme conséquence directe de Gt-J , 

il existe C > 0 tel que pour tous entiers 1 s k 1 < k2 < ... < kn on a 

min 
Os0~27T 

cos k. 0 s - C log n. 
J 

Dans [1] nous améliorons ce résultat en montrant qu'il existe E > O tel que 

pour' tous entiers 1 :::; k 1 < ~ < . . . < kn , 

Nous montrons ici le résultat suivant. 
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THEOREME. Il existe c > 0 tel que si n et N sont des entiers positifs 

satisfaisant ~ < N s n 2 ,Jlog n alors pour tous entiers 1 s k 1 < k2 < ... < kn SN 

on a 

min :E cos k .e s - 2c ✓log n . 
o::;e s21r 1s-jsn J 

L'intérêt de cet énoncé réside surtout dans la simplicité de sa démonstration, 

par rapport à celle correspondant au cas où la suite d'entiers 1 s k 1 < ... < kn 

est quelconque. 

La démonstration utilisera deux lemmes simples. Rappelons que T désigne le 

groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 identifié à R/21rZ ou 

[-1r, 1r[, muni de la mesure de Haar normalisée dm(t) = ~ (dt mesure de Lebesgue 

dans [-1r, 1r[). Nous employons les notations usuelles concernant les espaces 

LEMME.1. 

Alors 

Soient k 1 < k2 < ... < kn dans 

où 

n ik.0 
z et F( e ) = :E e J . 

j=1 

Démonstration. Soit ~ la transformée de Hilbert, définie pour tout polynôme 

trigonométrique P par 

Posons 

p(k) eik0 - i :E 
lèO 

l/J = o: exp(i :TG (log o:)). 

Alors l/J est une fonction de H
00 

( T) et I ll/J 11
00 

s 1 ( si h = log o: + i :1€ (log o:), 

h(n) = 0 si n < O et 1/J = exp(h) 
00 

est dans H , en fait est 

une fonction extérieure [JJ ) . 
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Soit r s n un entier que nous préciserons par la suite. Posons 

r ik.0 
G= :D e J 

j=1 

Alors 

et puisque sp(ip) c Z + , 

Maintenant 

1 S I G 1
2 

1P dm - r I s S I G 12 l 1 - 1P I dm s r I Je 112 111-iµ 112 T T 

et 

J 1 - ip I s l 1 - <X 1 + 2 1 sin J ;J6(log <X) 1 

d'où 

Puisque 

1 log( 1 - x) 1 s 2x 

on a 

donc 

On déduit de ce qui précède 
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si on choisit -2 r = 10 n. Dans ce cas 

Il Il 1 _1 < _11 
<P 2$ -+ 

2vfi rr rn 

et on trouve 

d' où le lemme. 

Dans la suite, pour toute fonction fEL \T) nous noterons /r) = f * ... * f 

(r fois). 

LEMME 2. Soit F comme dans le lemme 1 et supposons aussi 

sp(F) c GN , N]. Soit p > O, posons E = { 1 F 1 > pn} et dE = E + ... + E 

( d fois , d ~ 1 entier). Alors 

1 d E 1 $ (2d!IFll1 N)d ! 
p2 n n 

( où I dE I désigne la mesure de Haar de 11 ensemble dE). 

Démonstration. Posons f = 1 F 1 • Soient t 1 , ... , t d dans E, et 

t = t 1 + ... + t d . Alors pour tout i > O, 

(d) \ b \ b 
f (t) ~ j_s· .. ,.)_l(x1+t1) ... f(xd-1 + td-1) f(td-x1 - ... - xd-1) dxr .. dxd-1· 

D' après 1' hypothèse sur le spectre de F, 

1 f(x +t' ) - f ( t' ) 1 $ / x I IIF' Il $ n N I x 1 
00 

(x, t' € T) 

d'où 

si xi 1 $ ~ 1 = p /2N, pour 1 $ i $ d- 1. 
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Posons ~ =(d-1f
1 

~ 1, alors on a aussi f(td-x 1 - .•. -xd_ 1)~f(td)-i1N ~1 

> ~ n si I xi I s 'ô , 1 s i s d- 1 , et on obtient : 

( ) 
. 2 d 

f d (0) ~ (~ n)d (2b)d- 1 ~ ( LEJ n. 
. 2dN 

Puisque 

IFlld >_ s f(d) dm 
' 1 

dE 

le lemme en découle. 

Démonstration du théorème. Posons g(0 ) = 2 t 
1Sjsn 

ik.0 -ik.0 
cos k.0 = t (e J +'e J ). 

J 1Sjsn 

Soient g +(0) = sup(g(0 ),0) et g-(0) = sup(-g(0},O) pour 0 E:T. Alors 

1 g 1 = g + + g - = g + 2g - et pour tout entier d ~ 1 on a 

1 g 1 (d) = (2g- * 1 g 1 (d- 1 )) + (g * 1 g 1 (d- 1 )) 

= (2g- * Jg J(d-1)) + (2g- * g * Jg J(d-2)) + (g(2) * lg Jd-2) 

= ... = l:: 
osrsd-1 

(on rappelle que pour g E: L \T), et d ~ 1, g(d) = g * ... * g (d fois) et que 

g(O) = b, mesure de Dirac en zéro). 

Mais g(r) = g pour r ~ 1, d'où 

Aussi, si XE désigne la fonction caractéristique del 'ensemble E c T, 

ce qui donne, en intégrant et en utilisant lemme 1 , 
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s es fg XE ldm)d = s /g XE j(d) dm s s /g j(d) XdEdm s 
T T T 

si E = {/g 1 > 10- 4 /jgj/1\2n)}. D'après le lemme 2 (où p = 2. 10- 4
llgll11), 

idE 1 $ (4. 10
8 

d!ig/1{ ~)d ~-

soit, 

Puisque ST g dm= O, on a //g!l1 = 2 ST g- dm s 2llg-ll
00

• Finalement, 

d+1 
{§)d s (26 .10 8 .!ig-\l! ~)d ¾--+211g-11

00
• 

Soit d = c \/'log n. Dans ce cas, il existe une constante C > 0 telle que 

n < 2 1 +c C log n 

et on aboutit à une contradiction pour c suffisamment petit et n > 2 • Pour n = 2 

on vérüie directement que le minimum est:::; -9/8, pour tous entiers 1 s k 1 < ~' 

ce qui conclut la preuve . 

REMARQUE. On a la propriété analogue pour des "gros" sous-ensembles dans 

une quelconque progression arithmétique finie 'de N. 
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Exposé no. 3 
Jean Bourgain 

Année 1982-83 

PROPRIETE D' ORLICZ ET ENSEMBLES DE SIDON 

Résumé. Soient G un groupe abélien compact, A une pa.rtie de son dual et 

1' espace des fonctions continues sur 

C A(G) a la propriété d'Orlicz alors 

G à spectre dans A. Nous montrons 

A est un ensemble de Sidon. 

Dans toute la suite G désigne un groupe abélien compact (muni de sa mesure 

de Haar normalisée), r son dual et A une partie de r. 

C(G) désigne l'espace des fonctions continues sur G, muni de la norme 

uniforme. Pour toute fonction f intégrable sur G le spectre de f est l'ensemble 

sp(f) = {y E:f , f (y) -/= 0} ; si sp(f) est fini, f est un polynôme trigonométrique. 

On note 

DEFINITION 1 . La partie A de r est un ensemble de Sidon s'il existe 

C > 0 telle que pour tout polynôme trigonométrique à spectre dans A, 

P(x) = I: a/x,y) on a 
yE:A 

( 1) r I ay I s c IIP lie( G). 
yE:A 

On note S(A) la plus petite constante vérifiant ( 1). 

De façon équivalente, A est un ensemble de Sidon si la transformation de 

Fourier 8( : f--+ (f('Y))YE:A est un isomorphisme de C A(G) dans e \A). 
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{ 
"'N 

DEFINITION 2. Notons n = -1 , 1 J , { } 
ième . 

En : n ~ -1 , 1 la n fonct10n 

coordonnée (ou nième fonction de Rademacher) et P la probabilité uniforme sur n. 

Un espace de Banach E est de cotype q s'il existe une constante C telle que 

pour toute suite finie x 1 , ... , xr d'éléments de X, on a 

~ 11
2 '\1/2 

s C ( 11 ~ E. X. dP) 
1<'< 1 1 Q -1-r 

L'espace e. 1 a cotype 2, donc si A est un ensemble de Sidon, CA ( G) 

est de cotype 2 ; réciproquement, si A c r et CA ( G) est de cotype 2, alors 

A est un ensemble de Sidon [5] . 

DEFINITION 3. L'espace de Banach E a la propriété d' Orlicz s'il existe 

une constante C telle que pour toute suite finie x 1, ... , xr d'éléments de E, 

( L llx.11
2
)

112 
s C max Il ~ E.x.11. 

1sisr 1 u.·E:n 1sisr 1 1 

Un espace de Banach de cotype 2 a la propriété d' Orlicz et la réciproque n I est 

pas connue ( [4], p. 70). Nous montrons que dans le cas particulier des espaces 

CA ( G), la réciproque est vraie . 

THEOREME. Si l'espace de Banach C A(G) a la propriété d'Orlicz alors A 

est un ensemble de Sidon. 

Signalons que la que.stion suivante est ouverte : si CA ( G) a un cotype q > 2, 

A est-il un ensemble de Sidon ? 

Néanmoins, s'il existe k tel que A soit contenu dans la somme de k 

ensembles dissociés LJ] , la réponse est positive (à paraître). 

Rappelons d'abord quelques résultats qui seront utilisés dans la démonstration 

du théorème . 
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THEOREME 1 [7] . Soit A c r une partie finie. Alors il existe B c A 

!si ~klAI-\EII ~ EY rllc(c)) 2 
et S(B)~c 

"/€A 

où k et C sont des constantes numériques ( 1 B J désigne le cardinal de B). 

Soit A c r une partie finie. Définissons un écart sur G par 

(2) d(s,t) = ( ~ J y(s) - y(t) 1
2)1/ 2 (s, t € G). 

y€A 

Pour p > 0 notons Nip) le nombre minimal de d boules ouvertes de d-rayon 

p suffisant pour recouvrir G. On voit facilement que 

(3) 

THEOREME 2 [6]. Il existe deux constantes numériques ex et /3 telles que 

pour toute partie finie A c r, 0~, on a 

THEOREME 3 ( lJ] ou [ 1] ) . Soit Ac r. Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) A est un ensemble de Sidon. 

(ii) Il existe C > 0 telle que, pour toute partie finie A de A et tout 

p~2 ona 

1 ~ y 11 ~ C {p I A 1 
1 / 2 • 

y€A p 

(iii) Il existe b > 0 et C tels que pour toute partie finie A de A, on 

puisse trouver une soùs-partie B de A avec I B 1 ~ è IA] et S(B) ~ C. 

Démonstration du théorème. Pour toute partie finie A' de r notons n(A') 

le cardinal maximal d'une partie A" de A' telle que S(A") ~ C, où C est la 

constante donnée par le théorème 1 . 
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Soit A' c A une partie finie, nous allons montrer que la condition (iii) du 

théorème 3 est vérifiée, c'est-à-dire, que n(A') 2:: '5/ A' / (b constante numérique). 

Première étape. Remplacement de A' par une réunion finie d'ensembles de 

Sidon convenables. 

Quitte à restreindre A' 
' 

on peut supposer que pour toute partie A" CA' 

on a 

(5) n(A") 2:: n(A') 
~ ~-

On peut alors déterminer une suite A1 , ... , A J de parties deux à deux 

disjointes de A' telles que pour 1 s j s J, 

(6) S(A.) s C 
J 

J A' j < J s w + 1 
n(A') n(A') 

( [x] désigne la partie entière du nombre réel x). 

En effet, d'après la définition de n(A' ) il existe A1 c A, 1 A1 1 = nsA 
1 

) 

et S ( A
1 

) s C. Supposons construites k parties deux à deux disjointes de A' 

satisfaisant aux deux premières conditions de ( 6). Alors la condition (5) montre que 

2 n(A' )/2 

si kn(A') s / A' / ; on en déduit que l'on peut poursuivre la construction jusqu'à 

1' étape J, où J satisfait la dernière condition de ( 6). 

Posons A= A1 U ... U AJ et n(A} = n. Alors 

(7) ~(1' )] s n s n(A') et 

D'après ces inégalités, il suffit de montrer que n,2 o/A 1 ('6 constante numérique). 

Nous remplacerons donc A' par A dans la suite, et pour simplifier les notations 

nous supposerons n = n(A' ) pair. 



- 5..:.. 

D' après le théorème 1 on a 

(8) 

Dans toute la suite, K désigne une constante numérique, qui change d'une 

expression à l'autre, mais que ne dépend pas de A et n. 

Deuxième étape. 

LEMME. Soit A = A 1 U ... U A J, où A 1, ... , Aj sont des parties deux à deux 

disjointes de r satisfaisant 

S(A.) s C 
J 

(où n = n(A) pair). Alors on a 

1sjsJ 

· n 2}1/2 / 
max { !: 1 !: (xk, y ) 7<: 1 dx 1 . . • dxn ::.: K n 

1 2 
1 A 1 . 

e:1, ... , e: =+1 yE:A k=1 
n -

Démonstration. On a 

si on choisit · 1 < · < J tel que l'intégrale soit maximum. Pour JO, - JO - ' 'YET, 

y k le caractère sur Gn défini par 

yk(x1' · · · ,xn) = y(xk). 

notons 

Il est clair que {yk, "/€A. } est un ensemble de Sidon de r°, de constantes C, 
JO 

montrons que A(n) = U {yk , yE:A. } , qui est aussi un ensemble de Sidon, a 
1:$k:Sn JO 

une constantes 4C (on suppose que O f/, A. ) . Soient P 1, ... Pn des polynômes à 
JO 
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ll~P.(x.)ll
00

=/IS ~ P.(x.)dx .... dx. I 
1
11 sll ~ P.(x.)//. 

jE:S J J Gn-1s11:sjsn J J 1 1 1n- s 
00 

1sjsn J J 
00 

On en déduit facilement que 

Il ~ IP.(x.) Ill s 411 ~ P.(x.)11. 
1sjsn J J 

00 1SjSn J J 

En choisissant x. tel que 
J 

preuve. 

1 " 
IP.(x.) 1 = I/P.11 ~ C- t IP.(y) 1, on conclut la 

J J J oc yE:f J 

[7] (en prenant ~(t) = t2 , la norme 
2/2 

dans en et en remplaçant 

ensuite les fonctions de Rademacher par des gaussiennes} 

ISKC fi(S 
Cl 

2) ) 1/2 
/ t g.k 7' / dw 
1Sk$n 1 

où (g ) est une suite de variables aléatoires gaussiennes centrées normalisées ik 1SiSn/2 
l~k$n 

et indépendantes. Alors 

grâce à une estimation de la dernière intégrale due à S. Chevet [ 2] . En utilisant 

(7) on obtient 

IS K /A/ 1/2 n1/2 

Troisième étape. Posons f = t y. Soient x1, ... , xn dans C, on note 
yE:A 
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comme d'habitude f 
xi 

la translatée de f par x.(f (x) = f(x-x. ), xE:G ), 
1 x. 1 

1 

Nous allons montrer qu'il existe p entier positif tel que 

(9) 

Soient wE:0 et tw E: G tels que 

1:s:i:s:n. 

Il t 7c( w) f IIC(G). Pour s, t E: G, soit d(s, t) l'écart sur G défini par 
1 :s: l<::s: n xk 

(2), on a alors : 

Rappelons que NiP) désigne le plus petit nombre de d-boules de rayon p 

suffisant pour recouvrir G • Soit 7' une constante positive que nous précisérons 

par la suite, posons m = log Ni'T' !A J 1/
2

). Soit E = {sE:G , d(s,tw) $ 

; IA J 1/ 2}, alors m(E) :s: (Ni'T' IA 1
1!2r 1 = ~-m d'après (3), et 

1 

Il t 7c ( w) f Il ~ ( \ ! t €k ( w) f ( s ) 1 m ds j1 ~ 
1$k:S:n xk L m(ds) j E 1:S:k:s:n xk 

1 1 

~{lit Ek(w)f llc(G) -;IA 1
2 

max ( E I Ij 7c(~)(xk,Y)i
2
)

112
} (Ni-rlA JZn-1/m_ 

xk wE:0 'y E:A 1$k:S:n 

Prenons le supremum sur le choix des signes des deux membres et intégrons sur 

Gn : il existe une constante numérique K telle que 
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Puisque C A(G) a la propriété d'Orlicz (définition 3) il existe une constante 

C' telle que pour tous x 1, ... xn € G , 

En utilisant cette minoration et le lemme précédent, ( 11) devient, pour un choix 

convenable de T , 

( 11) 

Considérons l'inégalité (8) et le théorème 2 : 

Ceci montre que m::::: pn, p entier positif (qui ne dépend que des différentes 

constantes numériques intervenant jusqu'ici). On a alors d I après ( 11 ) 

c 'est-à-dire, nous avons démontré ( 9). 

Quatrième étape. Conclusion. 

Notons np = n'. On a 

I = \ Il t I fx l /1 , dx 1 ... dx ::::: ( \ ( 1 f 1 + ... + 1 f I t ' dx 1 ... dx ds) 1 / n ' . 
..) < n() n ..) x x · n Gn 1_k:$n k L ds Gn+ 1 1 n 

En développant 11 intégrant, on trouve 

(12) 
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I If l lk I If l lk . } I 
Posons M = sup -k- = f · Puisque 1 {(k 1 •.. kn) ik 1 + .•. + kn = n' 

1~k:$n o 

::; 4n', l'inégalité (12) donne I:::; n'M = pnM. Compte-tenu de (10), on a 

soit 

(13) 

donc 

pnM ~ K ./n JA J 

D I après 11 inégalité de Cauchy-Schwarz, 

S I f(s) 1 k ds = S / f{s) / 1 f(s) J k- 1 ds s 
G 

G 1 1 

1 2' k-1 
IA I llïll2k-2 

1 12ko 1-1/k J 12i'Ç llïll2k -2 1-1/k 
Ms A k llfll2k-2 0 $ K A ( 0 ) 0 • 

o ~ ~k4 
0 0 

Compte-tenu de (6), le théorème 3 (condition (ii)) montre que 

llïll2k -2 
0 

et en revenant à ( 13) on obtient, en posant 

Soit 

c 'est-à-dire 

ce qui termine la démonstration. 
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Exposé no. 4 

Françoise Piquard 

Année 1982-1983 

SUITES DE SIGNES ATTACHEES A UN ENSEMBLE DE SIDON, 

d' après J. Bourgain 

Résumé. Soit G un groupe abélien compact et connexe. Soit A - (y ) - n œ:1 

un ensemble de Sidon de son dual r. -1 ,.-,( 
On suppose que AnA = 'P• Alors la suite 

(signe Im Y 
0

)rk:': 1 est équivalente à la base canonique de e 1 
dans L 

0
\G). 

I. INTRODUCTION 

La suite (2n)n;:;,:; 1 est classiquement un ensemble de Sidon dans Z ( [ 5 ] ) ; 

si on pose rn(t) = sign U,in 2nt] (n-ième fonction de Rademacher sur li),277[), 

on a: 

sup 1 ~ a r (t) 1 ~ ! ~ 1 a I pour tous a1, •.. ,aN € (C , 
t 1 nn ""1 n 

autrement dit la suite (r ) est équivalente à la base canonique de € 
1 

; ce fait n 

se généralise pour un ensemble de Sidon quelconque du dual r d'un groupe abélien 

G compact et connexe ; avant d'énoncer le théorème fondamental, nous avons besoin 

des deux définitions suivantes ( dans toute la suite , G sera un groupe abélien et 

connexe, r son dual ; les notations seront celles de [5] ; les opérations de G 

et r seront notées multiplicativement ) • 

DEFINITION 1. Soit (f ) une suite dans L 
00

(G) telle que sup llf Il < co ; n n oo n 
on dit que (fn) est équivalente à la base canonique de e 1 

s'il existe p > o tel 
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que: 
N N 

Il ~ an fn IIQQ 2: fJ Z I an I pour toute suite finie a 1 , ... , aN de 

nombres complexes. 

DEFINITION 2. Soit Ac r ; on appelle constante de sidonicité de A, et 

on note S(A), la plus petite constante K (si elle existe) telle que 

:E I a. 1 $ K 11:i a y 11 pour toute suite finie de nombres complexes à support dans A. J y 6 

(Si S(A) < oo, on dit que A est un ensemble de Sidon). 

D'après le théorème de Drury [2] , si A est un ensemble de Sidon, AU A - 1 

l'est aussi. Nous pouvons alors énoncer le théorème fondamental de cet exposé. 

THEOREME. Soit G un groupe compact abélien connexe et A= (y n) un 

ensemble de Sidon de son dual r tel que An A - 1 = ç;;S. Alors, la suite 

sign Tm y = f est équivalente à la base canonique de e 1 dans L 00 
( G}. 

n n 

( Y-Y Im y = ~ et si x€R, 
41 -

sign x = +1 si x ~ 0, -1 sinon). 

Remarque. L I hypothèse G connexe équivaut à l'hypothèse que r n'a pas 

d'éléments d 1 ordre fini, à part 1 5] . Si y €f, on posera de façon générale : 

f 'Y = sign Im y . 

II. DEMONSTRATION DU THEOREME DANS UN CAS PARTICULIER. 

La démonstration est simple lorsque S (AU A""' 1 ) < fi ; de plus, elle éclaire 

la démonstration générale qui sera donnée plus loin. 

L'idée est d'approcher (dans la norme de L 
00 

( G )}Im y par une combinaison 

linéaire de fy , f 2 , . . . ; pour cela, il suffit d'approcher sin 0 par une combi-
Y 1 

naison linéaire de o-k (0) = sign(sin e ). Si O < ex< 2 , nous avons : 
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l l1m y - d f Y + ex f 31100 = f • 
y 
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Si (a ) est une suite à support fini dans y 

on a donc en posant S = S ( A U A - 1 ) 

-s1 Ela 1 ::;J~a ImyllsfJ 4
3 Ela 1 +~ l!Ea f Il +cxll!:a f 311 y y y ,e, yyoo y oo 

y 

::; !J. E I a 1 + (~ + ex) Il !: a f Il 
LI- Y ,e, yyoo 

sup 
t€G 

1 {j 

car 

llr a f Il . y y 00 

D'où 1 Ir: a f 11 ~ S - 4 !: / a,v / , ce qui démontre le théorème dans ce cas 
yyoo 1-a ' 

4 

particulier. 

A, 

Remarque. Le problème suivant est ouvert : est-ce que sin 0 est adhérent 

pour la norme de L 
00 

(T) au sous-espace engendré par les ak , k ~ 1 ? Le 

théorème serait démontré si on avait une réponse affirmative à ce problème. 

III. DEMONSTRATION DU THEOREME DANS LE CAS GENERAL. 

Elle sera basée sur les deux lemmes suivants ; introduisons d'abord quelques 

notations. 

Soit p un nombre premier ~ 3. Posons 

A = { 1} U {entie~s impairs yans facteurs carrés qui n'ont que des diviseurs 
P premiers s p J 

Bp = { entiers impairs > 1 qui n'ont que des diviseurs premiers > p} 
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si n = 1 

si n = p 1 .•• pk , 

sinon 

p. nombres premiers distincts 
1 

µ est la fonction de Mobius ; elle est caractérisée par la propriété : 

(1) 

El µ ( d) = { 1 si v 1 

d V O si V> 1. 

LEMME 1 • On a 1' identité suivante : 

E 
nËA p 

( ) a <ne ) 4 0 . e "C"' sin ne) µ n -- = - sin + t-1 -- • 
n 'TT nÊB n 

p 

Preuve. On part du développement en· série de Fourier : 

cr (0) = :! !: sin(ke) , où I désigne 11 ensemble des entiers impairs~ 1. 
'TT kËI k 

On a donc: 

Si 

Si 

= E 
vE:I 

sin ve ( E 
v nlv 

nËA p 

ou si v = 1 , n I V 

sin nk0 
nk 

donc c = 1. 
V 

Alors nE:A et ni v si bien que c = ~ µ (n) = 0. D'où le lemme 1 . 
P v nlv' 

Remarque. Dans la suite, on utilisera uniquement le fait que 

et 

De ( 1), on déduit pour tout y Êf 
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Donc, pour toute suite finie (a,,) et toute mesure ÀE:M(G) : 

et donc 

(De façon générale, on pose (À ,f) = S f dÀ). 

LEMME 2 • Soit G comme précédemment, et L = {r 
1 

, ••• , y N} c r 
avec 1 f/, L et S(L) = K. Alors : 

pour tout <5 E:] 0 , J [ et pour tout t = (t 1 , ..• , ~) E: TN, il existe ÀtE:M(G) 

telle que : 

i) 

ii) pour -
iii) Pour tout yE:f, y -/: 1 , pour tout p entier ~ 3, on a : 

1 ft(yn) 1 

~ n :$ Mo K2 (!=o: P + ù) 
n>p 

où M
0 

est une constante absolue. 

Montrons d'abord comment les lemmes 1 et 2 permettent de démontrer le théorème : 

Soit K = S(A U A- 1) et 

L = { Y . f U { y.} q , où { y 1' ... , Yq} est une partie finie de A. 
J j=1 J j=1 

Si a1, ••• , aq E: <C, le lemme 2 nous fournit une mesure ÀE:M(G) telle que 

"" -i arg a. ,.. _ -i arg a. 
< À , f/ = À ( Y j) = - i e J , À ( y j) = + i e J = < À , y/ 
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(c'est ici qu'intervient l'hypothèse An A- 1 = O), et qui vérifie i) et iii). (2) se 

lit alors via i) et iii) 

(3) i: la. l ::; t la. IM K2(Log P + '5) +!Log p! 16K
2
II ta. f Il . 

j= 1 J j= 1 J O p " 'b 1 J y j 00 

On choisit alors p tel que M K2 Log P :::; 1 et b 
0 p 4 

2 ~ 1 tel que M
O 

K o :::; 4 . 

(3) entraîne alors : 

t I a. 1 ::; 7T Log p ! 8~ Il t a. f Il , 
j= 1 J à 1 J y j 00 

d' où le théorème. 

IV. DEMONSTRATION DU LEMME 2. 

Elle utilise la technique de Drury ~] , mais en travaillant comme Rider [4] 

sur le groupe auxiliaire TN (Il faut interpoler des nombres complexes de module 1 ) 

et non comme Drury sur le groupe auxiliaire DN (D = {-1, 1 }. Nous aurons besoin 

de quelques notations . 

Le dual de TN est ZN ; si li = ( li . f:J 
1 

€ ZN, 
J J= 

on note 

li. N 
(ll,t) = Il t. J l'action de li sur t = (t 1, ... , tn) € Z . 

j J 

T/j = (0, ... , 0, 1, 0 ... 0) et (T/j,t) = tj. 77j joue le rôle de la j-ième fonction 

de Rademacher. 

E = { E = (Ej)~ 1 € zN / e:j € {o, 1, -1}. Pour tout cg E:] o,~], E est le spectre 

du produit de Riesz : 

A k-1 
et Rb(E) = 'b si 

l!Re:' Il 1 = ! R ( t) = ~ ~ 1 E l - 1 < t' E > . 
o <6 S E€E 
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Première étape (sélection borélienne des mesures d'interpolation). Il existe 

vtE:M(G) telle que 

i) llvtll$ K 'ef t E: TN 

ii) 
A 
V /Y.)= t. 1 :s; J:s; N. 

J J 

a) Quitte à remplacer K par 2K, on peut supposer t --+ v t borélienne 

et v t E:L \ G) pour tout t ; en effet, il existe cp E:L 1( G) telle que : 

A 

, <P ( y . ) = 1 si 1 $ j ~ N, supp 0 = F fini dans r. 
J 

Si on remplace v t par v t * ({) , on peut supposer pour tout tE:TN que 

(sous espace de L \G) formé des fonctions à spectre dans F). 

D'autre part, la boule S de centre O, de rayon 2K, 

compacte en norme, munissons la de la relation d I équivalence cR. 

frvf' 

borélienne s 

si f = f' sur L. D'après GJ , il existe une application 

<B/6l _s__. 

telle que 1T o s = Id, où TT est la surjection canonique de S sur (J) /(R . 

TN s I identifie à une partie de 03 /CR. via : 

(t.) ~ 1r{µ) où. µ(y.)= t. 
J J J 

et En restreignant s 

on obtient la mesure v t = s(t) voulue. Récapitulons : 

'ef t l lv t 11 1 $ 2K ; 
L (G) 

A 

vt(y .) = t. ; 
J J 

la fonction t ~v t est dans 

L 
00

(TN ,L \G)). 

vérifie 

b) Soit alors µ.t = s N R,(t r-
1
) v T dr, µ.t est dans C(TN,L \G)) et 

T Z 

V t 1~ tll 1 $ 4K 
L (G) 

µt(y .) = t. J . J 
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µ,t= L, (t,e:)µ 
EE:E E 

où 

Les vérifications sont immédiates à cause des propriétés de R0 ; par exemple : 

,. \ ..A.... \ -1 ) A 
µt(y .) = j R1(T) V 1(y .) d'T = j t. T. R1(r dT = t. R/17 .) = t .. 

J 2 tT - J J J 2 J ;2 J J 

Notons que, pour tout y E:f, t ,v,, µ /y) est dans L 2 (TN) avec norme ::5 4K, d I où 

(4) 

Deuxième étape (astuce de Rider Gi] ). 
N €. 

Y = n y.J. 
E . 1 J J= 

Pour E = (E.)E:E' 
J 

notons: 

Nous allons remplacer les mesures µ, E intervenant dans l'expression de µ, t par 

r:xEY E' où r:xe:E:C, en gardant les conditions i) et ii). (Ici, il est nécessaire de 

travailler sur TN, non sur ON). 

Pour tE:TN- et g' E:G posons t' =t'(t,g')=(t.y.(g')) et 
J J 

µ t = s (µ t ' * b g 1 ) dg 1 = s µ t ' (gg' -1 ) dg l 
G G G 

µ,t 1 = l) (t, e;) y E(g') µ ig). 
EE:E 

L'application t' ,...,.. µ t, 

dans C(TN ,L \G)) 

D I autre part : 

N 1 est dans C(T x G, L ( G)) ; l'application t -,.µ t est 

~(yj)=S Y/g'-
1

)~,(yj)dg' =S Y/g'-
1
)tj Y/g')dg' =\· 

Récapitulons : 
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avec 

Troisième étape (astuce de convolution de Orury [2]) : posons 

m/g)=µ'_ 1(-g), soit mt= I: (t,E)a:EYE, et posons O't=S µ _ 1 * m dr, 
t EE:E TN tr G T 

~ t (g) = SS µ - 1 (gg ' - 1 ) m T (g ' ) dg ' d T • 

GxTN tr 

L'application t l"'o/ es' t est dans C(TN , L 1 ( G)). 

Vu que ~(y.)=~= t. , on vérifie immédiatement les propriétés 
J C J J 

suivantes : 

A 
at(y .) = t. 

J J 

O' t = !: ( t, E) 1 0: 1 
2 

Y . 
EE:E E E 

Quatrième étape ( convolution avec un produit de Riesz) : posons enfin 

À t = S N R'b ( t T -
1 ) a T d T , nous allons voir que les mesures À t vérifient les 

T 

conditions du lemme 2 . En effet : 

En développant Rb , on voit immédiatement que : 

Àt=io:o+ ~ sk-1( ~ (t,E)lo: j2yJ. 
O k=1 EE:E E 

IEl=k 
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Il reste à vérifier la condition iii) du lemme 2 ; nous aurons pour cela besoin du lemme 

suivant et des notations suivantes, si y ET et y f- 1 : 

(n?. 3) 

LEMME 3. a) S k S(l K
2 inf(n,(Log n)k) où a: est une constante numérique n, 

2-k k 
b) A= 'E 7 inf(n, (Log n) )< oo. 

~1 n 
n?.3 

b) est évident ; en effet A = A 
1 

+ A
2 

avec : 

1i0g n 
~( !; (~) ) s C 'E ~ (~) Jiog Jog n 
n ~ 1i0g n n?.3 n 

:Log 'Lôg n 

Jiog n 

(C = constante absolue), soit, puisque (:t.og n)log Jog n = n , 

log n 
A2 = 'E 1 !; 2-k s C 'E l 2 -log log n < oo. 

n?.3 n k> log n rf:::3 n 
log log n 

2 
Pour prouver a), remarquons tout d'abord que d'après (4) S k:::;: 16K n, d'autre n, 
part, pour k, n , y fixés, soit 
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sn,k s 4K S N llf(t)llc(G) dt. 
T 

Soit V € L \G) un noyau de de la Vallée-Poussin vis à vis de Gpy"-'Z, c'est-àn 

dire : 
• A 

V ( y q) = 1 si I q I s n 
n 

Vn(yq) = 2 _ J~ J si n s Jq ls 2n 

V ( y q) = 0 si J q J 2! 2n n 

V ( y ' ) = O si y ' (/, Gp y n 

et llv Il s 4n n oo 

1 

(d'où llv Il, s C nr si r2! 1). n r 

Pour r 2! 1, r€R, et t€TN on a : 

1 

$ llf(t)II r llv Il r' $ C nr llf(t)II . 
L (G) n L (G) Lr(G) 

D'où: 

et donc 
1 

(5) S k s C K nr lltl/ N 
n, Lr(T xG) 

(C te , . ) = c numer1que . 

D' après [1] { E€E / J E 1 = k} c ZN est un ensemble A(r) avec une constante 

::; rk/ 2 si bien que pour g fixé 

On en déduit 
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k/2 1/2 , :s: r (S k) et donc d' apres (5) : n, 
2 

S <C2K2rk 
k - n r . n, D'où le lemme 3 en faisant r = Log n (r ~ 1 

Cela étant, d'après le développement de À t , nous avons : 

D'où: 

N 
= L' bk- 1 u . 

k =1 n, k 

s 
!: n,k --y

n>p n 

car ~3). 

en faisant une transformation d'Abel et en utilisant le fait que pour tout K fixé, 

sn,K = o(n) d'après le lemme 3. Puisque b::; J, on a donc via le lemme 3 une 

majoration du type : 

I À/Yn) 1 

:E --- ::::: !: 
2 2-k k 

+ C 'b K L ~ inf(n , (Log n) ) . 
n>p n n>p ~1 n 

~3 

Il reste à remarquer que par le lemme 3 a) : 

s 
L ~ :s; O'. K

2 

n>p n 

00 

!: Log n < K2 (' 2 - (l'. j 
n>p n p 

Log x dx 
2 

X 

et à utiliser le b) du lemme 3 pour conclure la démonstration du lemme 2 et du théorème. 
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Exposé no. 5 
Gilles Godefroy 

Année 1982-83 

ESPACES Hl SUR DES DOMAINES GENERAUX 

Résumé. On étudie dans une première partie les sous-espaces X de L 
1 

dont la boule unité est fermée dans L O 
; on montre en particulier que l'espace L 1 /X 

est alors f. s. c. Ce résultat permet d'obtenir L 
1 
/H 

1 
(U) f. s. c. , où U est un 

domaine de en vérifiant des hypothèses assez générales. On donne également des 

applications à 1' analyse de Fourier sur les groupes ordonnés. 

Dans une première partie, on démontre le résultat général suivant : si X est 

un sous-espace fermé de L 1(µ,) dont la boule unité est fermée dans L 0 (µ, ), alors 

11 espace quotient L 
1 (µ, )/X est faiblement séquentiellement complet (f. s. c. ) • Dans 

une seconde partie, on étudie quelques propriétés topologiques fines des sous-ensembles 

de H 1 (D) bornés en norme, et on voit comment ces propriétés peuvent s'étendre à 

des espaces H 1 (U), où U est un domaine de <Cn. On applique ensuite les résultats 

obtenus, pour montrer par exemple que les espaces suivants sont f. s. c. 

1 • L 
1 
/ 

1 
(U), où U est un domaine de Cartan symétrique de <en, ou 

H 
bien un domaine strictement pseudoconvexe à frontière C-

2 
• Rappelons qu' un domaine 

d I holomorphie borné O de <en est dit "domaine de Cartan symétrique" si les trans

formations conformes de O agissent transitivement sur O et si pour tout zE:0, 

il existe une transformç1tion conforme f de O telle que f (z) = z, ? = Id et 

f /: Id (voir par exemple [10] ). 
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" où G est un groupe topologique compact, et E c r = G 

une "petite 11 partie du groupe dual r. 

Les notations employées sont classiques ou seront précisées en cours d' article. 

Signalons simplement que si X estun espace de Banach, la boule unité fermée de X 

sera notée X 1 , la topologie faible ( cr (X, X*)) sera simplement notée w . - ' la 

topologie préfaible ( cr (X*, X)), définie sur X*, sera notée w* . 

I. SOUS-ESPACES BIEN DISPOSES DE L 1• 

1 1 Soit (O,I:,µ) un espace de probabilité, et soit L (O,'Z,µ) = L l'espace 

des fonctions µ -intégrables que 11 on munit de sa norme usuelle. Commençons par le 

lemme suivant. 

LEMME 1 . Soit X 

suivantes sont équivalentes : 

un sous-espace fermé de Les assertions 

1. 

2. 

3. 

4. 

La boule unité x1 de X est fermée dans L 0 (0, L,µ ). 

Il existe p, O::; p < 1, tel que x1 soit fermée dans LP(n,L,µ ). 

Pour tout p, O::; p < 1, x 1 est fermée dans LP(o, E ,µ ). 

.L.1 1 .L.l. , 1 1** On a X = X EB (L n X ) , ou L désigne la partie singulière de L . - s - s 

5. Il existe une projection 'TT : X**--+ X telle que llxll = lhrxl! + llx-1rxll 

pour tout xE:X**. 

Démonstration. 

1)<=:>2)~3): provient du fait que les topologies induites par L0 {o,I:,µ) et 

LP(o,:E,µ) (p < 1) coïncident sur la boule unité de L \o,I:,µ ). En effet, d'après 

11 inégalité de Holder, on a 

}
1-p 

'ef f Ê L 1 , 'ef E > 0, s j f I p dµ, $ Ep + µ { j f j > € • (s If j dµ )P • 
n 

Le résultat s'ensuit aisément. 
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1 ) {=:> 4) : Ecrivons L 1** = L 1 œ
1 

L:, et soit 7T : L 1** -+- L 
1 

D'après [2], on a pour tout convexe fermé borné 1 
parallèlement à Ls. 

la projection 

C dans 

L 1 , l'équivalence suivante : 

C fermé dans 
0 ,..._, 

L (n, i,µ) 4==>C = rr(C) 

~ où C désigne 1' adhérence de C dans Il suffit alors d' appliquer ce 

résultat à C = x
1

. 

.u. 
4) ~ 5) est évident : on identifie canoniquement X** et X et on consi-

dère la projection 

parallèlement à 

1T = restriction à 
J..L 

X de la projection de sur 

5) =} 4) : le lemme suivant est facile à démontrer : soit 
1 

f ,g CL (O,~,µ) ; 

alors llru+f3gll 1 = lcxlllfll 1 + 1.Blllgll1 si et seulement si lflAlgl =0. Soit alors 

1T •• x** _______._ X . t. t 11 - une proJec 10n e e que llxll = llrrxll + llx-rrxll pour tout xCX**, 

et soit x CKer 1T • On a I x I A I y 1 = 0 pour tout yCX ; en considérant éventuelle-
o 0 

ment une projection de bande, on se ramène au cas où le réticulé engendré par X 

tout entier ; on a alors 1 x 1 1\ 1 f 1 = O pour tout f CL 
1 

, donc x CL 
1 

, 
0 0 S 

1 .u 
Ker 1T CL n X . - s 

1 .1.1 
Ker rr = L n X , 

s 

Comme X.1.1 = X EB Ker 77 et X n (L: n X.1..1) = {o }, on a 

' .l.l 1 J..l 
d' ou X = X EB (L n X ) . 

s 
CQFD 

est 

et 

REMARQUE. L'équivalence 1 ){==;> 5) montre que la propriété 

L 0-fermée" est indépendante du plongement isométrique de X dans 

5) est une propriété intrinsèque de l'espace X. 

11x 1 est 

1 L ; en effet, 

Posons une définition . 

DEFINITION 2. Soit X un sous-espace fermé de 1 L. L'espace X sera 

dit bien disposé dans 1 L (O,µ,) si la boule unité de X est fermée dans 
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EXEMPLES. 

- Tout sous-espace réflexif de L 1 est bien disposé. 

- Tout espace L \o, r;, ,µ) est bien disposé, où ~' est une sous-tribu de ~-

- Si µ, est une mesure sans atomes, un sous-espace de L 1 (µ, ) de codimen-

sion finie n'est jamais bien disposé. 

Le resultat suivant est essentiel. 

THEOREME 3. Soit X un sous-espace fermé bien disposé de L 1• Alors 

l'espace quotient L 1 / X est f. s. c. 

Démonstration. 

D'après le lemme 1, on a X
1

J. = X EB (L~ n X.Li). On en déduit que 

1 ** 1** 1 1; (L /X) = L / XJ.J. = L / X EB Ls 1 .1.J. 
Lsnx 

et il est facile dé vérifier que la somme ci-dessus est une i 
1-somme, c'est-à-dire que 

llxll = llx1ll + lfx)I 
1 1 

xf:L lx et x2E:Ls/ L 1nxL.L • 
s 

Le théorème sera alors une conséquence de la 

PROPOSITION 4 Gi] . Soit Y un espace de Banach tel qu'il existe une 

projection 1T : y**~ Y telle que llx!I = ll1rx 11 + !lx-11xll pour tout xE:Y**, 

alors Y est f. s. c. 

Démonstration. 

Soit y E: Ker 1T , de première classe de Baire sur (Y* , w*). Il faut montrer 

que y= O. Pour cela, considérons uE:Y tel que llull = lly!!. Soit e: = + 1. On a 

pour tout wE:Y 

llwll ~ !lw - wll + llull 
S llw-e:ull + IIYII = llw-(y+e:u)II. 
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On sait que si E ç F, le dual E* de E est isométrique à F* / E.l. En appliquant 

cela à F = T et E = Ker{y + EU), on a 

'ef wE:Y, llw IKer{y+Eu)II = d(w, IK{y+Eu)). 

On a donc ici 

\fw€Y, llwlKer{y+Eu)II = llwll. 

On en déduit que Ker{y + Eu) n Y1 est w*-dense dans Y 1. Comme y est de 

première classe Ker{y + Eu) n Y 1 est un ~es-dense dans Y 1, donc par le théorème 

de Baire, Ker{y+u) n Ker{y-u) n Y 1 est w*_;dense dans Y 1 ; mais cet ensemble est 

contenu dans Ker u n Y 1, et donc u = O puisque u est w* -continu ; par consé

quent y= O. 

CQFD 

Le résultat suivant, qui nous donne une condition suffisante simple de bonne 

disposition, sera utile. 

PROPOSITION 5. Soit O ::s; p < 1 , et soit Y un sous-espace fermé de 

LP(n, "t,µ ). Alors l'espace X= Y n L \n, "t,µ) est un sous-espace fermé bien disposé 

de L 
1

. 

Démonstration. 

L'espace X est fermé en norme puisque la norme L 
1 

domine la pseudo-

norme LP (p< 1). D'autre part, la boule unité x1 de X s'écrit x
1 

= Y n B
1

, 

où B 1 est la boule unité de L 
1

, laquelle est fermée pour la topologie de L O
, donc 

x 1 est fermée dans L 0 (n, t,µ ). 

Considérons à présent, lorsque X est bien disposé, l'espace 

Il est naturel de se demander sous quelles conditions 11 espace X est 
s 

X** ; ce n'est pas toujours vrai : citons 11 exemple X = L 1 (µ ) , où µ 

CQFD 

w* -fer•mé dans 

n'est pas 
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purement atomique. 

Nous allons voir que cette propriété est liée à l'existence de formes linéaires 

continues sur certains espaces non localement convexes. 

PROPOSITION 6. Soit Y un sous-espace fermé de 

tel que le dual y* sépare les points de Y. Alors l'espace 

LP(n,E,µ) (0sp<1), 

1 x = L (n, t,µ) n Y 

est un sous-espace bien disposé de L 
1 j_J. 1 

tel que X = (X n L ) soit w*-fermé. s s 

Démonstration. 

L 'espace X est bien disposé par la proposition 5 . D' autre part, soit cp € y*, 

~ et soit cp la restriction de cp à X. Il existe cp €L
00

(0,t,µ) tel que cp (x)=;p'(x) 
0 0 

pour tout x dans X, et cp 
O 

est continue sur X muni de la pseudo-norme 

Lp (p < 1). Soit v € Xs = (X.1..L n L:), qu'on suppose de norme 1 . Il existe une 

suite (fn) dans X 1 , et un ultrafiltre tL tels que 

(1) 

On a le 

V = lim f 
n➔u n 

dans 

LEMME 7. Soit (f ) une suite de n 

que v = 

pour tout 

(L 1**,w*). lim f dans 
'U, n --

Si 

p < 1. 

Démonstration. 

Il suffit de montrer que 

'ef e:>O, 

lim f = o n 

1 v€L , 
s 

dans 

alors 

un ultrafiltre , tels 

lim f = 0 
n+U. n 

dans 

0 L, c 'est-à.,.dire que 

Si ce n'est pas le cas, il existe X€U,, f'/ > O tels que 

Comme 1 
V € L 

s il existe A € !; tel que 
0 

V n € X. 



µ, (A ) < r1/2 
0 

Il existe donc X' E: 'l.t tel que 

'efnE:X', 

- 7 -

s A j f n I dµ, > 1 - e:317 • 

0 

On a donc , pour tout ex E: X n X 1 
, 

1 f l dµ, + s I f I dµ, > 1 - e:17 + ~ > 1 • 
n O\A n - 3 ~ 

0 

ce qui est absurde. 

CQFD 

Soit vE:X
5 

, où fnE:X, llfn[I = 11~1. Par le lemme 7, on a 

lim f = O dans LP, d I où lim cp (f ) = O, 
U n U n 

donc lim cp (f ) = O, donc cp (v) = O. 
'U. o n o 

On a montré que Xs ç;;: [{<P IX I cpE:Y* }] 
1

. Comme Y* sépare Y, donc X, on a 

xn [{cplx !cpE:Y*}]
1 ={o} 

implique 

et donc que X est 
s 

* I' w -ferme. 

J..L 
il est alors clair (algèbre linéaire) que X = X EB X s 

CQFD 

DEFINITION 8. Un sous-espace X de L \o,:E,µ,) sera dit un H-espace si 

X s'écrit X= L 1 n Y, où Y est un sous-espace fermé de LP(o,Z:::,µ) (0 -s p < 1) 

tel que y* sépare les points de Y. 

REMARQUE. Cette définition est a priori plus restrictive que la définition 

(définition 5) des H-espaces donnée dans [i 1]. 

Avant de passer à des exemples concrets , donnons quelques propriétés des 

H-espaces. 

PROPOSITION 9. Soit X S. L \o,:E,µ,) un H-espace. Soit ~Y* la topologie, 
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définie sur X, de la convergence simple sur {cp IX I cpE:Y* }. On a alors : 

1 . La boule unité X 1 de X est compacte pour t' Y* . 

2. La topologie induite par LO ~ x 1 est plus fine que qg Y*. 

3. Soit C un convexe de . X, borné en norme L 1 . Alors C est fermé 

dans LO si et seulement si C est t" Y* -fermé. 

Démonstration. 

1 • Soit un ultrafiltre sur X 1 , 

Sachant que 

et x = lim(tL) dans 
.L 

xs = {cp lx I cpE:Y*} , 

** (X
1 

, w*} ; soit 

il est trivial de x = x
0 

+ x 1, x
0

€X, x 1exs. 

vérifier que x
0 

= lim(U.) dans (X 1 , % Y*} ; tout ultrafiltre est donc convergent dans 

(X1 , CC Y*). 

2. est clair puisque les topologies LO et Lp (p < 1 ) coihcident sur X 
1 

• 

3. On se ramène immédiatement à Cs x 1. Il est clair que si C est "Cy*

fermé, alors C est L0 -fermé, d'après 2). Inversement, si C est T Y*-fermé, 

on a C = 1T (C), où ë = C dans 
J. 

(x** ' w*), et 1T : X**---+ X, Ker rr = Xs , 

~ d'après Xs = {cp IX I cpE:Y*} Or, la propriété C = 1T ( C) caractérise les convexes 

LO -fermés d'après [2] . 

CQFD 

REMARQUE. 

1 . L I exemple d'un sous-espace réflexif de L 1 
- qui est H-espace d I après 

/ii]- montre qu'en général, la topologie induite par LO sur X 1 est strictement plus 

fine que la topologie "l: Y* 

deux topologies. 

néanmoins, les convexes fermés sont les mêmes pour les 

2. On peut montrer diverses propriétés plus fines des H-espaces (voir [11]) ; 

à titre d'exemple, il existe une unique topologie de convexe compact sur x 1 moins fine 

que la topologie induite par LO
• 
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II. APPLICATIONS AUX ESPACES H 
1

. 

Soit D = {zE:<C l lz js; 1}, T = ôD = {zE:C l lz i= 1}. Soit O < p :5 1. Notons 

HP(o) l'espace 

où ~(U) 
0 

désigne l'espace des fonctions holomorphes dans D = U. Dans ce qui suit, 

on identifiera, avec la notation classique f* (valeurs au bord), HP(o) à un sous

espace de LP(T , dÀ ), où À désigne la mesure de Haar sur T (voir [8] ). Les 

lemmes ci-dessous sont classiques. 

LEMME 10. Soit O < p :5 1. Soit 'o U la topologie définie sur HP(o) de la 

convergence compacte sur U. Alors les parties bornées de HP(o) sont ~ u

relativement compactes. 

Démonstration 

Soit hE:HP(o). La fonction I h I P est sous-harmonique sur U ; notons 

1 hi.. 1 P sa valeur au bord. On a 

(1) 'ef zE:U , 

où P désigne le noyau de Poisson associé à z. Soit B çHP tel que z 

(2) 

D' après ( 1 ) , il existe , pour tout compact K de U, un nombre MK < oo tel 

que 

'7' zE:K, '7' hE:B , j h(z) j 1/ 2 :5 MK 

donc 

'7' zCK, 'ef hCB , 

La famille B constitue une famille normale de fonctions holomorphes, et est donc 

relativement compacte dans ( ~(U) , ~ U) ; la majoration (2) montre aisément que B 
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est en fait relativement compacte dans HP(D). 

CQFD 

LEMME 11 . Soit O < p ::;; 1. L'espace HP(o) x HP(o) est fermé dans l'espace 

E = LP(T)x HP(o), où E est muni de la topologie produit LP x ~u· 

Démonstration. 

Remarquons que le disque ouvert U étant une réunion dénombrable de compacts, 

la topologie Lp x 'CU est métrisable sur l'espace E. Soit donc (fn) une suite de 

HP telle que 

il faut montrer que 

f* n 

* 1/J =t:p. 

--, <P dans 

dans 

Par différence, on se ramène à 1/J = O. 

3 N tel que Y n,k ~ N, 

Par sous-harmonicité, on a 

y O < r < 1, y n,k ~ N, s2
1T lfn(rei0) - fk(rei 9 ) 1112 d0 ::;; E. 

0 

Soit e:> O, 

Comme fn -+ 0 pour t U , on obtient, en faisant tendre n vers -roo 

s2
?T ifk(reiB) j 

1/ 2 d0::;; E 

0 

d'où en faisant tendre r vers 1 

et en faisant tendre k vers +oo 

ceci pour tout E > o, d' où <.p = o . 
CQFD 

LEMME 12. Soit O < p ~ 1 • L'espace HP(o) est un sous-espace fermé de 
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Démonstration. 

Soit l/) E: LP(T, dÀ ) telle qu'il existe une suite fn de HP(D) telle que 

lim f* = ~ dans LP. Par le lemme 10, on peut supposer, quitte à prendre une sousn n-+eo 
suite, que lim fn = ({) E: HP(o) dans (HP(D), 'vu). On a (f~, fn)--+- (~ , cp) dans 

n➔oo 

(LP x HP , LPx"ou), donc ~ = ({)* par le lemme 11. 

CQFD 

LEMME 13. Soit B1 la boule unité fermée de H \D). L'application 

Id= (B1 , L 0 )--+ (B1 , 'GU) est continue. 

Démonstration. 

DI après le lemme 10, la boule unité B 1 
1 de H est compacte pour ~ U 

(c'est essentiellement le théorème de F. et M. Riesz). D I autre part, la topologie L 0 

coihcide avec la topologie LP (p < 1) sur B1 (voir' lemme 1 ). Enfin, par le lemme 11, 

le graphe de Id est fermé dans (B1x B1 , L0 x"Gu), et toute fonction d'un espace 

séparé à valeuPs dans un espace compact, telle que le graphe soit fermé dans le produit est 

continue. 

CQFD 

LEMME 14. Soit O < p :5 1. La topologie LP est plus fine que la topologie 

'Gu sur HP(o). 

Démonstration. 

En effet d I après le lemme 12, l'espace HP(o) est complet, le graphe de 

Id = (HP , LP) -. (HP , ~ U) est fermé par le lemme 11 , et le théorème du graphe fermé 

termine la démonstration. 

Il faut noter ici l'analogie entre ces derniers résultats et les théorèmes de [13] . 
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On déduit de ces quelques lemmes le théorème suivant - déjà connu à la notation près - . 

THEOREME 15. 
1 1 

L'espace H (D) est un H-sous-espace de 11 espace L (T, dÀ ) . 

Démonstration. 

Il est clair que H 1(D) = L 1(T) n H 1/ 2(D). 1/2 Or, l'espace H (D) est un sous-

espace fermé de L 1 / 2 (T), donc 1' espace H 1 (D) est bien disposé d'après le proposition 

5 • De plus , pour tout 

le lemme 14, et donc 

zE:U, 

1/2* H 

l'application e: : f -+ f(z) est continue sur H 
1 
/
2 

d'après z 
sépare H 1 / 2 , ce qui montre que H 1 (D) est un H-espace. 

CQFD 

On en déduit 

COROLLAIRE 16. L 1espace H \D) jouit des propriétés suivantes: 

1. Sur la boule unité B1, la topologie induite par L 0 (T ,dÀ) est plus fine que 

la topologie ~ U. 

2. 

3. 

1 1 L'espace quotient L (T )/H (D) est f. s. c. 

Soit C un convexe borné de H 1 (D). Alors C est fermé pour CC U si 

et seulement si C est LO -fermé. 

Démonstration. 

Avec les notations de la proposition 9, 

topologie <t U sur les bornés de H 
1 
(D), 

la topologie ~ 1 / 2* coihcide avec la 
H 

par compacité. Les assertions 1 . et 3 . sont 

alors des applications directes de la proposition 9. L'assertion 2 . se déduit du théorème 

3, puisque H 1 (D) est bien disposé. 

CQFD 

On a, plus concrètement, le 

COROLLAIRE 17. Soit A un sous-ensemble de H 1(D), et soit fE:A (dans 
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k n 
(H 1 (D) , tu)). Alors il existe une suite g = I: À i i de barycentres d'éléments de 

n i=l n n 

A(À i ~ O , I: À i = 1) qui converge À-presque partout vers f* sur T. 
n . n 

1 

Démonstration. 

Toute suite convergente dans L 0 (T ,i\) admet une sous-suite presque partout 

convergente. Si A est borné, le résultat est une conséquence directe du corollaire 16, 3. 

Si A est quelconque, soit C 11 enveloppe convexe <:J (H 1 
,C-)-fermée de A ; on a 

~ 111 1 J. 1 
f€C, et C = 1r(C) puisque H n Ls =C- • Soit C' = ë dans L (T, dÀ) muni 

de la topologie LO
, et soit C11 = C' n H 1 • 

D'après [ 2] , tout convexe B LO -fermé de L 1 ~ vérifie 1r (B) = B, donc on a 

~ ~ ,.., 1.L.1. ,V ~ 
C' =1T(C'); de plus, ona C11 c C' nH , donc 7r(C")ç; 'li'(C')=C', et 

1T (C") c 'li' (H 1") = H 1, donc 1T (C") c C11, d'où 1T (C") = C" ; comme H 1 = H ll.1. n L 1 = s s 

H 1.1..1. n C-(T{, ceci montre que C" est cr (H 1 , C-(T))-fermé, donc que C" = C, et 

f€C", ce qui montre le résultat. 

CQFD 

REMARQUES. 

1. Le corollaire 17 s'obtient également à l'aide du théorème de Khintchine-Ostrowski 

(voir GJ ). Notons que la topologie LO est strictement plus fine que la topologie %U 

sur la boule unité de H 1 (D) - considérer la suite zn - mais que cependant les convexes 

LO -fermés de H 1 sont toujours ~ u-fermés et non l'inverse (s'ils ne sont pas bornés)! 

2 . Il convient de noter que le corollaire 17 ne peut s'étendre aux fonctions harmoni

ques sur U et continues sur D. En effet, à l'aide de la formule de Poisson, on construit 

facilement une suite de fonctions de C-(D), harmoniques dans U, bornée dans L \T), 

qui converge vers O sur les compacts de U et vers 1 À -presque partout sur 1'. 

3. On montre facilement que le dual de H 1 (D) muni de la topologie L 0 (T , À ) 

est { 0} • On en déduit en particulier que la topologie LO n I est pas plus fine que la 

topologie a (H 1 ,C-(T)) sur H \o), bien que les convexes fermés bornés en norme soient 
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les mêmes pour les deux topologies. Cela n'est pas possible dans le cas d'une topologie 

localement convexe, comme le montre le théorème de Banach-Dieudonné. 

Notons qu'on a montré ici certaines propriétés des espaces H 1 ou L 
1 
/H 

1 
en 

employant très peu de propriétés fonctionnelles de H 
1 
(D) ; à titre d I exemple, L 

1 
/H 

1 

f. s. c. s'obtient avec très peu de moyens - essentiellement le théorème 3 et le lemme 11 -

et non avec une technique d'ensembles-pics ( [12] ) . La méthode employée s'étend sails 

peine à des ouverts assez réguliers de Œ:n pour qu 1 on ait 11 existence d I un noyau de type 

Cauchy et certaines majorations simples (du type "lemme 1111 ). Rappelons que si U est un 

ouvert de on définit 

H \u) = { f holomorphe dans U 13 (f) harmonique t. q. 1 f J ::; (O sur U}. 
Le lecteur voudra bien admettre que la méthode employée permet de montrer le 

THEOREME 18. Soit U un ouvert de a:::n vérifiant l 1 une des deux hypothèses 

suivantes : 

1. U est un domaine de Cartan symétrique (voir [10] ) . 

2. U est strictement pseudo-convexe à frontière e-2 (voir [12] ). 

Alors l'espace H 1(u) est un H-sous-espace de --------------
1 

L (èU, O'). 

Bien entendu, l'analogue des corollaires 16 et 17 est valide. On a par exemple le 

COROLLAIRE 19. Soit 

estf.s.c. 

On - respectivement 

ou U=B. n Alors l'espace 1 1 L (à U ,CJ' )/H (U) 

B - désigne le polydisque - riesp. la boule n Ci-dessus, 

euclidienne - de ôU la frontière distinguée, et a la mesure de Haar sur 

ô On = T11 
- resp. la mesure de surface sur oB = S n n 



III. APPLICATION A L I ANALYSE DE FOURIER SUR LES GROUPES 
ORDONNES. 

A 

Soit G un groupe abélien compact connexe, et soit G = r son groupe dual. 

Le groupe G étant connexe, r n'a pas d'éléments d'ordre fini, et il existe donc 

un ordre total sur r compatible avec la structure de groupe ( voir [9] , chap. 8) ; 

ceci équivaut à la donnée de r+ inclus dans r tel que 

(*) 

On a alors 

1 { 1 A } LE = fE:L ( G, m) ! f( y) = 0 ':J y (/, E 

où m est la mesure de Haar de G. Un sous-ensemble r+ de r vérifiant (*) 

sera appelé un demi-groupe. 

DEFINITION 20. Un sous-ensemble C de r sera dit un cône si C est 

une intersection de demi-groupes. C sera dit un cône saillant si de plus C est 

totalement ordonné pour un certain ordre total compatible sur r. 

EXEMPLES. 

- N est un cône saillant de 7 ! 

- Si C est un cône convexe saillant de Rn, alors zn n C est un cône 

n "'n saillant de Z = T (d'où la terminologie). 

On a alors le résultat suivant. 

A 

THEOREME 21 • Soit X un sous-ensemble de r = G dont un translaté est 

contenu dans un cône saillant. Alors l'espace L~(G) est un H-sous-espace de 

1 
L (G,m). 



Nous renvoyons à [11] pour une démonstration, de principe assez proche de la 

démonstration faite ci-dessus dans le cas de H 1 (D). On déduit de ce résultat, comme 

dans [j 1]: 

A 

COROLLAIRE 22. Si X est un sous-ensemble de r = G dont un translaté 

est contenu dans un cône saillant, alors l'espace e-r,x(G)* est f.s.c. 

où bien entendu 

C,f\E (G) = {fE:C-(G) lt(y) = 0 Y yE: E}. 

On a par exemple 

COROLLAIRE 23. Soit X un sous-ensemble de zn qui est majoré - ou 

minoré - pour l'ordre produit. Alors l'espace C- (Tn )* est f. s. c. 
zn,x 

REMARQUES. 

1 1. Les résultats du type "L (G,m)/L 1 f.s.c. 11 peuvent être vus comme des 
X 

théorèmes d'existence. En effet, on en déduit très facilement la chose suivante. Soit 

(f ) une suite de L 1< G, m) telle que n 

L( cp ) = lim S fn. cp dm 
n+r00 G 

existe pour tout cpE:L~\ ;c). Il existe alors une fonction f E: L \c) telle que 

L(cp) =S f.cp dm 
G 

2. La condition L~(G) H-sous-espace est une condition de petitesse naturelle 

sur l'ensemble X. Il est clair que si L~(G) est un H-espace, alors X est un 

ensemble de Riesz (L~ = Jf.X). Il serait intéressant d'étudier la réciproque. Notons 

qu I on peut montrer, en employant une extension du théorème de Kolmogorov, que si X 

est contenu dans un cône saillant de Zn et si Y est un ensemble A( 1) - voir l7 J , 
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1 
p. 144 - alors LX\JY(G) est un H-espace. 

3. Rappelons que si · X est un ensemble de Riesz infini, alors L~(G) n'est 

pas complémenté dans L 1 
( G) - ce qui rend les corollaires 22 et 23 non triviaux. En 

voici une démonstration simple. Supposons qu'il existe une projection continue 

rr : L \c)--+ L~(G). Comme L~(G) a la propriété de Radon-Nikodym, la projection 

rr serait représentable, et a fortiori Id 1 serait représentable. Il existerait donc 
LX 

une fonction K(s, t) E: L \c x G) telle que 

Y(s)=S K(s,t)y(t)dt 
G 

s-presque sOrement, pour tout y E:X. On aurait alors 

K(y, -Y)=SS K(s,t)y(t-s)dtds= 1 
GxG 

or les coefficients de Fourier de K(s, t) tendent vers zéro à 11 infini, ce qui est 

absurde. 

4. La remarque qui suit le lemme 1 montre que si U est un sous-espace de 

isométrique à 
1 H (D), alors L 1 /u sera f. s. c. Ceci s'applique par exemple 

à l'espace H \p +) défini par (voir [9], chapitre 8) : 

00 

H1(P+)={fE:1e(P+) 1 sup s if(x+iy)I dy< 00 } 

x>O -oo 

où p+ = { zE:C: J Re(z) > 0} . 

En effet ( [ ] , p. 130), 1' application 1/) : H \o) ---,. L 1 (iR) définie par 

iµ(f)(z) = 
1 

2 f(~) 
rr (1+z) 

est une isométrie de H \o) sur H \P+). 

Terminons par quelques questions naturelles dans l'esprit de ce travail. 

1 . Soit G un groupe compact abélien. Peut-on caractériser les parties E 

de r telles que C-E(G)* soit f. s. c. ? 
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2. Soit E un sous-ensemble de Riesz de r. La boule unité de L~ ( G) 

est-elle fermée dans L 0 (G, m) ? 

3. L'espace L 1 /H1 (Tn) est-il l'unique prédual de son dual (Nota : c'est 

vrai si n = 1 [1] } ? 

Nota. S. V. Kisliakov m 1 a communiqué, après la rédaction de ce travail, une 
réponsëii'ègative à la question 2 ci-dessus. 
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Exposé no. 6 

Hervé Queffelec 

Année 1982-1983 

SUR UNE ESTIMATION PROBABILISTE LIEE A L'INEGALITE DE BOHR 

Résumé.- Soit (En)~ 1 une suite de variables de Rademacher indépendantes 

et U(x,w) = sup I t E (w) nit 1 ; d'après l'inégalité de Bohr, 
tE:R 1:::;n:::;x n 

E UJ(x )] ~ S 1~, où S' est une constante numérique ; on montre qu'on a aussi og X 

E [u(x)]:::; C 
10

; x, et U(x,w) = 0(
10

; x) presque sûrement ; d'autre part, on 

généralise l'inégalité de Bohr, et on donne une bonne minoration de la constante de 

sidonicité uniforme de ~ = { Log 1 , ••• , Log N} , ce qui permet de redémontrer 

très simplement un théorème de Bohnenblust et Hille sur 11 abscisse de convergence 
Oô 

uniforme d.' une série de Dirichlet t a n -s. 
1 n 

1. INTRODUCTION, DEFINITIONS ET NOTATIONS. 

Dans [15] , on a obtenu les résultats suivants : 

U( ·) - r/, ✓log log X) p.s. x,w - ~x log x quand x---+ +oc 

E [u(x)] = o(x/ 10
g1~~gx x) quand x --;,.+o0. 

D' autre part, d I après une inégalité de Bohr ( [j] ) , on a pour tout w : 

( 1) U(x,w) ~ 1r(x) ,..._,, -
1 

x 
og X 

où '1T (x) désigne comme d'habitude le nombre des nombres premiers :::; x. G. Halasz 

( ~] ) a montré que, contrairement à la conjecture faite dans ( [15] ) on a : 

(2) p. s. U(x,w) = 0(-
1 

x ) 
og X 
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(3) E [u(x)] O(lo; X). 

D'après ( 1), ceci est clairement le meilleur résultat possible. La méthode de Halasz 

s'appuie sur une idée de crible ; en nous inspirant de cette méthode, nous avons 

trouvé une démonstration plus simple de (3), basée sur l'emploi du lemme de Slepian

Sudakov ( [5] et [7] ). 

Pour la suite, nous aurons besoin des définitions et notations suivantes. 

00 

DEFINITION 1 • 1 • Soit ~ an n -s une série de Dirichlet quiconverge pour au 
1 

moins un s (s = a + it). On pose : 

cr a = abscisse de convergence absolue = inf{cr 
O 
I t I an In -cr < oo si cr>cr 

0
} 

a = abscisse de convergence uniforme = inf f cr I t a n -s converge unif ormé-
u 1 o n 

ment dans le demi-plan cr> cr 
0

}. 

DEFINITION 1 • 2. Soit G un groupe abélien compact, r son dual, et A 

une partie non vide de r ; on appelle constante de sidonicité de A (et on note 

S(A)) la plus petite constante S telle que : 

où (aÀ )À €:A est une suite de complexes à support fini. 

DEFINITION 1.3. Soit G = R = compactifié de Bohr de R, r = R<l = R discret, 

N un entier?: 1 et ~ = {Log 1, Log 2, ... , Log N} c Rd. On appelle constante 

de sidonicité uniforme de ~, (et on note s*(~)) la plus petite constante S 

telle que : 

N J l I n ·t 1 :t a. ::; S sup sup I' a.j1 . 
1 J 1sn::SN tE:R j=1 J 

D'autre part, si k est un entier ?: 1 , on note Tk le groupe des k-uples 

1 z. 1 = 1 pour 1 :Si< k ; c'est un groupe abélien 
l 
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compact, de dual zk ; 

s ' effectue par : 

k si v = (n1, ... , nk) €. Z , 11 action de v sur z 

k 
<v , z) = n 

i=1 

On notera par F la base canonique t 1, ... , ek} du Z-module libre zk. 

Si y est un réel tel que 2 :s: y :s: x, nous poserons enfin : 

E(x,y) = ensemble des entiers n :s:x qui n'ont que des facteurs premiers :s:y, soit 

E(x,y) = {n :S: x/p ln =>P :s: y}. 

1/>(x,y) = nombre d'éléments de E(x,y) 

v(x,y,w) = sup 1 :E E (w) nit 1. 
t€.R n€.E(x,y) n 

Une estimation de E [u(x, y}] et de è/J (x, y), pour y = y(x) convenable, nous 

fournira la minoration pour tout E > 0 : 

(4) 

(où Se: et Ce: ne dépendent que de e:). 

Cela permet de donner une démonstration très simplifiée d'un théorème de 

Hille et Bohnenblust ( Ll?] ) qui répondait à une question de H. Bohr : 1111 inégalité 

(facile) cr a - au s J est-elle la meilleure possible ? " 

La réponse est oui: 

(5) "Pour tout cr€.] o,J [ il existe une série de Dirichlet telle 

que a < oo et cr - cr 2:: ex" • a a u 

Le but de ce travail est d'exposer la preuve de (2), (3), (4) et(5) et de généraliser 

11 inégalité de Bohr. 
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2. QUELQUES INGREDIENTS PLUS OU MOINS CLASSIQUES. 

THEOREME 2. 1 (Kronecker). Soient À 1 , •.• , À n n réels indépendants 

sur Q ; alors 

a) 
n iÀ .t n 

sup. j :E a. e J 1 = :E I a. l . 

tE:R j=1 J 1 J 

b} Les points de la forme (eiÀ 1 t, ... , eiÀnt), t parcourant R, sont denses 

dans Tn. 

Ce théorème est ultra-classique, donnons en cependant une démonstration peu 

connue due à H. Bohr. Soit 
n iÀ .t 

f(t) = ~ aj e J 

Si 1 $ p < oo , posons : 1 
T -

llrll = ( lim i,r S I f(t) 1 P dt) P = norme LP de f par rapport à la mesure de 
p · T~oo -T 

Haar du compactifié de Bohr de R. Posons aussi : 

llrll = sup I f(t) 1 . 
00 

tE:R 

Il résulte de la presque-périodicité de f que 11 on a : 

On a évidemment 

=lim 
m-.oo 
mE:N 

Considérons un 2m-uple (k., .e .} fixé tel que :E Àk. = :E À .e.. Si cx
1 

des ki 
1 J 1 J 

valent 1, •.• , cx
0 

des k. valent n 
l 

(resp. des .e. valent 
J 

1 , .••• ' 

f3n des .e. valent n), 
J 

1' indépendance de À 1 , ••. , À n sur Q exige que : 

cxi = Bi pour 1 $ i $ n. La contribution de (ki , .e} à l lrl@~ est donc : 
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1 

2<X1 2<X 
a 1 1 . . . 1 <Xn I n . 

On voit donc que I If 112m, 

1 1 

iÀ .t 

et par suite I If 11
00 

, ne dépend que de I ak 1 . 

n 
I If 11

00 
= llg l l = g( 0) = 'E I a . 1 , d' où le a) du Si donc g{t) = 'E a. e J , on a 

J 1 J 
théorème 1. b) découle trivialement de a). 

THEOREME 2. 2 (Inégalité de H. Bohr [3] et sa généralisation). Soit 

P(t) = ~ c nit. Alors 'E I c I s IIP Il , 
1 n p::::N p oo 

où p parcourt l 'ensemble des nombres 

premiers s N. Plus généralement, on a l'inégalité suivante : 

2 m+1 

'en lm:, )2m Il Il s cm P oo où m ;:=: 1 et où 

m+1 2 
m-1 m/2( )T - =--:-,-

C = (2-) m m+1 (m!) m+, 
m fi 2m 

(La définition de Em est donnée ci-dessous). 

Preuve. 1. Soient 2 = p 1 < p2 < ... < pk les nombres premiers s N et 

supposons I jp 11
00 

= 1 . Si 1 s n s N, n s 'écrit de façon unique : 

<X1(n) ~(n) 
n = P1 •.. pk avec et Em désigne l'ensemble des entiers n 

ayant une décomposition de longueur m, c 'est-à-dire ceux pour lesquels 

<X1(n) + ... + <Xk(n) = m. Par hypothèse 

1 

N it <X,(n) it ~(n) 1 < 
'E cn(p 1 ) ... (pk) _ 1 si tE:R. 
1 

D 'après le théorème 2 . 1 appliqué avec À r = log pr, nous obtenons 

,~ 
1 

Soit encore, en écrivant f comme somme de polynômes homogènes : 

k 
zE:T . 
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i6 Changeons zj en z/ et posons, z étant fixé : 

1/)(6) = c 1 + t c z.ei 6 
+ t c z.zkei 6 

+ 1 t c z. l d~f lg(z) 1 =/;(1) ls:lll/)ILs:1. 
pj J Plk J pj J 

k 
D'où t I c 1 = sup I g(z) 1 :5 1 . 

j=1 pj 

2. La théorie des ensembles p-Sidon permet d I avoir d' autres informations ; 

pour simplifier les notations, nous nous contenterons de traiter en détail le cas m = 2 ; 

nous avons: 

ltc z.z.l = 1~(2)/:51. 
pipj 1 J 

La forme quadratique t c z.z. provient p.p. 1 J 
1 J 

de la forme bilinéaire symétrique 

f C 2 
si i=j 

t a .. z. z! avec a .. = p. 

iS:k lJ 1 J lJ l< t-=;k si ifj. 
~ pipj 

D'après l'inégalité de polarisation de Harris ( [9]), nous avons: 

Donc, !: 1 !: a .. z ! 1 :5 
3? 

i j lJ J 
si 

lz.ls:1, 
1 

lz!ls:1. 
J 

En intégrant par rapport aux z! et 
J 

en utilisant les inégalités de Khintchine (avec la constante up-to-date) pour le système 

de Steinhaus ( [1s] ), nous obtenons : 

D'après une inégalité de Blei ( [1] ) : 

( t I aij /4/3) 3/4 s; 

3fj 
2,fi 
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Soit encore 

D'où 

et 
3 

, C 1
4 / J] 2j'. $ J {j 2 1 / 4 = 1 , 7 4 159 • • • • • 

n 2 fi 

Le cas général se traite de la même façon : le produit de m-1 copies indépendantes 

du système de Steinhaus vérifie les inégalités de Khintchine avec une constante au plus 
2 m-1 . 0'.1(n) ~(n) 

( -) ; quand on polarise !: c z
1 

••• zk , on divise au plus par m! 
/ii nE:Em n 

1 
quand on dépolarise, on multiplie au moins par m ! ---, 2-m- ; enfin, la constante de 

l.' inégalité de Harris est 

m+1 

mm/ 2 (m+ 1 )2"" 

(m!)m+1 

REMARQUE. On peut interpréter les coefficients de Fourier de la fonction 

lj> ci-dessus de la façon suivante. 

Soit Am= {v = (n 1, .•. ,nk) E: zk/:r; ni= m} ; Am= m e 1 + A
0

, où 

A
0 

= {v = (n 1, .•• , nk) E: zk /!: ni = O} = sous-groupe de zk, d'orthogonal 

H = {z = (z 1, •.• ,zk)/z 1 = ••• = zk }. Am est donc un coset de zk et on a canonique

ment une mesure µ E: M(Tk) telle que : 

( On prend µ = < z , me 1 ) mH , où mH est la mesure de Haar normalisée de H). 

On a alors : 
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LEMME 2. 1 ( [14] ) . Soient x et y des réels tendant vers +oo, avec 

y < x. Alors, p désignant un nombre premier, on a les estimations suivantes : 

(6) 1T(x) == _x_ + 0( x 2 ) 
Log x Log x 

(7) !: log p = X + O(L x ) 
p:::;x og x 

(8) !: log ~ = 0(-
1 

x ) 
~X p og X 

(9) !: _1 = 0( VX ) 
ln°p Log X 

p~X VP 

(10) !: 1 = Log Log x + a + o(c-2--) 
p::;:x p og x 

( a étant une constante) 

( 11) !: l = Lo ( Log x ) + o( __1_ ) . 
y<p::;x p g Log y Log y 

Preuve succinte . ( 6) est le théorème des nombres premiers avec reste ; pour 

estimer une expression de la forme t f(p), on l'écrit comme intégrale de Stieltjes 
p$X 

X s f(t) dTT(t), 
1 

on fait une intégration par parties et on utilise ( 6), cela donne (7), ( 9), 

(10) ; (8) découle de (6) et (7) et (11) découle de (10). 

A , , 

3. L'ESTIMATION PRESQUE SURE DE G. HALASZ 

Dans ce qui suit, C sera une constante numérique qui peut-varier de ligne 

en ligne. 

Posons 

a: (n) 
w = TI(z ) p 

n P 

it 
z =e P 

p 

si n = TI 
p 

si p est un nombre premier ::; x et 

a: (n) 
p P $ x, z = (z )n< et f(z) = !: E w • 

p 1-'-"x nsx n n 



- 9 -

Comme dans la preuve du théorème de Bohr : U(x , . ) = //f / /
00 

• On pose alors 

g(z) = t E W 
n n n::;x 

pln==;>psy 

où y€ [7, x] est à ajuster. 

et h(z) = :E E w 
n n nsx 

Max.p>y 
pfn 

f(z) = g(z) + h(z). On va estimer séparément llg/L et 1ihl1
00

• 

A. Majoration ps de llgll . Soit p un nombre premier tel que p s y. 
00 

11 
o g // < ~ ( ) < x 2x Jx _ x 1 < 4 x "Et oo - 1-J <X n - - + 2 + 3 +. · · - - 1 2 - -

p nsx P P p p P ( 1 - - ) P 
p 

Plus p est grand, plus on a une bonne majoration de l1
0
°tgll

00
• En fonction de cette 

remarque, on va estimer / lg IL à 1' aide d' un réseau de points de la forme : 

* 2ik ~ '\ 
z =(e p P) , 

p:Sy 
N entier~ 1, p 

1 s k $ N p p 

où Np sera de plus en plus petit quand p sera grand. Pour tout z, il existe 

z* tel que : 

donc 

!: lz - z* 11/~/I < ~ ~ 4x · p p ot oo - N p 
psy P psy P 

Prenons Np= rnJ~; i nous avons 

1 g(z) - g(z*) J s :E 477 !? 4x < C ~ _y_ = C _x_ 
y p. -- y Log y Log y · 

Donc 

(12) llgll s sup J g(z*) J + C L..2- . 
oo z* . og y 

D' après une inégalité de S . Bernstein ( cf. [13] lemme 7 . 1 ) , si p ~ 1 
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et donc 

P(sup I g(z*) l > v2x log p) $ :!p Il N $ :!p Il ~p . 
z* psy P p::;y 

P( sup I g(z*) 1 > V2x log p) s :! Il N s :! Il p~ . 
z* P p$y p p p:::;y 

Soit par (8) : 

X 
Prenons alors y = log x 

2 Cx 
et p =exp :-z, 

log x 
nous obtenons : 

(13) P(sup lg(z*) 1 > 2 {ë r-": $ 4 exp(- C ~). 
z* og X/ log x 

(12) et (13) donnent 

P(!iglL > C' 10; x) $ 4 exp (- C ~). 
log X 

(14) 

B. Majoration ps de JlhlL. Désormais, on prendra y= 10; x. 

Désignons par p1 < p2 < ... < p e les nombres premiers de ] y , x] et posons: 

E. = { n s x / p 1 x , ... p. 1x , p. In} , 1 s j ::;; e. 
J n J- n J 

Nous pouvons écrire : 

E W 
n n 

pj 
d'où 

e 
1 h(z) 1 $ t X.(z) 

j=1 J 
avec X.(z) = l l: En wn 1. 

J n€EJ. p. 
J 

1 
Posons provisoirement À = log x et remarquons que : 

E(X.)::;; fi_ J p. 
J 

w 
e s 1 + ew si O::::: w $ 1. 
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Nous avons alors : E(eÀlh(z) I·\ s ci E(eÀXj) s. ri (1 +eÀ fI.px) 
'--'. J j=1 j=1 V~_,,, 

d'après• (9 ). 

Donc P(jh(z) I> M)s e-ÀM e 

C X 
2 Log X X 

, soit avec M = 2 C Log x : 
' 

(15) 

On estime Xj par la même méthode qu'en A , avec cette fois des nombres premiers 

x def 
q s Y = log x = u, en prenant 

Nq = [*]~ J ~. 
it 

On a un réseau R de Il N = 0 0xp r) points et pour tout z = (e q)qsu, 
qsu q . og u 

il existe z* €: R tel que : j h(z) - h(z*) 1 s ~ !; x 2
'11' 

y<psxqsu pq Nq 

Soit encore d'après (11) {avec y= L~ x): 

lh(z)- h(z*) 1 s c ~ u Log Logx =cr. 
u Log u Log X og X 

Donc: 

(16) 

D'après (15) et (16), et vu que le nombre d'éléments de R est au plus 

u 

Or,eLog u) ( ) 
\' / == O x , on a 

(17} 

De (14) et (17), via le lemme de Borel-Cantelli et le fait que U(x,.) = llfll, on tire 

clairement 
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U(x , • ) = o(i~ x) ps, ce qui démontre (2). (14) et (17) entraînent 

P(llflt)O > C" r) ~ 5 exp (- c :-7). 
og x log x 

Comme ! If 11 ::=:; x , on en déduit : 
00 

E I If ll
00 

::=:; ~" ~ + 5 x exp ( - C 4) ::=:; cm logx x , 
og log x 

mais nous allons donner une autre méthode pour estimer E !!fil. 

4. ESTIMATION DE E [u(x,y)] ET DE E [u(xU 

Le lemme suivant nous sera utile au paragraphe 5. 

LEMME 4. 1. On a l'inégalité 

(18) E ru( )7 < C ,::-Jy log log x lJ x,yu - vx, log y ( C = constante numérique). 

Preuve . Ce lemme découle immédiatement des calculs faits dans l'appendice 

de la première partie de [n] car si g est comme dans le paragraphe J , 

U(x, y) = 1 Jg 11 et g est un polynôme dont le nombre de variables est 
00 

k = 'Il' (y) ,v L~ Y et dont le degré est d ::=:; ~: 2. 
Pour majorer E [u(x)], nous aurons besoin des deux lemmes probabilistes suivants. 

LEMME 4. 2. Soient u 1 , ... , ~ des vecteurs d' un espace de Banach 

complexe B, et g 1 , .•. , gN une suite gaussienne complexe standard. Alors 

Eli~ E. u.11 :S 
1
2 I Eli ~ g. u.11 = _.:t Eli ~ g.u.ii, 

1 1 1 E g1 1 1 1 fi 1 1 1 
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Ce lemme est une conséquence bien connue du principe de contraction (cf. [11] ). 

LEMME 4. 3. Soient Xt et Y t deux processus gaussiens complexes centrés, 

dépendant linéairement d' un paramètre t qui décrit une partie symétrique d' un espace 

vectoriel ; on suppose que : 

llxt - x)I ::; llYt - Y)l 2 pour tous s,t. Alors: 

E ~up lxt D ::; 2{2 E [sup I Yt ~. 

Ce lemme est la version complexe du lemme de Slepian-Sudakov ; il est énoncé 

dans [5] pour des processus gaussiens réels, inais 11 extension au cas complexe ne 

pose pas de problème, à condition de rajouter le facteur 2 ./2 ; pour la démonstration, 

on renvoie à G] . 
Nous pouvons alors passer à la majoration de E [u(xU; avec les notations 

du paragraphe 3 

U(x) = llflL , f = g + h et EllglL est estimé par (18). 

€ 
Puisque h(z) = E zp E gn w n 

j=1 j nE:Ej Pj 

si on introduit le processus gaussien complexe 

t 
Xt= E Œ.: E g 8 

j=1 J nE:E. n .!!.. 
J Pj 

où t = ((aj) , (~m))1::;j:i:; t , 1 aj 1 ::; 1, 1 ,8m 1 ::; 1, (gn) suite gaussienne 
1::; m::; ..!. 

P1 

complexe standard, on a par le lemme 4. 2 

(19) 

D'autre part si s = ((aj} , (f:J ~)), nous avons : 

2 € 2 
llxt -x 8 ll2 = E E la. fi - a'. /3' 1 

j= 1 nE:E . J .!l. J .!l. 
J Pj Pj 
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J 
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[ I a:. - a! 1
2 +la 

J J ..!!. 
p. 

J 

1 a:. - a:! 12 
+ 2 :E 

J J X 
m:S

P1 

où À m désigne le nombre de façons d'écrire 

nE:E. (on a utilisé le fait que IE. I s ..!. ). 
J J pj 

Or, il est clair que 1' on a 

si 

si 

si 

Si on «:msidère le processus gaussien 

À le - e• 12 
m m m 

X m<-p 
1 

comme 

Yt = fi [ f Œ. a:. G. + t. ~ p m r m] 
j= 1 \/Pj J J ms..!. V .. n 

P1 

n m =- avec 
pj 

où {Gj), (fm) sont deux suites gaussiennes complexes standard indépendantes, on 

a d'après ce qui précède : l lxt - X
5

112 s i!Yt - Y 
5

112 pour tous s, t et d'après le 

lemme 4.3 

(20) 

Or, si Y = sup I Y t 1 

Y sfi [ i 
j=1 

d'où: r 
E(Y)sj; l t Jf, + 

psx P 
JÇ]. 

p premier 
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( 
X 

< - + ~ - C log X X 
m:5-

P1 

par (9). D'autre part : 

(Il est clair qu'on peut se limiter à Px non entier). Soit encore 
€ 

X ~ € {; ,:;-:. 7 X f; C x3/ 2 
~ - 1 + ~ (vj - vj-1 )J = - v€ :::; 

y j=2 y yJîog X 

car il est clair que € ::c; 11(x). Donc en définitive : 

(21) 
3/2 

E(Y):::; C ( 2- + x __ ) 
log X y Jlog X 

(19), (20), (21) entraînent une inégalité du type: 

(22) EllhH"':,; c( fcîg x + x
312 

) . 
y Jiog X 

Il n'y a plus qu'à prendre y = J x log x pour voir que ( 18) et (22) donnent l'estimation 

souhaitée·: 

ce qui démontre (3). 

REMARQUE • G. Godefroy m' a signalé la conséquence suivante de (3), qui 

appara:ît comme une généralisation faible du théorème des nombres premiers : soit 

A c z(N) tel que si v = ((~))k~ 1 on ait ~ ~ O pour tout k. Posons 
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cp(v) = Il p; et supposons que A soit de Sidon. Alors, pour tout entier N, on a 

si C est une constante numérique telle que 

En effet, posons P(t) = 
N ·t ·t 
r; E(w)n 1 et Q(t)= ~ E(W)n 1 • 
1 n nE:cp(A) n 

D'après le 

principe de symétrie, on a : ns:N 

et d I autre part , pour tout w : 

d'après la démonstration de l'inégalité de Bohr. En combinant ces deux inégalités et 

(3), on obtient le résultat annoncé. 

V. MINORATION DE 1A CONSTANTE DE SIDONICITE UNIFORME DE ~ ET 

APPLICATION AU THEOREME DE BOHNENBLUST ET HILLE. 

Quand on considère 1 r ensemble ~ = { 1 , 2, ... , N} dans Z, pour minorer 

sa constante de Sidonicité uniforme s* ( ~), on utilise un polynôme aléatoire 

N ·t M I: E em · ; les méthodes probabiUstes donnent alors s*(A._1.) ~ S - et si on 
1 

n -"N log N 

prend pour En une suite de Rudin-Shapiro (cf. [s]), on obtient même : 

s*(~) ~ S /N, ce qui est clairement la meilleure minoration possible, abstraction 

faite de la constante b (s*(~) s: JN) ; quand on veut appliquer directement la 

même méthode pour minorer la constante de sidonicité uniforme s*(~) de 
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~ = { Log 1 , .•• , Log N }, on rencontre une obstruction due à 11 inégalité de Bohr : 

pour tout choix de signes En, on a 

Le bon point de vue semble consister à prendre des polynômes aléatoires du type : 

.E 
nE:E(N ,y) 

où E(N, y) est comme dans le paragraphe 1 , avec y petit devant 

N de façon à limiter les effets de l'inégalité de Bohr, et avec néanmoins 1/l(N,y) grand; 

nous utiliserons pour cela le lemme suivant, dO à De Bruijn ( [3]) et Ramaswami ( [14]) . 

LEMME 5. 1. 

a) Soit E E:] O, 1 [ fixé ; il existe p (E) > 0 tel que cp (x,xE)""p(E)x quand 

b) Soit u = 1
1
°g x et supposons que u -+ooo de façon que u :$ log y. Alors, 
og Y 

il existe une fonction ( ) -u log u . 
p u ......, e telle que l'on ait : 

(23) 
1 
cp(x,y) - 1 1 :$ C ( log u + u2 R(yf\ 
xp(u) u p (u) 1

) 

où R(y) est n'importe quelle fonction telle que R(y) -+0 quand y o+oo, 

R(y) ~ log Y et 17r(y) - Li(y) 1 :$ Y R(y), C étant une constante ne dépendant 
y Log y 

que de R, et Li(y) étant le logarithme intégral de y. 

Le a) est dO à Ramaswami, le b) à De Bruijn ; b) n'est pas très exploitable sous 

cette forme, mais on peut en dégager le corollaire suivant. 

COROLLAIRE . Pour tout E > 0, il existe des constantes b > 0 et C > O 
E E 

telles que si on pose y:;::;; exp Ulog x)5/B+EJ, on ait : 

(24) 
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Preuve. D'après ( [5] ) , on sait que dans le lemme 5. 1 on peut prendre pour R 

une fonction de la forme 

[ 
3/5 ] 

R(y) = o: exp -(3 (log y) 1/5 ' 
(log log y) 

o: et (3 > O. 

Si on prend y comme dans le corollaire, on a u = (log x)3/ 8
-E tandis que 

2+3 E 

(log y)3/ 5 = (log x)8 5 On en déduit aisément que le second membre de (23) tend vers 

0 quand u -+ oo et donc on a : 

l/J(x,y)~ CS' xp(u) 2:: S x e-u log u 2:: S x exp [- C (log x)~]. 
E E E E 

On peut alors énoncer le théorème suivant. 

c' > O 
E 

(25) 

THEOREME 5. 1 . Pour tout 

telles que l'on ait : 

E > 0, 

En particulier, on a une inégalité du type : 

(26) 

il existe des constantes 

pour tout E > 0. 

b' > o et 
E 

Preuve. L'inégalité S ( ~) :5 {N est évidente, car pour tout Sidon fini A 

dans le dual d'un groupe abélien compact G, on a S(A) :s;; jT;:/ à cause de 

l'orthogonalité des caractères dans L 
2 

( G). Pour prouver l'inégalité de gauche dans 

(25), prenons x = N et y comme dans le corollaire; posons a = 1 si nE:E(N,y), 
n 

0 sinon. D'après le principe de symétrie de P. Lévy ( (;] ) , nous avons : 

= 2E IU(x y;I $ C' JNJY log log N 
~ ' ~ log y 

d'après (18). 
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* lP {N'y) s ( ~) 2:: ------,::.:;-::=.::::==;;. 
C , VN y log log N 

log y 
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lP (N, y) Jfogy ;:::: b ~ lP (N , y) • 

C'/N Jy log log N {N {y 

5 
D'après (24), et puisque /y ~ exp ~ (log N)s+•] , on obtient (25) pour 

et C ~ convenables ; (26) est clairement un cas particulier de (2 5), mais nous suffira 

pour la suite, et se déduit du résultat plus élémentaire de Ramaswami. 

REMARQUE. Si r est le dual d'un groupe alélien compact G, si y 1 , ... , y s 

ET et si h est un réel 2:: 1 , appelons maille de hauteur h construite sur 
s 

Y 1, •.• , Ys' et désignons par M(y
1

, ... , y , h) = M l'ensemble des I; n. y. avec 

n. E: Z et 
1 

et [10]): 

(27) 

s 1 1 1 

t In. 1 $ h. Si A est un ensemble de Sidon de r, on a alors (cf. 
1 

/An M 1 $ a(S(A))2s log h 

où a est une constante numérique ; en utilisant (24) avec A _ A_ _ h _ log N 
- --N - ÏOg2 ' 

y i = log pi, s = 1T {y) et en remarquant que ~ n M contient tous les éléments de 

E(N, y), puis en utilisant (27), on retrouve une partie de {26), à savoir : 

Il serait intéressant de savoir s 'il existe S > O tel que 

Nous pouvons maintenant démontrer simplement le théorème de Bohnenblust et Hille. 

THEOREME 5 .2. Pour tout a E:] 0 , J [, il existe une série de Dirichlet 

telle que (] <oo et 
a 

(] - (J 2:: (X, a u 

[s] 
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Preuve. Faisons tout d'abord les deux observations simples suivantes : 

(28) (] =inf{cr/ sup I i a. ro--it 1 < 00}. 
u n, t j=1 J 

(Cela découle immédiatement d'une transformation d'Abel). On a toujours 

(29) 

(Cela découle immédiatement de S(~) :5 JN, de (28) et de l'inégalité de Schwarz). 

Cela étant, supposons que le théorème 5.2 soit faux; il existe alors <X E:]o,J [ tel 

que pour toute série de Dirichlet telle que cru::;: O, on ait o-a< <X. En particulier, 

l n tl oolal 
d'après (28) sup I:a. j1 < oo ===9 t _!!_ < oo et d'après le théorème du graphe fermé 

n,t 1 J 1 n<X 

il existe une constante C telle que, pour1oute suite finie a 1, •.• , ~ de nombres 

complexes, on ait : 

et donc 

N 
t 
1 

N la 1 
t_n_::;:c 
1 n<X 

::;: C N<X sup 
1~nsN 

tE:R 

~ .it 1 

~ aj J ' 

d'où s*(~)s C N<X. Or, cela contredit manifestement (26) et prouve par l'absurde 

le théorème 5 . 2 • 

REMARQUE. Bohnenblust et Hille montrent même qu'il existe I: a n-s avec 
n 

cr <00, 
a Il est clair qu'en utilisant par exemple une estimation 

et un argument de série, on retrouve aisément ce résultat. 
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Exposé no. 7 
Myriam Déchamps 
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SUR LES COMPACTS ASSOCIES AUX ENSEMBLES LACUNAIRES 

LES ENSEMBLES DE SIDON ET QUELQUES PROBLEMES OUVERTS. 

Résumé. Exposé historique sur l'évolution de l'étude des compacts associés 

et des ensembles de Sidon de 1957 à 1983. 

Plan de l'exposé : 

1 . Introduction 
2. Pseudo-périodicité et compacts associés 
3. Ensembles de Sidon discrets et topologiques 
4 . Comportement des fonctions à spectre dans un ensemble de Sidon 
5. Ensembles de Sidon et mesures d'interpolation 
6. Ensembles de Sidon et conditions arithmétiques 
7 . Les compacts associés à partir de 1972 
8. Les ensembles de Sidon à partir de 1976 
9 . Quelques travaux parallèles 

10. Liste récapitulative des questions ouvertes 
Bibliographie par ordre chronologique . 
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1 . INTRODUCTION 

Depuis fort longtemps le passage des propriétés locales des fonctions aux proprié

tés globales a été une des préoccupations des analystes. Pour l'analyse harmonique les 

travaux de S. Mandelbrojt sur les classes quasi-analytiques Go] et de J. -P. Kahane 

sur les fonctions moyenne-périodiques en témoignent [ 13] . 

L'étude des compacts associés à un ensemble de fréquences s'insère d'une part 

dans ce contexte, d'autre part elle est étroitement liée à celle des ensembles lacunaires 

qui a été au centre des préoccupations de 1 'équipe d I Analyse Harmonique d' Orsay pendant 

la décade 1960-1970. 

Le cadre pouvant le mieux décrire les sujets abordés ici est le suivant. Soit A 

une suite de nombres réels. Notons CA (R) l'adhérence, pour la topologie de la con

vergence uniforme sur R, des sommes trigonométriques finies 

à coefficients complexes et à fréquences dans A. Quelles relations y a-t-il entre les 

propriétés fonctionnelles de 11 espace de Banach CA (R), les propriétés arithmétiques 

de A et le comportement des fonctions de CA (R) ? 

Plus on impose de propriétés fonctionnelles à CA (R) ou de lacunarité à A, 

plus sera frappant le comportement des fonctions de CA (R). Lorsque A est un 

ensemble de Sidon, les fonctions de CA (R) ont des séries de Fourier absolument conver

gentes et elles sont "déterminées" par leur comportement sur n'importe quel intervalle 

non vide de R Go]. Dans le cas extrême des ensembles de Sidon, les problèmes liés 

à leurs caractérisations arithmétiques sont toujours d'actualité [ 1JiI . 

L'étude des compacts associés à une suite de fréquences (définition 1) se trouve 

souvent imbriquée à celle des ensembles de Sidon (définitions 3 et 4), c'est pourquoi 

nous n'avons pas voulu les disjoindre dans cet essai historique. Nous pouvons distinguer 

trois périodes. La première concerne essentiellement le comportement des fonctions à 
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spectre dans une suite réelle" les livres de A. Zygmund [16], et de J.-P. Kahane et 

R. Salem ~4] etlestravauxdeJ.-P. Kahane [13], ~o], ~3], ~s] enconsntuent 

quelques étapes marquantes. La deuxième période suit la publication du livre d 'Analyse 

de Fourier sur les groupes de W. Rudin ~ 1] , et les résultats se situent dans le cadre 

des groupes abéliens localement compacts, comme en témoignent les articles de J.-F. 

Mêla G1J, A. Bonami [52], S. W. Drury G.s] et M. Déchamps-Gondim ~5]. La 

troisième période débute par les travaux de G. Pisier [110] G 12] sur les séries de 

Fourier aléatoires presque-sOrement continues et les questions nouvelles apportées par 

la géométrie des espaces de Banach [109]. 

Nous avons choisi de nous placer le plus souvent dans le cadre des groupes R 

des nombres réels ou T des nombres complexes de module 1 ainsi que de Rn ou 

Tn pour n ;;:: 1 . DI une part, c'est dans ce cadre que se posent encore bien des pro

blèmes cruciaux, d'autre part ceci permet d'alléger la rédaction et facilite la lecture 

pour les non spécialistes. 

Le mot lacunaire peut être interprété dans beaucoup de sens. Pour nous, un 

critère suffisant de lacunarité d' une suite d'entiers est, par exemple, de ne pas contenir 

des progressions arithmétiques arbitrairement longues. 

Nous nous intéressons essentiellement au cas des ensembles compacts d I intérieur 

non vide. La théorie dans le cas d'un compact quelconque laisse en suspens de nombreux 

problèmes ~o]. 

Dans la· mesure du possible, nous rappelons les différentes terminologies utiliséès 

pour chaque notion. Nous avons adopté une présentation chronologique de la bibliographie. 

Pour la période allant jusqu I en 197 5, le livre de J. M. Lopez et K. A. Ross [9s] 
constitue probablement la référence la plus complète sur le sujet, dans le cadre des 

groupes abéliens compacts. Les paragraphes 7, 8 et 9 ci ~dessous rendent compte des 

résultats obtenus dans la dernière décade. 
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Nous souhaitons que cet exposé puisse fournir un aperçu assez complet de l' évolu

tion d I une branche mathématique et la liste de questions qui le conclut témoigner de sa 

vitalité. 

2. PSEUDO-PERIODICITE ET COMPACTS ASSOCIES 

La notion de compact associé à un ensemble de fréquences commence à prendre 

corps dans le cadre de la "théorie L211 de la pseudo-périodicité introduite par Paley et 

Wiener ( [s] ). 

On dit que la suite A de nombres réels est un spectre pseudo-périodique s'il 

existe un intervalle I de longueur finie et une constante C > 0 tels que pour toute 

iÀX somme trigonométrique finie P(x) = E aÀ e , à coefficients complexes et à fréquences 
ÀE:A 

dans A, on ait 

2 
(1) (~ laÀ 1 )1/ 2 ~ c(S IP(x) 12 dx)112 . 

I 

On appelle L 2-pseudo période attachée à A, et on note e2(A), la borne 

inférieure des longueurs des intervalles I pour lesquels ( 1) est vérifiée. 

Les résultats de [ s] et G] sur la pseudo-périodicité sont repris et complétés 

par J .-P. Kahane U~ {où la condition (1) est notée Q2(A,I)). 

La suite A de nombres réels est un spectre pseudo-périodique si et seulement 

si A est régulière, c I est-à-dire, inf I À-À ' 1 G~ . Le résultat fondamen-
À ,À'E:A,À~À' 

tal sur e2(A) est alors le suivant ( ~], G1], GJ]): si A est régulière, .e2(A) == 21T ~(A), 

où A(A) est la densité supérieure de répartition de A, définie par 

A(A)= lim sup 
t+oo rE:R 

n(r,r+t) 
t 

n(r , r+t) désignant le nombre de points de A qui sont dans 1' intervalle [r , r+t] . 

J. -P. Kahane aborde ensuite 11 étude de la pseudo-périodicité dans Rn { [ 17] }. 
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C'est alors qu'apparaît l'expression "ouvert associé à une suite de Rn" pour désigner 

l'équivalent de la condition ( 1), lorsque l'intervalle I est remplacé par un ouvert O 

de Rn. 

Dans @O] , où sont développés les résultats de [ 17], l'ouvert & de Rn est 

remplacé par un domaine K, le mot domaine désignant la fermeture d' un ouvert borné . 

On établit dans [20] des estimations analogues au cas unidimensionnel sur l'épaisseur, 

suivant une direction, des domaines associés à une suite régulière A. Pour la démons-

tration on est amené à montrer que si et sont deux suites régulières de 

si K 1 et K2 sont des domaines qui leur sont respectivement associés et si A 1U ¾ 
est régulière, alors tout domaine contenant K 1 + K

2 
dans son intérieur est associé à 

A
1 

U ¾ ( [20], p. 111 ). On montre également la propriété de stabilité suivante : un 

domaine associé à une suite A de Rn est encore associé à toute suite assez voisine 

de A ( @o] , p . 109). 

Plusieurs problèmes relatüs aux compacts associés à une suite de Rn pour la 

norme L 2 , et des problèmes à une variable lorsqu'on remplace l'intervalle I par 

un compact quelconque, restent en suspens ( [20], p. 95 et p. 117). Mais on peut considé

rer que la théorie L 2 des compacts associés est assez bien élucidée : la propriété ( 1) 

est stable et se comporte bien par rapport à la réunion ; la L 2 -pseudo-période d'une 

suite réelle se calcule explicitement. 

00 
Il en va tout autrement pour la "théorie L " des compacts associés, liée à 

l'étude de la pseudo-périodicité en norme uniforme. La notion suivante (notée condition 

Q(A,I)) apparaît dans fi3J . 

La suite A de nombres réels est un spectre C-pseudo-périodique s'il existe 

un inte1,valle I de longueur finie et une constante C > O tels que pour tout polynôme 

trigonométrique P(x) = t aÀ eiÀx on ait 
À€A 

(2) IIPll
00 

= sup / P(x) / :5 C sup 
xE:R xE:I 
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On appelle C-pseudo période attachée à A, et on note 

rieure des longueurs des intervalles I de R vérifiant (2). 

E (A) la borne infé
c 

La théorie L
00 

est reliée à la théorie L 2 par 11 inégalité ( Uit, p. 306) 

Mais la régularité de A n'entraîne pas que A soit un spectre C-pseudo-périodique 

( b3], p. 298 et [47]) et il est impossible de caractériser les spectres C-pseudo

périodiques en termes de densité ( GiJ], GJ] ). D'autre part la propriété (2) est loin 

d'être stable [47] et l'on ignore si la réunion de deux spectres C-pseudo-périodiques, 

lorsqu'elle est régulière, est un spectre C-pseudo-périodique. 

La C-pseudo-période d'une suite réelle A s'appellera plus tard [79] [101] 
densité harmonique de A et sera notée dh(A). La condition (2) se traduira par 

"I est associé à A" . 

Le cadre le plus général où nous considérons la notion de compact associé est le 

suivant. 

DEFINITION 1 . Soit G un groupe abélien localement compact, r son dual et 

A c r. On dit que le compact K de G est associé à A s'il existe une constante 

C > 0 telle que pour tout polynôme trigonométrique P(x) = !: a . y(x) on ait 
yE:A Î' 

(3) !!Pit'° s sup I P(x) 1 ~ C sup I P{x) 1 = dlPIL K" 
xE:G xE:K ' 

Dans les paragraphes suivants nous verrons les progrès liés à cette notion pendant 

un quart de siècle. Le plus souvent nous aurons G = T ou R et r = Z ou R, 

respectivement. 

Nous traduisons en termes de compact associé la question évoquée précédemment. 

QUESTION 1. Si les suites réelles A1 et ¾ possèdent des compacts associés 
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et A1U ¾ est régulière, est-ce que A1U ¾ possède un compact associé ? Si oui, 

a-t-on ¾(A 1U¾):::; dh(A 1) + ~(¾)? 

3. ENSEMBLES DE SIDON DISCRETS ET TOPOLOGIQUES 

L'étude des fonctions moyenne-périodiques conduit J. -P. Kahane U.] à introduire 

les notions suivantes . 

Une suite A de nombres réels est une suite de Sidon de deuxième espèce s'il 

existe un intervalle I et une constante AI tels que pour tout polynôme trigonométrique 

on ait 

(4) t I aÀ 1 :::; A1 sup I P(x) 1 . 

xE:I 

Si la condition (4) est satisfaite pour tout intervalle I de R, on dit que A est une 

suite de Sidon de première espèce. 

Il est clair que (4) entraîne (2) et que sur l'espace vectoriel des polynômes 

P(x) = t aÀ iÀX les normes ~ laÀ I et l!Plloc sont équivalentes. 
ÀE:A ÀE:A 

Le premier exemple de suite de Sidon de 1ère espèce est fourni par les suites 

lacunaires de Hadamard ( GJ) : 

DEFINITION 2. Une suite (À)~ 1 de nombres réels positifs est une suite 

lacunaire de Hadamard s I il existe q > 1 tel que pour j '2:: 1 on ait 

(5) 

Une suite de Sidon de deuxième espÈ,ce s I appellera plus tard suite de Sidon 

topologique { G4] [38] [;o]) et on montrera que toute suite de Sidon topologique est de 

1ère espèce [50] . 

Nous allons donner notre terminologie sur les ensembles de Sidon dans leur cadre 
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général, car nous serons forcés d I y faire allusion pour certains problèmes, par exemple 

ceux liés aux conditions arithmétiques ( § 6). 

L I expression "ensemble de Sidon" est employée pour les suites d'entiers ou plus 

généralement pour les parties d I un groupe discret définies de la façon suivante. 

DEFINITION 3 • Soient G un groupe abélien compact et r son dual. Une partie 

A de r est un ensemble de Sidon s'il existe une constante C telle que pour tout 

polynôme trigonométrique P(x) = ,; ay y{x) on ait 
y€A 

(6) tlayl~cllPIL. 

Lorsque ( 6) est vérifiée on dira que A est un ensemble de Sidon de constante C. 

L'expression "ensemble de Sidon topologique" correspond au cas des groupes 

r abéliens localement compacts ( [6.5], définition 1.2) et lorsque r est métrisable nous 

retrouvons la définition donnée pour R { [34], Gs], [65]): 

DEFINITION 4. Soient r un groupe abélien localement compact et métrisable 

et G son dual. Une partie A de r est un ensemble de Sidon topologique s'il existe 

un sous-ensemble compact K de G et une constante Ck > O tels que pour tout 

polynôme trigonométrique 

(7) 

=>(x) = t ay y(x) 
y€A 

t la 1::; ck 
Y€A y 

on ait 

sup I P(x) I. 
x€K 

Autrement dit, un ensemble de Sidon topologique de r est un ensemble de Sidon 

de rd, le groupe r muni de la topologie discrète, et possède un compact associé. 

L'expression "ensemble de Sidon de 1ère espèce" est réservée au cas (discret ou 

topologique) où il y a une "constante uniforme d'association 11 au sens suivant ( l}s], [49], 
r,, ... -,. 

DEFINITION 5. Soient G un groupe abélien localement comoact. r son dual 
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et A une partie de r. On dit que A est un ensemble de Sidon de 1ère espèce s'il 

existe une constante C > O ne dépendant que de A telle que pour tout compact K de 

G d'intérieur non vide, il existe une partie finie .i\: de A ayant la propriété suivante : 

pour tout polynôme trigonométrique P(x) = l: a y(x) on a 
. yE:A\¾: y 

l: 1 a 1 ~ C sup I P(x) 1 . 

yE:A\.i\: y xE:K 

Les suites lacunaires de Hadamard ( définition 2) sont des ensembles de Sidon de 

première espèce ( D~ ). 
Tout ce qui est connu vers 1960 sur les ensembles de Sidon se trouve dans [1 s] 

pour les suites d'entiers et dans l? 1] pour le cas discret quelconque. On connaît alors : 

les différentes conditions fonctionnelles définissant les ensembles de Sidon ( [?1], 5. 7 .3 

et § 4) ; une propriété d I interpolation approchée ( Ll21] , 5. 7 . 4) ; les conditions arithmétiques 

suffisantes de Steckin ( [ 21] , 5. 7. 5 et § 6) et des conditions arithmétiques nécessaires ( G s] , 
3.6 et 53], p. 312) pour qu'un ensemble soit de Sidon; la relation des ensembles de Sidon 

avec une autre classe d'ensembles lacunaires, les ensembles A(p) ( [? 1] , 5. 7. 7). 

A 11 origine 11 intér~t autour des ensembles de Sidon se développe grâce aux nombreux 

problèmes d'analyse qu'ils permettent d'éclairer : propriétés de prolongement analytique 

des séries de Taylor [2] , propriétés des fonctions moyenne-périodiques IÏJ] , etc. Cet 

aspect sera abordé au paragraphe suivant. 

Dans la décade de 1960, les ensembles de Sidon deviennent peu à peu un sujet 

d'intérêt propre, et on voit. se dessiner deux genres de problèmes : ceux liés aux mesures 

d'interpolation et ceux liés aux conditions arithmétiques. Nous les traitons aux § 5 et 

§ 6 , respectivement . 
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4. COMPORTEMENT DES FONCTIONS A SPECTRE DANS UN ENSEMBLE DE 
SIDON 

Dans toutes les définitions données jusqu'ici nous n'avons considéré que des sommes 

trigonométriques finies. Nous avons ainsi éludé un aspect fondamental de la théorie : le 

comportement exceptionnel des fonctions à spectre dans l'ensemble considéré. 

Pour ce paragraphe et les suivants, nous avons besoin de quelques notations. Soit 

G = T ou R, notons r = Z ou R, respectivement, le groupe dual. 

M(G) désigne l'espace de Banach des mesures complexes régulières et bornées 

sur G. Pour µE:M(G), sa transformée de Fourier µ est définie sur r par 

A 1 s27T • 
µ (n) = Zi e -mx dµ (x) (nE:Z) resp. 

0 

µ(y)= s+oo e-ixy dµ(x) (yE:R). 
-00 

On note B(r) 11 espace fJ M( G) des transformées de Fourier des mesures de M( G). 

On appelle spectre de µ l'ensemble sp(µ) = { yE:r, µ(y)-/, 0}; si sp(µ) est fini, 

µ est un polynôme trigonométrique. On note. S' l'espace des polynômes trigonométri

ques sur G. 

Lp( G), 1 ::; p ::5 00 , désigne 11 espace de Banach des classes d'équivalence des 

fonctions mesurables sur G de puissance ième intégrable (resp. essentiellement 

bornées si p = +oo) muni de la norme 
1 1 

llfll = (~ s
2
7T if(x) 1 p dx )p si G = T' 

p 0 
llfl lp = ( S: 1 f(x) 1 p dx )p si G = R 

lorsque 1 ::5 p < oo ; si p = oo , ! If 11 = sup ess I f (x) 1 . 
00 

xE:G 

Si A est une partie de r, et B est un des espaces M(G) ou LP(G), 

1 ::5 p < 00 , BA désigne l'adhérence, pour la norme de B, de l'espace vectoriel 

engendré par { eixy , yE:A}. 

CA ( G) (resp. L: ( G)) désigne l'adhérence pour la norme de la convergence 
00 1 1· } uniforme sur G (resp. pour la topologie a (L (G), L (G ))) de 1eixy , yE:A . 

Le comportement frappant des fonctions à spectre dans un ensemble de Sidon ou des 
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coefficients de Fourier sur un ensemble de Sidon se traduit par l'équivalence des 

conditions suivantes. 

(a) A est un ensemble de Sidon d'entiers (définition 3). 

(b) Toute fonction de CA (T) a une série de Fourier absolument convergente. 

(c) Toute fonction de L~(T) a une série de Fourier absolument convergente. 

(d) Pour toute suite bornée (b(y )\E:A il existe µE:M(T) telle que 

µ(y)= b(y) pour y€A. 

il existe (e) Pour toute suite (c(y ))yE:A telle que lim j I c ::::: O, 
yE:A, y ~ y 

f€L \T) telle que f(y) = c(y) pour y€A. 

Ces conditions sont présentées sous cette forme dans [1 s], mais elles n 1 étaient 

pas nouvelles . Lorsque A est une suite de Hadamard, la condition ( c) a été démontrée 

par S . Sidon Gi] et la condition ( e) par S. Banach [5] . L 1 équivalence de ces conditions 

apparaît, dans le cadre des systèmes orthogonaux, dans le chapitre VII du livre de 

S. Kaczmarz et H. Steinhaus [9]. J.-P. Kahane U3] démontre les conditions équiva

lentes analogues pour les suites de Sidon topologiques de nombres réels. Le terme de 

suite de Sidon pour désigner une suite satisfaisant à une de ces conditions a été choisi 

d' un commun accord par J. -P . Kahane et W. Rudin (J. -P . Kahane, communication orale). 

La quantité d I informations fournie dans différents domaines par les fonctions à 

spectre dans un ensemble de Sidon, ou plus particulièrement dans une suite de Hadamard, 

est étonnante. On en trouve une synthèi:ie dans ~7] , qui débute par les exemples fameux 

de Weierstrass concernant les fonctions continues nulle part dérivables [1] et de J. Hada

mard sur les fonctions analytiques pour lesquelles T est une frontière naturelle ~] • 

Dans la décade de 1960 cet aspect de la théorie des ensembles de Sidon et des 

compacts associés est illustrié par les travaux suivants . 

iÀ.X 
Soient (À .)i> 1 une suite de Hadamard satisfaisant (5) et S(x) = t c.e J 

JJ- J?:1 J 
une série absolument convergente. On montre dans fJ4J qu I il existe des constantes a:, f3, 

et y ne dépendant que de q, telles que si pour k 2:: 1, 1 ck 1 :5 a: lJ I c. 1, 
~k+1 J 

alors si x parcourt un intervalle de longueur au moir:s /3 À-1
1

, S(x) parcourt une 

boule de rayon :'.5 Y lJ I c. l. 
>1 J J-

Peano. 

C'est dire que S(x) fournit un exemple de courbe de 
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La preuve de ce résultat dépend de 11 énoncé précis suivant (Théorème I de · f 4] 

et GJ] ), qui montre que (À .).> 1 est un ensemble de Sidon de 1ère espèce: il existe 
J J-

une constante C 

longueur ~ C À 11 

ne dépendant que de q telle que pour tout intervalle 
iÀ .x 

et tout polynôme trigonométrique P(x) = :t a. e J 
~1 J 

I de R de 

on ait 

:t I a. l ::; C sup Re(P{x)). 
j~ 1 J x€I 

La démonstration de cette inégalité présentée dans LlU] est à l'origine de ~i[. 

Dans [2~] on introduit le terme de "compact propre" : un compact K de R 

est propre pour la suite 

et une constante C > O 

on ait 

A = (À . ) "> 1 de nombres réels s'il existe un entier k ~ 1 
J J- .À 1 .x 

telles que pour tout polynôme trigonométrique P(x) = :t a.e J 
j~k J 

:t I a. 1 ::; C sup I P(x) 1 . 

~k J x€K 
27TiÀ .u 

Notons E(A,M) l'ensemble de nombres réels u / tels que (e J ).> 1 ait 
J-

une limite par le procédé de sommation régulier de Toeplitz M f?s]. Si le compact 

K est propre pour A, alors pour tout procédé régulier de sommation M, 

K n ( E(A, M) est non dénombrable [2s] . L'étude des points exceptionnels pour la 

répartition modulo 1 est reprise et étendue dans [25] et Gs]. 

Il y a deux raisons à 11 introduction des compacts propres. D' une part pour les 

problèmes que nous venons d'évoquer, les premiers termes de la suite ne sont pas déter

minants. D'autre part on ignore si lorsque K est associé à A, et F ~st un ensem

ble fini, K est encore associé à J\UF. C'est dans Go] que l'on obtiendra une 

réponse affirmative dans le cas réel ou des groupes connexes, quitte à "élargir" K 

(lemme 3). K. A. Ross ( [66] et ls>s] , Chapitre 8) donnera une condition nécessaire et 

suffisante sur A, dans le cas général, pour que tout compact propre pour A soit 

associé à A. 

Le terme "compact propre" est utilisé dans ~5]et Gs], remplacé par "compact 

associé au sens large" dans [65] et par "compact associé" dans Gt.9] et [9s] (où 11 on 

utilise l'expression "compact strictement associé" dans la définition 1). 
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Dans [23] et [2s] on s'intéresse à des compacts "minces" associés à une suite 

réelle satisfaisant à des conditions de lacunarité du type de Hadamard (5). 

Soit K l'ensemble de type de Cantor construit de la façon suivante : on fixe un 

intervalle I de longueur f. et une constante ~ (0 < ~ < J) ; on retire de K
0 

= I 

le sous-intervalle de même centre et longueur (1 - 2 ~) .e ; on obtient deux intervalles de 

longueur ~ .e, on note K1 leur union, et on leur applique le même procédé, et ainsi 

successivement ; on note 

K = n K .• 
~o J 

Soit 

K. les 2j intervalles de la /ème étape et on pose 
J 

une suite de Hadamard satisfaisant (5). Si q et sont 

sufisamment grands (dépendant de ~ > j ou de q, respectivement),alors K est 

propre pour A ( ~3], [24] ). Ces résultats, ainsi que d'autres que nous verrons au 

§ 7, sont liés à la nature arithmétique de ~ ( comme le problème de l' unicité du 

développement trigonométrique ( ~4], Chapitres V et VI)). 

DEFINITION 6. On appelle nombre de Pisot un nombre entier algébrique dont tous 

les conjugués sont de module < 1 . On désigne par S la classe des nombres de Pisot. 

Si 1/E n'appartient pas à S, alors il existe une suite (q.)'> 1 tendant vers 
J J-

l'infini telle que K est propre pour A si À. 1/À.?. q. pour j ~ 1 ( [?s], p. 256). 
J+ J J 

Si 1 / ~ est dans S, alors il existe des suites lacunaires pour lesquelles K n'est 

pas propre ( [24] ) . 

Dans [?o] et l24] on aborde la théorie L
00 

et L 2 des compacts "minces 11 

associés à des suites satisfaisant à différentes conditions de lacunarité. Malgré les 

éléments de réponse connus, le but du dernier chapitre de ~o] est toujours d'actualité, 

et nous le rappelons : "définir des compacts K de mesure nulle mais néanmoins assez 

épais, et des suites A assez rares, pour que la comportement sur K d' une fonction 

continue dont le spectre est contenu dans A permette de déterminer son comportement 

global". 
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Hnppelons que l'ensemble /\. de nombres entiers ou réels est un ensemble de 

Sidon si el. seulement si toute l'onction bornée sur A peut être prolongée sur 'L ou R 

en une trunsformée de l•'ourier d'une mesure bornée sur I? ou T (condition (d) du 

§ 11). Une telle mesur•e sera dite mesure d'interpolation. 

Les problèmes qui se posent sur les mesurP d'interpolation µ relatives à un 

ensemble de Sidon A sont les suivants. 

1 . Peut-on prendre µ discrète ? 

2 . Peut-on prendre µ continue ? 

A 

3 . Peut-on prendre µ telle que µ. soit arbitrairement petite sur Z \ A 

(resp. sur R \(A+ C..o, S]) , 45>0) ? 

4. Peut-on prendre µ positive si O (/,, A et si la fonction bornée (b(y))yE:A 

satisfait b(-y) = b(yJ" pour y €A ? 

5. Peut-on prendre µ à support dans un intervalle arbitraire ? 

Les deux premiers problèmes sont à 1' origine, entre autres, des travaux de 

C. Ryll-Nardzewski, S. Hartman, J .-P. Kahane ( ~6], l?9], 51], ~ 1] ), J. F. Méla 

( [37], [38], [44] ), B. B. Wells [s4] (pour une bibliographie plus complète voir [9s], 
10. 10). 

C. Ryll-Nardzewski et S. Hartman développent la théorie des ensembles d' interpo-• 

lation (ou ensembles I ) . 
0 

DEFINITION 7. A c R est un ensemble d'interpolation si toute fonction bornée sur 

A peut être prolongée sur R en une fonction presque périodique (c'est-à-dire limite 

uniforme sur R de polynômes trigonométriques). 

J.-P. Kahane [31] montre que si Ac R est un ensemble d'interpolation, toute 

fonction bornée sur R peut être interpolée par une fonction presque-périodique à série 

absolument convergente. Les ensembles d'interpolation sont donc des ensembles de Sidon, 
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et leurs mesures d'interpolation sont discrètes. La réciproque est inexacte 51 ] , et la 

réponse à la question 1 est négative. Les ensembles d'interpolation ont des propriétés de 

répartition remarquables, précisées dans 57] et Gs], qui constituent les références les 

plus complètes sur le sujet. Dans ces articles se dessinent plusieurs des résultats dévelop

pés ensuite dans [65] pour les ensembles de Sidon. 

D'autre part, si A c R est un ensemble d 1 interpolation, son adhérence A 

dans le compactifié de Bohr R de R est un ensemble de Helson ( G 1] et ~ 1] , 5. 6, 

pour les propriétés des ensembles de Helson). En particulier, A a mesure nulle dans 

R ( [.i6] , Ll31] ) . Ces deux dernières questions sont toujours ouvertes dans le cas général. 

QUESTION 2. Si A est un ensemble de Sidon de R, quelles sont les 

propriétés de l'adhérence A de A dans le compactifié de Bohr de R ? A a-t-elle 

mesure nulle ? Peut-on avoir A = R ? 

Dans cette direction, Y Katznelson [12] a montré l'existence d'ensembles A(p) 

pour tout p > 0 qui sont denses dans Z (voir définition 19). 

Un autre problème concernant les mesures d'interpolation a été posé par C. C. 

Graham (§5] en 1973 : soit E c Z tel que pour toute mesure µ, E: M(T), il existe une 

mesure discrète v sur T telle que µ. (n) = v(n) pour nE:E ; E est-il un ensemble 

de Sidon? 

La réponse est positive, elle a été trouvée dans certains cas particuliers 

par L. T. Ramsey et B. B. Wells [133], et dans le cas général par J. Bourgain [139], 
grâce aux éléments nouveaux apportés dans [133] et U34]. 

Le problème 2 a été résolu indépendamment par S . Hartman li 1] et B . B. Wells 

~4] : si A est un ensemble de Sidon, pour toute fonction bornée (b (y ))yE:A il existe 

une mesure continue µ telle que µ(y)= b(y) pour yE:A. Les deux démonstrations 

utilisent la réponse de S. Drury au problème 3, et S . Hartman traite aussi le cas topologique. 

L'intérêt suscité par les ensembles de Sidon s'accroît lorsque S . W. Drury montre 
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que la réunion de deux ensembles de Sidon est un ensemble de Sidon l1?] . Pour cela il 

répond affirmativement au problème 3 : si A est un ensemble de Sidon d' un groupe discret 

r, sa fonction caractéristique est uniformément approchable par des éléments de B(r). 

Le cas topologique est résolu dans (§5]. 

La remarquable "astuce de convolution" des mesures d'interpolation aléatoires qui 

est au centre de la méthode de S. W. Drury est détaillée dans un cadre plus général dans 

03] . Elle est immédiatement utilisée dans un grand nombre de travaux : G,. 9] , [;o] , f 51] , 
~6 ], [57], [58}, [64], [65], f71J, [s4}. Plus tard s. W. Drury [s6] adapte sa métho-

de pour répondre affirmativement à la question 4. 

Le procédé de convolution est encore employé par S. W. Drury l93] pour montrer 

que certaines relations arithmétiques, que nous analyserons au paragraphe suivant, carac

térisent les ensembles de Sidon. 

Finalement, D. Rider [94] donne une nouvelle version de la méthode de S. W. Drury, 

en termes de séries de Fourier aléatoires, qui déclenchera la théorie moderne des ensembles 

de Sidon, avec les travaux de G. Pisier que nous analyserons au § 8, et, plus récemment, 

ceux de J. Bourgain ( [ 1.36] , LJ 44] ) • 

I..,e problème 5 a été résolu affirmativement par M. Déchamps-Gondim ( (;i9], [5o] , 
[65] ). Dans ces travaux on montre que si le groupe G est localement compact et connexe 

et son dual r métrisable, tout ensemble de Sidon de A est associé à tout ensemble 

compact K de G d'intérieur non vide. Le cas des groupes G compacts et non connexes 

a été traité ensuite par K. A. Ross [66] et l98] , chapitre 8), ainsi que la possibilité de 

prendre les mesures d'interpolation à la fois positives et à support dans un compact ( [83] 
et ~8] ). 

Dans [65] , M. Déchamps-Gondim montre en particulier que tout ensemble de Sidon 

dénombrable est réunion finie d'ensembles de Sidon dont le pas tend vers l'infini. Ce dernier 

résultat s'étend au cas des ensembles de Sidon nor; dénombrables d I après le travail récent 

de J. Bourgain [136] (ce qui répond par 11 affirmative à la question 6 de L98] , p. 171 ). 
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Pour décrire un dernier problème sur les compacts d' intérieur non vide associés aux 

ensembles de Sidon nous avons besoin de la notion suivante. 

DEFINITION 8. Soit r un groupe métrisable, d une distance invariante sur r 

et I Y-Y' 1 = d(O, Y-Y') pour tous y et y' dans r. Pour tout sous-ensemble A 

de r, le pas de A est le nombre 

p(A) = inf{ 1 Y-Y' 1, yE:A, y I E:A, y-f.y '}. 

On dit que le pas de A tend vers 11 infini si 

Soit p 

Ili et G = (Z(p)) . 

lim IY-Y' 1 ==00 ( y , y , E.: A , y -f. y 1 , y , y 1 -+oo). 

b · Z ( ) 1 f · · d · ièmes d l' · t ' un nom re premier, p e groupe m1 es racines p e um e 

On montre (65] que tout ensemble de Sidon du dual r de G dont le 

pas tend vers 11 infini est réunion finie d'ensembles de Sidon de première espèce ( définition 

5). La preuve donnée dans (§ 5] utilise les résultats de G2] et (;i.9] . J. Bourgain [144] 
vient de démontrer, dans le cas général, que tout ensemble de Sidon est réunion finie 

d'ensembles de Sidon de première espèce. Les arguments développés dans [144] permettent 

en outre de montrer que la condition (15) ci-dessous caractérise les ensembles de Sidon 

dans le cas des groupes d'ordre borné, indépendamment de [123] . 

Dans la réponse au problème 5 il est essentiel de considérer des ensembles d' inté

rieur non vide. En effet, si A est une suite de Sidon d'entiers, pour tout E > 0 on peut 

trouver des compacts de T de mesure supérieure à 1-e: qui ne sont pas associés à A. 

Par contre, tout compact de T de mesure positive est associé, pour la norme L 2, à 

toute suite de Sidon de Z ( [9s], Corollaire 9.13, dQ àA. Bonami). Dans ce dernier 

résultat, A peut être remplacé par d I autres ensembles moins lacunaires ( [l.6] , [;2] 

et [9s], Ch. 9). Le résultat était connu depuis longtemps pour les suites de Hadamard [6]. 

Les ensembles de Sidon topologiques ont encore deux propriétés remarquables liées 

aux mesures d'interpolation. La première est une propriété d I élargissement, dont voici une 

version simplifiée : soient A une suite de Sidon de nombres réels,, b une constante 

vérifiant O < S < p(A)/2 et (b(y))yE:A une suite bornée ; il existe alors µE:M(R) 
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vérifiant, pour tout yE:A, µ(x) = b(y) pour x dans 11 intervalle [y-b, y+S]. 

Cette propriété a été étudiée successivement dans [3s], 54], [65], [77] et [so] 
( où se trouve 'la version la plus générale). 

La deuxième propriété (liée à la première) concerne la stabilité. Soit A= (À .)i> 1 J .J-

une suite de nombres réels qui est stable par rapport à la propriété d'avoir un compact 

associé, c'est-à-dire : il existe a: > O tel que toute suite (À j)J~ 1 satisfaisant 

l À .-À! 1 ~ a: pour j ~ 1 a un compact associé ; alors A est un ensemble de Sidon 
J J 

topologique [65] . 

Ces deux propriétés montrent que, parmi les suites réelles qui ont un compact 

associé, les ensembles de Sidon topologiques se distinguent par leur stabilité. 

6. ENSEMBLES DE SIDON ET CONDITIONS ARITHMETIQUES 

Les ensembles de Sidon sont des sous-ensembles A d I un groupe défini par des 

conditions fonctionnelles. Il est naturel de chercher à les caractériser· par des conditions 

arithmétiques, c'est-à-dire, portant sur les relations algébriques entre les éléments de A. 

Par ailleurs, nous n'avons jusqu I ici qu I un exemple d'ensemble de Sidon : les 

suites lacunaires de Hadamard ( définition 2). La théorie des ensembles de Sidon avait besoin, 

pour se développer, de conditions permettant d'affirmer "l'abondance" de tels ensembles 

dans un groupe quelconque. La première de ces conditions est donnée par S. B. Steckin 52]. 
La condition de Steckin ( 8), après les simplifications apportées par [18] , !}9] et U 34 J , 
est la condition arithmétique suffisante la plus générale permettant de construire des ensembles 

de Sidon. 

Nous traiterons d'abord tous les problèmes liés aux conditions arithmétiques suffi

santes, ensuite ceux liés aux conditions nécessaires. La longueur du paragraphe est en 

rapport avec la difficulté du sujet, 11 importance accordée aux questions 3 et 4 ci-dessous et 

les développements récents du sujet. Comme les problèmes sur les conditions arithmétiques 



- 18 -

se comportent très différemment suivant le groupe considéré, dans ce paragraphe nous nous 

plaçons dans un cadre général. 

DEFINITION 9. Soit r un groupe abélien discret et A une partie de r. Pour 

tout ÀE:f on note Rs(A,À) le nombre de "mots" de longueur s d'éléments de A 

égaux à À , c'est-à-dire, 

A 
Rs(A,À) = 1 tE(y))yE:A e{-1,0, 1} 1 l; e:(y) y = ~ ' 

yE:A 

{ où pour tout ensemble A, 1 A I est le cardinal de A). 

Autrement dit, si A= (y}~ 1, Rs(A,À) est le nombre de représentations de À 

sous la forme 

À =+Y· + Y· + • · · +Y· ' j1 > j2 > · · · > js. 
- J1 - J2 - ls 

W. Rudin [1a], [21] donne la version suivante (un peu plus générale) du résultat 

de S. B. Stetkin 62] . Soit A = (y}~ 1 une suite d'un groupe abélien discret satisfaisant 

aux conditions suivantes : 

(i) Si yE:A et 2y ,/: 0 alors -Y (/, A ; 

(ii) Il existe B > 0 et une décomposition de A en n ensembles disjoints 

A1 , •.• , An tels que pour tout À dans A U { O} , 

(8) (i = 1 , ••• , n et s > 1 ) 

alors A est un ensemble de Sidon. Une conséquence immédiate est que tout sous-ensemble 

infini d'un groupe discret contient un ensemble de Sidon infini. 

D. Rider [29] fournit les simplifications suivantes : 

- la condition (i) est superflue (voir aussi [54] et [18]) 
- il suffit, dans (il), de satisfaire (8) pour y = 0 ; 

- A peut être remplacé par AU (-A) dans la conclusion. 

Dès lors on appellera ensemble de Rider un sous-ensemble A d' un groupe abélien discret 
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pour lequel· il existe B > O tel que 

(9) 
' 

et la condition suffisante précédente devient : toute réunion finie d'ensembles de Rider est 

un ensemble de Sidon (?9]. 

Un ensemble de Rider d'entiers n'est pas toujours une réunion finie de suites 

lacunaires de Hadamard. L'exetnple le plus simple a été donné par E. Hewitt et H. S. Zucker

man 

L'outil central lié aux conditions arithmétiques suffisantes est la construction de 

mesures d'interpolation que l'on appelle produits de Riesz ( [9s], chapitre 2). Etant donnés 

un ensemble A, une fonction (b(y))yE:A telle que lb(y) 1 :S 1 pour tout yE:A et 

-e > o, la condition (9) permet de construire un produit de Riesz R, qui est une mesure 

bornée sur le groupe G dual de r, dont la norme ne dépend que de B et de €, et 

telle que 

Il s'ensuit que A est un ensemble de Sidon, d'après la condition d'interpolation 

approchée suivante, équivalente à la condition (d) du § 4 ( [? 1]) : 

A 
(d') Il existe S > O tel que pour toute fonction (b(y ))yE:A E: {-1 , 1} il existe 

µ. E: M(G) telle que, pour tout yE:A, l,î (y) - b(y) 1 s 1 - S. 

Les produits de Riesz ont· été introduits dans GJ , pour 11 étude de l'ordre de décrois

sance des coefficients de Fourier des fonctions continues à variation bornée. 

La dernière inégalité de (10) permet aussi de montrer que si A' est un ensemble 

de Sidon quelconque, AU A' est un ensemble de Sidon, sans faire appel au résultat de 

S • Drury ( ~9] , [4 s] ) . De la même manière, la plupart des résultats sur les ensembles de 

Sidon ont des démonstrations directes et explicites dans le cas d'un ensemble de Rider, grâce 

aux produits de Riesz. Ceci montre 1' inté~t de ces ensembles, et de la question suivante : 

tout ensemble de Sidon est-il réunion finie d'ensembles de Rider ? (question-, de [98], p. 171). 

Cette question est toujours ouverte, mais peut être posée différemment, grâce à des 
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progrès récents. Voyons d'abord quelques définitions concernant l'indépendance arith

métique. 

DEFINITION 10. Soit A un sous-ensemble d'un groupe abélien discret. On 

dit que A est quasi-indépendant si Rs(A,0) = 0 pour s ~ 1. 

On dit que A est dissocié si pour toute partie finie A de A et toute suite 

(n(y))yE:A E:{-2,-1,o,1,2}A ona 

( 11) t n(y)y=0 ==>n(y)y=0 pour yE:A. 
yE:A 

On dit que A est indépendant si pour toute partie finie A de A et toute 

suite (n(y ))yE:A E: -ê on a (11 ). 

Les ensembles dissociés correspondent aux suites de Hadamard satisfaisant (5) 

avec q > 3 : les produits de Riesz construits sur A sont des mesures d' interpola

tion exactes ( [9s] , chapitre 2). Les ensembles indépendants ont un intérêt pour d'autres 

groupes que 2, ils sont en particulier dissociés. 

Les ensembles quasi-indépendants se révèlent être l'exemple fondamental 

d'ensemble de Sidon, d' après le résultat suivant de G. Pisier ( D 34] , Proposition 2 . 13) : 

tout ensemble de Rider est réunion finie d'ensembles quasi-indépendants. La question 

ouverte précédente devient alors : 

QUESTION 3. Tout ensemble de Sidon est-il réunion finie d'ensembles quasi

indépendants ? 

Dans cette direction, J. Bourgain [13<i] démontre qu'étant donné un entier k, 

un ensemble de Sidon A se décompose en K = K(A, k) parties A1, ... , 1\ n'ayant 

pas de relations de longueur :5 k, c'est-à-dire, telles que 

R (A. , 0) = 0 pour 1 :::;; i :5K et 1 :5 s :5 k. 
S 1 

En fait, on sait qu' un ensemble de Sidon peut être caractérisé par l'ensemble 

de relations qu'il vérifie. Plus précisément, soit A = (y n )~ 1 une suite d, éléments 



- 21 -

d' un groupe abélien discret r, notons 

t.J 
RA={(e:.)'>1 E: L1,o,1} 1 !: le:.l<oo, !: E.')l.=ü}. 

J J- 1: ,r-:1 J j2::1 J J 

S. Drury [93] montre que si A' est une suite d' un groupe discret r' telle que 

RA = RA, , alors A est un ensemble de Sidon si et seulement si A' l'est aussi. 

Mais sa démonstration ne donne pas de caractérisation explicite ne dépendant que de RA. 

Une caractérisation des ensembles de Sidon en termes de Rs(A,O) est fournie 

par G. Pisier ( [j 34] , théorème 2. 6) : soit A une partie du groupe discret r telle 

que O <t r ; A est un ensemble de Sidon si et seulement si il existe un nombre e < 1 

tel que pour toute partie finie A de A on a 

!Al 1 1 
!: _!_R (A,O)::; 28 A. 

S=Û 2S S 

Dans L134J on trouve d'autres variantes de ce résultat (en particulier le théorème 2.10). 

Si la question 3 a une réponse positive, toute partie finie d'un ensemble de Sidon 

A contient un sous-ensemble quasi-indépendant de densité 2:: n Â 1 > 0 (A étant 

réunion de n A ensembles quasi-indépendants). Cette forme affaiblie de la question 4 

est résolue dans [ 134' : le sous-ensemble A du groupe abélien discret r est un 

ensemble de Sidon si et seulement si il existe S' >o tel que toute partie finie A de 

A contienne une sous-partie quasi-indépendante B telle que I B 1 2:: o I A 1 . 

Compte-tenu de ce résultat, la question 3 semble devenir purement combinatoire. 

Néanmoins des outils combinatoires ou de la théorie des graphes n'ont pas permis 

jusqu'ici d'aborder le problème. 

Les deux dernier résultats s 'insérent 'dans les travaux fondamentaux de G. Pisier 

concernant 1' espace de séries de Fourier aléatoires presque sûrement continues ( [112] , 
[123], [134] ). Nous analyserons ces travaux au paragraphe 8. 

Nous n'avons pas encore signalé les cas où 11 on sait répondre à la question 3. 
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Soit p un nombre entier positif, notons Z(p) le groupe des racines ièmes de 

l'unité. Le groupe compact G = (Z(p))N a pour dual le groupe discret r = (Z/pz)(N) 

(si I est un ensemble et H un groupe, H(I) désigne 1 •·ensemble des éléments de 

tt1 dont les coordonnées, à l'exception d I un nombre fini, sont nulles). Lorsque p est 

premier, r est un espace vectoriel sur le corps Z/pZ. Un lemme combinatoire 

d'algèbre linéaire dll à Rado-Horn [ 22] permet alors de montrer que tout ensemble de 

Sidon de r est réunion finie d'ensembles indépendants [32] . 

Plus récemment, J. Bourgain [136] montre que l'étude des ensembles de Sidon 

du dual de 

au cas où 

G = Il Z(p.), 
'>1 J J-

r)t-J G = {Z(p ) , 

où (p.) i> 1 est une suite bornée d'entiers, se ramène au 
J J.-

pr étant une puissance du nombre premier p. Dans le cas 

où les pj sont tous égaux à un produit de nombres premiers distincts, tout ensemble de 

Sidon du dual de G est réunion finie d'ensembles quasi-indépendants ( Gi2], [136] ). 
Ceci répond partiellement à la question 4 de [9s], p. 171. 

Passons aux conditions arithmétiqués nécessaires. Comme pour les conditions 

suffisantes, il y a essentiellement une condition nécessaire, la ttcondîtion des mailles", 

pour qu I un ensemble soit un ensemble de Sidon. Cette condition est due à J. ·-P. Kahane, 

qui l'a énoncée pour les suites de Sidon de nombres réels et 1 i a démontrée à l'aide 

d'estimations de polynômes aléatoires Ü~ ; elle s'écrit de façon analogue dans d'autres 

cas ( kio], (54] ). Une autre présentation de la condition des mailles pour les ensembles 

de Sidon et les ensembles A(p), due à G. Benke ( [59] t (?4] ), ainsi que quelques 

variantes, se trouve dans [98] , Chapitre 6. 

DEFINITION 11 • Soient y 1 , •.. , y n, n éléments d'un groupe abélien r 

et s un entier ~ 1 . On appelle s•-maille construite sur y 1 , ..• , y n 11 ensemble 

On dît que le sous-ensemble A de r satisfait la condition des mailles s I il existe une 

constante K telle que pour toute partie finie { y 1 , • . . y n} de r et sout entier 
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s~ 1 ona 

Si A est un ensemble de Sidon de constante C d' un groupe abélien localement 

compact , A vérifie la condition des mailles ( 12) avec K $; ( 16 C )2 ( [54] ) . 

Si on remplace les mailles par des sous-groupes finis A de r ou par des 

progressions arithmétiques finies A lorsque r = Z, J A 1 ~ 2 , on montre que tout 

ensemble de Sidon de r vérifie la condition 

( 13) 1 A n A 1 $; K log I A 1 . 

Ce résultat se trouve dans un grand nombre de travaux. Dans fos] , chapitre 6, on en 

donne une version unifiée au moyen des "ensembles test" (définition 6.9 de L9s] ). 

Considérons le groupe G = (Z(p))t-J, où p est premier. Si A est un sous

groupe fini du dual r de G, 1 A J = pm où m est la dimension de A comme 

espace vectoriel sur Z/pZ. Si A est un ensemble de Sidon de r, il existe donc 

K' tel que pour tout sous-espace vectoriel A de r 

(14) 1 An A 1 $; K' dim(A). 

Réciproquement, si le sous-ensemble A de r satisfait ( 14), le lemme de 

Rado-,Horn permet de montrer que A est un ensemble de Sidon G2] . Autrement dit, la 

condition arithmétique (14) caractérise les ensembles de Sidon du groupe r = (Z/pZ)(N), 

p premier. 

Ce dernier résultat a pu être généralisé par G. Pisier [123] , dans le cas des 

groupes G = Il Z (p.), où (pJ. ),'> 1 est une suite bornée d'entiers : un sous-ensemble 
j~1 J ,J-

A du dual r de G est un ensemble de Sidon si et seulement s' il existe une constante 

K telle que pour tout sous-groupe fini H de r on a 

(15) 1 A n H 1 ::; K rang (H) 

où le rang de H est défini comme le plus petit nombre de générateurs de H. 

La démonstration de ce résultat (corollaire 3.3 de [,23]) n'utilise pas le lemme 
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de Rado-Horn mais ne permet apparemment pas de retrouver que tout ensemble de Sidon 

de (Z/pzlN), p premier, est une réunion finie d'ensembles indépendants. 

En dehors des deux cas qui viennent d I être signalés , on ignore si la condition des 

mailles est suffisante, en particulier si G = T. 

QUESTION 4. Un ensemble d'entiers satisfaisant à la condition des mailles 

est-il un ensemble de Sidon ? 

Le résultat qui se rapproche le plus de ce problème est le suivant ( [i2j] , 

théorème 3. 1) : soit A une partie du groupe abélien discret r tel qu'il existe une 

constante K > O telle que pour toute partie quasi-indépendante finie B de A on a 

( 16) 1 An [s] 1 ~ K I B 1 

où [B] = { !: Ey Y , (E ) €A€ {-1,0, 1 }
8

} 
'YPB y y . 

alors A est un ensemble de Sidon.· 

La condition (16) est plus forte que la condition des mailles correspondante : 

(17) 

On montre dans LJ23] (proposition 7.3) que la condition (16) n'est pas nécessaire 

en général. J. Bourgain [129] retrouve ce résultat en utilisant une construction par 

récurrence d'un ensemble dissocié contenant des "grosses mailles" . 

dans ( 17) le facteur log I B I n'est pas superflu. 

C I est dire que 

Malgré tous les progrès récents, on peut dire que les conditions arithmétiques 

liées aux ensembles de Sidon ne sont pas encore bien comprises. Les deux questions 

suivantes donnent la mesure de la difficulté du problème (la première a été posée par 

J. Bourgain). 

QUESTION 5. Si (n.)>l est une suite de Sidon d'entiers, 
J J-

une suite de Sidon ? 

2 {n. ) > 1 est-elle 
J~ 

QUESTION 6. Si A est un ensemble quasi-indépendant d'entiers, A est-il 

réunion finie d 1 ensembles dissociés ? 



- 25 -

7. LES COMPACTS ASSOCIES A PARTIR DE 1972 

Les compacts associés seront en rapport avec des classes d'ensembles qui, à 

11 exception des modèles, contiennent les ensembles de Sidon. Le rôle des conditions 

arithmétiques deviendra moins clair. L'étude des conditions fonctionnelles fera un appel 

croissant aux outils de la géométrie des espaces de Banach. 

R. C. Blei [s2] montre que tout ensemble d I entiers A qui n'est pas de Sidon 

contient un sous-ensemble E qui n'est pas de Sidon mais qui est de première espèce ; 

plus précisément, pour tout E > O et tout sous-ensemble compact K de T d'intérieur 

non vide il existe une partie finie F de E telle que pour tout polynôme trigonométrique 

à spectre dans E \ F on ait 

sup IP(x) 1 > (1 - E) IIPIL. 
x€K 

Ce résultat utilise les outils de [10] , où l'on s'intéresse à 1111 abondance" 

d'ensembles admettant une partition pour la norme uniforme et aux ensembles de Rosenthal. 

DEFINITION 12. Un ensemble E d I entiers admet une partition pour la norme 

uniforme s'il vérifie les conditions suivantes : 

(i) Il existe une suite (E/~ 1 de parties finies deux à deux disjointes de E 

telle que E = U E .. 
j21 J 

(li) Il existe K > O telle que pour tout polynôme P à spectre dans E on a 

~ IIP .Il ::; K IIPIL 
,P-:1 J 00 

où P .(x) = li P(n)eint pour j 2 1. 
J n€E. 

J 

DEFINITION 13. Un. ensemble E c Z est un ensemble de Rosenthal si 
00 

LE(T) = CE(T). 

Un ensemble de Sidon admet trivialement une partition pour la norme uniforme et est 

un ensemble de Rosenthal (condition (c) du § 4). H. P. Rosenthal G5] a fourni le premier 

un exemple d'une suite A d'entiers satisfaisant L~(T) = C A(T) et n'étant pas une suite 

de Sidon. 
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Un ensemble E admettant une partition pour la norme uniforme est un ensemble 

de Rosenthal [70] et la réciproque est fausse Go7] . Ron C. Blei [70] montre que 

tout ensemble d'entiers qui n'est pas de Sidon contient un sous-ensemble E qui n'est 

pas de Sidon mais qui admet une partition pour la norme uniforme. Les résultats Go] et 

fu2] sont établis pour un sous-ensemble d'un groupe discret quelconque ; dans [Ïo] on 

réduit le problème à celui des groupes compacts, que l'on étudie d'abord. 

Le résultat précédent entraîne en particulier 1111 abondance 11 d'ensembles de 

Rosenthal qui ne sont pas de Sidon. Ce dernier résultat sera retrouvé autrement dans [95] , 
à l'aide d'une condition diophantienne déjà centrale dans Go} et ~2] . En voici un 

exemple : si E =(À.)"> 1 J J-
est une suite d'entiers telle qu'il existe aE:R, 
iÀ .a 

a 
Zi irration-

nel, pour lequel ( e J ) ·>" est une suite convergente , alors E 
J-• 

est un ensemble 

de Rosenthal. 

Abdalian [s 1] fait une étude des ensembles d'entiers ou réels qui admettent une 

partition pour la norme uniforme, appelés "ensembles de type (S )". Cette étude est 

centrée sur les différentes conditions fonctionnelles et arithmétiques permettant d'affirmer 

qu'un ense,mble est de type (S). Sous des conditions du type de Hadamard (5) concernant 

les blocs de la partition d'un ensemble E de type {S ), A. Abdalian montre que E a 

densité harmonique nulle. Mais des problèmes, résolus pour les ensembles de Sidon, 

restent ouverts dans ce cas . 

QUESTION 7. La réunion de deux ensembles d I entiers admettant des partitions 

pour la norme uniforme admet-elle une partition pour la norme uniforme ? 

QUESTION 8. Quelle est la densité harmonique d I un ensemble d I entiers 

admettant une partition pour la norme uniforme ? 
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Aux antipodes des ensembles lacunaires se trouvent les modèles introduits 

,par Y. Meyer [53 J . Les modèles sont des sortes de progressions arithmétiques 

à plusieurs pas. Si /\. est un modèle régulier de nombres réels, la densité harmonique 

de A est 211 ~(A) , où l..(A) est la densité supérieure de répartition de A ([ 78 J , 

Théorème 2) • L'ensemble des nombres premiers et 11 ensemble des carrés parfaits 

sont des modèles réguliers et leur densité harmonique est nulle [ 78 J . Le dernier 

résultat peut être démontré élémentairement, mais le cas suivant est plus délicat. 

Soit 8 > 2 un nombre réel et A 8 l' ensemble de toutes les sommes finies 

~ €k ek , où ek = O ou 1 • Lorsque 8 n'est pas un nombre de Pisot (définition 6), 
la: 1 
Ae n'est associé à aucun intervalle de lR ([ 43 J , [ 78 J). Si e est un nombre de 

Pisot, A0 est un modèle régulier et sa densité harmonique est nulle [ 78 J . Ce résultat 

montre, en particulier, qu'il est impossible de calculer la densité harmonique en termes 

de densité. 

Ensuite Y. · Meyer détermine la densité harmonique de Ae pour tout 8 E 1R 

~[79J, Théorème 8). Dans ce travail, on introduit la notion suivante. 

DEFINITION 14. Soit A un ensemble d'entiers. La densité presque périodique 

de. A , notée dp (A) , est la mesure de Haar µ, de la fermeture de J(A) dans le 

compactifié de Bohr Z de Z , où J est 11 injection canonique de A dans Z (µ est 

normalisée par µ(Z) = 1) , 

On montre que pour toute suite A d'entiers rationnels 

2114.(A) :S ~(A) :S 21Tdp(J\) (§1 et [79] , Proposition 7) • 

Une classe de sous-ensembles de Z pour lesquels dh (A) = 2'1T dp (A) est fournie par le 

théorème 6 de ( 74 J . Soit A c: Z tel que pour tout À E A et tout entier m ë::: 1 , il 

existe une sente (Àk)kë::: 1 d'éléments de A telle que : (i) Àk = À (mod m) pour tout 

k ë::: 1 ; (li) la suite ( Cl Àk)~ 1 soit équirépartie modulo 1 pour tout a irrationnel. 

Pour tout entier m ë::: 1 , soit qm le nombre de résidus distincts, modulo m , d I entiers 

de A • Alors : dh(A) = d (A) = lim inf q /m . 
p m➔oo m 
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On détermine aussi dans [79 J la densité harmonique d I un modèle assez régulier 

( Théorème 9) et on montre que pour tout e: > 0 , il existe un ensemble A d I entiers 

qui est dense dans le compactifié de Bohr de Z et dont la densité harmonique ne dépasse 

pas e: ( Théorème 1 o) • 

Un autre exemple de calcul de la densité harmonique se trouve dans [78 J 

( Théorème IV) : la densité harmonique de 11 ensemble A des entiers rationnels sans 

diviseurs carrés (quadratfiée) est 6/tt 2 . 

Y. Meyer introduit dans [ 76 J la notion d'espace de Sidon : un espace de Banach 

B est un espace de Sidon si, de toute suite bornée d I éléments de B , on peut extraire 

soit une suite convergente en norme, soit une suite équivalente à la base canonique de e 1 . 

DEFINITION 15. Une suite bornée (x ) > 
1 

d'éléments d I un espace de Banach n Il-

est équivalente à la base canonique de e 1 (ou une suite de Sidon, suivant [ 76 J) s'il 

existe une constante C telle que pour toute suite (a ) > 
1 

E C(N) de scalaires 
n Il-

I; 1 a \ $ C Il !; a x Il 
n2::1 n n~ 1 n n 

l ,,,, ( inx) Par exemp e, si /\. c - , la suite e nE /\. 

lente à la base canonique de e 1 si et seulement si /\. 

d I éléments de C(T) est équiva

est un ensemble de Sidon . 

Dans [ 76 J , on trouve des exemples de suites et d'espaces de Sidon. En parti-

1 1A 1* * 1 
culier, e et le produit tensoriel injectif e ~ e ® •.• ® e (k fois) sont des espaces 

de Sidon. On en déduit que si E = (À j) j2:: 1 est une suite dissociée de Z , k un entier 

positif et 

( 18) 

alors CE (T) 
k 

Ek = { ± À. ± À. ± ... ::!:' À. ' j 1 > j2 > ... > jk} 
J1 J2 Jk 

est un espace de Sidon ([ 76 J , [ 104 J et [ 141 J , §7) 

F. Lust-Piquard [ 96] montre que le produit tensoriel injectif d I espaces de 

Sidon est un espace de Sidon . 

C'est à ce moment qu'intervient le résultat fondamental de H . P . Rosenthal [ 8 7 J : 

de toute suite bornée d I un espace de Banach, on peut extraire soit une suite équivalente 

à la base canonique de e 1 , soit une suite de Cauchy pour cr (B, B') . 
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Alors, les espaces de Sidon se révèlent être les espaces ayant la propriété 

de Schur 

DEFINITION 16. Un espace de Banach B a la propriété de Schur si toute suite 

convergente pour a (B, B 1 ) est convergente en norme. 

F. Lust-Piquard ([97 J) montre aussi que le produit tensoriel injectif d I un 

espace de Banach faiblement séquentiellement complet et d I un espace de Banach ayant 

la propriété de Schur est faiblement sequentiellement complet (c I est-à-dire, toute suite 

de Cauchy de B pour a (B, B 1 ) converge vers un élément de B pour a (B, B 1 )) • 

On connaissait peu d I espaces ayant la propriété de Schur, un exemple important 

est dû à F. Lust-Piquard ([ 113 Jet [ 117]) : si E est un compact dénombrable dans un 

groupe abélièn localement compact G , 11 espace PM(E) -transformé de Fourier de 

CE{Ï) , où r est le dual de G et f le compactifié de Bohr de r) a la propriété de 

Schur. 

Les ensembles dé première espèce et la condition diophantienne déjà utilisée par 

R . C . Blei [ 95 J sont liés .à ce résultat; pour pouvoir expliciter leut utilisation, nous 

nous plaçons dans un cadre général. Enumérons quelques résultats de [ 117 J 

(i) Soient G un groupe abélien métrisable et compact, r son dual et E c r . 

Si CE{G) est de première espèce, CE(G) a la propriété de Schur (lemme 2) . 

{ii) Soit E un compact dénombrable ayant un seul point d I accumulation dans un 

groupe G abélien localement compact. Soit Gp E le groupe discret engendré par E 
/'-. A 

dans G , notons Gp E son dual . Alors, CE( Gp E) est de première espèce ( [ 117 J , 

Théorème 2 .a et [ 95 J). 

Remarque. L I expression "CE( G) est de première espèce" signifie que le sous-ensemble 

E du dual r discret du groupe compact G est de première espèce, c'est-à-dire : 

il existe C > 0 tel que pour tout compact d I intérieur non vide, il existe une partie finie 

F de E telle que pour toute fonction f E CE \F{G) , 1\f\lc(G) :S C sup \f (x) \ . 
xEK 
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(iii) Soient G un groupe compact, r son dual et E c r . Supposons qu I il existe 

un homomorphisme injectif h de r dans un groupe abélien localement compact H tel 

que h(E) soit inclus dans un sous-ensemble compact et dénombrable de H . Alors, 
00 

CE(G) a la propriété de Schur et est égal à LE(G) , c'est-à-dire, E est un ensemble 

de Rosenthal (Théorème 3). 

Le dernier résultat généralise [ 95 J et permet de donner des exemples dans Z , 

qui incluent 11 exemple original de H. P. Rosenthal ( [J5 J , [ 95 J , [ 117) ) : soit 

(dk)k2'. l une suite d I entiers positifs telle que dk ldk+1 pour k 2: 1 ; soit Ac Z telle 

que pour tout k 2: 1 , A"- (An dkZ) est fini ; alors, CA (T) = L;(T) et cet espace a 

la propriété de Schur. 

On démontre dans [ 117 J les réciproques sui vantes des résultats précédents : 

(iv) Si E est un ensemble compact métrisable dans un groupe abélien localement 

compact tel que PM( E) a la propriété de Schur, l I ensemble E est dénombrable 

(Proposition 3 . a) . 

(v) Soient G un groupe abélien compact métrisable et A une partie de son dual. 
00 00 

Si LE(G) a la propriété de Schur, alors LE(G) = CE(G) (Proposition Jb, voir 

aussi [ 102]). 

A notre connaissance, les questions suivantes, liées aux résultats précédents, 

sont ouvertes . 

QUESTION 9. Si E c Z et CE(T) a la propriété de Schur, est-ce que 
00 

CE(T) = LE(T) ? 

QUESTION 10. Si E c Z est un ensemble de Rosenthal, est-ce que CE(T) 

a la propriété de Schur ? 

QUESTION 11. Si CE(T) ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe à 

c 
O 

, CE(T) a-t-il la propriété de Schur ? 

La question suivante avait été posée par A. Pelczynski : si CE(T) ne contient 
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pas de sous-espace fermé isomorphe à c
0 

, est-ce que CE(T) contient C(L) , où ~ 

est un ensemble de Cantor ? J. Bourgain [ 144 J vient de répondre négativement à 

cette question . 

F. Lust-Piquard relie d I autres propriétés géométriques des espaces CE(T) et 

' [ ] 00( LE(T) aux propriétés harmoniques de E 102 : les égalités CE{T) = LE T) et 

L~(T) = ME(T) (E · ensemble de Riesz) caractérisent les sous-espaces invariants de 

C(T) et L 1(T) , respectivement, qui ont la propriété de Radon-Nikodym (théorèmes 1 

et 2) ; si CE(T) ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe à c
0 

, alors E 

est un ensemble de Riesz. ([102], Théorème 4a 1 , qui généralise le fait que tout ensemble 

de Rosenthal est un ensemble de Riesz [ 89 J ) • 

Un dernier résultat de [ 117 J , démontré uniquement dans le cas du groupe T , 

a trait aux compacts associés : si E est une suite d • entiers telle que, pour k 2:: 1 , 

l'espace CkE{T) (kE = E + •.• + E k fois) ne contient pas de sous-espace fermé 

isomorphe à c
0 

, alors la densité harmonique de E est nulle (Théorème 4). 

L'extension de ce résultat à Tn n'est pas triviale. On l'obtient dans [101] 

([ 141 J , version détaillée), en y remplaçant 11 ensemble kE , E = {À., j :2:. 1} , par 
J 

l'ensemble plus mince : E: = {À. + À. + ••. +À. , j 1 > • •. > jk} 
J1 J2 Jk 

Cette généralisation ([ 101 J , Théorème 1) utilise un résultat nouveau sur les compacts 

associés : sous certaines hypothèses, quitte à les "élargir" un peu, on peut leur enlever 

un voisinage d I un sous-groupe (Lemme 2 dè [ 101 J ) • 

La démonstration du théorème 1 peut être adaptée pour fournir le résultat 

s:uivant ([ 101 J , [ 141 J , Théorème 2) : si E = (À}j:2:. l est une suite dissociée de Zn , 

11 ensemble E2 = {± À. ± À. , j 1 > j 2 ~ 1} a une densité harmonique nulle. La méthode 
J1 J2 

employée ne permet apparemment pas d'obtenir le résultat pour k > 2 et d'autres 

n groupes que T • 

QUESTION 12. Soit E = (À)J:::1 une suite dissociée d'un groupe abélien discret 
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I' . Quelle est la densité harmonique de l I ensemble Ek = {::!: À. ± ... ::!: À. , 
J1 Jk 

On rappelle que CE (T) a la propriété de Schur. Les questions suivantes sont 
k 

plus ambitieuses que 12 . 

QUESTION 13. Soit E c Z . Si CE(T) a la propriété de Schur, est-ce-que 

la densité harmonique de E est nulle ? Que peut-on dire de la réciproque ? 

QUESTION 14. Déterminer des conditions arithmétiques nécessaires et suffi

santes sur E c Z (E n I étant pas un ensemble de Sidon) pour que CE(T) ait la 

propriété de Schur. 

On sait que si CE{T) ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe à c
0 

, 

alors la densité supérieure de répartition de E est nulle ([ 125] , Théorème 3). 

8. LES ENSEMBLES DE SIDON A PARTIR DE 1976. 

Cette période est marquée par les travaux de G • Pisier sur les processus 

gaussiens, les conditions d I entropie métrique liées aux séries de Fourier aléatoires 

presque sûrement continues et leurs applications à 11 analyse harmonique. 

La date choisie pour reprendre 11 histoire des ensembles de Sidon est liée à la 

question suivante, posée par G. Pisier. 

A 

Si A est un ensemble de Sidon d' entiers, la transformation de Fourier f t-+ f 

établit un isomorphisme entre les espaces de Banach CA (T) et e 1(A) . Mais, s'il 

existe un isomorphisme de CA (T) sur e \A), qui n'est pas à priori l'isomorphisme 

naturel, A est-il un ensemble de Sidon ? 

On rappelle que e 1 = e 1 (ll\J) 

et 1 A 
e (A) = {c = (c(y))yEA Eu::: ' Il cl! = z; lc(y) 1 < 00 } • 

1 y E /\ 
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N. Th. Varapoulos [ 100] a donné le premier une réponse positive à la question 

précédente. On trouve ensuite dans [ 120] une preuve plus directe, dans [ 109] 

une première généralisation et dans [ 144 J une deuxième généralisation. Pour énoncer 

la première généralisation, nous rappelons la notion de cotype. 

DEFINITION 17. Notons O = {-1, 1 }N , en: G -+ {-1, 1} la nième fonction 

coordonnée (ou nème fonction de Rademacher) et lP la probabilité uniforme sur fL 

Un espace de Banach X est de cotype q 2::: 2 s 1 il existe une constante C telle que 

pour toute suite finie x
1

, ••• ,xn d 1 éléments de X , on a 

( , ~ llx.llq) 1/q < c(S Il }:; €. x.ll2 dlP) 1/ 2 

1Si<n 1 1SiSn 1 1 

On pourra consulter [ 99 J pour les différents aspects de cette notion et ses 

relations avec le type et les propriétés purement géométriques de 11 espace X • 

L'espace ~ 1 a cotype 2 , et le résultat établi dans [ 100 J admet la générali

sation suivante : · A est un ensemble de Sidon de Z si et seulement si CA (T) a 

cotype 2 [ 109 J . 

Par contre, la question proche suivante, posée par G. Pisier, est toujours 

ouverte. 

QUESTION 15 • Si C 
11 

{T) a un cotype q :> 2 , A est-il un ensemble de Sidon ? 

Tout récemment, J. Bourgain [ 144] a démontré que s I il existe k tel que A 

soit contenu dans la somme de k ensembles dissociés, alors la réponse est positive. 

Rappelons l' affaiblissement suivant de la notion de cotype 2 • 

DEFINITION 18. Un espace de Banach a la propriété d 1Orlicz si, pour toute 

suite (x ) > 1 d I éléments de nn-

± , on a :I; 11 x Il 
2 < oo • 

>1 n n-

X telle que I; + x converge pour tout choix des signes 
n~1 - n 

Un espace de Banach de cotype 2 a la propriété d I Orlicz et la récip;'0que n I est 

pas connue ([99 J , p. 70). Mais dans le cas particulier des espaces C 11 (T) , la 

réciproque vient d'être établie par J. Bourgain [ 144] : si C 11 (T) a la ,ropriété 
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d' Orlicz, A est un ensemble de Sidon. 

On trouve aussi dans [ 109] une démonstration d I un théorème antérieur de 

D. Rider [ 94 J , qui va se réveler fondamental par· la suite : il s' agit d' une caracté

risation des ensembles de Sidon par des propriétés des séries de Fourier aléatoires 

à spectre dans l' ensemble considéré. D. Rider avait utilisé des variables aléatoires 

de Steinhaus (la suite des fonctions coordonnées dans TN) . G. Pisier utilise les 

fonctions de Rademacher et pour la question relative au cotype fait appel aux variables 

aléatoires gaussiennes [ 40 J • 

L' entrée en scène des séries aléatoires gaussiennes entraîne la solution du 

problème reliant les ensembles de Sidon aux ensembles A (p) , que nous abordons 

maintenant. 

DEFINITION 19. Soit p >0 un nombre réel. L'ensemble A d'entiers est un 

ensemble A (p) s'il existe s < p et une constante K telle que, pour tout polynôme p,s 

trigonométrique P à spectre dans A , on ait : 

IIPII ~ K IIPII . p p,s s 

W. Rudin [ 18 J avait montré que si A est un ensemble de Sidon, il existe 

K > 0 telle que A soit un ensemble A (p) pour tout p et K 
2 

:<; KVP pour p > 2 • p, 

La réciproque n I était connue que dans le cas particulier où T est remplacé par le 

groupe (Z(n))1N (n premier) ; dans ce cas, elle résulte immédiatement de [32) . 

G. Pisier démontre que la réciproque est vraie pour tout ensemble de Sidon 

discret ou topologique ( [ 110 J , [ 111 J) . La démonstration va être conséquence du 

théorème de Rider [ 94 J et de la minoration due à X • Fernique des processus gaussiens 

à trajectoires bornées ( [ 88 J , p • 84) • 

Ensuite, G • Pisier [ 112 J étudie de plus près 11 espace C ( T) des séries de ps 

Fourier aléatoires gaussiennes presque sûrement continues à l'aide du théorème de 

Dudley-Fernique, caractérise son dual et retrouve comme application le résultat 

précédent. 
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DEFINITION 19. Soit {gn)nEZ une famille de variables aléatoires gaussiennes 

centrées, indépendantes et normalisées de sorte que JE I gn 12 = 1 pour n ~ 1 •. On note 

C (T) l 1espacedesfonctions f de L2(T) telles que IEII ~ g f(n)intll
00 

reste 
ps nEA n 

borné quand A décrit l' ensemble des parties firùes de Z • On munit cet espace de la 

norme : lltll = sup {IE li ~ g f (n) intllQO , Ac. Z , A firù} 
ps nEA n 

Cps(T) murù de cette norme est un espace de Banach. Pour identifier son dual, 

nous rappelons la défirùtion des espaces d I Or liez. 

Soit 'P : I? + ➔ I? + une fonction croissante, convexe et nulle à 11 origine. La 

fonction w défirùt un espace d'Orlicz, noté L w(T) , formé des fonctions mesurables 

f : T ➔ C pour lesquelles il existe c :> O tel que S 4\ ( 1 f (t) l dt < 00 • 

T C 

On peut murùr Li (T) de la norme 

llfllA',. = inf {c>O 1s w( 1lfil 1) $ 'P(1)} • 
'ltf T C 

Dans toute la suite, soient 1 < p < 2 < q < 00 et p - l + q - l = 1 . Posons 

1/J{x)=exp lx\q-1 et <P,(X)= lx\(1+Log{1+ \x')l/q. q p 

L'espace d10rlicz Lipq(T) s'identifie au dual de l'espace L"°q(T) [19) • 

Notons M
2

, ,i,q l'espace des opérateurs bornés de L 2( T) dans L ,j,q(T) qui 

commutent avec les translations de T , muni de sa norme naturelle. On peut construire 

un prédual de M2 '" , noté A 2 . , de la façon suivante [ 61 J : c' est l I espace 
''l'q ,<Pq 

formé des fonctions f de L 2(T) de la forme f = I: h * k , avec hn E L 2(T) , 
'P... ~ 1 n n 

k E L q(T) , et I: llh 11
2 

llk Il < 00 , muni de la norme 
n n~l n n 'Pq 

lit 112 cp = inf { I: ilhnll2 llknll<P } , 
' q ~1 q 

où 11 infimum porte sur toutes les représentations possibles de f • 

G. Pisier traite dans [ 112 J le cas où q = 2 : il montre que C (T) s 1 identifie ps 

à A2 et son dual à M2 ,1, ; 
,'P2 ,~2 

Le·cas où 1 <p < 2 est traité dans [ 123 J A est un ensemble de Sidon si et 
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1/) 
seulement si la transformée de Fourier est bornée de eP(/1.) dans L /1. q(T) . La 

démonstration de ce résultat conduit à d'autres conditions équiva,lentes qui en particulier 

montrent que dans les inégalités qui caractérisent les ensembles de Sidon, il suffit de 

considérer des polynômes trigonométriques qui ont des coefficients ± 1 (Théorème 2 .3 

de [ 123] ) • Ce fait est fondamental pour les progrès accomplis sur les caractérisations 

arithmétiques des ensembles de Sidon détaillés au §6. 

Dans [ 137] , G. Pisier résume des résultats nouveaux sur les caractérisations 

des éléments de C ( T) par des conditions d'entropie métrique, et énonce des généra-ps 

lisations à des processus aléatoires plus généraux que les processus gaussiens. 

Ensuite, il en donne des applications aux ensembles de Sidon. On y trouve des démons

trations différentes de quelques énoncés de [ 123 J et des raffinements des conditions de 

[ 123 J ainsi que les caractérisations arithmétiques des ensembles de Sidon les plus 

récentes signalées au §6 ([ 134 J , Théorèmes 2 .6 et 2 .11). 

Pour que le lecteur puisse juger du pas franchi depuis l'établissement des condi

tions équivalentes définissant les ensembles de Sidon (§4, conditions (a) à (e)), nous 

résumons ici les principaux résultats de [ 112 J , [ 123 J et [ 134 J . 

Soit /1. c: Z . Les assertions suivantes sont équivalentes 

( a) A est un ensemble de Sidon. 

(b ') Il existe une constante C telle que, pour toute partie finie A de A 

1\ ~ inxll,1i s; C /TAÏ . 
nE A "q 

( c 1 ) Il existe p , 1 < p < 2 , et une constante C telle que, pour toute partie p 

finie A de A : 

(d') Il existe ô > 0 et une constante C tels que toute partie finie A de A contienne 

une sous-partie B vérifiant I B \ ~ ô \ A I et dont la constante de Sidon est s; C • 

(eu) Il existe ô > O et p , 1 < p < 2 tels que, pour toute partie finie A de A , 

on a : 
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lE Il I; e: inxll ;:: ô IA \ 1/p 
nEA n 

(où (en)n;;;::
1 

est la suite de fonctions de Rademacher) • 

(f) Il existe 6 > O tel que, pour toute partie firùe A de A , on a 

lE Il I; e: inxu ;:: ô IA\ 
nEA n 

(g) (si O ~ A) Il existe un nombre e < 1 tel que, pour toute partie firùe 

on a : 21T 
28 lAI 

~'IT so n ( 1 + cos nx) dx < 
nEA 

(h) (si O f. A) Il existe un nombre 8 < 1 tel que, pour toute partie firùe 

on a : 

A de A, 

A de A, 

(i) Il existe des nombres ex < 1 et p > O tels que, pour toute partie firùe A de 

A , on a : 

m {x ET \inf Re(inx) >ex} :::; 2-fJ \A\ 
nEA 

Revenons à 11 article [ 112 J , où G. Pisier introduit une nouvelle classe d I ensem

bles lacunaires liés à 11 espace C 
5 

(T) . 
p A 

DEFINITION 20. L 1 ensemble A c: Z est stationnaire si CA (T) c: C . (T) • 
psA 

DI après les travaux de M. Marcus et G. Pisier [ 124 J , une série aléatoire 

gaussienne est presque sûrement continue si et seulement si la série de Fourier aléa"!" 

toire de Rademacher associée est p.s. continue. Alors, les ensembles A station

naires sont caractérisés par la propriété sui vante : si f E L ~ ( G) et s'il existe un 

choix de signes e: = ~ 1 tel que la série I; e: f (n) eint est la série de Fourier d I une 
n nEA n 

fonction continue sur T , alors en fait presque tout choix de signes e:n = ! 1 a la 

même propriété. 

Un ensemble stationnaire ne contient pas de progressions arithmétiques arbitrai

rement longues ([ 112] , Proposition 6.1). Si A est un ensemble de Sidon de Z , pour 

tout entier N ;:: 1 , 11 ensemble AN est un ensemble stationnaire de ZN • 
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Ce résultat a été généralisé par J. Bourgain [ 132 J : le produit de deux ensembles 

stationnaires est stationnaire si et seulement si 11 un d' eux est fini ou s'ils sont tous 

les deux des ensembles fi (2) (définition 19). 

Les exemples connus d I ensembles stationnaires sont essentiellement les ensembles 

de Sidon, les ensembles Ek définis par ( 11) et leurs produits. Le problème suivant 

est ouvert. 

QUESTION 16. Si fi c Z est un ensemble stationnaire, existe-til p z 1 

tel que fi soit un ensemble fi (p) ? 

Pour conclure, nous allons suivre les prolongements en géométrie des espaces de 

Banach d' un résultat de [ 123 J • 

G. Pisier ([ 123 J , Théorème 7. 1) donne l I estimation sui vante du cardinal des 

sous-ensembles de Sidon d I une partie finie A de Z . Soit 

µ == S Il :t € (w) einxll
00 

dw • 
{-1,+1}A nEA n 

Alors, il existe B c: A tel que \B 1 2 oqi.2 n - 1 , et la constante de Sidon de B est 

:5 C ( °' et C sont des constantes· numériques) • 

Remarquons que ce résultat signifie que tout sous-espace invariant par transla

tion de dimension finie CA (T) de C(T) contient un sous-espace invariant c8 (T) 

de dimension 2: OJ. ,} 1 A l - 1 et dont la distance de Banach-Mazur à e 18 I est :S C • 

Rappelons que e ~ == e 1 ( { 1 , •.. , n,}) et que la distance de Banch-Mazur de deux 

espaces de Banach E et F est: d(E,F) = inf {!ITII IIT-111, T: E ➔ F isomorphisme} • 

Ensuite, V. D • Milman [ 132 J montre qu I une propriété analogue est valable pour 

des fonctions f1, ... ,fn à valeurs dans {-1,+1} définies sur un ensemble S ; dans 

ce cas, pour tout O < [3 < 1 , on trouve B c {1, ... ,n} tel que \B \ > ,s,.i2(4nlognf 1 , 

le sous-espace vectoriel réel engendré par {fj, j E B} étant isométrique à e ~BI . La 

démonstration de V. D. Milman s I appuie sur un lemme combinatoire de N. Sauer [ 75 J • 
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Le résultat est alors étendu à des espaces de Banach réels par J. Elton [ 135] 

sous la forme sui vante : soit 0 < ô <; 1 ; il existe deux constantes C > 0 et c > 0 ne 

dépendant que de ô telles que, pour tout espace de Banach réel B et toute suite 

{e1, ... en} c B telle que lleill :5 1 pour 1 :5 i :5 n et 

µ = S Il ~ e (~) einxll dw 2: ô n , n oo 
{-1, 1 }Il 1:5i:5n 

alors il existe une partie B c { 1 , ... , n} telle que I B \ 2: c n , et le sous-espace 

vectoriel engendré par {ei, i E B} soit à distance :S C de € 
1\B I . Dans le cadre 

du résultat précédent [ 132 J , J. Elton montre qu'on peut obtenir B tel que 

1 l 2 ( 2n )-1 } B ~ [:3 µ, n log µ , le sous-espace vectoriel réel engendré par {fj , j E B 

étant isométrique à € 
1
18 I . 

Récemment, ces résultats ont été prolongés dans deux directions. DI une part, 

A. Pajor [ 140 J étend au cas complexe le théorème de J. Elton, à 11 aide d'un nouveau 

lemme combinatoire de "type Sauer" . DI autre part, G. Pisier [ 143 J améliore les 

estimations précédentes de V . D. Milman et J. Elton en montrant que 11 on peut prendre 

1 B 1 ~ t:i. µ2 n -l , t:i. constante numérique, en utilisant les classes de Vapnik-

Cervonenkis [ 60 J . 

L I ensemble de ces résultats illustre bien 11 intérêt que présente 11 étude simul

tanée des problèmes concernant les ensembles lacunaires et ceux de la géométrie des 

espaces de Banach. 

9. QUELQUES TRAVAUX PARALLELES. 

Nous regroupons ici quelques résultats qui n'ont pas trouvé leur place dans le 

texte. Le foisonnement et la richesse d'informations sont tels que bien des résultats 

nous échapperons. De plus, nous avons pris le parti de nous limiter exclusivement aux 

ensembles de Sidon, les compacts associés et les travaux qui lui sont directement liés. 

C' est ainsi que nous n' avons pas cité les ensembles de Helson, qui sont pourtant les 



- 40 -

analogues compacts des ensembles de Sidon, et bien d' autres sujets importants. En 

voulant couvrir une large période sur un sujet précis, nous apportons peut-être un 

point de vue très limité sur ce qu' a été cette période : nous nous en excusons. 

A. SUR LES ENSEMBLES DE SIDON ET LES COMPACTS ASSOCIES. 

L'étude de la constante de Sidon des groupes ou ensembles finis est développée 

dans [ 115 J , [ 127 J et [ 128 J . 

Il est connu qu I une des définitions de la suite des fonctions de Rademacher est 

r n(t) = sgn (sin 2nt) (n .::= 1 , t ET) , et que le sous-espace de C(T) engendré par 

{r , n ~ 1 } est isomorphe à e 1 • J. Bourgain [ 142 J établit la propriété analogue n 

pour tout ensemble de Sidon d I un groupe discret. 

Une caractérisation des ensembles de Sidon contenus dans la somme de deux 

ensembles dissociés disjoints se trouve dans [ 45 J • Cet article reprend dans le cas 

discret les résultats fondamentaux sur les algèbres tensorielles [33 J . 

Autres résultats : [92] , [ 108 J , [ 116 J , [ 121 J , [ 122] , [ 126 J . 

B. SUR LES ENSEMBLES A (p) • 

R • C. Blu [ 103 J a étudié des propriétés d'interpolation d' ensembles lacunaires, 

en particulier des ensembles A (2) et leurs applications à la géométrie des espaces 

de Banach. 

R .C. Blu [ 118 J construit des ensembles A (p} dont la constante K 
2 p, 

(définition 10) est 0(p a) et non 0(p a- e: ) pour tout e: > 0 , lorsque a E [ ½ , +oo) • 

Voir aussi [ 130 J et [ 137] 

C. SUR LES ENSEMBLES p-SIDON. 

Soient E c: Z et 1 ~ p < 2 • L I ensemble E est p-Sidon s I il existe une 

constante C telle que, pour tout polynôme trigonométrique P(x) = !; a inx , on a 
nEA n 
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Pour p = 1 , on retrouve la définition des ensembles de Sidon. Les exemples connus 

sont essentiellement les mêmes que pour les ensembles /1. (p) . Les premiers résultats 

sur les ensembles p-Sidon se trouvent dans [74 J , [90] , [91], [104], [106]. 

Autres résultats: [112] (corollaire 6.1), [118], [130]. 

J. Bourgain [ 144 J montre que si 11 on a ( 19) avec au second membre Il P 11 ps 

à la place de IIPll
00 

, et si 1 < p <: 4/3 , alors il existe p 1 < 2 tel que E soit 

p'-Sidon. 

D. LIVRES. 

Plusieurs livres abordent la théorie des ensembles de Sidon ou des compacts 

associés. Nous précisons pour certains d'entre eux 11 aspect traité. 

[21 J Chapitre V, 5. 7, Ensembles de Sidon (11 ensemble des résultats connus vers 
1960 dans le cadre des groupes abéliens compacts, à 11 exception de la condition 
des mailles). 

[24] 

[36] 

[40] 

Chapitre 10, Zéros de fonctions à séries de Fourier rares ou lacunaires 
(théorie L2 des compacts associés). 

Chapitre 15, Séries de Fourier lacunaires (une introduction assez complète 
à la théorie des ensembles de Sidon d I entiers et leurs applications). 

Chapitre VI, §3 (la condition des mailles). 

[ 41 J Chapitre V, Series lacunaires et classes quasi-analytiques (quelques propriétés 
des fonctions sur le cercle à spectre dans une suite lacunaire de Hadamard). 

[ 54] Chapitre X, Séries lacunaires ( ensembles de Sidon d' entiers, densité et 
intervalles associés à une suite d'entiers). 

[55 J Chapitre IX, section 37, Lacunarité dans les groupes compacts (une étude 
assez complète dans un cadre général non abélien) . 

[ 62 J Chapitres V et VI, Ensembles de Sidon et méthodes combinatoires ( quelques 
propriétés des ensembles de Sidon d' un groupe discret et ensembles de 
V-Sidon d I un produit). 

[ 77] Chapitre VI .A, Ensembles de Sidon topologiques de nombres réels (densité 
harmonique et propriétés d I élargissement) . 

[ 98 J Présente un panorama complet du sujet jusqu'en 1975 dans le cadre des groupes 
abéliens compacts. 
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[ 119 J Les ensembles de Sidon interviennent dans plusieurs des problèmes traités. 

[ 124] Chapitre VI (11 étude de 11 espace Cps( G) , G groupe compact (non abélien) 

et applications aux ensembles de Sidon) • 

10. LISTE RECAPITULATIVE DES QUESTIONS OUVERTES. 

QUESTION 1. Si les suites réelles A
1 

et A
2 

possèdent des compacts associés et 

A
1 

U A
2 

est régulière, est-ce que A
1 

U A
2 

possède un compact associé ? Si oui, 

a-t-on dh(A
1 

U A2) :S dh(A1) + dh(A2) ? (§ 2) 

QUESTION 2. Si /\ est un ensemble de Sidon de ~ , quelles sont les propriétés 

de 11 adhérence /\ de /1. dans le compactifié de Bohr de m ? A a-t-elle mesure 

nulle ? Peut-on avoir A = lR ? ( § 4) 

QUESTION 3. Tout ensemble de Sidon est..;.il réunion finie d'ensembles quasi-

indépendants ? (§ 6) 

QUESTION 4. Un ensemble d'entiers satisfaisant à la condition des mailles est-il 

un ensemble de Sidon ? (§ 6) 

QUESTION 5. Si (n.).>
1 

est une suite de Sidon d'entiers, (n.2).>
1 

est-elle une 
J~ J~ 

suite de Sidon ? (§ 6) 

QUESTION 6. Si A est un ensemble quasi-indépendant d'entiers, A est-il réunion 

finie d'ensembles dissociés ? (§ 6) 

QUESTION 7. La réunion de deux ensembles d'entiers admettant des partitions 

pour la norme uniforme admet-elle une partition pour la norme uniforme ? ( § 7) 

QUESTION 8. Quelle est la densité harmonique d 1 un ensemble d I entiers admettant 

une partition pour la nœ me uniforme ? ( § 7) 
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QUESTION 9. Si E c Z et CE(T) a la propriété de Schur, est-ce que 

QUESTION 10. Si E c:: Z est un ensemble de Rosenthal, est-ce que CE(T) a la 

propriété de Schur ? (§ 7) 

QUESTION 11. Si CE(T) ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe à 

CE(T) a-t-il la propriété de Schur ? (§ 7) 

C ' 0 

QUESTION 12. Soit E = ().}~ 1 une suite dissociée d 1 un groupe abélien discret r . 
Quelle est la densité harmonique de 11 ensemble 

pour k > 1 ? ( § 7) 

QUESTION 13. Soit E c:: Z . Si CE(T) a la propriété de Schur, est-ce que la 

densité harmonique de E est nulle ? Que peut-on dire de la réciproque ? (§ 7) 

QUESTION 14. Déterminer des conditions arithmétiques nécessaires et suffisantes 

sur E c Z (E n I étant pas un ensemble de Sidon) pour que CE(T) ait la propriété de 

Schur. (§ 7) 

QUESTION 15. Si C /\ (T) a un cotype q > 2 , A est-il un ensemble de Sidon ? (§ 8) 

QUESTION 16. Si A c Z est un ensemble stationnaire, existe-t-il p ~ 1 tel que 

A soit un ensemble A (p) ? (§ 8) 

[98] 

On trouvera d I autres listes de questions dans les références sui vantes : 

Page 171 • La question 3 a été résolue affirmativement par G . Pisier [ 11 O] 
(voir§ 8). La question 6 a été résolue affirmativement par J. Bourgain [ 136 J 
(voir§ 6). La question 1 peut être remplacée par la question 4 ci-dessus 
([ 134] , voir § 6). Des éléments de réponse à 4 se trouvent dans [ 136] . 

[ 119 J Chapitre 13. 

[ 123] Paragraphe 8 (la réponse à 8.3 est donnée dans [ 134 J). 
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