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Ce texte est une introduction à la théorie de la plasti

cité et de la rupture. L'accent est mis sur la présentation 

des problèmes aux limites ou des problèmes d'évolution posés 

dans ce cadre. Pour cette raison, les aspects physiques de la 

déformation ne seront pas abordés. De même, dans un souci de 

simplification maximale, des problèmes plus difficiles concer

nant la transformation finie, l'écriture des lois de comporte

m8nt en transformation finie, les problèmes dynamiques, ... 

sont laissés de côté. 

Il représente un cours d'option du D.E.A. d 1 Analyse Numé

rique et Applications (Orsay, 1980-1981), mais il ne s'agit 

pas d'un cours de Mathématiques. Il a été rédigé afin d'assurer 

aux Etudiants une connaissance globale des problèmes classiques 

ou actuels de la Mécanique des Solides. 

Nous pensons qu'il pourrait intéresser aussi un public 

plus étendu, compr~nant en particulier les chercheurs, les in

génieurs en Mécanique comme en Mathématiques Appliquées. 

La. f[e,ai.,i,6a.;ti,on matêlu,eLee. de. c.e. texte. ut due. a.u dévoue.me.nt 
de. Mme. L. Que,f[u. 
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CHAPITRE I l 

DÉFORMATION ET CONTRAINTE 

On rappelle dans ce chapitre les notions élémentaires 

de déformation et de contrainte dans un milieu continu 
quelconque, solide ou fluide. Le principe fondamental de 

la Mécanique est rappelé. L'hypothêse de petite transfor

mation est considérée, en vue des problêmes pratiques en 
Mécanique des Solides. 
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L'objet de la Mécanique·est l'étude du mouvement des sys

tèmes de points matériels. Dans un mouvement, les points maté

riels d'un système se déplacent par rapport à un repère de ré

férence fixe. Si leurs distances relatives restent constantes, 

il s'agit d'un mouvement de corps rigide. Souvent, pour les 

milieux continus, les distances varient avec le temps : on dit 

que le système se déforme. La description de la déformation 

est la base de la Mécanique des Milieux Continus. 

1.- TRANSFORMATION DE MILIEU CONTINU. TENSEUR DEFORMATION 

1.1- Tenseur déformation 

Soit un système de milieu continu en mouvement dans l'espace, défini 

par sa position St à l'instant t. Pour étudier sa déformation, il est néces

saire de choisir une configuration de référence S0 qui est par exemple sa 

position à l'instant t
0

• Un point matériel occupant la position a à l'ins

tant t
0 

vient en X à l'instant t. La correspondance f: a ➔ x définit la 

transformation du milieu de l'instant t par rapport à l'instant t
0

• La 

connaissance des fonctions x = x(a,t) décrit l'évolution du système. Les 

fonctions u(a,t) = x(a,t) - a sont des déplacements. 

T1ta.n6001tmaüon. de. mille.a 
c.on.tin.u. 

Si on suppose que la transformation respecte la continuité de la 

matière, c'est-à-dire qu'il n'y a ni interpénétration, ni formation de trous, 

les fonctions x(a,t) sont dérivables, la matrice des dérivées: 



( 1) 
ax. 

l. 
F .. (a,t} = - (a,t) 

l.J aa. 
J 

3 

(notation) 
= x .. (a,t) = u .. (a,t) + ô .. 

l.,J 1.,J 1.J 

appelée gradient de la transformation, vérifie nécessairement 

(2) detlFl>o 

La déformation est caractérisée par l'évolution de la distance jaa'I 
entre deux points matériels quelconques. Si a' est très proche de a, en 

notant da== aa', dx = xx' 

(3) dx; = X •• da. 
• ::L,J J 

On appelle tenôeWr.. déôotuna,tlon au point a la forme bilinéaire symétri

que associée à la forme quadratique s(da, da) définie par: 

(4J 2 s (da,da) = jaxl 2 
- ldal 2 == [ x. . x. k - ô 'k] daJ. dn. 1.,J 1., J --k 

Il en résulte que s(u, V)= s .. u. V. avec: 
l.J ::L J 

(5) 

En fonction des composantes ui(a,t) du vecteur déplacement u(a,t), 

on obtient 

(6) 2 8 .• == U. . + U. . + lL • lL • 
l.J ::L1 J J,::L K 1 ::L K,J 

Le tenseur déformation€ est susceptible de représenter une bonne mesu

re de la déformation du système. Dans un mouvement de corps rigide, on a 

ldxl = jdal V a donc s = o en tout point a. Réciproquement, pour un système 

tridimensionnel,la nullité du tenseur déformation en tout point implique que 

le système ne se déforme pas. En effet, il suffit de démontrer alors que 

laa'I = lxx'I pour deux points a, a' quelconques du système. La démonstration, 

très simple, est laissée au lecteur à titre d'exercice. 
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1 . 2- Exemples 
-------------
- E xte.n..t.i..o n. .t.i..mpte. 

~~~~~~~~~,._,...,,~~~~~ 

1 + Àl 0 0 

F .. = 
l.J 

0 1 + À2 0 

0 0 l + À3 

X. = (1 + À.) a. , 
l. l. l. À2 

l 

= À. a. À 1 + T 0 0 u. 
1 l. l. 

À2 

,-(2. 
2 

s .. = 0 À2 +2 0 
J.J 

2 
À 3 

0 0 À3 +2 ---- -7 . 
~ . • Q.. l 

0 )(f 

- Gli...t..t. e.me.nt .t.-lmple. : 
~~~~~-~~-~-~~-~-~ 

x1 = a1 + a a 2 l a 0 

x2 = a2 , F .. = 
J.J 

0 1 0 

x3 = a3 0 0 l 

x2. 0 a 
0 2 

a, 
0 0 S •• = 2 J..J 

0 0 0 

ô x. 
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2.- TENSEUR CONTRAINTE - LOI FONDAMENTALE DE LA MECANIQUE 

2.1- Tenseur contrainte 

Soit X un point quelconque du volume actuel St. Un élément de surfa

ce dS de normale n au point x permet de séparer par la pensée le milieu 

continu en deux milieux (1) et (2). Au point 

X, les particules du milieu (1) exercent sur 

les particules du milieu (2) une densité sur

facique de force R [ n ], appelée le ve.c..te.WL 

eontJu:u.nte dans la direction n. Le postulat des 

forces consiste à admettre que 1 • application n + R [ n] est une application 

linéaire, i.e. il existe un tenseur du second ordre cr .. (X,t) tel que 
l) 

(7) ou R [ n 1 = cr .n (notation intrinsèque) , 

cr est le ~eVIAeuJt eon.,,t,uunte.. 

2.2- Loi fondamentale de la Mécanique 

La loi fondamentale de la Mécanique traduit l'équilibre dynamique 

d'un système quelconque de particules. 

Pour un milieu continu, si V désigne un volume quelconque p(X, t) la 

masse volumique, Y(X, t) l'accéléràtion de la particule au point X, à l'ins

tant t, la loi fondamentale s'énonce de la manière suivante 

~ V t , vv, les torseurs des efforts extérieurs { Fe} et le torseur 

(B J ( des quantités d I accélération { \r p Y dV } sont équivalents. 

Les efforts extérieurs se composent des efforts de contact sur la 

frontière av et éventuellement des efforts à distance f(X, t) par unité 

de masse. Le torseur des efforts extérieurs est alors le torseur: 

l f p f dV + f a .n as l 
v av , 
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L'équivalence des deux torseurs implique d'une part l'équilibre 

des deux forces résultantes: 

(9) l p f dV + lv ".n as = l p y dV r 

d'autre part, l'équilibre des moments résultants: 

uo, r a,; • pf dV + I 
¼ av 

- - r - -Ox A cr .n ds = J_ Ox A p Y dV 

V 

La relation (9) donne, W, par la formule de Stokes 

J[cr ••• +p (f. -Y.)] dV=O lJ,J l l f 

V 

soit 

(11) Div cr+ p (f - Y)= 0 \/ X ,V t 

Compte-tenu de (11) , la transformation de (10) par la formule de 

Stokes conduit aux relations de symétrie 

(12) cr •. =cr .. 
l] Jl 

, 

le tenseur contrainte est donc symétrique. 

2.3- Equation des puissances virtuelles 

Soit ôu(X) un champ de vecteurs quelconques, défini sur St et suf

fisamment régulier. Si on multiplie scalairement (11) par ou, l'intégra

tion par parties dans un volume V quelconque donne l'équation: 

_f "ij ô cij dV+ 1-pY.ôu dV+ r pf.ôu dV+ 1 R.Ou as= o 

(13J ¼ v ¼ av 

\/ V, \/ t , V ôu 

dans laquelle: 

(14) 
1 ô €: •• = -2 {ou .. + ôu .. ) 

J.J i,J J,l. 
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Le champ ôu est appelé une vitesse de déplacement virtuel, ÔE la 

vitesse de déformation virtuelle associée. L'équation (13) est l'équa

tion des puissances virtuelles, ôWi = -1 a ij ÔEij dV est la puissance 

virtuelle des efforts intérieurs, 

ôWj = I -p Y.ou av est la puissance virtuelle des efforts d'inertie, 
V 

et ôWe = f 
V 

extérieurs. 

p f.ôu av+ I R.ôu ds est la puissance virtuelle des efforts 

av 

Montrer que (13) * (11) + (7), l'équation des puissances virtuelles 

traduit sous forme "énergétique" la loi fondamentale de la Mécanique: 

oW. + oW. + ôW = 0 
1 J e Vt , VV , V ôu 

2.4- Exemples 

Un parailélépipède est en équilibre sous les 

tractions uniformes p appliquées aux deux ex

trémités, les surfaces latérales sont libres. 

Ecrire les équations que doivent vérifier les 

contraintes cr. . (x1 , x2 , x3) • Que peut-on dir.e 
J.J 

de cr si sa répartition est supposée uniforme? 

Les équations d'équilibre (11) s'écri.vent dans le volume Q 

1 

cr + cr + cr =o 
11,1 12. 1 2 l 3 1 3 

cr21 l + (522. 2 + cr23 3 =o , , , 

cr 31 1 + cr32 2 + cr33 3 =o 
I , , 

Les équations (13) donnent les conditions aux limites suivantes 
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l cr22 = p sur ABCD et A'B'C'D' 

cr l 2 cr 31 = 0 

l cr13 = cr23 = cr s s = 0 sur BB'C'C et AA'D'D 

crll = cr12 = a13 = 0 sur ABB'A et OCC'D' 
\ 

Si la répartition de contrainte est supposée uniforme, les équations 

(11) sont identiquement vérifiées, les conditions aux limites montrent que 

V X, on a cr22 = p, les autres composantes sont nulles. 

2.5- Bilan de l'énergie mécanique 

Si la vitesse des particules v(x,t) est suffisamment régulière, on 

peut prendre en particulier ôu = v. En introduisant le tenseur vitesse de 

déformation d définie à partir du champ de vitesse par 

1 d .. =- 2 (v .. + v .. ) 
1) 1,J J,1 

on obtient pour tout volume matériel V: 

( 15) - ( cr .. d .. av - J p Y • v av+ J p f v av+ J R • v ds -- o 1v 1 J 1 J v v av 

Cette équation traduit le bilan d'énergie mécanique 

dW. + dW. + dW = 0, la puissance fournie par l'extérieur compense la va-
1 J e 

riation de l'énergie cinétique et la puissance de déformation. 
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3.- EQUATIONS DU MOUVEMENT 
NECESSITE DE RELATIONS SUPPLEMENTAIRES TRADUISANT LA LOI 

DE COMPORTEMENT DU MATERIAU 

3.1- Equation de continuité 

Au cours du mouvement, la masse des particules se conserve. Si on 

considère les particules occupant à l'instant t un volume V quelconque, 

la masse totale est: M = I p av. La conservation de la masse, s'écrit 

quel que soit V : V 

. I M = 
notation V 

d'où l'équation de continuité: 

P ,t av+ 1 P 
av 

v.n as 

(16) p ,t + div (pv) ou encore p + p div V= 0 

, 

, 

v(x,t) désigne la vitesse, p = P,t + Vi P,i est la~~~~~-~~~ 
(dérivée par rapport au temps en suivant la particule dans son mouvement). 

3.2- Equations du mouvement 

Le mouvement du système S est déterminé par la connaissance des dé

placements u(a,t}. 

D'une manière plus générale, l'évolution du système est caractérisée 

par sa position (les déplacements u) et son état mécanique (masse volumique 

p, déformation E, contrainte cr) soit au total seize fonctions inconnues, en 

tenant compte de la symétrie des tenseurs déformation et contrainte. 

on dispose de six équations (6) donnant les composantes du tenseur dé

formation en fonction du déplacement, trois équations d'équilibre dynamique 

(11) et l'équation de continuité (16),au total dix équations. Il manque six 

équations reliant les tenseurs contrainte et déformation. 
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Ces relations traduisent les propriétés physiques du matériau. Elles 

dépendent du milieu considéré: le bois ou l'acier par exemple présentent 

deux comportements de solide différent. Elles ne peuvent être précisées 

qu'à partir des études expérimentales sur les matériaux, par contraste avec 

des équations (11) et (16) qui sont unive·rselles. 

On les écrit schématiquement sous la forme 

(J = f {. ... } 

dite loi de comportement du matériau. Ce sont souvent des relations com

plexes faisant intervenir toute l'histoire de la déformation. 

Dans le cas général, les équations à résoudre pour déterminer l'évo

lution du système S sont très difficiles pour différentes raisons: 

- L'équation d'équilibre (11) est écrite sur la configuration actuelle St, 

qui est l'inconnue du problème. on peut la transporter sur la configura

tion S
0

, mais elle devient plus complexe. 

- La présence des termes quadratiques dans (6) est une source de difficultés, 

même avec des lois de comportement les plus simples. 
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4.- HYPOTHESE DES PETITES TRANSFORMATIONS 

La plupart des solides, dans les conditions usuelles d'utilisation, 

ne subissent que des petites transformations. 

Le déplacement u(a,t) reste petit par rapport à une longueur de réfé

rence L, les gradients du déplacement u .. (a,t) sont aussi petits, ne dépas-1,J 
sant pas quelques centièmes. Les approximations suivantes sont donc bien 

justifiées: 

- Le volume St est assimilé à S
0

, V t. 

- Dans (6), les termes quadratiques sont négligés 

( 17) 2 E .. = U •• + U .. 1J 1.,J J,1. 

L'évolution du système est alors décrite par des fonctions u(X,t), 

E(X,t} , cr(X,t) définies sur un volume donné S. La masse volumique, d'après 
0 

(16) , est considérée comme une constante p(X) • 

CanclW.on6 de compaü.b,i,l,Uê de dê6ollmaü.on 

Les relations (17) montrent que les six fonctions s .. ne sont pas 
1.J 

indépendantes. Montrer qu'elles doivent vérifier les conditions suivantes: 

( 18) E ' . kl + Ekl . . = Eik · 1 + E · 1 . k 1.J, ,1.J ,J J ,1. 

dites conditions de compatibilité. ces six équations (18) se réduisent 

d'ailleurs à trois relations indépendantes. 



CHAPITRE II 

[ LOI DE COMPORTEMENT 

On développe l'écriture des lois de comportement des 

solides en petites transformations. La déformation s'ef

fectue toujours avec des échanges thermiques, une descrip

tion satisfaisante des lois de comportement doit nécess~i

rement se faire en liaison avec la Thermodynamique. On 

montre que généralement une loi de comportement s'obtient 

â partir de la donnée de deux potentiels : le potentiel 

thermodynamique (énergie libre) et le potentiel de dissi

pation. Les modèles de solide linéairement élastique et 

de solide élastique parfaitement plastique sont décrits. 
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L'expérience montre que la déformation est toujours ac

compagnée d'échanges thermiques ou de variations de tempé

rature. Même si l'effet thermique est souvent négligeable 

dans le cas des solides, les matériaux usuels subissent une 

transformation irréversible dès qu'on impose une petite dé
formation. Il en résulte qu'une description satisfaisante 

des lois de comportement s'effectue nécessairement dans le 

contexte de la thermodynamique macroscopique. On constate 

aussi que ce cadre permet de décrire des lois de comporte

ment de la manière la plus complète. 

1.- THÊRMODYNAMIQUE DES MILIEUX CONTINUS 

1.1- Premier et Second principes 

La déformation d'un milieu continu est une transformation thermo

dynamique particulière. Elle est en accord avec les deux principes de la 

thermodynamique qui, comme la loi fondamentale de la Mécanique, ont une 

validité universelle. 

Pour un système quelconque V, on rappelle que le premier principe 

est un bilan de l'énergie. 

Si U désigne l'énergie interne du système, C l'énergie cinétique, 

P9 la puissance des efforts extérjeurs et Pcal la puissance calorifique 

reçue, on a: 

(1) Ü+ê=P +Pl e ca 

Pour un milieu continu, on a par définition lorsque l'évolution est régu

lière: 



p = l p f.v dV + f R.v as 
e av 

p 
cal = fav - q.n ds 

C= I .!:_ p v 2 dV 
2 U= J p e dV 

V V 

où f désigne les efforts massiques, R le vecteur contrainte, q le vecteur 

flux de chaleur, V la vitesse de déplacement et é la densité massique 

d'énergie interne. 

La densité d'énergie interne e est fonction des variables d'état du 

matériau: température T, variables internes x. Ce sont des variables ca

ractérisant son état physique interne (de déformation, ••. ). 

La notion d'entropie massique s(X, T) permet d'énoncer le second 

principe sous la forme de l'inégalité de Clausius-Duhem 

(2) '9+ f ~dV;:;;.o 
lav T 

I 

où (9 est 1 'entropie du système 9 = L p s dV • 

Si le premier principe peut être interprété comme une possibilité de 

la transformation de la chaleur en travail mécanique et vice-versa, le se

cond principe introduit une distinction entre une transformation réversi

ble (égalité (2)) et une transformation irréversible (inégalité (2)). 

On peut exprimer localement en chaque point les deux principes en 

transformant les relations (1) et (2) par la formule de Stokes. Lorsque 

la vitesse est suffisamment régulière dans V, en prenant ôu =V, l'équa

tion I(13) donne le bilan de l'énergie mécanique 

(3) 

de sorte qu'on obtient 

• 
P e 

Pe = ê + L crij vi,j dV 

= cr .. v. , - div q 
J.J J.,J 

(4) 
p T s + div q - ~ grad T;:;;. 0 
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1 .2- Dissipation intrinsëque - Dissipation thermique 

La quantité D = p T S + div q est par définition la dissipation in

trinsèque, D' = - g. grad Test la dissipation thermique, on admet sou-
'J? 

vent une forme plus restrictive du second,principe en admettant que les 

dissipatiens D et D1 sont séparément positives 

• 
p T s + div q ~ 0 

(5) 
- ~. grad T;;,, 0 

soit la positivité de la puissance intrinsèque dissipée D et la condition 

intuitive de propagation de la chaleur d'un point chaud à un point froid. 

Si D = o, la dissipation est purement thermique, en particulier si la 

transformation est aussi isotherme (T = T
0

), l'évolution mécanique est 

entièrement réversible. 

Il est commode d'introduire l'énergie libre W(X, T) définie à partir 

de l'énergie interne par la relation W = e - T S. L'équation ( 4) donne alors : 

• • • • 
D = (5 • • V. . - p (e - T S} = cr .. V. • - p (W + s T) 

lJ 1 1 ] lJ l 1 J 

On admet toujours, avec Helmholtz, que l'on peut imposer des varia

tions arbitraires de température pour un système en équilibre mécanique 

(D = o, v = o, X= o). Il en résulte que: 

(6) 
aw 

S = - élT (X, T) T = éle ( as x, SJ 

La puissance intrinsèque dissipéeD s'écrit alors d'une façon simple à 

partir des forces associées aux variables d'état X: 

(7) 

sous la forme 

(8) D = 

aw X= p-
3X 

(51, J' V, • 
i, J 

• x.x;;,, 0 

Sous forme globale, on introduit la puissance intrinsèque dissipée globale 

Dp dans un volume quelconque V: 
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pour énoncer la positivité de la puissance intrinsèque sous la forme 

(9) v v Dp = Pe - !, f. p (W + ½ v 2
) av- i p s T av> o 

V V 

En particulier, si la transformation est isotherme: 

V V, Dp = p -~ f p e dt 
(W (X,T

0
) + !. vz) 

2 av> o 

V 

Si la transformation est isentropique 

d ( l 2 vv, Dp=Pe - dt J p (e (X,S
0

) +-v) av> o 2 
V 

D'une façon évidente, la séparation de la dissipation n'a de sens 

que si les fonctions TS et - Î grad T sont bien définies. Dans les pro

blèmes de propagation d'onde de choc par exemple, les fonctions Tet S 

sont discontinues à la traversée de l'onde, on doit revenir à l'expres

sion générale (2) du second principe. 

1.3- Equation thermique 

L'équation thermique découle de la définition de la puissance intrin

sèque. On obtient: 

(10) divq+ p Ts - D =.o V X , Vt 

Si la loi de conduction de Fourier est admise q = -k. gradT, on a 

alors l'équation thermique habituelle: 

(11) - kt; T + p Ts - D == o 

dans laquelle D et p Ts apparaissent respectivement comme des sources chau-
• de et froide réparties dans le volume V. Commes et D dépendent de l'évolu-

tion mécanique, la présence de ces termes traduit le couplage thermomécani

que au niveau de l'équation thermique. 
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2.- MODELES USUELS 
POTENTIEL THERMODYNAMIQUE ET POTENTIEL DE DISSIPATION 

Le. ma.têtu.au a un c.ompo!Lteme.nt mécanique. 4éveJt.6ible. Ji la fu-0ipa

.ü.on inttu.~èque. v.it ide.n.ü.queme.nt nulle., ,V'/Jle.VeJt.6ible. da~ le. c.M c.on

btai4e. 

Le. c.hoix. dv.i vatu.ablv.i d'état X p4ov,lent dv.i ob-6e.4va.û.oM, de-6 de-6-

CJup.Ü.oM e.t de-6 vétu.6ic.a.ü.o~ expétu.me.ntale-6. Ve c.e.fte. maniè4e., on ob

.ü.e.nt de-6 modèle.-6 de-6.û.né-6 à c.aJLa.c.téwe.4 d'une. 6aç.on plu.6 ou mobv., c.on

ve.n.able. le.-6 ma.têtu.aux lL-6u.e.û. 

2.1- Modèles usuels de fluide 

Une particule de fluide a souvent un mouvement très complexe, il est 

pratiquement sans intérêt de connaître son origine. On se limite donc dans 

l'étude des fluides à la détermination'des champs de vitesse v(x, t). 

Pour un fluide compressible, l'énergie libre W ne dépend que de la 

masse volumique pet de la température T soit W = W(p, T). L'équation de 

continuité I{16) qui s'écrit encore p/p + div v = o conduit à l'expression 

suivante de la puissance intrinsèque dissipée : 

_ 2 aw 
D-cr .. V .. + p -;:;-Vkk~ O 

1) 1,J op , 

• Pour un fluide E~~~~!~, la dissipation intrinsèque est identiquement nul

le, quelle que soit la distribution de vitesse v. Il en résulte que: 

( 12) ou cr .. =-pô .. 
1.J 1.J 

avec 

La quantité p est la pression moyenne du fluide, l'équation (12) est 

l'équation d'état. 

Par exemple, l'équation d'état d'un gaz idéal, parfait est p =PR T. 
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• Pour un fluide r!~q~~~, la dissipation n'est pas nulle. En décomposant 

la contrainte sous la forme 

(13) 

on obtient 

IR D =cr .. V. t = 
l.J J., J 

IR cr .. d .. 
J..J J..J 

avec R cr .. =-pô .. 
J..J J.J 

avec 

Le tenseur d .. est appelée la vitesse de déformation. 
J..J 

La loi de comportement d'un f.luide visqueux est complètement définie 

dès qu'on connait une relation entre les tenseurs d .. et IR Par exemple, cr ..• 
J..J l.J 

pour un fluide Newtonien, cette relation s'écrit 

( 14) IR cr. . = c;; (d. . ) o. . + 2n d .. l.J --.l<k J..J l.J 

~ et n désignent deux coefficients de viscosité. Si D(d .. ) désigne la fonc-
1 2 1) 

tion D = -2 c;;(d
1
.;) + n d .. d .. , la relation (14) s'écrit aussi : 
.... l.J l.J 

IR cr •. 
l.J 

(15) 

La loi de comportement d'un fluide visqueux, Newtonien est donc complè

tement précisée dès que les deux fonctions W(p, T) et D(d) sont connues. On 

les appelle respectivement potentiel thermodynamique et potentiel de dissipa

tion. 

2. 2- Modèles usuels de solide 

L'identification des variables d'état pour un solide est relativement 

facile lorsque l'on fait l 1hypo.thùe_de1,_ee.,t[te1,_.tJLanJ.i60Jr.matlont>. L'énergie 

libre W dépend au moins de la déformation~. D'autres variables physico

chimiques pourraient aussi intervenir dans le processus de déformation, elles 

sont qualifiées de variables cachéesa. L'introduction des variables cachées 

est naturelle, car elles ont souvent une signification physique précise: 

concentrations dans un mélange, indice du vide dans un sol, .•. Ces variables 

varient au cours d'une transformation irréversible et doivent être prises en 

compte dans l'expression de la dissipation. 
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Les modèles les plus utilisés de solide sont 

• Solide élastique 

Un solide est élastique si l'énergie libre ne dépend que de la défor

mations (en dehors de la température) et si le matériau est réversible. 

• V €: 

(16) 

é)W • 
D'après la définition W(s, T) doit vérifier D =cr .. V .. - p ,..,.. e: = o 

J..J J..,J Oc. 

Il en résulte que: 

aw 
o = p ~ ( e:, T) 

L'énergie étant toujours régulière, il existe alors une relation 

bi-univoque entre les tenseurs contrainte et déformation pour les matériaux 

élastiques. 

Un développement de l'énergie au second ordre par rapport à e: et 

T = T - T
0 

autour d'un état de référence (o, T
0

) sans contrainte, conduit 

au modèle de thermo-élasticité linéaire. Par exemple, si le matériau est 

isotrope: 

p W(e:, T) e: .. + 2 µ e: .. E: •• ) 
JJ J..J J..J 

(17) 

dans lequel 3 K = 3 À+ 2µ est le module de compression, Œ le coefficient 

de dilatation thermique, À etµ les coefficients élastiques, c la chaleur 

volumique à déformation constante. 

• Solide visco-élastique: 

Un comportement visqueux correspond à une dissipation intrinsèque 

fonction de la vitesse des variables d'état. 

D'une manière générale, on admet que W = W(E:, a, T). Si l'on note les 

forces associées par: 

(18) R cr .. 
l.J 

aw = p-
é)e; •• 

l.J 

aw 
, A= - p é)a , 



?Cl 

ln dissipation intrinsèque D s'écrit: 

(19) 

La loi de comportement d'un solide visco-élastique est complètement . . 
dPtfft1ninée dès qu 1 on connaît une relation entre les vitesses €, a et les 

- IR A d i i 1 d ' f orc(?S cr , • souvent, on a met auss un patent e de issipation 
• • 

D(E:, a) différentiable,pour écrire cette relation sous la fœ:me : 

0 ~ = .3D 
1.J dE> . l.J 

(20) 

Le modèle rhéologique suivant, formé de ressort et d'amortisseurs 

donne une image du comportement visco-élastique 

FigWLe. 1 

Un développement au second ordre des deux potentiels W et D conduit 

aux modèles de visco-élasticité linéaire. 

R IR Par exemple, le modèle de Maxwell correspond â <J = <J , cr .,, o , 
V 1 V V 

a est la déformation visco-élastique €, W = 2 Eijkl(Eij-Eij) (skl-Ekl) 
l •v •v 

et D.::: 2 nijkl E;ij ¾1 

Le modèle de Kelvin-Voigt correspond à W = ½ Ei.kl €iJ' ¾l 
R IR • 1 • .J 

crij = Eijkl 8kl' 0 ij = nijkl 8kl et D = 2 nijkl 8ij ¾1 • 
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• Solide élasto-plastique 

La modélisation des métaux dans les conditions normales de température 

conduit au modèle élasto-plastique. 

IR • 
On admet que 0 = o, W = W (E, a, T), ce qui donne D = A a • Dans 

l'espace des forces A, les forces réelles ne sont pas illimitées,, mais 

restreini&.s à l'intérieur d'un domaine convexe C appelé domaine d'Ua6üclté 
contenant l'origine O. La dissipation D s'exprime en fonction de la vitesse 

a sous la forme : 

(21) D(â) = Sup 
A*EC 

La dissipation D est donc fonction positivement homogène dei degré 1 

de la vitesse â, i.e. D(À â) = À D(â) si À~ o. 

La définition (21) de la dissipation est aussi équivalente à l'inéga-

lité 

(22) (A - A*) 
• a~o \:/ A* E C 

C'est le principe du travail maximal de Hill. La définition (21) ou 
• 

l'inégalité (22) traduit la propriété de normalité suivante : la vitesse a 

est un vecteur du cane des normales extérieures en A au domaine d'élasticité 
• C. Si A est un point intérieur a= o, la 

réponse est alors purement réversible, 

c'est-à-dire purement élastique puisque 
• a2w • 
0 = P dE:dE E (ce qui justifie la dénomi-

nation du domaine C). Les paramètres a 

ne peuvent évoluer que si l'état de force 

A atteint un seuil qui correspond à la 

frontière du domaine C. 

Il est utile de remarquer que la fonction D(â) _ D(â) est différentia

ble pour â-# o et qu'on obtient tout simplement A= :g. Le potentiel de dis

sipation associé au modèle élastoplastique est une fonction convexe, positi

vement homogène de degré 1. On peut, si l'on veut, introduire la :notion de 

sous-gradient d'une fonction convexe 
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. 
{Al • • • ~ • } ôD(a) = D{a*) ;;;, D(et) +A (a* - a) V a* , 

• pour écrire une relation analogue à (20) même pour a = 0 

• 
(23) A€ ôD(a) , 

qui étend la notion du potentiel aux fonctions convexes, non différentiables. 

Les modèles rhéologiques suivants illustrent la loi de comportement 

élasto-plastique. La contrainte ne peut dépasser le seuil de glissement dans 

le premier modèle qui correspond au schéma élastique parfaitement plastique. 

Le deuxième modèle permet de tenir compte de l'écrouissage cinématique. 

Fi..gMe 3 : 

Modèles Rhéologiques 

Elastique parfaitement plastique 

E 

~ 
l 

1\/Wv ' )0-• 1 
1 
1 'e eP 

0-

k -

e: 
0 

Paramètre interne: 

Deformation plastique sp 

W = ,! E (s - sP) 2 
2 

D(ÊP) = kl ËPI 
A= E (e - eP) = cr 

!Al< k 

Ecrouissage cinématique 

E t 
1 

:1111'<:r 

' 1 
eP 1 

e 

(J"" 
eft 

k- e+t 

0 ê 

Paramètre interne: 

Déformation plastique sP 

W = .! E ( s - sP) 2 + .!. h sP2 

2 2 
D{Ê:P) = k jË:PI 
A= - h sP + E (s - sP) = cr - h sP 

IAI < k 
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La réponse d'un milieu élastique plastique est indépendante de l'échel

le de temps: dans les modèles précédents, un trajet de déformation effectué 

d'une façon plus ou moins rapide donne toujours le même trajet de contrainte. 

D'autre part, même si les vitesses sont très faibles, on ne peut linéarisex 

un tel comportement. 

Le tableau ci-après permet de résumer les principaux modèles étudiés 

Matér>iau::e Potentiel Potentiel 
thermodynamique de dissipation 

Fluide :r:arfait w (p, T) 0 

Solide élastique w (E, T) 0 

------------------------------------------------------------------
Fluide visqueux • w (p, T) D (E) diff. 

Solide viscoélastique 
. • w (E, a, T) D(E, a) diff. 

Solide élastoplasti- w (E, Œ, 
• T) D (a,) oonvexe 

que hanog. dol. 

2.3- Remarques 

Lorsque les variations de température sont négligées, on obtient un ca

dre purement mécanique, souvent rencontré dans les applications pratiques. Ce 

cadre correspond à la transformation isotherme en prenant T = T
0

• Mais, en 

toute généralité, l'évolution d'un milieu continu est plutôt thermomécanique. 

On doit ajouter une inconnue supplémentaire Tet l'équation thermique (11) 

aux équations du mouvement. 

Dans la suite du cours, on se limitera à l'étude en petites transforma

tions isothermes de quelques modèles: solide linéairement élastique, solide 

élastique-parfaitement plastique ou écrouissable, à écrouissage positif. La 

température étant constante T = T
0

, on notera désormais W(X) à la place de 

W(X, T). 
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3.- SOLIDE LINEAIREMENT ELASTIQUE 

Pa.JL .M. -0.i.mp.Uc.ltê., c. 1 e1>.t le. modèle. te. p.fu.ô c.onnu, le. p.fu.ô dê.ve.loppê. 

e.n Mê.c.ani..que. del> So.Ude1i • 

Les relations (16) définissent la correspondance€~ cr d'une manière 

bi-univoque. La fonction F(E) = p W(E) représente l'énergie élastique em

magasinée par unité de volume. 

cr 

cr 

0 e 

Energie élastique et 

Energie complémentaire. 

f,i,.gWLe. 4. 

Pour exprimer les€ .. en fonction des cr .. , il est commode d'introduire 
iJ iJ 

la transformée de Legendre de lâ fonction F(s) 

(24) , 

F* est la densité volumique d'énergie complémentaire. On obtient alors 

En particulier, si F(E) est fonction convexe, F*(cr) est aussi convexe et 

vérifie l'inégalité: 

(25) V€ , Vs 

Le développement de l'énergie au second ordre donne le schéma linéaire

ment élastique 

(26) , 
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Les coefficients élastiques Eijkl doivent vérifier les conditions clas

siques de symétrie et de positivité: 

(27) 
m>o 

En particulier, on obtient lorsque le matériau est aussi isotrope 

(28) 
cr •. = À (e:kk) o .. + 2 µ E:. • • 

1J 1J 1J 

La positivité de l'énergie implique les conditions suivantes sur les coef

ficents de Lamé À etµ: 

3À+2µ>o 1 µ > 0 

On peut aussi exprimer les déformations e:ij en fonction des contraintes 

(29) 

en posant 

E=3À+2µ 
À + ]J 

E > o 

• µ 

- T ~ v ~ 0.5 

1 

À 
v = 2 (À+µ) 

1 

E désigne le module d'Young, V le coefficient de Poisson. 
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4.- SOLIDE ELASTIQUE PARFAITEMENT PLASTIQUE 

4.1- Critère de plasticité - Loi de normalité 

La figure 5 présente la courbe de traction-compression d'une tige 

en acier doux: 

F ..i.gwc.e. 5 : 

Courbe de traction expérimentale. 

0 er E o.s s 1. 
Elle montre que le comportement est linéairement élastique lorsque la 

charge est faible. A partir d'un seuil cr, des déformations résiduelles, y 
dites déformations plastiques, apparaissent à la décharge, le comportement 

du métal est élastique-plastique. La partie réversible de la déformation 

e8 = g - sP est la déformation élastique. 

Du point de vue physique, un solide métallique est un agrégat de grains 

cristallins. La déformation élastique provient des variations de la distance 

entre les plans du réseau cristallin, ces variations sont réversibles sous 

les efforts appliqués. La déformation plastique par contre est due aux glis

sements des plans du réseau cristailin les uns par rapport aux autres. Pour 

cette raison, elle s'effectue sans variation de volume. 

Des expériences ont permis de définir pour les matériaux usuels le seuil 

de plasticité cr et son évolution avec la déformation plastique. En particu
y 

lier, si le seuil reste pratiquement invariable, on obtient le solide élas-

tique parfaitement plastique. 

Il s'agit d'une généralisation du premier modèle rhéologique de la fi

gure 3. L'énergie West l'énergie élastique emmagasinée: 
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Le contrainte cr et le paramètre de force A associé à la déformation plasti

que s'écrivant: 

(31) 
3W 

, Ai.J' =- p -- = cr .. p l.l dE .. 
l.J 

Le domaine d'élasticité C est défini dans l'espace des contraintes cr ..• 
l.J 

Lorsque sa frontière est régulière (cas du potentiel plastique simple), on 

l'exprime sous la forme d'une inégalité 

(32) C = { cr I f(o)..;; o} 

où la fonction convexe f(cr), appelée C!tltèlte de pRiuUclt~, permet de préci

ser le seuil de plasticité par l'égalité f(cr) = o. Par exemple, le critère 

de Misès 

(33) f(o) = 01.!J. cr' - k2 
ij , 

est bien vérifié pour la plupart des métaux usuels (cuivre, aluminium ••• ). Le 

critère de Misès est indépendant de la contrainte moyenne, le domaine d'élas

ticitê associé est une sphère dans l'espace des déviateurs cr~. ou un cylindre 
l.J 

dans l'espace des contraintes cr ••• 
l.J 

(34) 

(35) 

La loi de normalité (22) s'énonce sous la forme 

, si f(cr) = o , À= o si f(o) < o 

En résumé, les équations du modèle s'écrivent 

e cr = E • E 

;p = À i}f 
3cr À..;; o si f(o) = o , À= o si f(cr) < o 
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Exercice: 

Montrer que si le trajet de déformation s(t) est connu sur un 

intervalle de temps [o, T], les équations (33) permettent de 

définir un trajet de contrainte uniè]Ue associé, à partir d'un 

état initial de contrainte cr(o) = cr
0 

donné. 

Les équations (35) définissent bien une loi de comportement, mais 

la correspondance Histoire de déformation ➔ Histoire de contrainte 

est plus compliquée que celle de l'élasticité. 

4.2- Relations incrémentales 

D'une façon plus précise, les relations (35) sont de type incrémental • 
• Si l'état de contrainte actuel cr(t) est connu, à une vitesses on peut as-

• socier une vitesse de contrainte cr unique, de sorte que de proche en proche, 

en intégrant suivant le temps, on peut déterminer le trajet de contrainte 

associé à un trajet de déformation. En effet, on obtient explicitement les 
• • • relations entre les vitesses cr= cr(cr, s) de la manière suivante: 

La relation (22) ÊP(a - a*);;;,, o V cr*€ C donne, en prenant 

a*= a(t + 8t) puis a*= cr(t - 8t), après passage à la limite ~t ➔ o 

(36) 

On peut donc préciser les relations (34) en écrivant que : 

fP = À é)f . 
, À ;;;,, 0 si f (cr} = 0 et si f (a) =o 

(37) 
acr 

• 
À =o si f {a) < 0 ou si f (cr) < 0 

• Pour un élément matériel, en charge plastique (f = o, f = o), on 

a alors d'après (35) : 

·f• =-À ...1f__ E ...1f__ + ...1f__ E • = o aa. . ijkl dO'.kl acr. . • ijkl • skl 
lJ 1] 

, , 
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soit l'expression suivante du multiplicateur plastique 

1 < ôf • 
(38) À = ôf 

• E • E:: > 
E 

ôf ôcr 
ôcr • 

. 
ôcr 

puis 
< ôf 

ôcr • E • E:: > 3f • • 
(39) cr = E E:: - ôf ôf E • acr 

ôcr • E . ôcr 

ou <a> est la partie positive de a <a> = o si a < o, <a> = a si a > o . 
• La vitesse cr s'exprime aussi sous la forme 

(40) 

en posant: 

'l'(J ( €) l • • l 1 
(41) = 2 e::. E . E:: -2 ôf 

ôcr • 
E 

La figure 6 illuste d'une façon 

obtenue. 

FigWte 6 

I 

ôf • 2 

ôf < ôcr • E • E:: > 
. ôcr 

schématique la loi en vitesses 

On prend E = 1 (!) . 

cr est alors la projection de Ê 
sur le cone tangent en cr au 

domaine d'élasticité. 
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( CHAPITRE III 

PROBLÈMES.ÉLASTIQUES 

On donne la formulation des problèmes aux limites en 

élasticité. Les équations locales ainsi que les principes 
du minimum de l'énergie potentielle totale et de l'énergie 

complémentaire sont établis pour une structure tridimension

nelle en transformation petite, quasi statique et isotherme. 
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Dans ce chapitre, on étudie la réponse d'une structure 

élastique en petite transformation isotherme. Les problèmes 

considérés sont relatifs à l'évolution quasi-statique, c'est

à-dire lorsque les mouvements du solide sont suffisamment 

lents pour que l'effet d'inertie soit négligeable. 

1.- EQUATIONS DU MOUVEMENT 

1.1- Equations locales 

Soit une structure occupant dans l'espace un volume v. A partir d'un 

état initial connu, elle est soumise à un trajet de charge défini par des 

conditions de charge et de liaison imposées par l'extérieur. D'une façon 

plus précise, on suppose que les efforts 

imposés correspondent d'une part à des 

efforts de volume p f(x, t), d'autre part 

à des efforts de surface donnés Rd(x,t) 

sur une partie SR de la frontière. Sur la 

partie complémentaire Su on impose des dé

placements donnés Ud(X, t}. Les portions 

de surface SR et Su sont invariables et 

les fonctions ud(x, t), Rd(X, t), f(x, t) 

sont des fonctions régulières de l'espace 

et du temps. Ce sont des données classiques de type mixte, simple. 

L'évolution de la structure est décrite par les équations suivantes 

lorsque le matériau est élastique 
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• Equations indéfinies dans V 

2 e:: •• = u .. + u .. 
l.J 1.,J J,l. 

<J •• 
l.J 

= é)F (e::) 
~ 

l.J 

(Ji .. +pf. - p ül.. = 0 
J,J l. 

• Conditions aux limites 

d cr .. n. =R. 
l.J J 1 

d 
ui = ui 

sur 

sur 

• Conditions initiales: 

u(x, o) = u 0 (x) 

• u(x, o) = V0 (x) 

s u 

(six equations géométriques) 

(six équations de comportement) 

(trois équations dynamiques) 

(force imposée) 

(déplacement imposé) 

(déplacement initial) 

(vitesse initiale) 

On peut, si l'on veut, ne retenir que l'inconnue en déplacement 

u(x, t). Si le matériau est linéairement élastique, isotrope et homogène, 

les équations <Jl.. J' = À ( e::... ) ô. . + 2 µ e::. • conduisent aux équations : 
.K.K l.J l.J 

(2) À grad div u + µ b.u + p (f - ü) = o 

de l'élasticité linéaire. 

Il s'agit d'un problème aux dérivées partielles d'ordre 2, linéaire 

si l'élasticité est linéaire. Dans ce dernier cas, un nombre considérable 

de solutions analytiques, exactes ont été mises en évidence pour des pro

blèmes à données et à géométrie simples. Mais souvent la solution n'est 

accessible que par le calcul numérique. 



1.2- Problème statique 

Si l'évolution est très lente, les efforts d'inertie - p ü sont négli

gés, on obtient alors les équations de la transformation quasi-statique. Les 

équations (1) sont particulièrement simple dans ces conditions puisque la 

solution (u, s, cr} à chaque instant ne dépend plus que des données (f, ud, Rd) 

à. cet instant. L'évolution de la structure s'obtient par la résolution d'une 

succession de problèmes aux limites 

(3) 

• Equations indéfinies : 

2 S •. = U •. + U •• 
J.J J.,J J,J. 

ap 
crij =~ 

J.J 

cr ... + p f. = o 
J.J,J J. 

• Conditions aux limites 

d 
u. = u. J. J. sur 

sur 

s u 

traduisant l'êqu.,U,.é,b~e -0.ta:tlque sous les données (f, ud, Rd}. 

En élasticité linéaire, par exemple, les équations du problème stati

que donnent: 

À grad div u + p Liu+ p f = o 
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2.- THEOREMES DU MINIMUM ASSOCIES AU PROBLEME STATIQUE 

On va. Uab.e»c.. que. le. pJLoblème. .&.ta.tique. (3 J eonduJ.i; à. de.& plU..nci.pe.& 

du m,lnhnum au,ocué.J.i. La. J.io.e.uûon e.n déplacement u (ll.up. e.n c.ontll.a.,lnte. a) 

minhn-U e. l' éne1tg,le. potentielle. :totale ( ll.e.& p. l' éne1tg,le c.ompléme.nta...i.!Le to

Me) du. J.iy.t.:tème, loMqu.e. la den.&Ué volumique d'éneJtg-le. F(E:) ut J.iuppo-0ée. 

c.onve.x.e.. 

2.1- Définitions préliminaires 

On appelle l'ensemble des déplacements ci.néma.tiqueme.nt adm-UJ.iiblS:6 

l'ensemble des champs de vecteur vérifiant les liaisons imposées 

(4) sur 

On appelle l'ensemble des contraintes J.i.ta.:ti.queme.nt_a.cl.rriiô.6ible6 l'en

semble des champs des contraintes symétriques vérifiant les conditions de 

forces imposées: 

(5) S = { a* 1 Div cr*+ p f = o, cr*. n = Rd sur ~} • 

Pour touts€ U et tout TES, l'équation des puissances virtuelles 

I(13) donne, avec ôu = I;: 

(6) L T • E: (!;) dV = L p f • 
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2.2- Théorème du minimum de l'énergie potentielle totale 

On va établir la proposition suivante: 

La solution en déplacement u minimise l'énergie potentielle totale: 

(7) 
rc~> = J F(E(~)) av - f P f. ~ av - l Ra.~ ds 

V V 8R 
, 

parmi les champs de déplacement cinématiquement admissibles 

I(u) = min I (0 
~EU 

i.e. 

En effet, un extremum quelconque u de I(~) vérifie nécessairement 

< I'(u) , ô~ > = o ou, d'une façon plus explicite: 

f :: . ôs dV - J p f o~ èN - • ô~ ds = 0 

V V 

avec ô~ = ~ -u. Cette équation représente l'équation des puissances virtuel-

les I(13) et montre que la contrainte associée cr=~: (E(u)) est stati-

quement admissible. Un extremum quelconque u de I(~) est donc une solution 

du problème en déplacement. Si F(E} est fonction convexe I(~) est une fonc

tion convexe de~ il s'agit d'un minimum. La solution en déplacement est 

aussi unique à un déplacement de corps rigide près si F(E) est strictement 

convexe. 

2.3- Théorème du minimum de l'énergie complémentaire totale 

La solution en contrainte cr vérifie la propriété suivante: 

(8) 

La solution en contrainte a minimise l'énergie complémentaire 
totale: 

J ( T) = t F* ( t) dV - J S u d • t • n ds , 

u 
parmi les champs de contraintes statiquement admissibles i.e. 

J {a) = min J* (T) 
TES 
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En effet, les relations II(24), II(25) et (6) montrent que 

I(u) + J(T) ;;;;;. o 

I{u) +·J(cr) = o 

Il en résulte que V T € S, J{T) ;;;i, J*(cr) = - I(u) • 

2.4- Remarques 

• Du problème aux dérivées partielles (3), on a été amené à résoudre deux 

problèmes de minimisation. 

Dans (7) , on a choisi comme inconnue principale le déplacement, 

dans (8) la contrainte. 

• A partir de la fonctionnelle de Reisner à deux champs: 

L(E;,T) = J (-r.s(E;) -F*(T) dV - J p f. E; dv - J (E;-E;d) -r. 
V V % 

on établit sans peine que 

I(u) = Inf Sup L(E;, T) 
s 1" 

-I Rd. t; ds 
SR 

, - J(cr) = Sup Inf L(s, T) 
T S 

I(~) et - J(T) sont deux fonctionnelles en dualité. 

n ds 

, 

, 
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3. - EXEMPLES ENVELOPPE SPHERIQUE SOUS PRESSION 

(voir cours de Mécanique ENPC, Y. Bamberger). 

On c.on1.>-i.dèJLe une envef.oppe. .6phêfuqu.e épai.ô.6e (na.yon .in:têfuewt a, 

Myon ex.:t:WeM b) c.on1.>.tU.u.ée d'un ma:trua.u Un.e.CUJtemen:t Ua.6.tlqu.e, homogè

ne e.t .i.6 atlLope ( CO eo 6.ic.ien:l:6 d' Ua.6.tlclté E, v ou À, µ) • EUe u:t -0 ownll., e 

à. u.n.e plte.6.6.ian .in:tWewte p, à. l' ex.:t:Wewt la )Olte.6.6.ian a.tma.6phWqu.e u:t 
n.é.g.Ugea.ble. 

On .6e pnopo.&e de dé-teJl.m.ine,J{, la .6ofu.tlon à. l' é.qu..i.ubne .o.ta:tlque de la 

.6phèJLe .6au..6 lu e66aw c.on1.>.idêJLé..6, en u..ü.U.oa.n:t -0u.c.c.u-0.ivemen:t lu é.qu.a.

.tlan1.> lac.a.lu (3), pu.i.o la 0aJzmu.la.lion. vC<ll..ia:t,[anneUe en déplacement (7), 

pu,[.& la noJzmu.fu.tlan vC<ll..ia:t,[anneUe en c.anttc.a.ln:te (8). 

En. na.i.oan de la .oymé..tfL.le du. pnablème, le dé.pla.c.emen:t e.o:t u.n.iqu.emen:t 

Mellal, le :ten1.>ewt de c.anbla..in:te. d.ia.gana.l e.t le,u,.f{,.6 c.ampa.6a.n:tu ne dé.pende.nt 

que der (c.oandanné.u .ophWqu.u) : 

+ 
u = ~ (r) er , cr = 

0 

0 00 <r> 
0 

0 

0 
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3.1- Résolution à partir des équations locales 

Le tenseur de déformation associé àu= s ( r) 
➔ 

er est 

s' 0 0 

[ e: ] = 0 s/r 0 

0 0 s/r 

La loi de comportement II(28), II(29) donne alors: 

En coordonnées sphériques, les équations d'équilibre I(11) s'écri-

vent 

+ .!. (2 cr - cr00 - cr + cr 0 cotg 0) + p f = o r rr r.pr.p r r 

1 1 
cr e + - cree e + r s~ .....0 cr e r , r r , .i ... u.1 r.p ,r.p + 

cr +.!.cr + 1 cr + r.pr,r r r.p0,0 r sine r.pr.p,r.p 

+ .!. (3 cr + 2cr0 cotg 0) + p f,,, = o r rr.p r.p .., 
, 

et donnent dans le cas de la sphère 

+ 2. ( ) crrr,r r crrr - cree = O 

En fonction de s(r), on obtient alors l'équation différentielle 

[ ¾, (r2 
Ç) ,r] - o , 

,r 



on en déduit que 

avec: 

= a r +~ 
r 
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B a = A- -rr r 3 

A = a (3 À + 2 µ) , B = 2 µ (3 

Les constantes d'intégration A et B sont calculées à partir des con

ditions aux limites: 

- sur la face interne r = a, n=-er, Rd=+ P er d'où crrr (a) =-p 

- sur la face externe r = b, n=e r' 
Rd= o d'où crrr(b) =o 

Ces deux conditions donnent 

a3 
A=p---

b3 - a3 
I 

a3 b3 
:S=p---

b3 - a3 

3.2- Résolution à partir de la formulation variationnelle en 

8 déplacement 

La densité d'énergie élastique f(E) s'écrit dans le cas considéré: 

2 F = À e:~. + 2 µ e: .. e: .. =-2
1 [<À+ µ>~•2 + 4 À~;• +4 CH1-1> cf> 

2 J 
ii J.J J.J r r 

d En remarquant que f = o, que la surface SR se compose des faces interne 

et externe de l'enveloppe, on aboutit à l'expression suivante de l'énergie 

potentielle totale 

J
b J21î 12!: I21î I 1î 

: F (s) r 2 cos ~ dr de dp - : p s(a) a 2 oos ~ dp 

a o 2 o - 2 

d0 

Après les intégrations en 0 et~, au facteur 41î près, le problème initial 

s'énonce sous la forme 
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Déterminer la fonction s(r) minimisant la fonctionnelle: 

s + I(~) = Jb F r 2 dr - p ~(a) a 2 

a 

Sa résolution nécessite un calcul des variations. On obtient 

- l'équation d'Euler du problème des variations 

i.e. 

- les conditions aux limites naturelles 

! -op (À + 2 µ) s 1 + 2 f ;\ = 
r 

(r2 t;) ] ,r 
,r 

pour 

pour 

r=a 

r=b 

=o 

On retrouve l'équation d'équilibre et les conditions aux limites en contrain

te (en effet O'rr = (À + 2 µ) s' + 2 À f ) obtenues lors de la résolution à 

partir des équations locales. 

3.3- Résolution à partir de la formulation variationnelle 
en contrainte : 

---------------------------------------------------------
Les champs de contrainte statiquement admissibles et respectant les 

symétries du problème sont caractérisés par les seules composantes non nul

les crrr(r) et cr00 = o~~(r) vérifiant 

~ 0 rr,r + ; (crrr 0 ee> = 0 

~ crrr(a) = - p , orr(b) = o 

, 

on pose pour simplifier les notations, d(r) = crrr(r). Comme cr00 
s'exprime en fonction de d et de d' d'après la première condition, on ob

tient l'expression suivante de l'énergie complémentaire en fonction de d: 

2 F* = - V ,.,.2 + l + v"" ,.,. 
E '-'kk E uij vij 

= iE [ d 2 + 2 (1 - v) (d + ~ d') 2 
- 4 v d {d + ~ d') ] 
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Le problème à résoudre s'énonce donc sous la forme: 

Déterminer la fonction d(r) qui minimise la fonctionnelle: 

J(d) - r r ff J; /* r2 cos O drde d,p - 4 n I b F* r 2 dr , 

a o - 2 a 

parmi les fonctions vérifiant d(a) = - p, d(b) =o. 

On doit résoudre un problème de calcul des variations. L'équation 

d'Euler associée s'écrit: 

4 d' + r d" = o soit d=o =A-..!?_ rr r3 

A et B sont tels que d{a) = - p, d(b) =o. 

On retrouve bien les résultats précédents. 

4.- EXERCICE 

On se place dans le contexte de l'élasticité linéaire. Si l'état 

initial n'est pas sans contrainte, la loi de comportement s'écrit d'une 

manière générale 

a .. 
J.J 1 

0 0 
où a désigne la contrainte initiale,€ la déformation initiale. Comme 

o0 joue le même rôle que - E s
0

, on va prendre cr
0 = o pour étudier la ré

ponse d'une structure élastique soumise à une déformation initiale imposée 
0 

€ • 

1- Ecrire les équations que doivent vérif.ier les champs de contrainte et 

de déplacements. 

2- On introduit les ensembles: 
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Div cr= o dans V, cr. n = o sur SR} 

(S
0 

s'appelle l'ensemble des champs de contrainte auto-équilibrés), puis 

la norme de l'énergie dans l'espace des contraintes, définie à partir du 

produit scalaire de l'énergie: 

< a, cr* > = f V a • E-1• cr* <N 

Montrer que les espaces vectoriels E
0

, S
0 

sont orthogonaux et qu'on 

obtient à partir des théorèmes de l'énergie: 

en supposant que e 0 = E. E0 € L2 (V). 

Si 1uon note Z l'opérateur Proj ( • , S
0

), Z est une application 

linéaire de noyau E
0

• Ceci signifie qu'une déformation initiale compatible 

n'induit pas de contrainte résiduelle. 

e 

0 -<r s 
0 
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CHAPITRE IV 

PROBLÈMES ÉLASTOPL.ASTIQUES 

On donne les équations décrivant en petite transformation 

l'évolution d'une strubture élastique-parfaitement plastique. 

La formulation du problème en vitesses de contrainte, de dépla

cement permet de comprendre la réponse quasi-statique à chaque 

instant. Les propriétés principales de la solution, tels que 

l'existence, l'unicité, la régularité, la nature des disconti

nuités et le comportement asymptotique, sont examinées. 
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Lors de l'étude des lois de comportement, on a souligné 

la différence fondamentale entre les matériaux élastiques et 

les matériaux élastoplastiques. En élasticité, la relation 

entre contrainte et déformation est bi-univoque; la réponse 

quasi-statique d'une structure élastique s'obtient directe

ment à partir des conditions de liaisons et de charges à cha

que instant. En plasticité, la loi de comportement est incré

mentale. Pour obtenir la réponse quasi-statique d'une struc

ture élastoplastique, il est nécessaire de suivre l'évolution 

du ~atériau de proche en proche, à partir d'un état initial 

donné. Nous examinons dans ce chapitre les différentes équa

tions caractérisant l'évolution d'une structure élastique 

parfaitement plastique soumise à un trajet de charge quelcon

que. 

1.- EQUATIONS LOCALES 

Soit une structure élastique plastique occupant dans l'espace un volu

me Q. A partir d'un état initial connu, elle est soumise en petite trans

formation quasi-statique à des conditions de charge et de liaison de type 
0 d 

mixte classique: charge volumique pf(x, t), efforts de surface R (x, t) 

sur~• liaison ud(x, t) sur Su. 

Le matériau est supposé élastique, parfaitement plastique. Le problème 

d'évolution quasi-statique de la structure consiste à déterminer la réponse 

en déplacement u(x, t), en contrainte cr(x, t) à partir d'un état initial 

u (x, o) = u
0 

(x}, cr (x, o) = cr
0 

(X) supposé donné. 
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Ces fonctions doivent vérifier les équations suivantes 

- Le déplacement doit être unéma.tiquement acbr,,U-0ible 

(1) ut€ U (t) = { u* 1 u* (x) = ud (x,t) 

On a utilisé ici la notation ut qui représente le champ de déplacement 

à l'instant t, sa valeur locale au point x est u(x, t). 

- La contrainte doit être -0.ta.:tlquement acbr,,U-0ible 

cr* 

(2) crt E S(t) = 

cr! . . + p f1.• (x, t) = 0 
J.J,J 

cr!. n. = R~ (x, t) 
J.J J J. 

- La loi de comportement est partout vérifiée: 

dans 

sur 

La contrainte cr vérifie partout dans n le critère de plasticité cr€ C. 

Si l'on introudit l'ensemble des champs de contrainte pla..6.tlquement a.dmLô-

(3) P = { cr* 1 cr*(x) E c v x En} 

on a donc crt €P. 

La loi de comportement élastoplastique s'écrit sous la forme 

(4) 
V cr*€ C , 

ce qui donne, lorsque le domaine d'élasticité C est défini par une inégalité 

f(cr) ~ o (potentiel plastique simple) : 
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(5) 

avec 

< _li_ E • >2 
8 ijkl Ekl 

ma(:_) 1 • • 1 °ij 
r ç, = 2 e:: ij Eijkl Ekl - 2 ----=--------

8f 8f 
-ao_i_j . Eijkl • aokl 

si f (cr) = o 

et mO'(:_} l • E • 
r ç, = 2 Eij ijkl Ekl si f (O') < 0 

- Enfin, les conditions initiales sont vérifiées: 

(6) 



47 

2.- EXEMPLE Enveloppe sphérique épaisse soumise à une pression 
intérieure 
(J. Mandel, Cours de Mécanique des Milieux continus) 

Comme dans le cas élastique, les seules composantes non-nulles du dé

placement et de la contrainte sont: déplacement radial t;(r), contraintes 

crrr(r} , cr88cr) = cr~~Cr}. 

avec 

La solution élastique correspond à 

E; (r) = a, r + ..ê.. 
r2 

, B 
cr =A--rr 3 r 

, B=A.b 3 /a 3 

, 

, a, = A/ (3À+2µ) 

, 

, f3 = B/2µ 

Si l'on admet que le matériau e~t élastique, parfaitement plastique 

et obéit au critère de Tresca, la condition de plasticité qui s'écrit en 

fonction des contraintes principales sous la forme: 

Max 
i,j 

cr. - cr. 
l. J 

~ 2k I 

montre que lorsque la pression intérieure p atteint la valeur : (1 - a 3 /b3
) , 

le contour intérieur entre dans le domaine plastique. Si l'on continue à 

augmenter p, on distingue dans l'enveloppe deux régions: une région plasti

que a< r < c et une région encore élastique c < r < b. Dans la région élasti

que, la solution élastique correspond à: 

2k c 3 

(J =--
rr 3 b3 

E; = k c
3 

[ 1 
2E 

b3 
(1 - -) 

r3 

+ \) + 2 
r2 

= cr 2k ca (1 + b3 ) 
I (Jee ~~ = 3 b3 2r3 

(1 - 2v) ..E...] 
ba 

puisque pour r = c, on a 008 - crrr = 2k. 
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Dans la région plastique, l'équation d'équilibre 

2 
cr + - (cr - 0 88) = o , rr,r r rr 

jointe à la condition de plasticité 0 88 - crrr = 2k, donne 

cr = 2k Log r + C rr 

La constante C s'obtient à partir de la continuité du vecteur contrainte 

sur le contour r = c: 

En résumé, on obtient en fonction de c: 

cr = 2k rr Log - - - (1 - -) 
[ 

r 1 c
3 

] 
c 3 b3 

a = a + 2k = a ee rr r.plfJ 

La pression maximale admissible correspond à c = b soit 
b 

Pmax = 2k Log a . Le déplacement radial~ est obtenu en remarquant que la 

dilatation volumique~ + 2 S. est purement élastique, en effet la loi de ,r r 
normalité et le critère de Tresca impliquent que€~.= o. Il en résulte que 

1 - 2V ll 
~ + 2 ,r r = E {arr + 000 ), soit : 

r r rLog--- ( l 
C 3 

La constante D étant définie par la continuité de~ pour r = c. On 

obtient 

~ = k i 2 (1 - 2v) r [Log E - .! ( 1 - ~ >] + (1 - v) ~ l 
E { C 3 b3 r2 ~ 

Dans cet exemple simple, le champ de contrainte dans la zone plastique a pû 

être déterminé à partir des équations d'équilibre et des conditions de plas

ticité, on dit que le problème est statiquement déterminé. Il s'agit d'un cas 

très particulier, souvent l'évolution élastoplastique est complexe et dans la 

littérature on ne connait que quelques exemples de solution explicite. 
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3 ·. - PROBLEME EN VITESSES 

Les relations (4) ou (5) sont des relations incrémentales. Elles 

relient les vitesses lorsque les grandeurs actuelles sont supposées connues. 

A chaque instant, si l'on suppose connus les champs de déplacement et de 
•d •d • contrainte, en fonction des vitesses de données ut, Rt, ft, on peut formel-

• . 
lement décrire les vitesses de contrainte crt et de déplacement ut par des 

"équations différentielles" à préciser : 

(u, •d •d f) • •d •d • cr, u , R , ----+ u = F 1 (u, cr' u ' R ' f) 

(7) • •d •d • cr= F 2 {u, a, u ' R , f) 

• • La détermination des vitesses u, cr à partir de l'état actuel (u, cr} 
•d •d • et des vitesses de données (u, R, f) permet de comprendre les fonctionnel-

les F 1 , F2 • Elles correspondent à la résolution d'un problème aux limites 

appelé pJr,Obl.ème. en vi.:t.et,.6et,. 

3.1- Formulation locale du problème en vitesses 

• • Les conditions que doivent vérifier les vitesses u, cr s'obtiennent à 

partir de (1), (2) et des relations de comportement. Elles s'écrivent: 

(8) 

i sur 

• • 
ii - • Div a + p f = 0 

• •d 
cr.n=R 

dans Q 

sur SR 

iii- • Relations de ccmportanent ( 4) ou ( 5) 

Il s'agit d'un problème aux dérivées partielles avec des conditions 

aux limites mixtes. La vitesse de déformation plastique ou, ce qui revient 
• au même, la vitesse de contrainte cr s'exprime comme fonction non linéaire 

des. Cette non linéarité provient de la distinction entre la charqe et la 

décharge dans la zône plastique actuelle, suivant le signe de la quantité 
clf • 
clcr. E. E d'après la relation (5). Le problème en vitesses Lst donc non 

linéaire. 
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3.2- Formulations variationnelles du problème en vitesses 

Les relations (5) peuvent être comparées aux relations de l'élasticité 

II(14). On a vu que l'existence d'un potentiel élastique F(s), cr=~: conduit 

aux principes du minimum de l'énergie potentielle totale et de l'énergie com

plémentaire lorsque Fest convexe. Comme la fonction fcr(Ë) est aussi convexe . 
en€, on montre de la même façon que le problème en vitesses élastoplastiques 

est associé aux deux principes du minimum: 

3.2.1- Principe du minimum de Greenberg (1949) : 

. 
La vitesse u minimise la fonctionnelle 

(9) 
• A(u) P f û cm 

parmi 

ù*I 
Su 

les vitesses Û* compatibles avec les conditions cinématiques, i.e. 
•d =u. 

3.2.2- Principe du minimum de Hodge-Prager (1948) 

Il est nécessaire d'abord de définir l'image de Wcr(Ë) par la transfor

mée de Legendre: 

W~(Ô-) = Spp â s* - Wcr(s*) 
E* 

cr On obtient l'expression suivante de~*: 

• Lorsque f(cr) < o a • l • -1 • f*(cr) = 2 cr E cr 

. Lorsque f(cr) = 0 

wcr (Ô-) l • -1 • = -cr E cr si 
* 2 

+oo si 

af • 
aa . cr..;;; 0 

af • 
3cr 

. (5 > 0 
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Si l'on se restreint à des vitesses de contrainte Ô* compatibles avec 

la condition de plasticité 

(10) si f(cr) = o 

on peut alors énoncer le principe du minimum en vitesse de contrainte sous 

la forme suivante: 

• La vitesse de contrainte cr minimise la fonctionnelle 

(11) B (Ô-*) 

J 
•d 

s u • 

u 

Ô-*. n ds 

• parmi les vitesses cr* compatibles avec les conditions de plasticité (9) et 

les conditions statiques (Bii) • 

Il s'agit d'une minimisation de fonctionnelle quadratique sous 

"contraintes" égalité (Bii) et inégalité (9) . 

3.2.3- Exercice: 

On peut simplifier les expressions de A et Ben introduisant la réponse 

purement élastique {UE, ~) qui représente les déplacements et les contraintes 

obtenus dans les mêmes conditions de charge et de liaison pour une structure 

fictive, identique, supposée pWtement: ~.tlque, de module E 

• Dans le cas général, le domaine d'élasticité correspond au convexe C, on 

introduit la norme de l'énergie dans l'espace des contraintes: 

< cr, a*>= fncr. E-1 • cr* av Il 0112 =<cr, cr> 

le cône normal en cr : Ncr={ n 1 < n, cr - cr*> ;;a,, o 

puis le cône tangent: T
0
={ t 1 < t, n > .;;;; o 

V cr*€ P} 

V n E No} 

- Montrer que si l'on pose ê = E Ê, :J? = E Ëp pour raisonner dans l'espace 
• •p • 

des contraintes, les vitesses a, e associées à une vitesse e donnée s'é-

crivent : 

I 
•p e = 
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• Montrer que les fonctionnelles A et B s'écrivent, à une constante près, 

sous la forme équivalente suivante . . 
• 1 

Il 
• • •E 112 - ½ Il ~p<~) Il 

2 
A(u) ::;;:- e(u) (J I 2 

B(Ô-) 
1 

Il 
. •E r ::;;:2 cr - cr 

• Si la fonctionnelle Best strictement convexe, A ne l'est pas dans le 
• • cas général. Etudier l'unicité des vitesses u, cr. 

3.2.4- Remarques: 

• • La détermination des vitesses u, cr pour un état de contrainte cr donné 

a une importance capitale pour différentes raisons: 

- Le calcul effectif, théorique ou numérique, des problèmes posés dans la 

pratique de l'ingénieur doit nécessairement s'effectuer de proche en pro

che, compte-tenu du caractère incrémental des lois de comportement. On a 

l'habitude de donner une description "naturelle" en termes d'incréments 

de contrainte et de déplacement. 

- La deuxième raison est plus profonde car elle concerne les effets de 

l'écrouissage, que jusquà maintenant nous avons négligé en nous limitant 

au schéma de plasticité parfaite. L'écrouissage réel est un phénomène com

pliqué, tout ce qu'on peut dire avec certitude, c'est que le domaine 

d'élasticité évolue avec la déformation plastique. Si l'on n'adopte pas 

une schématisation précise de l'écrouissage, la formulation du problème 

d'évolution globale est impossible. Dans les traités classiques de plas

ticité, on s'est donc limité à décrire le comportement purement mécanique 

en vitesses. 

Mais, il est clair que la résolution du problème en vitesses ne permet 

pas d'établir les résultats globaux sur l'évolution. 
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4.- ETUDE DE LtEVOLUTION OUASI-STATIQUE 

NoM pMJ.iOYLô e.n. Jte.vue. dan,,s c.e paJc.agJc.aphe. quel:.que.J.i Jtê.hu1..ta..t6 gê.n.êJtaux 

de .t'évo.tu:tlon. qu.Mi-1,.ta.üque. 

Lu p,iem,le.M c.o n.c.Vtnen,,t la quu.tlo n. de .t' exv.,tenc.e. V' une 6 a.ç.o n g éné

Jtale., on c.onô:tate que. ie.J.i modé.wa.tlonô moinô phyJ.iiquu poJ.ie.n,,t !.Jouve.nt ptM 

de. cü6 6-lc.u.Uéh mathémmque.J.i. Panm,l :taM le.J.i modUu de. matêJtia.ux c.onô.ldê.

Jtéf.i au c.hap.ltJt.e. II, te. .oc.hé.ma élaf.ilique. pM6aite.me.nt plMUque. u.t. te. plM 

di66lc.ile. à é:tudieJL toJt.oque l'an .6auha.Ue. é.:tabw du Jté.6u1..ta..t6 globaux .6uJt 

l'ê.volu:tlon. PouJt c.ette Ju:U.J.:,on, c.e J.ic.héma a dan.né Ueu à de. nambJte.MU eü.6-

c.u.Mianô. Le modèle viJ.,c.o-élMUque. e.6t pM c.ontfle. .te plM .6,imple. 1.t pVtme:t 

de. '1.e.:tJtouveJL c.eJL:taiYLô Mpe.c.t-6 du .ôc.hê.ma. plMUqu.e. taJt.oqu.e. l'on f,ad te.n.d!l.e. 

.te c.ae.6f,,[c.ien,,t de vMc.a.6Ué ve.M o, c.' u:t ta méthode. de. '1.é.gula,t,[J.,a.tlon vM

c.oplM.tlque. ou vMc.oê.tMlique. L 'intlloduc.âon d'un écJwuiMage .6tfuc.;te.men,,t 

po-6.lU6 Jtégui.a,t,[J.,e. aMJ.ii te. pltobtème. plMUqu.e.. 

L 'unic.fté de. la Jtéponôe. e.n. c.on:tJtain,,te. u.t. M-6Ull.ée. dèh que. tu don.n.é.u 

en. 0o'1.c.e 1.ion,,t c.ompaUbtu avec. .te 1.>e.u,,U, de piMUcité.. La détVtmhi.ation. du 

dépta.c.e.me.nt6 po-6 e. patL c.o n:tJte du pJto b.tè:mu de ILégui.cvu.té, ta ( ou tu ) J.i a.tu.

lion. (.6 l pné,.sen,,te ( nt) -6ouven,,t du .6WL~dC'.U de dµ,c.on:tinuli:i bien c.on.n.u.u danô 

.tu é.tu.de.J.i c.lM1.>)..quu de. plMticité.. 

4.1- Existence et régularité des solutions en plasticité parfaite 

Les résultats les plus complets concernant l'existence, sont dûs à 

Moreau, Johnson et Suquet. Pour simplifier, on ne présente ici que les ré

sultats de Suquet (1978). 

On fait les hypothèses suivantes 
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- Régularité des données . . 
ud € Wl ,oo (O, T, Hl/2(S )) 

u 

(12) Rd E Wl ,oo (0, T, L2 (SR)) 

f € Wl 1 00 (0, T, L2 m» 

- Données en force corrrpatibZes avec le seuil de plasticité: 

(13) 

On sup:r;x::,se qu'il exite une contrainte XE W
1

'
00 (0, T, L

00 
(Q)), 

vérifiant: 

VtE[O,T] 

• Xt est strictement contenu dans Pau sens suivant: 

La boule de rayon ô > o, centré au point X(x, t) est strictanent 
contenue dans le danaine d'élasticité Cau point x. 

La condition (13) est une condition de sécurité. Elle traduit le fait 

que les données en force ne dépassent pas la limite supportable pour la 

structure (on reviendra sur cette question au chapitre VII}. 

Alors, on obtient la conclusion suivante: 

Il existe un couple (cr, V), cr E Loo(0, T, L2 (Q)), Ô E Loo (0, T, L2 (Q)), 

V E L2 (0, T, D B (n)) vérifiant p.p. tune fonn:ulation 

"faible" : 

(14) • cr E P n S(t) 

f 
. -1 
cr E 

n 
(cr* - cr) an - fs 

u 

V cr* E P 

ainsi que les conditions initiales. 

•d 
u (cr* - cr) n ds - f V{Divcr*- Div cr) an 

Q 

- f V(cr* - cr)n as;.. o , 

SR 



55 

DB (Q) désigne l'espace des fonctions VE L2 (Q) telles que dij(V) 

sont des mesures bornées sur Q 

d .. = -
2
1 

(V. . + V. . ) E M1 (Q)} 
1J 1,J J,1 

Le lecteur peut se référer aux travaux de Suquet, Moreau, Temaril. et 

Strang .•• pour les compléments mathématiques sur l'espace fonctionnel DB(Q}. 

Physiquement, D B(Q) permet de traduire les discontinuités observées (surface 

de glissement, rotule ou charnière plastique) dans les problèmes particuliers. 

Il est intéressant de remarquer que la solution en vitesse de déplacement V 

ne vérifie pas nécessairement les conditions de liaison imposées V= Ûd sur S u 
au sens classique. Une fonction VE DB(Q) possède sur une surface une trace 

interne V et une trace externe V+, seule V+ vérifie les conditions de liai

son. Les équations (14) sont "naturelles", car elles traduisent simplement 

d'une façon globale le principe du travail maximal ~P(a - a*);;;;, o. Si l'on 

adopte la méthode de régularisation visco-plastique, les principales étapes 

de la démonstration sont: 

- On remplace le matériau plastique considéré par un matériau visco-élastique 

à potentiel de dissipation régulier associé, défini par: 

•v 1 s = - (cr - Proj {a, c)) 
n 

On démontre alors que l'évolution quasi-statique pour ce matériau admet 

une solution (crn, Vn) telle que an E L00 {O, T, L2 (Q)), an E L00 (O,T,L (Q)), 

Vn E L00 (O, T, H1 (Q)) • 

- On fait des estimations a priori sur cvn, crn> : 

a E borné de Loo (O, T, L2 (Q)), 
n 

• borné de L2 crn E (0, T, L2 (Q)), 

vn E borné de L2 (O, T, DB (Q)). 

Par passage à la limite, n ➔ 0, on construit un couple (a, V) et on jus-

tifie que ce couple vérifie les équations (14). 
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4.2- Evolution de la contrainte 

On a vu lors de l'étude du problème en vitesse que l'introduction de 
E E 

la réponse purement élastique u, o permet de simplifier les équations. 

Dans le même esprit, on va introduire les contraintes résiduelles or et les 

d - 1 - 'd 1 r ep acements resi ue su : 

(16) 
, 

les quantités (OE, UE), (or, ur) sont respectivement solutions des problèmes 

d'élasticité suivants: 

• uE E U(t) 

(17) • OE E S(t) 

• OE = E • e:E avec E 1 E E 
e:

1
.J. = -2 (U. • + .U. , ) 

l.,J J,l. I 

• ur E u = { u u = o sur 

( 1 B / l • or E s: = { cr I Div a = o 

• or = E (e:r - EP) avec 

dans n, o.n=osursR} 

r 1 r r 
El.'J' = -2 (U .. + U, .) 1 l.,J J,J. 

S
0 

est l'ensemble des champs de contrainte auto-équilibrés. On sait, d'après 

le chapitre III, que : or= -proj (eP, S 
0

) = - Z .eP. 

On va maintenant montrer que la contrainte O est solution d'un problème 

variationnel simple. 

soit 

En effet , V o* E S(t) , ot -a* E S
O

• 

fQ (o - a*) (Ê - ÊE} av= o 

f 
•e •p •E 

Q (o - o*) (e: + e: + e:) av= o 

, 



Si en plus cr* EP, 

sulte que: 

( 19) 
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J (cr - cr*) ÊP ~ o d'après les relations (4), il en ré
Q 

V t, V cr* E P n S (t) 

• •E 
< cr - cr , cr* - cr>> o 

Dans l'espace des contraintes muni du produit scalaire de l'énergie 

<,> on peut donc écrire l'équation différentielle que vérifie la contrain

te cr 

• •E 
cr+ Npns(t) (cr)= cr 

(20) 
cr (o) = cr

0 

L'équation (20) a été étudiée par Moreau depuis 1970 pour .des convexes 

mobiles quelconques, qui ne sont pas nécessairement de la forme pns(t), i.e. 

intersection d'un convexe fixe et d'un espace affine mobile par translation. 

Des problèmes d'origine diverse se posent sous la même forme dans des contex

tes différents de la Mécanique (Econométrie, ••• ). 

L'unicité de la réponse en contrainte est évidente d'après (19). En 

effet, s'il existe deux solutions éventuelles 01., cr2 on obtient: 

Vt 

• • soit < cr1 - cr2 , cr1 - cr2 > < o, ce qui donne par intégration 

(21) V t ;;;i, o 

Cette inégalité montre que la distance entre deux solutions éventuel

les ne peut que décroitre. L'unicité résulte alors des conditions initiales 

cr1 (o) = cr2 (o) == cr
0 

• 



58 

4.3- Evolution de la déformation plastique 

On a vu que la vitesse de déformation n'est pas nécessairement une 

fonction régulière (mesures bornées sur Q). Comme la contrainte est régu

lière, cette irrégularité provient de la vitesse de déformation plastique. 

Par intégration, la déformation plastique n'est pas nécessairement régu

lière. 

Dans les problèmes particuliers, lorsque le trajet de charge est pro

portionnel à un paramètre de chargement pris comme le temps, i.e. 

ud(t) =tu~, Rd{t) = t R~, f(t) = t f
0

, à partir de l'état naturel cr0=o, 
souvent on constate, comme dans l'exemple de l'enveloppe sphérique, que la 

réponse est d'ébord élastique, ensuite la zone plastique s'étend au sein du 

volume. Au début, la déformation plastique peut être régulière, elle se con

centre ensuite sur des zones faibles et donne naissance à des surfaces de 

discontinuité, c'est le phénomène de déôo1tma.tlon locaLUée, bien connu en 

Mécanique. 

Tant que la déformation plastique reste régulière {sP E L2 (Q) pour 

fixer les idées), on peut formuler son évolution à partir de l'expression 

crr = Zef. La loi de normalité sP (cr - cr*)~ o s'écrit sous la forme glo

bale 

(22) V cr* E P , 

de sorte que formellement, on obtient l'équation différentielle: 

(23) 

L'équation (23) est très utile dans les études de stabilité. 
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5.- COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE ADAPTATION 

On vient d'ê.:tudleJL .t'ê.vo.f.u.Uon. d'une -6.ttiuctu.Jte ê.la,,.stique, pM6cu.te.

me.nt pla,,.stique, -6ol..tl1U...6e. à un. .ttiajet de c.ha.nge à pa/t.Ü!t. d'une. donnée J..n.,l

tiale. Van-6 c.eJT.:f:tun.6 c.a,,.s, on ne. wpo;.,e que de. peu de. JLen-6ugn.e.me.n,;t,J., f..uJL 

l'état ,ln.,lilal du ma..té.JLJ..au, une. é:tude. p.ll,éc.J..f.,e. de l'évolution. n'a aloM 

qu'un -lnté,'1,ê:t mêc.an.,lque. JLe.la..tJ..ve.me.nt Li.ml.té.. Il Mt b-le.n pluô -lntê,-'l,M.ôant 

de. c.annaitJr..e .t'lno,e.uenc.e. de cette donnée. ,ln.,ltiale. .6UIL le. c.ompoueme.nt ul

:tê.'1,J,.e.uJL du f..y-6.tème. 

La théo/LJ..e de .t'adapta..tJ..an donne. une. JLê.pan..6e. -6a.t.lo0wante. dan.-6 c.ette. 

CÜJte.c.tian et c.anc.eJLne le. c.ampoueme.nt a,,.symptotique. de. la -00.f.u.Uon du p.ll,oblè

me d'ê.va.f.u.Uon. En pMûc.UÜe,'1,, elle Mt à la ba,,.se du c.alc.ul de JLé.6J..-6tan.c.e 
du ti.tJiuc.tWl.u aux. phênomè.nu de. 11..u.p.:tu/Le. pall. dé{ionma:ü..on pla,,.stique. eu.mutée 
ou ai;te,'1,née., une. dM p.ll,ê.oc.c.upa..tJ..on.-6 pJl,J..nc.J..palu de. .t' 1n.gén.,le.uJL. Ve.pui..-6 lM 

.ttiavaux. de. Me.fun (1936), elle. a 6cu.t l'objet de. nombJte.U.6U ê:tudu dont lM 

plu.6 -lnté,'1,uJantu .6ont du.u à KoUe,'1,. Vu .ttiavaux. pluô JLéc.e.n;tf., ont c.onW

bué à une. 001tmu.taüon ma..théma..tJ..que. plU-6 c.ohê.Jte.nte. dM 11..é-0ul...tat6 ohte.nU-6 pM 

c.u deux. auteuJL.6. 

Il -6 'aga d' é:tud1e11. le. c.ampolt-te.me.nt M ymptaüque. du -60.f.u.Uon..6 u ( t) , 

o(t) loMque. t + + 00 , le .ttiajet de c.ha'1,ge étant dê.CJt-.U pM la Jté.pon..6e pMe.
me.nt éla-6.tlque (uE(t), oE(t)) donnée.. 
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5.1- Définition de l'Adaptation 

La structure s'adapte pour les charges considérées, si po 1 ir t + + 00 

la réponse du système tend à devenir purement élastique. cette ,~ondition 

signifie que: 

Ur (t) r (i) ➔ u 
00 

(24) crr(t) ➔ crr (ii) 
00 

sP(t) ➔ sP 
00 

(iii) 

c'est-à-dire l'existence des limites u
00
r, or, sP quelles que soient les don-

oo 00 

nées initiales. Ces limites dépendent évidemment des données initiales, mai 
• •E • •E •p 

1 'essentiel est que ces Umi..t.e.J.i ew.tent, car alors cr ~ a , u ~ u , E ~ o 

Il est nécessaire cependant de préciser la nature de la convergence 

dans (24) . L'énergie élastique W = ½ cr. E'""~ a est bien définie pour une 

solution, la convergence crr(t) + a: est au sens de la norme de l'énergie. 

Par contre, on a vu que les déformations plastiques sont, dans le cas géné·

ral, des mesures bor:riées. Pour simplifier, on adopte une définition plus 

s:imple de 1 'adaptatic•n en exigeant uniquement la candi tian ( 24) ii. 

5.2- Théorème de Melan-Koiter 

(25) 

On obtient alors le théorème de Melan-Koit:er: 

S'il existe un champ de contrainte résiduelle a; constant et un 

coefficient de sécurité m > 1 tels que le champ de contrainte 

m (a;+ crE(t)) satisfasse aux conditions de plasticité V t ;;;;i, o: 

m (cr;+ OE(t)) E p I 

alors il y a adaptation quelles que soient les données initiales. 
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La démonstration du théorème s'effectue en deux étapes: 

• On montre que sous les hypothèses adoptées le travail plastique 

dissipé est nécessairement borné. La puissance dissipée D s'écrit, 
p 

d'après II (9) 

DP = fs v. cr. nds-~J dt !i1 

On vérifie que Dp ~ o d'après les relations (14) en prenant cr*= 

loi de normalité ÊP(o - à*)~ o V cr* E C donne en prenant cr*= 

puis a*= m (a;+ oE) 

JTI 
(0 - a; - ;:) Êp dµ ~ o 

fQ (a r E •p 
- ma* -mo) E dµ~o 

' 
soit 

f 
r E •p m - 1 

Q (a - a* - a) E: du~ m Dp 

r E • •E 
Comme a - a* - a E S

0 
et u - u E U

0
, on a aussi 

r E •p r E • •E a* - a) E: dµ +<cr - cr* - a, a - a > = o 

de sorte que 

' 
soit 

(26) m - 1 I t D ('r) dT 
m p 

0 

O. La 
r E 

a* + a 

Il en résulte que quelle que soit la donnée initiale O(o), le travail 

plastique dissipé 

reste borné. 

Wp (t) = Jt Dp (T) dT 

0 
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• Dans la deuxième étape, on montre que la contrainte résiduelle 

crr(t) possède une limite cr:: 

soit t 1 < t2 I 

r r 
Il cr1 - cr2 Il suivant une méthode due à Nayroles: 

~ 1 r 
(Jl 

2 

= r < 
crr Il 

•r r r > dt 2 (J , (J (J l 

= -t L ëP (crr - crf) dµ dt 

t1 

Or, 

Au second membre, le premier terme est négatif ou nul, le deuxième 
• terme est majoré par <JE car cr1 E C. Si le domaine d'élasticité C est sy-

métrique par rapport à l'origine (cas des critères de Misès, Tresca), 
E r - (cr1 + cr*) E C, on a une estimation 

I 

r 
qui montre que la suite cr (ti)' ti-+ 00 est de Cauchy, donc convergente, 

compte-tenu du fait que le travail plastique reste borné. 

Si le domaine d'élasticité n'est pas symétrique par rapport à l'ori

gine mais borné, la méthode reste valable moyennant quelques modifications 

mineures. 

Le théorème de Melan-Koite~ correspond à une approche statique du 

problème de l'adaptation. L'approche cinématique, par dualité, a été aussi 

donnée par Koiter (1961). 
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6.- REMARQUES SUR LES DISCONTINUITES 

Si une discontinuité de vitesse apparaît sur une surface :E du volume 

de la structure Q, la vitesse de déformation Êij est une distribution 

définie sur :E 

(27) [V]. n. + [V] n.) 
J. J j J. 

où [V] est la discontinuité de la vitesse à la traversée de :E dans le sens 

de la normale n. 

Comme la vitesse de contrainte est régulière (cr€ L2 (0)), la décompo

sition Ê = Êe + Êp montre que la vitesse de déformation plastique s'écrit 

sur :E 

(28) 
•p • 1 e: •• = e: •• = -

2 
( [V]. n. + [Vl. n.) 

l.J l.J l. J 'J 1 

La loi de comportement Êp (cr - cr*}~ o V cr*€ C entraîne alors des 

restrictions sur la discontinuité [V] car È:p doit être une normale extérieure 

au domaine d'élasticité. Pour le critère de Misès, par exemple, le domaine 

d 'él t· ·t- 't t d'f' · ' ' k 2 ...- rd -rt l ô 1 as ici e e an · e ini par cr. . cr. . - '"" o avec v •• - v •• - -3 crkk .. , es 
l.J l.J l.J l.J l.J 

restrictions sont les suivantes {Halphen [ 10]) 

• Une discontinuité de ·11itesse est purement tangentielle [ V ] • n = o • 

• Si cr1 ~ 02 ;;;i, cr3 désignent les contraintes principales, on doit avoir 
Cïi + 0'3 

nécessairement en un point de discontinuité de vitesse 0'2 = - ........ --. 
2 

• La discontinuité [ Vl est dirigée suivant une bissectrice de l'angle 
+ + 

{01, 0'3)-

+ -;t _,_ + 'IT ++ 1T 
Si et et i:=> désignent les bissectrices de (cr 1 , cr 3 ) = 2 avec (cr 1 ,et ) = :p 

➔ ➔ cêt, S) =fla discontinuité de vitesse est positive ([V] .a ~ o ou 

cv1. s;;;i,o>. 

Si nous admettons que la vitesse est régulière en dehors des surfaces 

de discontinuité, la puissance plastique dissipée globale Dp est: 
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(29) t cr ëP aµ = t cr êP iN + L IV] • cr • n as 

où la sommation J L s'étend à toutes h~s surfaces de discontinuité, elle 

représente la puissance plastique dissipée concentrée sur des surfaces. La 

formule (29) s'obtient à partir de (28), ou tout simplement à partir de 

l'expression générale de la puissance dissipée II(9) : 

DP = J o • n • v ds - ! J w cm = J o • n v ds - J o Êe cm 
c)Q Q c)Q Q 

En effet, si la vitesse est discontinue sur des surfaces L, on peut complé

ter L pour faire une partition de Q en morceaux dans lesquels la vitesse est 

régulière. La formule d'intégration par parties, valable dans chaque morceau, 

donne alors: 

• (cr s •e J - cr s ) cm + L [ V] • 0 • n ds 
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~PITRE iJ 

EXEMPLES 

On étudie quelques exemples d'évolution de structure 

en plasticité parfaite. Ce sont des problèmes de flexion 

circulaire et de torsion de barres cylindriques. 
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On a vu que la résolution d'un problème d'évolution élasto

plastique est un problème relativement complexe: il faut dis

tinguer la zone plastique de la zone élastique. Dans la zone 

plastique, la loi de comportement entre les vitesses s'écrit 

différemment selon que le matériau est en charge ou en décharge. 

Ces difficultés expliquent que dans la littérature on ne 

connaît que très peu de solutions exactes. 

1.- FLEXION D'UNE BARRE CYLINDRIQUE 

(Solution de J. Mandel) 

Un cylindre homogène est soumis sur ses deux bases à des couples de 

flexion égaux et opposés. Le matériau constitutif est élastique parfaite

ment plastique, obéissant au critère de Tresca. On cherche à construire 

des solutions explicites possédant les propriétés suivantes: 

les sections planes restent planes et normales à la fibre moyenne après 

la déformation, 

- la contrainte est unidimensionnelle. 

Ce sont des hypothèses classiques de la théorie des poutres élastiques. 

Les conditions aux limites sur les sections extrêmes doivent être compatibles 

avec les propriétés requises. On impose 

(1) l ~ = C X y 

a =a =o xy xz 

• c(t} est une fonction donnée telle que c > o. 

1 
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z = z (y) 

Fquation du 

contour. 

La seule composante non nulle de contrainte est CY:.xx que l'on notera 

cr pour simplifier les formules. On a toujours: E = E = E = o, xy yz zx 
E:.xx' Eyy' Ezz sont indépendants de x, E:.xx = + cy. Les conditions de compati-

bilité de déformation se réduisent à une seule équation: 

(2) E + E = 0 yy,zz zz,yy 

La courbure c croît en fonction du temps, le matériau reste en charge 

dans les zones plastiques. Les équations en vitesse: 

. 
• a Àl + À2 E =-+ :.xx E 

• V • 
(3) ê,yy = - - a À2 

E 

• V • Àl r.zz = - - cr E 

s'intègrent et donnent 

cy = ~ + < !cyl - k > ..:L. 
E E IYI 

(4) V -G E = - - cr yy E 

V -H Ezz =--a H 

(les multiplicateurs plastiques 

À 1 et À 2 ont le signe de a} 

1 

(G, Hont le signe de y) 

G + H = < lcyl - k > -L 
E IYI 

k 
Dans la zone élastique caractérisée par lcyl - E < o, les équations (2) 

sont toujours vérifiées. Dans la z.one plastique caractérisée par 
k lcyl - E > o, les fonctions H(y, z), G(y, z) doivent.vérifier l'équation (2) 

qui s'écrit: 

G + H = o ,zz ,yy 
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En posant 

H(y, z) = L(y, z) + v < !cyl - k > _:t_l 
E IY 

G(y, z) = L(y, z) + (1 - v) < lcyJ - ~>V[ , 
il vient 

(5) L - L = 0 ,zz ,yy 

La fonction L s'écrit donc sous la forme générale 

L = a.' (y - z) + S' (y + z) . 

Pour construire le déplacement dans une section, on peut considérer 

la demi-section supérieure. Dans la zone plastique y>~, on obtient: 

O=k 

~ k 
'ê.yy = - E + a.' (y - z) + S' (y + z) - (1 - v) (cy - E) 

kv k 
E:zz = - E - a.' (y - z) - S' (y+ z) - v (cy - i , 

ce qui donne 

ç;=cxy 

(6) n =-~ [x2 +v(y 2 -z2
)]- (l-2v) ½<cy-Î)

2
+a(y-z) + $(y+z} 

~ = - v cyz + a.(y - z) - S(y + z) 

k 
La continuité du déplacement à la frontière y= cE, conduit à distin-

guer dans la section différentes régions (fig.) : 

O', = 0 
k k si y- z < - + z (-) 

cE cE 

$ = 0 si y+ z < ~ + z (~) 

A 

0 
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On constate que la solution en déplacement n'est pas unique. Dans la région 

DEC, les fonctions a et S sont arbitraires, la seule restriction est que 

G;;., o, H;;., o soit: 

(7) 
k k - v (cy - E) ~ a' (y - z) + 13' (y + z) ~ (1 - V) (cy - E) 



70 

2.- TORSION D'UNE BARRE CYLINDRIQUE 

(voir cours de J. Zarka [26]) 

On considère un cylindre de section n, de génératrice parallèle à 

l'axe Oz. Les efforts volumiques sont supposés nuls, ainsi que les efforts 

de contact sur la surface latérale. sur chacuœde ses bases, on exerce un 

couple C d'axe parallèle à Oz. 

:lC .,, 

Le matériau constituant est supposé homogène, isotrope. 

2.1- Etude de la solution en élasticité linéaire 

2.1.1- Calcul direct du déplacement 

En prenant le système d'axe Oxyz dans lequel l'axe Oz passe par le 

centre d'inertie des sections, on cherche, a priori, un déplacement de la 

forme: 

ç; = - a zy 

(8) n=azx 

s = Cl <p (X, y) 

On voit que a représente géométriquement l'angle de rotation relative 

entre deux sections du cylindre distantes de l'unité de longueur, a <j> repré

sente le gauchissement des sections, indépendant de la cotez, la fonction 

<j>(x, y) est à déterminer. 
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La déformation et la contrainte associées par la loi de l'élasticité 

linéaire s'écrivent; compte-tenu de l'isotropie, d'après (8) 

(9) 

(10) 

tion 

(11) 

l
E =e:: =E =E =o 

XX yy ZZ x.y 

2 e: = a (c/> - y) , 2 e: = a. (c/> + x) xz ,x yz ,y , 

Les équations d I équilibre div <J = o se réduisent à une seul.e équa-

/J,. c/> = 0 , 

qi est donc une fonction harmonique. 

Sur la surface latérale du cylindre, le vecteur contrainte est nul. 

Soit n une normale extérieure à é)Q de composantes nx, ny, on doit avoir: 

<Jxz n + cr n = o , 
X yz y 

soit d'après (10) : 

( 12) .z u 
X 

X n . 
J 

La détermination de q> se ramène donc à la résolution d'un problème 

de Newmann. 

Le couple C s'obtient par intégration sur n: 

C =f" o m A (cr i + cr j) dQ =µa. Jk , 
~

6 
xz yz 

avec 

J= J (x (c/> + x) - y(qi - y)) dx dy 
Q ,y ,x 

, 

J est l'inertie de la torsion. C'est une caractéristique de la section, car 

elle ne dépend que de la géométrie den. 
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Exenq;,le 

Considérons le cas d'un cylindre oirculaire de rayon R. L'origine 0 

étant le oentre du oercle, nx. y - ny.x = o en tout point de an. Il en 

résulte que~= o est une solution de (11), (12), ce qui donne: 

(Jyz =µa, X , 0xz = - µ a Y ' 

2.1.2- Calcul direct de la contrainte: 

On cherche a priori une répartition de contrainte dont les seules 

composantes non nulles sont cr , cr • Les équations d'équilibre cr = o, xz yz xz,z 
<J = o, cr + cr = o sont satisfaites si l'on pose: yz,z xz,x yz,y 

(13) 

0xz = 'l',y 

= - 'l' ,x 

'l' ne dépend pas de z, 'l' = 'l' (x, y}. Le problème se ramène à la recherche de 

la fonction de contrainte 'l'(x, y). 

Les déformations associées sont compatibles si les équations de compa

tibilité Eij,kl + Ekl,ij = Eik,jl + Ejl,ik sont vérifiées. Elles s'écrivent 

ici Acrxz = o, Acryz = o. Il en résulte que ~(A'l') = o ou: 

(B : constante). 

La signification de la constante$ est claire si l'on compare les 

expressions des contraintes 

1 -
'l' =µa,(~ - y) ,y ,x 

'l' =µa,(~, + x) ,x y 

I 

On obtient par élimination de ~ , A'l' = -2a. µ soit B =µa.. 
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Les conditions aux limites crxz nx + oyz ny = o sur an donnent 

1:1' .n -1:1' n...=o ,y X ,X y 
soit 'v 1:1' • T = o ou 

d\[f 
-=o 
ds ' 

s désigne l'abscisse curviligne sur le contour an. Sin est un domaine 

simplement connexe, on peut prendre 1:1' = o sur an car la fonction 1:1' n'est 

définie qu'à une constante près. 

La fonction de contrainte s'obtient par la résolution du problème de 

Dirichlet: 

(14) 

~ 6.Vl=-2µa 

~ , 1 an = o 

Le couple de torsion C est 

C = k J (x cr - y cr ) 00 = -k J (x 'fi + y 1:1' ) 00 n yz xz n ,x ,y 

Exa:rples: 

. Section circulaire de rayon R: 

Section de forme triangle équilatéral de lta.uteur h = 3a : 

1:1' = - µa (x - a) (x - y ../3 + 2a) (x + y V3 + 2a) 
~ f 

cp = "ta ( 3 x2 - y2) 
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2.2- Etude de la solution en plasticité parfaite 

On admet que le matériau obéit au critère de Misès. Le temps réel 

n'intervenant pas, on peut prendre comme paramètre l'angle de torsion a 

que l'on augmente d'une façon monotone. 

Par analogie avec la solution élastique, le problème se ramène à la 

détermination des deux fonctions ~(X, y, a), ':l'(x, y, a). 

(15) 

Le critère de Misès s'écrit simplement 

2 
1 V'l' 1 = ':1'2 + ':1'2 = k2 ,x ,y 

Les relations de comportement entre vitesses s'écrivent 

1 • 
~ +x=-':I' -À\J! ,y µ ,x ,x I 

( 16) 

avec À ;;;;, o si I V\J! 1 = k et si I V\J! I = o 

À= o si IV':1'I < k ou si IV\J!I = k et si IV\J!I <o. 

2.2.1- Calcul de la contrainte: 

on démontre (nous ne le ferons pas ici), lorsque l'angle de torsion a 

augmente, que le premier point plastique apparaît toujours sur le contour 

an ; la région plastique s'étend vers l'intérieur, un point plastique res

te plastique, il n'y a jamais de décharge élastique. 

Les zones plastiques sont défi

nies par l'équation (15). Dans les 

zones élastiques, jV':l'j < k, mais la 

fonction ':I' doit vérifier l'équation 

6':I' = - 2µ a. La fonction ':I' s'obtient 

de la manière suivante: 
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On introduit l'ensemble des fonctions admissibles 

( 17) 

et on établit la proposition: 

La solution'±' :minimise dans K la fonctionnelle 

(18) 

En effet, on vérifie sans peine que la solution du problème (18) pos

sède toutes les propriétés requises. 

Pour obtenir 'f, en résumé, on doit résoudre un problème de program

mation convexe. Il est utile de remarquer que si d(m) désigne la distance 

d'un point m(x, y) à la frontière an, on obtient 

(19) 'f (x, y) =kd(m (x, y)) 

lorsque m appartient à une zone plastique. 

2.2.2- Calcul du déplacemené: 

On admet que la fonction 'fa été déterminée par la résolution du 

problème (18). La formule (19) montre d'ailleurs que lorsqu'un point devient 

plastique, la fonction 'f reste constante, indépendante de l'angle de torsion 

a,. 

En un point de la frontière an, situé dans la zone plastique (fig.), 

soient n la normale extérieure, 0 l'angle COX, n). La tangente (D) a pour 

équation x cos e + y sin 0 - f (0) = o, la normale (N) a pour équation 

- x sine+ y cos e - f'(0) = o. 

En un point de la normale (N), situé dans la zone plastique, on a 

donc 'f (x, y)= x cos 8 + y sin 6 - f(0). Les relations (16) donnent: 
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<1> - y= À sine ,x 

(p +X= - À COS 8 ,y 

de sorte que V<p. n = y cos 6 - x sine= f'(8). Si q est l'intersection 

de (N) avec la frontière élastoplastique actuelle r, on a alors: 

<p(m) = <p(q) + q m. f'(6) 

Les relations (16) permettent de relier <p (q) à <p{m ) où m est un 
0 0 

point quelconque de la zone plastique, par intégration le long d'une courbe 

par exemple. On construit ainsi la fonction$ dans Q. 

2.2.3- Exercices: 

• Section circulaire de rayon R: 

Déterminer l'angle de rotation a qui provoque les premières plastifip 
cations. 

Calculer la fonction~, la fonction <pet le couple de torsion C en 

fonction de a. 

• Déterminer~, C pour les sections suivantes 

1 
1 

(l. 
-----1----

1 
1 
1 

' 1 
1 

Carré de côté 2a Triangle équilatéral de 
hauteur 3a. 
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~PITRE~ 

ANALYSE LIMITE 

Ce chapitre est une introduction à l'analyse limite. 

On y étudie la notion de charge limite et la ruine des struc

tures parfaitement plastiques par déformations plastiques non 

contenues. 



78 

Dans les exemples d'évolution de structure élastique, 

parfaitement plastique, considérés aux chapitres précédents, 

on peut constater que la réponse élasto-plastique passe sou

vent par trois étapes. 

La première étape est élastique, le matériau est partout 

élastique. Cette étape dure jusqu'à ce que les premières plas

tifications apparaissent. Mais, le fait que le critère de plas

ticité f(cr) = o soit atteint, ne signifie pas nécessairement la 

ruine de la structure. Si la vitesse de déformation Ê reste 

"contrôlée", la vitesse de déformation plastique Êp n'est pas 

illimitée, car elle s'exprime en fonction de Ê par les formu

les II(32), II(36). Dans l'exemple de l'enveloppe sphérique 

sous pression, la vitesse de déformation est contrôlée par la 

couronne élastique extérieure qui empêche toute possibilité de 

déformation plastique non limitée. On dit que la déformation 

plastique reste contenue. 

La deuxième étape correspond à l'apparition et à l'exten

sion d'une ou plusieurs régions appelées zône plastique, dans 

laquelle, en chaque point, le critère de plasticité est atteint. 

Pendant cette étape, on peut encore augmenter la charge appli

quée jusqu'au moment où les régions élastiques ne permettent 

plus de contrôler la vitesse de déformation. 

C'est la dernière étape qui indique le début de la ruine 

par déformation plastique non contenue de la structure. 
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1 .- NOTION DE CHARGE LIMITE 

PoWL mieux c.ompne.n.d!l.e. ta :tllo-lôième. étape.., on. va c.on6idé1te..1t te. c.M 

du c.hatige.me..n..t p1tog1te1i-0,l6 à un. pM.amè:tlle. ô d'une. .ô:tlluc:tWLe. que..lc.onque... 

La -0:tllu.c:tWLe.., de.. va.lu.me.. n, e1i.t .ôou.m,u.,e.. .ôWL une.. pM.tie. SR de. .ôa 0tion-

Uètie.. à de1i e..66oJtt6 de. -0WL6ac.e. 6. R0 
, J.iWL la pM.tie. c.omp.léme..nta,é,.!/:,e.. 

te. dép.lac.e..me.n.t Yl1lt eli.t ,i.,mpol.ié {ud = o). On .ôu.ppo.ôe.., poWL 1.ihnpü6,[e..1t, qu'il 

n'y a pM d'e.66o!t.t de.. volume.. En au.gme.n.ta.n..t ptiogtie1i-0,lve.me.n..t 6 à paft.titi de.. 

O, on dé6in.il un :tllaje..t de.. c.hatige. à u.n. .ôeu..l patiamè:tlle. 6. 

Il e1i.t in.tuiU6 qu.' une .ô:tlluc..tWLe.. tiée.Ue. n.e. Jté-0-lô.te. pM ,ln.dé6,ln.ime.n..t. 

Si te. ma.truau. e1i.t Ua.1.>Uque. pati6ai.te.me.n.t pta1.iUque.. e..t ,s,i., te1i c.han.ge.me.n.tl.i 

de.. géornwue. ,sont n.égüge..abte1i, un.e. étude. c.omptè.te. de. t' évolu.Uon. qua1.i,l

-0ta.tiqu.e. de..vtiai.t me..t:tlle.. e.n. évide.n.c.e.. te1i d,i.,6 6 étie.n..te1i éta.pe1i de. la tiépon.6 e. 

étaJ.i.to-plMlique... En. pM.tic.u.üeJt, la de..Jtn.iètie. étape. ooWLn.il la c.haJtge. maxi

male. adm-lô.ôibte. 6m. La c.on.n.w,san.c.e. de.. 6m e1it évide.mme..n..t, poWL t' In.gén.ie..WL, 

u.n Jte.n6e.ign.e.me.n.t c.apilal dan.6 te. dhne.nt,,i,on.ne.me..n..t de1i 1.i:tJLuc:tWLe1i tiée.Ue.-0. 

1.1- Une estimation 

Une estimation évidente de 6 provient de l'étude du problème d'évolu
m 

tion. En effet, on rappelle que la solution en contrainte cr(o) vérifie l'é-

quation différentielle IV(20) : 

( 1) 

~ â + Np n S (6) 

( a (o} = cr
0 

•E 
(cr) = cr 

I 

dans laquelle P désigne l'ensemble des champs de contrainte plastiquement 

admissibles, S(o) l'ensemble des champs de contrainte statiquement admis

sibles: 
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p = { cr E L 2 (n) 1 cr E C VxEQ } 
(2) s {ô) = { cr € L2 (S6) ! Div cr= 0 dans Q } 

cr n-. - ô • Ro sur SR 

Au moment de la ruine, ô = ôm et cr E P n S(àm). Si l'on introduit 

la quantité: 

(3) 

ô = 
L 

Sup ô 
P n s (ô) :j. % 

= Sup ô 
(cr, ô) 
cr E P 
cr E S (ô) 

on a nécessairement ôm..;;; ÔL. Le coefficient ÔL, d'après sa définition (3) 

est tel que P n S(Ô) soit l'ensemble vide pour tout à> ôL. C'est une majo

rante de la charge maximale admissible ôm. 

1.2- Carac~érisation de la charge limite 

Il est cependant nécessaire de préciser la notion de charge maximale 

admissible àm que l'on appelera ehaltge Lé.mile associée au chargement consi

déré. Au moment de la ruine, les déformations plastiques ne sont plus con

trôlées, l'état de contrainte à cet instant est un ét:tLt: d'êqu.,,é,,tibne .u.mlte 

au sens de la définition suivante: 

(4) 

cr E P n S(ô) et 
m 

tel que s (V) = -
2
1 

(V. . 
l., J 

+ V . . ) ,t. O vérifie 
J,l. 

Autrement dit, on peut associer au champ de contrainte -0httlquemen:t et pi.a.6-

.tlquemen:t a.dmL6-0ibte cr un champ de vitesse de déformation plastique eompa-
• .tlble s(V) suivant la règle de normalité. 
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1.3- Modèle rigide - plastique 

La loi de comportement introduite dans (4), à savoir 

(5) {~. . (cr. . - cr'!'.) ;;. o V a* E C) , 
J.J J.J J.J 

définit un matériau particulier, appelé modèle Jugide-plaJ.:.:tlque aJ.:.~oc..lé au 

modèle élasto-plastique considéré. Il s'agit d'un matériau identique en ce 

qui concerne les caractéristiques plastiques (même critère de plasticité, 

même règle d'évolution de la déformation plastique), mais la vitesse de dé

formation est purement plastique. La figure ci-après donne une interpréta

tion unidimensionnelle du modèle. 

0 ê 

Matériau élasto-plastique. 

1 
~0-
1 
1 
E 

E➔ c0 

0 

Matériau rigide-plastique. 

J, • '), cr 
1 
1 
ë 
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1.4- Exemple 

Revenons à l'exemple de l'enveloppe sphérique sous pression. Si l'on 

admet que la répartition de contrainte respecte toujours la symétrie sphé

rique, d'après (3), ÔL est le maximum des coefficients ô qui satisfont aux 

équations: 

crrr(b) = o 

O'rr(a} = ô 

Il en résulte que ô = 2k IJ::)g' b_ La pression intérieure 2k IJ::)g' b 
L a a 

est un maximum qu'on ne peut pas dépasser. 
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2.- CALCUL DE LA CHARGE LIMITE 

2.1- Généralités 

La charge limite o s'obtient à partir de la détermination des états 
m 

d'équilibre limite. D'après (4), un tel état est représenté par le triplet 

(cr, V, om) vérifiant les équations locales: 

(6) 

• cr E c dans ~ 

cr ... =o dans ~ 
1J,J 

cr ... n. = o R? sur SR 
1J J m 1 

sur S u 

• ~ (V) = N (cr) 
C 

La vitesse V peut être éventuellement discontinue sur des surfaces, 

mais la discontinuité [V] n'est pas arbitraire. Elle doit être compatible 

avec la loi de normalité, comme il a été expliqué au chapitre IV. 

Le système des équations (6) représente un problème aux valeurs pro

pres généralisées. Si l'on suppose que la "valeur propre" o a pu être dé
m 

terminée, le "vecteur propre" V s'obtient par la résolution d'un pro-

blème aux limites non-linéaire. En particulier, le champ de vitesse V est 

un mode de IUUYl.e. 

(7) 

Le problème aux limites associé correspond aux équations locales 

• cr E C dans 

.cr ... =o dans 
1J,J 

cr ..• n. = R. sur SR 
1J J 1 

• V. = \P. sur Su 
1 1 
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• On rappelle que la puissance plastique dissipée D(s) a été définie 

au chapitre II: 

(8) D (Ê:) = • cr s = Sup 
cr* E C 

cr* s 

Elle représente aussi le potentiel de dissipation car d'après la 

définition (8), on obtient: 

(9) 
ao 
aË: 

cr=-

D(s) est une densité volumique ou une distribution de surface, selon la . 
nature de la vitesse de déformations. 

- Exemple : 

Pour le critère de Misès, C est défini par l'inégalité cr!. cr! . - k 2 ~ o 
1.J 1.J 

D(Ê:) = Sup 
icr'1 ~k 

cr+t. s = k (Ê. . Ê: .. ) l/ 2 = k I Ê: 1 
1.J 1.J 

• • 1 
Si s est une distribution de surface, s .. =-2 ([V]. n. +[V]. n.) avec 

1.J 1. J J 1. 
[V] • n = 0 , car la discontinuité est alors purement tangentielle l 'expres-

sion précédente se réduit à: 

D(Ê:) = ~ 1 [V] 1 

Y2 

Il est important de remarquer que la relation (9) conduit, comme en 

élasticité, au principe du minimum pour les vitesses de déformation 

(Markov) : 

( 10) 

La solution en vitesse V du problème ( 7) minimise la fonctionnel
le 

X (V*) = J_o (Ê: (V*)) dµ - f R • V* ds 
Q SR 

, 

panni les champs de vitesse V* cinématiquement admissibles 

Vi =~sur Su et canpatibles avec la loi de nonnalité; 
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et par dualité, au principe du minimum pour les contraintes (Hill) 

( 11) 

La solution en contrainte cr du problème aux l:imites (7) minimise 

la fonctionnelle 

Y(cr*) =-f v3:. s 1 
u 

cr~. n. ds 
lJ J 

panni les charrps de contrainte statiquement admissibles 

(Div cr*= o dans n , cr* • n = R sur SR) et plastiquement admis

sibles ( cr* E C dans n ). 

2.2- Méthode statique et méthode cinématique 

Revenons maintenant au problème de charge limite (6). On va établir 

les propriétés importantes que vérifie nécessairement une solution éventuel

le (cr, V, om). 

On considère d'abord la proposition suivante: 

(12) 

Soit ô tm niveau de charge quelconque. Si P n S(cS) -:f 1, c'est-à

dire s'il existe au moins tm charrp de contrainte cr* E P n S(cS) 

alors cS vérifie l'inégalité: 

ô ,s;; cSm 

En effet, on a 

In 
• 

fs cS R0 
• V ds cr* E (V) dµ = 

R et . . 
fn cr 

• 
dµ = J cS R0 

• V ds E(V) 
S m 
R 

car cr E S(o) , cr* E S(o). or, la loi de normalité Ë(V) (cr - cr*)~ 0 donne 

In 
• 

In 
• cr Edµ cr* E dµ 

ôm = ~ = cS cqfd 

J R0 .V ds J Ro V ds 
SR SR 
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La proposition (12) montre clairement que l'estimation oL est exacte

ment la charge limite. 

(13) 

La charge limite o est définie par le quotient de Rayleigh 
m 

In 
• D (E: (V)) dµ 

0 = = Inf m 

fs 
V* Ro • V ds 

R 

In D(s(V*)) dµ 

J R
0 

!'ds 
SR 

où les champs de vitesses V* EV 
0 

sont choisis de telle manière que le quotient 

soit positif . En effet, pour R = o R0 
, le champ de vitesse V vérifie m 

le principe du minimum (10) , qui s'écrit 

O=f D(s(V))dµ-J o R0 .V ds <f D(s(V*)) 
n s m n 

dµ - f o R
0 

V* ds 
S m 

R R 

ce qui conduit à (13). 

(14) 

On peut aussi ~xprimer (13) sous une autre forme : 

Soit o un niveau de charge quelconque. S'il existe un champ de 

vitesse V* cinématiquement admissible et canpatible avec la loi 

de nonnalité tel que: 

In D(s(V*)) dµ,;;;; JsR o R0 
V* ds , 

alors nécessairement o ;;;a, om 

On peut approcher om par des valeurs inférieures, en appliquant la 

proposition (12), c'est la méthode -0.ta,ti,que de calcul de la charge limite. 

La proposition (14) permet d'approcher o par des valeurs supérieures, c'est 
m 

la méthode cûnéma.ti..que du calcul de la charge limite. Souvent, on se conten-

te d'un encadrement par excès et par défaut de o , car la résolution exacte m 
des problèmes (3), (6) ou (13) est un problème difficile. 
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2.3- Exemple : Charge limite d'une fondation 
(J. Mandel [15]) 

On considère une fondation de largeur a, de longueur infinie sur un 

sol plastique, homogène, obéissant au critère de Tresca. On admet que la 

fondation exerce sur le sol une pression uniforme ô et on souhaite calculer 

la pression maximale admissible ôm. 

1j, 

A Critère de Tresca: 

Il s'agit d'un problème de déformation plane. On démontre dans ce cas 
1 

que l'on a dans la zone plastique nécessairement Ozz = 2 (oxx + oyy}, Ozz 

est donc la contrainte principale intermédiaire. 

Méthode statique: 

un champ de contrainte o* € P n S (4k) s'obtient en prenant 

Si lxl >~ 
2 

Si lx! < a 
2 

o* = - 2k o* = - 2k A B XX XX 

cr* = 0 o* = - 4k yy yy (I) (II) (III) 

cr* = 0 o* =o xy xy 

Ce champ n'est pas continu aux limites des régions I, II, III, mais 

il est bien statiquement admissible pour la pression 4k car lorsque lx!=; 
le vecteur contrainte o.n est continu. Ce champ donne ôm;;;;, 4k. 
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Méthode cinématique: 

On imagine une répartition de vitesse particulière V* dans laquelle 

la fondation et une partie du sol tournent en bloc en glissant le long 

d'un arc de cercle de centre C, de rayon R, d'angle 2a. 

1 

' ....... c R 1 i-J', 
1 1 °' ............. 

........ 

A 1 0 
'J) 

~...,, 

Cette répartition est cinématiquement admissible et compatible avec 

la loi de normalité car la discontinuité de vitesse [V*] est purement tan

gentielle sur l'arc AD. 

Si w* est la vitesse de rotation, la vitesse de glissement est R w*, 
➔ 

(V*] = R w* Tet la puissance plastique dissipée est uniquement définie . 
sur l'arc AD, cr s (V*)= k R w* d'après l'expression donnée du critère de 

Tresca. 

On a : 

In D (s (V*)) d = f AD k R w* ds = 2k R
2 

Cl w* 

Ir, R0 
• V* ds= J (R sin a-~-x) w* dx= (R sin a-~)a w* 

a• ~ 2 2 

Donc 2k R2 
Ci. 

0 .,;;-------2 m a a R sin a - 2 

Le minimum du second membre s'obtient pour a= R sin a, tg a= 2Œ soit 

a = 67° et donne om.,;; 5, 53 k. 

ce procédé est très connu en Mécanique des Sols (Cercles de Fellenius). 
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Solution exacte: 

La valeur exacte est o =(TT+ 2)k. Les états d'équilibre limite 
m 

associés ne sont pas définis d'une manière unique. En voici une solution 

• Répartition des contraintes: 

cryy = - (rr + 2)k, crxx = 

Dans BJK 

- rr k , cr = o xy 

cr =o yy , cr = - 2 k , cr = o 
XX xy 

contrainte hanogène. 

contrainte hanogène 

Dans IBJ : Répartition de contrainte en éventail de Prandtl. 

En un point quelconque m de l'éventail, les axes er, e
0 

représentent 

les directions de cisaillement maximal, la pression moyenne (crxx + cryy)/2 

est constante sur le rayon Bn et varie linéairement suivant l'angle 0. 

On complète cette répartitionen la prolongeant dans le reste de la 

structure par un champ purement élastique. Ce prolongement, relativement 

difficile, ne sera pas développé ici • 

• Répartition des vitesses: 

Dans AIB 

Dans BJK 

Dans IBJ 

Enfoncanent uniforme V = o , V = V , le triangle AIB se dépla-x y 
ce en bloc avec la vitesse - V suivant Oy. 

: Le triangle BJK se déplace en bloc, parallèlement à JK avec la 

vitesse V /./2. 
V 

: Vr = o, v8 =.Ji . 

En fait, on peut construire une infinité de solutions dépendant d'une 

fonction arbitraire! On a donné ici une solution à titre indicatif, sans 

expliciter les raisonnements qui ont permis de l'obtenir. 
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. e. 
\"' 

K 
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~PITRE vii__J 

NOTION DE L'ÉCROUISSAGE 

Ce chapitre est consacré à la description de l'écrouis

sage dans le contexte des milieux standards généralisés. Les 

modèles usuels sont introduits. En particulier, on établit la 

régularité de la réponse en déplacement lorsque l'écrouissage 

est strictement positif. 
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Lorsqu'un élément de matière subit des déformations plas

tiques macroscopiques, l'état interne du matériau est modifié. 

Pour un métal, par exemple, les divers cristaux constitutifs ne 

sont pas déformés de la même façon, ils subissent des rotations 

et des glissements relatifs. De même , des glissements micros

copiques se produisent dans les mailles cristallines. L'état des 

contraintes résiduelles intergranulaires évolue .•• Ces phéno

mènes divers peuvent être étudiés d'une façon plus ou moins pré

cise par l'intermédiaire d'un certain nombre de panamètneh in
tenne-0 qui, à chaque instant, caractérisent l'état interne du 

matériau. 

L'étude de l'évolution des paramètres internes, c'est-à

dire de la modification de l'état interne avec la déformation, 

est un problème physique difficile. On connaît de nombreuses 

analyses microscopiques basées sur les résultats de la Physique 

des Solides. Ces analyses permettent de comprendre les mécanis

mes élémentaires de la déformation plastique à l'échelle des 

mailles cristallines, mais elles ne donnent pas toujours des re

lations globales, utilisables d'une façon sûre et simple dans 

les applications pratiques. Pour les applications, on doit sou

vent adopter une approche différente basée sur des modélisations 

macroscopiques obtenues à partir des observations à l'échelle 

humaine. Ce point de vue macroscopique, phénomènologique a été 

adopté au chapitre II. C'est d'ailleurs la base de toute la 

Physique macroscopique, i.e. de la Thermo-dynamique, de l'Elec

tromagnétisme et de la Mécanique des Milieux Continus, etc ••• 

On a développé, au chapitre II, une description basée sur 

le potentiel thermodynamique et le potentiel de dissipation. On 

va préciser ici les propriétés des matériaux élastoplastiques 

définis dans ce cadre. Ces matériaux, dits Maténiaux Standand-0 
Génénali-0é-0 constituent une extension simple du modèle de plas

ticité parfaite. 
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1.- MATERIAUX STANDARDS GENERALISES 

1 .1- Rappels sur la loi de comportement (T = T
0

) 

On rappelle qu'un milieu élastoplastique écrouissable est défini par 

une densité d'énergie libre W fonction des variables d'état {E, a) vérifiant 

( 1) 
aw 

cr=p]ë 

En notant A la force thermodynamique associée aux paramètres internes a 

(2) A= 
aw 

p aa 

la puissance intrinsèque dissipée est: 

. 
(3) D=Aa;;;,,O 

• 
Les variables internes a évoluent suivant la règle de normalité 

(4) I 

où le domaine d'élasticité C est un domaine convexe, contenant l'origine 0 

dans l'espace des forces A. 

La signification des paramètres internes dépend des modèles adoptés. 

Le modèle de plasticité parfaite par exemple correspond à l'expression sui

vante de l'énergie: 

La déformation plastique Ep est alors le seul paramètre interne. 

En général, l'énergie libre ne s'identifie pas à l'énergie élastique 

emmagasinée. L'expérience montre d'ailleurs que cr ne dépend que de la défor

mation élastique Ee = E - EP. Ces conditions nous amènent à admettre que 

l'énergie libre s'écrit sous la forme séparée: 
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(5) I 

dans laquelle vf est l'énergie élastique emmagasinée, vf est l'énergie 

résersible stockée par modification de l'état interne, d'origine physique 

diverse. 

Les exemples suivants permettent de mieux comprendre la nature de 

l'écrouissage. 

1.2- Exemples 

1.2.1- Ecrouissage cinématique (Prager, •.• ) : 

Le modèle d'écrouissage cinématique de Prager est une généralisation 

du modèle rhéologique ressort-patin-ressort présenté au chapitre II. Comme 

en plasticité parfaite, €Pest le seul paramètre interne, mais l'énergie li

bre s'écrit 

avec 

(6) 

vf = ~ (€ - sP) E (€ - sP) 

Wa=.!_sp. H. sP 
2 

on obtient A= cr - H. €P. Le domaine d'élasticité C est défini dans l'espa

ce des forces A .. par l'inégalité 
1J 

f (A) = IA 1 
1 - k ~ 0 I 

où A' désigne le tenseur déviateur associé 

IA' 1
2 =A!. A!. 

1J 1J I 

à A, Ai_j = Aij - ~ ~ Ôij 
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1.2.2- Ecrouissage isotrope 

On admet que les paramètres internes sont (sP, S), S désigne un sca

laire à préciser et que l'énergie s'écrit sous la forme 

avec 

(7) 

ce qui donne A= (cr, B) en notant B = - k' (S). 

Si le domaine d'élasticité est défini par l'inégalité 

f = icr' i + B - k < 0 
0 

( <=> 1 cr' 1 - k
0 

- k' (S) < o) 

on obtient alors d'après la règle de normalité 

•p 
€ .• lJ 

=À~ 
3cr .. 

lJ 
soit 

Cette équation montre que S = S
0 

+ Jt IËPI dT, S mesure le chemin décrit par 

0 

le vecteur sP, c'est .la déooJtmation p.R.Mtique équivai.ente. Les fonctions vf 
et vf s'obtiennent alors à partir de la courbe de traction unidimensionnelle 

<ï 

0 

CoUPbe de traction unidi
mensionnelle. 

Courbe contrainte
déformation plastique. 

vf est l'aire 
hachurée. 

Fig. Identification des énergies vf et vf à partir de la courbe de 
traction unidimensionnelle. 

La puissance dissipée est D = cr Êp + B S = k IËPI. L'énergie dis

sipée W = (t D dT ne s'identifie pas au travail de
0

la déformation plastique 
t P Je 

J cr ÊP dT. 
0 
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1.2.3- Modèles rhéologiques: 

On considère deux modèles rhéologiques simples avant de faire une 

discussion générale. 

• Patins et Ressorts en série (Prager, Mroz, ••. ) 

Les paramètres internes Œ sont la déformation plastique sP (glis

sement du premier patin) et les élongations des ressorts 81 , ••• 8. L'én 
nergie libre est l'énergie emmagasinée dans tous les ressorts: 

Les paramètres de force associée sont: 

avec , , 

les B. sont donc les tensions dans les ressorts. Si k. désigne le seuil de 
1 1 

glissement du patin i, le domaine d'élasticité est alors défini par les 

inégalités 

1 <J + B1 1 k1 ~ 0 

B2 - Bl j - k2 ~ 0 

Bn B j-k~O • n-1 n""' 

C'est un domaine convexe dans l'espace <J X B1 X •• X Bn. Les équations 

d'évolution s'écrivent d'après la loi de normalité: 

Êf' = Ài sign {<J + B1 ) 

$1 = À1 sign (a+ B1 ) - À2 sign (B2 - B1 ) 

1 ,.,. 1 
1 

~ 
0-

1 
\ p 1 
E r. 
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• Patins et ressorts en parai lèle 

E. 
L'état du système est défini par la déformation E:: et les glissements 

des patins a .. La déformation plastique e::P s'obtient par décharge élastique, 
J. 

elle est définie à partir de l'état actuel du système par une décharge ima-

ginaire, tous les patins étant bloqués. 

L'énergie libre du système est l'énergie emmagasinée dans tous les 

ressorts 

La contrainte est 

+E n (e:: - a } = ( }; 
n i 

E } e:: - E. a. 
J. J. 

i 

Si l'on pose E = E 1 + •.. + E, la définition cr= E (e:: - e::P} conduit à 
n 

La séparation de l'énergie W = We + vf découle des expressions de W et 

de E::p. 

Les forces associées sont les tensions des ressorts 

A = (Al , ••• A } avec A. = E. (e:: - a.} n J. J. J. 

Si k. est le seuil de glissement du ième ressort, le domaine d'élasticité C 
J. 

est défini par les inégalités: 

IA,I 
J. 

. 
k. ~ 0 

J. 
i = 1, n 

La loi d'évolution ai= Ài sign Ai , À.;;;, 0 si le patin est actif, traduit 
J. 

bien la règle de normalité. 
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• Ces deux exemples suggèrent la proposition suivante, d'intérêt pra

tique important 

(8) 

Tout modèle rhéologique à élasticité instantanée, 

constitué par un assemblage quelconque de patins, 

ressorts, est de type standard généralisé. 

On peut démontrer cette proposition de plusieurs manières différentes. 

La plus simple consiste à isoler tous les patins. Soit a. le glissement du 
J. 

ième patin. 

,-------- - --- - --7 
1 
1 
1 
1 
1 
~ 

1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
t-,.. a
l 
1 
1 
1 
1 1 ____ _ _________ _j 

E 

Le reste du modèle est une structure élastique avec liaison interne 

parfaite. Par rapport à un état initial sans contrainte, la structure est 

soumise à des déplacements imposés (E, a) et emmagasine une énergie W(E, a) 

dans les ressorts. Le principe des travaux virtuels donne: 

aw 
cr = as et _ A. aw 

J. = aa. 
J. 

A. désigne la force exercée sur le patini.si les ressorts sont linéaires, 
J. 

West fonction quadratique des déplacements imposés 
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et donne 

, 

la déformation plastique gP est alors la quantité½ Gi ai. 

Le domaine d 1 élasticité Cet la loi de normalité s 1 écrivent 

- k. <0 
l. 

1 

ce qui montre que le modèle est standard généralisé. 

On a supposé que les variables (E, a) sont indépendantes, c 1 est-à-dire 

qu'on peut déformer (d 1 une manière élastique) le système à paramètres inter

nes bloqués, d'où la restriction de la proposition à des modèles à élastici

té instantanée. 



100 

1.3- Etude de la loi de comportement élastoplastique 
écrouissable : 

1.3.1- Relations entre vitesses: 

• Il est utile de distinguer parmi les paramètres internes la défor

mation plastique sP des autres variables, notées S comme dans le modèle de 

patins-ressorts en série. Dans ces conditions, l'énergie libre s'écrit: 

(9) 

et: avec 

Le domaine d'élasticité est un domaine convexe dans l'espace des forces 

(0 +#)X BS et la loi de normalité devient 

(10) (ÊP, S) = N (cr+ BP, Bs) 
C 

En particulier, si C s'exprime par une inégalité 

f(cr + BP, BS) .i:;;; 0, on obtient 

1 

Êp = À é)f , À;;;,. 0 si f=o acr 
(11) 

À 1!.. 
À = 0 si f < 0 • s = 

é)BS • 

Comme au chapitre II, la loi de normalité implique la condition II(34) 

qui s'écrit pour les matériaux écrouissables sous la forme: 

(12) 

On va introduire les notations suivantes: 

(13) E = 
a2 we H=[L :] I I 

ai::e ai::e NT 

avec L= 
a 2 w(J, 

N= 
a2 Vir M= 

a2 vf , , 
ai::P ai::P ai::P as as as 
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Les matrices E et H sont positives si l'on admet aussi la eonveillê de 
l'êneJLgie to:tal.e: 

( 14) W fonction convexe # E, H définis }?Ositifs. 

Dans ces conditions, l'égalité (12) .s'écrit aussi 

( 15) 
• •p • • 
(JE= aHa;;a.O 

La convexité de l'énergie implique alors la condition (de Drucker) 
• •p 
cr E ;;a. 0 qui traduit le fait que la courbe contrainte-déformation plastique 

est non décroissante. On dit, par définition, que l'êCJLol..U.6~age Ut alors 

pa-0,U:,i,o ou nui.. 

• 
• Comme en plasticité parfaite la vitesse de contrainte cr s'exprime 

en fonction de la vitesse de déformation E lorsque l'état actuel est supposé 

connu. Le calcul est très simple lorsque C s'exprime sous la forme d'une 

seule inégalité f (cr + Bp, Bi3) :< 0. 

ou 

En effet À ;;a. o si f = o et f = o, la première condition s'écrit 

ôf • •p + ôf B• 13 = O 
"1,.,- (cr+ B ) - , 
Ov aBi3 

af • _ ( af , ~) acr. E. s o 
acr aBµ 

+ 
ôf ôf 
acr • E • acr À = 0 

ôf • 

En notant N = ( ôf, 
acr 

donne: 

~ ) , on obtient alors À = 
ôBi3 

<ao.E.s> 
, ce qui 

N H N + ôf E ôf 
acr acr 

< ôf E . . E > af af • > af (16) iP = acr • 1 si NHN > o 
N H N + af E af 

-= < - cr ' ao NHN ao acr 
acr ao 

ôf • 
< acr • E • E > af ô'fl(X, . • • 

( 17) cr = E E -
N H N + ôf af E . 

ao 
= (s) 

' • 
acr 

E . 
ao as 
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avec 

< 3f E • 2 
acr • • E > 

La quantité h = N H N s'appelle le modu.te d'êCJr..ou.L6-0a.ge. 

(18) Module d'écrouissage h = N H N 

1.3.2- Stabilité au sens d'Ilyushin: 

On va montrer que les matériaux standards généralisés satisfont au 

"postulat" d'Ilyushin: 

(19) 

Pour tout cycle de défo.nnation E (t), t E [ 0,1] , E (o) = E (1), 

le travail de défo.nnation est positif ou nul 

J
1 

o Ô(t) dt;;, O 
0 

En effet, la relation II(B) donne 

ft A ô,, dT = Jt cr Ê dT - W(so, a,l) + W(Eo, Œo) 

0 0 

en notant: s 0 = s(o) = s(l),a, 0 = a,(o}, a.1 = a,(l). Il en résulte que 

0 

€ d-r = W(Eo, a,1) - W(e:o, Œo) + ft A t1. dT 
0 

;;, ~:, (œ1 - a.0 ) + r A Û dT d'après la conve,dt,è de W 

(A - A ) Ô,, dT;;;,. o 
0 

d'après la loi de nonnalité. 

cqfd 
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1.4- Ecrouissage positif 

On rappelle que le domaine d'élasticité C est convexe dans l'espace 

des forces (a+ Bp} X BB. On note C
00 

le cône asymptotique du convexe, c; 
le cône normal à C00 L'ensemble des normales extérieures en des points fron

t~ères de C est évidemment Ç. PaS exemple, si C est borné, C
00 

est vide et 

C
00 

est tout l'espace (cr+ Bp) X B. 

L'écrouissage positif est une propriété dépendant à la fois de l'éner

gie W et du domaine d'élasticité C. Elle s'énonce de la manière suivante: 

(20) Ecrouissage strictement positif <=> 

3h >otelque 
0 

'v' N € c:; 
Inf NHN;;;;,h >o 

0 

IINII = 1 

On demande donc que le module d'écrouissage soit toujours positif. Si 

l'écrouissage est strictement positif, la relation (16) montre que la vites

se de déformation plastique sP s'exprime en fonction de la vitesse de con-. . . 
trainte cr, la relation entre vitesse cr(E) est donc biunivoque (alors que ce 

n'est pas le cas en plasticité parfaite!). 

1.5- Déformation et contrainte généralisées 

(21) 

Si l'on introduit les notations suivantes: 

Ep;:: 

Ee ;:: 

~ = 
N 
E = 

(EP, sP, ~) 

(s
6

, - r::P, -B) 

(0' BP, BB) 

(E, o, o) 

la déforma.tien plastique généralisée 

la défonnation élastique généralisée 

la contrainte généralisée 

la défonnation généralisée 

on obtient de nouveau les équations de la plasticité parfaite, car 

' 



(22) 

Ep = N (~) 
C 

104 

avec 1 

E 

= 0 

0 

0 0 
Matrice des coef-

L N ficients élastiques 

NT 
généralisés. 

M 

La matrice~ représente les dérivées secondes de l'énergie par rap

port aux paramètres internes (Ee, - EP, - S). 
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2.- EVOLUTION QUASI-STATIQUE DES STRUCTURES ECROUISSABLES 

On. c.on.û.,dèJLe,, c.omme, au c.ha.p.ltlte, IV, l' évotu,ü,on. d'une, .tsbtu.ctWLe, 

éta.ôto-p.t'..cv.,Uqu.e,, ê.CfloulMab.t'..e,, .tsoWIU.,6e à u.n. btaje.t de, c.haJige de :type 

c..e.tv.,ô~que,. Lu êquatiom (17), (21), (22) mon:tJten.t que, zoM lu nê-0ul

~ émb.W poWL .ta pta.ôtic.Ué pMiaUe .tson.t en.c.one, va.tab.tu poWL .tu 

mci.tWaux -0mndancU g én.énaû-0 û. 

2.1- Exercice : Etude du problème en vitesses 

L'état actuel étant supposé connu, on s'intéresse à la détermination 
• • • des vitesses u, cr, a ... 

. 
• Montrer que la vitesse u minimise la fonctionnelle de Greenberg: 

(23) A(Û) = f ~a(8) dQ - f p f Û dQ - f R Û ds 
Q Q SR 

parmi les vitesses Û* compatibles avec les conditions cinématiques, i.e. 
• •d 
u*ls = u . 

u 

• • Montrer que la vitesse u est unique lorsque l'écrouissage est 

strictement positif. On peut, par exemple, établir d'abord que la fonction 
Cl • f (E) est alors strictement convexe car elle vérifie: 

(24) 

• • Montrer que la vitesse cr minimise la fonctionnelle de Hodge-Prager 

(25) • ( 1 • -1 • f 1 é)f • 2 J •d • 
B (cr*) = Jn 2 cr E cr dQ + Q 2h < é)cr cr > dQ -

5 
u • cr* • n ds , 

p u 

parmi • les champs de vitesse de contrainte cr* statiquement admissibles. 

Q représente le volume plastique actuel, c'est-à-dire l'ensemble des points 

o~ le critère de plasticité f(cr + #, BS) = o est vérifié • 

• 
La vitesse de contrainte cr est-elle unique? 
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2.2- Etude du problème d'évolution 

Si l'on admet en plus, comme au chapitre IV, que l'éneJtgie Ub~e e6t 
quadJta,t,i_que, tous les résultats se transposent immédiatement. Il suffit de 

remplacer dans les équations les quantités E, EP, cr, Epar f, EP, ~, 't:. 

La condition de sécurité II(13) est toujours vérifiée lorsque l'é

crouissage est positif. Cette propriété est basée sur le fait que quel que 

soit 0 on peut toujours trouver BP, BB pour que la contrainte généralisée 

~ = (0 + BP, BB) E C. La démonstration est assez technique dans le cas gé

néral, mais elle est très simple lorsque l'écrouissage est isotrope ou ci

nématique. Nous l'admettons ici sans démonstration. 

Il en résule que sous les hypothèses de régularité des donnéesII(12), 

il ewte un eouple unique(~, V) , ~ E L00 (o, T, L2
), f E L00 (o, T, L2

), 

VE L00 (o, T, H1
), solution du problème d'évolution quasi-statique. La régu

larité de la vitesse V provient de la régularité de la contrainte~ et de 

la formule (16) qui caractérise l'écrouissage positif. 

C'est la ~égui.aJu.6a.tfon pall. é~Oc.u..6-0a.ge po-0,i;üo. L'introduction d'un 

écrouissage positif régularise la solution en déplacement du problème d'évo

lution. La déformation plastique EP est une fonction régulière (L2
), les 

surfaces de discontinuité ne sont plus envisageables en écrouissage positif. 

(26) 

On rappelle que la contrainte obéit à l'équation différentielle: 

~ (o) = ~ 
0 

dans laquelle ~E= (OE, O) désigne la réponse purement élastique. La déforma

tion plastique généralisée EP vérifie l'équation différentielle : 

(27) 

r 

dans laquelle Z - [ ~ g] où Z - Proj (. , S 
0

) est 1 'opérateur de projection 

au sens de l'énergie sur l'ensemble des champs auto-contraints S
0

. 
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Les théorèmes d'adaptation sont évidemment valables pour les maté

riaux écrouissables. En particulier, la condition de Melan assure l'adap

tation suivant la définition la plus compète IV(24) On constate que la 

prise en compte de l'écrouissage permet d'éliminer toutes les difficultés 

mathématiques inhérentes au modèle de plasticité parfaite. 
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CHAPITRE VIII 

PRINCIPE DE LA RÉSOLUTION NUMÉRIQUE 

DES PROBLÈMES DE PLASTICITÉ 

On étudie les méthodes de résolution numérique des pro

blèmes d'évolution quasi-statique de structures élasto

plastiques en petite transformation. La résolution numéri

que s'effectue pas à pas, après une discrétisation spatia

le et temporelle des équations. Des exemples de calcul par 

la méthode des éléments finis sont présentés. 
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En plasticité, l'évolution quasi-statique est un problème 

complexe. Même dans les situations les plus simples, telles 

que l'enveloppe sphérique sous pression ••. où grâce à des sim

plifications dues à la géométrie, on peut ramener la résolution 

à un calcul unidimensionnel, l'analyse de la réponse quasi

statique devient très compliquée dès que les efforts appliqués 

correspondent à des charges et des décharges successives. 

Pour cette raison, le recours au calcul numérique est la 

seule démarche possible dans les applications pratiques. L'ana

lyse numérique des problèmes d'élastoplasticité a fait l'objet 

de nombreuses études depuis 1945. A partir de 1965, le calcul 

élasto-plastique devient courant dans les études de structure, 

grâce au développement des moyens de calcul (ordinateur} et de 

l'emploi de plus en plus répandu de la méthode des éléments fi

nis. 

On donne ici le principe des méthodes de résolution numé

rique des problèmes d'élastoplasticité. Compte-tenu du carac

tère incrémental des équations, la résolution numérique s'ef

fectue nécessairement pas à pas après une discrétisation 

spatio-temporelle des équations. 
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1.- PRINCIPE DE LA RESOLUTION NUMERIQUE 

1.1- Rappels sur l'intégration numérique des 
équations différentielles 

On rappelle d'abord quelques notions élémentaires du calcul numérique. 

Soit l'équation différentielle y'= A(y, t) où y{t) appartient à un espace 

vectoriel V avec la donnée initiale y(o) = y
0

• Connaissant A et y
0

, il s'a

git de définir une approximation numérique de la solution y(t) sur l'inter

valle [ o,T]. 

On introduit un pas d'intégration par rapport au temps nt. Si Yn dé

signe l'approximation de y(t ), t = n nt, le schéma d'Euler expUc.lte 
n n 

consiste à écrire: 

( 1) # ny = y' nt 
n 

Le schéma d'Euler i.mpUc.lte consiste à écrire 

(2) # ny = y:i+1 • ôt , 

y étant connu, les formules (1) ou (2) définissent de proche en proche 
0 

y1 , y2 ••• Le schéma implicite est un peu plus compliqué car la détermina-

tion de Yn+l exige la résolution d'une équation. Lorsque A est non linéaire, 

le calcul de Yn+l par le schéma implicite s'effectue nécessairement parité

rations. 

On appelle erreur de calcul la quantité e = y - y(t ). On peut amé-n n n 
liorer l'erreur en introduisant des schémas plus perfectionnés que (1) ou 

(2). Les schémas perfectionnés nécessitent cependant des calculs intermé

diaires, des mémoires de machines supplémentaires. A-priori, dans les ap

plications, on ne peut affirmer que les schémas perfectionnés donnent les 

meilleurs rapports qualité/coût! L'estimation de l'erreur est un problème 

difficile. Dans la plupart des problèmes de la Physique, V est un espace de 

dimension infinie, on doit approcher V par -J1 de dimension finie et repré

senter y par yh par une discrétisation dans l'espace, de paramètre h. Les 
n n 

discrétisations dans l'espace et dans le temps conduisent alors à une er-

reur eh= yh - y(t ). Elle dépend des paramètres nt, h et de la nature de 
n n n 

l'opérateur A. 
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1.2- Méthodes de discrétisation 

Soit une structure élastoplastique Q, en évolution quasi-statique 

sous charge (f, ud, Rd) définie sur l'intervalle [o,T]. Soit 

0 < t1 < t2 

on a u(o) = 
t =Tune subdivision de l'intervalle [o,T]. Pour t=o, 

n 
u

0
, E(o) = E, EP(o) = EP, k(O)=k. Le problème est de nature 

0 0 0 

incrémentale, il est naturel de supposer par récurrence 

(3) u I E , k n n n connus 

et on cherche à déterminer les accroissements !:,.u = un+l - un, 

!:,.E = E - E , !:,.k = kn+l - kn à partir des accroissements de données 
n+l d n 

t:,.f, t:,.ud, ~. 

1.2.1- Schéma Explicite - Schéma Implicite 

Le schéma explicite s'obtient en discrétisant les lois de comportement 

VII(22) sous la forme: 

(4) t:,.EP = N (k ) 
C n 

t:,.'i, = 'S. !:,.Ee 

On doit résoudre alors le problème aux limites suivant pour obtenir 

les accroissement !:,.u, !:,.E, ~ 

(5) 

d 
• !:,.u = u sur S u (condition cinématique à l'instant tn+l) 

(condition statique à l'instant tn+ 1) 

• Relation de canportement discrétisée (3). 
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Le schéma implicite s'obtient en discrétisant les lois de comporte

ment VII(22) sous la forme 

(6) 

l:IE = l:IEe + l:IEP 

l:IEP = NC (l;n+ 1) 

~ = 1 . b.Ee 

On peut observer que le schéma implicite est beaucoup plus satisfai

sant, car on respecte en plus la condltlon de pw.tlc.Uê à l'~YL6.tan:t tn+l 

~n+l E C • 

1. 2. 2- Convergence du schéma implicite : 

La convergence du schéma implicite a été discutée par de nombreux 

auteurs (Moreau, Johnson, ••• ). Le résultat essentiel est le suivant 

Il existe une constante 'Y indépendant de h et b.t tel que 

(7) ( ô (h) + y'M:) y 
' 

où ô(h) caractérise la finesse de la discrétisation spatiale lim ô(h)=o. 
hro 

L'estimation (7) de l'erreur sur les contraintes montre que les c:UôCJl.étloa-

.tloYL6 pa!L ltapPolvt au. :temp-6 e;t pM 1tappolt:t à. l' upace .6ont :to.ta..tement dêcou

plêu. En particulier, le schéma implicite est inconditionnellement stable. 

REMARQUE: Un schéma de discrétisation est stable si la solution approchée 

est continue par rapport aux données initiales. Si l'on considère par exemple 
3T i32T 

l'équation de la chaleur : at - axz = f, le schéma approché 

T~+l - Tl 

b.t 

' abl . Lit 1 n est st e que si h 2 ~ 2 . 
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En dynamique des structures, on a la même constatation. Lorsque la 

discrétisation spatiale s'effectue par la méthode des éléments finis, le 

paramètre h est lié à la plus haute fréquence de la structure discrétisée 

et la condition de stabilité impose une certaine relation entre 6t et cette 

fréquence. 

Par rapport à ces problèmes, l'évolution quasi-statique des structu

res élasto-plastiques pose donc moins de difficultés numériques. 

1.3- Résolution numérique du problème en accroissements 

1.3.1- Problème en accroissements: 

Le calcul des accroissements 6u, 6E, !)."i:, définis par le schéma implici

te consiste à résoudre le problème aux limites suivant 

sur 

(8) 

(condition cinénatique à l'instant tn+1) 

(condition statique à l'instant tn+l) 

• Relation de cauportane:nt discrétisée (6). 

Il s'agit d'un problème aux limites non-linéaire, comparable au pro

blème en vitesses. 

1.3.2- Exercice: 

On introduit la réponse purement élastique "i:,E = 

pitre IV. 

E (cr, o) comme au cha-

- Montrer que le problème en accroissements conduit aux principes du 

minimum : 

• L'accroissement du déplacement 6u minimise la fonctionnelle: 

(9) , 
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parmi les champs 6u* vérifiant les conditions cinématiques: 

• L'accroissement de contrainte 6~ minimise la fonctionnelle: 

parmi les champs 6~* vérifiant les conditions statiques et les conditions 

de plasticité 

( 12) 

- Justifier le dessin suivant: 

1.3.3- Méthodes itératives 

Le problème en accroissements étant non-linéaire, on ne peut obte

nir la solution que par itérations successives. 

On va étudier une méthode Uêft..a.:tlve basée sur l'opérateur de l'élas

ticité, dont le principe est le suivant: 

La solution 6U est approchée par des solutions élastiques succes

sives, avec déformation initiale calculée à partir du résultat précédent. 

D'une façon précise, on prend: 
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• lm0 = 6uE 

• 6uk étant supposé connu, ti.J<+l est la solution en déplacement 

du problàne élastique. 

•un+ 6uk+l E En+l 

• i:,n + ~+l € 8n+l 

• Relation de canportement élastique avec défonnation initiale 
tii:, = 'fi . ( 6Ek+ 1 - tiEP (6Ek) ) • 

• k-++oo I 

En effet, la convergence de cette méthode itérative s'obtient sans 

difficulté. On démontre que: 

- la suite ti.J< est une suite minimisante de la fonctionnelle A, 

- la suite 6!,k converge vers 6i:, au sens de l'énergie. 

Si l'écrouissage est positif, la convergence du déplacement est donc 

assurée. Il est important de remarquer que i:,n + 6!,k vérifie les conditions 

statiques, mais ne vérifie les conditions de plasticité qu'après la conver

gence. Une évaluation de distance dei:, + 6!,k au domaine d'élasticité C en n 
chaque point de la structure peut fournir un bon cJut.èJLe d'aJVLU des itéra-

tions. 

La méthode considérée est très classique en plasticité (Ilyushin, 

1947). Elle s'identifie à la méthode du gnad,i.,ent pour la recherche du mini

mum de la fonctionnelle A. L'introduction d'un coefficient de relaxation 

est possible, mais n'améliore pas la vitesse de convergence. 

Au cours des itérations, la déformation plastique intervient comme 

une déformation initiale, ou si l'on veut comme une contrainte initiale, 

afin de réaliser la condition de plasticité. Le calcul s'effectue à~

dJ..té eon6.tante et peut être schématisé de la manière suivante: 
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6.r 

I 
,r I 

I 
I 

I 
0 I E:c. 

E'+-4€ 
E 

l: 
(1' 

Si cette figure donne une idée de la méthode, elle est assez ambiguê 

car elle ne précise pas comment ôEP est calculée à partir de fiuk. On peut 

adopter une présentation plus explicite à deux dimensions dans l'espace des 

contraintes sur la figure suivante. 

Ces dessins, très schématiques, montrent clairement que la vitesse 

de convergence dépend de la position relatives des ensembles Pet Sn-1-i· 

Si ces deux ensembles se coupent tangentiellement, cela veut dire que la 

charge limite de la structure est presque atteinte à l'instant tn+l et la 

convergence sera lente. 

Pour accélérer la convergence, on peut introduire des méthodes itéra

tives à JtlgW:t.é va!Uable. Par exemple, Mercier a proposé la méthode itéra

tive suivante 

ô"Ek, fiEk étant connus, ti~+l, fîEk+l vérifient: 

(14) 
_k ce k+l ~ k 

• ô-Z- + T <~-ôE - GôE) + ~n E sn+l 

( A k+ l ' b · 1 ~ l t . Les relations 14) montrent que uU s o tient par a reso u ion 

d'un problème élastique de rigidité T fois augmentée, avec contrainte ini

tiale. 
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Modèle itérative à rigidité constante. 

1 1' 
1 ' 



118 

2.- MISE EN OEUVRE PAR LA METHODE DES ELEMENTS F.INIS 

On p1téwe. rnain,tena.nt lu équatian.6 maxJuci..eliu à 1tê..6au.dl1..e ap1tè6 

une cllôCJLét.-l6at),on paJL Jtappold au. te.mp-0 pa!l. le. .ôc.héma. ,lmpliclte. et une. 

cllôCJLét.-l6at),on dan.ô l' upa.c.e. pa!l. l.a. méthode. du Uéme.n:U M.n.Lt:,. 

Le déplacement u est exprimé en fonction des paramètres de déplace

ment q et q 

(15) u=Nq+Nq I 

où pour des raisons de commodité, on suppose que les paramètres q tradui

sent les conditions imposées sur Su, Net N sont des fonctions de base 

convenablement choisies. 

On rappelle que pour une structure élastique, soumise à des données 
I 

aux limites mixtes et à une contrainte initiale cr, la solution du problème 

discrétisé vérifie l'équation matricielle: 

(1.6) 
I • cr dQ 

' 

dans laquelle les matrices B, B, D, K, K, K sont définies, selon les nota

tions usuelles en Eléments Finis,par: 

(17) 

e: = Bq + B?J 

cr = D e: 

K = fn BT o Ban , - I T -K = Q B D B dQ , K = fn Bo B oo , 

R provient des efforts donnés (de volume, de surface SR) et R représente 

les réactions sur Su. 



119 

En particulier, les paramètres à déterminer q vérifient le système 

linéaire 

(18) K q = R - Kq - J~ T 
B 

A chaque étape t, le calcul de l'incrément t:.q du problème élaston 
plastique discrétisé est donné par l'organigramme 

Calcul de lffi. I t:.q 

' 

Initiation k = 1 

t:.Ep,l = 0 

- ' -

Résoudre 
K • t:.qk+l = /1R. - K t:.q + f Q BT D M:p,k cfil 

1 

1 

k=k+l Test de n=n+l 
- li~---------------------___, .__ _____ ..,._i.-----t, convergence 1 -

non 

' 

oui 

6,Ln du. c.alc.u.l 

n=N 
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3.- QUELQUES EXEMPLES DE CALCUL 

Le!.> e.xemple.1> -6r.uva.n.t.6 illM;tJz.e.nt que.lque.1> Mpe.c.u du. c.alc.ul. 

3.1- Fondation sur un sol plastique 

On reprend l'exemple d'une fondation sur un sol plastique traité 

au chapitre IV. On impose cependant cette fois le déplacement vertical 

de la fondation et on enregistre la réaction du sol. On vérifie que cette 

réaction ne peut dépasser une valeur limite qui est la portance de la fon

dation. La valeur numérique dépasse d'ailleurs la valeur théorique 

(~ + 2) ka. On a utilisé des éléments rectangulaires formés de quatre 

triangles. 

5 

I. 

3 

2 

F' 
Râ 

.................. -~ .............. . 
11'·'--- - -- -- __ ....,.....•--~~· -- - - -- -- ------ -----

w 100 nnn>nnn»»»717ùl7»JJ --.. ---i 
1 1 
l Mdtc;~ ré-_;dii:r 1 
1 ~ 
f .,, l 

,_, C 1 
1 1 , _________ J 

0 10 30 LO 50 60 so Ev 
ka 
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3.2- Calcul d'une plaque fissurée 

La plaque est élastique, parfaitement plastique, obéissant au critère 

de Misès. 1 cr' 1 - k..;; O,de caractéristiques élastiques E = 500 k, V= 0.3. 

La pression totale est appliquée en un seul pas de calcul. Avec le même cri

tère d'arrêt, la vitesse de convergence devient plus lente lorsqu'on ap

proche la charge limite. 

Pression~ 1 1.1 1.2 1.3 1.4 

-------------- !------------------------ ---------------
Nc:rnbre d'itérations 7 9 12 32 40 

1 
0 A a 

p 
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~PITRE~ 

MÉCANIQUE DE LA RUPTURE 

Après un bref aperçu du développement historique et 

de l'objectif de la Mécanique de la Rupture, on étudie la 

notion de singularité en fond de fissure dans un milieu 
linéairement élastique homogène et isotrope en vue des 

problèmes de rupture fragile. 
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Même à l'échelle macroscopique, les hypothèses de continui

té du matériau ne sont pas parfaitement vérifiées. Dans un acier 

courant, par exemple, il existe toujours des défauts métallurgi

ques ou des défauts de fabrication entraînant une certaine déco

hésion de la matière par décollement, création de micro-vides .. 

lors des sollicitations mécaniques. Ces défauts peuvent éventuel

lement grossir et donner naissance à une surface de discontinuité 

au sein de la matière, c'est la formation d'une fissure. La pré

sence d'une fissure dans une structure réelle pose évidemment des 

problèmes de sécurité, sa croissance conduit à la ruine par rup

ture 

Si les phénomènes de rupture sont connus depuis fort long

temps, leurs études systématiques n'ont débuté qu'à partir des 

années 1900. La construction des machines industrielles, le dé

veloppement de l'aéronautique, l'introduction des matériaux nou

veaux, les problèmes de sécurité dans la construction des plates

formes en mer, dans la construction des centrales nucléaires •.. 

sont des multiples facteurs qui ont contribué au développement 

actuel de la Mécanique de la Rupture, surtout depuis une ving

taine d'années. 
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1.- GENERALITES SUR LA MECANIQUE DE LA RUPTURE 

1.1- Généralités 

L'objet de la Mécanique de la Rupture est d'apporter une réponse sa

tisfaisante au calcul de la résistance des structures vis à vis du phéno

mène de rupture. Dans ce but, on est amené à étudier: 

Les conditions d'amorçage de fissure: ce sont des analyses souvent mi

croscopiques et métallurgiques en vue d'expliquer les mécanismes physi

ques conduisant à la formation d'une fissure visible à l'échelle macros

copique (fissure de dimension 1mm pour fixer les idées!). 

- Les conditions de propagation de fissure macroscopique: la dimension de 

la fissure macroscopique étant grande par rapport aux grains constituant 

le matériau, on peut utiliser la Mécanique des Milieux Continus pour dé

crire la répartition des contraintes et des déplacements autour du fond 

de fissure. On espère ainsi arriver à formuler les lois de propagation 

par l'intermédiaire des critères de rupture et à définir les conditions 

assurant la résistance à la rupture. 

La propagation peut s '.effectuer sous charge monotone ou cyclique, les 

problèmes physiques rencontrés dans ces deux cas sont très différents. On 

distingue donc la fatigue qui correspond à la croissance des fissures sous 

charge cyclique, de la rupture proprement dite, qui se produit d'une façon 

plus ou moins brutale sous charge monotone. 

Dans ce cours, nous nous limitons à l'étude de la propagation sous 

charge monotone. A titre indicatif, voici quelques dates historiques il

lustrant le développement de la théorie: 

• Analyse de Griffith en 1920, qui a introduit la notion d'énergie surfaci

que de rupture • 

• Analyse d'Irwin vers 1950, qui propose l'utilisation systématique de la 

solution élastique pour caractériser la répartition des contraintes et 

des déplacements autour de la fissure par des facteurs d'intensité de 

contrainte. 
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1.2- Modes de Rupture 

La rupture est caractérisée par la séparation irréversible du milieu 

continu en deux parties de part et d'autre d'une surface géométrique, appe

lée surface fissurée ou fissure. Sur la fissure, le déplacement des points 
+ -matériels situés sur les faces S ou S subit une discontinuité et les vec-

teurs contraintes sont nuls, la pression atmosphérique étant négligée 

(1) 
+ 

[ u] = u u 

La discontinuité [ u] peut être normale ou tangentielle. Ces considéra

tions nous amènent à di~tinguer les différents modes de rupture: 

• MODE I 

• MODE II 

• MODE III 

discontinuité purement normale. Les lèvres de la fissure se 

déplacent perpendiculairement au plan de fissuration et au 

front de fissure 

discontinuité purement tangentielle, perpendiculaire au front 

de fissure. 

discontinuité purement tangentielle, parallèle au front de 

fissure 

Il est clair que dans le cas général, la discontinuité [u] est une 

combinaison des trois modes I, II, III. 

..n. 

Structure avec une 
fissure. 

MODE I 

MODE II 

MODE III 
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1.3- Rupture fragile - Rupture ductile 

La rupture est fragile lorsqu'elle se produit sans déformation plas

tique appréciable, ductile dans le cas contraire. Pour les métaux, la rup

ture fragile correspond à la séparation des facettes cristallographiques 

par clivage alors que la rupture ductile s'effectue sous grandes déforma

tions plastiques avec des mécanismes différentes. La fragilité d'un maté

riau dépend de nombreux facteurs: température, vitesse de chargement, mi

lieu d'ambiance, etc ••• 

Pour étudier la rupture fragile, on peut, d'une façon raisonnable, 

admettre le modèle de l'élasticité linéaire. 
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2.- NOTION DE SINGULARITE 

On .&e. p!topohe. de. dUeJunlne.Jt l'état de. c.ontll.ainte. e;t de. dé,6oll.ma,ti,on 

au vo..iAhtage.. du. 6ond de. 6.-iA.&WL.e. loMqu.e. le. ma.,têJt,lau e.h;t f.htéa,.iJteme..nt éf.a.6-

üqu.e..1 homogène. e;t .l6o.tJc..ope.. 

2.1- Exemple en. mode III pur (problème anti-plan) 

On déchire une plaque mince n de contour an en imposant des déplace

ments vf- sur le contour an - BAB' 

suivant la verticale Oz, BAB' représente 

la fissure supposée rectiligne. On sou-

haite déterminer la réponse en contrain

te et en déplacement, en admettant, dans 

une analyse simpliste ( ! } , que le dépla

cement est purement vertical 

+ ~ 
u (x, y, z) = w (x, y) k 

B A 

en tout point de coordonnées (X, y, z). 

Dans ces conditions les seules composan

tes non nulles de la déformation et de 

la contrainte sont: ,_ ___ _ 

d.Q 

Fissure rectiligne. 

1 
E.:

13 
=-W 

2 ,x I 

, 

E23 = .!_W 2 ,y 

et les équations d'équilibre I(1) se ré

duisent à 0 13 , 1 + 0 23 , 2 = o, soit l'é

quation l::.w = o. 

Sur la surface fissurée BAB', la condition R = o.n = O s'écrit 

:: = o. Il en résulte que le déplacement vertical West donné par les équa

tions suivantes: 
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b.W = o 

sur an - BAB' 

aw -=o an sur BAB' 

qui admettent une solution unique W E H1 (Q) lorsque vf- est régulier. Mais, 

la présence de la fissure entraîne que A est un point singulier. Pour étu-

'8 

(2) 

'I 

A 
)( 

dier la solution en ce point, nous ad

mettons la validité de la proposition 

suivante en nous plaçant dans le repère 

AXY., avec les coordonnées polaires 

(r' e) : 

Au voisinage du point A , la solution possède un développement 
Cl.. S · 

asymptotique en r 1 (Log r) 1 gi (0) c'est-à-dire: 

Cl.1 S1 Œ2 S2 
w(r, 8) = C1 r (Log r) g

1 
(8) + C

2 
r (Log r) g 2 (8) + •.•• 

dans l'ordre de régularité, 

Œ1 
ce qui signifie que W = C1 r 

S1 
(Log r) g 1 (8) + "tenues plus réguliers" 

en fond de fissure. 

gl (8) 

tions 

Le calcul des coefficients (a
1

, $1 ) et de la répartition angulaire 

est très simple, ra 1 (Log r)S 1 g
1 

(8) est la plus singulière des fonc

ra (Log r)S g(8) de H1 (Q), satisfaisant aux équations 

l 
~ ( ra (Log r)S g(0)) = o V r, V 0 #±TI 

aan (rCI. (Log r) (3 g(0)) = o pour 0 = ± TI 

Il en résulte que f3
1 

= O et que: 

Ce qui donne g 1 = 

~ Œi gl + g~ 

? g ~ (± 'IT) 

=o 

=o 

1 
Cl.1 = 2 . En résumé, on a 
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1/2 0 W (r, 8) =Cr sin 2 + •......•.. 

cr13 (r, 0) = - ~ c r-l/ 2 sin~+ 

µ -1/2 e (r, 8) = 2 C r cos 2 + 

(tennes plus réguliers) 

(tennes plus réguliers) 

(tennes plus réguliers) 

On pose,par convention, ~II= µAC pour écrire les contraintes sous 

la forme: 

cr13 (r, 8) = - KIII (2 TT r)-l/ 2 sin%+ 

{r, 8) = KIII (2 1T r)-1/2 cos%+ 

~II est le 6ac.te.Ull d '-int.enoliê du c.on;tJuu,nt,u en mode III. 

2.2- Exemple en mode mixte I et II : 

(contrainte plane ou déformation plane) 

La même plaque est soumise maintenant à des données aux limites mix

tes dans son plan: déplacement donné u~, i = 1,2 sur Su, force donnée 
d i 

Ri, i = 1,2 sur SR avec SR U Su = é3Q - BAB'. 

KT 
1/2 

r 0 
u =-=-(-) cos -

1 2µ 21T 2 
(4) 

~ 
1/2 

( r) . 8 u=- - sin-
2 2µ 21T 2 

{k - cos 8) 

La fissure est la surface BAB'. 

Il s'agit d'un problème en contrain

te plane car cr33 = cr13 = cr23 =o. Les 

relations de l'élasticité linéaire II(28), 

les équations d'équilibre I(11) et le 

développement asymptotique (2) conduisent 

aux expressions suivantes: 

+ ~I (..!:..) 

1/2 
8 

sin - (k + 2 + cos 8) 
2µ 21T 2 

8) - ~I (..!:..) 
1/2 

8 (k - cos + cos 8) cos - {k - 2 ' 2µ 21T 2 
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- 1/ 2 e 0 30 - 1/ 2 0 0 36 
a 11 = ~ (21rr) cos 2 (1 - sin 2 sin 2 ) - ~I (21Tr) sin 2 (2 + cos 2 cos 2 ) 

-1/2 0 (l . 0 . 30) K 
-1/2 . 0 0 30 

0 22 =~ (21Tr) cos - + Slll 2 Slll 2- + II (21Tr) Slll 2 COS Ï COS 2 2 

- 1/ 2 0 . e 30 -1/2 0 ,1 . e . 30> 
(Jl 2 =~ (21rr) cos Ï SJ.11 2 cos T + KII (21Tr) cos - - sin - sm - , 

2 2 2 

3 - V avec k = 1 + V • Les coefficients ~ et ~I sont des facteurs d'intensité des 

contraintes en mode I et II. 

Si au lieu d'une plaque plane, on considère un cylindre de longueur 

infinie, de section Q, soumise à des efforts par unité de longueur sur SR 

dans la section, on doit résoudre un problème de déformation plane, car 

s 13 = s 23 = € 33 = o. La même analyse conduit aux mêmes expressions asympto

tiques avec k = 3 - 4 v. 

2.3- Fissure plane de contour quelconque 

D'une manière plus générale, on considère une structure tridimension

nelle de volume Q, ayant à l'intérieur une fissure plane de contour r de 

type C1
• 

an. 

coupe pas 

(6) 

Soit T le vecteur tangent, n le 

vecteur normal tel que (n, T) constitue 

le plan de la fissure. On démontre que 

dans le repère Mn T z, le développement 

asymptotique des déplacements et des 

contraintes est le même qu'en déforma

tion plane lorsque la fissure est entiè

rement enveloppée, i.e., lorsque r ne 

la frontière an. Pour le mode I, par exemple, on obtient: 

= 1S: 
1/2 

u (...!:..) cos&. (3 - 4 V - COS 0) + •••• n 2µ 21r 2 

1S: 1/2 
u =- (...!:..) X 0 + t 2µ 27f 

~ 
1/2 

r . 0 (3 - 4 V - COS 0) uz =- (27f) sin - + , 
2µ 2 
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-1/2 8 . 0 • 30> 0nn = Kr (21îr) cos - (1 - Slll - Slll - + .... 2 2 2 

-1/2 . e 
0 tt = Kr (2,rr) 2 \) cos - + 

2 

-1/2 
0 ci . 0 • 30> 0 zz = KI (2,rr) COS - + sin - Slll - + 2 2 2 

(7) -1/2 0 . e 36 
cr = - Kr (2,rr) COS - Slll - COS - + .... nz 2 2 2 

-1/2 
0 zt =Kr· (2,rr) X 0 + 

-1/2 
0nt = KI • (2,rr) X 0 + .... 

2.4- Remarques 

• La contrainte est infinie en fond de fissure comme r- 112 . D'une 

façon plus précise, elle s'écrit sous la forme: 

(8) 

dans laquelle les fonctions oI, oII' oIII sont connues et cr1 est finie en 

fond de fissure •. LU c.oncüti.on6 de gêomé:bt.le. de la. .6.tltuc.tull.e, lu donnêe.6 

aux .umuu n'-lnteJtviennent da.n6 la. plVl.-tle .&.lngu.llèll.e que pM l'.lnte1tmêc:wU

Jr.e du oac..teUM d' .lnten6Uê I<:c, ~I, ~II• 

• • • • Les vitesses u, cr, E ne sont pas des fonctions régulières sur Q 

lorsque la fissure se propage car alors 

(9) U
• ~ r-1/2 • • -3/2 , cr ~ E ~ r 

Dans le repère fixe, on a par exemple pour un problème bidimensionneL 

de fissure rectiliqne (contrainte plane, déformation plane, problème anti

plan) : 



132 

(10) , 

où 0~ est singulier au point A(l(t), o) comme ((X - l(t)) 2 + y2 )-l/ 2 . 

Si la fissure se propage, le domaine de définition de la structure est va

riable Q; Ql(t)· Le champ de vitesses â, défini sur Ql(t) : 

( 11) • s • 
-l KJ(t) 0J,l (x - l, y, t) + cr1 

est singulier 
s -3/2 • 2 ,, 

comme crJ,l ~ r donc 0 ~ L (Ql(t)) lorsque~~ o. 

Même remarque pour la vitesse de déformation€~ r- 312• 

Le. bilan de. l' éneJLgle. r ( 15 J qc,u -0 'éc.tr,,U e..n qua.&l--0.ta.tiqu.e. 

J cr € cm = J R ~ as 
n an 

n.' e.-6:l:. pM valable. .f.olt.6qu 'il y a. p!topaga.ilon., c.afl .f. 'ln.:t.égJtale.. du p1t.èmleJL 

me.mb1te. n.' a pM de. -ôe..n.-6 (0 € ~ r- 2
) • 

L'analyse énergétique du problème de fissure mobile nécessite donc 

quelques précautions. Nous l'examinerons d'une manière approfondie au 

chapitre suivant. 
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3.- CRITERES DE PROPAGATION EN RUPTURE FRAGILE 

Le terme singulier KJ.cr~ donne la répartition de contrainte au voi

sinage du fond de fissure. 

En mode I pur par exemple, le facteur d'intensité KI est une grandeur 

caractéristique de l'état local en fond de fissure. On est donc tenté de 

formuler la loi de propagation des fissures rectilignes en mode I par une . 
relation reliant la vitesse de propagation là ~: 

(12) 

Le critère K 
max 

consiste à écrire 

• 

! 
l = 0 si ~<~ 

(13) • 
l>o si ~=~ 

~C est un coefficient caractéristique du matériau, pour les matériaux 
7 1/2 

usuels comme le plexiglass ou l'acier, ~C est de l'ordre 10 Pax m • 

D'une manière générale, la rupture se produit lorsque l'état local atteint 

un état critique défini par un critère de rupture. Un bon critère doit per

mettre de distinguer les états critiques et donner la direction dans laquel

le la fissure risque de se propager. 

De nombreux critères ont été proposés. La plupart s'expriment en 

fonction des facteurs d'intensité de contrainte KI' ~I' KIII. 
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~PITREi_J 

MÉCANIQUE DE LA RUPTURE 

(suite) 

Ce chapitre est consacré à l'analyse énergétique dans 

le processus de fissuration. Pour un milieu dissipatif quel

conque (élastique, plastique, ... ), on établit la notion de 

force due aux singularités en fond de fissure et sa caracté

risation comme un taux de restitution de l'énergie. 
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On effectue dans ce chapitre une analyse énergétique 

du problème de fissure mobile. Pour simplifier, on adopte 

un cadre purement mécanique (transformation isotherme). Il 

n'est pas nécessaire de se limiter au milieu élastique car 

l'analyse énergétique suivant les méthodes du chapitre II 

s'applique pour un milieu continu quelconque. 

D'une manière générale, la rupture est un phénomène 

consommateur d'énergie. Même si le matériau est purement élas

tique, le solide avec fissure mobile est un système en évolu

tion irréversible. L'énergie consommée est due essentiellement 

à la plastification locale confinée en tête de fissure, aux 

frottements entre grains le long des joints, aux mouvements de 

dislocations, aux mouvements de micro-fissures, etc ••• c'est

à-dire essentiellement à des mécanismes dissipatifs. L'analyse 

énergétique du phénomène s'effectue de la manière suivante: 

Dans un premier temps, on présente une analyse globale de 

la dissipation pour un milieu dissipatif quelconque en petite 

transformation dynamique. 

Cette analyse introduit d'une façon naturelle la notion 

de force due aux singularités en fond de fissure. C'est une 

grandeur énergétique intéressante dans la formulation des cri

tères de propagation. La caractérisation de cette grandeur est 

discutée ensuite, selon la méthode des extensions virtuelles. 



136 

1.- PROBLEME DE FISSURE MOBILE 

On considère en petite transformation isotherme un problème bidimen

sionnel de fissure rectiligne en propagation (contrainte plane ou déforma

tion plane). Une structure n avec fissure est soumise sur [o,T] à des 

forces et des liaisons données de type classique: déplacement Ud(t) et 

force Rd(t) sur les parties fixes Su, SR de la frontière an du solide. 

Sous ces sollicitations, la fissure se propage, sa longueur l(t} augmente 

avec le temps. 

Pour comprendre la distribution des grandeurs physiques pendant cette 

propagation, on étudie un problème purement mécanique plus simple, en sup

posant que l(t) est une fonction donnée régulière, obtenue par exemple à 

partir des observations expérimentales, et on analyse la réponse mécanique 

au voisinage du fond de fissure. Cette analyse devrait mettre en évidence 

les grandeurs physiques intéressantes. 

La figure suivante présente schématiquement la structure. Sur la sur

face fissurée~, le contact unilatéral des bords libres de la fissure est 

supposé sans frottement. 

0 X 

,..., 
1 
1 

L'évolution du système étudié est régie par les lois de comportement 

et les équations dynamiques traduisant le principe fondamental de la méca

nique. 
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1.1- Loi de comportement 

On adopte le modèle de solide le plus général développé au chapitre 

II. Il est caractérisé par un potentiel thermodynamique représentant la 

densité d'énergie libre par unité de masse W(E, Œ) 

( 1) 

cr = crR + crIR 

aw 
crR = p ~ 

aw 
A= - p dŒ 

et un potentiel de dissipation V(Ê, ~) vérifiant 

(2) 

On a établi au chapitre II que dans une transformation régulière la 
• 

puissance de déformation par unité de volume est cr. E, la partie non-
• • 

compensée D =cr. E - p West la puissance intrinsèque dissipée (en trans-

formation isotherme). On obtient, d'après la définition (1) des forces 

crR, A associées aux variables d'état E, Œ, l'expression 

• • 
(3) D = crIR. E + A Œ 

Le modèle considéré englobe tous les matériaux usuels 

visco-élastiques, élasto-plastiques. 

1.2- Equations dynamiques 

élastiques, 

On rappelle que les équations dynamiques s'écrivent sous forme loca

le, en absence des efforts de volume: 

(4) Div cr - p ü = 0 

Elles s'écrivent aussi globalement comme équation des puissances virtuelles 
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(5) f a. os dV + J p ü ôu av= f n. a. ôu as 
v v av 

• pour un volume quelconque V. En particulier, si la vitesse u est assez 

régulière, on peut prendre ôu = Û, l'équation (5) conduit au bilan de 

l'énergie mécanique: 

(6) f a Ê dV + f p ü û dV = J n • cr • û dS 
v v av 

, 

la puissance des efforts extérieurs compense la puissance de déformation 

et la variation de l'énergie cinétique. 

1.3- Propriété de la solution 

La fissure entraîne par sa propagation une modification du domaine 

de définition du solide, Q = Q(l) . Au point de vue mathématique, le pro

blème de fissure mobile s'apparente donc à des problèmes de variations de 

domaine. 

Les propriétés suivantes de la solution seront admises sans demons

tration: 

(P1) Le fond de fissure A est un point singulier, les différentes gran

deurs y sont éventuellanent singulières avec un développement asymp

totique ro. (Log -r) 13 f (0, 1}. 

(P2) Si les fonctions w, Û ü ne sont pas nécessairement intégrables sur 
• 2 • n (l) , pour des raisons physiques, les fonctions p W, p u , A o., 

crIR Ê sont nécessairanent intégrables. 

Les intégrales dans S1(.i) de p W, p Û2/2, A à, a1R Ê:. correspondent 

respectivanent à l'énergie libre globale, l'énergie cinétique, la 

puissance dissipée globale par les différents mécanismes physiques 

dans le volume n (.i) • 

(P3) Le chanp de vitesse v = ù, défini sur n Cl) n'est pas nécessairement 

régulier. Soit~ le champ de vitesse de déplacement dans le repère 

A X Y mobile avec la fissure: 
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(7) ü = u,t (X, Y, t) =;tu (X+ l(t), Y, t) = Ü + l u
11 

On établit que le champ~ est plus régulier que u car les ter.mes 

singuliers en fond de fissure de u et de lu 1 se a::::mpensent. En 

particulier, les fonctions cr : , V ~ sont int€grables dans n (l) • 

Par exemple, si le matériau est élastique, les résultats du chapitre 

IX permettent d'illustrer les propriétés Pl, P2, P3. On a vu que 
• -2 l * -1 cr E ~ r , L (Q) alors que cr E ~ r • 

Une conséquence importante de la propriété P3 est qu'on peut appli

* quer l'équation des puissances virtuelles (5) avec ôu = u et V= Q(l). 
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2.- ANALYSE DE LA DISSIPATION 

Etu.diovi6 .e.e bmn de l' ê.ne1tg,i.e mê.c.a.n,i.que. 

D"après II(9J, la puissance dissipée intrinsèque globale du système 

(8) D = P - .È.. J { p w + .!. v 2 
} cm p e dt 2 

Q 

La puissance des efforts extérieurs Pe du système de solide avec 

fissure est: 

p = J R • V ds + J R • [ v] ds 
e an ~ 

La condition de contact sans frottement sur~ implique que le second terme 

est identiquement nul, les réactions sur"! ne travaillent pas. En effet, 

localement, on a sur~ 

R.[u]=o , R2 = o si [ u]z > o , R2 ~ o , , 

soit R • [v] + [u] • R = R • [v] = o par continuité de [u] avec le temps. 

Pour simplifier les notations, on note q>(t) = f pW cm l'énergie 
Q{l(t)) 

réversible emmagasinée, C(t) = f ½ p v 2 cm l'énergie cinétique. 
n (l(t)) 

Le calcul de!, ( C(t) + cj)(t)) n'est pas simple car le domaine Q est 
• • variable avec le temps. D'ailleurs les fonctions p W et pu ü qui sont les 

dérivées sous le signe J ne sont pas nécessairement intégrables. Il est 

nécessaire d'isoler les singularités en fond de fissure. 

On introduit donc une courbe fermée régulière r entourant le fond de 

fissure, en mouvement de translation avec A. On désigne par Vr le volume 

géométrique limité par r, puis les fonctions 

(9) <Pr (t) = f p w cm 
n-v r 
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Le volume géométrique Q - Vf est variable avec le temps car Vf est 

en mouvement de translation, de vitesse i. 

et que 

En remarquant d'après P3 que: 

d J l 2) dt p(W + 2 v 

vr I * * cID = p (W + V V) cID 

vr 

lim J p(; +V~) cID = o , 
f-+o V 

r 
on obtient 

(10) ! (C(t) + ~(t)) = lim ! (Cr(t) + ~r(t)) 
r-+o 

Sin désigne la normale extérieure à r, on obtient donc 

(11) D = I R. v ds - lim l 
P r-+o 

é)Q 
I • • • I I 2 p(W+v v)cK.l-l p (W+2 v ) 

Q-V r r 

' 

Or, le bilan de l'énergie pour le système des points matériels oc

cupant le volume Q - Vr à l'instant t s'écrit: 

I Rvds-J n.a.vds=J p(W+vv) c:ID+ I Dcill 
an r Q-vr Q-vr 

Il en résulte l'expression suivante de la puissance dissipée intrinsèque 

Dp = lim l J D cID + J { p l (W + ½ v 
2

) n 1 + n • a • v } ds i 
f"7Q Q-V r ' r 

I 

ou : 

(12) D = p L D d!l + (W + ½ v 2
) n 1 + n • cr • v } ds , 
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ou encore si l'on remarque que V a la même singularité que 

n 1 - n. cr. u, 1 } ds 

Cette expression de la puissance dissipée globale suggère l'introduc

tion de la quantité suivante 

(14) G = lim J { p (W + ½ v 2
) n 1 - n • cr • u ,l} ds 

r-+o r 
, 

dont la définition est indépendante de la forme des contours r à faire 

tendre vers zéro. On l'appelle no~ce due a.u.x ~,lngui..aJr.,Ué,,6 en fond de fis

sure d'après son expression. 

La puissance 

(15) 

dissipée globale D p 

D =f Dcill+G p Q 

s'écrit donc sous la forme 

• 
. l 

Dans un volume matériel V quelconque enveloppant A, la puissance dissipée 

Dp(V) s'écrit de la même façon : 

VV,AEV 

La ther~odynamique implique Dp > o VV soit D > o, G > o. Si G ~ o 

on voit que Gl représente une dissipation concentrée en fond de fissure, 

liée à la propagation. 

Selon la loi de comportement adoptée, trois situations se présentent 

suivant la nature des singularités 

..__ 
• A 

G~o,D=o 

Matériau élastique. Cas intermédiaire. 

G=o,D~o 

Matériau "fortement dis
sipatif". 
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On voit d'après les relations (8) et (15) que la puissance fournie 

par l'extérieur est d'une part stockée par le système sous forme d'énergie 

libre et d'énergie cinétique, d'autre part dissipée dans le volume Q par 

des mécanismes de volume lorsque Dio, dissipée en fond de fissure A par des 

processus de rupture lorsque G i o. 

Exercice: 

On suppose que le matériau est élastique, homogène, isotrope • 

• Montrer, à partir des résultats du chapitre IX, que la formule 

(14) conduit en quasi-statique et en déformation plane à l'ex

pression suivante de la force due aux singularités G: 
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3.- CALCUL DE G PAR LA METHODE DES EXTENSIONS VIRTUELLES 

TAUX DE RESTITUTION DE L'ENERGIE 

La gJt.a.ndeuJt. G v.,;t u.n.e. 6oJt.c.e. theJunodyna.m,lqu.e. dé.6,é,n.,Le. 1.iwi l' Ua:t a.ctu.d. 

On. pe.u.:t l' u.ti.me.Jt. au.J.iJ.i.i en. fu 6a.l6ant :tltava.ille.Jt. da.11.1.i une. :tJta111.i60Jt.mation. 
vJJr..t.ue.Ue. 1.:,u..iva.n:t: la méthode. ha.bliu.e.Ue. de. la Me.c.a.n.ique. dv., Milieux Conti

nu.J.i. 

Powi J.i)mpû6.ie.Jt., on J.ie. pla.c.e. e.n :tJta.n.1.i601Lmation. qu.a.J.i.i-J.itatique. e.n J.iu.p

po1.:,a.n:t: que lu e.66ofl.t-6 d' ..in.eflÜe. OÂ..YL6..i que. l' é.n.eJtg..ie. un.e.ti.qu.e 1.:,on.t n.e.gü

gea.b.tv.,. On o bti.e.n:t: da.n.J.i c.v., c.ond..iti.on.J.i l' ex.pJt.U-6,lon J.iu...iva.n:t:e de G : 

G = l:im J (p W n 1 - n. cr. u 1) ds 
r~ r , 

(16) 

On. va. mon.:tlte.Jt. que cette va.leuJt. de G 1.:,'obti.e.n:t a.u.J.iJ.i..i paJL fu méthode 

dv., exten.J.i..ion.1.i vJJr..t.u.eUv.,, à pevr.:ti.Jr, dv., de.pla.cemen.:t-6 éla.-6:t,i.,qu.eJ.i vJJr..t.u.el-6 

n.ote.1.i u[ l ], dé.6..in..i-6 à pevr.:ti.Jr, de fu c.on.6..igWtation a.ctu.e.Ue de. fu man.ièfl.e. 

1.iu...ivante. : 

• Toutes les données en force et en liaison, les répartitions de 

contraintes irréversibles ~,les paramètres internes a sont bloqués à 

leurs valeurs actuelles (l'instant t considéré), on considère une exten

sion virtuelle de la fissure, en faisant augmenter l d'une façon fictive 

à partir de sa valeur actuelle. On note u [ l 1 la réponse en déplacement 

d'un 1.ioüde. 4..ictio, pwiemen:t ê.l.a-6.ti,que de volume Q[l] de comportement élas

tique 

(17) I 

soumis à des efforts et des liaisons Rd(t), ud{t). 
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Comme il s'agit de réponses purement élastiques, on peut introduire 

(voir chapitre III) la valeur de l'énergie potentielle associée à la solu

tion u [ t] : 

(18) P[t]=J {p W(E:[l], a(t) + crIR{t) • s[t]} èID -

Q[l] 

(19) 

- J Rd(t) • u[ll ds 

SR 

Montrons que la force G s'écrit aussi: 

G = -: 1 (Théorème de Rice généralisé) • 

,e = t(t) 

Pour établir la relation (18), il suffit de reprendre le calcul du 

paragraphe 2 pour les matériaux élastiques fictifs considérés. Ces maté

riaux correspondent à l'expression suivante de l'énergie libre volumique 

p W (s, a(t)) + CJIR(t) • € , 

et donnent pour t = l(t) : 

f = lim f { (p W + a1R. s}n1 - n. cr. u, 1} ds 
r-+o r 

avec~ vérifiant d'après la relation (8), ~= - ~ • 

Il en résulte que: 

- : 1 = lim J { (p w + (JIR. E:} nl - n. a. u,l} ds 
l = l<t> r-+o r 

• D'autre part, l'intégrabilité de la dissipation CJIR. € assure que 

l:i.m f CJIR. € ds = o, d'où la relation (18). 
r-+o r 
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REMARQUES 

1- L'énergie potentielle P définie d'après (17) est fonction de la 

géométrie, de l'état actuel et des données 

(20) 
d d P = P (u , R , crIR, a, l) 

. 1 ~ dRd o En effet, si tous es parametres u, , crIR, a,~ sont connus, on 

obtiendra la valeur associée de P par la résolution d'un problème purement 

élastique, de loi de comportement élastique (17) avec contact unilatéral 

sans frottement sur~- La formule (19) montre que Gest donné par la dérivée 

partielle iî 
(21) ap ud a O ) 

G = - al ( , R , crIR' a,~ 

Pour cette raison, Gest appelé taux de restitution de l'énergie. 

2- On peut, dans la pratique, accéder à la grandeur G à partir des 

expressions (16) ou (21). Il s'agit de deux méthodes complémentaires, l'une 

purement locale, l'autre plus énergétique. 

3- Pour un matériau élastique, homogène W = W (E(x, t)), en trans

formation quasi-statique, la relation (16) se simplifie 

car on vérifie sans difficulté que dans ce cas particulier, l'intégrale 

considérée est indépendante du contour r. 

4- On peut aussi, par changement de variables, effectuer les calculs 

de! (c(t) + p(t)} en envoyant le domaine net) sur un domaine fixe n
0

• 

Cette technique est fréquemment utilisée en mathématique et en mécanique 

lorsqu'il y a des variations de domaines. 
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On envoie le domaine Q(l) sur Q
O 

par le changement de variables 

(22) 

X = X (y, l) 

axi 
det oy; >o 

J 

On désigne par 0(y, l) le champ des vecteurs 

(23) ax 0(y, l) = al (y, l) 

vu la géométrie du problème, on peut se limiter à des correspondances 

x ➔ y(x, l) dont la restriction à an est une simple translation et qui 

maintiennent la normale à~. Par exemple, on adopte la correspondance sui

vante: 

y(x, l) =x si lx -A 

(24) y(x, l) =x- (l - l ) t 
0 

1 X - A 1 ~ T
0 

si 

y(x, l) =x- (l - l
0

) 
-t-
1 

lx - Aj - T1 
si T < 1 X - A 1 < T 1 0 

Dans (24), le disque de centre A de rayon T est ramené par translation sur 
0 

le disque de centre A, de rayon T, alors que la correspondance est l'ap-o 0 
plication identique pour les points extérieurs au disque de centre A, de 

rayon T 1 • 

Les grandeurs physiques u(x, t), cr(x, t) deviennent U(y, t), ~(y, t) 

avec U(y, t) = u(x(y, l(t)), t) , ~(y, t) = cr(x(y, l(t)), t). On va noter 

U
* __ au u* , at, ... La vitesse s écrit 

* • • U=u+lu. 0. 
,1 ]. 

La vitesse Ô est identique à â dans le disque (A, T
O

), c'est donc un 

champ régulier de T
O

• 

On obtient alors 

C(t) + <j> (t) =t 
0 

p(W + -
2
1 v 2 ) det I ax 

1 ay 
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Pour simplifier, on va se placer en transformation quasi-statique pour 

retrouver la formule (16). Si l'on prend n = ncl(t)) en remarquant que 

l
axj ~ 1ax1 • 0 

det a = 1 , det a = l div 8, on a 
y l=l(t) y l=l(t) 

(25) !, <f> (t) = J (p w 1. div e + p ~ an 
n 

* • • • • • • 
Or p w = p w + l p w. e. - cr E + cr E = cr E + l p w. e. - D 

,1 1 ,1 1 
• • * • 

et crij Eij = crij ui,j = crij ui,j - l crij (ui,k 8k) ,j 

Comme J cr. . t . an = J n • cr n iJ i,J an * u ds = Pe, on obtient donc 

P = ddt cp (t) + J D an + 1. I {cr .. {u. k ek) . - p w . e . - p w div e } an e 1J i, ,J ,i i 
n n 

L'introduction du domaine nr est les intégrations par parties conduisent 

alors à l'expression (16) de G. 

Exercice: 

Si le matériau est éi.aoüque, homogène en transformation quasi

statique, montrer que l'on obtient en particulier: 

G = J (cr .. u. k ek . - p w div 6) an 1J i, ,J 
n 
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4.- CRITERE ENERGETIQUE DE PROPAGATION 

La dissipation en fond de fissure est le produit d'une force G par 
• 

une vitesse i.. La méthode du potentiel de dissipation nous conduit comme 

en plasticité, à postuler l'existence d'un potentiel tp(G) tel que: 

• 
(26) i. = 3'P {G) 

Une telle loi de propagation est une loi standard. L'exemple le 

plus simple correspond au critère de Griffith 

'P (G) = 

-too si G > G
0 

, 

ce qui donne 

si G = G 
C 

(27) 1 = o si G < G
0 

, 

G représente l'énergie dissipée critique par unité de sur,face. 
C 



QUELQUES REMARQUES GENERALES SUR LE CONTENU DU COURS 

-1- Depuis une vingtaine d'années, les besoins de l'industrie, 

les progrès réalisés dans les méthodes expérimentales et numériques ont 

beaucoup contribué au développement des études sur le comportement réel 

des matériaux. Le lecteur peut, par exemple, se rapporter à des références 

[2], [23] pour l'aspect physique des modèles en liaison avec la théorie 

des dislocations, à des références [2], [15], [20] pour l'aspect phénomé

nologique. Dans notre exposé, nous nous sommes limités essentiellement à 

la caractérisation des matériaux à partir de deux potentiels. Il s'agit 

d.'une théorie à la fois simple et opérationnelle, elle permet non seule

ment de décrire la plupart des modèles usuels, mais, lorsqu'elle est ap

pliquée à des contextes différents, conduit d'une manière systèmatique à 

la formulation de nouvelles lois énergétiques. Un exposé détaillé de 

cette théorie a été donné dans le cours de Mécanique des Milieux Continus 

de M. P. GERMAIN [8]. 

-2- Nous avons laissé de côté tous les problèmes relatifs aux 

effets visqueux. Pour les solides, la modélisation de la viscosité conduit 

à des modèles viscoélastiques ou viscoplastiques. D'une manière générale, 

ces modèles posent beaucoup moins de difficultés mathématiques que les mo

dèles plastiques. 
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-3- Pour décrire l'endommagement des matériaux, la méthode du 

chapitre II est encore valable. Certains modèles de l'endommaqement [14] 

correspondent à l'existence d'une énergie libre non convexe et non sépa

rée. 

-4- Il est intéressant de se demander dans quelles conditions 

(les moins restrictives !) les résultats sur le comportement asymptotique 

établis au chapitre IV peuvent encore être valables. On constate en effet 

que si l'élasticité est non-linéaire, la propriété de contraction IV(21) 

n'étant plus vérifiée, la démonstration n'est pas facilement généralisa

ble. C'est un problème ouvert d'intérêt pratique important lorsque l'on 

travaille avec des métaux à haute température, par exemple. 

-5- La condition d'adaptation qu'exige le théorème de Melan 

n'est pas toujours satisfaite dans les structures industrielles. 

D'autre part, même si l'adaptation est réalisée, on se de

mande comment l'état asymptotique a été atteint. Pour les chargements cy

cliques, par exemple, il est important que le praticien puisse estimer le 

nombre de cycles nécessaires pour atteindre d'une façon raisonnable la 

limite. 

Ces deux problèmes correspondent à deux directions d'études 

intéressantes 

- Comportements cycliques et réponses plastiques ou viscoplastiques pério

diques. 

- Estimations de la vitesse de convergence vers les états asymptotiques. 

Des études telles que [9], [18] , [27] apportent beaucoup de ré

sultats sur le sujet. 

-6- On peut donner une justification rigoureuse du dévelop-

pement asymptotique IX(2). Il faut encore établir sa validité pour des 

comportements plus complexes. 
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