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PREMIERE SEANCE 

FONCTIONS VECTORIELLES 

Dans tout ce qui suit,~ désigne un espace de Hilbert sépa

rable dont une base orthonormale complète dénombrable est, dési

gnée par 

D é f in i t i on • - 0 n di t que F ( e i x) dé f in i e p • p • sur le c e r c 1 e à va 1 eu r s 

dans ~ est mesurable si (F(eix), '-P) 1 1 est pour \f<('t::.~ 

Remarque. -

1) Si F(eix) est mesurable alors la f on·ction - IIF(eix)II 

est mesurable. 

En effet 

IIF(eix)II = sup 1 (F(eix), lf>n) 1 
'Pn 

où lfn parcourt un ensemble dénombrable de la boule unité, 

Lemme. - Si F et G sont mesurables alors (F ,G)~ est mesurable. 

:ereuve'. - on a 

(F + G, F + G) = IIFll
2 + IIGll2 + 2Re(F,G) 

d I après la remarque 2) précédente IIF + G Il, IIFII , IIG Il sont mesu-

rables donc Re(F,G) l 1 est aussi. 

En prenant iG au lieu de G on démontre - m~me raisonnement -

que Im(F,G) est mesurable donc (F,G) l 9 est aussi. 

C.Q.F.D. 

Définition. - L'intégral~ d'une fonc~ion vectorielle. 



on dit que 

J F(eix) dcr(x) ='fE: ~ si 

<tp,'-1'> = I <F(e
1

x) ,\\}> der (x) pour \/wE.. ~ 

Polynômes trigonométriques, - Ce sont des fonctions de la forme 

où 

Norme sur l 1 ensemble des pol~n8mes trigonométriques. --

alors 

on ·pose 

<P,Q> 
2 

=J(P(eix),Q(eix)) dcr(x) 
L«> 

Il est clair que si 

et que 

est une norme sur l'ensemble des 

polynômes trigonométriques, 

Définition de est le complété de l'ensemble des 

polynômes trigonométriques muni de la norme précédente. 

2 
Donc les'éléments de L~ sont en cor~espondance ~iunivoque 

avec t out e s 1 es suit es ( u:> ) 
00 t q ~ 11 llJ 11

2 
< oo 

""T n n=-ro L Tn 



00 

Fn>L lf'n'i.n 
n==oo 

Par o-n a 

nous allons définir tout élément d 9 une façon ponctuell•. 

Soit un 

on pose 

P.T. 

n 
(lfn • ej) ?I. 

qui est un P.T. 

on a d 0 après la formule de P~rseval : 

et 

p.p. (1) 

En intégrant (1) on obtient : 

Soit donnée une suite de PoT. 

( P ( k)) , F d 1 qui converge vers ans a norme 
(k) 2 

que chaque composante f. converge dans L 
J 

L~ (1) démontre 

vers f. t:.L
2 

J 

(p (k)( ix) v(P(k) ) - VJ' fJ(_k)(eix) eJ. e = L , ej ej - ~ p. p.) 

et que 



On pose 

F(e ix) ~ =w p.p.(2) 

Cette somme existe pour presque tout x , car 

p.p. 

donc 

existe dans iaG p.p. 

F(eix) ainsi définie est mesurable car c'est la somme d 1 une sé

rie de fonctions mesurables et : 

p.p. 

par conséquent : 

De plus P(k) converge vers F ainsi définie dans le sens que 

en effet 

en conséquence du lemme de Fatou, si (m.) est une sous ~uite telle 

f (_m1) f·. 
1 

h · 0 1 d " que J converge vers J p. p. pour c aque J • r e ern1.er 

membre est petit dès que k est assez grand d'oà le résultat. 

Ce procédé permet dvidentifier L
2 

à l~ensemble des F, mesu

rables telles que la norme 



est finie. 

Il reste. à démontrer que to.utes les fonctions ayant cette 

propriété peuvent être approchée.spar des P.T. et correspondent à 

des éléments de L~ • 

En effet, comme~ est séparable on peut écrire p.p. 

ix L ( ix F(e ) = , f. e )e. 
J J 

où fj(e
1

x) = (F(e 1x), ej)~ 

on peut approcher fj par un P.T. scalaire 

!If j = P j IIL 2 < I~ j=l,2, ••• ,n 

poser 

alors : 

comme : 
00 

00 

I.:J1f. 12 

n+l J 

~ Jlfj j
2 

do-< œ, on peut choisir tJ. de telle façon 

ce qui démontre que F est dans l'adhérence des P.T. 

Définition de 
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l~p<oo : L' = complété de 1°ensemble des P.T. pour la norme 

p = CO L ro - l I en s emb le d f · b 1 b ' ~ - es onctions mesura es ornees pour 

la norme : 

IIFII F(e ix) = sup ess L; X 

Comme dans le cas de p=2 

aux fonctions mesurables 

on va identifier les 

F(eix) t.q. 

Pour cela on écrit 

'F(eix) = L f (eix) e. où 
j J 

f.(eix) = (F(eix) e.) 
'J J 

F de p 
L~ • 

la décomposition est bien définie pour chaque F(eix) mesurable. 

Dans ,ce cas If.!~ IIFII . J 
donc 

En modifiant un peu le raisonnement du cas p=2 on démontre qu'il 

éxiste une suite de P.T. P(n) telle que 

et que chaque suite de Cauchy 

une fonction F 

Proposition. = Soit 

alors ,o = I FX.-n doTn 

~ 0 

n ....+ <D 

converge dans ce sens vers 

existe pour chaque n et on·écrit 



inx 
e 

Preti•~. - Pour cela, il nous suffit de démontrer que 1 1 appli~ation 

p ~ 'P (P) 
n 

est continue pour les nor.mes L~ 

lf'n = J P ïl=n da- • 

F. T. 

et que 

car par passage à la li~ite, cette application sera dé~inie dans 

L' tout entier. 

Soit 4'.E:~=11'1'11= 1 

On a 

1JcP,ljl)dcr 1 ~JIIPl!dcr 

Donc 

le cas de n # o est démontré de la même façon et la conclusion 

est encore valable pour p = ro 

béfinition de 1°~space 
p 

H~ • 

ou bien 1) F 

C.Q,F.b. 

f.e. ou 
J J 

CD 

ou bien 2) F(e 1
x)"' L !f neinx où- 'fn e;. 'd6 

· n=o 

Démontrons liéquivàlence de 1) et.de 2) 



1) ~ 2) 

En effet 

( 'P n ( F ) , e j ) = J ( F , e j )~ = n d rr 

comme 

2) ~ 1) 

= I f 
3
• ,(,-n d cr = a ( f . ) 

. n J 

alors 

~ 'f (F) = o 
n 

't/n<o 

En effet, 

pour t/j 

donc 

, on a par l 1 hypothèse 

= 0 = 

Cf> =o n 

Vn<o 

C.Q.F.D. 

n<o 

C.Q.F.D. 

Il est aisé de vérifier que H~ est un sous-espace vecto

riel fermé de L~ pour 'r/p i l~p~co 

Soit 1 1 
~ - + - = 1 p q 

on a 

jl<F,G) 1 der ;& IIFII p Il GII q 
L~ L~ 

en effet 

f 1 ( F , G) 1 d cr f J 11 F Il~ / 1 G / 1 ~ 

si p=2 
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(F ,G) 2 = f (F ,G). do- définit· un produit scalaire O L~ est 
L~ ~ 

donc un espace de Hilbert. 

Lemme. - (F est orthogona 1 e à G p. p. dans ~) ~> (F.l?lnG dans 

L~ pour Vn) • 

Preuve. -

( =P-) est bien évident. 

( <= ) en effet,· par hypothèse 

on a : (3) J<F ,G)~ 'Jl=n der= o Vn 

comme (F,G)E:.L
1 d 0 après 1°inégalité de Hô0 lder (3) donne 

a (<".F , G > ) = o 
n 

(F, G) = o 

pour 'r/n donc 

p.p. 

C.Q.F.D. 

Définition d 0 une fonction directionnelle (f.d.) (range fonction).-

Une fonction directionnelle est une fonction 

nie P•P• sµr le cercle dont les valeurs sont des sous-espaces 

fermés de ~ 

teur P(e 1x) 

(P(eix)lf,lf') 

On dira 

de~ sur 

ix 
que ~ (e ) est mesurable si le proj ec-

~(eix) bl d ~ est mesura e c.a •• 

est mesurable pour 

• w ( 
8

ix), 1 Lemme. - S1 J est mesurab e alors est 

mesurable pour toute fonction F(eix) mesurable. 

Preuve. - Comme 

remarquer que P est un projecteur autoadjoint en presque chaque 

point, ptp 

P(eix) F(eix) 
est mes.urable donc (F ,P'P)~ 

est mesurable pour VF(eiX) 

est me~urable donc 

mesurable 

C.Q.F.D. 
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Définition de 1 ° espace '1¼ . = 

désigne 1°ensemble des fonctions tq 

On a le théorème suivant 

Théorème. - 'lit~ est un sous=espace fermé de 

mentaire dans L~ est ~l. 

dont le complé-

( ll(eix) = complémentaire de i(eix)) 

Le projecteur auto=adjoint sur ~ est p 

où (PF) (eix) = P(eix) F(eix) . 
Preuve. = Soit F n €.r(1l,~ si F n converge dans L~ vers F 

. . Fn,(eix) i on peut extraire une sous-suite qu converge vers 

F ( e i X ) ( i X ) Ml ( i X ) J '(S Ni\ p.p. or Fn. e · e;, J e p.p. donc F .. ..,'] 
J 2 

qui démontre que '11l,tf est fermé dans Lm 
~Lceix) bl A 

• Le projecteur 

!t(eix) car J est mesura e en meme temps que 

Il est évident que 

car 

donc 

f'l11t1 l "fll~.L dans L ~ 

F ( e ix) E:<tt'ltt } 
J ==9 (F(eix) 

G e~1. 

( F , G ) 2 = I < F j G ) d<r = 0 

L~ 

On peut alors écrire 

Démontrons que Z ={o} 

En effet, soit F ~ Z 

P(~ix) le projecteur sur ,(eix) 

= 0 P•P• 

ce 



On a 

P(e ix) F(eix) bl -est mesura e et €~:, 

donc 

(I - P)F€14!'.t.L 

=;> F = PF + ( I = P) F E 'Tiij @11t:1.1. 

ce qui démontre que 

=9 L ~ = '11l;~ (t) rlQtl.1. 

c • a. d. rrl1~ = trl'Lj.L. 

Il nous reste à démontrer que g 

- 11 ... 

(PF) (e ix) -- P(eix) F(eix) 1 . d" . est e proJecteur auto~a Joint 

sur 'llltt 

En effet, il est aisé de vérifier que P ainsi défini est 

un projecteur car 

et p est borné dans 

4e plus P est auto-adjoint car : 

( PF , G) 2 = J ( PF , G ) ~ d cr = J ( F , PG )~ d cT' 

L~ . . 

dont p est un projecteur auto-adjoint dins 

est contenu dans 11'1Lir 

Nous allons démontrer que g 

2 
P !1 ( L ~ = JIJLtJ 

et son image 

En effet considérons 1 1 opérateur Pji défini par 

ix ix ix 
(P::1J. F) (e ) = P!f (e ) F(e ) 

on a 

pour 1/F 
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F = P !1 F + P !1.L F 

or L~ = Til!:! Œ) <nz!t.1 

2 
P t1 L '36 C 1'1lt1 

2 
Ptt.1 L C rf'fl3J. 

C.Q.F.D. 
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DEUXIEHE SEANCE 

Définition. - Soit 'T11 un sous-espace fermé dans L~ 

dit simplement invariant (s.i.) si 

1\., 1îb C 'J1l, 'i/ 1L 
-:/= 

est dit complètement invariant (c.i.) si 

"'1l, est 

Il s'agit de déterminer les sous-espaces 'l1t complètement 

invariants de L~ , on a le théorème suivant 

Théorème. - Les sous-espaces '1Th c, i. sont exactement les '!Tl,1 

pour une fonction directionnelle tl mesurable. 

Démonstration, - Il est clair que 'Y(l.
3 

est un sous-espace fermé 

c.i. et comme L
2 

et C sont séparables l 1 espace L~ 1 1 est 

aussi, 
,) 

L2 mi et '11t'· 'étant fermés dans 
~ 

donc sont séparables; 

Soient (Fl ' F2 , ,, . ' ) une base de 'lil, 

(Gl ' G2 , '❖ Q t;.) celle de rfl1., 1 

Il est clair que 

I/F~<t1l,J 
(1) rrrt, ~ (F ~G)~ 

VG(:;. 
= 0 P 0 P 0 

car n 
1,... F f: 'l'Q, Vn (1"fl est c. L) 

et 

?tF l G dans L2 
~' 

Y'n 

cela dit, considérons j la fonction directionnelle engendrée 

paries lFj} on a ~ 
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Car p.p. 

de mime, soit j 9 la fonction directionnelle engendrée par les 

{Gj} on a 

et 

donc 

car 

111.tl = '1T1, 

J_ 
'l'Q, !:/ e = IJ11.; 

L ~ = tf1'1,@ 'l'l'l, i 

"ffk C 'Ylt,1 
,yyt} C 'llt,1 ~ 

111!1 .L 1YL j , 

p.p. d 0 après (1) 

Il nous reste à démontrer que ~ 

soit P le projecteur global de L~ 

projecteur de~ sur ~(e 1x) on a 

est mesurable en effet 

et 
ix P(e ) le 

(PF(e 1x) = P(eix) F(eix) 

donc 

car 

Pif est une fonction mesurable pour Vt.p €. 1e 

ix ix 
Pif (e ) = P(e )lf 

Soit <nt, un sous-espace fermé simplement invariant 

on pose 

"ln = ?ln '11L 

on a 

Vn 

poser 

ml = (.;) Mfl. 
··t.oo n1' oo " un 

C.Q.F.D. 
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Il est clair que 'l1'loo et '111,_
00 

sont c. i. donc il existe 

deux fonctions directionnelles jl , j
2 

t q 

'TY) =rtrl. 
"C,... 00 j 1 

comme c; alors :1
2

(e 1x) c:; !:!"
1

(eix) 
'll'too 'I'-ll1t-oo p.p. et 

soit ~ la fonction directionnelle définie par 

et soit on a le lemme suivant 

Lemme. -

1) ~ est s.i. 

2) "'too ={o} 

3) 

4) 

irz,_00 = 111 J 

'l'l,= ( lfl.GtVt, 1 ) . (Î) ( 1L 1 0'11,2) ·El:) • • • @ ( n'l,k 0 ffl,k+ 1 : 
..,..,...._ 
;:±,,· 1) Q 0 

5) ~= ( '11,G '11.,1) (±) ( tti1 e 'lt2) @ •• • (±) (~t G>rtzk+1) t9:) ''"too 

= "l œ irri 
00 

Démonstrati.on. -

on a 

1) 7E-lfL est s.i. car 

mi= rrii @<Qi 
00 

et111>est s.L ,~
00 

est c.L 

2) ~ comme : 

'"ln = 'l'ltoo (±) ~n 

'Yloo ={ 0} 

pour Vn entier positif ou nul 
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4) If{, étant s,L on a 

't°Ln+l C: 1\, n \/n 
=I= 

on peut écrire 

rfl = [1tGïtn J@ [7l11,0 7{.2-q_) (±) ••• 

car si non, on aura : 

et 

soit HE: z ~ R .L -q 0 11...'l} ==:;>HE:il'lt\ 

de même Hl."ln'll n+l 11 =?HE:. (. n+l-q - X 

ce qui démontre que 

Hé Z ..., 

HE-~ n~ pour \ln positif 

cela implique que d 1 après (2) 

Définition. - 'l'l, est dit pur si 11, ={o} 
00 

Remarquer que si~ est s.i. pur on peut écrire 

d'après le raisonnement précédent. 

Théorème. - Soit~ un sous-espace fermé s.L pur j (E
1

,E
2

, ••• ) 

une base orthonormale complète de 'l'l,® ~ 'l'b· alors chaque ,,, 
FE:'lü se laisse représenter d~une façon unique 

F = 

où h" €. H 
2 

J 

Lhj E" 
J 

(au sens de la norme dans 

j 

et 

""--, 2 = L.)lholl 2 J L 
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et 
dans 

Démonstration. = Soit (E 19 E
2 

••• ) une base orthonormale complète 

de 1\,E>a'IL alo!'s 

pour lt j et 

est un système orthonormal dans~ pour presque chaque x car 

pour \tj :f:. k \tn on a i 

donc 

7i. nE j ~ ( 1l n'1l,e ïL n+l~) 

?Ln E • 1 'lte 1l 11 
J 

ce qui implique que 

donc 

pour j = k 

rent de 0 

donc 

cela étant~ 

on peut écrire 

pour If n €. Z si j # k 

p.p. si j #, k 

le mime argument s 9 applique pour Vn entie- diffé-

car IIE.11,, = 1 
J î /.o 

'"'~8 

comme { E j} est une base orthonormale de q e 1\ 1L 

où 

{ t. nE.} est une base orthonormale de ,ê-'1l9 7ln+î1l'L 
J j 

(n) n 
a. t, E, 

J J· 
(au sens de la not~e 

(the de Parseval) 



et on peut écrire 
(0 

(1 ) 

"'" Fn F ":: L. ' 
n=o 

(l!) 

=LL 
n=o j 

avec 
00 

IIF 11
2 

2 ·:z = 
L~ n=o 
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au sens de la norme 1
2 
~ . 

(n) 
a. 

J 

n 
11. E. 

J 

1IF 11 = ~L la ~n)I 2 
< œ 1 n 2 J L~ n j 

Fixons x {Ej(eix)} sont orthogonaux 2 à 2 d'après 

ce qui précède. 

pour \l' j ; on pose 
00 

h. = L J n=o 

il est clair que 

et 
a ( h.) 

n J 

a~n)?(,,n 
J 

00 

~ 1 (n)/ 2 a. 
(2) 

n=o J 

(3) 

à l'aide de (1) + (2), il est légitime d 0 écrire 

qui existe dans 16 PoP~X et 11;,, = L Il h ,!12 
2 

L~ j= J L 
N 

il nous reste à démontrer que F = F p.p. 

pour cela, il nous suffit de démontrer que les projections de F 
N n n+l 

et de F sur chaque x 'Il e ~ '!'\ n=o, 1, 2 •• ,, sont les mêmes. 
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En effet 

(3) 

d'après (2) 

et 

(4) 

c a r E j 1 'ï(. nE k ri n > o , donc les termes 
(n) 

a. pour n ,f:. o 
J 

n'interviennent pas dans 

(3) et (4) donnent : 

Ill 

Ek) 2 (F, Ek) 2 \fk (F, = 

L~ L~ 
de même 

Ill n 
E ) "" (F' 

n 
\fn>O \ik . (F' ~ k L2 

'1t- Ek) 2 

~ L~ 

C.Q.F.D. 

nous allons dans ce qui suit caractériser les sous-espaces ~ s.i. 
2 

de L~ • 

Considérons ~
1 

un espace de Hilbert. dont la dimension 

(finie ou infinie) est égale à celle de "l'\,9?..-1'1,.,, qui est 

appelé rang de ,(t, • Il est clair que le rang de 1lf<91v'iv est 0 

si et seulement si ll't est c.i. 

Soit (If\ ' lf>2 ••• ) une base de ~1 ) (E.). 1 une base 
J J ~ 

de 'il-07E,.1\., ' 
définissons l'opérateur 'U, par 

{ ,Lf 
= E • ltj 

j J 

'U.(~n 4'j) 
n 

E • = 1L J 

L'opérateur 'IL ainsi défini est 

1) une iirnmétrie de ~1 sur ,q,<E)jl!;n 

2) une isométrie de L2 
~1 

sur "l,_ 00 . 
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En effet, comme 'l.l. transforme une base de iae
1 

en une base de 

,rie ?\,,'l'l, donc 1) est démontré. 

Pour démontrer 2) il nous su~fit de remarquer que l'ensemble 

} 

est identique à 

'Il, -transforme donc un ens emb 1 e total de L;. 
2. wl 

en un ensemble dense 

de rll, donc 'U.. est une isométrie de L!JC 
=00 1 

sur û.-= 1li 
-oo 

ix 
Cela étant$ définissons l 8 opérateur 'l.L,(e ) pour presque chaque x 

par : 

V j 

Par sa définition même, .. i.(eix) f i bl ·w est une onct on mesura e et 

is.ométrique p.p. de ~
1 

dans ~ 

Soit ~ la fonction directionnelle définie par 

p.p. 

c.a.d. le sous=espace vectoriel fermé engendré par { Ej (eix)h:l • 

, è • ~ è.ll ns.(eix~ D apr s ce qui prec ue w J 

!J(eix) p.p. 

est une isométrie de '<!G'1 

Soit maintenant 1 1 opérateur global '\L défini par 

p.p. VF E: L~ 
1 

sur 

Il est clair que 'lLH~ est simplement invariant et pùr. 
1 

D I après ce qui précède et d 9 après le. théorème précédent on a : 

donc on a le théorème suivant 
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Théorème de Beurling-Lax. 

S ·t i c.L 2 
01. 'Il un sous espace s •.• pur ~ 

alors : 

pour un espace de Hilbert ~l convenablement choisi et 'li.. tq 
n, ( eix). = est une isométrie pour presque chaque X de ~l dans 

Soit 'ni un sous-espace s.L CL~ 

alors ~ 

où es.t et pur9 mn est ·•r,œ c.i. 

donc avec tX ~ f.d. mesurable. 

et 

d 1 après le théorème précédent on a : 

2 
111= 'U,~ 

1 

et 

car ffll., 
00 

est c.i. 

pour presque chaque 
ix 

e 

donc le théoràme précédent peut sVénoncer sous une autre formè. 

Théorè'me. - Tout sous=espace '"1. s. L de est de la forme 

2 
int.= ,U,H~ EBiwtK 

1 

où ~l est un espace de Hilbert convenablement choisi, 'UJ(eix) 

est une isométrie de ~l dans ~ p.p. dont les valeurs sont 

'J(e ix) rt(eix) h 1 , ( .ix) et ..i est ort ogona a ~ e p.p. 

Dans ce qui suit nous allons étudier li opérateur W précédent et 

on a le théorème suivant 



Théorème. -

Démonstration. = comme 

( 'U, ""'lll 'f j ' 'P ) = (iu, 'f; , 'LI, If) = ( \(,). » tp )836 
~1 J Œ J 1 

donc 

1,!f'U, If. = cpj - pour chaque j 
J 

autrement dit 

-©~ = I d e nt :t t é s u r !J6 
1 

r . P • 

Cela implique que 

I 1 nous reste donc à démontrer que 'U,'ll*= O 
2 

soit FE: Liae tq F lJ p.p. 

alors 

donc 

u.* F :::: 0 

= 22 -

sur 
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TROISIEME SEANCE 

Définition, - Soit '111.J un sous-espace vectoriel fermé de 

tY11, est dit complet si '1'1\..C'Wl.t1-;>CT(eix) :::: ';16 p.p. 

2 
L'l6 ' 

S o i t ·'l'l'L un s o us - es p ac e s • i • d I a p r è s 1 e thé o r ème 

de Bcurling-Lax 

et soit 
ix ix 

~(e ) = 'l.v(e ):J(l 1 

on a 

donc" si 'nt. est complet alors 

'fY1 est dit pur si ~~=to} 

ou t\, H~ ={ 0} 
1 

p.p. 

2 
Proposition. - Soit int, s. i. CH~ alors irrt.., est pur. 

Démonstration. - c'est évident ! 

Définition. - 'LL, est dite analytique si 

Lemme. - Soit 'U, isométrique p.p. 

( 'U, est analytique~ ( 'Ù, H~ C H~) 
1 

de 136
1 

dans ~ alors 
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Preuve. - ( ... =9') Soit {'Pji r=l une base orthonormale de cae1 

2 k k 2 
, '\.llfj e:. H~ -P X. 'Lllf>j = 'll,t 'fj €. H~ Vk~o 

or l'ensemble 

donc 

n = 0,1,2 ••• } 

j = 1,2 •••• 0} 

(~ ) c'est trivial 

engendre 

C.Q.F.D. 

Définition. - S est dite analytique s'il exiJte un ensemble 

dénombrable {Fj} dans H~ toq. 

lx ( ix 
~(e ) = sp{Fj e )} p.p. 

notation le sous-espace fermé engendré par 

dans 1ae 

Théorème. - A chaque ::r fonction directionnelle analytique 

on peut choisir des Fj soit Ej dans H~ t~q. les 

fE (e 1x), 00 forment p.p. une base orthonormale de 
j J j =1 

:J'(eix) • 

Preuve. - Soit 

Il est clair que ~, est un sous-espace s.i. et pur 

donc d'après le théorème de Beurling~L~x on a: 

G,J =~H2 
'lf1 

où 'U,( e ix) est une isométrie de ~l 

est analytique car: 

sur p.p. et 'U., 
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Soit .. E 
j 

on a déjà 

['\l, (eix) 

= 'U, ~j où ( :j) est une base orthonormale de ~ 
remarqué que les {Ej} sont orthonormales p.p. 

étant isométrique p.pJ 

or 

donê les (E j} 
analytique 

p.p. 

ont lee propriétés demandées (puisque 
2 

'U,( e j ) = E j €. H~ \f j ) 

1J., 

C.Q.F.D. 

Corollaire. - Si , est une fonction directionnelle analy

tique alor•s sa dimension est constante dans le sens que 

dim 3'(e 1x) = {N p.p. 
ou bien 

00 p.p. 

Preuve. - En effet 

Sp {Ej(eix)} = !l(eix) p.p. 

donc 

et le dernier . est constant 

Déf ini.tion~ - 'U, est dite fonction unitaire si elle opère 

dans un même espace de Hilbert~ et ses valeurs sont unitaires 

ff'(eix) bl et w est mesura e. 

Il est aisé de vérifier que si 'U..,, est une fonction unitaire 

alors : 

est un sous-espace 

1) s. i. 

2) pur 

3) complet 
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Si de plus alors 4'l, est dite intérieure. 

Lemme. - Si 'U, est unitaire 

on a : ( 'lLH~ = H~ ~ ('\.li opérateur constant) • 

Preuveo = Condition suffisante : 

Si U. est constante unitaire alors 

( V.,(eix) )oo 
ej j =1 forment p. p. une autre base de 'ae • 

et 

Condition né~essaire: 

Si 'UJH~ = H~ alors 'U, est analytique 

car 

donc n,~ t 1 i ...., es ana yt que 

donc 

('U.*,p ,'P) = ( 4' ,'11,lp) est analytique 

or (~If 9 'f ) est analytique 

donc : 

p.p. 

(,u,ip 9 4') = ( o/,'U..'f) est analytique 

~ ('l.lv'f, 4' ) est constante ~ U est un opérateur 

constant unitaire. 

Théorème. - Soient ~ et V deux isométries de~ 1 dans 

~ p.p. alo:os : 

1) 

si et seulement si 'l,l, =I\YA 

où A est unitaire constant dans '4e1 

2) 
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si et seulement si 

où Q est analy.tique et isométrique dans iae1 • 

Preuve. -

Remarquer que 1) résulte de 2) 

Donc il nous reste à démontrer 2). 

2) Si 

poser 

alors 

'LlH 2 C. 'IYH 2 
'1':1 ~ 1 

on aura : 

'IJ'*'\.L H 2 C. H 2 
ag 1 'o6 1 

Q = '\)'"{. 'U., 

QH2 C. H2 
~1 ~1 

donc Q est analytiqueo 

Q est isométrique car : 

'IL étant isométrique 9 et Ill'~ conserve les normes pour les éléments 

de M''JCl = 1.l -gel 

enfin 

C.Q.F.D. 

Soit ~ une fonction directionnelle analytique on peut 

choisir un nombre dénombrable (E.) d 9 éléments de H~ t.q. 

{ E ( ix)} forment p.p. un! base orthonormale de ~(e 1x) 
j e j ~1 2 

et de plus chaque F €. H~ à valeurs dans '3' s O écrit comme 

L hjEj avec hje:.H
2 

une telle famille (Ej) est appelée 

base analytique extérieure de 1 

Théorèmeo - Soit {E'j~j~l une autre base analytique extérieure 

de !J alol."s Eu 
j 

peut. s'écrire : 
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où A= (aj,k>j,k~est une matrice unitaire constante 

Il y a d O autres bases analytiques non exté.rieures en voici 

une., 

de 

que 

Soit 'V' intérieur non constant dans -ae1 alors 

pour presque 
· ix 

rr(e ) mais 

'1Y H~- C. H
2 

~1 f- ~1 

chaque point {Ej(eix)} est une base orthonormale 

'U.,1rH
2 

. ne remplit pas G-J tout entier parce 
~1 

Soit '7Yl,., un sous=espace 

alors 'm,= ,U,,H? 
'ae1 

~c.'¾ ='lr'H~ 

soit :1 

pur 

la engendré par 'TY\... 

est isométrique extérieure, 

d'après le théorème précédent 

où Q est intérieure. 

Donc 1 9 étude de ,rfl, est réduite : 

10) à 1°étude de QH2 
00.i 

ou a l'étude de Q intérieure dans rae 1 
et 

20) à l'étude de tif H 2 

'l:1 
ou a 1 v étude de !1 ='118' 

1 f. d. analyti-

que. 

Théorème. - 1L et ~ 

alors 

étant intérieures : 

( u, H ~ C.. 1"' H .:) <==;>. ( 'IL = I\J' W 
= où W est intérieure)o 

Démonstration, - c 9 est évident. 



QUATRIEME et CINQUIEME SEANCES 

Rapppel : Soit M un' opérateur Auto-adjoint de ~ dans lui-m~me 

alors il existe une famille spectrale (P~) te4o : 

est croissante en p p = p 
t 

2) 

3) 

et 

lim PÀ = 
;\.~"'00 

lim P,\ = 
À,7 =00 

Remarques g 

: } au sens de la topologi~ forte 

si M est no* borné 

si M est bornéo 

2) et 3) soat équivalentes à 

si 

b) Si 

M g(@(M)) 

M' est non borné, le domaine de définition de 

consiste él\'. tous les éléments xE:.'ae t.q. : 

00 

J Il 12 
dllPl x,112 

<+oo 

=00 

c) Soit f une fonction ré~lle continue et bornée. 

1°intégrale vectorielle f(M) = J f(~) d~ est bien définie . 
' J. :\. 

comme un OJ>érateur auto-adjoint, 1:>orné 9 en particulier sif( À ) = e g 

,e,iM =Joo U. dP . . e ~ 

-oo 
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et on a le théorème suivant : 

Théorème de Stoneo - Chaque groupe à un paramètr• Vt unitaire 

et continu est de la forme 

V = eitM 
t 

où M est autoQadioint de~ dans lui-m3mes non nécessai

rement borné. et M parfaitement déterminé par lVt}. 

De plus étant donnés les Vt 

iMx = lim 
t ➔O 

pour la norme de 1ae s 

et cette limite n 9 existe pas si 

Cela étant, soit '\,l. unitaire dans~ et mesurable il est 

clair que 
2 

'lll.,='LvH~ 

p 
n 

est le projecteur sur 
( 

alors la suite (P) 
n 

lim p == 0 
n➔ +® n 

lim p = I n 
ft➔ =OO 

poser p = p 
"- n 

lim Q. = I n 
1).~00 • 

lim Q = 0 
n 

n➔ -oo 

est So'i• pur et complet;; donc si 

tYTl, = ,(nl11\., 
l\ 

est décroissante et 

d 9 après la théorie de la décomposition spectrale on peut écrire 

Comme '11'\.., est pur alors on a: 



ou 

où 

m 
'Y1l= (f) R 

n=o n 

1er cas • .., si 

sur R n 

alors 

, Vt est la multiplication scalaire par 

poser 

on a 

ia(x+t) 
= e 'f 

pour F €. R n 

nous allons déterminer B où 

= e itB 

on sait que B est auto-adjoint et que: 

00 

B = ... J J\ dP À 

-oo 
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itn 
e 



donc iBF = d 
dx F pour F €. R n 

Il est aisé de vérifier que 

ID(B) ={F€:. L!/ F(eix)111 L ,tn 'Pn } 

~ '1l,2 llcpn112 
< oo 

et ce domaine est iden-tique à 

V F=F 

l'ensemble des 

donc 

lim 
t ➔ O 

lim 
t -à> 0 

t = iBF 
t 

T F-F t 
t = F' = iBF 

De plus tout FE:. lb (B) est continu : 

car 

alors 

l 8 inégalité de H~lder. 

Ce qui implique que 

est co11.tinu. 

F 

2ème cas • .., 't1\,,='U.,,H2 c. H2 où 'lL est unitaire 
~ -ae 

00 

B = - J .ldP~ 

-oo 

comme ,n'\... est pur on peut écrire 
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t.q. 

d'après 



/\'Y\., = ( 'l'lt@?\. irrl) Et) (~/tl\,G) il, 2'111..-) (:F) ••• 

= 'U., z EB> ('ll, ,t.. ~) © ('Ll, ~ 2!1) Ef) 

il est clatr que: 

iB'll = W.D sur R n 

et on a le théorème suivant : 

Théorème. -

{

'U.F E:. ID ( B) 
[ F ~ 3J (D) ] ~ et 

i B '\.lF = 'tU) F 

, Vn 
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Preuve. - c'est évident, la démonstration découle immédiatement 

de la définition de d)(B) ~ 

Dé fini t i Oil • - 'lL est dit dérivable si 

existe dans le sens 

qu'il existe un opérateur 

T 'U. .., 'l.L. 
(1) 11-tt __ 

Proposition~ ... 'U! est dérivable en même temps que 'Il.. et 

Preuve. - (1) donne 

Il 
C.Q.F.D. 



on sait que 

donc 

et on pose 

iM 
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(2) 

(2) implique que M = M~ 

Lemme. - Soit Q un opéra~eur borné dans L~ qui commute 

avec toutes les multiplications par des fonctions scalaires 

bornées 

q(eix) 
( c. ·a. d. 

on a: 

pour toute fonction scalaire bornée 

alors il existe une fonction ~(eix) dont les valeurs sont 

des opérateurs dans '16 t. q. : 

p • p • p o,u r V F L L ~ 

De plus ,: 

C 

Preuve. - Il nous suffit de démontrer le lemme pour le cas de 

dimension finie car dans le cas infini, 

p le projecteur de 'ae sur 
n 

il est clair que 

tions scalaires donc 

démom,tré po-ur le cas 

p 
n commute avec toutes les multiplica-

P QP aussi, Vn , le lemme étant n m. 
de dimension finie dom,c il existe un opé-



rateur 

(P QP) est défini par n n 
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et le lemme sera démontré en faisant tendre n vers l'infini. 

Cela étant, nous supposons 'Je, de dimension finieo 

Soit une base de~ i on pose: 

nous allons démontrer que 

p • p. pour 'r/ F e. L ~ 

En effet c O est évident pour 'ï/'f €. ~ et pour tout polyn8me 

trigonométrique car Q est supposé commuter avec toutes les 

multiplications scalaires. 

2 
F € L'J~ existe une suite de polyn8mes P qui 

n Soit 

tend vers F dans 

F qui tend vers 
nj 

» on peut en extraire une sous suite 

p.p. 

donc 

et 

QF ~ QF dans L ~ 
1JI. j 

autrement dit 

( Q F ) ( e i X) = Q ( e i X) F (e i X) 

Il nous reste à démontrer que 

sup esdl Q(e1
x)ll~=IIQII 2 

X L'lf, 

Il est clair que~ 

sup es~I Q(e
1

x) Il ~ IIQJI 2 
X 'a& L~ 

si 



Il Q 11 2 
L-36 

- 36 ... 

alors il existe t , un ensemble ~ de mesure non nulle 

(i,- ( \ )> 0) et un ~~~ de norme 1 t.q. : 

sur ç, 

Soit F la fonction définie par 

et 2. I 2 Il F Il 2 = Il 'P Il d.- = a- ( ~ ) 
Liae ~ ~ 

et 

IIQFll2 2 =J·n~<eix) F(e
1

x)il~dcr ~ (IIQII + €. )
2

o-(\) 
L 'de, 

donc 

ce qui est impossible. 

donc si 

lieu de 

Q satisfait le lemme précédent on écrit 
IV iX 
Q.( e ) • 

Théorème. - Si· 4ll, est dérivable alors 

~(B) = 2) (iD) et 

B = = iP .., M 

C.Q.F.D. 

au 

oü M est auto-adjoint·borné et commute avec toutes les multi

plications scalaires» donc d 9 après le lemme précédent 
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Preuve. - Le théorème résulte de ce qui précède 

C.Q.F.D. 

Par définition 

Il est aisé de vérifier que 

donc si F E:R alors F est Ulle solution de 1 9 équation 
0 

différentielle F O = iMF inversement· on a le thé,orème suivant : 

Théorème. - Si F est une solution dans le sens ordinairede 

l'équation différentielle 

F O = iMF (3) 

alors F E:.R 
0 

Preuve. G Nous savons que 'Y:...tp _ est une foaction continue peur 

~(1) est un opérateur biea défini poser : 

~ = u. 'U.~1 (1) 

u.1 (1) = I dans~ 

et 'U1 vérifie 1 8 équat iom. : 

donc on peut supposer que ~(1) = I 

ch~que t/'€ iae , U.'f est une solution F 

F(l) = <p 

dans ~ 

de (3) 

et pour 

avec 

Cela étant, soit G une solution de (3) t .. q. G(l) =If d'après 

ce qui précède, il existe un Fé R0 qui est une solution de (3) 

avec la condition initiale F(l) = f 
or F-G est une solution de (3) et 

(F-G)(l) = O donc la théorie classique des équations 

différentielles affirme que F = G 

autrement dit G é R0 C.Q.F.D. 
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Dans ce qui suit nous avons besoin du lemme suivant 

(sans démonstration). 

Lemme. - Soit M un opérateur de L~ tel que: 

ix 
a) Il M( e )ll<ae ~ K <+ro 

b) M(e ix) est a. a. presque partout 

alors - iD - M est un opérateur a.a. dans L
2 

dont rae, 
le domaine est ~(D) 

D O après ce qui précède, à tout sous-espace 'l'l'L, s. i. 

complet de L~ correspond un opérateur unitaire ~ 
est dérivable, à 1111. correspond un opérateur M : 

M = + i'U..U.,;I{-1 

pur et 

et si 'U,.. 

Inversement, si seulement M(eix) est borné a.a. en posant 

B = =iD - M qui est un opérateur a.a. dans 
12 rac à domaine a)(D), on retrouve 

B J ,._ dP).. 

'l'Y\. 2 'llH 2 = p=OL'êl& = 
'ae 

et les éléments de 'lY\...E) 1\,'111.. sont exactement les solutions de 

l~équation différentielle F' = iMF 

D'après ce qui précède on: a _vu que si 

solution de 1°équation différentielle 

F 0 = iMF 

2 
Fe:. L~ étant une 

est une solution de BF = 0 alors F est périodique donc ~our 

que le problème soit possible il faut que toute solution de 

!"' . .équation F 9 = iMF · soit périodique et on a le lemme suivant : 
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Lemme.· - F étant une ~olution classique de F 9 = iMF 

(F solution de BF = 0) <'ië P (F est périodique) 

Preuve. - En effet, il nous suffit de démontrer que 

F ~ l) iD 

comme = i MF ~ F O e L 
2 
rat; 

Théorème. - Si B + iD 

avec B a. a. sur 

et P = n -n 
;\,+n ~ P n1l 

alors B = - iD - M 

adjoint. 

=i>~ n 2 1ltt> 112 <+00 =;>FE.@.D ~ n i 

est un opérateur borné dans 

~ (iD) 

( avec 
CX) 

B = -I '),dP). ) 
-oo 

C.Q.F.D. 

avec un opérateur borné M auto-

Inversement si B =-iD - M avec M. opérateur bonté a. a. 

M alors 

Preuve. -

poser 

Il est aisé de vérifier que (QÀ) est un projecteur dans 

L~ et que (Q;t ) est décroissant, 

et lim Q = O 
;\. ~+ CX) 

lim Q'\ = I 
À~-00 I'-

et {QJ..} est la famille spectrale de "t.n B:(..-n 

donc on peut écrire : 
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;(B~-n = - Iro). d [~np~ -,c,-n J ce qui a un sens ; 

-CD 

d'après l'hypothèse : 

O'fl. a : 

7(,nB~-• = -IœJ () .. =n) dP.l, = -J00 

;;tdPil -nI (4) 

... co -œ 

Le mime raisonnement appliqué à -iD donne 

cela implique : 

~• [B -(-iD)] ~-n = B + iD 

B + iD commute avec toutes les multiplications scalaires 

donc d'après le lemme 

est défiai par M(eix) 

(page 34) 

t.q. M 

B +- iD est a. a. et 

est a. a. · et borné 

autrement dit B =-iD - M 

B + iD 



SIXIEME SEANCE 

D'après ce qui précède, à chaque sous-espace s. i. pur 

et complet 'i1\., C. H2 correspoad un opérateur M a. a. borné 
2 

~ 
'\Ul 2 = 1Y\, ) dans L-t, (à condition que 'Lt,, soit dérivable avec 'de 

et que toute solution de l 6 équation différentielle 

F 9 = iMF appartient à 

et B = = f oo l.dPÀ 

-ro 

avec 

Problème : Est ce qu 1 on peut faire correspondre à tout opéra

teur M a.a. borné dans LL un sous-espace s.i. pur et 

complet l"fYL? 

D'après le raisonnement précédent, on ttouve une condition 

nécessaire c 0 esr que la famille spectrale (PÀ) est une 

fonction de saits aux entiers {n~ 

comme 

écrire : 

-iD = M est un opérateur a. a. 

- iD - M = = J00

· 1dP). 
=00 

si de plus (P) 
.l ). =-oo satisfait à : 

on peut démontrer en posant 

2 in'l, :::::p Lno 
-o 0\3 

dans on peut 

'r/n entier 

que 111\.. est le sous-espace s.i. pur et complet correspondant 

à M 

En effet, comme 
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Lim p = 0 
n..-+œ n 

Lim p = I 
n 

n ➔ -oo 

et 

alors 'fi'\,.= P = 
0 

L ~ est s • i. , pur et c om p 1 et • 

2~me eroblème : Etant donné M un opérateur a. a. dans 
2 

L'R. t. q. 

IIM(eix)ll'JG~ K<oo • Est ce que toute solution de l 9 équation diffé-

rentielle F' = iMF est à la fois périodique et de classe 

Remarquer que d 0 après la théorie classique des équations différen

tielles si M est analytique toute solution de l 3 équation diffé

rentielle F O =iMF est analytique. 

Or dans le cas que nous étudions, on peut trouver des opéra

teurs M dans L~ non ahalytique tandis que toute solution de 

l'équation différentielle 

F 0 = iMF est de classe 

par exemple si u., est dérivable, M = i ivu,~' n'est 

tique car M = M"" • 2 
Etant donnés 2 opérateurs M et N a. a. dans L'X 

et à M et N correspondent 2 opérateurs 'U.. et ~ 

a ,le théorème suivant 

pas analy-

t.q. 

et on 

2 2 
Théoràme. - Pour que 1.l,H'i!Gc tl'H3e, il faut et il suffit que 

f(-iD-M) ~f(-iD-N) pour toute fonctio~ f réelle continue 

bornée et croissante. 
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Preuve. - Comme f est supposée réelle continue et bornée 

donc 
f (-iD-M) = -J~oo f (l.) dPl. est un opérateur borné dans 

de même pour l'opérateur 

La relation d 9 ordre ~ 

f(-iD-M) ~ f(-iD-N) 

peut s 1 interpréter par : 

(f(-iD-M)F,F) ~ (f(-iD-N)F,F) 

c.a.d. 

poser 

dµ 1 ( ;\.) = -d(P)..F ,F) 

d µ..
2 

( l. ) = - d ( Q ,t F , F ) 

qui sont des mesures positivés 
).. 

poser : "1 p ) = J d"1 ( t ) 

donc 

-oo 

f'-:2 ( À ) • r· dP-z ( t ) 

- 00 

qui sont des fonctions 
croissantes. 

En intégrant par parties, (1) peut s'écrire 

~ -I 00 /JJ-2 ( ).. ) d f ( À ) 

-oo 

(2) 

pour toute· f réelle, continue bornée et croissante 
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or l-'2 (A) = r d(Q;tF,F) 

-ro 

de même 

(3)) 

I 1 nous reste à dé1montrer que 

En effet 

et IIQ>JII désignent les normes 

des projections de 

ment donc 

sur 

<3 ) 4 ;> ('Il.Hz c. 't7'Hz) 
~ iae 

et sur respective-

C.Q.F.D. 

Corollaire. - Si ~ est intérieur, alors M est ~o p.p. 

Démonstration : 

En e'f f et, 14. étant intérieur 

on pose 4Y = I le théorème précédent démontre que 

f(~iD-M)~f(-iD) pour toute fonction f réelle 

'continue bornée et croissante car N=O 

en particul.ier on prend f{ .l. ) = >-. 
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et posons 

·f ( ,t ) =~ l>...1 .::n 
'f\. "' 

f ( À ) = in.. l.. ~ n 
'r\... 

f ( >.. ) =-n. l~-n 
'l'l-

f (A) est réelle, continue, bornée et croissante donc : 
't\.. 

c.a.d. pout VF~ ~(iD) on a : 

(f (-iD-M)F,F) 
n 2 

L~ 

~ (f (-iD)F,F) 
n . 2 

L,ae 

or 

Lim(fn(-iD-M)F,F) 2 ={{-iD.-M)F,F) 
2 

n .;i. +a> L 96 L~ 

L i m ( f ( - i D ) F , F tt. = ( - i D • F , F ) 
n++oo n ,W 

donc ((-iD-M)F,F) ~ (-iD.FsF) , VF~i>.D ~ i 

ce qui démontre ·que 

autrement dit : 

donc 

dans 

ix M(e hO 

Comme M vérifie 

.P. p • 

M2 = 'U..''tL'"' (4) 

C.Q.F.D. 

donc si a correspondant est in~érieur d'après le corollaire 

précédent M~O et M est bien déterminé par (4). 



SEPTIEME SEANCE 

Définition. - Soient T un opérateur borné dans rie s un 

opérateur borné défini sur ~V et à valeurs dans rae,· Q un isomor-

phisme de ~ sur 'Je' 

T est dit semblable à s (TN S) 

si SQ = QT 

De plus si ~= ,ae, et Q est unitaire, T et s sont 

dits unitairement semblables. 

Problème : Est ce vrai que tout opérateur borné T défini sur 'ae. 

a valeurs dans l;JG (dim '<le> 1) possède un sous-espace fermé ,ae 
0 

non vide t O q O 

La réponse est positive quand~ est de dimension finie. 

M&me si -a& n'est pas séparable, la réponse est affirmative en 

effet 

Soit If€~ un élément quelconque non nul de ,ag 

l'espace fermé engendré par {rf}:=o 

,ae. = S (Tn \ ro 
o Pl 'fJn=o 

Il est clair que (car~ n'est pas séparable} 

et que T~ c~ 
0 0 

Dans ce qui suit,• désigne un espace de Hilbert séparable. Soit 

T un opérateur borné sur raG de norme IIT 11<1 

Considérons 1 9 application 

A ~ H2 
'4t'., (D 

If 
~ n n -1 

---=:.,.. Fi> = LJ. T lf> ) il,, = ( I- 7\, T) \f> 
0 

·l'expression a un sens car IITll<l 
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Soit , il est aisé de vérifier que 

A est un isomorphisme de 'de sur !lt~ 

Considérons l 6 opérateur s• défini par: 

~ ~J t\..-n ~ 
n z ~1 n+17t n 

n~o n~o 

on a . . 
+œ 

F Tif = L (Tnlf ) ?(, n = ~ F'r, 
n=ê> 

c.a.d. 

s* et T sont semblables. 

Ce qui implique que l 9 hypothèse sur les sous-espaces invariants 

en général est donc équivalente à cette mime hypothèse sur les 
' 2 

sous-espaces 1:k.c H?i,5 obtenus précédemment. 

de 

Soit 

et S l 6 opérateur défini par : 

CO 

s<Z lfn7l,n) = ~ (fn-1 ?\,n =?t <Z lf'n ,tn) 
o ~ n~o 

s 
Il est aisé de vérifier que 

dans H
2 

et que 
'ae 

est l'opérateur adjoint 

donc trouver des sous-espaces fermés inveriènts pour s- compris 

entre {O} ët ~ 

invariants pour 

Lemme. - Si 

équivaut à trouver des sur-espaces fermés ll1't 
0 

S compris entre /\'l'l, et H~ 

0) 

= L<Tnlf') 1\. n} alors 
n=o 
'f €, 'aG 

2 
'11t.= H E) 'X est complet. 
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Preuve. - Il est aisé de vérifier que le vecteur 

G = T~'f - lp 1'.. est orthogonal à !k pour \1ip€. 'dt; 

Soit 1 une f.d. t O q O • 

nous allons démontrer que 

En effet on a~ 

ix 
T"f-'f -'f7\,E:.,(e ) p.p. 

p.p. 

or lln•ll<l donc T~-7\.(eix) est inversibledans~ p.p. 

ce qui démontre que 

si 

on a : 

(f €. (T* _ i\. )-1 (!f ( eix)) 

!t(eix)C ~ 
:/=-

p.p. 

p.p. 

ce qui est en contradiction avec (1) car~ est choisi arbi-

d HD !at(eix) __ MD trairement ans~ donc ~ -~ p.p. 

/fi'\.. étant complet et contenu dans ¾ donc 

111\.= 'lLH2 où 'U., est intérieur. tJe. 

C.Q.F.D. 

2 Proposition. - Les sur espaces de 7TLC Hrae, sont en correspondance 
1 

biunivoque à des facteurs unitaires con~tants près avec 

les factorisations 'l.l. = '11''\!Y où 1"' et '1.IJ" sont intérieurs. 

Si IIY et '1V"" ne so~t pas constants 

alors 

Preuve. - La démonstration découle du fait suivant : 

Soit ~ et ~ deux fonctions unitaires alors 

oti 'llY est intérieur) 

C.Q.F.D. 
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Conclusion : D'après ce qui précède on se demande si tout 

opérateur 'Ll, intérieur se laisse représenter comme '\1'1,lY où 

et 

le cas 

11f sont des opérateurs intérieurs non constants sauf dans 

où la codimension de 'U.H~ dans H~ est égale à 1 

On va trouver la forme de 

dans H~ : 

2 2 
'lY\..= 'LtHiae:,C. H~ si n1\.. est de condimension 1 

codl'fl\...= 1 ~ dim 'X=l 

Soit , .G #: 0 
a, 

G(x)= L tp i,._ n 
n n=o 

S.,.:.G€.~ car!}{ est invariant 
a:, 00 

s."fG(x) L n 
=ÀL 

n = 'X. If' n+l tpnïl car 
n=o n=o 

donc If n+l = Àlf' n \ln 

cela implique que: 

'P = À. 
0

ip Vn n o 

et 'Po 'F O 

donc 
œ 

G(x) = <L Àn ?ln) ~o E:R~ 
n=o 

œ 

~ L 1 ).12 n <+ro ~ Lll<l 
n=o 

on peut écrire alors : 

G(x) = 1 
---- lf'o 
1- À X 

Réciproquement, tout couple ( ,l , c.p ) où 

lieu à G et à !k ={ À. GJ invariant pour 
2 on va étudier 1 'espace 'l"l'l = H,ae G .:J-c 

pour s~ et 

dim'!K. =1 

IXl<.1 ;f€. 'dG donne 

s~ (~ est de dim.1) 



VFE:. 'Y'(l, on a : 

donc 

or F = L_. lJ) n "Â-.n 

n~o 

--r<X> 

0 = (G,F) 
2 

= (\f', Lr-n lfn)'ae = (lf,F(i ))
00 

H'JG n=o 

autrement dit : 

(F E: 'l'Yl. ) 4=;t> (F Cf )..L 'f dans % ) • 

ce qui nous donne le théorème suivant 

Théorème. -
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(cod 'Ill =1) 4==9 ( 'Tt\, consiste en to'-'tes les fonctions F t.q. 

F ( X. )..L \f) où "i et If sont fixés) 

1.tl <1 

fïi&o • ~€.'ae 

Dans ce qui suit nous allons étudier la forme de 'lL- associé à 

fttl()}f) ~ I 1 est aisé de vérifier que U est défini par 

car : 

tl( I ) F ( i ) ..L 1P 

en effet +œ 

F = Lfj ej où 



(D 

(ej)">l est une base de W t.qw e 1 =, 
J "" 

pour j =1 ~ 'U.( À- ) If = 0 d'après (2) 

et j,&1 (ej,'f') = 0 

donc 'l.(H~ C 1Yl ( l , If ) 
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et Inversement chaque fonction appartenant à l'fTl ( 1 , ~) peut 

se mettre sous la forme 'ltF pour une fonctio·n F analytique 

ce qui donne : 

or 

UR 2 = 1\1\, ( .l , If ) 
'Je 

iM = 'l.t' /Ll.-l 

o~ M est l'opérateur correspondant à(~,~> 

Comme 

et 

'tl( e i X) <f' '= tp 

U.' (eix)'J' = o 

U.' (eix)(f> = L 
ox 

iM 'f = 'lL''U..-l 

si tp..L"f 

si 4'.l.tp 
ix 

e 
---i"'"'x- If 
1- :te 

2 
1- 1-tl lf 

(1-À.7\. )2 

= i 1- 1Al
2 

lf 

11-l ~12 

et iM~ = 'I.L1'll 1
~ = 0 si 

pour ,l = O ==;> iM \fi = i'P 

(par définition de 

M(eix) = projection de~ sur (\fi} 

c'est le cas o~ a est trivialement non factorlsable~ Est ce 

que l'on peut trouver d'autres ~ non factorisables en étudian~ 
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les M qui sont des projecteurs p.p. ? 

La réponse est négative, en effet on a le théorème 

suivant : 

hé è Si M(e ix) T or me. - est un projecteur dansge pour presque 

chaque x et si 1U.Y =iM'l.L où u est intérieur alors 'U,. 

est factorisable, sauf dans le cas où M est constant 

et son image est de dimension 1 

Démonstration. - La démonstration se divise en plusieurs étapes 

supposer que M n'est pas constant et que '\.li n'est pas 

factorisable (cas où M est constant est trivial) 

1ère étape: 'U.. étant supposé intérieur pour 

VF€. 'ttH~ = 111\., on va démontrer que MF e:. H~ (remarquer que M 

n'est pas analytique car M est auto-adjoint) en effet soit 

Ge:.H~ t.q. F = 'U.G 

on a I\.L1 G =. iMF 

('\L' étant analytique) ===;!:>-1U...'G 1 ° est aussi donc MF 1 'est. 

2ème étape : Poser ~= {Fe: H~ / MF e: H~ } 

l\l 
Il est aisé de vérifier que 'l1l, est un s. e.v. invariant 

fermé propre de H~ et que 

I'\) 2 
'l'l'l C 'YYl_ 1 H ~ 

Par l'hypothèse provisoire "~ est non factorisable" 

nous avons 

Soit D(eix) l'image de M(e 1x) alors ,(eix) eat le plus 

petit sous-espace fermé contenant l'image de /Ill' p.p. donc. !J 

est une f.d. analytique soit V 

tiq·ue extérieur -qui applique rae1 
est définis par 

l'opérateur isométrique anily-

sur 'j , remarquons _que V 
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Il est aisé de vérifier que 

3ème étape: Soit1e 1 l''espace engendré par 1o1.1 ,c<2 , ••• } 

on pose 

F. = Vc;.. 
J J 

on va démontrer que 

V-ltlTll....c. H~ 
1 

En effet, puisque V est extérieure, il nous suffit de 

prouver que vv-t-'11\., c H~. 

Or dans la 2ème étape on sait que M=VV~ 

donc 

autrement dit : 

de plus s+F. J..'YYL car pour VGe. 'îQ 
J 

= ( F • , S G )....,,_ ·0= ( V 0( ~ , 
J QU J 

SG ),ae 

or V*tYYl c. H~
1 
~ V*G . est analytique =,:,- 7{.. V"'G l'est aussi 

et sa valeur moyenne est nulle donc 

En d'autres termes 



où 2 
G. €.. H~ 

J 
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on va démontrer que G. = este. 
J 

S-t, F . l. rcY\... dans L2 ~-
J 'ae, . 

7l-1F. dans L2 
J 'Je 

=r 'LL 1l - l G . 1 'l1l_ 
J 

dans L2 
'de 

ou 

1\,.-l G l ll.L * rnt 
j 

'Q~l)'îl_ 2 
111l_= 'U.H~ or = H~ car 

ce qui revient à dire que 

( Â-lG. 1 ) ~. J eJt conjugué analytique et à valeur moyenne nul e 

autrement dit G. est constante. 
J 

4ème é t_ape : 

poser 

= U G. où 
J 

2 
G j €. Hge d'après la 3ème ét~pe 

or (F' . = iMF.) ~ (F .€. IJYl_ e 1t_ q) 
J J J 

mais MF. = F. 
J J 

donc F ' = iF. . . j J 

ou . . 
F' ~ n = in 4J ~ j n 

nio 

avec F. = Lirn ?ln J n~o 
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Ce qui donne 

(D 00 

L in 1\.n L n 
't>n = 4'n ~ 

0 n=o 

~ F. = <µ 1C 
J 1 

on est arrivé ainsi à une contradiction pour 2 raisons 

1ère raison : V est suppos€ extérieur 

c.a.d. ce qui est impossible 

2ème raison 

chaque fonction (F.) 'a 
J 

une direction constante donc tt =este~ M = este ce qui est 

en contradiction avec 1 'hypothèse sur M , 1e théorème est donc 

démontré par l'absurde. 

C.Q.F.D. 

Théorème. - Si rae, est de dimensi"on ,finie chaque 

peut gtre factorisé sauf dans le cas trivial. 

l\.l.,' intérieur 

Voir la démonstration dans "Lectures on invariants 

subspaces" HELSON 
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