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Séminaire d'Analyse Harmonique 

Année 1968-69 
Exposé n° 1 

Synthèse harmonique 

par Y. Meyer 

Soit E un ensemble compact de nombres réels et S une distribution, à valeurs 

complexes, dont le support est contenu dans E. _On dit que S est une pseudomesuresi 

,.. 
la transformée de Fourier S de S est une fonction bornée~ On pose alors 

et l'on vérifie aussitôt que l'espace vectoriel de toutes les pseudomesures de support 

contenu dans E est un espace de Banach pour la norme jjsjjPM. Cet espace se_rn noté PM(E). 

On peut, par transport de structure, définir l'algèbre de Banach A{R) de toutes 

"' les transformées de Foùrier f des éléments 

définissent des formes linéaires continues sur A(R) par 

Nous nous intéressons à la construction d'une suite 

continus de PM(E) tels que 

a) le support de ~ (s) 
n 

soit une partie finie de E 

b) pour tout f E L
1

(R), on ait 

... 

Les 6léments S de PM(E) 

< S,f > 
.... 1() ,. 

= ( S,f) == S(x)f(x)d.x~ 
VR, 

( t.JJ) d•ondomorphismes 00n'n ', 0 

lim < ;& ( S) , f > = < S , f > • n 
n -+-i-oo 

c•est à dire les :J;n approchent l'identité dans la topologie faible des c,ndomorphisme:S 

de PM(E). 



2:. 

Â cet effet, nous démontrons un théorème analogue à la condition de Herz ( [1] th. Vl. 

P• 124) où les progressions arithmétiques sont remplacées par les "modèles" définis au §1 

1. Les modèles. 

Soient 

n-1 - K un compact de R 

n nombres réels, linéairement indépendants sur z. I la forme 

linéaire sur Rn de'f1'n1·e par I(x
1

, x) - a x + + a x ••• , - 1 1 ••• . n nn 

... ' L 
n-1 

n-1 autres formes linéaires sur Rn formant avec I une base 

du dual de Rn. 

A ces données correspond un ensemble de nombres réels A que nous appellerons un 

modèle ; JL est 1 1 ensemble de tous les nombres ~ s I écrivant a
1
k

1 
+ ••• + a.nkn ~ 

que ~ entiers relatifs 

L 
1 

(k
1 

, ••• , k ) ) E K. 
n- n 

2. ~ intérieur d'un modèle. 

••• , k ), ••• , 
n 

Les notations sont les m~mes que ci-dessus. Appelons pas d'un ensemble À de nombres 

réels la quantité 

Appelons, pour tout e > O, K 
e 

n-1 l'ensemble des points de R dont la.distance à K 

ne dépasse pas E. Soit .Ae le modèle défini comme le mnrlèle .A. mais où K es't, remplacé 

par K • 
E 



Posons 2,g._ = sup (pas de À ë.) 
E ) 0 

2,g._ est le pas intérieur du modèle A (il arrive souvent que 2d soit égal au pas de A) 

J. Condition pour gu'un ensemble soit de synthèse 

Théorème. Soit E ~ ensemble compact de nombres réels~ Supposons qu'un modèle .A., 

~ réel strictement positif 7l. et ~ suite {sn)n ~ 1 de nombres réels strictement 

positifs sn tendant vers O soient tels que la distance entre (sn .A.) n E tl E .!!,2. 

dépasse pas (_g._ - ~)sn où _g._ est le ~ intérieur de .A.. Alors E ill lm ensemble de 

synthèse. 

4. Nous n'utilisons, dans la preuve du théorème, la définition des modèles ~ue pour 

avoir le résultat suivant. 

Proposition 1 • A tout s > 0 _2!!. peut associer ~ mesure complexe, non bornée, µ. 

~ la droite telle que la transformée de Fourier (.fill ~ des distributions) 

J
x+1 

sup 
xER x 

Pour démontrer la proposition, nous étendons la fonction a à tout ~ en posant 

a(>.) = 1 pour tout À de .Î\. o 



4. 

n-1 
Soit , une fonction indéfiniment dérivable sur R , égale à 1 sur K, 0 hors 

de K. Nous poserons 
E 

(2) 

si À = a
1
k1 + ... + a k ; k. E Z ( 1 ~ j " n). 

n n J 

Appelons ~ la mesure discrb-te définie par le second membre de (1) lorsque a est 

défini pa.r (2).. Calculons la transformée de Fourier y de ~.. Soit f(x) une fonction 

indéfiniment dérivable d'une variable réelle à support compact. 

On a 

formée de Fourier de la forme 

où, 
A * Il 

à un facteur près, '( = Î et où l'endomorphisme L de R est l'inverse de 

l'adjoint de L = (L
1

, ••• , Ln_
1

, I). La fornrole de Poisson donne alors 

* où µ. est la mesure discrète donnant au point L (k
1 

, ••• , k ) la masse 
n n 

* des Lj, 1 ~ j ~ n et de la décroissance rapide de f.. On vérifie sans peine que 

(3) j
x.+1 

sup ail'-! (t) < + oo. 
xER x 



5. Dès ce moment la preuve court d'elle même. 

Soient e et •f deux nombres réels positifs tels que, si d I est le pas de 

on ait 

(4) distance entre (s A) t1 E et E ~ (d' - -n1 )s • 
n ~ n 

Soit g(x) une fonction paire indéfiniment dérivable d'une variable réelle 6gale à 1 

sur [o , d 1 - 1r], à O hors de [o , d 1 - 1l_' /2]. On pose 

(5) 

(6) 

-1 ) µ, = S µ,( S X 
n n n 

g = g(x/s) 
n n 

et l 1on'définit un endomorphisme ;i de PM(E) 
n 

(7) $ (S) 
n 

À A A 

On a IIZ (s)JlPM = JI~ * (S.g )li ~ ilsll li Îjh 1 * n n noo oo n 

par la formule 

... 

dS(-t) • 

C < +oo grâce à (3) et à la décroissance rapide de go Soit li!~ lili ~ C. 
l ll 

On vérifie sans peine que, grâce aux hypothèses du théorème, 

A 

~ cl!sl!oo où.. 

lim s Card((s .1\.) ('\ E) = 0 (en particulier E est de mesure nulle). Appelons ot 
n n n 

n -..+oo 

la partie de A(R) composée des éléments de A(R) constants sur chaque intervalle 

A(R) et la convergence simple de la suite des ~ (S) 
n 

des Je; est dense dans 
n 

sur dr, 
00 

entraine la convergence 

simple sur tout A(R) car .la suite des normes des d/Jn est bornée. 



6. 

6~ Application. Soit B ~ entier algobrigue dont~ les con;iugur~s (sauf" 0 l!::..l.=. 

m~me) appartiennent à JO , 1 [. Supposons G > 2~ Alors l 1 ensemble parfait ! rapport dP. 

d . t· .c.-1 issec ion ·v est de synthèse. 

Appelons en effet (J'., 1 $ j ❖ n les n !!-isomorphismes distincts de Q[G] dru1s C 
J 

où n est le degré de e et où cr
1 

= Id. 

Soit JI. l I ensemble des nombres réels de la forme 

1 
pj E z, tels que 0 ~ o·/ À) ❖ 1_ o-.(G) pour 2 ❖ j .$. n. Le pus intérieur du modèle 

n J 

A est n (1 - o-.(e)),, En effet, si À et ,.., 
appartiennent à. .A.f., on a 

2 J 

Or le produit 17 (j. (), - ), 1 ) 

1 J 
est un entier relatif non nul si i\ f- À' .. On a donc 

n n 
IÀ - À' 1 ~ n (1 - cr.(e)) - o(c:) 

2 J 
et le pas intérieur de Jl est n (1 --Cï.(0)),. 

2 J 
n 

Si G-1 n 1 estpa.suneunité, on a (e-1)TT (1-(ï.(0))>,,2 .. L'intersection 
2 J 

n k 
de Q-nA et de E se réduit aux points de E de la forme L ~e-, ~ E {o,1J et 

0 

le théorème s'applique immédiatement. 

n 
Si e - 1 est une unité, on a (0 - 1)n(1 - o-.(e)) = 1. L'intersection de fl-n ~ 

2 J 
n 
~ -k et de E se compose des points L-1 eke et, éventuellement, de certains points 

0 n 
~ -k -n/ 
~ ~e + e e-1, dès que c: est assez petit. 

0 

Soit g(x) une fonction paire égale à 1 sur [o , 1/0(0-1 )] nulle hors de 

r -1 -1] L-e , e et indéfiniment dérivable. On forme 



7. 

On vérifie comme dans la preuve de la proposition 1 que, pour une constante C, on a. 

JI~• (s)Jl ~ c!lsjjPM. Grâce au calcul du pas de .A.€, on vérifie que si S E PM(E), 
n PM 

-n 
charge les points de e l\. ' 11 . . d n-n A + ,..,-n;e - 1 et eventue ement certains poJ.nts e u Jt. ~ . 

et que le second terme définissant ~ '(S) est nul. n . 

par 

(Si 

On définit alors JE!, rr comme ~ 1 à la seule différence que A. y est rer:1placé 
n n c 

A + 1/G - 1 et l'on pose 
e 

$ (s) 
n 

charge déjà 
n 

L \:e-k + e-11/e - 1, 
0 

SEPH(E). 

la masse de $"[S - $ 1 (s)] 
n n en ce 

point est ~ulle). 

La sui te des JI!, (S) est l* approximation cMsirée de S E PH(E) ~ 
n 

Exemples. Soit G la solution supfrieure à 2 de x3 
- 6:f!, + 5X - 1 = O. L'ensemble 

1 rapport de dissection e-1 
est de synthèse. L'ensemble à. rnpport, de dissection 2 + V2 

[1] J .-P. Kabane et B.!_ Salem. Ensembles parfaits et séries trigonométr.iques. Hermann ( 1962) · 

·( 1) En suivant cette m?thode on peut démontrer que si e est un nombre de Pisot quadratique, 
l'ensemble à rapport de dissection e-1 est toujours de synthèse. 



Séminaire d'Analyse Harmonique 

Année 1968-69 
Exposé n° 2 

A Fit01'0S DE L.11. FOR:-::.JLE DE PJISSO:J 

par Yves }icyor 

Une g6n6ralisation clc la fortmlc de Poisson donne do nouv<)aux résul tuts sur le pro

blème de la répartition modulo 1 et sur celui de la. synthèse har:.wniquc. 

1. La formule de Poisson dit que si Z est l 1 ensemble des c~tiors relatifs et·~ 

+oo 
la m<:,sure (non bornée) L ô(x - n) 1 soirJ:1e des masses 1 placées en chaque e:i.tie.:::-7 

..:. 00. 

alors la transformée de Fourier, [F ç (au sens des d_istributions) de 

transformée de Fourier de l 1 élémcnt f de t 1(R) 
.,. 

est f définie par 

,.. ~ 

f (y) = J_
00 

ex~ (-2 ~ h-y) f (x) dx) • Nous donn,rorrs des exem'pl es d' c ns em b l c s J,. de no:cbro s 

réels possédant la propriété suivante pour tout E: > 0 on peut trouver ,.me :r.csurc I à 

valeurs complexes 1 re, .telle que 

a) sup rx~+1 
alµ) (t) < +co 

-00 < X < +oo J .,_.. 
b) [Fiµ, = G ô(x - À) + R (x) 

E ÀEA E 

où ;. ô(x - 7\) est une mesure, R (x) également et où ,___, e 
'A.EA 

1 JT c) lim 2T · d!Rc:j (x) ~ t:. 
T .-++oo -T 

2. La condition c) signifie que le terme a•1~::t·.:r,0'llll' .es':t petit. Xe p0ut-on pas, to'Ut 

simplement, le prendre nul ? Xous allons voir que Tton :r,ei..G..."'T;;bc alors sur la forrr.ulc de 

?oisson usuelle. 



2. 

Supposons, en effet, qu'il existe une mesure, à valeurs complexes, l1- tollo qi..o 

x+1 
a) sup J dlµ.! (t) < +oo 

-oo <X <+oo X 

La somme >. 6(x· - À) ne peut être une distribution que si elle est une mesure 
m.. 

alors 

A est un ensemble fermé_aont chaque élément est isolé. Soit 9(x) une fonction d'une 

variable réelle, à valeurs réelles, indéfiniment dérivable et à support compact et telle 

que cp ( 0) = 1 ; soit ,p la fonction à décroissance rapide dont la transformée de Fourier 

est <r,• Grâce à a), la suite des normes {ou variations totales) des mesures 

... 
est une suite bornée. D'autre part µ (t) = L cp(nt - nÀ). n , ,.. , 

,\r;;. ·"· 
A 

Si t n'appartient pas à À, µ (t)-;. 0 
n 

(n -;. oo) car ]l est fermé. Si t 

.... 
appart'ient à A , ~ (t) --+ 1 n 

(n-+ +oo) car chaque point de A est isolé. Il existe 

donc une mesure v portée par le compactifié de Bohr de R dont la tra..~sformée de 

Fourier vaut 1 sur .A. et O ailleurs (v est la limite vague des D'après une 

conséquence du théorème de Paul Cohen due à P. H. Rosentha.1 1 ( [3] th. 1 .6 p. 22) 1 est 

à un ensemble fini près, la réunion de k parties de a de la forme ".z + p. 
J J 

On retrouve donc la formule de Poisson.habituelle. 

). Avant de donner des exemples, montrons que la donnée des mesures µ.E: vôrii'in.nt 

a), b), c) permet de r6soudre le problème· de la répartition modulo 1 dos :1suitcs x..A11• 



t"'"'"' 
'/\,,_ 

~ 
ÀC,\. 

An [o , +oo [ en une suite cro:i.ss,~_:,t-0 

sera associée à A. 

Théorèr:1e 1. 

inf ;\ 
1 

- À ) O. Alors ~ "out x r,~ûl 1 
n+ n 

lim 
n -+ oo 

désigne la masse au point X 

. La preuve du théorème 1 repose sur k i'ai t que, si y osi; une n:osuro bornde, hi 

À 

moyenne de la fonction y (t)oxp(2 r.. itx) est égale à la. musse de: -l en x. Xous ne 

pouvons appliquer cette remarque à p.,_ r::ais soit o(t) 
"- i 

ble, à support compact, et telle que o(x) 
l 

soit diff 6rent do zci:r-o. Posons 

~ 

Grâce à la condition a) et à la décroissance.rapide de f, v est une nosur<:! bornée. 

Pour calculer la moyenne de 

0 ailleurs. On a 

Mais lim 2~ 
T-+ +oo 

(•'-00 

(<f,g)=J\ 
-oo 

f'(t) g(t) dt 

aupelons ,. ·v 
• · 1\.n 

la fonction égale à ).. -î exp(-2 r. itx) 
n ·. 

A 

y(t) = 

et donc 

ch~.,que fois que cette intégrale . \ a un sens). 

;,, 

Enfin <L<p(x - 7') 1 X) = Hn(x) ~0(-x)-:- 0(1), grâce à. lù. condition que 
">.U.. n 

inf(À 
1 

- À ) > O. n+ n On a donc lirn ce qui entraine 
n -,-+co 

évidemment lim M (x) = 
n 

n -r+oo 

sur 



C ]] · S "'0...,. 0 1n) . ..\101-'S 01·0 .. n1.r~. , w,nosons :9l!E.. A., - , , • .. 
-1 - ( ) lim n Lc):p 2:ïi~

1
x + .... + 

n-+ CO 

4. L:s r.10dèlos. 

Soient 

- n un entier supérieur ou égal~ 2 

- K un compact de 
n-1 t::> ... 

n 

- I la forme linéaire su::- ~p définie par 

... ' X } 
n 

== a x + ••• + a x 
1 1 n n 

L ' n-1 
autres :for.:-:es liné.:ürcs sur · 2-n 

du dual de 
n a . 

A 

sont des entiers rela.tif'.s tels que le point de 

• • t L 
1 

(k
1

, ••• , k ) 
n- . n 

appartienne à K • 

Pas intérieur d'un modèle. 

de coordonnéos 

l. 

••• , 1t ...... J, •• .. 

Les notations sont les n1êmes que ci-dessus •. A.}J})Glons 1x1s d tun 0il.sc;:1ble de 

e > o; K 
E: 

l'ensemble des points do 
n-1 

R ' 

~ ,,f 't i 
1\, " ;· 

dont la distance à 



Soit .A le modèle défini co~,:..c le ::.oclèlc 
E . 

Posons 2..9:. = sup (pas de 
E > 0 

J\J 
C. 

1 
.J'. 

21 est le ~ intfrieur du modèle A (il arrive souvent que 2d doit égû au pa!:i do 

À). 

peut être arbitrairement voisin de O. On peut donc se restreindre à Iµ.! ~ 1 on a 

... ' k ) 
n 

où k. E Z 
J 

pour 1 .{. j ❖ n-. Quand le point 

le diamètre de K, Jt.(k
1

, ••• , k )j ~ D (1 ~ j ,$ n-1). Ces :t;l. inégalités no peu•:ent 
J n 

être satisfaites que par un nombre fini de points de rt1 et donc il n'y a. qu'un 

· nombre fini dé différences À- À' telles que I À - À' j ~ 1. 

Mesures associées à. :\;fil ensemble 

Théorème 2 • .§ill K ~ compact 1t Rn-1 dont la :frontière est de mesure de Lebes----------------
~ ~ ; sont définis à l'aide de K et K 

- - - - e:. 
comme ci-dessus. A ~ 

& > 0 .2!l peut associ.er ™ mesure cor.1plexe µ.e telle rn 
x+1 

1) sup j d.1 µ.ej (t) < +oo 
-CX><X <+oô X 



1 r-T 
4) lira 2,,, J d/R (x) j -~ 0 

T--r!-oo .1. -T e 

Cela signifie que la trn.nsformée de Fourier de 

cées en chaque point de A et d'un terme d 1 erreur. Ce ter:r.e d I erreur est foz-::1{ J.a 

masses comprises entre O et 1 et placées sur 

terme· d,' erreur p€·Uvent être r0nclues arbi trcirer.:ent petites. 

Passons à la démonstration. Xous allons d'abord définir la :fonction ~ crur: l 1 011 "\~a 

étendre à tout As en posant o;( À ) = 1 si 

dérivable sur 
n-1 

R ' égale à 

si À= a
1
k

1 
+ ••• + a k 

nn 

Î sur K, à 0 hors dé K • 
E 

... ' 

Soit enfin A la fonction définie sur Rn par 

Posons -? =). o:{À)ô(x - À) 
~ 

et calculons Soit f(x) 

Soit 

une fonction 

dérivàble d'une variable réelle, à support compact (une fonction test). On a 

k )i'(a
1
k

1 
+ ••• + a k ) • n nn 

transformée de Fourier la fonction à décroissance rapide 

1"* * * "* (det L)- 0(1
1

, L
2

, ••• , t' 
1

)f(L) 
1 n- n 

de * défini par L (x
1

, 

est l 1 inverse de l'adjoint de L. 

où 

•••,X) n 

.... ' L 
1

, I) 
n-

... , X ) n , ... , *, L \X_, n t 



La formule de Po1ssor1 rcl .. ~tivc 3. 

J f(x)d-?(x) ,= L 
R .. n 

où ~ est la mesure discr~tc 

* L 1) (k1, n-

,J1 ,.,. donno n.lors 

On H. 

·:-•_t; ,, 

L. \ '" 1 :1, 1 

,x+1 

i 
tJx 

où la somine est étendue à tous les 6h::i:er.ts X de 

A 

f clµ, 

••• , k ) 
n 

tels que 

ï. 

'1 ... a 

·i'· 
1 · (X) 

n 

[x :x:+1]. Soit e la fo1~ction carnct{!ristiquc do .A.lors 
... x+'! 
1 

n une bu.se du dua.'.!. éie R ' 
', y un ~ 1.1. a 

t*( s) Appelons h f onc~ .. i.on, = x. Cù n 

rapide de W entraine sup 
n 

~E ü. 

~1isque los formes 

dans Pn àw ·tel que 

définie sur 

,x~1 
1 ~!:l.(t)l 
Jx 

_n 
t-C. pa.r 

et donc 

1' ~❖ t ~-
'"'1 \ :,; 

(J) = 

Jx 

. "" . ' * L 
n 

' * .. r , __ ' 
) - ... = .L,11-1 \ (~) -

(dot 
,- \ -1 , .: t !•r ~;(• 

,., J i ~' l \ '-'i ' ... 

Soit à prouver 4). Nous avons besoin de 11étapc suivante: soit 1J un cc.::_?act è.e 

n-1 ~ 
R , J\.U le modèle associé. à U et L. Ord01mons 

croissante et posons --.:--~ n 
aens;~U = lim À o 

n 

+coÏ 
..J 

e21 une suite 

o,, 

En effet, soit <p (x) une fonction positive d I intégrale égale à 1 , inê.é:finir.:ent 

dérivable, à support compact. :A.lors, pa,rce que 

- 1 JT "' dens Au ~ lim 2T (µ.e * <p)éLx 
T -r+oo --T 

de Wiener appliqué à la mesure bornée 

R e 
es~ une mesure positive, 

La dernière égalité est duc 

En passant à la limite 0_unnd. t:. tend ve1·s O, on obtier:·t le le:r.:.-:e. 



Soit alors U = K \. 
E; 

K. On a don::;(.A ~ , 
"-

de la frontière de K étant nul1e, o;, a 

sont comprises entre 0 et 1 

Soit A un modèle défini par un compact 

inversible L de où ... ' L ~' n-1 

A) 

I) • 

de 

]\._ \ },. 
C. 

n-1 n 

Rr~ppclons que 

les a., 
J 

étant indépcndar::ts .sur 

I (x .. , ... ' 
1 

0:rdonnor:s 

A n [o , +oo [ en une suite croissante et par ~bus <le lungaze, ~ppclons 

la fonction caractéristique du compact .1\. et 

l'endomorphisme * ( * 1*) L = L1' ••• , n de est l'aè.joint de l'inverse clo 

Proposition 1. Si le nomhre réel x 

alors -

Sinon lim n-
1 

[exp(2îtiÀ
1
x) + ••• + exp(2;:i)~ x)J = O. · 

n 
n ->-+oo 

C'est là une conséquence immédiate des thôo:r~mes 1 et 2. 

• • • ' l,;. ) 
11 

L • 

k.éZ, 
J 

En p&,rticulier appelons, pour tout norr.bre ::-éel x, ;ix[j le re~te mo<l.ulc 1 de x 

situé dans l'intervalle 

Proposition 2. Soit k ... ' e 
lt. 



no~bres jrrntinnnels et '.:::~c,:-:-; r" ~:: .. t',..;;·i ;~1l}f; \.,• r.;~,.· ---- --- -- - --- --

Soit 
i- •: 

+ ••• + r ;;110~ !i. 
\},:_ 

1 1C0 .. ;-••• + I\, t\_ 
.t\. ,n •. 

'!., 

contraire, X ~ ~ cl,;~ ~ ~, 
n -),,+CO 

Cette proposition est u11e consôquence ir.-::~0düd,0 de .La 

chaque sous la forme n0. ., m .. 
J 

f:1_; t <; 
.; ,j 

a pas d I a.'r.bigui té c;.n: 0 
j 

est irra:tionnol), on voit quo l 1 enscr:;hle do;; 

ble des éléments positifs d 1u.n modèle. 

Prono,;i tion 3 1 Soit 

suite de nombres réels ll2!l n1..1ls telle: 0u,~ 
CO 

-ç--"' t.,.. l 
L-1 1tk. 

! 
< +oo. 

Yaleur de l 1 entier k+1 no:;.lw,os rf::,1s 1 --:-·h e1 

CO 

---
linéairerrient i:ncl6rmnd,:.nts l8!. Posons À = n ❖ ~n l'n G ·: 

11- y tk '' k.i• 

a) Si x = q + u,e1 + ••• + n G, " i-i,;, k 
-1 r- ) 

.11:n n Lexp(2:.D-.
1
x 

n ....,.,. +oo 

n 
rc(11.x+p.) 

'J J 

b) Si pour aucune valeu:r de l t ent i 0r 

q entiers r ,. 7 ,,••.1· <'ç) 
t::' ..... r· l. .,. ' ' n,7 nrs 

Appelons, en effet TT(x) 

où 

Jl. ) 
(1-,. 

i 

o. 



et, pour tout entier m, -:-· r •. \ 
1 '.,. \ _._ / 

l,, 

Pour tout e > o, ilyn.un c:rticr 

Posons 

( )1 - 1 r , . \ •• + exp 2l~iÀ x ,- n Lex:;,,2rt:i.À ~x 1 · n J 1 ,,., 

m tel 

rn 

il existe un entier N tel que, si n >,, X, on ait 

On a 2.lo::.-s 

•• + exp(2;.iÀ xfJ- TT (x)l i e/J. 
n,m m . l;;(x) - TT (x)! ~ c/J. 

m 

La seconde partie de la proposition 3 se prouve de façon n.n:1..1.oguc. 

'.è11éorèm0 3. Pour tout E > 0 (7, ) . ~ n n >,, 1 

et aue _......__ (x À ) 
n n ;:;. 1 

1 

pcu.r 

Soit en effet c1i l 1 espz.ce Yectoriel i;ur Q formé d-:s ;10::;brcs o.lgébric:1..:c,s. Soi-:, 

1 , G 
1 

, e 
2

, ••• , ek, ••• une base de sur Les sont donc . '., ... 
:ï..rr~~ 1.-:. O!inc i.3. Soit 

'[J un nombre transcendant appartenant à 1 1 intervalle 7 0 s [ ?osons 
1.. - - .; ' 1 +~ • 

À n Les hYJ)othèses de la proposition 3 sont satisfaites et lë 

théorème 3 résulte du critère de Weyl. 

Soit E un ensemble compact de 11or-1b:.--es réels et S 1.me distribution, &. Yalc1..1:::.'s 



c o:n1)lexcs, dont le support est cont,rnu d,~ns "r' ..... s 
... 

la transformée de Fourier S de S est une fonction borfü:e. 0;1 pose alors .: ::.;;~,.-: -

contenu dans E . est un esp1tce de Bu.nach :;our ln. norme. 
11 •• 

:~sj>,·-:-"• 
..i.. ••• 

PH(E). 

On peut, par transport de structure, d'5finir 1 'algè brc de B;.tn.tch .A(!.1.) <lo tou:tes 

les transformées de Pourier 
.... 
f des éléncnts f' de 1 L (P.)• s clc 

.... 
définissent des forrr.es linéaires continues sur par <S,:f) = 

Nous nous intéressons à la c(mstruction d'une sui to 

continus de Pi:1(E) tels que 

a) le support de Je (s) 
n 

soit une pG.rtio f:i.nio de E 

b) pour tout f E t 1(n), on ait 

... 
lim 

n -;)'+oo 
< (p (S) :J? '-; 

o.:,:Jll ' , = 

C1est-à-dire les c.!> 
c,b n approchent l I identité dn.ns la topologie faible des ~ndo::-:o:.·rhis.::os 

de Pl-i(E). 

L t existence d'une telle sui te entraine éviderr-~::ent que E est un on;;;e:::-.blc dC> 

synthèse harmonique • 

.A cet effet, nous démontrons un théorème analogue à la condition de Ik,:rz. ( [1 J, th. 

VII P• 124) où les progressions arith~étiques sont rcr::placécs 1x1.r les 11::.oclèb.sll définis 

au § 4. 



J .. ' un stri.ct(:rne1tt. t'':', (• .- • V -------- il 

~Trietc~::;cnr. 1)osit.i :fs tondr:nt \'"P}_"-_:...; 0 ;:.:tt1. r,rd~ ----

on.senble dt? synthèse. 

Soient, en effet, 

pas de la distance entre 

Alors les points de 

d'intervalles de longueur 

paire, indéfiniment déri vu.ble, <l 1 une variu.b:.e rC:e 11(:, t;gale è.. 1 

à 0 hors de Soit !..L :c; 
j 

théorème 2, au modèl~ jl. On pose 

-1 
;.t(s x) j.L = s 

n n H 

)~ t 
I n \ Cl' = [;~ ) °'n s 

11 

et 11 on définit un endomorphisme ' ClC 

A 

d5n(S) (S I: 6(x = * Cf )" = ""n 1-n 
;.E J\S 

n 
A A 

On a * (s.O' J'1n 0
11 'co 

~·. 1 

{"'À.+s (cl1- )2 ) 
À) 1 Il - 1 1:' l 

J À-S (d'- _;:_ \ 
? i n ... 

t 
n. 

n 

,.\.1.r;·c; .. ; 

So.:i.t 

. , 
8..1:•;~iGCl.00 1 

+ i:, 
11 :,e:(~-\ 

U.v Vj • 

t 
n 

,, . ,.,_ 

➔è t;!;,w < C 

C < +oo grâce à la cond·ition 1) du tl1l~01"Û:ne 2 et è lu d6croissr~;1ce rat>iflü d(:-



lim s Card((s A) n E); O 
n n 

(en pr,.rtic1,lier E est <le ï.1c.:;urr: nulle). 
n -i-+ro 

C\ - 8 d 1 
.. n , où À E (s j._) n E. 

ll 

.A(n) (voir p. ex. [2], 1.3, p. 256) 

·> 

La rét..nio~ ,;.; 
00 

<les 

sur c7!:, entraine la conYergcnce si::1plo sur tout .A(U) en= le suito <les nor;:;c:s ci0s 
00 

</> est bornée. o..:>n 

7. ~\.pplicn:tion. Soit 0 1.m cntior soit 

.k polvnôrr.e irrôductible de z[:-J tel ~ P(B) = O. 

Sunnosons ~ 12.:i conîu01.16s clc e 

et gue P(1) n,Q_ soit, ni -1, ni 1. 

Alors l I ensem1)1e ,:parfn,it 1 rn:rmort de dissection 
-1 

G 

P(X) = a 
0 

est tlc ----

+ n.~)= + ••• + 
1 

Appelons, en effet, (;.' 
J 

1 ,< j .;; n les n Q-iso:"'.lorphis::-,es distincts de 

dans C a-
1 

est 1 1 application identique de Q [e] è.ans C. 

Soit 1 1 ensemble des nombres réels de lo. forr.:e ••• + 

tels que pk E z, 0 ~ k .S. n-l, et q_ue O ~ ◊-j()\) ,~ 
1 

_ ~.(Et) pour 2-$ j ,; n 

J 

appartient à. 

tels que 

Lemme 1. k rm.s int.frieur r1n tno<'lHe 

' ' ·"·. 

1 

Soit 1! onsc::-:bl.::: 

pour 

n 
~ 

i 1 ( 1 
2 

· -~,rt-1 
u. .,.\. .;. 
;~-"! r""'/~,.:l 

l ·1- .t.'~ 

î 1 ... 

,.. -
~~ L0J 



E:1 cfft,t, si 

Or le produit 

n 

et .,, ' 
/1. on h 

1:\-J\'l~ Tl <1 
2 

O".(é)) - O(s) 
J 

et le pns intérieur de 

n 
î7 (1 - c-.(0)). 
2 J 

Soit E 1 1 enserr.ble cle toutes les sor;.:-;es ~ ,,___, 
k:.;o 

de 0 ou de 1 • Appelons J.J 

n 
1 1 ensor1ble des 

dantes. Alors E C E CE + [o , 0-n /a 1J. 
n n 

Lermne 2. On & 

En effet IP(1) ! = (e 

., 

! 
JI. 

1 - ·~-(!.)} 
j 

est Hup6ricur eu 

toutes 

égal à. 2. Le 1xi.s, intérieur corr .... ~ le pas de J\. dôpasscnt 2/0 - 1. Chuqu(: 6lô;::0n·~ ci.(: 

E 
n 

appartient à e-n A et le l)as de 

bien que les autres points de 

Le théorème 4 s I ap1üique avec s 
n 

-nt e .1. est, "grc!.nd", si. 

et 

Exemples. L'ensemble ..§!. rn:rmort liE_ diss(~ction 3 - 2 V2 cl !12, .sv::'\_l';:.~;,?. ~ e 

l_ê:, solution sunérieure à 1 ~ , ' , . . x3 s·x2 ~ ~, POUU't',1.0n - ,' + 6.X - 1 = O. 

de dissection e-1 

Pacifie J. }1ath. 11 (1961), 253-265 

.E.:..1h. Rosenthal.- Projections onto translr.tion-~nvaric,rd:, s,,:-i,,::,c1.ce.s of 

of the A. M. S. n° 63 (1966). 
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Exposé n° 3 

Semi-groupes de mesures complexes 

par J. Faraut 

Introduction 

Soit G un groupe abélien localement compact. Soit {IL \ un semi-groupe de mesu-
t)t ~ 0. 

res sur G, c'est-à-dire une famille de mesures complex~s sur G vérifiant 

µ. = ô, 
0 

(B-convergence) 

( des mesures µï B-convergent vers une mesure }-1. si pour toute fonction f continue 

bornée, Jfdµi converge vers Jfd!J,)• 

Alors il existe une fonction 1t' continue sur le groupe dual r du groupe G telle 

que pour tout t positif la transformée de Fourier de la mesure µ.,t soit égale à la 

fonction -tq, 
e • L'objet de 11 exposé est de donner une caractérisation des fonctions 't' 

telles que e-t~ soit la transformée de Fourier d'un tel semi-groupe de mesures. 



Semi-produit intérieur et opérateurs dissipatifs 

G. Lumer et R. S. Phi1lips ont caractérisés les générateurs in.finités±maux de semi-

groupes fortement continus de contractions d'un ·espo.ce de Banach E à 1' aide de semi-

produits intérieurs . [j J • 

Un semi-produit intérieur sur E est une application de Ex E dans C, 

(x ,Y) -+ [x , iJ , vérifiant : 

[x , y] est linéaire en x 

1 [x , Y] 1 ~ llx/1 IIY!I 

[x , x] == !Jx1!2
• 

Supposons l' espaèe de Banach E nruni d'un semi-produit intérieur. Un opérateur 

,DA, A) désigne le couple d'un sous-espace DA de E et d'une application lin&aire A 

de DA dans E. 

Définition 1. Un opérateur (DA , A) ~ E est fil dissipatif _& 

V x E DA , Re [ Ax , x] ~ 0. 

Comme dans le cas hilbertien le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement 

continu de contractions est dissipatif, et on a la récirpoque suivante, qui est une varian-

te de ré'.&llltats démontr6s par Lumer et Phillips [1] .. 

Théorème 1. Soit (DA , A) ~ opérateur dissipatif,-~ domaine DA. dense tel que 

'</')!. > O, ( Àl - A)DA m dense~ E. 

Alors (DA , A) admet,!!!!. plus petit prolongement fermé qui~~ générateur infini-

tésimal d'un semi-groupe fortement continu de contractions. ----=--..:..- ______________ _ 



J. 

Principe du maximum du module [2]. 

Soit X un espace localement compact, et C (X) 
0 

l'espace des fonctions continues sur 

X tendant vers O à l'infini, muni de la norme · jj fjj = Sup If I • 

Définition 2. Un opérateur sur C (X) 
0 

vérifie 1-! principo du mr:.ximum du 

module si 

f E DA , f(x) = i!fjj ~ Re Af(x) ~ O. 

Définissons sur C (X) un semi-produit intérieur de la façon suivante 
0 

soit f une 

fonction de C (X) , If! atteint son maximum en au moins un point de X, nous en choisis
o 

sons un que nous notons xf, et posons 

[r , gJ = f(x )g(x]". 
g g 

Si un opérateur (DA, A) vérifie le principe du m2,.ximum du module, il est dissipatif 

pour ce semi-produit intérieur. 

Semi-groupes de mesures complexes 

Soit G un groupe abélien localement compact, r le groupe dual, . B(f) l'espace des 

transformées de Fourier des mesures de variation totale finie sur G. Les fonctions de 

B(r) sont caractérisées par la propriété suivante [3] 

Soit <p une fonction continue sur r, pour que cp soit la transformée de Fourier 

d'une mesure sur G de variation totale inférieure ~ égale à A, il faut et suffit que 

pour tout polyn$me trigonométrique~ G. 



4. 

on ait --
n 

!~ ck <p (yk) 1 ~ Ajjfl1
00 

• 

Théorème 2. Soit lf' ~ fonction continue~ r. Les deux propriétés suivu.ntes sont 

éguivalentes 

a) Pour tout t positif e -t \jl est la transformée de Pourier ~ mesure de variation 

totale inférieure ~ égale _§:. 1 

b) Pour tout polynôme trigonométrigue ~ G 

Il 

Re L ck <p(fk) ~ O. 
k==1 

Montrons que a) entraine b). Soit f un polynôme trigonométrique 

n 
f(x) = L ck(x, 6k) 

k=1 

tel que f(O) = llfll . D'après la caractérisation de.-,s fonctions de B(r) 
00 

donc 

n . -t 1½' (f k) 
Y t > 0, Re L ck { 1 - e ) ~ 0 

k=1 

et en passant à la limite quand t tend vers 0 

n 

Re L ck ,c,k) ~ o. 
k=:I 



Montrons que b) entraine a). 

Soit G le compactifié de Bohr de G, C(G) 1 1 espace des fonctions continues sur G 

muni de la norme Jlrjj = Supjfj. Définissons l'opérateur {DA , A) de la fuçon suiva.nt,e 

DA est l'espace des polynômes trigonométriques sur G considôré comme sous-espace de 

C(G) et si f est un polynôme trigonométrique 

n 

posons 

f(x) = L ck(x , f1) 
k=1 

n 

Af(x) = - L ck 1.jdfk) (x , [ k) • 
k=1 

Soit f un polynôme trigonométrique tel que en x point de G on ait 
0 

le polyn$me trigonométrique g défini par 

n 
g(x) = f(x + x ) = L cl (x , f1) (x 1 fk) 

o k=1 '- o • 

vérifie· g(O) = llglJ, et par suite de l'hypothèse faite sur la fonction o/ 
n 

Re L cl (x ' Îk) l.f ( 'l':k) ~ 0 
k= 1 t o bl 

c'est à dire 

Re Af(x ) ❖ O. 
0 

V opérateur (DA , .A) vérifie le principe du maximum du module, il existe donc 1.m 

semi produit intérieur sur C(G) pour lequel (DA, A) est dissipatif. D'autre part le 

domaine D À est dense. En considérant f(x) = (x , f), on obtient Re 1f1 (j) ~ \O. Il en 

résulte que pour tout À positif' et tout 'f, À + 1f ( f) /; 0, et donc que 



L'opérateur (DA , A) vérifie les hypothèses du théorème 1 et par sui te les opr~rateurs Pt 

définis sur DA par 

Ptf(x) = Î::, cke-t 't'(bk)(x , ôk) 
k=1 

se prolongent, pour t positif, en des contractions sur C(G), ce qui se traduit par, 

pour x == 0 

Vt > o, 

d'où le résultat en utilisant la caractérisation des fonctions de B(f). 

[1] Lumer fu. - Phillips lb.~ 
Dissipative operators in a Banach space. Pacifie J. Matha, 11, p. 679-698, (1961) 

Faraut J. 
Principe du maximum du module et semi-groupes de mesures. C. R. Acad. Sc. Paris, 267, 

série A, p. 257-260, (1968) 

[3] Rudin W .. 
Fourier analysis on groups. Interscience publishers, (1962) .. 
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Exposé n° 4 

On non-triangula.r sets in tensor algebras 

by 

S. Y. Drury (Orsay, Prance) 

For an a.rbitrary ~egula.r symmetric algebra R(IC). of continuous functions on a. compact 

hausdortf space IC and an arbitrary closed subset E ot IC we denote 

I(E) = lf J :tEB(IC) , f vanishes on E} 

I 
O 

(E) = { t J fER(IC)"-,. f vanishes on a neighbourhood of l1l }• 

It is easy to see that I(E) is a closed ideal of R(IC) and that I
0

(E) is an ide&l in 

R(IC). The subset E is sa.id to be of. synthesis if Di)'= I(E) (closure in R(IC)) and 
0 

E is sa.id to be a. strong dytkin set if there exi~ts a. sequenoe {un}:=, such tha.t 

u E I (E) (n = 1, 2, ••• ) and for every f E I(E) we have un~ --+- f a.a n -. 00 n o 

for the norm of R(K) ~ Bv-ery strong (lyt1tin set is clea.rly a set of synthesis. 'l'ogether 

the following conditions imply that E is a strong dytkin set i 

1) E is of synthesis 



2. 

2) There exist open sets J'l,n containing E such that i0,n+1 Ç .Cl,n for n = 1, 2, , • 

00 

and n11=E n 
n=1 

J) There exists a sequence {unJ: 1 
wi th 1· - u € I (E) n o 

the two conditions 

u (x) = 0 for all x t A 
n n 

satisfyiït~ 

where {en}:=
1 

is a sequence decreasing to zero. We observe that these conditions tend 

to bear on the case K metr::i.za.ble. We also point out tha.t 3) could be weakened èonsidèra.-

bly without affecting the conclusion. 

The following are examples of regular symmetric algebras i 

A) All continuous f'unctions C(K} on a compact metrizable space K 

B) Absolutely convergent Fourier series A(G) on a compact abelian metrizable group 
... 

G.. We denote by G the dual group of G and by Gd the group G furnished with the 

discrew topologye 

6', 

C)The tensor algebra V(K
1 

x K
2

) = C(K
1

) @ C{K
2

) where Kf,J{
2 

will always denote 

compact metrizable spacese A theory of this algebra. can be found in Varopoulos (j]. 

In this paper we shall be concerned with the exemples B) and C). A closed subset 

E of K
1 

X K
2 

is said to be non-triangular if for all Aj c; Kj such that 

satisfies conditions 1), 2) and 3) for the algebra A(G) ; it is the main object of this 



pa.per to use this result to show tha.t every non-tria.ngular set sa.tisfil"" 1,),. 2) and 3) vitl 

respect to a. tensor algebra. and hence is a strong dytkin set. 

If K is a compact ha.usdorff spa.ce we shall·denote by M(K) the spa.ce of bounded 

complex regular Borel measures 011 K mid by it(K) the subset of such positive measures. 

The reader should observe th.at a. non-triangular subset E of D
1 

x D
2 

the product of 

is the union of rectangles X x Y 
" (I 

pairwise disjoint sides (X« Il Xi;= Y« n Yr; = ,, « 1-fj).. We now prove the analogous 

result for compact metrizable spuces. 

Lemma 1. Let E Ç K
1 

x K
2 

be a non-triangular closed subset. Then there exists a 

compact metrizable space Q and continuous mappings a;. : K. -+ Q (j = 1 ,2) 
J J 

such thnt 

Proof. We define an equivalence relation ,v on K
1 

U K
2 

(the disjoint union of 

If xEK
1

, yEK
2 

then x N y if and only if {x,y)EE. 

The relatipn· N is clearly ref'lexive and symmetrico Ve show that ,v is transitive .. 

There _are essentially 3 cases. 



gular. Henc e x
1 

rv x
3

• 

such that (x
1

,y ),(x
2

,y )EE. If y= y ihe clearly yrvx
2

e If y-/: y then 
0 0 · 0 O 

Next we show that the N -saturation of any closed subset of K
1 

U K
2 

is closcd. Let 

,rj denote the projection of K
1 

x K
2 

onto Kj for j = 1, 2. For L <; K
1 

we define 

and o-
2 

is defined similarly~ If L is closed in K
1 

then we observe that cr
1
(t) is 

closed in K
2

e Let M be an arbitrary closed subset of r
1 

IJ K
2

.. Then M = M
1 

U M
2 

where M.<;; K. (j = 1,2) is closed& We observe that 
J J 

saturation (M) = M1 v M2 U "; {M
1

) U a-
2 

(M
2

) U o-
2 

o (1"
1 

(M
1

) U 0"
1 

o <1'iM
2

) 

is closede Let g : K
1 

U K
2 

-+ Q be the can.onicaJ projection associated with N. 

Since ,v -saturation preserves closedness and K
1 

U K
2 

is_a normal space we see that 

the projection g is hausdorff and that Q is a.compact mètrizable space in the quotient 

topology. lt is an immediate consequence of the definition of rv that 



5 .. 

where a. = glK {j = 1,2). 
J j 

If we denote Q. = oc • (K.) 
J J J 

(j=1,2),Q=Q
1

uQ
2

p P=Q 1 nQ 2 
then we have 

E = (o:
1 
x a

2
)- 1 ( 6) where A denotes the diagonal of P x P considered as a. subset of 

Now let us explain how a non-triangular set E satisfies the conditions 2) and J). 

~;n~9 Q is a compact metrizable space it ca.n be embedded in T 
00 

the torus of cou.nt.able 

infini te dimension. We consider the mapping p : K
1 

X K
2 

-,.. T 
00 

gi ven by 

where the subtraction takes place relative to the group structure of T • There exist 
CO 

open sets Ln ç T
00 

such that O E Ln , Ln+ 1 ç; Ln for n = 1, 
1
2, • • • and 

00 

n 
n=1 

Ln= {oJ and al'so tunctions vn E A(T
00

) such that 1 - v n 

v (x) = 0 for all x 1. } (n = 1, 2, • • •) and llv llÀ <C 1 + c n "-Il n n 
~here c is a sequence 

n 

of positive numbers decreasing to zero. We define An = ( 1 
(['n) (n = 1, 2, •. ) open. 

functions taking the value 1 in a neighbourhood of E and vanishing outside .nn 

{n = 1, 2, ••• ). To show that 3) is satisfied it remains to show that the mapping 

is norm decreasing between the spaces A(T
00

) and V(K1xK2). 'Let 

that 

À 

:x,E T ., We observe 
(X) 



6. 

where x
0
a:

1 
and x

0
a

2 
are functions of unit modulus on K

1 
, K2 respectively .. Ex.tending 

by linearity and continuity we have the result. 

Theorem 1. Every non-triangular set satisfies conditions 2) and 3) of the introduction 

with respect to the tensor algebra. .. 

Suppose now that Gr is a compact abelian group and that K
1 

, K
2 

are two disjoint 

compact metrizab<l~ SU!lffts of G such that K1 U K
2 

is a kronecker set. It is well known 

(Varopoulos ['!J 492) that the restriction algebra A{K
1 

+ K
2

) can be identified isome

trically with V(K
1 

X. K
2

) by means of the dual of the multiplication mapping 

,V 

<r: K
1 

x K
2 

-? K
1 

+ K
2

• Let E be a closed subset of K
1 

X K
2 

and let E = (J" (E) be the 

corresponding set in K
1 

+ K
2

• 

N 

Theorem 2. The set E is non-triangular if and only if E = (K1 +K
2
) ri {g + H) for 

some g E G and some (discrete) subgr0up H of G. 

Proof. Suppose the latter statement holds. Let x
1

,x
2 

E K
1

, y1,y2 E K
2 

such that 

N 

belong to E = (K
1 

+ K
2

) n (g + H) we can write x
1 

+ y
1 

= g + h
1

, x
1 

+ y
2 

= g + h
2

, 

triangular. 

Suppose now that E is non-triangular and that ~ u '\ 
00

1 
is the sequence constructeù · · \ n)n= 

in ihèdt<em 1. Regarding un as elements of ~4..(K1 + K2) we choose extensions ~ to A( G 



such that 

w IK .iV = u • 
n 1'Tn2. n 

On account of the fact that there exists g € G such that éJ (g) = 1 the Fourier coeffi
n 

cients of Wn are very well aligned; we shall perturb the Wn very slightly so as to 

malte the alignment perfect. Towards this let <o € A(G) be such that llwilA(G) ~ 1 + 2€. 

A 

and o>(O) = 1. We have Lw ( x) = 1 
A 

A A A 

and i::; lw(-x) 1 ~ 1 + 2e. Let .:\(;t) = loo(x) 1 tmd 

;(.EG ;(.EG ,. 
define eX. = arg~(X)]. Then 

li li 1/2 ~ A 1/2 , À-w A(G) ~ 2 1-t Mx){1 - cos ex.) 
iEG 

t 2
112

(~ À<x)) 112<I: À(x)(1 - cos e )) 112 
½ ... X 
X,EG x,EG 

~ 2e1/2(1 + 2e)1/2 

A 

Let Q) (x) = w (x + g) 
n n and define Àn by the method inclicated above. We can regard Àn 

as belonging to + A " 1/2 1/2 
M ( fod] ) vith .. Il~ llM , 1 + 2e + 2e: (1 + 2e: ) which bound L n n n n 

A 
decreases to 1 as n --+- oo. By the weak compactness of the unit ball of M( [Gd] ) the 

... 00 ... + /\ ... 
sequence { Àn}n=l has a weak limit point À E M ( [Gd] ) such that l!Àl!M ,$ 1. Since 

Il Il 1/2 1/2 " 
con - Àn A(G) ~ 2En (1 + 2€.n) · tends to zero as n ~ oo we see that À is also a 

weak limit point of the sequence 
,. (X) 

{ Wri.)n=l • The Fourier transform ). of 
... 
). can be 

identified with a bounded function on Gd. We claim that H = {h hEG , ).(h) = 1J is 

a disC,fete subgroup of G on account of the implications 



8. 

).(h)=1ç:=>J <h,X}di(x)=1~<h,X.) =1 
[Gd]/\ 

But À(k) is a limit point of {wn(k)J: 1 and hence also of {un(g + k)J: 1• Given tha.t 

g + k E K
1 

+ K
2 

we shall have that g + k E E if and only if k E H. Hence 

,.,, 
È = (K1 +K2) n (g + H). This completes the proof. 

Corollary. The conditions 2) and l) characterize non-triangulo.r sets. 

In the remainder 011:' ihe peper we discuss condition 1) that is the s;ynthesis of non

' triangular sets. We érelllote· BM(K
1 

X K
2

) = [v(K
1
x K

2
)] the dual space of V(K

1 
x K

2
) whose 

elements are called bimeas'li?res .. For E a closed subset of K
1 

X K
2 

we define the space 

BM(E) of bimeas\llltl'es sup,pel"ted on E as the annihilator [I/E)] 0 of the ideal I,/E),. 

The set E hais: the unit bounded synthesis property if for every SE BM(E) there exists 

00 a sequence f11} \rn n=1 

µ. E M(E) 
n (n ~ 1) 

with ~ ~S for the weak topology ~(BM, V). Such a set is evidently a set of synthe
n 

sis. We aim to show that non-triangular sets have the unit bounded synthesis property. We 

shall need the following standard lemma. 

Lemma 2. Let L
1 

be closed in K
1 

and E be closed in t
1 

x K
2

• The two spaces 

.~ XK (E) and ~ xK (E) of bimeasures supported on E defined with reference to 
1 2 1 2 

the two tensor algebras V(L
1

xK
2

) and V(K
1
x K

2
) a~e isometrically identified and the 

two corresponding weak topologies on them coincide. 



We start by considering those non-tria.ngular sets ffor whiœhthe projection 

o:2 : K
2 

-+ Q2 is identical. This is the case in which each ordinate. { k1J}x K2 (k1 E K1) 

cuts the set E in at most one point. Such a non-triangular set 'Will be called a graph. 

Theorem J. For every graph E the inclusion M(E) ~BM(E) is a.n isometric identifi~ 

cation. 

Proof. We embed K
2 

into a compact abelian metrizable group G. We denote 

with respect to the algebra V(K1 X G). The set E is given by 

where a: K1 ~ G is the restriction of a1 to K1. We shall need the following 

mappings: 

i : K' -+ E 
1 

lt(k, g) = k 

i(k) = (k, a(k)) 

tr(k,g) = g - o:(k) 

where - is taken in the group G. The significance of (j is that the dual mapping 

is norm decreasing .. By extension by linea.rity and continuity it suf'f'ices to check this on 

4 

itn arbitrary charaoter X. E G .. 

For an arbitrary S € BM(E) we have Jt(S) E M(Kp and µ.= Ï
0
rt(S) € M(E) where t and 



1 o. 

Ï are the norm decreasing bidual mappings of 1t and i. 

It suffices to show that S = µ. We observe first that 
V >I 
rt(S) = lt(}L) since 

A 

lî/ = 1K
1 

• Let f. E C(K1) and XE G :be 1airbitrary elements. We have 

[f ® X. - (f(xoa) ~ 1o)]J(M~gJ=-~(krtrr:~~(,g) - ><e;'(k)l 

= f(k). i( o:(k).[,x_(g - o:(k)) - 1] 
0 ' 

· Now X-;- 1G vanishes on { OG} a set of synthesis for A(G). Hence we can find func

tions <i'n E. A(G) vanishing on a neighbourhood of o0 and with <f>n ~ 'X. - 10 in A(G) .. 

The fun.etions cr*('fn) vanish on a neighbourhood of E and tend to O"*( ;x. - 1G) in 

V(K1 X G). Hence 

Also ;w;e have 

Therefore < S - µ., f 0 X.)-= O. Ex:tending by lineu.rity and continuity aJid using the 

fact that trigonometric polynomials are uniformly dense in C{G) we see that S = µ.. 

V 
Let K be a compact metrizable space. We shall denote K the space of continuous 

V 

mappings of K into T. K is a group under pointwise nmltiplica.tion on K and with 

the discrete topology. The dual group of !t is denoted Kf. There is a natural topolo

gical embedding . ~ of K in Kf. A continuous surjection o: : K ~ Q between 



fi 

., y 
compact metrizable spaces K and Q defines a dual mapping a:* : Q ~ K an injective 

h h . d b. d 1 . f Kf Qf t. . t. group omomorp 1sm an a 1 ua mapp1ng a : - a con 1nuous surJec ive group 

homomorphism with the property af i = iQ a. 
o K o 

Lemma J. Let a : K --+ Q be a continuous surjection between compact metrizable 

spaces K and Q. There exists '!t z G -+- H a continuous surjective group homor.:orphism 

between compact abelian metrizable groups G and H and embeddings ~ : K --,. G , 

V 
~. There exists a countable subset B of K w"hich sepa,ra.tes the points of K. 

To see this we embed K in T and project T onto its coordinate spncos. Let A 
00 00 

.., .,.. ,. 
be a similar subset of Q. We def'ine the countable groups II and G to be the groups 

,. ..,, ,. ..,, V 

generated by A and AU B respectively in K. The inclusions H c Q, G C K n.nd 

A A 

R c G dualize to continuous surjective group homomorphisms PQ : Qf -+-H ' 

~: G --,..H respectively such that f 
rcolx = PQoa; where G and H 

are compact abelian metrizable groups. The continuous mappings eK = pKo 1K : K --+ G 

A ,..· 

and eQ = pQoiQ: Q --.+-R are embeddings since G und B separate the points of K 

and Q respectively. Evidently n
0

~ = e20a. This completes the proof. 

-1 ) In the situation of lemma J we define .A.=~ (OH a closed subgroup of G and 

L = Jt-
1 (Q) = K + A a closed subset of G. Wb.en we corne to apply lemma 3 we shall regula.-

rize on K by the action of À• To compensa-te for the fact that K is not A-stable 

we shall need a well behaved borel mapping j3 ; L ~ K. 
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Si,nce G is compact metrizable we ma.y choose a translation invariant metric d on 

G o!B~ ~ioal cl:iistance 1 giving the· to,po•]ogy o:i!' · G ... 

Let I = [o , 1] be the unit interval and. ·1et X be a. closed subspaoe of L .x I 

such that the coordinate projection X -r L is onto. We de fine the mapping e : t -....+ I 

by 

e ( e) = inf { t ( e , t) E X)" 

We denote 

X1 = graph(G) = {(e, e(B)) 

the unique subset of X with the properties : 

B) ( B ' t1) E X =::} j t
2 

E I such that ce , t
2

) E X' • 

c) < e , t1) ' ( e ' t 2) E X' ==> t1 = t2 

D) (e ' t1) E X11 

' < e , t
2

) E X =9 t
1 

,< t
2 

Lemma 4. In addition we have 

A) X' is a G6 (intersection of a sequence of open sets). 

Proof. The mapping e is lower semicontinuous and therefore has a G
6 

graph. We 

leave the details to the reader. 

Lemma 5. There exists a borel mapping ~ : L ~K such that: 

v e e L. 

F) k E K, eE L, o:(k) = 1trn) ==}d(B '~(e.)) ~ a(e, k). 

Proof. We consider the continuous mapping 



give.w'üy î(e 'k) = ~e 'd(k 'B)) and the closed subset y= {Ce' k); BEL' 

k E" lt , cr(k) = lt ( e) J of L X K. We set X = r (Y) a closed subset of L X I and denot. 

by X' the subset of X in lemma 4. The subset Y' = Y n t-1 
(X') of L X K has the 

following properties 

B') For all e E L 3.k E K such that (e , k) E Y1 • 

D') ce , k1) E y, , (e, k2) E Y =9d(i, k1) ❖ d(B , k2). 

E') (e , k) E Y' ==t 1t(e) = a(k). 

Let PL Y' ---? L and pK : Y' --+ K be the continuous mappings defined hy the inclu-

sion of Y' into L >< K followed by projection on the coo:r.c.:;.n,1\.1 sNico:,h On account 

of B') pt is onto. On account of A') 

The projection PL : Y' ~ L satisfies the corn): ·:ions e Borel section th,·:!'( 

(l:wt,.·;naLi [2]). It follows there exists a borel mapping ~ i.. --+ Y' which b 

on account r,Jf Jî) an:,1• F) on account of D'). This completes the proof • 

Lemma 6. Lei; j3 : L ,-+ K
2 

be borel. Then the bidual mapping 

V 
(1K X t,) : M(K

1 
X L) -,. M(K

1 
X K

2
) 

1 

is norm decreasing for the bimeasiu;:e norm. 

ective 
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The mapping 

g ~ < µ,, f 0 g} 

is norm decreasing and linear form C(L) to t.· Hence there exists a measure 

v E M(L) with IIYIIM ~ 1 such that 

'{g E C(L). 

It follows that (*) is true for every bounded borel function g. Let h E C(K2) with 

jjhjj ~ 1 • Then 
00 

1<(1K X~/(µ,), f0h)I = 
1 

This gives the result. 

l< µ,, f@h ~>I = 
0 

I< y, h (3>1 .s 1. 
0 

Let {enJ:
1 

be a sequence of positive reals decreasing to zero fixed for the 

remainder of the paper. In the situation of lernma 5 we define 

and also Ln = K + Un <; G. We denote by l>n the borel mapping Pn : Ln -+ K obtained 

by restricting the ~ of lemma 5. On account of F) we see 

'/eEL • n 

Le.mma 7. Let lLn be a sequence of measures with µ. E M(L ), 
n n 

and 

V 
11-n -+ µ, weakly where µ. E M{K). Then Pn (l(,n) ~ µ. weakly also. 

Proof. Let f € C(L) with l!fll ~ 1 and e > O. There exists n such that 
00 

(i) 1 < µ. - l.t-m , f) ( ~ e/2 V min. 

(ii) d(e1 , e2) f en=> jf{81) - f{ e2)I ~ E/2. 



For m ~ n 

1 < ~ - X (~ ) , f > 1 = 1 < µ. ' f - f p > 1 ' E/2 .. m ,~m m m o m 

Hence J < µ, - X (µ. ) , f > 1 ,< E:. as required. lvm m 

Theorem 4. Every non-triangular closed subset E çK
1 

X K
2 

(K. metrizable) has the 
. J 

unit bounded synthesis property. 

Proof. The mappings o;. : K. --+ Q. (j = 1, 2) are given by lernma 1. We apply lemma ) 
J J J 

to the mapping a
2

: K
2 

---+- Q
2 

and define G , H , L , Ln 1 (3 , ~n , Un and A with 

a_;; 
respect to a

2 
fin lemmas 3.1. By lem.ma 2 it su:f'fices to prove the result vith respect to 

the tensor algebra V(K
1 

X G). * We define the closed subset E 

For f E V(K1 X G) and À EA we define the translate f). by 

: Evidently :f À--+ :f in V norm as ). -+ OA. For S E BM(K
1 

X G) we define the trensla-

. te s,. by 

<SÀ, f> = (S, f_À)• 

Since llt111v ,< lltllv we have llsÀIIBM , !lsllBM and since f À -+ f as À -r O A we see 

that SÀ-+ S in rr (BM , V) as À -+ O.A. We say that S E BM(K
1 

X G) is invariant if 

S). = S for all . * ]\ E A. Suppose that S is invariant and is supported on ·E • We act on 

S by the norm decreasing mapping 



and observe that 

where the right hand. aide is a graph in K
1 

x H. By theorem 3 we have tho.t 

V 
(1 x n:) (s) E M(K1 x H) and 

Il (1 x rt)" (s)j/M ~ llsllBM $ 

Let f E V(K
1 

x G). Then 

<S, f) = <S ,JfÀ d7tA(À)) 

16. 

where ~ A is the haar measure o:f .A.. The function J f). d 1l..A (),) respects (1 x TC) nnd 

can be written 

where FE C{K
1
x H) by virtue of the fact that (1 x ~) is a closed mapping. Hence 

Since V{K
1 

XG) is dense in C(K
1
x G) we see thnt S is a measure and that 

Let . L € BM{E)e 
f,. . 

We aim to synthesize L• Let ~ E [!] . We choose àn extension 

X of X to G wi th X E G,. We observe that the bimeasure 

is invariant. For all p E A. we have 

< S , fp) ·= <i:: , f (1K1 @ZÀ )fp+À X,(À)dl,\ (À)) 

= <L' j (\ @~+Jfp+>.X(P + >.)dh(>-) > 



:::::: < s ' f >· 

We denote L(cp)_:::::: JI:".\. q>C\)d"l_À(À) for cp € C(A ). We have that L(X) is a 

measure and llI:(}J jjM ~ l!L.:IIBM. Hence for <p E A(A) the faro inequali ties 

llL(q>) IIBM ~ llcpll 1 III::IIBM 
L (A) 

III:(<p) IJM ~ 1/q,IIA(A) IIDIB.'1 

hold. Let cpn be a sequence of functions in A(A) which a.re positive, such that 

J <p ( À )dnAG\) = 1 and with supp(m ) C U • It is easy to see that n l Tz1 - n 

(<f'n) 
(i) l!I: llBM ❖ IID!mt 

(ii) ).(<\'n) 
~ is a m~asure 

(iii) 

(iv) 

We de:fine 

(**) 

2-.:('Pn) -+ L in (J' (P,M , V) 

supp(L('Pn)) ç (K
1 

X Ln) Cl E* • 

V "\"'(q>n) 
-?n = (1K

1 
X ~n) (L.t ) E M(K1 X K

2
). By lemrna 6 we have 

and by condition E) on ~ we see that 

supp(~ ) Ç E. 
n 

We aim to show that ~n ---+ L in (j (BM , Y) and by virtue of' (**) it suffices to check 

(j = 1 , 2). We regard 'P
1 

as fixed and let f
2 

vary • .Arguing as in leroma 6 we have , 

measures µ., {ltn}: 1 and {con)n=1 in M(G-) bounded in the measure norm by JILllI1'1 and 
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such that 

{). ' 'f'1 ® '1'2 ).s = <fit-,, lf 2> 
"(<t'n) . <c_, ,lf'1®'t'2> =<µ,n 1 'P2> 

,r 

µ.n --?- µ, weakly and evidently Wn = 13n (µ.n) • 

W'e conclude from lemma 7 that W ---+ µ, weakly. Hence 
n 

This completes the proof. 

I should like to end by extending my thnnk.s to Dr. Varopoulos for his guidance a.nd 

suggesting theorem 3, to Mr. J. D. Stegeman for helpful suggestions, to the Pncult6 des 

Sciences d'Orsay and University of Warwick for their hospitality and to the S.R.C. for 

financial support. 
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Calcul symbolique .2!!!. l!. centre d •une algèbre !!. groupe 

par Noël Leblanc 

Introduction 

Il existeune a.na.lyse harmonique des groupes non commutatifs qui utilise de• m4thodea 

différentes de eélles rencontrées en analyse harmonique des groupes ab,liens J en pa.rticu• 

lier, la théorie de Galta.nd n'est 1>fL8 applicable pour ces poupes. On peut toutetoie re-

chercher les sous-algèbres oonmutatives d'une ala~bre de groupe• en particulier, le centr, 

de l'algèbre de groupe d'un groupe G est toujoure une soua-alg~bre conmut.atiw de 

t 1(o), et nous nous proposonrde donner ici un rtfsultat de calcul aymbolique pour cette 

sous-algèbre. 

Références 

Nous exposerons ici un résultat d~vant pa.raitre aux Anna.les de l•Inatitut Pourier, 

et nous le démontrerons de.ne un uas p.n..r11,iculier~ 

Noua serons e.m6né à util:i.sel" certains r4aulta.ta cla.t:fdquea d1a.nalyae harmonique IUI' 



& Godement.- Séminaire Bourbaki, 1957. 

~ Helgason.- Differential geometry and symmetric spaces.- .Academic Press ,1-9&2: 

L. Loomis.- An introduction to abstract harmonie a.nalysis.- Van Nostrand 195) 

L. Pontrjagin.- T9pological groups.- Princeton 2nd ·ed. 1946 

!!.. Weil.- L'intégration dans les groupes topologiques et ses applications.- 2r!ie ed. 
Hermann 1953 

.!h Weyl.- The classical groupa.- Princeton 2nd ed. 1946. 

Pr.oblème. 

Soit G un groupe compact abélien. On sait que 

A 

{ 

G fini: toute fonction continue opère dans L1(G) 

G infini : si F opère dans ~), P est analytique dans un voisinage de 11ori-

gine (Helson et Kahane). 

On se propose de voir ce que devient ce résultat pour un groupe G non commutatif. 

On note L1(G), le centre de'1 1algèbre de groupe de o, et on obtient. 
C 

Théorème.- Si G est~ groupe~ Lie compact .!fil!!! simple (h .!!. ~ k centre~ 

À 

fini), i!. existe des :fonctions continues n t11,'opérant pns ~ L! (G), !!!!.! les fonction1 

A 
dérivables EE_ nombre suffisant de fois à. l'origine opère~ L! (G). 

Remarque 1. Si le centre de G est infini, on est dans le cadre du théorème de Helson 

et Kahane. 

L'hypothèse 11G groupe de Lie" est également indispensable, comme on peut s'en 



convaincre en étudiant le groupe [sCU)]00 iles fonctions qui opèrent dan~ 
,,,,, 
t!{lso{3)1°'J sont analytiques dans un voisinage de l'origine. 

J. 

Remarque 2. Le centre de l'algèbre de groupe de G est formé des fonctions 1!' te~]es qu~1 

1 V g E L (G), 

Si G est un groupe unimodulaire, cette condition s'écrit 

J G g(y) [t(y-
1x) - f(xy-

1 )]a.y = 0 

Alors, f(xy) = f(yx) presque partout 

presque partout. 

Si G nt est pas compact, le centre de 1' algèbre de groupe est en général réduit à. .. 

la fonction nulle, et il est donè légitime de supposer G compact. 

Démonstration. 

On sait qu'un groupe de Lie semi simple peut se décomposer en un produit de groupes 

de Lie simple. Cette remarque :oorm~ttrad 1induire le théorème dès que nous l•a.urons démon""' 

tré pour les groupes de Lie simples. 

Ceux-ci sont Su(n+1), Sp(2n), So(2n), So(2n+1) (plus 5 groupes exceptionnels). 

Remarque 3. D1a.près la remarque 2, le centre de l'algèbre de groupe d1un groupe de 

matrices est formé des fonctions qui ne dépendent que des valeurs proprés des màtrices 

énvisâ.gées. Les fonctions de L1(o), où G est l'un.des groupes SO(n+1), Sp(2n), 
C 

S0(2n:)', S0(2n+1), dépendent donc de n paramètres. On diii alors que,. G est de ra.ng n. 



~ ·G = SO(l)c Nous allons montrer qua si f E L1(o), l'exponenti&J]e de convolution 
C 

sa:tisfait 

llsit - ôll 1 "2o<lltll7 ;2 .+ 1 ) .. 
L . L 

Le calcul est. dans ce cas simplifié du fait que les fonctions de L1(G) _. dépen
c 

dent que d'un paramètre, et le produit de convolution s 9écrit 

avec 

sin t (:t * g) = k JJ . sin x sin y f(x)g(y)dx dy 
- lx-yl < t < lx,eyl . 

lzl = Arc cos (cos z), la mesure de Haar sa réduisant à dµ.= ! sin 2x dx, et les 
Jt 

( ) sin nx caractères à Ct> x :::: n . • 
n sin x 

Nous remarquons alors que, si f ,t g ont un support compact disjoint de O · et 

Jt 

sin tl (f * g)(t) 1 .( inf sin x sin y 
xEsupp.f 
yEsupp.g 

est borné, et 2 
f * g E L ( dµ,) • 

Alors, eif - ô - if E t 2(d~), et l'égalité de Parseval implique m3me, compte tenu 

de la formule de Taylor 

lie it - ô - itll 2 " llt * tll 2 • 
L . L 

Si donc f est à support compact disjoint de O et lt, 

iNf . Ile - ôjj 1 ~ Nll:rll 1 + N2llt * tll 2• 
L L L 

Nous allons maintenant adapter ce résultat particulier à une fonction quelconque. 

Soit f E L1(d}4) j il existe a tel que, si & est fixé, 



a JJt J lt(x) Jsin x dx + 
0 Jt'-« 

jf(x)lsin x dx .ç &Jt, 

et N tel que Na: '(. 1 < (N+1 )ex. 

On peut alors écrire 

N 
:t(x) = L f n (x) avec 

n=o 

ce qùi nous donne 

On pose. a.lors 

p p-1 p-1 
p. = exp(i L f ) - exp(i L :1' ) - if * exp(i L f ) 
pp n=1 n n=1 n p n=1 n 

'q q-1 . 
P = if * (exp(i L :tn) - exp(i L fn)], 

pq P n=o n=o 

ce qui donne 

11/f - ôjj 1 " e e - 1 + e &11:tll 1 + t '!::, IIP Il 1 • L L p=1 q=1 pq L 

D'après la remarque initiale, f * f E L2(dW, et on obtient d'·après l'inégalité, . p q 

de Minkowski 



et 

1t1·Jt V.Jix-eyJ lit * f 112 ~1 J j:t (x)f (y)lsinx sinydx dy !dt 
p q L 1t o o p q j x-y j 1t 

D'après la formule de Taylor 

A • i:t /\ q-1 /\ 
P (m) = f (m) (e q - 1) (m) [exp(i I:; fn)] (m) 

pq P n=o 

A if A i>-1 A 
P (m) = (e P - 1 - if ) (m) rexp(i f )1 (m) 

PP P L: - n 'J 
n=o 

satisfont l'inégalité (p = q ou p # q) 

A • A 

jP (m)I ~ lt (m)t (m)j pq p q 

et la formule de Parseval implique 

llP Il 2 'llt pq L p 

l 
Posons alors r = Jîtll 1 et 

L 

puis 

A pq = [o , 1t] 11 { [pa: - er(q+1 )a , (p+1 )a. + er(q+1 )~ 

P =G +H pq pq pq 

G =0 pq 

H =0 pq 

avec 

U [n:: - (p+1)a - er(q+1)a , lt- pet+ er(q+1)~} 

en dehors de 

sur .n, • pq 

L0inégalité de Schwarz implique alors 

6. 



Ho Il 1 4 IIP Il 2• , '1 i sin
2
x dx • 

pq L pq L V Apq 

L'intégrale doit 3tre évaluée différenment selon que er(q+1) est intérieur ou 

supérieur à po On obtient ~ le-• àlela e-&1& 

L'étude du support de f * f et la formule de Stirling montrent en outre p q . 

. 't 2 7/2 
Alors, Ili· - ô}l 1 ,$ l!tll 1 + lltll 1 + 2ôlltll 1 ce qui est le résultat annoncé. 

L L L L 

Remargue·4~ 

Pour G = S0(3), l'algèbre commutative que nous ·venons d'étudier satisfait 

1 Il existe une autre sous algèbre commutative intéressante de L (G), celle des fonc-

tions ne dépendant que de l'angle d•Euler "de mutation 11 Q. Dans cette sous algèbre, on 

obtient par un calcul semblable à celui effectué ici 

!lit - ôll 1 < c• <1 + lltll4). 
L 

Pourtant. si on envisage la sous-algèbre L(G) de L\G) des fonctions ne dépendant 

que de e et de la valeur propre a, cette algèbre L(G) est encore commutative, mais 

c'est une algèbre d'analyticité. On peut s'en rendre compte en rema.rquant que L(G) 



contient aussi une sous-algèbre isomorphe à L1(T), à savoir l'ensemble des fonction$ 

de L1(G) ne dépendant que de la somme q, +lp des autres angles d'Euler 

cos (<p+lf) = 
cos a; - cos G 

1 + cos é • 



Séminaire d'Analyse Harmonique 

Année 68-69 
Exposé n° 6 

Méthodes combinatoires~ analyse harmonique 

par J. D. Stegeman 

§ 1. Ensembles d'interpolation 

Soient r
1

, r
2 

et f=f
1

)( r
2 

des espaces discrets. Considérons l'algr1bre tensoriel-

A . 
le V= V(r) = C(r

1
) ® C(r

2
},, C{f) étant l'algèbre de Banach des fonctions bornées sur 

fi (i == 1, 2). Les éléments de V(f) sont les fonctions cp : f' --+ C qui peuvent 

00 

s'écrire cp = r=: r. ® g. 
. 1 J! 1 
l.= 

avec et ~ l!r. il i!g. il <.oo; L-.J l.00 100 

CO 

mais on peut dire aussi que ce sont les fonctions t-p qui s'écrivent <p = L a..f. 0 g. 
·1 l.l. l. 
i= 

étapes : en écl'ivant fi = fi
1 

+ ifi 2 - fi3 - ifi 4 et de même pour gi, on remplace 

f.@ g. par une somme de termes a.kf .. © gik· avec les f et g positifs, ensuite en 
]. l. J l.J 

00 

écrivant f = L 2-tkt (disons que O , f ,$ 1) et de même pour g, on obtient le but]. 
t=1 

Soit E Cr. E est ensemble d'interpolation (pour l'algèbre V) si V(E) = C{E), 

c'est-à-dire si chaque fonction bornée sur E peut être prolongée en une fonction de V(r). 

Pour démontrer que E est· d'interpolation, il suffit de montrer que les fonctions carac-

téristiques ~ (F CE) sont dans V(E). De là, en combinant avec les remarques plus 



2. 

haut on obtient que E est d 1 :interpolation si et seulement si pour chaque F CE il 

existe un nombre fini de rect1u1gles R
1 

, ••• , ~ dans r tels que F = (R
1 

lJ ••• U 1\i)nE. 

Si /1. C r, on notera R( _Il), le rectangle engendré par â , l'ensemble 

1(. : r -,. r. est la projection canonique (i = 1, 2). 
1. 1 

Soient a, b E E. On dit que a ,...._, b, a et b liés dans E, si et seulement si 
E 

Card(R(a,b) fi E) 4 3. 

Une coloration X de E est une application X : E ~ {1, 2, 3, ••• l 
) 

telle que 

a rv b --=}X(a) ,p X(b). 
E 

Le nombre chromatig·1e K(E) de E est le nombre minimal de couleurs n6cessaires 

pour colorer E l colnrRtion X 1 E -t, l1, 2, ••• ,. (on pnmd 

inf ~ == +oo). 

Théorème ( [2]). E C. r est ensemble d I interpolation (11our V) si et seulement si 

K(E) < +oo. 

Démonstration. Soit K(E) = N < +oo. Soit E = E
1 

U ••• U ~ une d6composition 

chromatique de E pour une coloration minimale X de E). 

Soit F CE. F == F
1 

U • & .. U F avec 
N 

F. = F n E .• 
1 1 

On vérifie facilement que 

(R(F1) U ••• U R(FN)) () E = F. Donc E est d'interpolation. 

Dans l'autre direction c'est plus compliqué. En utilisant le fait que E est 

ensemble de Sidon ( voir [ 2] ) on peut démontrer ( loc. ci t.) que E = E V 
1 

... VE 
p 

où 

les E. (j = 1 ' ••• ' p) sont des sections disjointes, c'est à dire que pour chaque E. 
J J 



3. 

~ ou n:
2 

est injectif. Il existe des rectangles Rjk (j = 1, , .. , p,.k:::: 1, ... , qj), 

disjoints pour j fixé, tels que U R ,.. E E Grâce à la structure sp,foiale des ·1 1. -· •• 

k J..: J 

E 
j 

on obtient une co1oratiou avec couleurs s:i. on utilise une couleur diff{rente 

Ceci achève J« d,,.,,;ünstratic,u .. 

D(;montrons encore le lemrni 

Démonstration. K(E) ~ K(F), donc il reste à démontrer que si Kt:tt>) -~ \: pour chnque 

F fini alors K(E) ~ N. Or, posons I - {1, ... , N} 

topologie du produit. Pour chaque F c E fini, soit • ç,p = {x E IEI X!p est une colora-

tion de et ç;, 
F 

est fermé. Aussi 
UP 

p 

IE étant compact, il en découle que n ç,F f- P, et il est clair qu'un X qui est 
F 

coloration pour chaque F, l'est aussi pour E. 

§ 2. Bisections 

Le paragraphe précédent donne une motivation pour étudier un problème tout à fait 

combinatoire: prendre un ensemble E Cr et étudier son nombre chromatique. Le lem.~e, là, 

indique qu'il ne s'agit pas seulement de décider si K(E) est fini ou non, mais, en 

particulier pour les E finis, d'obtenir des évaluations plus précises de K(E). 

Considérons le cas spécial où E est une bisection [1]. Rappelons que E Cr est 

une bisection s'il existe une décomposition E = E U E 
1 2 telle que Jt. 

1 



4. 

est injectif sur Ei (i = 1, 2). Pour chaque aEE
1 

il existe au plus un élément dans 

E2 , notons-le da, tel que ~
2

a =~da. On a donc une application d E
1 

_..E
2

, 

définie sur une partie de E
1

• De même on a · d : E
2 

--t- E
1 

telle que 1t
1 
b = n:

1 
db 

chaque fois que .b E E
2 

et qu'il existe un tel db E E
1

• Deux points a et b de E 

sont liés si et seulement si une (au moins) des relations suivantes est satisfaite : 

J(i) 
2 (ii) d2b da= b ,. =a 

(*) 
t(iii) 

2 
da f. b (iv) d

2
b db f. a. da= db, = da, 

Les cas typiques sont resp. 
X 

X 0 0 Oxx o· X 

0 , Ox , 0 
' 

0 . 
(x = élément de E

1
, 0 = élément de E

2 
; a et b sont soulign1~s). 

Disons que a et b sont connectés dans E s'il existe m ~ 0 et n 4 0 

tels que dma = al\. C'est une relation d'équivalence et il suit de(*) qu'on peut colore 

les classes d'équivalence de E indépendrunment. Supposons alors désormais que la. bisec-

tion E soit connexe (tous ses points connectés). 

Soit c € E tel que pour un N > 0 
N 

(nécessairement pair) on a d c = c, 

(1 ~ n < N). On dit alors que c est cyclique d'ordre N. 

{c
1

, c
2

, ••• , cNJ est l'ensemble de tous les éléments cycliques de E. Car soit 

d~= b pour un b E E. On a aussi d~ = dn c ( certains m et n ; E est connexe), 

Mm Mm-m+n alors b = a--o = d c ES. 



On dit que la bisection colliwxe- E est cyclique d'ordre N si elle contient un 

cycle s avec N éléments, sinon E est acyclique. L'arbre T 
n 

est l'ensemble des 

élén:fè'nts b E E,s qui "entrent dans s ' la place Il c'est-à-dire lesquels a C 
' 

pour 
n 

il é"xiste h = h(b) (la hauteur de 

l'a:r-bre T est déterminé modulo N. 
n 

b) tel que d~ = c n' 
dh- 1b f_ S. L'indice n de 

Si E (connexe) est acyclique on définit une coloration X : E ----+ { 1, 2, 3 J en 

( ) ( ) 3 n mX, prenant aEE quelconque et en définissant X b = n - m mod si cl b = d n,. -

est bien défini (soit aussi an\ = am' a, alors 
m+n 1 n+n 1 n+m' 

d a= d b = d a, donc 

m + n 1 = n + m' car E est acyclique). Les relations (,:;;,) montrent que X est une co lo-

ration. La même méthode s'applique encore si E est cyclique avec ordre N:::;: 0(6). Si 

au contraire N = 2(6) ou N = 4(6) ça ne va plus, mais il est clair qu'avec quatre 

couleurs {1, 2 1 3, 4} on peut le faire facilement. Donc K(E) ~ 4 si E est une bisec-. 

tion. Il faut être plus précis pour démontrer qu'il existe des bisections avec norr:bre 

chromatique 4: 

Théorème. Soit E une bisection connexe cyclique avec ordre Ni 0(6) telle que 

aucun arbre est vide et qu I il existe detDi. arbres avec disi-a:nce impaire (T 
n 

et n-m 

impair) qui possèdent un élément d 1hnuteur 2 et deux élér.ieffbs d thautenr 1 • .Alors 

K(E) = 4. 

Démonstration. Supposons que X : E ~ {1, 2, 3} est une coloration. Il existe 

un m tel que X(cm) = X(cm+1) (S = {en\ est le cycle de E). Sinon on aurait pour 

S une coloration comme 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, ••• , mais ça ne se ferme pas si N,k 0(6)~ 



Soit b ET avec 
n n 

est la troisième cou,leur. Prenons maintenant l'arbre spc5cial avec indice imp1tir, disons 

T • Pour 1' élément a avec hauteur 2 il n'y a plus de couleur, parce que b' 1 c et 
n n n n 

ooel!ll;p.ent les, 'trois couleurs (h' ET, h(b') = 1, do. /= b'). Donc X n'est pas 
n n n n n 

une coloration et le théorème est démontré. 

Le théor·~'1rne nous permet de construire des ensembles avec nombre chromatique 4, par 

exemple: 

X 

X X X X X 

X X X X 

X X X 

X X 

X XX X 

X X X X 
XX X 

X X X 
X X X X 

X X 
X 



::Qp pe:u;l:, démontrer, ( [1], § 8) qu'un ensemble E C. r est une bisection si et scu lement 

et qu'il est acyefl;ique si 1 1 inégalité est toujours. stricte ( sauf si a= b, =P).C'est 
1 2 

une définition plus inaturelle que celle du § 2, qui se prête aussi à des gtnéralisations. 

En effet, disons que .:E Cr est un ensemble <le type HM' et écrivons E E BH' si E 

satisfait à 

(**) 
sup 

a.c. r. 
l. l. 

O <Ca:rd ô.. 
l. 

< (X) 

Si M ,f. -2, BM est vide {:p;rendre Gard ô
1 

= Gard 6
2 

= ù. est la classe des 

bisections acycliques, B la,.,classe des bisections cycliques. On peut démontrer que si 
0 

E E BM alors K(E) ,(. 4 + M, de sorte que tous les cnsc;nbles de ty-pc BH (H < w ) 

sont d'interpolation. La question se pose d 1 évaluer la fonction 

K(M) = sup (K(E) l E E B1,J· 

On peut démontrer que K(1) = 4 et K(2) ::,e 5~ La démonstration du théo:d:m,e de § 2 

est une indication que ce problème sera peut ~tre assez difficile pour M grnnd. 

D'autre part, l'ensemble E = r
1 

X Z C r (Z ,C rz> satisfait à 

sup 
A. c. r. 

l. l. 
/:,, . . finis 

l. 

K(E) = Ca.rd Z, 

Card ( Ll 
1 

X /), 
2 

0 E) 

C d 8 C /J. = Card Z., ar 
1 

+ ard 
2 



8. 

ce qui démontre en particulier que pour chaque M il existe E E BM avec K(E) = 2. 

Donnons enfin un exemple d'un ensemble E C :Z X Z ("l'ensemble des sept") qui se 

décompose en deux sections, E = E
1 

V E
2 

telles que 7r, est inj cctif sur E
1 

et sur 

E
2 

{mais E n I est pas une bisection), et dont le nombre chromatique est +co • 

En effet, soit r
1 

= Z_ X Z_ et r :::: Z où Z = {-1, -2, ••• l; naturellerient 
2 - - ) 

r --~r ~z 1 2 :::: • Posons pour k ); 1 

E;k) = {((-j , -k) , -j) ; j > k} 

Chaque E(k) = E(k) U E(k) 
1 2 

forme un sept, et est injectif sur les 

E. = U E~k), i = 1, 2. 
1 

k~1 
1 

Supposons que K(E) = N < +ro et soit X E --+ {1, ••• , Nj une coloration de E. 

Alors il existe un sc,us-ensemble infini monochrome F~1) C E~1). Il est maintennnt facile 

à voir qu'on peut extraire un sous-ensemble F de E tel que que 

E' = F \ E( 1) est isomorphe à E (dans un sens im.rnédiat) et que chaque point de E1 

est lié avec un point de F~1). Donc nécessairement Cnrd(X~
1(E')) ~ N - 1, et cela 

implique que K(E) == K(E') ~ N - 1. Il résulte de cette contradiction que K(E) - +oo. 
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Séminaire d 1Analyse Harmonigue 

Année 1968-1969 

Exposé n° 7 

Ensembles d~analyticité ~ les Algèbres Tensorielles 

par DcL0 Salinger 

Soient G un groupe abélien compact et A(G) 1 1 algèbre de Banach des séries 

de Fourier absolument convergentes sur G. Pour un sous-ensemble fermé E de G 

notons I(E) l'idéal fermé des fonctions de A(G) sëannulant sur E et notons 

A(E) = A(G)/I(E) 1 1algèbre des restrictions à E des fonctions de A(G)~ 

Soit R une algèbre de Banach commutative, régulière de fonctions à valeurs 

·complexes à spectre compact,. Une fonction ,:p : [-î, 1 J _,, il; opère sur R quand 

,:pof € R pour chaque fonction f € R prenant ses valeurs dans [-1,1]. Nous dison 

que seul es fil fonctions analytiques opèrent sur R si chaque fonction ,:p qui 

opère sur R est prolongeable en fonction analytique dans un voisinage de [-1, 1 J ., 

Seules les fonctions analytiques opèrent sur A( G), 

Soit E un sous-ensemble fermé de G ~ E sera dite d'analyticité si seules 

les fonctions analytiques opèrent sur A(EL J~P, Kahane et L Katznelson [2] ont 

donné une condition pour qu'un sous-ensemble fermé E de G soit ctianalytic:ité 

s•il existe une constante réelle a> O telle que pour tout réel positif r il 



existe une fonction f à valeurs réelles appartenant à A(E) satisfaisant à 

et 

alors E est d'analyticité. 

llfHA(E) < r 

lleifll > à:r 
e 

2. 

En utilisant ce critère, L Katznelson et P, Malliavin ont donné des conditions 

arithmétiques pour que E soit d1analyticité [3]. Ils ont aussi fait [4] une véri-

fication statistique, pour une certaine classe d'ensembles, de la conjecture de la 

dichotomie (tout sous-ensemble fermé d'un groupe compact est soit de Heison soit 

d'analyticité)~ 

Nous donnons ici des résultats analogues dans le cadre des algèbres tensoriel;;, 

les. Soient X,Y. deux compacts$ Notons, comme d'habitude, V(XxY) Palgèbre de 

,. 
Banach q;(x) Q9 t(Y)o Pour un sous-,ensemble fermé E de X xY notons I(E) 

l'idéal fermé de fonctions de v(xx.Y) s 1 annulant sur E et notons 

v(E) == v(x xY)/r(E) l'algèbre des restrictions à E des fonctions de v(x xY). 

Seules les fonctions analytiques opèrent sur v(x x'r)~ Un sous-ensemble fermé E 

de XxY sera dit d 1analyticité si seules les fonctions analytiques opèrent sur 

V(E). 

Remarquons que le critère de Kahane et Katznelson s 1applique dans ce cas il 

. 
suffit de trouver un groupe compact G · et une a:pplication biu..11.ivoque continue 



3,. 

'l! : X UY - G telle que 'l!(X U Y) soit un Eronecke~~ Alors il y a une applica-

tion biunivoque qi : X x Y - X+ Y telle que ~ : A (X+ y) :\v(x x Y) soit une iso-

métrie ( [ 8], §4)., 

Nous considérerons une certaine classe de sous-ensembles de X x Y • Appelons 

S un carré d' ordre n si S est de la forme S = X xY n n 
y 

n 
sont 

des sous-ensembles de X et Y respectivement, avec card X = card Y = n. 
n n 

Nous disons qu 1 une partie fermée E de X x Y contient .92.§. carrés arbitrairement 

grands si E contient un carré d 1-ordre n pour tout entier positif n • 

Proposition : Soient X, Y deux compacts et E un sous-ensemble fermé de X x Y 

contenant des carrés arbitrairement grands. Alors E est d 1analyticité. 

Démonstration F désignera le tore. On sait [1] qu'il existe une constante a> O 

telle que pour. un réel positif quelconque r il existe une fonction f E A(F) 

valeurs réelles satisfaisant à 

et 

ar 
e 

Pour un entier positif quelconque n soit z(n) le groupe des racines 

n-ièmes de 1:unité plongé dans F. 

Alors f E A(Z(n)) et 
n 

Notons f la restriction de f 
n 

à z(n). 

' a 



En utilisant la régularisation de Rerz (cf. par exemple [ 6]) on peut montrer qu I il 

existe un entier positif n = n(r) tel que 

lleifnll A > ar 
e 

Utilisons maintenant l'application M : A(z(n)) - v(z(n) x :èi'(n)) = v(s ) 
n 

donnée par 

pour tout g € A(~n)) tout x,y € z(n). Cette application est une isométrie, 

donc h = Mf € v(s ) vérifie 
n n n 

et 

cxr 
e 

h étant une fonction à valeurs réelles, nous pouvons trouver une fonction 
n 

h € V(E) à valeurs réelles satisfaisant aux deux inégalités au-dessus; donc E 

est d I analyticité ... 

Nous obtiendrons une amélioration apparente de ce résultat à l'aide des tech-

niques combinatoires •. 

Théorème : Soient X, Y deux compacts, E un sous-ensemble fermé de X xY .. Sup- · 

posons qu'il existe une suite de carrés dans X x Y telle que 

di ordre n et que pour un nombre infini de carrés, 

où ~ _,. O quand n -,.oo. Alors E est d'analyticité. 
n 

S soit 
n 



Démonstration Le théorème découle de la proposition précédente et du lemme 

suivanto 

Lemme (cL par exemple [5]) :: Soit E un sous-ensemble du produit XXY de deux 

ensembles infinis 0 Supposons 11u I il existe une sui te {s } 
00 

de carrés dans X x Y 
':l. n n=1 

telle que S soit d'ordre n et que pour un nombre infini de carrés 
n 

( ) 2-e card S (') E ~ n n 
n 

où e ..,,, O quand n '""' oo O Alors E contient des carrés arbitrairement grands. 
n 

Démonst~ On peut supposer que pour tout n 

et que E n n 

card(S n E) ~ n2-en 
n 

soit un entier,. 

Soit S = X x Y • Nous considérerons S comme matrice, alors rang (res-
n n n n 

pectivement colonne) de S notera un ensemble de la forme 
n 

X xy n 
(respectivement 

x xY ) 
n 

où y€ y 
n 

(respectivement X f X ). 
n 

Soit r > 1 un entier positif et 

supposons que n 
0 

est un entier tel que pour n ~ n • 
0 

Pour un tel n 

nous choisissons un sous-ensemble ses 
n 

card(S n E) ~ rn ~ 

composé de 
E 

rn n rangs de S tel que 
n 

Notons 1rensemble des colonnes de s qui contiennent au moins r points de 

E • Posons 

Soit s le nombre de colonnes de s( 1) , 

card(s( 2 ) n E) ~ (n-s)(r-1) , 

8 
donc, en posant rn n = t 

alors 



6 .. 

st + (n-s)(r-t),~ card(S OE) 

~ rn 

alors 

st ) n 0 

Dans chaque colonne de s ' r. points peuvent. être rangés de rc 
t façons,. 

Alors si s( 1) contient plus de (r-1 fct colonnes c 1 est-:-à-dire 

s > (r-1)rc:b, 

nous obtenons un carré d'ordre r dans S ( 1 ) () E • Mais 

et 

r rèn = r n 

si 

Donc quand n est. suffisamment grand,· Sn f\ E. contient un carré d I ordre r • 

Nous ne savons pas si le lemme ci-dessus est le meilleur possible. Dans le 

sens contraire T. Kovari, V.T. Sos et P. Turan [5] ont construit un ensemble E 

ne contenant pas de carrés d'ordre 2 mais tel qu 1 il existe une suite {s} pp premier 

de carrés avec S d'ordre p2 et 
p 

card(S f) E) = / 5 
Q 

p 

Par des techniques tout à fait différentes (c'est-à-dire suivant les méthodes 

de Katznelson et Malliavin [3], [4]) on peut montrer le théorème suivant. 

Théorème [7] 

Soit 

Soient X, Y deux compactsi E un sous-ensemble fermé de X xY ~ 

une sui te de carrés de X x Y avec S d I ordre n • 
n 

Notons ô n 



la mesure de Dirac en un point x € X x Y et notons 6. - f ô } Soit e n - 1 n xES • n 

une mesure aléatoire équidistribuée dans 

positifs et posons 

1 
pn 

~n =- ~ Pn J=1 

l,, 
n 

e nj 

n 

Soit une suite d'entiers 

où les e nj 
sont des copies de e telles que 

Pn oo 
{ e . Î . 

1
, 

1 
est un ensemble indé-

n nJ J= · Il:= 

pendant. Posons E := supp ~ • n n 

Alors si -1 np _,, 0 
n 

quand n _,, oo , l'ensemble 
00 

H = LJ E 
n=1 n 

est presque sûre-

ment d'analyticité. 
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Séminaire d 1.Analyse Harmonique 

Année 1968-69 

Exnosé n° 8 

Semi~groupes de mesure.ê. 

par Jo Faraut 

G groupe abélien localement compact 

r groupe dual 

B(r) espace des transformées de Fourier des mesures bornées sur G. · 

Les fonctions de B(r) sont caractérisées par la propriété suivante 

Théorème. Soit cp ™ fonction continue .fil!!. r , E0Ur que <p = Bi' i.t-') 

et suffit que pour tout polyn8me trigonométrique _fil!!'., G 

on ait ----

n 
f(x) = L ck(x , Ok) 

k=1 

n 

1~ ck <p (Ji)I ~ A.jjff100 

(Rudin 1 Fourier analysis on groups, p½ 32)* 

l]µ,]l ~ A, 

Proposition 1 ~ Soit. 'If ™ fonction continue sur r telle ~ pour tout t > 0 

n 

f(x) = ~ ck (x , bk) tel que f(O) - llrfl
00 

on a 

il faut -·-·· --



n 

Re L ckq, (fk) ~ Oo 
k=1 

En effet dVaprès le théorème précédent 

donc 

et en passant à la limite quand t tend vers 0 

n 

Re L ck lp (tk) ~ 0 
k=1 

Proposition 2,. Supposons G compact 9 ~ 1j1 ™ fonction définie ~ r telle ™ 

pour tout polyn<':lme trigonométrique~ G 

on ait ---

n 
f(x) = LJ ck (x ,; dk) tel 9,ue f(O) = j'jf]j

00 
k=1 

n 

Re L ck1' (fk) 4 0 
k=1 

alors 9 pour tout t > 0 9 e-t, ""' 3il-4-t~ lh-\l'l ~ 1 ~ 

Soit C(G) lîespace des fonctions continues sur Go Pour tout polyn8me trigonométrique 

sur G 
n 

f(x) = L ck (x 1 'f k) 
k=1 

posons 

Ceci définit un opérateur (DA ,1 A) en général non borné de domaine dense dans C(G) (llespa

ce des polyn8me trigonométriques)o Soit f un polynôme trigonométrique dont le module est 

maximum en et f(x) > 01 0 
la fonction g définie par g(x) = f(x + x) vérifie 

0 



g(O) = ]lgl] 
00 

n 

g(x) = ~ ck (xo ~ t'k)(x 1 Ok) 

donc, d'après l'hypothèse faite sur la fonction f 
n 

Re~; ck(xo 'bk)lp(fk) ~ O 

Re .Af (x ) >;-O., 
0 

3. 

L1 opérateur (DA ~ A) vérifie le principe du maximum du module. En considérant f(x) = (xt t), 

cm obtient Re f (f)), O., Pour tout z > O, (zI+A)DA = DAo Il en résulte que les opérateurs 

Pi définis par 
u 

se prolongent en des contractions sur C(G),. 

( C., R ... Acad,. Sc., Paris t t., 267, 1968 1 p.. 257, Proposition 2). 

Ce qui se tradui·t par 

DVoù le résultat• en utilisarrt le théorème.., 

Proposition)., Soit q> une fonction continue sur R telle gue pour tout polyneme trigo-

:nométriciue 

on ait --- n 
Re L ck lf (°k) ~ 0 

k=1 

e-ti, - Di µ.t, 'fh\l'l ~ 1o 



Soit f un polynôme trigonométrique 

n i'1tx 
f(x) = L ck e 

k=1 

il existe ;kj' ~j (j = 1, • ..,, p) tels que 

p 

a. = L ~k- ~
k . 1 J J J= 

les nombres pj sont des réels indépendants sur Q, et les nombres 

relatifso Considérons le polynôme trigonométrique g sur Tp 

on a 

Posons 

~ kj des entiers 

Ceci définit une fonction sur zP. Soit h un polynôme trigonométrique sur Tp 

Supposons g(O) = J/gl] et posons 
00 

alors h 1 ( 0) = j]h v !I co et par sui te de l'hypothèse f'ai te sur ·q> 

Re L a. k '\P'(Y:k1~1 +. • .+~k A ) ~ O k k
1 

•u 2 Il p p 

c 1est à dire 

La fonction "f vérifie donc les hypothèses de la proposition 2, et pour tout polynôme trigo-

nométrique sur Tp 



en particulier pour le polyn8me g 1 et comme 

'\J!(~k1 '"""t ~kp) = 'l7 ( i;k1 (31 +,....,+~kp '3P) = f ('\:) 

n -t ,P('\:) 
IL ck e l ~ lJglJoo * 
k=1 

D11autre part; les nombres 13. étant indépendants, 1 1application de R dans Tp 
J 

x ~ (p
1
x, *••p ppx) 

a une image dense dans Tp t donc llfJl
00 

= UgJl
00 

et 

n -ttr('\:) 
!~ ck e 1 ~ jJfI]00 

d 1où le résultat en utilisant le théorèmen 

Remarque g La démonstration de la proposition 3 se généralise sans difficulté au cas 

Proposition 4,. Supposons G compactt où G = Rm,., §2.!i l.f' une fonctiori continue ~ r, 

les deux propriétés suivantes sont équivalentes · 

b) Pour tout polyn8me trigonométrique 

n 
f(x) = ~ ck (x ~· Îk) vérifiant f(O) = ÜflJ

00 

n 

!Re L ck 'l'(fk)! ~ wf(O)* 
k=1 

Cette proposition est un corollaire direct des propositions 2 et l~ 



Séminaire d~Analyse Harmonique 

Année 1968-1969 Exposé no 9 

Dérivabilité de la fonction de Riemann en certains points 

par Hervé Queffélec 

d 1après Joseph Gerver 

Io Introduction. Soit f(x) = } oo; sin(n2x) R. . t , t. .... ; iemann ava1 conjecture que cette fonc ion 
1 n

2 

était partout non dérivable, et Hardy avait partiellement confirmé cette conjecture, en 

montrant par exemple que f n I était pas dérivable aux points de la forme ~ ,r, où ~ était 

irrationnel mais Gerver a montré que f était dérivable en certains points, notamment au 

point )t,, csest ce qu'on va montrer., 

II~ Dérivabilité de f ~ point TC : On va montrer que Il revient au m~me 

de montrer que 

Tout revient à montrer que 

00 

g(x) = r=, 
k=o 

(sin(2k+1)
2
x 

(2k+1 )2 

est dérivable en zéro, avec pour dérivée 

sin(2k+2)
2
x) 

(2k+2)2 

sin(2k+2)
2
x _ t 

(2k+2)
2 

k=o 

a pour dérivée à droite 

sin(2k+1)
2
x 

(2k+1)
2 

au point 

Or, 

" 

o. 

On utilisera les notations suivantes n est un entier variable 9 qui tend vers +oo. On 

1 . ('2 ) 
prend 0 < X On pose,; i ~ 1, S(i) sin 1 x 

<7o" pour = .2 ' 
car on raisonnera la plupart du 

n l 

temps à X fixé., On a donc à considérer t 



oc 
)_; ~(2k+1) ,_. S(2k+2)] o 

k=o 

On divise cette expression en 3 parties z 

On montre que 

a=1 
~ 
L1 
k=o 

b-1 

S 
k~ 

00 

I:: 
k:::::b 

00 

L p où a et b sont les entiers déterminés par 
k=b 

a~, 1 ( - 1- , a 

nYx 
1 

b - 1 ( 'nx: ~ bo 

·--· O(~) 
n 

X o(::) ·-· 2 + 
Il 

X 
·- 0(-)., 

n 

1) Valeurs de k inférieures -2.!:!. égales à a-1 

4 2 16 n: 
k ef a.=1 '-';) 2k+2 t 2a ❖ -- ===} (2k+2) x t 2 ~ 2, dès que n ~ ,4,. A fortiori 9 

n'IJx. Il 

Si. 0 ( i < j ,t fü-1 p on a S(:i) ~ S(j), car S(i) - S(j) P comme fonction de x, 

est nulle en 0~ et a à droite de O une dérivée cosi
2
x - cos /x positive, la fonction 

cosinus décroissant sur [o ~ ~]. Donc, 

a•-1 a-1 a-1 
II: [§(2k+1) - S(2k+2)} 1 = L ~(2k+1) - S(2k+2)] ~ L l§(2k+1) - S(2k+3)] 
k=o k=o k=o 

~ S(1) = S(2a+1) 
sin(2a + 1)2

x = sin x - ---------
( 2a + 1)2 



4 
) 16 ) X) X) ~ - ·-X = 0(- = 0(- e 

~ 6 42 4 n 
nx n 

) 

(on a utilisé u - sin u ~ ~, pour u > 0) .. 

2) Valeurs de k comprises entre a et b-1 : il nous faut d'abord un lemme 

lemme 1 t ls(i) - 2S(i + 1) + S(i + 2)1 -'4x
2 

+ ~~ + -~ • 1 
l l 

On utilise la majoration classique !s(i) - 2S(i + 1) + S(i + 2) I ~ max js11(t) 1, 
i~ t ,<i+2 

, S(t) sin(t
2
x) ,. . .d,, ou = 

2 
~ x etant cons1 ere comme un paramètre .. Il suffit de calculer S"(t) : 

1 0 

t 2 

S11(t) = -4x 2sin(t 2x) - 6x cos(t x) 
t2 

+ 
6 sin(t

2x) . 
--..,.

4
--.. Et on maJ ore 

t 
lsinusl et lcosinusl par 

1 
1 v entier déterminé par c - 1 :< - ( c., Nous avons 

" Vx 
Soit maintenant c 

S(2k+1) - S(2k+2) - ½(S(2k+1) - S(2k+3)) = ½~(2k+1) - S(2k+2) + S(2k+3)] 

=9' jS(2k+1) - S(2k+2) - ½<s(2k+1) - S(2k+l))j "- 2x
2 

+ 3
~ + 3

4., On va sommer ces inéga-
k k 

lités de a à b-1, en passant par Co 

(Il est évident que a << c << b) • Ecrivons symboliquement pour 

iS(2k+1) - S(2k+2) - ½(S(2k+1) - S(2k+3))j. Nous avons 

second membre est de 1iordre de 

c-1 

[] 
k=a 

n 4 {x. < !, 
n 

4 x
2 

4 
n - = n Yx Xo Or, 

rx 

2 lx 3) ~ c ( 2x + 2 + 4 ,. Le 
a a 

. 0 ' 1 puisque < x < 7o• 
n 

c-1 
Donc I=:I 

k=a 
b-1 ~, 1 

2 lx l) ❖ b(2x + 2 + 4 .. Le second membre est de l'ordre de 
2 

bx, c'est à dire 
k=c 

X 
précisément de -• 

n 

C C 

b-1 
Donc, SI 

k=a 
= 0(~), et ,r )jl(2k+1) - S( 2k+2) - ½(s( 2k+1) - S( 2k+3) l] 1 = O(~). 



Ou. encore g 

I,~ [s(2k+1) = S(2k+2)] = ½(s(2a+1) = S(2b+1)) 
k=a, 

1 1 Î 2 2 X iS(2b+1 ! ~ --2· .~n X ::: 0(-)o Et !S(2a+1) - xi= O(x4) = 0(~)9 comme on l'a vu dans 
b n n 

1 1 étude des valeurs de, k inférieures ou égales à ai=-1 o D1 où s 

b-1 
L [s(2k.+1 c- s(2k+2)] = ; + o(~) 0 

k=a 

3) Valeurs de k supérieures ou égales_§. b alors que le groupement, S(2k+1) - S(2k+2) 

1 
était J.Vassentiel dans le 2),, puisqu 1il a permis de faire apparaitre la valeur 2 de la déri-

vée de g 9 

X 
avec l'apparition de 29 il ne sert plus a rien dans cette partieo On va montrer 

en fait que g 

00 

et !~=~ S(2k+2)1 = O(~)o Les calculs étant parallèles, 

on fera seulement la démonstration pour rr= S(2k+1)lo On utilisera le lemme suivant de 
k~b 

van der Corpu t ( Zygmund 9 'l'ri gonometric Seri es 1 tome 1 9 page 1 98) ,, 

Lermne 2 s: f est réelle 9deux fois continûment dérivable sur [o: :,, p], si 

une constante universelle 9 qui ne dépend pas de la fonction fo 

On applique Je lemmG 2 avec 

p "" constante o 

On divise les entiers supérieurs ou égaux à b en blocs successifs R de 
u 

où A est 

j éléments 



,,onsécutifs 9 j + 1 .. .Ainsi: 

' 
On va montrer que 

1 L S(2k+1)1 ~ C ~ 
2

, où C est une constante universelle, et où t 
K ER nt 

u 

désigne le plus petit élément de R ~ R ={t, t+1, u u 
Posons 

= ei(2t+i)
2

x +$o.+ ei(2t+2j-1)
2

x = L i(2k+1)2x e • Nous avons 
t-1 <k~t+j-1 

Or1 jx << 1 ~ donc le second membre est de l'ordre de grandeur de 1 -. 
Vx 

On peut donc écrire 

(utilisant !Im zl-' !z!) i 

18 S(2k+1)J-s~' 1 - 1 + 1 l 
kER Vx Lë2t+1)

2 
(2t+2j-1)

2 
(2t+2j-1) 2J 

u 



6. 

C 
.( --, où C est une constante universelle. Or, 

l·rx 
C j IL S(2k+1) j ,{. 22 .. C1 est ce g_u ion voulait montrer., 

kER nt 
u 

donc t+j ~ 2t s, donc 

Donf0 g 

On a donc montré qulil existe une constante universelle D telle que 

! ( , X! X 1 
g x) - 2 ""( D ni,) pour O < X < 10 .. 

n 

Il est alors immédiat que gi(O) existe et vaut 1 
2· 

III~ Généralisationso On a montré le théorème suivant 

Th , ~ 1 f~ ~sin(2k.+1 )
2
x sin(2k+2/x~ e-oreme o -----'--- - ------'---

k==o· ( 2k+1 ) 2 ( 2k+2) 2 
est dérivable en 0 1 avec pour dérivée 

On peut facilement 9 en adaptant point par point les méthodes employées pour la démonstra-

tion du théorème 111 obtenir le 

Théorème 1 bi.s o Soient j.ls, V 9 À trois entiers tels que O < µ, < Y ~ i 1 et ~ un réel 

tel que Alors 

a une dérivée à droite en zéro, 

qui vaut 

A partir du théorème 1 bis 9 on obtient facilement le 



7,. 

Théorème 1 ter. Soient l,tp Y p À trois entiers tels que O < µ. < Y ~ À il et 't un réel 

quelconque 

qui vaut 

On est alorspirès à démontrer le théorème essentiel obtenu par Gerver t 

00 • ( 2 ) 
Théorème 2o f(x) = L sin~ x 

1 n 
est dérivable au point 2A + 1 

2B + 1 )h où A et B 

sont des entiers? avec la dérivée 1 

Tout entier Il peut sî écrire g n = (2B + 1 )k + r 1 avec 1 ~ r .(, 2B+1, k ~ O., La 

dérivabilité de la fonction f au point considéré équivaut à la dérivabilité de la fonction 
. r: 2 2A+1 ] 

oo sin Ln (x + 2B+1 1t ) 
L 

2 
""' h(x) au point zéro., On peut écrire : 

1 n 
. r. 2 2A+1 . 2 ] 

2B+1 i oo srnL( (2B+1 )k+r) x + 2B+1 ( (2B+1 )k+r) n: 
h(x) = L__; L 2 ., 

r=1 k=o ( ( 2B+1 )k+r) 

Ou encore, en distinguant les valeurs paires et impaires de k,. 

Donc 1 

y = 2B+1+r, 
r 

2A + 1 2 
~r = 2B + 1 r )t.. D'après le théorème 1 ter, h est 

dérivable en 01 avec pour dérivée i 

2B+1 ~r - Jtr 1 2B+1 r= --- cos t: = - E cos 't .. 
r=f' ~ r 2 k=1 r 



Or~ pour r < 2B+11 on a 1 °' 2B+1 - r ,< 2B+1 ; si on groupe les -valeurs r et 2B+1-r, on 

constate aisément que cos 'tr + cos "t2B+1-r o. Donct dans l'expression de hl(O), il reste 

seulement g 

1 
2 cos -e2B+1'• Or, 

2A+1 2 
t 2B+1 = 2B+1 (2B+1) Jt = Jt (mod 21() 1 donc 

cos <t2B+1 = -1, et donc 

1 hî(O) = - 2, ce qui achève la démonstration du théorème 2. 
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