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Tél. 6024103 - ch 208 Sur la factorisation des séries de TAYLOR absolument

convergentes et sur les intégrales de FOURIER.,

En suivant V.P. HAVIN (1) nous dirans que l'ensemble H, composé de fonctions
analytiques dans le disque ouvert U ou dans le demi~-plan inférieur ouvert du plan
complexé qui appartiennent & la classe de HARDY H1,vérifie une f-condition, si hITéH
quelque soit la fonction h de H, et la fonction intérieure I, divisant h ( c'est 3
dire telle que hI—1€H1; pour la maniére de définir les classes uP et les fonctions
intérieures et extérieures voir (2)). <

Récemment est parue une série de travauxagh &tablit une f-condition pour
une série d'espaces Ystandards" de fonctions analytique dans le disque((3),(4),(1),
(5),(7)).

Remarquons que souvent l'existence d'une f-condition se révile utile pour
décrire des idéaux fermés (sous—espaces invariants), associés aux espaces standards1).

On peut dire que l'existence d'une f-condition signifie 1l'abscense
d'interférences entre Ih et Eh , ol h= Ih.Eh, Ih étant une fonction intérieure et
Eh une fonction extérieure. Visiblement , dans un espace de fonction vérifianr de
"véritable conditions de régularité", une telle interprétation existe en fait.

Autant que nous le sachions il n'existe pas encore d'exemple d'espace de
fonction analytiques dans le disque U, contenu H1 et ne vérifiank pas une

.l . dans
f-condition.

Dans le présent travail on démontre que 1'espace W+ , des
fonctions dont la série de TAYLOR converge absolument dans le disque unité, et
l'espace-iinL'(§Z+) des fonctions dont les intégrales de FOURIER convergent absolument
dans le demi-plan supérieur, ne vérifient pas de.f-condition.

En fait on obtient un résultat plus fort, plus précisément 1'exactitude du
théoréme:

Théoréme I. Il existe une fonction f EW+, c'est a dire f(k}:%}igﬁa; 2? lfn}<@

azo

telle que 1'on puisse la metire dous la forme:

C+4 i
g(t)=e%?”¥»m, ¥>0, heH, (0

+
mais h €W .
¥ L4 L
Théoréme I'!'. Il existe une fonction ﬁg: € “« Fz c'est & dire:

%(CFYM}eMM, [l (R), m >0, @)

1) voir remarque I & la fin de l'article,



qui peut se mettre sous la forme ?

¥
Feor=e™ He, HeH

meis  HeFLR.

La démonstration de ces théorémes} en fait s'appuie sur les propri&tés
des idBaux primaires correspendants au poirf¥=0 de 1'axe réel (resp au point § = 1)
de 1'algdbre de BANACH L’(RV (resp W+)1. Dans les traveaux de l'auteur (8),(9) on
trouve une description tmpld& des idéaux primaires de 1'algdbre LQR*) ,associés
a2 un point quelcongue dé 1l'axe réel, et en particulier au point ¥ =0. On peut résumer
comme suit les résultats contenus dans ces travgaux:

Théorime A. Soit £ € L*(RY) et & 1a représentation de FOURIER de la
fonction f, définie par 1'égalité (2), soit de plus, Y= th , e <o .Les conditions

énoncéses plus bas sont équivalentes:

D Fw=e* Hw, @)

oll }{ est une fonction analytique dans le demi-plan supérieur, continue et bornée

dans le demi-espace fermé ;

2y lim -QRW\??(ég)lé -

%-»&0

(en d'autres termes le résidu legew'thmijua de la fonction ? au point ‘%’ = 0 ne
dépasse pas ~7);

3) Pour toute fonction g €B est l'espace des fonctions entiéres

1/2,a(Bx/2,a . :
d'ordre 1/2 et de type inférieur ou égal 3 ,bornées sur le demi-axe R ) on a
1'égalité :

S}(bq(bdt =0;

foo - s % 5 b4t . @)

alors
i b . 5)

Désignons l'ensemble des fonctions de Ll(R+) gui vérifient l'une
des guatre conditions du théoréme A par:
— 1o+yy F(1lpt
Ig = I (I"(R7)) = Ioq(¥F(L7(R"))) , 0w g

1) I1 convient ici de remarcuer le fait suivant: en régle générale,
les résultats positifs se rapportant & l'algébre Ll(R+) exigent de
surmonter des difficultés techniques plus grandes gue les résultats
analogues concernant W+, tandls gue la situation est inverse en ce
qui concerne les contre-exemples dans ces algeébres. Nous mohtrerons
plus tard cue le théoreme I est une simple conséouense du théoréme I,
bien que l'on puisse aussi démontrer séparément le théoreme I et que
sa démontration soit plus simple.
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Théortme B, L'ensemble Iy, oo, €5t totalement ordonné par l'inclusion

(I cI 3 pour « () et forme une chaine maximale d'iddaux primaire de 1'algdbre L1(R+)
corespondants au point =0, c'est 8 dire contenus dans 1'id&al maximal I de toutes
les fonctions f € L (R ) telles que T%’(O)m 0.

gbzrpeiau; qu'une chaine d'idéaux primaires, contenus dans un méme idéal
maximal M est dite maximale si tout 1d€al primaire contenu dans M , coincide avec
1'un des idéaux de la chaine.

On peut obtenir une caracterlsatlon analogue des idéaux primaires de
1'algébre W correspondants & un point du cercle unité ) Sans perdre de généralité
choisissons un point du cercle unité, prenons le point £=1. Les théorémes suivants
sont vrais: - -

Théoréme A'.Soit ;{3{ %)= ;*»:;:g“%ﬂg W' ctest 3 dire né:o\:%“\(w . Les conditions

énumérées ci-dessous sont équivalentes:
14
3 gi*é) 8 “heo, ®)

ol h appartient 3 1l'espace A(U) des fonctions analytiques dans le disque unité ouvert U

et continues sur sen: adhérence

2 dim U9 b ifl <y

3) Pour toute suite {gwfggﬁﬂﬁzv

P + Heo, 4 P L. .
(On désigne par b1/2 a(Z ) le sous-espace de 17 (Z ), composé des restrictions &

1'ensemble Z des nombres entiers positifs des fonctions de 1l'espace 81/2 a) on a
1'égalité
€ o0 0 &)
erD gﬂ%“’ e (?)
L) soit
~ ‘ had
;(Z)ﬁm; R-% 8
alors
fir, LD ot ©
t..;,-w ‘t‘

4)Fn particulier c'est traitd dans le travail (10), ol 1'on décrit les iddaux primaires
+
de 1'algeébre W .

2) temme  awparafraut o 0(97(_’ / O g x £ e0



Théoréme B'. L'ensemble {Ia }, O.<a<e des fonctions qui vBrifient 1'une
des guatre conditions du théoréme A' ést une chaine a'idéaux maximaux de l'algébre
+ .. . P . .
W associlés au polnt r=1,totalement ordonnée par 1'inclusion.

Démonstration du théoréme I1 n'est pas difficile d'obtenir la démonstration

des théorémes A' et B' en copiant la démonstration des théorémes A et B. Cependant
nous préciserons quelques &léments de la démonstrations du théordme A'. Nous employerons
justement ce thforéme dans la suite.
1)e2)vient immédiatement du fait que 1'algdbre A(U) vérifie une f-condition.
2) © 3) pour démontrer cette &quivalence remarquons que les conditions
2) ou 3) qui sont vérifiées par la fonction &z>§§%£wt”,lﬁl<1
sont aussi vérifiées par la fonction ng(t)ﬁgignmbﬁm c'est & dire que 1'égalité(T)

peut étre réécrite sous la forme :

Z:c- X’n—m %"’ =¥L"" ? ©

ol h =0 pour >0,
Montrons d'abord que 2) et 3) sont équivalents_si on suppose de plus que

(9., € ez, Pour cela, en posant §U&)=2. .%,V‘C"m, by =2:Jvn‘5 A€1=4s

réécrivons 1'égalité (9) sous la forme

i(f)g(f)=%At) ouw %(%)=§%§%’ I€1=1

La dernidre égalité signifie que la fonction g, qui est analytique & 1'intérieur du
disque unité U, se prolonge & U comme h(z)/f(z).I1 reste maintenant & employer le
théoréme bien connu de FABER (théoréme du type VIGUERTA-LO), (ef (II), théoréme I.3.TI)
en vertu duquel g est aussi analytique dans topt le plan achevé privé du point =1

oo sont les restrictions 3 2

de plus si {ga}nio de fonctions entidres d'ordre 1/2 et de

type a alors g(1/1-) est une fonction entidre d'ordre 1 et de type ag/h. Montrons

maintenant que de 1'égalité
[ed 3 oo . ‘
2 hg=0 Y{aJ eb. @0t 2

il en zersulfe. Que

"ngwngo’ v{gn}‘:w € gy,,&(Zf)- (10)

En fait solt =Cn TLQZZ+,G4iB%@' Secit ¢ n'importe quelle fonction de B
gn (), 1/2,0L

qui vérifie {fim Ydyt'=1 . Pour O < € < 1 posons
=0

6.chy =6 [(4-)t) %E—%@ (1)



vj

» et de plus
(6] eb,, (2N

e
Alors Ge B1/2,u

et, par conséquené, comme on 1l'a déja démontré:
&0
%‘ x'n, Ge(n) =O.

BEn faisant tendre e vers O dans la dernidre €galité, en se servant de la définition (IT,
de la fonction Gs(t), nous obtenons (10). Passons maintenant & la démonstration de
1'équivalence 3) ¢ k).

3) ® 4): soit G une fonction quelconque de B , alors pour tout nombre

G(t)~G(z)
t-z

1/2,0a

complexe z la fonction 1/2,0°
2

appartient aussi & B ‘i1 est clair que

{&%Jg@}: b, (@Y

et !

_S {1 G- e &
05} bontin 2 bt 5 L

w0 W e -3
De méme, 1'égalité

Trine ot & -
i(z)‘zﬁcwa)% —é‘gé‘@ ’

est vraie, parceque en choisissant par exemple G(z)= Cos a¥z on en tire
rapidement 1'affirmetion L4).

L)y = 3} : empléycns le lemme suivant.

Lemme I. Soit ¢ une fonction analytique dans la demi-bande ﬂzigﬂﬁmgkﬁjbz>®
du plan complexe C1, supposons de plus que ¢ admette une limite en chaque point &
distance finie du bord I' de la demi-bande I et que ls limite sppartienne & 11(P),

8i & 1'intérieur de la demi-bande la fonction ¢ vérifie les inégalités

fi Iniden
rz’%‘—fx ‘&11717?‘““’ (12)
t% (10 byl <0,

. [t < (I3)

alors sa limite vérifie 1'égalité

Sr®cz>dz =0. (14)

Pour ls démonstration des lemme I)Ie plus simple est d'envoyer par une

application conforme 1'intérieur de I sur le demi-espace Im w > O du plan complexe

3 1'aide de la fonction w(z) (dont 1'inverse est =- 2 (w) )de sorte que le rayon

- g . Pd
negatif soit envoyé sur le rayop Re v = 0 du demi-espace Ilmw > 0, et de regarder



la fonction Y(w)= ¢(z(w))z'(w). I1 n'est pas difficile de vérifier que grace & (12),

(13) la fonction ¥(z),dans le demi-espace Im w > 0 , vérifie les inégalités

G b1 wnt

ST < 00 (15)

{wi-»o00

& Eﬂ«W(LUH <0 (16)

U~>+00

Remarquons aussi que la limite de ¢(w) sur l'axe réel existe et appartient & L1. Les
inégalités (15) et (16) permettent alors, en appliquant le principe de PHRAGMEN-
LINDELOF et le théoréme blen connu de PALEY“WIENER de montrer que ¥ € g dans le
demi-espace Im w > 0 , c'est & dire que‘J q»ﬁﬁciu O ,L'égalité (1&) est ainsi
démontrée.

~
Supposons que la fonction _#’(29 , définie par la formule (8), vérifie

la condition (9) et que {gn}:m_'e‘_'@)‘/h& ZH . Montrons que

hzwgwg,ﬁo. ; (I7)
Pour le montrer introduison:de nouveau la fonction G définie par la formule (II).

7~

I1 est clair que pour un £>ofixé la fonction :? éé verlfle toutes les conditions
du lemme I et , il faut croire,

Viw 6, codz =0 18)

r

. v

(nous conservons les notations du lemme I et posons h=1), La fonetien f & est

analytique dans l& vectamgle 1, ={%:Jmzl<f, -1<Rex<n+f]., sauf peut-8tre en un nombre
fini de points entiers z= 0,1,...n, ol elle peut avoir des poles. C'est pourquoi, si
1'on désigne par r, le bord de du'mc&m?&,nn, en remettant sous la forme (8)

la fonction f et en orientant comme on imagine la frontiére Fn, on peut écrire

1'égalitéd
~ L7 ‘ A
S JonG,onds =kZ§k G, . (19)
M. =

Posons Pé=_F ann et remarquons que chacune des intégrales suivantes

g {6, ndx et SX(%)Q(:{)dz
rh~rn . r—f::
tend vers 0 quand n «—» o8 . Pour tout n>o il existe un entier N(n) tel que pour

n>N(n)les égalités suivantes soient simultanément satisfaites:

IS y(z)Gé(%)dzl <vfa

o -
| S }-(%) Q(Z)dzl <. (21)
-



Des inégalités (20) et (21) ,en tenant compte de 1'égalité (18) on tire que pour

n> N{(n) l\i Cod
S06@ <.

En vertu de (19) pour tout n>N(n) on a 1'inégalité !Z;gueé(bl‘z Aprés avoir
fait tendre n vers 1'infini dans la derniére inégalité€ on obtient que 12;‘kQﬁkﬂ ="

Comme n est quelconque nous avons

2 Xk G,cky=o0. (22)
k=0 :

Pour obtenir 1'8galité (17) il reste & faire tendre e vers 0 dans (22).

Démonstration des théorémes I et 2. Il nous reste & démontrer qu'il existe

. + . - . . .
une fonction f € W, qui admette une représentation de la forme (6), mais la fonction h
qui figure dans cette représentation et qui, comme nous 1l'avons d8ja remarqué,

. -~ ; . ~ + P . ~ o4~
appartient & A(U), n'appartient pas & W., Réécrivons 1'égalité (6) sous la forme

4E
e Tlo=ho, i< (23)
Soit R
317 grv
R AN (ALY (24)

hey=> b, 1K<l (25)

Alors, comme nous l'avons déj3 vu, (cf supra) on peut tirer de la condition (23)

1'égalité suivante 3 _2%-§ ﬂ o
= m=12, .., (26)
h=m v Jv-m?

ol {ﬁj:w est la suite des coefficients de TAYLOR de la fonction f, qui appartien—
«nent, comme on le déduit du théoréme B' et de la condition (6), & 1'idéal primaire

I, de 1'algébre W'. Les suites sgﬁgzoefglklfﬂsont définies & l'aide dif formules

(24) et (25). Les égalités (23) ou (26) signifient que la suite g 3n§° défini

un opérateur linéaire de type coavolution qui envoie I, dans A(U).

Si nous supnosions gque W' vérifie une f-condition, nous devrions conclure
que cet opérateur envoie I, dans 11(Z+). On vérifie immédiatement que cet opérateur est
fermé, et,bien sur, borné. Nous allons montier qu'én méme temps cet opérateur n'est
pas borné.Remarquons qu'un opérateur de la forme (26) qui envoie 11(Z+) dans lT(Z+)
est borné si et seulement si ﬂgwféU(ZW . Dans notre cas la suite anzj, qui,
certes, -appartient a 12(Z+), n'appartient pas & 1l'espace 11(Z+); plus précisément,

le lemme suivant est vrai.



Lemme 2. On a 1'égalité:

\[L\/%- , Cos (d +T)+9 @7
ned2e ol {Gu) € Lzh

Démonstration. Elle consiste en une adaptation de la méthode de la phase

stationnaire 2 1'intégrale

%
B L f‘r

‘ﬂfézl?ﬁi% e "¢ dt:QRe gf eap|i[Sdgt 2nt]jdl. @
ie= 0

La partie principale du developpement asymptotique de cette intégrale,pour
n grand, a pour support les bornes de l'intervalle t=0,t=m/2 et le point,appelé
stationnaire, de l'intervalle (0,n/2) défini par 1'égalité Sin“t= v/bn (cf par
exemple, (12)).

En fait, la contribution des points t=0 , t=1/2 est un O(1/nN), pour tout

entier N (N aussi grand que 1'on voudra) (pour le point t=0 c'est évident), et nous

Wit . .
_%_\/%Re{efz ¥ a\/%/q‘/'ﬁg(ﬂo)} +O(RL7,)

obtenons

Le lemme est démontré.

Continuons la démonstration du théoréme I.Ensuite nous exhiberons facile
ment une fonction fEIa,.pour laguelle la fonction h correspondante (cf (6)) n'appartien
pas & W*.En pensant au developpement des résultats qui vont suivre dans cet article

nous préférons donner d'abord une démonstration 1liée & la construction effective

1)

d'une réserve assez riche de fonctions de Ia .Pour simplifier, bornons nous au cas

a=m/2 . Montrons d'abord le lemme sulvant.

1

+
Lemme 3. 801t<»& > une suite quelconque appartenant & 1 (Z ). Posons

b_ b, , k ezt et notons Szﬁczt_ L la représentation de RIESZ-TITCHMARSH Jde la suite
v 2°° . )
1k Keed ) 1 < %
=i v keo 29
a/k_%;o T—mﬁ-—‘, l(_O’i'{,‘... ( )
o

. + .

Alors, si Sa }“_ ;511(Z ), la fonction f,
{en=2 1
reo v )

dont les coefficients de TAYLOR sont définis par les égalités
0, n+k’ |, keZ,
gz (—4)‘“@‘(, n=4k’, keZ, k>0,
DB, n=@k-1, keZ, k>0 (30)

%, n=0
1)a ce sujet cf la remarque 2 & la fin de 1l'article.



- -~ . ” - - -~ +
appartient a4 1'id€al primaire I / de 1l'algebre W .

/2
Démonstration. Construisons une fonction entidre %de degré fini, ne

dépassant pas /2, telle que
¢k =-0b,, VkeZ.

2
Comme {bk} e 611(Z)(cf par exemple (13)) la fonction deéfinit une seule série
d'interpolation de LAGRANGE, dont les noeuds d'interpolation se trouvent aux points

2k, k €Z, c'est a dire:

1

o & .
(.?(%):25““3? Z_ % ’ % e(f/ .

k=-c0

De la derniére &galité découle rapidement que:

2e. < b Loy s b "
QD =g Sin§ An-2 gt TP 2. Ty e,

Comme la fonction §pest paire, (b-k=b—-k’ k €Z+),\€(\I—z) est une fonction entiére
d'ordre 1/2, et de type inférieur ou égal & /2.En utilisant le fait que la fonction L4
détermine de fagon unique sa série d'interpolation de LAGRANGE dont les noeuds se
trouvent en tous les points entiers ( remarquons que \_e(n) €12(Z)) il n'est pas

difficile de se convaincre de la véracit@ deg ,3a(; ke

_ b e arh S
WA Sam it ‘“Z (s "2 Tl A *Z PROI

En tenant compte de (30) la derniére égalité peut se réécrire sous la forme:

_Tevmn S L
" SindNE ‘nzzo- n-%

o~
On: voit de méme, en employant la formule (8) que la fonction f

vérifie la conditiom (8)', ol & = M/2, Il reste & employer les théore-
mes A' et B'.

Ennutilisant que ce que nous avons déja démontré du lemme 3, nous
contruisons 1mmed18tement une suite f d'éléments de I ,,,ﬁm ,f 3
bornée en norme dans 1 (Z+), pour 1amuelle il existe une suite menae
k (km u(n 4» Géfinie par les formules (6) , non bornée en norme
dans 1 (Z+) Pour cela flxggs un nombre m appartenant & Z+9 et
choisissons la suite {bk }k=° du lemme 3 de sorte gue

B—O Vk I(‘#O k#:m g‘4 —-Q ‘ (31)



En utilisant la formule (29) nous trouvons que:

a = 2nt

K TR~y Xk - @2)

* 1 7 z ' . 7z 4
Construisons l'élément f de 1l'idéal I f/p dont les coordonmées f

,m
vérifient les formules (30). Il n'est pas difficile de vérifier gue

ka“gm,kl =l§£,+kz4—('gk| +la,D) :2)'—5%;— W{T—iﬁ@<6(4+e“m):cw y m>Z.

PAS ' 7’ rd _— ' - by
De méme 1'élément f = l/Cmofm" appartient & I"/2 et

ﬁg.,.ﬂz« <1 (38)

Pour évaluer la nome de 1'élément hm =in ? ou

&m,g =Zc‘ gm,w an-ﬂ

remarqguons d'abord que, gréce au lemme 2 g, % 8+ &n ol

CosFve D)

- (34)
q"’ znfh

>4,

o>
tandis que ;g"7 611(Z+) .Décomposons de fagon analogue hm 1 sous

17 $azo ’
; — 1 1 o
la forme hm 1 = hm,l +7 hm,l ’ f&l ol

ev”m,z =,,Z‘:c g‘m.w %'w.a

’

et . } _
Zm“‘-“ Q%‘ g"*-wl.vzw‘%’n‘é b, e

(=t

A cause de cela il suffir de démontrer que

{
meﬁl —> 00 ouand m—>

[

Pour £=4ma_P’ 0<p <l | grice & (30), (31) et (32) nous avons

00

Z X’m,w %ln.-amfep: N

relmi-put

’ 4
Lm,e = pvm,um’-P

& !
i 40 g gt §amagfiantip

&
!
]
:«gm,l{m’ 9 P t ZT gm,cam%-ﬂ’ % O+ 25-0F- 4w’ +p *



En utilisant (32)et (33) on peut mettre la dernidre égalité sous la

forme

b =k

m,ﬁ m,‘ime-p =

:C{;[("*) gp Z (4) Qm«z‘%;mzs-o‘-lm'.p

7 [0 - (mes-55] (mes-3) ‘

(3%

. Montrons que

Pour cela évaluons le second terme de 1l'expression de h'!

m, 1’
botin-p, 0epevim , m>2:
9 o \“ (4)m“ ’(m% iftdep ‘ < m \C%(%\/(Qm+25—4)ﬁ-qné+p+@]
gC, Ve Tm'-tmes-HT(M+5-73) h

2 ,{ V o«
< e ' : :
ac, ((Wﬁ)ﬂwm* *sé T (D smes-m-s+h ) (misg) ‘

O

< m i d
nv( Z; meMﬁD <Q@Qmﬂﬁﬁ+g<m%w$tﬁ“)z
L)
_m (JW_JF 4 & do )
Ve, \m mE ) Uro)™ o WT (wv 3“WHﬁ$W>

2
m. .3 1 .
< Q@“Cm T < Crrv o

Le premier terme vaut, en valeur absolue

1 [Cos P
m#ﬁﬂ s Aepehmet,

Donc, grice & (36)

1S 1CoshVPl __4 ] fm teyp i
‘~ ‘me,q:w’ ?1 >%CMZT Pzz’a C m,ﬁ >2C 2 Pg‘, - g m‘fq>
p=4 P mpry v
{m
4 | & (osq; |
mais
: Vi
1 & 4% 5 g &g - m%% . ©8)
ACp L P% 7 4C, ) ™ T G,

W [(mes-)-mYmss-5y@meds-0F- Anp)

(37



11 reste & évaluer la somme

Vi
§=> Co._s‘%’f. .
p=4

Commencons par séparer cette somme en deux  5=5 +§,,
5, = Los % Vp
1 %ms p"/‘l
01\1 %45 < -é-" »
S =Z Cos% P
2 v ‘p‘"bﬁ p !

La premiére sévalue immédiatement

IS, | e < m

o<cpem’

pour évaluer la seconde somme 82 utilisons le lemme de VAN DER

cf (14) ou(l5). Nous obtenons alors

3-65
Is,léZQmT ,
oﬁ.Cl est une constante. En choisissant 8 = 3/8 ,nous arrivons &
, Yk
151 <151 #15,1 ¢« Cm . (39)

En réunissant les évaluations (38) et (39) nous obtenons finalement

4 l'aide de 1'inégalité (37) que pour m assez grand

B

% 1

mt _ m
“%’m“v >P= > 2C,,  12U+tam)

o

Cette derniere inégalité démontre le théoreéme I.
En remplacant la démonstration du théoreme I par un raisonnement
un peut plos complexe on peut construire directement une fonction f
de W', qui vérifie l'égalité (6), mais telle que la fonctiom h asso-
ciée n'appartient pas a wt, D'ailleurs, on peut pour cette construc-—
tion se passer de la représentation de RIESZ-TITCHIMARSH.
Exemple: la foation f, définie par 1l'égalité

ksl 2
9 oo (_1) r(k+3 (8k+3) .
fo-§r @) wpraon ® ™

appartient & w+ puisque Ck+) _n(t
/ a0 L)



et se met sous la forme
Zed

!(2) =?v(%)€iﬂ , bed, (40)

o ¥=&, heAW)

mais heWw! (41

Pour démontrer 1'égalité (40) il suffit d'employer le théortme A!
~

en remarcuant que la fonction f définie par 1'égalité (8) se

calcule facilement:.

G G-3VE)
Hiz

leo=

et donc que

lim .(inlitt)l,,:%:,

{->-00 . 14k

Ia démonstration de (41) se fait par une cuisine analogue & celle
employée aux pages 6,7,8(de l'article de C.A. VINOGRADOV,N.D.T.)
Démonstration du théoréme I'. Montrons qu'il existe une appli-
cation W¥—s W (L'(RY) | telle que chague fopdion de la forme (6)
de W' soit associde & une foction de la forme (3) de ¥3af(R?H . Alors
si hgw' , dlg F(LRY .
On peut construire comme suit cette application.
Soit £€ w* , Posons

X i L
Fay=232 e fe%, =ck.

Il est clair que .$: est la représentation de FOURIER d'une fonction
de Ll(R+) égale a fn dans 1l'intervalle (n,n+1).0n vérifie rapidement
que si Lel, (WH y  Fel (FLU(RY)

= -
En supposant que T oy=65 Hw,

ou (:H, G_% UUPJ) et X(eil) = h(e"")e =7 ,



A4

on arrive & 1l'égalité

Xy ‘J{

2v(€ )= eg&

Qé-

42)
ST e oA ¢
X

Nous dirons qu'une fonction F (resp f) apartient & ?L‘(Q*),(resp W)
au point x€ R, si pour un voisinage de ce point elle est la restric—
tion d'une fonction de F Ll(R), (resp W). Le lemme suivant est bien
connu: .

Lemme 4. Supposons aque ¥ (x) = £(e*) sur un intervalle quelquonque
(a,b) de 1l'axe réel. Pour que F appartienne & ?’Ll(R+) au point
X, € (a,b) il faut et il suffit que f(e'™) appartienne & W au point
x, € (a,b).

La démonstration de ce lemme est facile et nous l'omeitrons.

La fonction h(e™™) appartient visiblement &
x # 2.k, k = 0,¥l,... .Comme les fonctioms

W en tout point

Ly
fﬁ%&;—n?ﬁL ' et z( appartiennent a‘?? Ll(R) au point x = 0
B

€

1'égalité (42) impligue que 1la foadion h(ei%) appartient éf7?Ll(R)
au point x = 0. Le lemme 4 implicue que h(elx) appartient & W au
point x = 0. Le théoréme bien connu de WIENER (ef par exemple(1l6))
implique gue h(elx) &€ W, mais h € A(U), et 11 est clair que hé“\‘
Le théoréme I' est démontrés

Remarogue I.L'exemple des espaces wh et Ll(R+) montre entre autre
gue la synthése spectrale ne dépend pas toujours de la présence d'une
f-condition.. Dans les articles (8)-(10), déja cités, on démontre

qgue 1l%n a en un point une synthése spectrale pour les espaces

1 (R*) et W .Um résultat plus fort est démontré dans (17). Les
théorémes I et I' témoignent (nous nous permettons une certaine
liberté de forme) de l'absence dans ces espaces de f-condition en un
point.



Remarcue 2. Soit ¢>1a famille de toutes les fomctions, analytiques

dans tout le plan complexe, et dont la restrictiom au demi-axe réel
positif est dans Hl. Alors J= fonctions

" @y -V (),

ol t‘)*(%) et ¢)"f%) sont les limites supérieures et inférieures de
la fonction ¢(z)e$  aux points de R+,forment un ensemble dense

dans 1'idéal primaire I (Ll(R+)).Nous ne connaissons pas de résultat
analogue pour ¥ . (cf lemme 3).

Remargue 3. De toute évidence on vérifie un résultat plus fort

gue ceux contenus dans les théorémes I ou I', Plus précisément on a
l'affirmation suivante, gue nous donnons dans le cas de wh, Soit
o { 0
B4 et@), g1g.] b
o, _ 4
(I1 suffit peut-8tre de supposer que 3€ f (2'-) . Alors

ho-(hY b, AN

/el L4

1r—+
appartient & 9 (Z ) pour tout élément f& I,((\?V“")(«)D étant fixé),
si et seulement si 36 P€(2’+).

Je dois beaucoup & V.I. MATSAEV et V.P. HAVIN pour des discussions
fructueuses.
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Remarcue du rédacteur. Aprés avoir pris connaissance du manuscript

de cet article, N.A. CHIROKOV a répondu positivement & la
seconde guestion de l'auteur, en utilisant les considérations
contenues dans cet article. De plus, en répondant & la
question S.A. VINOGRADOV, S.V. HRUCHEV et N.A. CHIROKOV ont
démontré l'affirmation suivante: il existe une fonction
analyticue sur tout le plan complexe sauf au point 1, f=S
telle que f€ WY, FeHl,‘ mais F¢W+.’
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