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INTRODUCTION 

. n ( 1 n) n Soit ID = {~ = z , o • o , z € 0: , 

1 1 d . d '"n t 1 d L b d tcn al . ' IDn e po y 1sque e ~ e "'n a mesure e e esgue e norm isee sur • 

Pour p > O, on définit les espaces de Bergman AP(À.) de la manière suivante 
n 

si 

de 

n 
est l 1 espace des fonctions analytiques dans ID telles que 

11 f Il p = J, 1 f I p dÀ, < 00 ; 
p IDn n 

n a = {~, k EJN} est une sui te de points de ID , 

AP(À.) dans l'espace des suites par 
n 

on définit l'opérateur T 
p 

On dit que 

On dit que 

a est d'interpolation Ap(À.) si 
n 

T (AP(À. )) contient 
p n 

a est fortement d'interpolation AP(À.) si, de plus, T 
n P 

borné de Ap(À.) dans lpON). 
n 

est 

On dit que a possède la propriété d'extension linéaire bornée s 1il existe 

un opérateur linéaire borné de 

ti té de lCIN). 

lCIN) dans AP(À. ) 
n 

tel que T U 
p p 

soit l'iden-

Enfin on dit que la suite a est séparée s'il existe un réel positif 6 

tel que la distance de Gleason [B] de 2 points distincts de a soit minorée 

par 6. 

L. Carleson [S] a caractérisé les suites d 1 interpolation A00 (À.1) ; le 

premier résultat sur les suites d'interpolation AP(À.
1
), où p est fini est un 



2 .. 

contre-exemple dû à D • .Affiar. Sa.rroste [1] et montrant qu'il existe une suite 

fortement d'interpolation A
2 (À

1
) et qui n'est pas d'interpolation A

00
(À

1
) ; 

ce qui souligne la différence avec le cas des suites d'interpolation pour les 

espaces de Hardy du disque [Alt]. 

L'essentiel des idées du présent travail se trouve dans [..t]. 

Le but qu'on se propose est de montrer les résultats suivants, qui sont à 
rapprocher de ceux de[~] 

THEOREME 1. Soit 
n 

o ™ sui te séparée dans ID ; alors pour tout p 

positif, o est~ réunion finie de suites ai fortement d'interpolation 

de plus ~ p ~ 1, ai possède ~ propriété d I extension linéaire 

bornée de ,l(lN) 

Ce résultat est le meilleur possible à cause du théorème suivant établi 

grâce aux travaux de C. Horowitz [~] sur les zéros des fonctions des classes 

de Bergman. 

THEOREME 2. ~ ~ p > 0, il existe deux sui tes et fortement 

d'interpolation AP(À
1

) telles gue a
1 

U o
2 

soit séparée mais~ soit .rn_ d'in

terpolation Ap(À
1

). 

On obtient encore un raffinement du théorème de D. Amar. Sarroste. 

THEOREME 3o ~~ p positif, Q. existe q > p ~~ suite a 

fortement d'interpolation Ap(À
1
) ~ gui ntest ~ d'interpolation Aq(À

1
). 

Grâce à la méthode déjà utilisée dans [1] on démontre des théorèmes 

analogues aux théorèmes 2 et 3 pour les classes de Hardy du polydisque et de la 

boule uni té ]B de O:n si n ~ 2. 
n 

On a aussi les mêmes résultats pour les classes de Bergman de la boule 

uni té ]B de a:n. 
n 

THEOREME 4. Soit o ™ suite séparée~ ]Bn ; alors pour~ p po-

si tif, o est ™ réunion_ finie de sui tes fortement d'interpolation 



J,Pf.,.T) -9& plus si p ~ 1, a. possède la propriété d'extension linéaire bornée -9& \li.~ 
]. 

APQB ). 
n 

Utilisant exactement la même méthode que dans [3] on obtient aussi 

THEOREME 5. ~ a ~ sui te d I interpolation l,0(18 ) (resp. A
00

QI)n)) alors 
n 

Vp>O, a possède la propriété d'extension linéaire bornée de lON) dans APOBn) 

(resp. ApQDn)). 

Le même théorème, avec les mêmes preuves est valable pour les classes de 

Hardy de la boule et du polydisque [3] de œn généralisant ainsi des théorèmes 

de H. Shapiro et A.Lo Shields ~4] et Kabaila 8~ obtenu pour n=1. 

La preuve du théorème 1 donnée ici, plus simple que la preuve originelle, 

m'a été suggérée par A. Bonami qui m'a indiqué le lemme 2. t.2 de [1-J• 



CHAPITRE I 

1. t. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES. 

et 

Soient JB la boule uni té de 
n 

S le bord de JB , S = n n n 
( 1 n n 

~= z , ••• ,z )EO:, 
n 2 
E[z.! =1}, 

i=1 
1 

~ la mesure de Lebesgue de ]R2n normalisée sur JB. 
n n 

crn la mesure de Lebesgue normalisée sur Sn. 

Soit p > 0; on définit l'espace de Hardy: 

est l'espace des fonctions f analytiques dans JB et telles que 
n 

sup J If (rc) 1 pdcr ( d = Il f Il p < 00 

r<1 S - n - p 
n 

est l'espace des fonctions analytiques et bornées dans ]B 0 

n 

On définit de même les espaces de Bergman: 

AP(À) est l'espace des fonctions analytiques dans JB telles que 
n n 

Soit 

JJB I f(.f)I PdÀn (i) = Il fli ! < oo 

n 

cr une sui te , cr = ~, i E:N} dans JB et soit 
n 

p un réel positif 

OU p = +oo. 

On définit deux opérateurs H , • T a valeurs dans 1 espace des suites. 
P n+1 



n 

V f E Hp(an), T!f = { ( 1-l~1
2)P f(~), i (IN}o 

On peut alors donner les définitions suivantes : 

On dit q_ue 

On dit q_ue 

a est d'interpolation Ap si TA(AP) contient 
- - p 

a est fortement d'interpolation Ap si de plus 

On dit q_ue a a la propriété d'extension linéaire bornée s'il existe un 

opérateur ~, borné de 
p 

tel q_ue TY 
p p 

soit l'identité de 

On donne les définitions analogues dans le cas des classes de Hardy avec 

l'opérateur TH. 

Soit z 

p 

un point de JB 
n 

et soit p > 1 ; 

e(p) est le noyau de Cauchy Bergman de ~ normalisé dans AP(À )o 
z n 

n+1 

e(p)(c) =c(z,p,n) ( 1 - [~l2)q 
z - - ( - )n+1 

1 - ~-i 
où 

q est le conjugué de p 

n .. 
- -i]. 
~- ç = :E z ç • 

i=1 

c(bp,n) est un réel tel q_u1 il existe 2 réels positifs indépendants de 

z vérifiant 

(1.1) 0 < a(p,n), c(~,p,n) ~ ~(p,n). 

On note /p) la sui te :E(p) = {e;p), ~ E a} 

engendré par 

On rappelle q_ue est une base de 

niq_ue de tpON) si on a la relation: 

(1.2) j D > O, V a= { a., i EJN} € lON), 
]. 

On peut énoncer le lemme de dualité suivant 

et le sous-espace 

équivalente à la base cano-

1 1 
(-+-=1) 
p q 



6. 

LEMME 1.1.1. La suite a de JB est fortement d'interpolation Ap(À.) 
- -- - n - ---- ----=---- n 

si !Ù seulement si E(q) est™ base de E(q) équivalente à la base canonique 
a 

Preuve6 Supposons que a soit fortement d'interpolation Ap; on considère 

et la fonction f définie par 

on va calculer la norme de f dans Aq(À) en utilisant le fait que le dual 
n 

de Aq(À) est AP(À ), propriété qui sera démontrée au paragraphe suivant. 
n n 

où B est une constante. 
q 

n+1 
00 2 p 

= j E a . c( z . )( 1 - j z .j ) g ( z . ) 1 
.1l--:L J.: ~ 
l= 

par Hëlder il vient : 1 

IJ, gf dÀ 1 ' ( ~ 1 a . c ( z .) 1 q) q 
]B n i=1 l -i 

n 

Utilisant (1.1) et l'hypothèse que TA est borné par c > 0 (a étant 
p 

fortement d'interpolation Ap) on a: 

jjfjj q ~ Bqc 13(q) l!allq• 

Réciproquement si TA est continu et surjectif, il existe g € AP(À. ) 
P n 

tel que n+1 
p 

c 1 -1 ziJ 2) g(~) = ail ail q_-2 

llgllp~ n1Jjajj~-
1 

où D1 est une constante indépendante de a (d'après 

le théorème de l'application ouverte). 

On a donc 

d'où 
00 

E jc(z.)]Ja.lq 
i= 1 -:t 1 



d'où d'après llrlJ ~ Da llaJI 0 

q 1 q 

Supposons maintenant que soit une base de E(q) 
<J 

équivalente à la 

base canonique de fqQN) et soit g € Ap ; on a 
n+1 

:::;: sup Il fgdÀ l 
aE:fqON),llallq_==1 ]3n n 

où l'on a posé f = ~ a.c(z_)- 1e(q)o 
. 1 ]. --:L z. 
J.= --:L 

D'après l'hypothèse JJfJJq~ ~ JlaJJq, d'où: 

Il T!gll p ~ ~ li gJJ Po 

Pour obtenir l'autre inégalité, il suffit de montrer que l'adjoint 
A* 

T 
p 

de ~ vérifie 
p 

A* 1 
JI T a JI ~ - JI aJJ ; mais pour 

p q ~ q 
on a 

A* 00 1 ( ) T a== ~ a.c- (z. )e q d'où 
p . 1 ]. --:L z. 

J.= --:i. 

et l'hypothèse que est une base de équivalente à la base canonique 

Nous aurons aussi besoin de la notion suivante 

Soient a une sui te dans JB , 
n 

a == { z., i oq, 
J. 

p un réel pl us grand que 1i et q le conjugué de p( .! + .! = 1) ; on dit que 
p q 

a est strictement d'interpolation Ap(À) 
n 

tion AP(À) et si de plus le dual de E(q) 
n a 

On a le lemme 

si a est fortement d 1interpola

est isomorphe à 

LEMME 1. 1. 2. Si a est ~ sui te strictement d I interpolation 

dans JBn, elle possède la propriété d'extension linéaire bornéeo 
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Preuve. Puisque E(q) est une base de E(q) 
------ Œ 

nique de iqON), il existe un opérateur bicontinu Q. de 

tel que, si on appelle la base canonique de on a 

V z . € cr, Qe:. = e • 
--:J. 1 Z. 

---:i. 

Par dualité on en déduit un opérateur -1* 
Q. borné de l0N) sur le dual 

de E(q) c'est-à-dire par hypothèse sur E(p) ; notons 
Œ ' Œ 

{t.' i flli} 
1 

la base 

canonique de lON) ; pour 

{cp., i Eli} 

i (IN on pose -1* 
<pi = Q Ëi 0 

La suite est une base de E(p) équivalente à la base 
a l 

{ Ë. , i E:lli} et on a : 
1 

= 

= 

-1* < Q. r. ,<k. > 
1 J 

< Ë. 'e:. > 
l J 

o. ij 

Soit maintenant w = {w., i ON} une suite de ,lON) 
1 

on pose 

00 

U Cw) = E c~,q)w.cp. 
p i=1 1 1 

TU (w) p p = w car 

on a alors 

n+1 

p C ( Z. , q) 
--:J.. 

L'opérateur U répond à la questiono Tous les résultats énoncés dans ce 
p 

paragraphe pour les espaces de Bergman restent valables, avec des preuves ana

logues, pour les espaces de Hardy, et s'étendent au cas du polydisque de œno 

2o UN LEMME DE SUBORDINATIONo 

Soit un point de JB 
n+1 

où ç E:JB O 

- n 

Soit alors f € HPOB 
1

), p > 0 et considérons la projection P ainsi 
n+ 



définie 

Pf(_f,ç,) = f(_f.,0) ; on a alors le lemme de "subordination". 

LEMME 1.2.1. Soit p > 0 tl fEHPÔBn+
1

). Alors la pro.iection P est 

une contraction de HPÔB 
1

) sur Ap(À ). 
- - n+ -- n 

Preuve. Si ne dépend que de ç, en appliquant le théorème 

de Fubini on a 

I f(ç,~)da 
1
(ç,~) =jf f(ç,O)dÀ (ç). 

S - n+ JB n 
n+1 n 

On a utilisé au paragraphe 1 la propriété que le dual de Ap(À) est 
n 

Aq(À) ; on va maintenant le démontrer. 
n 

LEMME 1.2.3. Pour 1 < p <=,.le dual de AP(À) est Aq(À ). 
n -- n 

Preuve. On sait que le dual de est Hq(a 
1

) [--1,t]. Il faut mon
n+ 

trer qu'il existe B > 0 p 
telle que 

Pour cela considérons f comme élément de HP(a 
1

) 
n+ 

on sait qu'il 

existe B > 0 telle que pour tout f E Hp(a 
1
), il existe g E Hq(a 

1
) 

p n+ n+ 

vérifiant : 

et 

Mais f = P f d'où : 

llgll q( ) = 1. 
H a 

1 n+ 

* < f ,g > = < p f ,g > = < p f, p g ). 

On a clairement 

et d'après le lemme de subordination 

IIPgll q( ) 'llgll q( ' 1° 
A À H a 

1
) n n+ 

d'où llrllp ~ Bp < f ,g 1 > avec g1 = Pg et 

ce qui prouve le lemme 2.3. 
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Remarque 1. 2. 1. 

Soit k ~ n-1 ; considérons la mesure ~n) sur ]Bk définie par 

( ) 2 n-k+1 
À.kn = (1-l!.J) À.k• 

Si on définit le projecteur 

alors 

r p 
~ j If l do • 

S n 
n 

P par 
n,k 

Remarque 1.2.2. Il y a des résultats plus fins (l'existence d'une projec-

tion bornée de 1
1 

sur A1) pour les classes de Bergman dans ~3]. 



CHAPITRE II 

1. LE THEOREME PRINCIPAL POUR LES CLASSES Ap(À
1

). 

On dit qu'une suite <J de ID est séparée s'il existe 6 > 0, tel que 

pour tout z E:<J, et tout wE:<J, w~z alors d(z,w) > 6, où d est la distance 

de Gleason, c'est-à-dire dans le cas de ID 

d ( z, w) = J ~ = ;wJ . 

THEOREME 2. 1. 1 • Soit a ~ sui te séparée dans ID ; alors pour O < p < + oo , 

<J ~ ~ réunion finie de sui tes ai, i = 1, ••• ,k, fortement d tinterpolation 

AP(À
1

) ; de plus si p ~ 1 chaque ai possède la propriété d'extension 

linéaire bornée de l0N) dans Ap(À
1

). 

On suppose dtabord p > 1. 

- Réduction du problème -

Soit v un entier positif ; et soit A= 2 v. Considérons la parti tian de 

ID en "cellules 11 allongées Dn,k pour n ~ v et O ~ k < 2n-v définies par 

i0 -n -n-1 -n ( ) -n D = { z = re , 1 - 2 , r < 1 - 2 , 2ikA.2 ~ e < 2n k+ 1 A2 } • n,k ~ 

a étant séparée, chaque cellule D 
n,k 

contient un nombre de points de 

a uniformément majoré par rapport à n et k par un entier M; on peut 

M 
donc écrire a = U <J. avec card ( <J. n D k) ~ 1 • 

. 1 J. J. n, 
J. = 

Considérons alors les quatre familles d'indices suivantes 

A1 = { (n,k), n = O(mod· 2), k = o(mod 2)} 

A2 = {(n,k) n = 1 (mod 2), k= o(mod 2)} 

A3 = { (n,k) Il= O(mod 2), k= 1(mod 2)} 

A = 
4 

{(n,k) Il= 1(mod 2), k= 1 (mod 2) }. 
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On peut alors considérer les 4M sous-suites de a : 

a. = u {a. n D k} 
J.' j (m,k) € A. J. Y) ' 

J 

pour 1 ~ i ~ M, i ~ j ~ 4. 
2m-v_1 

Pour m EJN, m ~ v, notons C la couronne C = u D • m m m, ,e 
,t: = 0 

On pose encore a .. k = u (a. . n C ) 
J.,J, m = k(mod v) i,J m 

pour 1 ~ i ~ M, 1 ~ j ~ 4, ~ k ~ Vo 

Il suffit donc de montrer qu'on peut choisir v pour que chaque a. . k J.,J, 

Cette réduction étant faite, pour 

s = s n C • m m 

(i,j,k) fixé on pose 

Grâce à la réduction, on note z l'unique point, s'il existe, de 
m,p 

D ns · si Z (S et z h€S on a ,e = h (mod 2. ) • 
m,,e m' m, ,e m m, m 

On notera A= {(m,,e), to q. z 
m, ,e existe dans s} et 

A= {,eEJN t. q. 3 zm, ,e dans s nn }. 
m m, ,e 

Preuve du théorème. Soit p > 1 0 -

et 

Soit donc s la suite obtenue après réduction; on va montrer que s est 

1ERE PARTIE. Soit 

et posons f = ~ a e (q) • on va montrer nue f n,ez ' '-i 

(n,,e €A ' n,,e 

On a jjfjj ~ B sup 1 < f ,g >I grâce au lemme 1.2.2. 
q p g EAP,llgll =1 

( 1 0 1 ) 

p 

par Holder il vient 
1 

2 p 
llfllq ~ ~(q)Bp !lallq sup{ ) jg(zn )IP(1-jzn ol

2
) } 

g (n,7JEA '"' '"' 

Montrons alors le lemme. 

LEMME 2.1.10 Soit s une suite séparée dans ID il existe alors une 



constante C positive telle que ; pour O < p ~ +oo, 

( 1.2) V g E A p ( À 1 ) ' L I g ( z) 1 p ( 1 - 1 z 1 
2 

/ ~ C Il g llp. 
zEs p 

Preuve du lemmeo a) p ~ : Puisque s est séparée il existe 6, 

0 < 6 < i, tel que les disques D z de centre z et de rayon 6 ( 1 - 1 zj 
2

) 

sont disjoints lorsque z est dans So 

Notons ID 1 = ;\
1 

(D ) , on a, grâce à la propriété de la moyenne : 
z z 

I = ~ l'. 1 D zl I lrnJ J f (cp)d;\1 (cp)} 1 p =-; l'. 1 D zl 
1-pi 1 f} 1 P 

ô zEs z D ô zEs D z z 
utilisant alors Helder dans l'intégrale : 

1 
I ~ 2 

ô 
E f If I p d;\ = _.; J If I p ~ ~ Il f w. 

zEs D ô D ô p z z 

b) 0 < p < 1. Soit f EAP(;\
1

) ; alors g= lflp est 

sous-harmonique dans 
1 

ID et est dans L (ID) on a donc 

donc I ~-; Jlgjj1 =~ J)f!J~0 

ô ô 

Appliquant le lemme 2.1.1 à (1.1) il vient 

( 1.3) 

130 

2EME PARTIE. Pour montrer que s est strictement d'interpolation Ap il suffit 

alors de montrer que, avec f comme dans la première partie, il existe y> 0 avec 

sup 1 < f 'g > 1 ~ y Il a Il 
g E E~ ,Il g llp =1 q 

écrivant g = ~ b e (p) , avec b = { b , (m,k) E A} E l(A) 
( m,k z m,k 
m,k E A m,k 

cela revient à montrer que l'opérateur matriciel 



p~\\.~'14lH14) 14. 

J }~03Hl0111!\ll ~ i 
:·:.,,, ~ 

'' .,..,. 
• J')JN 3'> .,, 

Posons Q.p = Qp - I, où I est 1' identité de ,eq_(A) dans ,e A) ; il suffit 

de montrer q_ue IIQ Il est strictement inférieure à un; pour cela on va utiliser 
p 

le lemme suivant [1] issu d'un théorème de Shur. 

LEMME [:,.] 2.1.2. Soit µ ~ mesure positive~~ espace X .tl, Q 

~ application de X x X dans [O,+oo] ; soit g ~ fonction positive ~ 

X telle gu'il existe deux nombre a et b positifs tels q_ue: 

J Q(x,y)g(y)qdµ(y), aq[g(x)Jq_ .tl, J Q(x,y)gP(x)dµ(x), bp[g(y)JP, alors 
X X 

l'opérateur Tf(x) =J Q(x,y)f(y)dµ(y) est borné de 1P dans Lp .tl..2.!l.ê:. 
X 

On va prendre X= A, muni de la mesure de dénombrement, Q la fonction 

définie ci-dessus. 

On va montrer, avec le v de la réduction. 

PROPOSITION 2. 1. 1. ~ ~ e, _g _ 1 < e < ~ il existe ~ constante 
q_ q_ 

_Qositive telle que 

2 e 2 e 
E ~ (n,.e; m,k)(1-lz 1) ~ K

0 
(1-jz kl), et K 

n,,e p n,,e ,v m, e,v (1.5) 

~ ~ zéro quand v tend ~ l'infini. 

Preuve_de la proposition 2.1.1. 

2 e 
I= > Q (n,,e; m,k)(1-lz 1) = I

1
+I

2
+r

3 (n:-:ë} E A p n, ,e 

avec 
2 e 

m ,k) ( 1, - 1 z 1 ) 
n' ,e 

2 e 
m,k)( 1 - j z j ) 

n,t 

2 e 
I

3
= E E Q. (n,.e; m,k)(1-jz 1). 

n)m t€A p n, t 
n 

Voyons I O a • (1 6) V (n, 0 )EA,2-n- 1 (1 1 12 ) 2-n+ 1 
_..___ 1• n • • N ~ - zn, t -' 
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à cause de la réduction,de plus, 

11-z z 12 ~ 6((2-(n+1)+2-(m+1))2 +(<p -<p )2) 
n, J, m,k m, J, m,k 

où 6 est une constante absolue et <p est l'argument de 
n, f, 

z 
n, f, 

cette 

relation vaut dès que lzm kl ~ i par exemple; à cause de la 
' 

réduction, on peut réindicer les points pour écrire: 

1 1 
-n+v-1 

<J>n, J, - <J>m,k ~ J,2'Jt2 ; il vient alors 

( 1. 7) 11 _ -z z kl 2 2 -2n 2v{ 2 2-
2

v ( -(m-n))2} 
~ n 62 2 f, + -- 2 1 + 2 

n, f, m, 4n 

on en déduit 

1 ln 
I 2 ' 2 2 
f, l 1 - z z k 1 'Jt 62 V n, J, m, 

2 2-
2

v ( -(m-n))
2 

J, +-- 1+2 
4/ que l'on peut majorer par: 

( -(m-n))
2 

1+2 

que l'on majore encore par 
m 

I 1 2.2 

1 
-

1
2 ~ ( -(m-n))• 

f, 1-z z 61+2 
n,J, m,,e 

( 1.8) 

On en déduit, puisque grâce à la réduction m = n (mod v) 

2 -n(~+e) 2m 
-m - 2 p 22n q 

1
1

, ~ 2 q I -----, ~ 2 
' u -(m-n) "" ô 

ii~m(v) 1 + 2 

Soit 11 ~ 
2 1 -me et, grâce à ( 1. 6) 
ô (~ - 0) V 

2 

2 q -1 

n(m ( ) 
n:;;;ID V 

n(~ - e) 
2 q 

il vient 

( 1.9) 4 2 e 
11 ' 2 ( 1 - 1 z kl ) . m, 

(- - 0) V 

0(2 q -1) 

2 2 - -

Voyons 1
2 

2 P 2 q 2 ° 
( 1 - 1 z 1 ) ( 1 - 1 z kl ) ( 1 - 1 z 1 ) n,,e m, m,J, 

grâce à (1.6) et (1. 7) avec n=m il vient 



où on a 

J, ~ 1 grâce au fait q_ue z f-z • soit 
m J, m k ' ' ' 

-me -me 

12 ~ 
2 

l'. 
2 (2.6) on a 

-/02 2v 2 = 6o22v 
; par 

,e>1 ,e 

(1.10) 
1 2 8 

12 ~ -2- ( 1 - 1 z kl ) 0 

3o2 V m, 

Voyons 1
3
• 

" à ( 1. 6) et ( 1.8) il vient grace 

2 -n(~ + e) -2m 
-n(~ + e- 1) -m- 2 p 22n 2 

2 
q 

2 2 
q 

l'. 2 p 2m l'. ~ 13 ~ -(m-n) 
0 g>:m(v) 1 + 2 0 

n>m ( ) n=m v 

2m 
-n( 1 - ~ + e) m( 1 - ~) -m( 1-~+e) -v( 12+e) -- 2 q 2 q 2 q 2m 2 q 2 2 q 

13 ~ - 2 l'. 
0 

n)m ( ) n ;fi V 

d'où ( 1. 11) 

Posons alors Kp = 1[ 1 

8, V O (2 ) 
- - 8 V 

2 q - 1 

on a bien la proposition 2.1.1. 

Soit alors p > 1 et posons 

grâce à la proposition 2.1.1 si (*) 

(1.12) 

= -0 -( 1-~+e)v 
1 - 2 q 

-v(1-~+e) 
1 2 q 

+ 2 + 2 ] 
12.2v -(1--+e) 

1 - 2 q 

2 a 
tn, ,e = ( 1 - 1 zn, ,el ) ' a > 0 

2 2 
- - 1 < ap < - alors q q 

on a 

échangeant dans la proposition 2.1.1 les rôles de p et q il vient, 

si ( **) 2 2 p - 1 < aq < p' 
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( . ) q q tq E Q n,i,, m,k t k ~ K k p m, aq, v m, 
m,k 

mais p > 1 donné on voit que (**) implique 2 p 2 - - - < ap < -q q q 
et donc, en prenant 

a = -1 
[~ + max { (~ - 1 ) (~ - ~) l J 

2p q q ' q q 1 ; 

on a que (*) et (**) sont vérifiés donc aussi (1.12) et (1.13) 

appliquant alors le lemme 2.1.2 à Q 
p 

on a 

( 1. 14) Il { E Q (n,t ; m,k)a.n 
1

, 
n,l'"P ' 

posons f = ~ a e(q) 
( n, l z 
n,f, EA n,J, 

Par ( 1 • 3) on a Il f IJ ~ t3 ( q)B c JI a JI et q q q 

et < f,g > = a b < e(q_) e(p) > 
(n c A n, f, m,k z ' z 

,__ü n,f, m,k 
(m,k) E A 

2 2 - -
2 p 2 q_ 

(1- lzn,J,1 ) (1- lzm,kl ) 
< f ,g > = E a c(z ;q_)b kc(z k;p) ----------~--n,f, n,f, m, m, ( - )2 

1- z z k 
d'où avec la définition naturelle de R (n,f,; m,k) : n,j, m, 

p ,., 
< f,g > = E a c(z ;q_)b kc(z k;p)R (n,,e; m,k) n,f, n,,e m, m, p 

R (n,f,; m,k) = I+R (n,,e; m,k) et grâce à (1.14) 
p p 

mais 

1/p 1/ q 
IJ {R (n, f, ; m,k)} 1/ ~ /1 Q.(n, ,e ; m,k) 1/ , (Kp ) (Kq ) 

P p ap,v aq,v 

choisissons donc v assez grand pour que la norme de R(n,l; m,k) soit 
p -strictement inférieure à un; on en déduit que R est inversible et donc ~u'il 

p 

existe y > 0 tel que pour tout a = {a , (n, J.) € A} € i,q_(A) il existe 
n,f, 

b = {b , (n,,e) E l(A) avec I< f,g >I ~ cx(p)cx(q)y llallq llbllp· 
n' f, 

On en déduit que 
ex ( P) ex ( q) Y I la l lq 

~ t3(p)B 
p 



donc que Eq est une base de Eq équivalente à la base canonique de 
(J 
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d'une part, ce qui grâce au lemme 1.1.1 prouve que s est fortement d 1interpo-

lation AP(À
1

), et d'autre part cela prouve que le dual de Eq est isomorphe 
(J 

à Ep ce qui achève la preuve du théorème dans le cas p > 1, à cause du 
(J 

lemme 1. 1. 2. 

Remarque 2.1.1. On a que l'opérateur R n'est autre que 
p 

R =TT* 
p q p 

on vient de montrer que 

N "' 
R = R* = T T* . posons 

q p p q ' 

R est l'inverse borné; il en va de même de 
p 

=T*R- 1 lON) alors u ; u est borné de dans p g a p 

et 

Ep o AP(À ) 
s 1 

et on a T U = T T*(T T* )- 1 =identité de l on a donc directe-p p p q_ p q 

Cette remarque vaut également pour les chapitres suivants. 

Soit a = { z. , i (IN} une sui te dans ID. 
J. 

(2) 
On dit que E = { e , z € a} possède une sui te de conjugués bornés s'il 

z 

existe une suite {q>., i(IN} 
J.. 

(2.1) V i (IN, V j EJN 

(2.2) -jK)O Vi€]N 

On a alors 

d'éléments de A2(À
1

) vérifiant: 

< q,.,/ 2) >=6 .. =q,.(z.)c(z.,2)(1-jz.j 2) 
J.. z. J..J J.. J J J 

J 

l]q,ilb ~ K. 

PROPOSITION 2. 2. 1. Si a est ™ sui te telle que E = {e ~
2

), z € a} 

sède ~ sui te de conjugués bornés alors a possède la propriété d I extension 

linéaire bornée de .lON) 

k€]N-{O}. 

1 

Preuve. Soit w = {wi, i Elli} € i0N). On pose : 



on a 

d'où u
1 

applique 

k 

T 
1 
U 

1 
(w) = Wo 

k k 

1 ~ 

!IU/w)I~= Jlf wic(zi,2)-2k<ptlkdÀ1 

k k 

1 

~ Ja(2)-
2

(~ lwilkl~il
2

)dA1 
J. 

1 

~ ~(2)-2ic2 
llwlf, d'après (4.2) 

k 

d'après (2.1) on a clairement 

COROLLAIRE 2.2.1,. Si o est~ suite séparée dans ID, alors o ~ 

une réunion finie de sui tes oi telles que pour k (IN - {o}, oi possède la 

1 

propriété d'extension linéaire oornée de iClN) dans 

~~~~~~- Grâce au §f on peut écrire o comme réunion de suites 

o.,i=1, ... ,M, 
J. 

telles q_ue (5. 
J. 

soit fortement d'interpolation A
2

(A
1

). Mais 

étant un espace de Hilbert, son dual est isomorphe à E( 2 ) et donc 
(Ji 

Il existe donc une suite {cpk, k ElN} dans E(2) telle que 

(2) 
(Ji 

< <pk ' e z > = ék i, et Il ~112 ~ K où K est une constante. D'après la 
j, , 

proposition 2.2.1, o. possède la propriété d'extension linéaire bornée de 
J. 

1 1 

iClN) dans Ak(À
1

), d'où le corollaire. 

cr. 
J. 
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La proposition suivante achèvera la preuve du théorème principal dans le 

cas de ID. 

PROPOSITION 2.2.2. Soit a ~ suite fortement d'interpolation Ap'(À
1

) 

pour p' > 1. Alors 

k(IN-{O}. 

Preuve. Puisque a est fortement d'interpolation 

est séparée (c'est facile à voir) et donc grâce au lemme 2.1.1 on obtient que 

pour tout r > O, T est continu de 
r 

dans lC1N). 

È 
{ } 

, J, k /..,.T) , Soit alors w = wi, i (IN un elément de \il~ et considerons une sui te 

a= {a., i (IN} telle que pour tout i (IN 
l. 

a~= w. ; a appartient à l' (1N) 
]. l. 

et il existe donc f € Ap' (11.
1

) vérifiant : 

2 
pi 

V i E:]N, (1-lz-1
2

) f(z.)=a. 
]. ]. ]. 

d'où en élevant à la puissance 

V i E:JN, 

2k 
t 

2 p k 
(1-lz.l) f (z.)=w. ]. .i.]. ]. 

k 
g E A (11.

1
) 

et posant k 
g=f 

et T 'g = Wo 
L 
k 

Fin_de_la_preuve_du théorème_principal. 

on a bien 

k 

Soit O < p' 1 

suite séparée dans ID 

il existe m E:]N tel que mp = p' > 1 ; soit a une 

dans le §3 on a montré que a est une réunion finie de 

suites fortement d'interpolation Ap'(11.
1

) ; et grâce à la proposition 4.2, on 

peut en déduire que chacune de ces suites est fortement d'interpolation Ap(11.
1

). 

Remarque 2.2.2. Dans le cas O < p < 1 on ne sait pas prouver qu'il y a 

toujours extension linéaire bornée mais on a une extension non linéaire bornée 

ainsi 
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soit m (IN t.q. mp=p' > 1, m fixé et considérons w= {~, k ON} E lON) ; à 

w associons w une des sui tes de ;,p' ON) telles que : = {~, k (IN} avec 

~m 
V k (IN, ~ = ~' appelons R cet opérateur; soit alors u 1 p 

l'extension 

linéaire bornée de p' 
j, dans et R' l'opérateur de 

ainsi définit : V f E:Ap', R'f=fm E:Ap; posons enfin 

p' 
A 

U =R I U R • on voit que U est une extension non linéaire 
p p' '. p 

mais bornée sur les boules de centre Ode J,PQN) dans AP(i\.
1

). 

Cette remarque vaut aussi pour les chapitres III et IV. 

2.3. COMPARAISON AVEC LES SUITES DE ZEROS DE FONCTIONS DE AP(i\.
1

). 

On va montrer que les résultats obtenus sont les meilleurs possibles dans 

le sens suivant : pour p > 0 donné, il existe une suite séparée dans ID qui 

n'est même pas un zéro pour la classe Ap(i\.
1

), donc qui ne peut être d'inter

polation AP(i\.
1

) ; nécessairement une telle suite est une réunion d'au moins 

deux suites d'interpolation AP(i\.
1

). 

On va utiliser le théorème suivant dû à C. Horowitz[~]. 

THEOREME 2. 3. 1. [9]. Soit f dans et soit ---
{zk, k E:JN} la sui te ~ zéros ordonnés par modules croissants de f alors : 

N 
Il 

k=1 

On va montrer les théorèmes suivants 

THEOREME 2.3.2. Pour tout p > O, il existe deux suites cr
1 

et 

fortement d'interpolation AP(i\.
1

) ~ telles que la réunion cr
1
ua

2 
est sépa

rée et n'est~~ suite d'interpolation AP(i\.
1

). 

THEOREME 2. 3. 3. ~ tout p > 0, il existe q > p ~ ~ sui te a qui 

~ fortement d'interpolation AP(i\.
1

) ~ gui n'est~ d'interpolation Aq(i\.
1
). 
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Ces deux théorèmes soulignent la différence avec le cas des classes HP(a 1)o 

Preuve du théorème 2.3.2. 

Soit y > 1 et soit v (]N considérons la suite a(y,v) suivante 

E[y m-v], Vm(!N, m 1-v+1, V f,(!N, 1 ~ f,~ 

-m 
( 1 

-m) i2ny f,y v 
z = - y e 

ID' f, 

où E[x] est la partie entière de x. 

si 

Appliquons le critère de Horowitz à cette suite 

N = L E[ yk-v], N est équivalent, quand m - oo à 
k = v+1 

log N ~ m Log y quand m tend vers + oo. 

m E( /-v) 
1 

ID 
1 

= 

m-v 
1 - X 

y 1 - y 

l= II II II ; d'où 
k = v+1 f, = 1 1 - y -k 

k= v+1 E[ k-v] 
-k y 

[ 1 - y J 

log I = - L E[ yk-v] Log( 1 - y-k) et 
k = v+1 

-v log IN my quand m - oo. 

d'où 

On déduit des relations (3o2) et (3.3) et du théorème 2.3o1 de C. Horowitz 

que, pour que {z ; m,;,} soit contenu dans un ensemble de zéros d'une fonc-
m,;, . 

1 - log N ~ log I soit 
p 

m log y v
1 p ~ = y og yo -v 

Soit alors 

my 

p > 0 
0 

donné et 1 < y < 

La suite a(y,O) construite ci-dessus ne peut être une suite d'interpolation 

p 
A 0 (À

1
) ; en effet toute suite d'interpolation est incluse dans un 

p 
ensemble de zéros d'une fonction de A 

0 (À
1

), à savoir une fonction f inter-

pelant l'élément (1,0,o, ••• ,o, ••• ) de 
Po 

i, ON). A cause de (3.4) et du choix 
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de y, cr(y,O) ne vérifie pas (3.1) et donc ne peut être incluse dans un ensem

ble de zéros d'une fonction de AP(À
1
) et n'est pas d'interpolation Ap(À

1
). 

Toutefois la suite cr(y,O) est séparée et donc d'après le théorème prin-

M 
cipal, cr(y,O):::: U 

i=1 
cr. 

]. 
où est fortement d•interpolation 

un entier, on en déduit le théorème 2.3.2. 

et M 

Preuve du théorème 2.3.3. Soit p > 0 donné, dans la preuve du théorème 

principal, on a montré que que pour y et v assez grands cr(y,v) est forte-

ment d'interpolation AP(À1) ; il suffit alors de considérer V q > y log y 

que cr(y,v) ne soit pas d'interpolation Aq(À
1
) à cause de (3.4) et du 

raisonnement ci-dessus. 

2o4o APPLICATIONS AUX ESPACES DE HARDY. 

Comme corollaire du 2.3 on va montrer les théorèmes suivants 

THEOREME 2. 4. 1. a) Pour tout p > O, il existe deux suites et 

pour 

fortement d'interpolation Hp(cr
2

) n telles que la réunion s
1

us
2 

est sépa

rée mais n'est~~ suite d'interpolation HP(a
2

). 

b) ~ tout p > O, il existe q_ > p et une suite -------- s 

~ui est fortement d'interpolation HP(a
2

) mais qui n'est pas d'interpolation 

Hq(a
2

). 

Preuve. a) On considère les suites s
1 

et s
2 

du théorème 

comme étant dans le plan w = 0 de la boule { l z! 2 + 1 wl 2 < 1} de m2 , on utilise 

alors le lemme 2.2 de subordination pour conclure; pour montrer le b) on pro

cède de la même façon. 

Soit m2 la mesure de Lebesgue sur ~ 2 , on définit les classes de Hardy 

de la manière usuelle: 



p > O, HP(m) = {f analytique dans ID
2 

tqo sup J jf(rcp)jpdm
2

=j[fll! <H} 

y> cp €'11'2 

et H
00 Cn}) = { f analytique et bornée dans ID

2 j 0 

On a alors 

THEOREME 2o4o2. a) Pour tout p ~ 1, il existe deux suites et 

fortement d'interpolation HP(m
2

) ~ telles que~ réunion s
1

us
2 

est séparée 

mais n'est rn d'interpolation HP(m
2

)o 

b) Pour tout p ~ 1, il existe q > p et~ suite s 

g_ui est fortement d'interpolation HP(m
2

) ~ gui n'est rn d'interpolation 

Hq(m
2

)o 

Preuveo a) Soit s 1 = { zk, k E:lli} et s 2 = {wk, k E:lli} les sui tes 

du théorème 2.3.2,on considère dans ID
2 

les suites suivantes: 

s
1 

= {(zk,zk), k E:lli} et s
2

= {(wk,wk), k (IN} ; Co Horowitz et DoMo Oberlin [,to_J 

ont montré que pour p ~ 1, l'opérateur T définit sur HP(ID
2

) ainsi : V f E:HP(ID
2

), 

Tf(z) =f(z,z) est continu et surjectif sur Ap(ID) ; il est alors clair que 

les suites et s
2

, portée par la diagonale de ID
2

, vérifient le a) du 

théorème. 

b) On procède de la même façon pour b) en plaçant sur la 

diagonale de ID
2 

la suite s du théorème 2.3.3 et en utilisant le théorème de 

C. Horowitz et D. Oberlino 



CHAPITRE III 

CLASSES DE BERGMAN DU POLYDISQUE DE œn. 

On fera les démonstrations dans le cas de ID2 , le cas général s'en dédui-

sant aisément. 

et z = (z ,w ), la mesure de 
72:. n1 n2 

Lebesgue de œ2 restreinte et normalisée à ID
2 

sera encore notée À
2

• 

On note AP(À
2

) les classes de Bergman. 

2 
analytique dans ID t. q. I I f I p dÀ2 = Il f 111) < + 00 } 

2 p 
ID 

analytique et bornée dans ]l, 1lfl1
00

= sup 2 jf(~)I }. 
~ EID 

Si .!!.= (z,w) EID
2 

et si a E:JR on note 
2 a 2 a 2 a 

(( 1 - 1 ~, )) = ( 1 - 1 z 1 ) ( 1 - 1 w 1 ) 0 

1. On va généraliser les lemmes 1.2.3 et 2.1.1 au cas du polydisque. 

LEMME 3. 1. 1. Pour p supérieur à ~, ~ dual de AP(À
2

) est isomorphe 

à Aq(À
2

), avec 1+1=1. 
-- p q 

~~~~~~• Comme dans ID, il suffit de montrer que l'on a une projection 

La mesure À
2 

étant le produit de la mesure À
1 

sur ID par elle même, 

on vérifie directement par itération que l'intégrale avec le noyau de Cauchy 

Bergman réalise bien une projection bornée de LP(À
2

) sur Ap(À
2

), la constante 

étant B
2

• 
p 



LEMME 3.1.20 a={z, nCIN} -n 
-™. sui te séparée ~ ID2 

; il existe 

une constante C positive telle gue 

Puisque la suite est séparée il existe 6 > 0 tel que les polydisques 

disjointso On recopie alors la preuve du lemme 2o1o1. 

Le but de ce chapitre est de montrer le 

THEOREME 3o 1 o 1 o Soit a ~ sui te séparée dans IDn, pour p > 1, a est 

une union finie de suites strictement d'interpolation Ap(À) ; pour p > O, 
- -- -- - --- ___,.c..,_.___ - 2 

a est~ union finie de suites (J. 
l 

fortement d'interpolation 

de pl us , _& p = ~ avec k ON, a. 
l 

possède la propriété d'extension linéaire 

bornée ~ .zP(1N) 

2o REDUCTION DU PROBLEMEo 

Soit encore v dans JN et posons, comme au chapitre II, 

V n E:JN V k E:JN, n-v { · i~ -n -n-1 
k < 2 , D k = z = re , 1 - 2 ~ r < 1. - 2 n, 

et 

si n = (n ,n ) 
- 1 2 

D k =D k x D k o 

~'- n1, 1 n2, 2 

Soit 2 
a une suite séparée dans ID ; dans chaque cellule 

un nombre de points de o uniformement majoré par un entier M 

M 
écrire a= u (Ji 

i=O 
avec pour i ~ 1 Card(a.nD k) ~ 1 

l. n, 
et 

on pose 

D il existe 
~,k 

on peut donc 

constituée 

des points (z,w) de a tels q_ue j zj , 1 - 2-v et jwj , 1 - 2-v a
0 

n'ayant 

qutun nombre fini de points est strictement d'interpolation Ap(À
2

) pour p ~ 1 

et fortement d'interpolation avec la propriété d'extension linéaire 
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pour O < p < 1. 

On procède alors comme au chapitre II et on a a. = U 2 a. · k l l,J, 
j=1, ••• ,4 
k=1, •.. ,v 

on pose, pour i,j,k fixés, s = a. . k = { z u, ~ = ( m 
1 

, m2 ) , ..[ = Ce 
1 

, j,2) } où 
i, J' ~,..e 

z est l'unique point, s'il existe, de 
~,J. 

s dans D • 
~,J. 

On a les propriétés suivantes : 

(2. 1) z et z 
!!!_,À, .!!!_,k 

dans s 3> ,e1 
:; k

1 
(mod 2) ,e

2 
=-k/mod 2) 

z et z 
~,J. .!!., À. 

dans s 3> m
1 

=-n
1 

(mod v) m
2 

=-n/mod v). 

On pose encore 

¾i = {J. cm-2 
t. q. 

3. PREUVE DU THEOREME. 

Soit p > 1. 

posons 

encore f(_1) = ) am e;q) (.î) comme au chapitre II et grâce au 
(m ::V E A _,J. !!!_,À. 

lemme 3.1.2 on a 

( 3. 1) Il f W ~ B
2

~
2

(q)c Il allq• q q q 

De m~me si on pose b = {b~,.1.' (~,J.) E A} E l(A) 

Reprenant exactement les arguments du chapitre II, il nous faut alors montrer 

que l'opérateur matriciel 



28. 

~, = (z',w'), peut-être rendu de norme inférieure à un par un choix convenable 

de v. Cela sera consé~uence de la 

PROPOSITION 3.3.1. 

positive telle que 

et K e,v tend ~ zéros quand 

Preuve_de la proposition. 

2 2 e, q - 1 < e < q' il existe ~ constante 

v tend ~ 1 1 in.fini. 

On a 
2 e 

: ~ Q_ tf n f, • m k) (( 1 - 1 z 1 )) = (n FE: A ""P \;!.,_ ' _,_ n,.l 
(n,1T t (~,k) 

Voyons le premier terme: 

,., 
où Qp et Qp sont les opérateurs définis au chapitre II, le 2e membre s'écrit 

comme un produit, et, utilisant la proposition 2.1.1 il vient 

Exactement de la même manière on a: 

d'où la proposition 3.3.1 en posant i<:P = 2(1 +Kp )KP • 
e,v e,v e,v 

On achève alors la preuve du théorème 3.1.1 à partir de cette proposition 

comme au chapitre II; le cas p~1 se traite exactement comme au chapitre II également. 



CHAPITRE IV 

ESPACES DE BERG.MAN DE LA BOULE JB DE a:n. 
n 

4o 1. PSEUDO METRIQUE SUR S = à1B • 
n n 

Introduisons la pseudo-distance d définie par: 

Ç ES Tl ES , d(ç,T)) = l 1 - Ç-TJI ; d est invariante sous l'action de SU (n) 
- n- n -- --

étudions quelques unes de ses propriétés 

( 1 • 1 ) 

Pour h > O, posons R(ç,h) = ln ES, d(!,ç) < h} où 1= (1,0, ••• ,0) 
- - n -

on a alors 

Soit t EJN, considérons la couronne 

cth(11)= liESn' th~ d(11, ç) < (t+1)h} on a alors 

(1.3) J K
4 

> 0 J K
5 

> O, ((t+1)h < 1) ;> 

( n-1 n ( ( ) ) n-1 n) 
K 4 t h ~ crn C th 11 ~ K5 t h • 

Les relations (1.1) et (1.2) peuvent se trouver dans [6]. La relation (1.3) 

se démontre ainsi: 

si ç=(ç
1

, ••• ,çn), d(1t,i)=l1-ç
1
1; on pose 

t. = { z EID, th ~ 11 - z 1 < ( t + 1 )h} 

il vient grâce au lemme (1.2.1) de subordination 

où 

a est une constante absolue; on remarque alors que t. est l'intersection 
n 

du disque ID et de la couronne centrée en 1 de rayons ( th ; ( t + 1 )h). 



On en déduit aisément (1.3). 

Il existe une constante K6 > 0, telle que pour tout h > O, il existe 

un réseau ~h = {_Sc' k €JN} de points de S vérifiant: 
n 

R(r., h)nR(ç , h) =0 si kfo J, • 
..::k -/, 

U R(~, K6h) =S. Voir [6 ]. 
k (]N n 

Enfin de (1.1) on tire aisément la relation 

( 1. 6) 

On a alors 

LEMME 4.101. Il existe~ entier y > 0 tel que pour tout h > O, il 

existe y réseaux ~ (i) . , . f. t 
y..h , 1 = 1 , ••• , y, veri ian q_ue Sn est l'union des -- --

quand i;; parcourt . U ~ ~i). 
l=1, ••• ,y 

Preuve. Soit 'Jt (o) 
h 

un réseau vérifiant les relations (1.4) et (1.5) ; 

soit 

de rayon 

un point de ~ (o) 
h 

et soit 

K6h; utilisant le théorème 

R( ç
0 

,K
6

h) 

de [6], il 

la boule de centre 

existe une suite 

et 

{ i;; . ,i = 1, ••• ,M} de points de R( ç
0 

,K6h) telle que, si on pose 
~ 

on ait 

a) ht h' 
R(ç .,- 6)rlR(ç .,K-)=~ 
~ K o,J 6 

b) 

Soit alors i;; un point de 
M 

( h' LJ R Ç . ,-K) 
i=1 ~ 6 

soit i l'indice tel que 

( h' 
Ç ER Ç . 'K-) ; 

- ~. 6 
on a d'après 

30. 



31. 

K
1
[d(ç ,ç .)+d(ç .,ç)] 

-2.~ -2...z.,?;.-
d'où 

h' 
K

1 
[K6h + K] donc 

6 

M h' h' LJ R( Ç . 'K-) ç R( Ç ,K1 (K6h + K-)) 
i = 1 ~- 6 ° 6 

et d'après (1.2) et la propriété a) 

de 

Clairement si <):,h est un réseau jouissant des propriétés (1.4) et (1.5) 

et si u € S U(n), alors u ~ h = {u~, k €Thî} est encore un réseau possédant les 

propriétés (1.4) et (1.5) puisque la pseudo métrique est invariante par SU(n); 

soit alors u. , i = 1, ••• ,M l'élément de S U(n) vérifiant u. ç = ç . ,i = 1, ••• ,M 
l. l. -2. ..:.D ' l. 

~ (i) ~ 1 (0) 
et posons -}I h = u~ J1 h 

tion parce que chaque u. 
l. 

alors la sui te '}' ~i) ,i = 1, ••• ,M répond à la ques

transforme une pseudo boule en pseudo boule de m~me 

rayon. 

4.2 ETUDE D'UNE CONVOLUTION SUR S U(n). 

où 

On identifie S U(n) à S de la manière suivante 

Soit alors pour 

n 

u € s u(n) ~> .! = u.J!. € Sn. 

t CN, h > 0 et 
0 

a~ 0 la fonction suivante 

si Ç t R ( 11 , 1 ) , R ( 11 , t h) 
. - 0 sinon. 



Posons 

et 

K J+oo 
m(t a)=..2 
T o' a 

t 
0 

a 

n-1 
y dy 

n+1 
si a > 0 

[y2 + 1]2 

si a= 0, on a alors 

LEMME 4. 2.1. La fonction ~ t appartient à 1
1 (an) et vérifie 

'o'a 

Il~ t ail~ cp(\,a) ; la convolution~ ~ t a est donc~ opérateur 
' o' ' o' 

Preuve. On a 

grâce au lemme de subordination, d'où 

grâce à (1.3) 

d'où en comparant la série et l'intégrale 

Il~ t ail "cp(\,a); _2.!!,remarque bien que cp(t
0

,a) ~dépend pas de h. 
' 0' 1 

32. 

Puisque an est une mesure invariante par SU(n), la convolution avec 

~,t ,a 
0 

est bien bornée de Lp dans avec comme norme 

On aura aussi besoin du lemme suivant. 

LEMME 4. 2. 2. Soit a=~' k (lN} une suite séparée dans 

cp(t ,a). 
0 

]B 
n 

alors il 



existe~ constante positive C telle que : 

V p > O, 

Preuve. A z dans JB , z ! O, on associe la droite complexe R déter-
------ n - - z 

minée par Q et ~. et l'espace T 
z 

est de dimension complexe n-1 ; pour 

polydisq_ue D =D 
1 

x D
2 

z z z 

orthogonal à R en z dans œn; T 
z z 

1 o, 0 < o < 2, on associe à z le 

et 

on a 
2 2 n+1 

11. (D ) = o n( 1 - j z 1 ) 
n z -

Soit maintenant o= ~' k E:JN} ; il existe 
1 

6, 0 < 0 < 2 tel q_ue les 

polydisq_ues D soient disjoints; reprenant alors exactement la preuve du 
~ 

lemme 2.1.1 on montre le lemme 4.2.2. 

4.3. REDUCTION DU PROBLEME. 

On considère vE:JN, m(IN, m ~ v et le système de réseaux C1(i) 
v-m 

2 

33. 

i = 1, ••• ,M, introduit au paragraphe 1 on définit alors les cellules de la 

manière suivante : 

( ·) -m -m-1 (i) 2v-m 
D i = { >" EJB , 1 2 1 2 R( ) } "' ç = rri, - ~ r < - , .!l E Ç,. , - 2- • 

m,~ - n --.l\. 4K 
1 

Soit a une suite séparée dans JB il existe donc un entier N tel q_ue 
n 

Vi=1,. .• ,M, Vm~v, VkE.JN 

Soit oi, i = 1, ••• ,M, définie par 

M 

o.= u alors o= U o. 
. 1 ]. 

et il existe o .. , j=1, ••• ,N, telle 
J.,J ]. 

m,k ]. = 

N 
q_ue card ( o. . n D ( . ) ) ~ 1 

J.,J ]. 
m,~ 

et U a . . =a.• 
. 1 J.,J J. 
J= 



SJ.. C ( i ) -- LJ D k 1 
( ) posons pour = , o •• , v 

m k (IN m,_s/ 

ai,j,k=m~-k(mod v)(ai,/'lc~i)). On a alors cr= LJ ai,j,ko 
i=1 , •.. ,M 
j=1, ••• ,N 
k=1 '. 0. 'V 

340 

On étudiera s = a. . k pour i, j ,k fixés. Il existe au plus un point de 
l,J, 

s dans D (.) = D , on notera z ce point et on pose 
i m,;, -m,;, 

m,i.e 

s ={z k' kE:A }. m m, -in 

L'indice i étant fixé dans cette étude, soit 1:n_ l'élément 
' j, 

du réseau ~(i) et soit z = r ri • On a alors : 
v-m 

2 

V m ~ v, 

(z E: s, 
-m' j, 

-m,J, m,J, ~,;, 

V i,E:Am' 
-m -m-1 

1-2 ~r <1-2 m, ,e 

z E: s) 
-m, j, 

;> m = m 1 (mod v) 

-v-m 
2 

d(1u o'.!Jm J ' -2-
, ,1, ,;, 4K 

1 

d'après la relation (1.6). 

LEMME 4.3.1. On a. (3.5) ~ - n+1 ~ K7 
J, E: A j 1- z .z , kl 

-in -m, i, -m ' 

m fo m' tl ( 3. 6) ~ ____ 1 __ _,_ ~ K8qi(v)2m(n+1) où 

1
1-z .z kln+1 

,R, E: 1\n -m ' J, -m ' 
i,fak 

vers O quand v ~ ~ 1 1 infinio 

~!~~~~- avec les notations ci-dessus on a, 

[ -(m 1-m)] 
1 - 2 

(3.7) 1 

- 2 1 2 
1 - z • z , kl ~ Kg[ (2-m + 2-m ) + j 1 - :;; • TJ , kl 2] 

-m,J, -m ' ....:m,J, m , 



dès que d(TI ,n I k) < 1 et 
'Ill,f ID , 

(3.8) J 1 - ~' ,e• zm1 ,kJ 
2 ~ K10 dès que d(T\n, .e'T\n• ,k) ) 1. 

La somme (3.5) peut donc s'écrire: 

I - ~ 
1 - L- -

1

n+1 
i,E/1. 1,1-z .z I k 

( 
-111 ) -m, ,e -m , 

d ..!lm, ,e'.!lm• ,k <1 

et 
- J n+1 • 11-z .z,k 
-m,.e ---m ' 

Voyons 1
1
• On a grâce à (3.7) 

avec 
-m 

( 2 ) B -R -m O - l:m 0 ' 2 
'"" '"" 4K 1 

de E ; on a JJrJJ
00 

= 1 et 

et la fonction indicatrice 

-m posons encore h = 2 , 

t = 0, et 
0 

-(m•-m) 
a=1+2 et appliquons le lemme 4.2.1 on a 

ce qui donne aisément, grâce aux relations (3.1) (3.2) (3.3) (3.4). 

si m j m 1 • 

2v 
Si m = m 1 , on choisit t = partie entière de et a= 0 et il vient 

o 2K2 
1 

(3 .10) I K (t )2m(n+ 1) =K ( )2m(n+ 1) 
1 ~ 12<p O 12<µ V 

avec cji(v)=<p(t) ➔ o qd v ➔ +oo. 
0 



si 
[ -(m•-m)J 

1 + 2 

si m=m' 

Reprenant alors exactement les arguments utilisés dans le cas du disque on 

montre la 

36. 

PROPOSITION 4.3.1. Pour p > 1, pour tout e' n+1_1 < e < n+1 - il existe 
q q ' 

une constante positive telle que 

20 p ( 1 20 
E Q (m,.e ; m' ,k) ( 1 - 1 z 1 ) ~ K

0 
1 - z , kl ) et p m, f , V -m , 

Kp tend~ 0 
v,0 

quand v tend ~ l'infini. 

n+1 n+1 - -
où l'on a posé 

( 1 -1 Z ol 2) p ( 1 -1 Z I kl 2) q 
m I k) = -m,;., -m ' 

' - n+1 
1 1 - z • z ' kl 

-m,J, -m ' 

avec 

(m, ,e)-/= (m' ,k) et O sinon. 

De cette proposition et utilisant le lemme puis des arguments identiques à ceux 

du chapitre II on tire le 

THEOREME 4. 3. 1. Soit <J ~ sui te séparée dans ]Bn ; pour p > 1, a 

~~ union finie de suites strictement d'interpolation 

a est ~ union finie de sui tes fortement d'interpolation 

plus, si p est inverse d'entiers, <Ji possède la propriété d'extension linéaire 

bornée de 
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