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Dans la suite, variété voudra dire variété différentiable, compacte et orien­

tée. 

Soit A un anneau de fractions de 2 

On appelle A-sphère de dimension n , toute variété V, sans bord, de dimen\ 

sion n, telle que : Ü. (V;A) = 0 pour 1 < n. 
1. 

On appelle HA-cobordisme tout cobordisme orienté (W,V
1
,v

2
) tel que 

H (W,V.;A) = 0. 
* 1. 

On note 0A l'ensemble des classes de A-sphères de dimension n à H -cobor-
n A 

disme près; c'est un groupe pour la somme connexe. 

L'objet de cet article est l'étude du groupe 0A. 
n 

La notion de Eh-orientation du§ l permet de généraliser la méthode de 

KERVAIRE-HILNOR [;;]. Le groupe 0A se ca 1 cule explicitement à partir des cas ex­
n 

trèmes 0
2 

(qui est le groupe 0 de KERVAIRE-MILNOR pour n 1- 3) et 0fJ.. • Le 
n n n 

rôle joué dans le calcul de 0 , par les groupes d'homotopie stable des sphères 
n 

et l'homomorphisme de HOPF-WHITEHEAD disparaît dans le calcul de 0~. Apparaissent 
n 

par contre, le groupe de cobordisme ~SO et les relations entre les nombres de 
n 

PONTRJAGIN. 

Ce travail démontre les résultats annoncés dans [ '. ] . 



§ 1. LA SUITE EXACTE DE KERVAIRE-MILNOR POUR UN ANNEAU DE FRACTIONS 

Pour construire une sui te exacte analogue à celle de KERVAIRE-MIL'.\OR, i 1 nous 

faut remplacer la notion de trivialisation stable d'un fibré par celle de E.î_ctrien­

tation. 

Notons BSO ~ BSOA une localisation de l'espace simple 

à la famille des nombres premiers non inversibles dans A. Soit 

BSO par rapport 

EA la fibration 

image réciproque par cette localisation de la fibration des chemins sur BSOA e[ 
A soit y le SO-fibré vectoriel, image réciproque du SO-fibré universel Y sur 

BSO, par la projection EA ~ BSO. Soit ~ un SO-fibré vectoriel de base X. 

DEFINITION J. 2. - Nous appelons EA-orientation du fibré 1; , toute. application fi-

brée, du S0-fibré dans le S0-fibré A y 

d . A . . d Nous isons que deux E -orientations e ~ sont équivalentes si elles sont 

homotopes parmi les applications fibrées. 

LEMME 1.3. - Soit X ~ C.W complexe tel~ 

vectoriel sur X est EA-orientable. -- --
Deux EA-orientations sont équivalentes. 

H (X; A) 
* 

0. Alors tout SO-fibré 

Soit ~ un fibré de base X et soit f: X ~ BSO une application classi­

fiante du fibré ~ . Il y a bijection entre les classes de EA-orientations du fi­

bré s et les classes d'homotopies verticales de relèvements de f dans EA [2 J 
Corrnne H*(X;A) = 0 on a pour tout A-module M 

~* H (X;M) = 0 

tout espace A-local Y 

Il résulte alors de la théorie de l'obstruction que pour 

[X,Y] a un seul élément. En particulier toute applica-

tion de X dans BSO est homotope à l'application constante dans BSOA et se ré­

lève donc dans EA. De plus, deux relevés sont verticalement homotopes puisque la 

fibre n(BSOA) de EA sur BSO est A-locale. 

DEFINITION 1.4. - On appelle 

variété sans bord, de dimension n 

la classe des triples (V,x,u) 

x un point de V , et u 

où V est une 

une A • 
E -orienta-

tion du SO-fibré normal stable de V - x, 

On appelle cobordisme entre deux objets (V
1

,x
1

,u
1
) et (V

2
,x

2
,u

2
) de f ~ 

tout triple (W,y,u) où W est un cobordisme entre les variétés v
1 

et v2 
(y,ay) un chemin plongé dans (W,aW) reliant x

1 
à x

2 
, et u une EA-orienta-

et 

à cobordisme près. C'est. 

tian du fibré normal à la variété w - y qui prolonge ul 
On appelle AA l'ensemble des objets de ,1~ définis 

n 
un groupe pour l ;i somme connexe. 



1 -- 2 

DEFINITION J.5. - On appelle ~A la classe des couples (W,u) 
n 

où 

une 

W est une 

E
l\. . variété de dimension n, dont 

tion du fibré normal de W. 

le bord est une A-sphère, et u - on.enta-

On appelle cobordisme entre deux objets et de @> A , tout 
n . 

' couple (X,u) où 

disme entre cJW 
1 

X 

et 

est un cobordisme entre w
1 

et w2 induisant un 

aw
2 

, et u une El\.-orientation du fibré normal de 

H -cobor­
A 
X qui 

prolonge u 
I 

et 

On appelle 

C'est un groupe 

u2 • 
1\. ©l\. 

P , l'ensemble des objets de ~ 
n n 

pour la somme connexe sur le bord. 

On peut construire la suite 

1. 6 
a b 

L'application a, associe à la classe de 

C 

définis à cobordisme près. 

la classe dans PA du 
n 

couple (V - D, ujV - D) où D est un disque ouvert contenant le point x. 

L'application b , associe à la classe de (W,u), la classe de la A-sphère 

aw. 
L'application C ' associe à la classe d'une A-sphère V, la classe dans 

AA de (V x u) où x est un point quelçonque de V et u n , ' E
A . . . 

une -or1entat1pn 

du fibré normal à V - x, Cette application est bien définie, car une variété mu-

nie de deux El\.-orientations en dehors d'un point, équivalentes,. définit le même 

.élément de A~ ; il suffit alors d'appliquer le lemme J. 3. 

On a, en fait, deux théories de cobordisme 01\. et AA , et PA est la théorie 
n n n 

relative. La suite 1,6 est donc exacte. 

REMARQUE ). 7. - En tensorisant la suite exacte d'homotopie de la fibration 

BSO --? BSOA, on obtient : 

A 
1r*(E)@ A= 0 

et, par utilisation du théorème de HUREWICZ-SERRE 

- 1\. H*(E ;A) = 0 

Enfin, à l'aide du théorème des coefficients universels, on a, pour tout ,\-:no­

dule M : 

-• A H (E ;M) = 0 • 



§ 2, CONSTRUCTION DE L'HOMOHORl'HISHE T 

On appelle At l'anneau A si t est pair et A/2.t\ s1 t est 1mpa1r. 

Premier cas i pair t = 2k. 

2.J. - Soit (W,u) ~ 'Y~k; sur L2k(W;A) = H2k(W,J\)/Tors 1 la forme d 1 intersec-

tion est une forme bilinéaire symétrique à valeurs dans A notée • La duali-

té de POINCARE H
2

k (i-.'; A) ~ tt2k (W, aw; A) donne par passage au quotient (car 

ik(W,~W;A) --==:...+ ik(W;/\) car W est une A-sphère) l'isomorphisme 

L
2

k (W, A) ~ Hom (L
2
k (W; A), A) associé à la forme d' intersec tian ; la forme d 'in­

tersection est non dégénérée. 

PROPOSITION 2. J. - Soit (W,u) € Ptk, ~ forme d'intersection~ L2k(W;A) est 

~ forme bilinéaire symétrique! valeurs dans A , ~ dégénérée ~ paire, ~ clas­
A se dans WQ ( J\) ~ dép~nd ~ ~ g classe ~ 

A 
(W,u) dans P4k, cela définit un 

homomorphisme T : P
4

k ---+ WQ(A) , fonctcriel en A 

Démonstration. Si 2 est une unité de A il est clair que la forme d'inter­

sec tian est paire. Si 2 n'est pas une uni té de A , les classes de STIEFFEL 

WHITNEY d W 11 ( W EA · ~ ) d . 1 1 d e sont nu es car est -or1entee one aussi es casses e 

WU or v2k n x est la.réduction modulo 2 de x.x. Dans·tous les cas il existe 

une unique forme quadratique· q : L
2

k (W; A) --> A associée à la forme d'inter­

section. 

Si [w, u] 0 dans J\ soit U4k+J variété 
. A . ~ 

= p 4k , une E -or1entee avec 

au= w u w et H (W ; A) = 0 . On a alors 1
2
k (W; A) = 1 2k ( au; A) et pour montrer 

aw 0 * 0 

que la classe de (12k (W; A) ,q) est nulle dans WQ(A) nous allons exhiber un sous-

espace de H2k ( au; A) inclus dans son orthogonal, dont 1 1 image par q est zéro et 

de rang moitié de celui de H
2

k(aU;J\) • 

Considérons le diagranrrne 

(2.2) 

Soient A= lm a 

sui te exacte 0 ~ A 

rg AH2k ( au; A) = 2rgl 

et 

·* l. 

B = ker 

n2
k ( au; A) 

În 

ô alors 

~ H2k (clU; A) 
D 

ô H2k+ 1 (U, JU; A) 

În 

rgl + rgAB = rgA H2k (dU; A) et la 

u2
k(dU; A)/B ~ 0 montre que 



si x,y e: H
2
k+l(u,au;J\), ax.ay = ( nax) v ( Day )[au] 

= i * ( Dx u Dy ) [ au] =6 /\ Dx v Dy ~ l u_l 
= 0 

Deuxième cas Q, impair et 2 uni té de J\ 

Dans ce cas on considère la forme quadratique nulle sur H ,Q, (W ,A) 
A 

et l'ho:'.10-

morphisme nul T P 
2

.Q, ~ 0 WQ(O) 

Troisième cas 

2.3. - Soient 

~ = 2k + 1 et 2 non unité de !, (cf, [7J). 

0 A (W,u) e. S 
22 

et u : W ~ EA l'application recouverte par 

On considère le diagramme commutatif,noté (a,13) 

(l 

y B 

,. 

u_ • 

où Y est une variété (non nécessairement orientable) de dimension Q, + 1 , de· 

'bord X i est l'inclusion de X dans Y , a une immersion générique de X 

dans w 
Soit 

et B 
_A 
y 

une application continue. 

un SO-fibré vectoriel sur 

en choisit une trivialisation E • 

Soit le fibré stablè de base y 

tel que 

égal à 

A a-. _J\ 
y UI y soit trivial, on 

E
J\ • . -or1.entat1.on 

de W et la trivialisation E donnent alors un isomorphisme entre ç!X et le 

stabilisé du OQ, fibré normal à l'immersion a. 

Cela définit un élémént y> (a,B) du groupe de bordisme non orienté 

'J(t.+J(BO,B0
1

) groupe qui est égal à '11/2 • Soit -1/= a le nombre de points doubles 

de l'immersion générique a , réduit modulo 2 . 

LEMME 2. 4. - L'élément de 2/2 , # a + <.p (a, B) E!:. dépend ~ ~ ~ classe de 

bordisme non orienté de (a,S) • Cela définit~ application 
) --r T 

q : \+ I (E , W) ~ 'l} 2 • 

Démonstration. L'ensemble des classes d'homotopie régulière d'immersions 

a : X'l ---;:, w22 homotopes à une applica tian donnée est en bijection avec Z/ 2 

cela résulte de la classification des immersions qui montrt.:' que If a et lf (a,2) 

induisent deux bijections (en général différentes) de cet ensemble sur Z/2 . Si 

et (a' ,S') 

à a' , on a donc 

sont deux diagrammes avec y= Y' . , S = S' et a homotope 



Il a + <.f (a, f3) = ri a ' + tp (a' , S ' ) • 

Supposons que les diagrammes (a
0

,S
0

) 

/1. 
YC.9,+

1 
(E ,W) , il existe donc une variété Z 

et 

de dimension 

sont égaux dans 

.9, + 2 ' 

az=Y U Z' 
o Xo 

U Y
1 

, et des applications rendant le diagramme 
XJ 

z' a w 

I 
z b 

2. - j 

commutatif et étendant a. et f3. 
l. l. 

de plus Z' n'a aucune composante connexe 

fermée. 

On peut homotoper a en une application de Z' dans W x I qui est une immersion 
' 

sauf en un nombre fini de points. Par "piping" on fait rentrer ces points dans un 

collier de X
0 

v x1 et on obtient une immersion a de Z' dans W x I ; les im­

mersions ~Jx. sont régulièrement homotopes à des immersions génériques, 
1 

a! : X. ~ W x {i} et par relèvement des homotopies pour les immersions on 
l. l. 

trouve une immersion générique a' : Z' w X I telle que . La 

propriété d'extension des homotopies permet de compléter le diagramme 

Z' 
a' 

I 
z b' 

Soient 8 ! = b I j Y. • 
l. l. 

La construction de 2.3 appliqué à (Z,Z'~ donne alors un cobordisme entre 

les variétés singulières représentant 

De plus l'ensemble des points doubles de a' étant une variété de dimension 

1 , on a que 

jf a + 
0 

fi a'= l{a' o 1 

Soit X E, )( 
R,+ 1 

et donc 

a'+ 
0 

représenté par un diagramme 

X 

l. 
y 

li a 1 + ij <a 1 , 13 1 ) • 

comme dim W = 2 dim X , on peut supposer que a est une immersion générique 



2 - 4 

et on pose q(x) = tfa+ '/J(~t,6), 

2.5. - Soit h l'hoJTiomorphisme ;(.t+l(E\W) --;, H.R,(W;'l!/2) composé de l'hoîJ10Dor­

phisme 'JZ:t+I(EA,W) ---;, Hi+J(EA,W;Z/2) et du connectant 
A 

H9,+1(E ,W;Z/2) ~ H9,(W;'J/2) (qùi est un isomorphisme puisque 2 est non inver-

sible dans A, voir 1.7). 

Si (a+ a' 8 + 8') désigne le diagramme obtenu à par.tir des diagrammes 

(a,13) et (a' ,6') en faisant la sorrnne disjointe on a 

v(a + a' 
1 

8 + 8') = Ha, 6) + y'(a' , /3') 

# (a + a') = -t- a + # a' + a* [x} · . a: [x'] 

et donc pour x, x' € )(,t+l (EA,w) 

q(x + x') = q(x) + q(x') + h(x).h(x') 

(.) désignant la forme d'intersection modulo 2 . 

LEMME 2. 6. - Il existe une unique application q : H9.,(W;2/2) -----'} '71/2 telle~ 

et q ~ ~ forme guadratique associée à 1 a forme d'intersection. 

Démonstration. D'après le calcul de [ 3 J, on sait que h est 

surjective et que son noyau admet une base formée des classes de diagrammes de la 

forme 
avec p < t . 

On homotope xP --? W en un plongement de fibré normal v , on choisit dans v 

un sous-fibré trivial de dimension 2(.t-p) , et en partant d'un plongement 

M.v.,-p ----, IR2 (t-p) on construit un plongement a : xP x Mt-p ---'::> W , de plus 

lp (ex, B) provient de 

nulle sur le noyau de 

qui est nul car p < Q, et donc q est 

PROPOSITION 2.7. - Soit (W,u) G q:-iA avec 
4k+2 

de (HZk+l (W,Z/2) ,q) dans WQ(2/2) = WQ(A/2A) 

dans 

en A • 

P l\ 
4k+2 

cela définit un homomorphisme T 

2 non inversible dans A; la classe 

~ dépend ~ de J3_ classe de (\·,', u) 
A r
4
k+

2 
--? \-JQ(i\/2A) fonctorid 

Démons trat.ion. En reprenant les notations de la démonstration de 2. 1 en par­

ticulier le diagramme 2.2 (avec A remplacé par 2/2 et les changements de dimen-

sion qui 3
1 imposent, il reste à vérifier que· q est nulle sur acn.k ,cu,au;2/2)). 

2 +_ 



2 - S 

Soit x E 3(H2k+2 (U,3U;Z/2)) , x est représenté par 

X2k+l (l 

.r 
B 

I 
u 

Soit V U --> EA induit par la Eh-orientation de U , alors 

x = h([a,~.13]) On peut supposer que Y n'a pas de composante connexe fermée et 

comme dans 2. 4 on peut transformer 13 et ex en des ium,ersions il est alors clair 

que H a :;: 0 et que f ( ex , v O 13) ;;; 0 . 



§ 3. CALCUL DE PA 
n 

3. 1. - NOTATIONS. Soit (W, u) E. ~ /' .• 
n 

On appelle chirurgie de dimension k la donnée d'un plongement 

1 r, k n-k ( ) d, /\ · · d 'f: S x D ~ lnt W x I et une E -or1entat1on v e 

W x I Ut.pDk+l x Dn-k étendant u sur W x O. 

On pose a(W x I ut{ Dk+l x Dn-k) = W x O V aw x I U W1 et u 1 = vlw 1 on a 

alors (W',u') E '.s-)A et on dit qu'on obtient (W1 ,u 1
) en effectuant la chirurgi,~ 

n 
correspondante 

' 
(W, u) et 

On dit qu'une chirurgie 

À unité de A . 
On dit qu 1 un espace X 

or ,u 1
) ont même image dans 

est associée à X<.:: l\_ (W; A) 

est (A.,k) - connexe si 

PA 
n 

si 4-'*[sk] = Àx avec 

Hi(X;A) = 0 pour i ~ k et de plus n 1(X) = 0 si k ~ l • 

PROPOSITION 3.2. - Soient (W, u) C:: ~p A 
n 

avec w (A,k-J)-connexe et 

Il existe~ chirurgie associée à x dans chacun des cas suivants 

i) k ~ [n ; 1
) 

ii) n = 2k ~ 6 et q(x) = 0. 

Démonstration. Corn.rœ W est (A,k-1)-connexe il résulte du théorème 

d'HUREWICZ-SERRE qu'il existe f : Sk ~ W telle que f*[skJ = Àx avec À 

unité de A,; 
A 

Comrre Tik(E) 0 A 

D
k+l ~u'il existe g: 

soit commutatif. 

Soit en épaississant 

= 0 (1.7) quite à changer l'unité 

--? EA telle que 

l f w 

l 1~ 
k+ I g EJ\ D ) 

Sk x Dn-k 

.I 
D 

k+J 
X D 

n-k 

À, on peut supposer 



3 - L 

Ce diagramme est recouvert par un diagramme de morphismes fibrés unique à 

homotopie près 

v, 
V vw SkxDn-k 

l v2 
Lu 

V y k+I n-k 
D XD 

Lorsque n - k ~ 2, la classification des immersions donne une classe d'homoto­

pie régulière d'immersion 1jJ: Sk x Dn-k --:) W homotope à f et induisant v 1 
sur les fibrés normaux. 

S I i 1 existe un plongement '-f) montre corn-
A . . d ment trouver une E -orientation e 

dans cette classe, le diagramme 

Wx I VfDk+J x Dn-k étendant u sur W x O • 

sk dans Pour chercher l.f , il est équivalent de chercher un plongement de 

w régulièrement homo topé à lj, 1 : Sk = Sk x O ~ W • 

Si n ~ 2k + 1 il existe toujours un tel plongement ce qui montre la partie 

i) si n >,. 3 (pour n~ 2 c'est évident) . 
Si n = 2k ~ 6 et k pa.i r, w est alors !-connexe et le procédé de WHITNEY 

montre que 1/J 1 : Sk ~ w est régulièrement homotope à un plongement Sl 

f,.Jskj f*[skJ = 0 c'est à dire si q (x) = 0 

Si n = 2k >,. 6 k impair et si 2 est une unité de A 
' 

il existe toujours 

une chirurgie associée à X , car Sl. wl : Sk --;> w n'est pas régulièrement homo-

tope à un plongement, son double (pour la somme connexe des immersions) l'est et la 

chirurgie correspondante est associée à 2x donc à x. 

Si n = 2k ~ 6, k impair et 2 non inversible dans A , soit x l'image 

de x dans Hk(W,2/2) = Hk(W,A/2A) 

La variété singulière suivante représente x 

Sk wl 
> w 

[ lu 
k+l _i~ EA D 

Or l'immersion t/1 a été choisie de sorte que lf <wl -, 
' g,) = 0 et 

q (x) = q (~) = 7F (1/11 ) qui,par le procédé de WHITNEY est l'obstruction à trouv2r 

plongement Sk ~ w ré·gulièrement homotope à wl 

COROLLAIRE 3.3. - Soit x E PA , il existe 
n 

) "'A d (W., u E: ·:, ont la classe est x 
n ---

Î ·1 avec W (A, Ln/2 - !)-connexe. 

un 



j - j 

Démonstration. On peut toujours choisir un représentant (W,u) connexe cela 

suffit à montrer le corollaire pour n ~ 3. 
A Pour n >,. 4 , coIDJne n

1 
(E ) = 0 , la démonstration précédente montre en fait 

que pour tout élément x de n
1
W , il existe une chirurgie de dimension telle 

1 r ·1 que la classe de 4; 1 S~ 
0 

: S ~ W soit x . La démonstration classique 1. 5 ... 

fait alors passer de la prop. 3.2 au corollaire. 

LEMME 3.4. - Soit 

La classe de 

(W, u) E <f) A 
n 

(W, u) dans 

avec H. (W, A) = 0 
1 

est nulle. 

pour 

Démonstration. Comme H. ( aw; A) = 0 pour 
J 

j < n - 1 , la dualité de POINCARE 

montre d'abord que H. (W;A) = 0 pour tout 1 
1 

Soit Dn un disque plongé dans 

Int W_; W - Int D est un HA- cobordisme entre 

considéré connne un cobordisme dans (9 A entre 
n 

aw et 

(W, ôW) 

n- 1 s 
et 

peut être 

THEOREME 3.5. - Pour n impai,r P~ ~ nul. L'homomorphisme T 

~ ·surjectif c'est un isomorphisme pour zi 1- 4. 

Démonstration. 

Cas n impair, n = 2k + 1 • Il est manifeste que PA = 0 • Pour 
1 

n ~ 3 on repré-______ ...,A _______ _ 

sente x E. P Zk+ 1 par (W, u) avec W (A,k-1)-connexe et on calque la démonstration 

de KERVAIRE-MILNOR [ 5 J pour voir comment par une sui te de chirurgies de dimension 

k on peut .tuer l\ (W; A) • Il est à remarquer que la méthode s'applique pour n = 3 

car on ne veut tuer que H
1

(W;A) . 

Cas n pair, n = 2l . 

A C' 3.6. INJECTIVITE DE T. Le résultat est clair pour P2 , nouo 

n ~ 6. Soit (W,u) E <j)~i avec W (A,i-I)-connexe et soit 

partir de (W,u) en effectuant une chirurgie de dimension t 

(H (W';A),qW,) = (H.(W;A\qw) ffi plan hyperbolique. 
R, A ,., 

Soit x € P
2

i avec T(x) = 0 ; on représente X par 

W(A,t-1)-connexe; d'après A-2... 2: 

supposons donc que 

(W',u') obtenue à 

associée à O. On a 

(W,u) avec 

{Hi(W,A) ,qw) tB (IV plan hyperbolique) = tu plan hyperbolique 

donc quitte à effectuer un nombre fini de chirurgi.es associées à zéro, on peut sup­

pose.r que H
0

(W,A) admet une A-base (e. ,f.) 
,, l 1 

1 ~ i $- p 

e .• f. = ô .. , f..f. = 0 et q(e.) = 0. 
l J 1J l J l 

Lorsqu'on effectue alors les chirurgies associées aux 

présentant· (W',u') de x avec 

avec e.,e. = 0 , 
l J 

e. , on trouve un re-
1 

H.(W';A) = 0 pour 1 ~ 9, donc x = 0. 
1 



3 - 4 

3.7. - SURJECTIVITE DE , POUR i PAIR 

Soit (M,q) une forme quadratique non dégénérfe à valeurs dans A • Quitte à 

multiplier les éléments d'~ne base de M par des unités de A, on peut trouver 

une base (e.). 1 de M telle que l'on ait 
1 1 €. 

e. • e. E Z et q (e.) E Z 
1 J 1 

Si 1 est un élément de l 1ense~ble d'indices I , on désigne par ;. le 
1 

fibré vectoriel de dimension i sur St stablement trivial de caractéristique 

d 'EULER e. • e . = 
l. l. 

2q(e.) . La parité de 
1 

e .• e. assure l'existence d'un tel fi-
1 1 

bré. On désigne par E. l'espace total 
l. 

l'image de la section nulle de E;. • 
l. 

Soient l. et J deux éléments •de 

d~ fibré en boules de ;. et par S. 
l. l. 

I, i < j • Désignons par p l'entier 

je. . e. 1 et choisissons p dbques fermés disjoint_s tle dimension 1, : d
1

, ... ,dp 
l. J 

dan.; S. et p disques fermés disjoints de dimension i 0 1, ... ôp dans S. . 
l. 

Dt 
J 

Les points de E. si tués au dessus de dÀ forment un produit d À X , de meme 
l 

Dt les points de E. situés au dessus de <\ forment lll1 produit ÔÀ X . On iden-
J 

DQ, X Dt Dt tifie alors dÀ X avec ô~ à l'aide d' i.somorphismes ~ dÀ ~ 

et 1/1 : Dt ~ ÔÀ conservant ou non l'orientation suivant que e. . e. est posi-
1 J 

tif ou négatif. 

En faisant cette opération pour tout À E {J, •.• ,p} puis pour tous les couples 

(i,j) , i < j , on obtient, après lissage du bord, une variété à bord E voisina-

ge régulier de l'union des sphères S. telle que la forme intersection sur 
1 

soit isomorphe à la forme bilinéaire associée à q . 
D'autre part E. est parallélisable, donc E 1 'est également. 

1 

Le groupe H 
1 

(E; Z) 

par un p~ongement de s 1 
est libre et tout élément de H1(E;l) 

dans 3E car la codimensic:n de S. 
1 

est représentable 

dans E est supé-

rieure ou égale à 2 et la dimension de oE est supérieure où égale à 3. Il en 

résulte que l'on peut attacher des anses à ôE de fa~on à obtenir une variété à 

bord V parallélisable telle que 

Vi -1 r. H. (V;Z) = 0 et 
1 

H 1 \'• A) t" , 

La forme q étant non dég6nérée, l'application: 

H (V av. A) Q, , , 

H, 

est un isomorphisme. On vérifie alors facilement que 3V est une /:-sphère. 

Comme V est EA.-orientable puisque par.11 lélisahle, la forme quadratique 

(H,q) appartient à l'image de , et , est surjectif. 
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3. 8. - SURJECTIVITE DE -r POUR 9. IMPAIR 

La surj ecti vi té de l'application composée [ )- J 

p 
n 

entraîne la surjectivité de , • 

canonia ue de 0 n 

PA -'-, WQ(A/2A) 
n 

dans . GZ est un ---- isorr:oro:.i s~e PROPOSITION 3.9. - L'application 

pour tout n différent de 3 Si n est égal ~ 3 , 0 
2n 

se surjecte sur 2/2 n 

Démonstration. Comme 
~ 

E est contractile, 

[ ~--] l : et le théorème 3.5, P est 

A'll 
n 

est isomorphe à A • D'après 
n 

pour tout n différent de 4 • 
Zn 

De plus l'application de A
4 

dans 
2 . 

isomorphe à P 
n P! est injective puisqu'elle induit une applica-

tion injective de A
4 

= A
4 

dans WQ.(Z) = 1t 

Il en résulte, après utilisation du lemme des 

pour tout n f 3. 

On a d'autre part la suite exacte 

0 
a 

5 

Comme WQ(Z) est surjectif et que 

2WQ(Z) , on en déduit une surjection de 
Z; 

0
3 

sur 'l!/2 • 

que 

b 

2 
0 

n 

1" 0 a 

est isomorphe à 0 
n 

0 

envoie en 



§ 4, REDUCTION DES GROUPES et 

L'algèbre utilisée daus ce paragraphe est exposée en appendice, le lecteur 

est invité à s'y reporter pour les notations qui ne seraient pas précisées ci­

après. 

4. 1. - Soit V une ~-sphère de dimension 4k - 1 , l'isomorphisme de POINCARE 

(Noté génériquement D) D : H
2
k- l (V) -4 H

2
k (V) fait de H

2
k- J (V) un e-mo­

dule sur Z; la forme d'enlacement peut itre décrite par la composition des 

isomorphismes suivants 

Q/Z) 

4.2. - Soit maintenant une varilté à bord W de dimension 4k dont le bord 

aw est une ~-sphère de dimension 4k - 1 , la composition de l'isomorphisme 

de POINCARE D: H2k(W) ~ tt2k(W,âH) et de l'homomorphisme naturel: 

tt2k(W, 0W) ---'? tt2k(w) induit un homomorphisme entre les composantes libres 

L2k(W) --t Hom [L2k(W),z] qui tensorisé par Q devient l'isomorphisme: 

H2k(W; Q) ~ HomQ[H2k(W; Q),Q] associé à la forme bilinéaire d'intersection 

rationnelle. La composante libre L
2

k (W) de H
2

k (W) a donc une st rue ture de 

b-module. 

LEHME 4.3. - Les classes dans W(Q,2) des e-modules caker L2k(W) et H2k_ 1(aW) 

sont opposées, 

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif: 

ik(aW)' 
/ 

H2k+ I (W, aw) 

îl D îl D 
H2k(W,aw) n 2k- J (oW) 

l 
H2k- J (W) 

En prenant les composantes de torsion et en utilisant le th~or~me des coef­

ficients universels pour la cohomologie nous obtenons: 

_..--,✓' ...... ,. 

T Zk (W, clW) 

-1' 
!i 

Tors (é)) Tors ( i) -----'-~ 
j 

T2k- J (W) 
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où la flèche verticale de gauche est l'isomorphisme associé à la forme <l'enlace-

ment de H
2

k_
1
(aw) ,t le symbol~ T

1
( ) une abréviation du symbole 

Tors [Hi( )] • 

Appelons I le sous-module Im [ Tors (cl) J de HZk-l (aW) , le diagram::ie 

ci-dessus montre 

I.L = Ker [Tors (i)J et 
.L 

I C l . 

Nous allons mon:..rer qu' i 1 existe une antiisométrie du e-module cokcr L?'· (K) 
-"-

sur le e-module I'J../1 , la démonstration s'achèvera en appliquant le 1er.me (A.-L3). 

Dans le diagramme commutatif 

0 0 0 0 

l l l 
T2k(W) T 2k (W, aw) Tors (a) 

H2k-1 (o"') 
Tors (i) 

l 
1. l Il 

H2k(W) H2k (W, aw) H2k-J (ôW) 
i 

l l. l 
L2k (W) Hom [L2k (W), zj 0 

l 1 l l 
0 0 0 0 

les colonnes et la ligne du milieu sont exactes. Nous vouvons considérer chaque 

ligne comme un complexe différentiel et le diagramme ccm,ne une suite exacte .cour­

te de complexes différentiels, il en résulte un isomorphisme lf 

<.p : coker 1 2k (W) 
.J. I /I. 

Il reste à montrer que cet isomorphisme est une a~tiisométrie. 

Soient t et ne coker L
2
k(W) , x et y deux de leurs relevés dans 

H
2

k (W, élW) : tf• (0 = êlx 'f' (11) = ay • 

Considérons le diagramme commutatif 

tt2k(W) i H2k (élW) 

î D fi D 

H2k (W, aw) 
é) 

H2k-J(:3W) } 



Soient v = Dy et À l'image de i(v) par l'isomorphisme 

H2k(;iW) ~ H2k- I (aw ; 0./2) , nous avons 

ôx.ay = <clx,À> 

soit encore 

4 - j 

Soient d'autre part x' et 

et H2.k (W ,• If)) . "< respectivement, 

v' 

X Il 

les images de x et v dans H
2

k (W, aw ; Œ)) 

et v" les classes qui leur correspondent 

par les isomorphismes : H
2

k(W Q) ~ H
2

k(W,ôW ; Q) et 

H
2

k(W,ôW; (Q) ~ tt2k(W; (Q) , d'après la définition du conoyau (A. 1. 14) t,;·ri 

est la classe dans Q de <x",v'> Nous avons 

<x" v'> = <x' v"> = <x,v"> 
t. • ' 

l;•n = <x,µ> 

où est l'image de v" dans tt2k (W, aw ; f)_/Z) 

Nous terminons la démonstration en invoquant le lemme homologique suivant 

LEillŒ 4.4. - Soient 9 modules différentiels C~ et un diagramme commutatif 
l. -------

0 0 0 

l l l 
0 .--r Cl 

1 
Cl 

2 
Cl 

3 
~ 0 

1 l l 
0 ~ c2 c2 --+ 0 

1 2 c3 

l t l 
0 --+ c3 c3 c3 ~ 0 

1 2 3 

l 1 l t 
0 0 0 

où lignes et colonnes sont exactes. Les deux applications de 

~r [n<c1)-- H(C~) ~ans Coker[H(c~) ~ H(Ci) J sont opposées. 

Nous laissons la démonstration (et le soin de préciser 1 'énoncé du lemme) 

au lecteur. 

COROLLAIRE 4. 5. - L' imag;_e ~ 1 'homomorphisme 8 de la classe de WITT de 

est l'opposée de~ classe dans W({),:ë) 
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COROLLAIRE 4. 6. - Si ~ ~-sphè~, V , de dimension 4k - 1 borde~ ~-disque, 

le e-module H2k- J (VJ est neutre, 

4.7. - Ceci permet de définir un homomorphi.sfüe 

en associant à une ~-sph~re la classe de son module d'enlacement, Plus généralement 

la composition 

A 8 4k-i 
oubli 

induit un homomorphÎsme encore noté e 

PROPOSITION 4.8. - Le diagramme 

WQ( A) 

est anticommutatif. 

0Q 
4k-l 

b 

ô 

e 

W( A, 'l!) 

Ceci résulte de (4.5) et de la commutativité du diagramme 

ô 

Soient -A 
P

4
k = Ker (ô O t) et Cl l'homomorphisme de signature 

~, la proposition suivante est une reform~lation de (A.2.15). 

PROPOSITION 4. JO. - Pour k F 1, ~ restriction de l'homomorphisme 0 à 

~ isomorphisme ~ 1: ou sur 8Z suivant~ 2 est inversible ou~~ 

est 

~ l!_ premier~• ~ signature permet de décomv_oser en la somme directe : 

-A 
p 4k e- W(A,'l) • 

-A 0 = Ker e. On a la suite exacte 
4k- 1. 

4. 1 1. - Soit 

0 
e 0 
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Cette suite est scindée. lorsque 2 est inversible dans A et k différent 

de 1 • 

Dans le cas nt O (4) posons 

Nous pouvons énoncer 

~A A p = p 
n n 

PROPOSITION q, 12. - La suite 

a 

est exacte. 

~A p 
n 

et 

b 

~A e n-1 

~h e n-1 
C 

4. 13. - Soient A
1 

térisé par : · 

et A2 deux anneaux de fractions, 

PROPOSITION 4. 14. - Pour 

induit un isomorphisme : 

n =/ 4 
~A1 p 

n 

et 

~Al 
l'application d'oubli P 

n 
~pA2 

© Al ,2 -- 7 n ® Al ,2 ' 

Cette proposition est une conséquence de (3.5") et (4. 10). 

carac-



§ 5. CHANGEMENT D'ANNEAUX 

A 5. ), - Soit n , le groupe de cobordisme des variétés sans bord, de dimension n , 
. UA . . 

munies d'une E -orientation. C'est le groupe de cobordisme associé à la fibration: 

FA ~ EA ~ BSO , dont la fibre FA est un A-localisé de S0 • 

L'ensemble des classes de Eh-orientations à homotopie près, d'une variété V 

est donc un espace homogène sous l'action du groupe [v ,so] ~. A . 

La trivialisation canonique de la sphère Sn rournit une EA-orientation qui 

permet è'identifier l'ensemble des classes de EA-orientations de Sn , au groupe 

'1T (SO) ® A , 
n 

5.2. - Nous avons alors la suite exacte de groupes 

--). n (SO) ® A 
n rl n 

- J l 1 1 · . . a- h- EA . - . 1 d r.A ou A est app ication qui une sp ere -orientee, associe sac asse ans Hn 

et où la flèche: A~ ~ nn_l(SO) ~ A , est l'obstruction à étendre la EA-orien­

tation d'une variété en dehors d'un point, à cette variété toute entière. 

Soit E~ ~ BSO (k) la fibration image réciproque par 1 'inclus ion de BS9 (k) 

dans BSO , de la fibration EA __,, BSO . 

Notons yt le fibré image réciproque du fibré universel sur BSO(k) par la 

projection: Et -=::.+ BSO(k) , et Ty~ son espace de THOM. 

Nous avons alors 1 'isomorphisme de THON-PONTRJAGIN [ 9] : 

5. 3. -

Nous reprenons les notations de (4. 13). 

LEM}Œ 5.4. - L'application d'oubli nAJ --;> nA2 induit un isomorphisme 
n n 

A 
n 1 

® A n 1, 2 

A2 
Q ~ A 
• n 1 ,2 

Il en résulte les corollaires suivants qui permettent le calcul de 

partir de ê2 
= 02 et de 0Q. n n n 

à 

COROLLAIRE 5,5. - L'application d'oubli A A1 -'7 AA2 induit un isomorphis:ne 
n n 

A2 
A 

n 

On regarde les suites (5,2) pour A
1 

et A
2 

est plat, et on applique le lemme des S. 

on tensorise par A
1

, 2 qui 
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COROLLAIRE 5.6. - Pour n f. 3 , l'application d'oubli 
--=Ti ~A2 un isomorphisme 0n @ A 1 • 2 --,') 0n © A 1 • 2 • 

··A1 ~Az 0 --P 0 induit 
n n 

Cela résulte de la proprosition (4. 14). <lu corollaire (5.5) et du lemne des 5 

pour les suites exactes ( 4. 12) de Al et A2 . 
En appliquant le corollaire (5. 6) aux deux cas 

- Al = A A2 = ~ On note alors 111 2 A' . , , 
- Al = z Az = A 1, 2 = A . On obtient : 

THEORE~Œ 5.7. - Si n f. 3 , les applications d'oubli donnent des isomorphismes 

et 

d'où 

Pour obtenir la décomposition en somme directe, il suffit de remarquer que le 

groupe ëA est de torsion : 02 
<i!) Q ~ cl (31 ~ et 0-z est fini [s-] . 

n n n n 

5.8. - Démonstration du lemme (5.4). 

Le morphisme de fibration~ 

F 
Al 

F 
Az 

i J 
Al A 

E 2 
Ek k 

l id l 
BSO (k) = BSO(k) 

induit un isomorphisme H*(FA1) ® Al,Z ~ H*(FA2)@ A1 , 2 d'où en comparant 

les suites spectrales homologiques de ces deux fibrations, un isomorphisme 

Le morphisme de fibrés : 

Al A2 
yk 3> yk 

J t 
Al A 

Ek - E.' 2 
k 
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induit en homologie, des morphismes qui commuttent avec les isomorphismes de THœ1 

d'où un isomorphisme 

Pour k > 2, les espaces Ty~i (i = 1, 2) sont 2-connexes. 

Le lemme résulte alors du théorème de WHITEHEAD, modulo la classe de SERRE des 

groupes abéliens annulés par la tensorisation par A
1

, 2 , et de l'isomorphisme (5.3). 

Considérons la suite exacte de cobordisme relatif 

r/1. 
n-1 

LEMME 5.9. - Le groupe nSO,A est A-local (c'est-!-dire que.!:!:. flèche 
nSO,/\. __,_ ,..,S75-;/\. '°' ~ n . h. ) 
un ,,- un \:'.)' " ~ un. 1.somorp 1.sme . 

On a le morphisme de fibrés 

A 
yk 

lA 
Ek 

A qui induit l{) k = Tyk ---;;. M,O (k) • 

p BSO(k) 

Soit C( tpk) le cône de l'application 'fk • Le groupe 

à ~ 1rn+kfc( lfk)) · 
k . 

La fibre FA de Et sur BSO(k) est un espace A-local 

H (FA A/Z) = 0 Il en résulte que: 
* 

A/2) ~ H (BSO (k) 
* 

A/Z) 

est un isomorphisme. 

Des isomorphismes de THOM on déduit que: 

est un isomorphisme. 

nSO,A est isomorphe 
n 

Il en résulte [lO] que l'espace C(4'k) est A-local d'où le lemme. 



§ 6. CALCUL DE A(Q 
n 

6. J. - Soit W une variété dont le bord 3W est muni d'une E~-orientation et soit 

({ : (W, ClW) ) (BSO,EQ) le diagrarrnne 

aw E(Q 

l. J, 
w BSO 

où les applications horizontales sont recouvertes par des applications fibrées. Pour ... .,, 
i > o on a le diagramme 

H4i(BSO,E(Q ; Q) 
~4( 

H
4i (W, ClW ~) ::':> 

lj· 
H4i (W l; ~), H4i(BSO; ~) 

où ·* J est un "isomorphisme d'après 1. 7. 

On 

par p. 
1 

définit, pour i > o, des classes de PONTRJAGIN relatives dans H
4i(':~,3W;~) 

= (f * f~-J (x.) où x. est la ièmé classe de PONTRJAGIN rationnelle de 
)_ )_ 

BSO. 

Si le bord d W est vide, ces 

de W. 

p. sont les classes de PONTRJAGIN rationnelles 
1 

Lorsque la dimension de W est 4k , ces classes relatives permettent de défi­

nir, pour chaque parti tian w = (w 
1

, .•. ,wn) de k , un nombre de PONTRJAGIN ration­

ne 1 p w (W) = Pw 
I 

V •. , V pWn [ wJ , qui ne dépend que de la classe de (W, ClW) dans 

12
so,~ 
4k 

Cela définit un homomorphisme p : nso,~ 
~ 

Q1r(k) où n(k) est le nombre 
4k 

~ ,r (k) de partitions de k , P(V) = l p (V) e où {e } est la base canonique de 
w w w 

le diagrannne 

6. 1 

est commutatif ( P est construit à partir des nombres de PONTRJAGIN habituels). 

6.2. - Remarque. Dans la construction précédente, les nombres de PONTRJAGIN décom­

posables (c'est-à-dire différents de p(k)(W)) sont indépendants de la E~-orien­

tation de aw • 
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En effet, soient 
m l3 e. H (W, aw , Œi) et 

• -f< * J H (w,aw;~) 
a <:: Hn (W, aW, ~n et 

i< 
~ H (W; (Q) oi.l a ·* .,f( • a, u f3 = J a v l3 = a v J f3 , ce qui montre que 

pour calculer les nombres de PONTRJAGIN décomposables, il suffit de trouver des 

relevés p. E. ii(W,3W;(Q) des classes de PONTRJAGIN rationnelles de W et que 
1 

le résultat est indépendant des choix des p .• 
1 

En particulier on peut définir des nombres de PONTRJAGIN décomposables pour 

une variété à bord W s1 les classes de PONTRJAGIN du bord sont de torsion. 

PROPOSITION 6.3. - Pour ni O (4) 
. . · - :so iQ ir(k) 
isomorphisme P : n 4k' --==--t ~ 

_pour n = 4k > 0 , P est un 

Démonstration. rensorisons par Q la suite ex~cte de cobordisme relatif 

so ,ô. so Q Les lemmes 5, 4 et 5, 11 montrent alors que Qn w Q ~ n 0 , est un iso-

morphisme. La proposition découle donc de la connaissance de nSO © ~ et du dia­
n 

gramme 6. 1. 

6. 4. - Soient & l'homomorphisme d'oubli AQ. ~ Sl SO et 
. S0 ~ n n ~ 

J' : 'Il' 
1 
(SO) ®~ ~ Q , obtenu en associant à une E - orientation t de 

n-1 n- n 1 SO lîl 
S la classe de (Dn,Sn- ;t) dans n '~. On a le diagramme commutatif 

n 

qui permet de calculer Af), suivant lee valeurs de n modulo 4 . n 
AQ nso 10) n - 1 , 2 (4) On a immédiatement que &: ~ est un isomorphisme. 
n n 

20) n - 0,- 1 (4") 

LEMME 6.5. - L'homomorphisme P O J' est un isomorphisme de 7î 
4
k_ 

1 
(SO) © ~ sur 

Démonstration, Soit a un générateur de. n
4

k_
1
(SO) ~ i, dans la classe de 

E~-orientation associée à a il y a une trivialisation t du fibré normal de 

S4k-J ' . . . (D4k,S4k-l) (BSO,EQ) et 1 appl1cat1on class1fiante --,. est homotope à 

une application (D4k,S 4
k-J) --} (BSO,~) correspondant à un générateur de 

1T 4k (BSO) , Tous les nombres de PONTRJAGIN décomposables sont nuls et il résulte 

des calculs de BOTT que p J'(a) =! a (2k - 1) ! avec a = J si k est pair et 
k k k 

ak = 2 si k est impair, d'où le lemme. 

Soit .P' : ~{i,Q ~ (Q1r(k)-J l'homomorphisme associé aux nombres de PON­

TRJAGIN décomposables, le lemme 6.5 s'exprime par l'exactitude de 
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J' 
0 ---:> 1r 4k- l (SO) 0 Q --:> 

nSO,Q P' a11T(k)-l ____,_ O 
H4k -P "< . - ,,,. 

Le diagramme 6.4 devient 

0 

l __., 

0 

On en déduit la suite exacte 

0 
Q e nso P' ~ lT(k)-1 > A4k -----"> 

4k 

Soit J,' le réseau sur 
Q1r (k)- 1 

' 
. :t' 

0 

1r (k)- 1 JJ • 
Connue ~ /,J..,' est isomorphe à 

est isomorphe à (Cf),/'Jf) 1T (k)- l $ nso 
4k-1 

y ) 

= P' cnso) 
4k 

(l 
A4k-l 

éJ 

~ 
A4k-J 

.ilr 
S0 

n4k-1 

so 
Q4k-J 

, ;f, C. z1Y (k)-1 

il est divisible et 

et 

0 

~ 

6.6. - Nous allons calculer 

ficative. 

d'une autre façon, géométriquement plus signi-

Soit 
4k-1 

V une variété sans bord dont les classes de PONTRJAGIN 

sont de torsion pour i > o on considére la suite exacte 

ô 

Comme t (p9.) = 0 , il existe pi G H
4

i-) (V,(Q,/Z) tel que pi = ôpi Pour 
- 4i+4n-J 

n > 0 , pi i.J pn G H (V,(Q/Z) est indépendant du choix de pi car 

( - • i< ) ·* ( , 1( ) d -Pi + J z V pn = Pi U pn + J z V :t pn = pi v pn e meme P.e, \J pn = pi v pn 

Soit w = (w
1

, ... ,wr) une partition de k différente de (k) , on définit 

un élément de ~/'11 a"ppelé enlacement de PONTRJAGIN par la formule 

... V p [~l 
w r 

La démonstration classique montre que si V
0 

et v
1 

sont cobordantes par 

une variété dont les classes de PONTRJAGIN sont de torsion, alors V
0 

et v
1 

ont 

0 
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mêmes enlacements de PONTRJAGIN. 

En particulier, comme tout fibré E~ - orientable a ses classes de PO~TRJAGIN 

de torsion on a des homomorphismes 

Il résulte d~ leüune 4.4 que le diagramme 

est anticommutatif (r est la projection naturelle). 

La suite exacte 6.5 devient 

rfO 
4k 

avec le triangle anticommutatif. 

On en déduit que la suite 

6.6 0 ~ 
;) R4k- 1 A4k- 1 

est exact~ avec R4k- l = 2n(k)- 1 /,}f ' • 

e &e­
p > 

so 
n4k-J ---:> 0 

(CQ/l) n {k)- 1 <:& nso 
4k-l 

est isomorphe à Remarque. Dès que R4k- J 'f {o} tomme A~k- J 

(Q/Z) n(k)- 1 Œ n80 , compter le nombre d'éléments 
4k-J de A~k-l d'ordre donné, montre 

que la suite 6.6 n'est pas scindable. 

On a donc le 

THEOREME 6. 7. - Pour 

~ isomorphisme. 

n - 1, 2 ( 4) l'homomorphisme d'oubli est 

Pour n = 4k (;- est~ isomorphisme de ~E- ~ sous-groupe de 

formé des classes de variétés dont les nombres de PONTR.JAGI:\ décomposa~les sont 

nuls. 

Pour n = 4k - 1 ; 

suite exacte 

0 

~ isomorphe à 

e th.o/ 
p 

et on a 1 a 

0 
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où e est construit à partir des enlacements de PONTRJAGIN. 
p 

PROPOSITION 6. 8. - Soie.nt V une varié té fermée de dimension n , t et t' deux 

EQ-orientations de V-point alors [v,t] = fy,t'J dans A~ 

Démonstration. Pour nt - 1 (4J la classe dans A~ 
n 

classe de cobordisme orienté et est donc indépendant de la 

V4k-J m 
Soient et deux E~-orientations t et t' 

est déterminée par la 

EQ-orientation. 

de v/V - pt , on les 

étend en des EOLorientations notées encore t et t' de v(v) ce qui est pos-

sible car ~4k_ 2(SO) ® ~ = 0. 

Soit t" une E(Q orientation telle que [v, t 'J + [-v; t"] = 0 dans n~k- I 

1 -1- t (VI V OUV I t,t") d ,.,SO,Q on a a ors un e emen x = x , >t x ; e H
4

k ; nous savons 

que l'image de x dans A~k'-l (qui est [v,t] - [V,t']) se calcule à l'aide des 

nombres de PONTRJAGIN décomposables de x. Ces nombres sont nuls d'après 6.2, 

ce qui achève la démonstration. 



§ 7, RELATIONS ENTRE NOMBRES DE PONTRJAGIN 

Nous regroupons dans ce paragraphe divers calculs basés sur la connaissance 

des relations entre les norrilires de PONTRJAGIN des variétés fermées. Pour des rai­

sons de commodité pour les références à la littérature nous considérons dans ce 

paragraphe les nombres de PONTRJAGIN du fibré tangent d'une variété fermée. 

PROPOSITION 7. 1. - ~ p €. 'J: , i 1 existe une variété fermée V de dimension 4k 

telle~~ nombres~ PONTRJAGIN décompcsables soient nuls~ pk(V) = p 

seulement si ,p,B ~ 
1

divisible ~ dk , _.!!:. plus grand diviseur impair de 

(2k - 1) ! den ( :) , Bk étant le kième nombre de BERNOULLI. 

Sl et 

7.2. - Avant de démontrer 7, 1, posons quelques notations utilès pour ce paragraphe. 

Soient t. des indéterminées, s. les fonctions syrnmétriques élémentaires des t. -. 
l l. l 

Si w ~st une partition (w
1

, ••• ,wn) de lwl = Iwi , la fonction syrnmétrique 

w l n w w w 
s = 't

1
1 ••• twn s'exprime comme polynome P (s

1
, ••• ,s 1 I) où P est à coef-

ficients entiers et homogènes de poids lwl (on considère que s. est de poids i). 

Considérons la série formelle e/tj_ + e-~ - 2 = f 2tip 
1

• 

Soient o. 
l 

· p= I (2p) ! li:· · -/t.. 
les fonctions symmétriques élémentaires des e t 1 + e 1 - 2 

qui sont des séries formelles à coefficients rationnels des s .• 
l. 

sont des séries formelles des s •• 
l. 

De même ow = P
1
/a,1, ... ,oJ_wJ) 

Soit enfin L = Il(r't./thvt.) série formelle à coefficients rationnels des 
l. l 

s .• 
l 

Soit V une variété fermée, 4i 
p. e H (V;2') 

l 
ses classes de PONTRJAGIN tangen-

tes, on appelle sw e: H
4

1 wl (V;Z) 

De même on appelle 0 
w 

et L 

les classes de cohomologie Pw(p 1,,,.,plwl) • 

les classes de cohomologie à coefficients ra-

tionnels obtenues en donnant la valeur pi à si dans les séries précédentes. 

Il est clair que l'évaluation de la classe produit o .L sur la classe 
w 

d'orientation, a .L[VJ est une combinaison linéaire à coefficients rationnels 
w 

des nombres de PONTRJAGIN de V • 

Les nombres de PONTRJAGIN d'une variété fermée V sont astreints aux seules 

conditions [ 9]. 

7.3 a .1[v] € 2[1/2J • 
w 

Preuvè de 7. 1. Comme nous supposons tous les nombres de PO~TRJAGIN différents 

de pk(V), nuls, pour écrire les relations (7,3) on peut remplacer L par 

+((22k(22k-J - l)Bk)/(2k) !)pk • 

Le terme de poids le plus bas 

s'écrivent donc 

o est de poids 
(1) 

les relations (7.3) 



pour w = '/) 1. L fv] 
= 22k( 22k-l _ !)Bk 

(2k) ! 

pour w :/- '/J o [v] e z-[1/2J • 
(1) 

Calculons d'abord o (t) [v] 

0 (() = ? (e/f.i/ 2 - e -/ti/Z/R. = 

l. 

= 
CO f-J 
, 2s (p) ( , 
l (2p) ! l 

p=I j=o 

Or s(p) [v] = 0 sauf s(l,<)[v] = (-I)kkpk(V) et donc 

R.- 1 
(-l)j C~R, (t - j)

2~ 
pk (V) 

o (.t) [v] = (-l)k( l 
j=o (2k - 1) ! 

I •• L 

Or , comme o . 
l. 

est de poids minimal i (o. =p.+.,.) le terme de poids k 
l. l. 

d'un produit o .••. oj 
l. t 

ne contient pas pk et o .••• o. [v] = 0. 
l. J t 

= (-1) to,e, + 

d
• • ,e,.-1 
1.v1.se .E 

J=o 

produits o .... o. donc o(") [v] = (-1) ,e,0
0 

[vJ • 
. . 1.. 2kJ ,., ,., 

(-J)J chy,. - J) nous savons que o
1

[vJ est un multi-

ple entier de pk(V)/(2k - 1) ! • 

De plus a [vJ est un multiple entier de olwl [vJ d '~ù finalement ow[Vl 

est un multiple entier de pk(V)/(2k - !)! et o
1

[V] = (-1) pk(V)/(2k - !)! • 

Les relations 7.3 sont donc équivalentes à 

2k-J 
(2 - l)Bk p (V) E. a>[I/2] 

(2k) ! k 
et 

donc à la divisibilité de pk(V) par le plus grand diviseur impair de 
rB• (22k-J - 1) 

(2k - 1~ !,den [ ~ k ] et le théorème de VON STAUDT montre que 

den i((22k-J -J)Bk)-- den (Bi') d' , 1 . . 7 1 ~ k k ou a proposition .• 

COROLLAIRE 7.4. - L'ima&e de l'homomorphisme~ signature 

est l'idéal ~ o 4k. Z où 

o : A~k 

~ = 22k-v2[(2k)!]-1 
0 4k 

Z{ 

B 
(2 2k- 1 - 1) num (.....!;.) 

k 

so 
Démonstration. Les sous-groupes de n

4
k formés des classes des variétés 

1 e,:mt les nombres de PONTRJAGIN décomposables tangents (resp. normaux) sont nuls, 

~ont identiques. D'après 7, 1, 6,8 et la formule de HIRZEBRUCH on a 
~ = 22k(22k-1 - !)Bk . ~ 

o4k (2k)' dk et il resulte du théorème de VON STAUDT que 

{2k - 1) ! den <t) = dk 2v2[( 2k) !] • 
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7. 5. - Soient i le réseau sur 

riétés fermées de dimension 4k 

te 

0 

n = 
k 

QTI(k) formé des nombres de PONTRJAGIN des 
- TI(k) Il • 

et R4k_ 1 - 2 / .(J + '11 e(k)' On a la sui te 

0 • 

et avec 

va­

exac-

Pour calculer nous allons remplacer les nombres de PONTRJAGIN par les 

s -nombres qui se comportent mieux pour le produit de variétés. 
w 

Soit :f, fE le réseau sur Q'll' (k) formé des s -nombres des variété& fermées 

de dimension 4k , ;t * c z'll' (k) • w 

'Il' (k) vJ ~ur -Lit< • LEMME 7.5. - Il existe~ automorphisme de 2 gui envoie ~ v<:, 

Sur l'ensemble des multi-indices a= (a
1 

••• ~) avec l ja. = k on intro­
J 

duit le relation d'ordre lexicographique obtenue en comparant les 

mençant par ak. 

a. 
1. 

en corn-

Le lemme 7.5 résulte directement de la formule, démontrée facilement par ré­

~urrence 

avec A w,a 
w = (wl, ... ) 

7. 6. - Soit 

entiers et 

avec 

b (w) 

w ~ w 
1 2 

w une partition 

wJ ~w 
2 
~ ... ~ w > 0 , n n 

I 
a>b(w) 

A a 
w,a P 

est le multi-indice 

de poids k ' 
w = (wl ,w2'. •. ,wn) 

est appelé longueur de w et nr.>té 

Sur l'ensemble des partitions de poids k on considère une 

total < telle que w < w' si t(w) < t(w') , 

si 

avec 

R.(w) . 
relation d'ordre 

Soient X. 
1. 

des variétés fermées de dimension 4i pour toute partition 

w= (w
1

, ••• ,wn) on pose 

LEMME 7.6. -~ les notations précédentes 

[ w' 
sw X ] = 0 si w < w' et 

t(w) 
TI sw. [x ] . 

• 1 1 w. 
1.= 1 

Démonstration. On considère une partition w de longueur t(w) = n comme 

classe d'équivalence d'applications [1 ,n] ~ N~ pour la relation "se déduire 

l'une de l'autre par une bijection de la source". Si w' est une partition de 

longueur n' = t(w') on dit que w' c w s'il existe un représentant 

.<(> : [ 1 , n] --+ N * de étendant un représentant de w' , la classe de 

lp" : [ 1 , • n - n 1] --t N * définie par 'f"(x) = tf(x - n') est indépendante des 
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w" • choix faits, on l'appelle 

On a alors la formule s [x x YJ = ~ s , [xl. s 11 [Y] qui montre en particu-
w W cW W - W 

[ 4k U.] 
lier que s(k+t) X x Y = 0 et en général, par récurrence, le lemme 7.6. 

7.7. - L'algèbre 
so 

Q• /T0rs est une algèbre de polynomes engendrée par des varié­

tés X. de dimension 4i 
' 

où les 
l. 

x. vérifient [ <:f ] 
l. 

s Ci) [xi] = ± si 2i + l f pa 

s(i)IxiJ = ± p Sl. 2i + 
a 

= p avec p premier. 

On a alors pour toute partition w , 

t(w) 

C 
si 2w. + f pa 

[s w(Xw)] II 
·W 

où 
w l. 

= •a.. a. = 
l. l. a 

i=J s l. 2w. + = p 
l. 

Or d'après les 1 em..rne s 7 • 5 et 7.6 on a 

R. (w) 
w 

II I s [ i»] 1 
V (p ,k) 

nk = = II II a. = Il _p 
w/lwl=k w 

l. 
w/lwl=k i=I p premier 

impair 

où V (p, k) est le nombre de fois qu'une puissance de p apparaît comme élément 

d 1 une partition de l'entier k. 

) 
'Ç"7 • PJ - l ) Donc V (p, k = . L. ,r (k - 1. .,_____ où 

l.,J ►O 2 
,r (n) est me nombre de partitions 

de l'entier n. On a donc montré 

PROPOSITION 7.8. - Le cardinal de 

seur impair de 

et II 
p premier 

impair 

est 

v(p,k) 
p 

ou dk ~ l:!, plus grand divi-

avec V (p ,k) I 
i ,j>o 

PROPOSITION 7.9. - La flèche d'oubli Tors A2 
n ---t A~ est nulle 

n 

Preuve. I 1 est à remarque c que 

des calculs d'ADA~IB que Tors AZ est 
2 n 

La composée Tors A > Tors 

~ . z 
Tors A = A pour nt O (4) . Il résulte 

n n 
l'image de ~2 = nfr. 

n n 
n50 est donc nulle, or pour n f 1 (4) la 

n Q n SO 
flèche Tors A > Tors n 

n n 
est un isomorphisme, d 1 ott la proposition pour 

n :i -1 (4) • 

Soit n = 4k - 1 , on a le diagramme commutatif 
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n~~ © 1r 4k_ l (SO) 
nso, fr 

A4k-1 
4k jj l 1 

! 
nso e ,r4k-l(SO) ®Q 

nso.~ 
A4k-J 4k 4k 

-- .... o 

--➔ O 

~ so où les lignes sont exactes, les flèches manifestes et rt4k-l = ker(A 4k-l ~ n4k_
1
). 

Sur nSO,fr on a des nombres de PONTRJAGIN entiers et l'évaluation de la classe 
4k 

une flèche QSO,fr ~ Q 
4k d'où par passage au quotient une flèche L donne 

fr 
n4k-1 ~ Q/Z que l'on sait co1ncider avec la partie impaire de l'invariant 

d 'ADAMS ec [9] .. 
De plus un élément de nso, fr 

4k 
a les ~êmes nombres de PONrRJAGIN qu'une varié-

té fermée si et seulement si le L-nombre est 

Soit -:g- le réseau P. j _en!~' fr) on a 

entier. [9] 
.J; C Z-c 
R, : 7:1.e 

iir(k) • Le L-nombre réduit 

modulo z définit un homomorphisme injectif --; ©j'll, 

des calculs d'ADAMS sur l'invariant ec 

plus grand di viseur impair de den (~) 

1 
que son image est z.~ 

et il résulte 

où est le 

Déterminons le réseau P.j(Im(Q~i ~ ir 4k_
1
(SO)) ; c'est clairement 

'f, + Z. ak (2k - 1) ! \k) avec 

9.,(f + Z.ak(2k - 1) !e(kY;r) 

a = 1 si k est pair et 2 
k 

est engendré par 

Il résulte du théorème de VON STAUDT que Àk 
µk =- avec 

.llk 

°k ; donc nSO,fr 
4k et so 

Im(n 4k Eil ,r4k- 1 (SO)) ont même image 

flèche A4k-J A4k-J est nulle d'où la démonstration 

dans tous les cas. 

k est impair et 

Àk entier premier à 

nso,~ dans 4k et la 

de la proposition 7.9 



§ 8. CALCUL DE 0~ 
n 

La détermination de 0~ 
n 

donc que peu de chose du groupe 

utilise les calculs de 
(Q 

03. 

8. J. - Considérons la composition 

a > PQ 
4k 

et A~, nous ne dirons 
n 

~ ~ l'image de aoa est l'idéal a4k' Z (voir (7.4)). Comme A4k est de rang 

(voir (6.7)) le noyau de a est la torsion de A~k. 

8.2. - Comme P~ = 0 pour nt O (4) la suite exacte 
n 

AQ 
n 

a ~Q p 
n 

b -~ 0 n-1 

donne les suites exactes courtes suivantes 

Pour n - 1,2 (4) 0 ~ 0~ ~ AQ ~o 
n n 

Pour n - 0 (4) 0 ~ 0°- ---'), Tors AlQ --4-
n n 

Pour -) (4) -~ 
~ 

~lQ --4-n - 0 --+ b pn+J 0 
n 

En utilisant 1' isomorphisme (voir (6. 7)) Tors 

nons 

C 

0 

AQ 
n 

AQ 
n 

~ 0 

---+ Tors nso nous obte-
n 

THEOREME 8.3. - L'application d'oubli : 0~ ~ 
0~ sur Tors n!0 

qui ~ ~ isomorphisme si n 

n50 induit une surjection de 
n 

t -) (4) • 

COROLLAIRE 8. 4. 

z[l/2]-sphère. 

Toute variété fermée dont~ multiple borde est cobordante ~ ~ 

Démonstration. Comme la torsion de n50 est d'ordre 2 il résulte de (8.3) 
n 

èA •--"J Tors n50 est surjective dès que (5.4) que l'application d'oubli : 
1 

n n 
-;:;-t:: A • 
"/.. 

8.5. - Il nous reste à étudier le groupe 

Considérons le diagrannne 

Q 
0 .4l,;.-I • 

et 
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0 

1 
R 
rk-1 

~ b ) ~ t-1 -j 0 P4k G4k-l 7 

Tl le e Œ,O 

~ p 

wr ô 
W(~,Z) ~o (~/2') 'l'i (k)-1 so 

ffi Q4k-J 

l l 
0 0 0 

dans lequel lignes et colonnes sont exactes et le carré de gauche anticommutatif. 

Notons encore e @ & la composée (e ~ ü) oc , nous pouvons énoncer: 
p p 

THEOREME 8. 6. - L'homomorphisme e & ep e, & : 

~ surjectif. 

8,7. - Soit 

homomorphisme 

est exacte. 

-~ 8
4k-l 

r : 

le noyau de cet homomorphisme, l'application 
-Q 
04k-J --➔ R4k_l tel que la suite: 

-Q 
0 --; bP 4k 

C induit un 

L'homomorphisme r peut être décrit de la façon sui vante 
-~ Soit V une Q-sphère dans 04k-J , V est le bord d'une variété W; nous 

avons n(k) - 1 nombres de PONTRJAGIN rationnels pour 

entiers car ep ( [v]) = 0 , leur classe dans R4k- J est 

(W,V) qui dans ce cas sont 

r([v]) . 

8,8. -.Une sphère d'homotopie borde. De plus, si sa dimension est de la forme 

4k - 1 , sa forme d'enlacements et ses enlacements de PONTRJAGIN sont nuls, L'homo-

morphismè d'oubli 

a : 8
4k-l 

~ 8
4k-I 

se factorise donc par un homomorphisme 

Nous avons le diagramme commutatif où les lignes sont exactes 
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0 0 

0 0 

D'après (7.9) l'application A4k-J R4k-J est nulle et CL induit 

un homomorphisme noté encore a: 04k-J bP2k . 

Supposons maintenant k ~ 2 . Soient z4k et Y4k-l respectivement les fi­

brés en boules et en sphères sur s2k associé au double, pour la structure de 

groupe de n2k-l [S0(2k)J , du fibré tangent à s2
k • Les variétés z4k et Y4k-l 

engendrent respectivement P~k et bP~k , Y4k-J eet d'ordre 

o2k = 22k-v2[( 2k) !]-l(2 2k-J - 1) num (Bk/k) . Soit x
4
k-l la sphère de MIL~OR qui 

engendre bP
4
k, x

4
k-l est d'ordre 2

2
k- 2 c22k-l - 1) num (4Bk/k) . 

En utilisant (8.3) et (4. 10) nous obtenons : 

THEOREME 8.9. - L'homomorphisme d'oubli : 0 ~ 
n 

Eour n = 4k - il~ factorise !;E_ ~ homomorphisme 

0~ ~ nul pour 

a : e4k-1 --+ 
..!.!! restriction 1 bP4k est déterminée si k ~ 2 ~ 

Il en résulte que 1 1oub1Îinduit, si k ~ 2, un isomorphisme 

bP4k@ Z[l/2] ) bP2k@ 1[1/2] , nous remarquons donc 

REMARQUE 8. 10. - Si k ~ 2 la suite exacte 

est scindée. 

n t. - 1 (4), 
~~ 

bP4k dont 

8. 11. - Soient X une Q-sphère de dimension 4k-1 

d'homotopie de la même dimension. La somme connexe 

(k ~ 2) 

X#"i. 

et 

est 

une sphère 

PL-équivalente à 

~ Par contre si l'image de E dans 04k-l est non nulle cette somme connexe n'est 

pas H~-cobordante à X 

X • 

REMARQUE 8. 12. - Soit s4k-l = (o~k / P.G.C.D. (oik,8)) . Si X est une ~-sphère 

de dimension 4k - 1 k ~ 2 , il existe au moins s
4
k-J variétés (différentiables) 

distinctes, PL-équivalentes à X. 



APPENDICE 

Cet appendice est essentiellement une reformation, utile pour notre propos, 

de résultats existant dans la littérature en g~néral et dans [ 6] en particulier. 

§ A-J, FORMES BILINEAIRES 

Soit A un anneau commutatif unitaire. 

DEFINITION A-!. 1, - Un b-module sur A est un A-module projectif de type fini muni 

d'une forme bilinéaire symétrique non dégénéré à valeurs dans A. Nous notons JJ(A) 

l'ensemble des classes d'isomorphisme de b-œ0dules sur A. La somme orthogonale en 

fait un monoïde commutatif avec élément neutre. 

DEFINITION A-1.2. - Un b-module est neutre s'il possède un facteur direct qui est son 

propre orthogonal. Nous notons 1,;/"(A) le sous-monoïde de j3(A) engendré par les 

classes d'isomorphisme de b-modules neutres. 

DEFINITION A-J.3. - On note W(A) le quotient i(A)/.//-1.A) , c'est un groupe, le 

groupe de WITT de A (Le produit tensoriel des b-modules en fait un anneau commu­

tatif unitaire). 

A-J.4. - Nous supposons maintenant que A est un anneau de DEDEKIND. Soit K son 

corps des fractions. 

DEFINITION A-J.5. - Une-module sur A est un A-module de torsion, de type fini, 

muni d'une forme bilinéaire symétrique non dégénérée à valeurs dans K/A (forme 

d'enlacement). Nous notons ~(K,A) l'ensemble des classes d'isomorphisme de e­

modules. La somme orthogonale en fait un monoïde avec élément neutre. 

DEFINITION A-J.6. - Une-module est neutre s'il contient un sous-môdule qui est son 

propre orthogonal. Nous notons 1,((K,A) le sous-module de ~ (K,A) ehgendré par 

les classes d'isomorphisme de e-modules neutres . 

DEFINITION A-1. 7. - Nous notons W(K,A) le quotient ~(K,A) / ,..,,f'(K,A) . 

A-1. 8. - Soient C un e-module, I ,un sous-module contf.·nu dans sen orthogonal 

I.l.. La forme bilinéaire induite sur IL/1 est non dégénérée.Soit (-C) le e-mo­

dule obtenu en changeant la forme d'enlacement définie sur C en son opposée, 

LEHt-Œ A-J.9. - Lee-module Il./I~ (-C) est neutre. 

Démonstration. Soit s la surjection canonique 

module {(s(x),x) ; x € I~} est égal à son orthogonal. 

.L .L 
I ~ I / I , 1 e sous-

COROLLAIRE A- J. l O. - Le e-module C @ (-C) est neutre, W(K,A) ~ ~ groupe. 



COROLLAIRE A-J.11. - La classe de C est égale~ celle de I~/I dans W(K,A). 

DEFINITION A-1.12. - Un b-module est un A-module projectif de type fini, P, muni 

d'une forme biljnéaire symétrique à valeurs dans A non singulière (c'est-à-dire 

telle que l'application aseociée : p HomA(P,A) soit injective 

A-1. 13. - On peut considérer le module P comme un réseau sur K ©A P qui est 

muni d'une forme bilinéaire symétrique n0n dégénérée à valeurs dans K Soit P# 

le réseau dual de P [ 6 chap. IV § 3], la forme bilinéaire définie sur K ®A P 

induit sur P # /P une forme bilinéair.e symétrique non dégénérée à valeurs dans 

K/A [6 app, 4]. 

DEFINITION A- 1. 14, - Nous appelons conoyau de P le e-module P -f. /P (Notation 

coker P). 

LEMME A-). 15, Si k conoyau d'un b-module, P , ~ neutre, il existe un réseau 

Q sur K ®A P auto-dual, Q = qll- . 

Démonstration. Soit I C P #-/P tel que 
j,. sous-module de P tel que Q/P = I • 

.J. 
I = I , nous prenons pour 

A- J. 16. - Soient E un b-espace vectoriel sur K p un réseau sur E , 
dans son dual p+ , p est donc un b-module. 

LEMME A- 1. 17. - La classe de coker P dans W(K,A) est indéEendante du 

réseau p sur E . 

Q le 

contenu 

choix du 

Démonstration. Soit Q un réseau sur E 

·R = P () Q est un réseau sur E 

du sous-module P /R de R# /R 

et nous avons 

tel que Q c Q # • L'intersection 

R c P c P f, C R#. L'orthogonal 

est pf /R . Le e-module (P fi-/R)/ (P/R) est iso-

morphe à P ~/P • D'après (A-J. 11) la classe de coker R est égale à celle de 

coker P dans W(K,A) , il en est de même pour coker R et coker Q. 

A- 1. 18. - Nous .avons donc défini un homomorphisme de mono1de : ~ (K) ~ W(K,A) 

tel que l'homomorphisme composé ~ (A) --, J.> (K) ~ W(K,A) est nul. 

LEMME A-J. 19. - L'homomorphisme naturel 

(0 
1 

Soient a E A , 
1 

a/b) engendrent 

b E. A {O} • Les formes bilinéaires sur K
2 

de matrices 

t-f(K) • L'équivalence : (~ a\) "' (~ a~) démontre le lermne. 

A-J.20. - En conséquence nous obtenons un homomorphisme de groupe o: 
W(K) --Y- W(K,A) 



A - J 

A-1,2). - Soit C une-module, la décomposition de C en composantes 5"-prirnaires, 

J> décrivant l'ensemble des idéaux premiers non nuls de A , est une décomposition 

orthogonale, Il en résulte un isomorphisme entre W(K,A) et la somme directe 

~ W(K,A.9) . L'image du produit des homomorphismes 6y : W(K) ~ W(K,A J>) 

est contenu dans <!l W(K,Ar_:)) et le diagramme ci-dessous est commutatif : g V 

Nous sommes donc amenés à étudier plus particulièrement le cas où l'anneau A 

est de valuation discrète, 

A-J.22. - L'anneau A est maintenant de valuation discrète, v, jJ désigne 

l'unique idéal maxir.ml, n une uniformisante, K le corps résiduel. 

Soit n ~ 1 un entier, l'homomorphisme : A K induit une 

injection A/'yn -t- K/A 

du choix de n) : J~ (A/.'Jn) 

qui permet de définir un homomorphisme 

:B (K,A) • 

(Dépendant 

LEMME A- 1, 23. - La somme des homomorphismes J n 

surjective. 

U /{ (A/!,ffl) --r J:> (K,A) est 
n~I 

Démonstration. Soient C une-module, non nul, }
r) Ù. 
, (a ~ l) son annulateur. 

On peut décomposer 
,.,.,a:-1 

annulé par J" 

C en la somme (non nécess ai remen t orthogonale) d'un module D 

et d'un module M libre sur À/ .:'.Pa. Nous allons montrer que la 

restriction à M de la forme d'enlacement est non dégénérée, il en résultera la 

décomposition orthogonale : C = 1'-1"
1 

$M. Comme MJ.. est annulé par .:_pa-l la dé-· 

monstration du lemme s'achèvera par récurrence, 

Notons C le dual de PONTRJAGIN de C , HomA (C,K/A) •~ 

1 'isomorphisme associé à la forme d'enlacement, p : M ---:} M 

8: C ~ C 

1 'homomorphisme 

associé à la restrictic.,n de la forme d'enlacement, 1 l'injection: Mc_.,C. Du 

diagramme commutatif : 

f3 

M 
p 

on déduit celui-ci 



A -

ya-J 
)'1a- 1

13 
~J>a-i ê C rv 

5'a-J Î î li ?•-1 
~ 

1 

, a-J 
~ c:cl ·9 () :Perl p M M 

où les flèches verticales sont des isomorphismes, il en est donc de même pour 
~a-JP 

Dans le diagramme commutatif suivant les lignes sont exactes 

0 
a-1 ~·J PM M 

X 1T 

J p l p ~a-lp 

a-J 
~M ~ X 1T a-J~ 

.M :J M 

0 

0 0 

4 

Il en résulte que p induit un isomorphisme de M/[? M sur M./~ M et donc 

que p est un isomorphisme, 

COROLLAIRE A-J.24. - Toute-module est~ conoyau. 

Soient P un b-module sur A (P est libre car A est local), r l'homo-
n 

morphisme naturel : ,~(A) --; :5:) (A/ jJn) , le corollaire est une conséquence de 

la formule (Notations de [ 6]) 

n coker (<,r > ~ P) ~ (j O r )(P) , 
n n 

THEOREME A-J.25. -·Pour tout anneau de valuation discrète la suite 

0 --> W(A) W(K) ô W(K,A) 0 

est exacte. 

Démonstration. L'injectivité de la flèche W(A) ~ W(K) est démontrée 

dans [6J . La surjectivité de ô résulte de (A-J.24). 

Soient E un b-espace vectoriel sur K dont la classe dans W(K) est dans 

le ·noyau de ô et P un réseau sur E con tenu dans son dual, i 1 existe un e-mo­

dule neutre N tel que la somme orthogonale coker P ~ N soit neutre. D'après 

(A- J, 24) nous pouvons trouver un b-module sur A , Q , dont N est le conoyau, 

le lemme (A-J. 15) montre que les classes dans 

sont dans l'image de j~(A), 

Jj(K) de 

A-J.26. - L'homomorphisme J
I 

induit un homomorphisme 

que le diagramme ci-dessous soit corrnnutatif: 

K ~ Q et E ~ (K «- Q) 
A A 

W(K) --;- W(K,A) tel 



W(K) 

~ 
W(K) 1 
~ t 

(Notations de r 6_1) 

~ W(K,A) 

Nous déduisons alors de l6 Chap. IV § 3] . 

THEOREME A-1,27, - Si A ~.!!!.!. anneau de valuation discrète,~ corps des frac-

tians K, ~ corps résiduel K le choix d'une uniformisante détermine un iso-

morphisme: W(K) ---> W(K,A) • 

COROLLAIRE A-t.28. - Une-module stablement neutre est neutre. 

Démonstration. Soient C une-module et I un sous-module de C, maximal 

pour l'inclusion parmi les sous-modules de C contenus dans leurs orthogonaux, 

Lee-module I~/I est anisotrope, il est donc l'image par j
1 

d'un b-espace vec­

toriel sur K, E (ce qui, à l'aide de (A-J. J 1), redémontre la surjectivité de 

l'homomorphisme W(K) ~ W(K,A)). Si C est stablement neutre, E est à la 

fois stablement neutre d'après (A-1.27) et anisotrope, il est nul [6 Chap. III 

(l,S)J. 

Il est à remarquer que (A-1.28) est équivalent à (A-1.27). 

Plus généralement 

THEOREME A-J.29. - Pour tout anneau de DEDEKIND est iso-

morphe _! g somme directe 

miers non nuls de A. 

{!;) W(A/CJ)) , 
:9 

décrivant l'ensemble des idéaux pre-

----
COROLLAIRE A-J.30. - Une-module sur un anneau de DEDEKIND stablement neutre est 

neutre. 

Le théorème suivant est une simple reformulation d~ f6 chap. IV (3.3)}. 

THEOREME A-1. 31. - Pour tout anneau de DEDEKIND A la sui te 

0 --➔ W(A) W(K) 
0 W(K,A) 

est exacte. 

A-J. 32. - Soient C un A-module de torsion de type fini, et une résolution pro-

jective de type fini de ce module : 0 ~- P
1 

--t- P
0 

---, C La différence 

dans K (A) 
0 

ne dépend pas de la résolution choisie, on la note 

Si C est une-module neutre X(C) 

de définir un homomorphisme que nous notons encore 

est dans 2K (A) , ceci perm2t 
0 

X : W(K,A) -A.,.- K (A)/2K (A) 
0 0 



Il est surjectif. 

Soit P un b-modulesi- la définition de coker P donne une résolution projec­

tive 

0 --j P "--?' HomA (P ,A) ~ coker P ----;, 0 

qui montre que x(coker P) = -2[PJ • Il en résulte que la composée: 

W(K) O , W(K,A) X ► K. (A)/2K (A) est nulle. 
0 0 

Nous pouvons énoncer le théorème [6 Chap. IV (3. 4)] de la façon suivante 

THEORE~Z A. l-33. - Si A est l'anneau des entiers d'un corps de nombres K la 

suite 

0 ---t W(A) ----7 W(K) ~ W(K,A) ~ K. (A)/ 2K (A) __,,. 0 
0 0 

est exacte. 
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§ A-2. FORMES QUADRATIQUES 

Nous commençons par indiquer brièvement les modifications à apporter aux dé:­

finitions du§ A-1 peur les adapter aux formes quadratiques. 

A-2,1, - En remplaçant dans les définitions (A-J.1 ), (A-J,S-) et (A-J.12.) formes 

bilinéaires par formes quadratiques nous obtenons les définitions respectives de 

q-module, qe-module et q-roodule, Le conoyau d'un q-module est un qe-module. 

Pour définir les q-modules et qe-modules neutres nous modifions (A-1, 2.) et 

(A- J. 6) en demandant en outre au sous-module d'être isotrope. Nous notons respec-

tivement WQ(A) et WQ(K,A) les analogues quadratiques des groupes W(A) et 

W(K,A) (Le groupe WQ(K,A) est donc défini quand A est un anneau de DEDEKIXD), 

Nous notons V(K,A) le noyau de l 'homorriorphisme d'oubli WQ(K,A) --} W(K,A) 

(L'oubli est un isomorphisme si 2 est inversible dans A), Le groupe WQ(K,A) se 

décompose en la somme directe ; WQ(K,A ~) indexée sur les idéaux premiers non 

nuls de A • 

REMARQUE A-2,2. - Si P est un A-module projectif de type fini, l'application 

P EB Hom A (P ,A) 

(x, u) 

A 

c > <x,u> 

est une forme quadratique non dégénérée. Le q-module, h(P) , ainsi construit est 

neutre et tout q-module neutre est de cette forme, plus précisément on a la propo­

sition suivante dont la démonstration est laissée au lecteur: 

PROPOSITION A-2.2, - Un q-module qui contient~ facteur direct, I , isotrope est 

isométrique! la somme orthogonale de q-modules I~/1 $ h(l), 

Nous nous limitons maintenant au cas d'un anneau de fractions A. Comme un 

qe-module sur A n'est pas autre chose qu'un qe-module sur Z, A local, nous 

allons d'abord étudier les qe-modules sur Z. 

A-2 •. 3. - Soit C un qe-module sur ~. nous notons r(C) la somme de GAUSS 

l e 2i~q(x) • La somme de GAUSS a les propriétés suivantes 
X €'C 

i) r[(-c)] = r(c) 

ii) f(CI $ Cz) = f(Cl)f(Cz) 

A-2.4. - Soit C un qe-module sur l tel que le e-module sous-jacent soit neutre, 

il contient un sous-module I tel que I = I~. Comme la restriction de la forme 

quadratique à I est linéaire, il existe un élément u de C défini modulo I 

tel que : 
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Vx € I q(x) = U,X 

La valeur de q(u) est indépendante d~ choix de u et Bq(u) = 0 car 

2u € I. La valeur de q(u) est aussi indépendante du sous-module I tel que 

I = I.L: 

(#I)r(C) = 
2i,rq(x-y) 

___j 
e 

X E C, y € I 

= l e 2inq (x) 
( I e2in(u-x).y) 

X E C y €. I 

Or l e2i,r(u-x). y = r # I 

y ~ I l 0 

si x _ u mod I 

si x t. u mod I 

Donc (# I)r(C) = (i 1) 2 e 2i,rq(u) • Soit encore r (C) 
r--;;, 2i,rq(u) 

= Vff ~ e • 

Il résulte de (A-2,3) et (A-2.4) : 

PROPOSITION A-2. 5~ - Soit ~ , ~ nombre 'complexe ~ r (G) 
v'ff- C 

dépend~ de~ classe de C dans WQ(~,2) ; l'application 

C ~ qe-module sur 

est de module 1 et ne 

9ui i ~ classe~ C 

y: WQ(~,l) -; s 1 . 

fait correspondre ~ r(C) 
- v~ C 

~ ~ homomorphisme, 

LEMME A-2.6. - Un qe-module sur i, C, anisotrope, tel~~ e-module ~-J3_­

~ s·oit stablement neutre~~ y(C) = 1 , ~ nul. 

Démonstration. Lee-module sous-jacent est neutre d'après (A-1.l~) , nous 

sommes donc dans la situation de (A-2.4) avec en outre q(u) = 0 Comme C est 

anisotrope u = 0. Pour la même raison I est nul, d'où C = 0 

COROLLAIRE A-2. 7. - Un qe-module sur i anisotrope et stablement neutre est nul. 

COROLLAIRE A-2. 8. - Un qe-module sur 'li stablement neutre est neutre, 

Même démonstration que (A-1.ti) , 

PROPOSITION A-2. 9, - La restriction de l'homomorphisme y ~ ~-groupe V(CQ,Z) 

d '·1Q(/T\ '71) s t · · t · s t 1 des raci'nes 8èm __ e de 1 1 uni· -...!=. " ~,~ e inJec ive, on image~_!. groupe µ
8 

té dans t. 

Démonstration. L'injectivité est une conséquence de (A-2.6) et du fait que 

toute clas~e de WQ (~, Z) peut être représentée par un qe-module anisotrope [voir 

(A-!. 28)], 

Les calculs de (A-2.4) montre que J'image est contenue dans µ
8 

. 
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La formule (A-2. 10) 

y(coker <4>) 2i1T/8 
= e 

achève la démonstration. 

A-2.11. - L'homomorphisme d'oubli : WQ(Q,2) ~ W((Q,2) se décompose en la som­

me des homomorphismes d'oubli : WQ(~, Z(Z)) ---:!> W(~ ,l (2)) et 

WQ(~,z[t]) ~ W(Q,i[½J) . Ce dernier est un isomorphisme et l'homomorphisme na­

turel: V(Q,2) ~7 V(<Q,i(2)) est donc un isomorphisme, 

Lee-module sous~jacent au qe-modulé coker <2> est le générateur du groupe 

W(Q,~( 2)) ~ W(F2) , ceci prouve que l'homomor~hisree : WQ(Q,2(2)) ~ W(~,z( 2)) 
2rn/8 est surjectif. Le calcul: y(coker <2>) = e montre que la restriction de y 

à et que la suite exacte 

0 --➔> 0 

est scindée. Le groupe WQ(Q,~(2)) est donc isomorphe à Z/8 © ~/2 et WQ((Q,Z) 

est annulé par la multiplication par 8. L'homomorphisme y induit donc un homo-

morphisme s urj ecti f WQ ((Q,-2) --, 
µ8 qui permet de scinder la suite exacte 

0 :> V(~ ,i) ~ WQ(~, 1) W(~,Z') 0 • 

THEOREME A-2. 12. - Pour tout anneau de fractions A la suite ----
0 ) WQ(A) WQ(~) ô 

WQ(~,A) 0 ➔ 

est exacte, 

Démonstration. L'injectivité de [wQ(A) ~ WQ(~)] se démontre comme dans 

le cas bilinéaire. L'exactitude en WQ((Q) résulte de (A-2.8) et de la version qua­

dratique de (A- J. 15) • 

Comme le diagramme 

est commutatif, il suffit de montrer l'exactitude en WQ(ai,A) dans le cas A= ;z. 

Nous avons le diagramme corrrrnutatif où les lignes et la colonne de droite sont 

exactes (Pour l'exactitude de la ligne inférieure voir (A-J.33) ou [6, chap. n• 
§ (2.1)]): 
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0 

l V(~r 
0 WQr) WQ(~) WQT~) 

l1 
0 W(Z) W(~) W(~r) 0 

0 

Nous en déduisons la suite exacte 

0 ~ WQ(Z') --) W(;i0 ~ V(~,Z) ~ coker (wQ(~) ~ WQ(~,:n] --? 0 • 

La formule (A-2. JO) montre que l'image par 3 de la classe de <l> dans 

W(~) engendre V(~,Z) . 

REMARQUE A-2. 13. - Nous retrouvons le résultat W(Z) /WQ(2) ~ '11/8 • L'isomorphisme 

donné par la signature [6 , chap. IV §(2.7)] induit un isomorphisme de W(Z) 

·sur 8'11 [ 8] • 

A-2. 14~ - Ce point est essentiel pour la comprehension du§ 4. 

Soit W(A.2) le sous-groupe de W(Q,Z) èngendré par les e-modules C tel 

que A @ C est nul, la composition WQ(A) ~ WQ(~) ~ W(~) ~ W((Q,2) 

induit un homomorphisme noté encore ô : WQ(A) ~ W(A,Z:') dont nous allons cal-

culer le noyau 

Premier cas ..!. ~ A Considérons le diagramme commutatif où lignes et colonnes sont 
2 

exactes 

0 0 

l l 
W(A) wli) 
l 

0 -> W(Z) w ((Q) W(Q,Z) 0 
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Nous déduisons la suite exacte: 

(A-2. 15) 0 ---;, W(A) --> W(A,2) -->...,, 0. 

La signature permet de la scinder. 

Deuxième cas fi A: Définissons WQ(A.2) de façon analogue à W(A,l) , dans ce 

cas-ci l'oubli : WQ(A,2) -"> W(A,2) est un isomorphisme. 

Nous obtenons comme précédemment la sui te exacte . . 

0 > WQ(i) WQ(i\) ?' WQ(A,Z) 0 

Cette extension n'est pas un produit si Af.72, Sl. on identifie le groupe 

Ext [WQ(A,Z), WQ(Z)] avec Hom [wQ(A,Z) ,s 1] la formule de MILGRAM [ 6] montre 

qu'elle correspond à la restriction de l'homomorphisme y à WQ(A,1/) . 
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