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CHAPITRE I - Définition des suites de Spencer 

§ l - Quelques notations 

Soit X une variété de dimension n (C 00 ou analytique 

réelle) de faisceau structural ~. Nous noterons Jk (k fini 

ou infini) le faisceau des germes de k-jets de sections de 

Nous considèrerons deux applications canoniques de cr dans 

l'application 

le k-jet en 

jk associe à une fonction f , et au point 

f; alors que l'application ik leur X de 

(J • 

Jk: 

X • 

associe le k-jet en x de la fonction constante f(x) • Nous 

allons d'ailleurs donner une définition de Jk comme quotient, 

et ces deux applications nous apparaîtront de façon naturelle : 

soient Y un deuxième exenplaire de X, O'XxY le faisceau 

structural de XxY , .{J 1 9 idéal de définit ion de la diagonale .. 
de X.>cY , !;J00 l'idéal des fonctions plates sur cette diagonale. 

Al J k . "'rk+l l' 1 . • ors, est le quotient de crXxY par ~ ; app ication 

ik provient de l'application i de cr dans O'XxY qui, à f(x), 

associe f(x) , tandis que jk provient de l'application j qui, 

à f(x) , associe f(y) • 

Les applications ik et jk donnent à Jk deux structures 

de cr-module ; nous les distinguerons en écrivant la première 

comme structure à gauche, la seconde comme structure à droite. 

Lorsque nous écrirons un produit tensoriel de cr-modules compor

tant Jk en facteur, la place de Jk nous indiquera quelles 

structures considérer : par exemple, E étant un rr-module, 

Jk® E est le produit tensoriel de E et de Jk muni de sa 

str~cture à droite (structure héritée de jk) ; ce produit sera 

lui-même considéré cr-module ... ... la structure gauche comme grace a 

de Jk • 
Nous poserons Jk(E) = Jk 0 E • On définit encore une 

O' 
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a.pplicat ion jk 

de l'application 

, par passage au quotient à partir 

© 
Oy 

en 

E qui, à s , germe de section 

de E en 

plication 

X 

.k 
l 

associe 1 ® s (x,x) 

n'a pas de sens). Lorsque 

• (Par contre, ici l'ap

E est localement libre 

de type fini, il est le faisceau des sections d'un fibré vectoriel 

de rang fini sur X, on retrouve les d6finitions habituelles 

(vérification immédiate, laissée au lecteur). 

Soit Z un troisième exemplaire d2 X. L'application 

f(x,y) ~ f(x,z) (le second membre étant considéré comme fonction 

de (x,y,z) eX )( y X Z) induit par passage au quotient, pour 

tous r, s entiers ;'?0 une injection Jr+s c..... Jr (Js) • qui est 

cr-linéaire. L' application 
. ,, 

do.ns les fibrés peut être associee 

décrite ainsi : soit a. une section de C5 au voisinage de x : 

par js , on en déduit une section de J 8 
, puis par jr une 

section de Jr(J 5
) • Soit Jr(Js)(x) la fibre en x du fibré 

associé à Jr(Js) ; il est clair que jr(jsa)(x)eJr(Js)(x) ne 

dépend que du développement de Taylor de a d'ordre r+s en x, 

i.e. de l'élément de Jr+s(x) défini par a • D'où une applica

tion Jr+s(x) -+Jr(J 8 (x)) , qui est l'application cherchée 

(vérification immédiate). 

Par produit tensoriel, on en déduit une injection canonique 

cr-linéaire : Jr+s(E) c..+ Jr(J 8 (E)) • 

§ 2 - Op~rateurs et suites de Spencer 

a) Premier opérateur de Spencer 

définitions 

Nous considérons encore un cr-module E sur une 

variété X, de faisceau structural O; désignons par T~ le 

faisceau associé au fibré cotangent de X. Reprenons un deuxièmè 

exemplaire Y de X: la différentielle extérieure par rapport 

à la variable x nous fournit, pour tout p positif ou nul, des 

applications : 

(crxxY étant considéré comme cr-module grâce à 1 ) 
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Par passage au quotient, nous obtenons des opérateurs 

D /\p T*@ Jk _..Ap+l T* Cv Jk-l, P, k,?0, 
cr o 

qui sont Ci-linéaires pour les structures héritées des structures 

à droite des Jk. D'où, par tensorisation à droite par E , 

des opérateurs 

D ,~PT*® Jk(E) -+ /\p+l T* ® Jk-l(E) , p, k~O 
0 ~ 

qui ne sont pas rr-linéaires pour les structures provenant des 

structures de ~-module usuelles des Jk{E) • Dans les fibrés 

associés, D est un opérateur différentiel d'ordre 1. 

b) Premières suites de Spencer d'un fibré. 

Un noyau de l'application 

est ~ -4 crx~Y. Par passage au quotient, nous trouvons que la 

suite 

.l 1 D 
0 ~ 0- .2_. J --.+>- T~@ 0--+- 0 

est exacte. Si nous tensorisons à droite par le 0-module loca

lement libre E , nous obtenons la suite exacte 

0 -+ E 

que nous appelons première suite de Spencer, à l'ordre 1 , du 

fibré E. 

Plus généralement, nous pouvons considérer la suite 

0 -+ E • • • 

(si k<O, nous convenons que Jk(E) = 0) 



0 ---0 

J 
0 -+ E 

~ 
0 - E 

l 
0 
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Nous l'appelons première suite de Spencer, a l'ordre r , du 

fibré E , et nous allons montrer qu'elle est exacte. On a 

évidemment D D = 0, puisque d d = 0 • 
X X 

§ 3 - Exactitude de la première suite de Spencer, 

a) Localement, une section s de Jr(E) ®Ak T* peut 

s'écrire : 

s = 

En expliquant d en coordonnées locales, on voit que 
X 

est localement la différence de deux opérateurs d' et 

dont aucun n'est défini globaleflent : 

D s = d" s - d 9 s. r,k 

avec 

et 

d' s = L 
1 al ~r-1, 1 i 1 ~ k, 

l~j~n 

d" s = 

b) Considérons le diagramme 

0 0 

J 
--..sr(T*)©E 

r,o i 
2.....-+ S r ... l ( T >1t)®T~@E 

.r 
J ]. il 

L....,.. Jr(E) D T*®Jr-1 ( E) ~ 

.r-1 
J Tl 1 TT 

J Jr-l(E) D T~@Jr"'."2 ( E) -->- ----+ 

! + 
0 0 

(B ) 
r 

r-1,1 ~- ~ 

D ----,;. 

D 
- •• ➔ 

0 

J 
S r- 2 ( T * )© A2T*©E 

il. 
A 2T*©Jr-2 (E) 

i Tl 

A2T*©Jr-3(E) 

! 
0 

D r,k 
d" -

6r-2,2 
-----➔ 

]) - --il--

D 
"!-9 ;,, 

• • • 

• • • 

• • • 
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dont nous savons que les colonnes sont exactes, et où les 

ôr-k,k sont définis de façon à assurer la commutativité : 

ôr-k,k provient du morphisme cr-linéaire provenant·du morphisme 

de fibrés défini comme suit 

Ya dx 111 ( T ,i. d T * YE x' x <S x' 1 a 1 = r-k , 1 i 1 =k) 

représentant un point du fibré associé à sr-k(Tt!-)®Ak(T~) 

dessus de x, nous posons : 

au-

L ~ (ya) dxjA dxA1 
. . ùy. 
i~J6n J 

Le complexe écrit dans la première ligne de ( B ) 
r est 

acyclique car il provient, par tensorisation par le faisceau E., 

d'un complexe acyclique de fibrés (en chaque point, c'est simple

ment le complexe de la diff~rentielle extérieure pour les poly-

nômes!) La deuxième et le troisième ligne de (B ) ont donc la 
r 

même cohomologie, Ainsi, la cohonologie de la première suite de 

Spencer de E ne dépend pas de l'ordre r auquel est écrite 

cette suite et elle est triviale pour r=O , donc pour tout r, 

§ 4 - Deusième suite de Spencer d'un fibré, 

• • • 

• • • 

• • • 

Reprenons les diagrammes (B ) , avec des notations condensées: 
r 

0 0 0 
,l, t 'V 

-.. rr+ 2,k-l©E ~ rr+l ,k@E J... rr,k+l© E -+--- • • • 
ti -!, i ti 

_.. Ak-1@ 3 r+2 ( E) lL'>-A-k®J r + 1 ( E ) 4-Ak+\vJr(E) ~ ... 
i 71' ~ TI tn 

..... J\k-\~Jr+l(E) !2., Ak@Jr(E) ..ll.. Ak+l©Jr-l(lr) 
X .u ~• • • 

t t i 
0 0 0 

Nous avons écrit une partie du diagramme (B ) r+k+l elle 



... 6 -

nous permet de définir le faisceau ~r,k+l (r)l, k~l) 

Pour tout p positif ou nul, pour tout q strictement positif, 

nous définissons de même ~p,q; et nous posons enfin : 

Le diagramme (Br+k+l) nous donne un morphisme canonique, 

soit D1 ,k, entre les faisceaux de ffi-espaces Ak@Jr(E) et r, 
r ,k+l 1 ,, . ,, . , 

~ ; D k est un operateur d1fferent1el d ordre 1; son noyau 

contenant ~(Ak-l©Jr+l(E)), n 1 induit un opérateur diffêren
r,k 

tiel d'ordre 1 

D , : ce1° , k --+- 'Gr , k + 1 
r,k 

En fait, le noyau de 

noyau de D' est r,k 

Or, c'est l'image de D' • Pour tout r positif ou nul, pour 
r,k-1 

tout k strictement positif, la suite : 

est donc exacte. La considération des trois premières colonnes du 

diagramme (B 1 ) montre l'exactitude de la suite : r+ 

Désignant tous les opérateurs D' par la même lettre D' , nous r,k 
obtenons, pour tout r positif, une suite exacte : 
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• • • 

que nous appelons deuxième suite de Spencer (à l'ordre r) du 

fibré E. 

§ 5 - Où apparaissent les systèmes d'équations aux dérivées 

partielles. 

Nous donnerons ici un bref exposé, de caract~re provisoire. 

La question sera entièrement reprise d'un peint de vue dual au 

chapitre III. Lorsque certaines hypothèses de régularité sont 

satisfaites, les deux points de vue sont équivalents. 

Soit X une variété, E un rrx-module: 

Définition (valable seulement pour la fin de ce chapitre). 

Nous appellerons syst~me d'équations aux d&rivêes partielles 

d'ordre k sur E un sous-faisceau ~ de Jk(E) • Le faisceau 

F = ~ ojrE sera appelê faisceau des solutions du système. 

Considérons ·l'injection i : Jk+l(E) ~ J 1 (Jk(E)) définie 

§ k+l au 1. Nous poserons ~ = 1. -1 [J 1 ( A k ) ] ,, o/ • Par recurrence, nous 

définirons de même ~r+k pour tout 

r+k 
nous appelerons les ~ 

jection J 5 +1 (E) ~Js(E) , 

E ,, ,, 1 E n genera, on supposera 

9 • Soit "r,rolongés" de 
"'s+l ..1ss on a n ,, c '+' (s~r) 

1T la pro-

localement libre de type fini, et on 

ne s'intéressera qu'aux systèmes vérifiant les conditions de ré-

gularité suivantes : 

1) Pour tout k ➔O, 9r+k est localement libre 

2) Pour s~s , le morphisme 
0 

7T : est surjectif 

Au chapitre III, nous discuterons ces conditions (ou, plus exac

tement, des conditions "duales"). 

Exemples : 

i) Supposons E = a (ou plus g6nêralement_) supposons E locale

ment libre de type fini, ce· qui revient au même localement), et 

prenons des coordonnées locales en un point de x. Supposons ~ 

défini par un système fini d'équations : 
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i=l, ••• ,p, f à valeurs dans oP 
o. 

alors J 1 (~) est défini par les équations 

{~ 
1 

a (X) 
a 

oa 1 (x) 
a 

Vx. 
J 

f (X) =· Ü 
a 

f (x) + Ia 1 (x) f .(x) = 0 
a a a,J 

( parce que Jl est localement libre pour sa structure de ~

module i droite) ; par cons~quent ~p+l est d€fini par les 

équations : 

{~ 
a 1 (x) f (x) = 0 

a a 

iîai(x) 
a

1
(x) 

a f (x) + ~ f (X) 0 = • ëJx. CL a a.+E. 
J 

, .., 

Les exemples qui suivent sont des particuliers de celui-là 

ii) Prenons r=l , et définissons ~ par l'équation 

f (x)=O 
0 

(i.e. , p=l 1 
• a =l , a S1 

1 
a=O, e. =O 

a 
Sl 

Alors <t,
2 est défini par les équations ~ f

0
(x)=O 

lf .(x)=O 
€:J 

L'hypothèse 2 n'est pas satisfaite 

1 o: 1 =l) 

iii) Prenons m=l • Soient ~l et 

sur X. Prenons E=cr, et soit $ 

défini par les équations 

;
2 

deux chemps de vecteurs 

le sous-faisceau de J 1 

I ~~ r = o 
1 E • 

(~~ , coordonnées locales de ~- , i=l,2) 
J. l 

J 

les sol ut ions sont a.lors les f E. cr vérifiant e(t;.)(f) = o en 
l 

désignant par e ( ~ . ) 
l 

l'opérateur différentiel défini par 

elles vérifient donc aussi 0[~ 1 ,~ 21(r) = 0 • Et un calcul 
2 diat montre que si g G. cp , on e, 

g~ = 0 
r:.. 

J 

. ,. 
1mme-
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3 
De même, s1 g ~ 9 , il vérifiera des équations telles que 

E [f;1 ,[t 1 ,t 2JJJ gE. = 0 etc ••• 
J 

L'hyi:•othèse 2 sera vérifiée notamment si [~
1

,1;
2

] est combinaison 

sur O de ~l et , 2 ; mais en général elle ne sera pas vérifiée, 

Cet exemple montre que la condition 2 est liée à "l'intégralité" 

du système (approximativeoent : dans les 6quations de définition 

de $ , toutes les ~quations d'ordre k du système ont déjà été 

écrites). Voir au chapitre II et au chapitre III une discussion 

détaillée de cette question. 

§ 6 - Suites de Spencer attachées à un systèœe d'équations $ • 

a) On voit immédiatement que l'opérateur de Spencer, induit 

un opérateur différentiel 

Soit 
s+l v le noyau de 

s+l s . . ~ . 
n : ~ -J.. 9 . On voit aussi 1mmed1a-

tement que o induit le morphisme O-linéaire 

Plaçons-nous dans les hypothèses de régularité considérées au §5 ; 
pour s assez grand (p. ex. s~s +n), considérons le diagramme 

0 

commutatif : 

0 0 0 

i i + 
0 

s+l 6 
Tjf@v 

s ô é An + s-n+l 
-+Ü -+ \) --+ --+ ••• -+ T @v 

11 ! l. il 
1 

0 -+ F <Ps+l -~ T~@ ◊s D ~/\n T ~· ® 9s-n+l -+ 0 ~ -+ • • • 

r !n t lT t 1T 

0 F <P s D T*®◊s-1~ D n * s-n 
-+-Ü ➔ -+ _., • • • -+ /\ T ®9 

.J, t i i 
0 0 0 0 
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Les colonnes en sont exactes (hypothèse 2). La ligne inférieure 

(resp. médiane) s'appelle la suite de Spencer d'ordre s (resp. 

s+l) du système ~ • La ligne supérieure donne lieu à une suite 

de fibrés, dont nous montrerons plus loin que, pour tout point 

xeX, elle est exacte dans le fibré en x pour s assez grand. 

Par conséquent (argument standard de cohomologie des complexes 

de fibrés), la suite de faisceaux sera aussi exacte en x (et 

aussi, d'ailleurs aux points voisins de x). Donc la suite de 

Spencer, restreinte aux germes en x, aura un~ cohomologie indé

pendante de s • 

b) Sous les hypothèses de régularité 1) et 2) (et, plus 

généralement, sous l'hypothèse 2), on peut définir de manière 

analogue à §4 une deuxième suite de Spencer. Nous laissons au 

lecteur le soin d'étudier cette question (que nous reprendrons 

d'un point de vue dual au chapitre III). 
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Dans ce chapitre cr dGsigne l'un des anneaux suivants : 

a) Germes de fonctions c= en O dans ffin, à valeurs complexes 

b) Germes de fonctions analytiques en O dans œn, à valeurs 

complexes 

c) Séries formelles ~[[x 1 , ••• ,xn]] 

d) L'anneau Œ (identifié aux-fonctions constantes sur ffin). 

On d~signe par $ 1vanneau des op6rateurs differentiels 

linéaires à n variables, à coefficients dans cr • ~ est un 

anneau (non commutatif), et ~ se plonge dans ill en identifiant 

0 avec les opérateurs différentiels dvordre zéro. En particulier 

~ est un ô-module à droite et à gauche. 

Soit S un 0-module à gauche. Un système dvéquations aux 

dérivées partielles (au sens usuel, et non à celui du chapitre I) 
dans S est défini par une matrice a <E..ô'pxq , qui définit une 

application (notée encore a) s4 -. sP (on écrit les éléments 

de sP comne des matrices à une colonne) ; en note sol le noyau 

de cette application. 

Considérons l'application ~p -,.. ,S;q : b -,.. b a (on écrit 

b ea,P comme une matrice à une ligne} que nous noterons encore 

a; soit M son conoyau, qui est un ~-module à gauche. En vertu 

de l'exactitude à droite de Hom$(.,S) , on a un isomorphisme 

canonique sel - Hom$(M,S) • Cela montr~ que,~ un isomorphisme 

pr~s, sol ne dfipend que de M (et non de la pr€sentation 

mP _.. D;q ~ H ....- 0 choisie) 
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Examinons maintenant les équations avec second membre on 

s'intéresse à la question suivante 

Soit geSP; on suppose que, Vbe9'.lp vérifiant b a= 0, 

on a. : b g = O , existe-t-il f e Sq tel que u f :::: g ? 

Supposons què b
1

, ••• , b e: :J>q engendrent sur m le sous-module 
r bl 

~bej>Plb a= O} = <1t la matrice b = (i,) e-;J:lxp définit une 
r 

application b : ;JJr --,\,--~P, et nos hypothèses signifient que la 

suite 

b -
est exacte ; appliquant encore le foncteur Hom~(.,M) , on trouve 

que notre problème équivaut à l'exactitude de la suite 

1 
à Ext_~(M,S) = 0 

(ce résultat serait d'ailleurs vrai aussi sous l'hypothèse de 

finitude faite sur (A,; cependant, cela nvaura pas d'intérêt pour 

nous dans la suite). Ici encore, nous trouvons que, la solution de 

notre problème "ne dÉpend que de M" et non du choix de a et b , 

puisque deux "présentations d'ordre 2" de M sont homotopiquement 

équivalentes (voir n'importe quel trait~ d'algè~re homologique) • 

.Appelons de façon gên6rele p-pr€ senta.t ion de M ( p~O) 

une suite execte 

et nous appellerons résolution de M une <»-présentation, i.e. une 

suite illimitée du type précédent (l). La première chose à fnire 

est donc d'étudier la possibilité de trouver de telles pr~senta-

t ions, et d 9 étudier leurs propriétés ; le problème d'étudier les 

Ext~(M,S) , p. ex. pour S convenable (p. ex. S=O lui-même) est 

en général beaucoup plus difficile : c'est l'objet de la théorie 

des équations aux dérivées p~rtielles proprement dite, qui ne sera 

pas abordée dans ce cours. 

(1) Nous sous-entendons ici, en parlant de p-présentation et de 
résolution les mots "lib-re de type fini" (convention valable seu
lement au çhapitre II). 
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2 - Bonnes prCsentations. 

Désignons par !Dk c 11 le sous-ensemble des opérateurs dif

férentiels d'ordre ~ k. On obtient a1ns1 une filtration de ~, 

avec ~o ~cr; posons ~k = mk/~k-l; ~k est isomorphe à l'en

semble des polynômes homogènes de degré k sur a , et le gradué 

Théorème 1. 

est 
u 

~) 
l. 

isomorphe en tant qu'anneau à 

Si (J est noethérien, ~ est noethérien à gauche ( et à 

droite). 

Soit :J un idéal à gauche de .5) , et ~ son image dans !D 

i.e. la somme directe des Jk = ('J n:Dk)/Xlk-l ; 'J est un idéal 

homogène de ID , qui est noethérien (Hilbert) ; donc il existe 

°Ï_, ••• , op éléI:J.ent s homogènes de ~ , q_ui engendrent :J • Soient 

a 1 , ••• ,ap des éléments de J qui remontent les ai; nous 

allons voir qu'ils engendrent ~ • 

Soit en effet be j . posons do b = inf{klb ~!I)k} et , , 
b = la classe de b dans .:Dk (k=d 0 b) . il existe r 1 , ••• ,ype , 
tels qu'on ait 1i L - et l'on peut qu'on :::; y. a. supposer e., 

l. l. ' 

~ 

't/i do - # do ::: d 0 b En remontant les y. en des y.e J,C, y. a. . 
1 1 1 l. 

on trouve que C = b - LY· ét •• vérifie do C <do b • D'où, par 
l. l 

récurrence sur ao b 
' 

le résultat . 
Supposons ~ noethérien, et donnons-nous une p-présentation 

fl 
œP 

a 
-4 

2 
r. p-1 
;,)J 

fl 
.5) o ---:),- M --+- 0 

posons zP = ker(ap) ; d'après le théorème 1, zP est de type 
..ep+l 

fini sur ~, donc s'écrit comme un quotient d'un $ , ce qui 

prolonge notre p-présentation en une p+l-présentation. Par 

récurreuce, on en déduit ceci : toute p-présentation se prolonge 

en une ré sol ut ion ; tout .m-module de type fin 1. ( i-. e. ad!!lett ant une 

a-présentation) admet une résolution. 

Examinons maintenant les propriétés de filtration; commen

çons par le cas d'une 1-présentation 

t a fl 
1 0 n.O f. 

il> ---+ i/1 --+- M --+ 0 ( 1) 
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Soit J:l le degré de et = (sup. des degrés des termes de la 
0 0 

matrice a ) . sur Ker s = zo il y a deux filtrations 
0 ' ' I 

10) la filtration induite z9 = z n !D o 
p 0 p 

20) filtration o' t1 
(= p<I:l.) la image ,.., . = a (!D ) 0 S1 LJ 

o p-m p 0 
0 o' On toujours zo n'a l'égalité ,, ,, 1 a Z C , raa1s on pas en genera 

p p 

Définition • 

. 'J On dira que la 1-présentation (1) est 0-bonne si, pour p 
1 

assez grand, on a z0 = z0
• 

p p 

Théorème 2. 

Supposons ~ noeth€rien. Toute 0-présentation se prolonge 

en une 1-présentation 0-bonne. 
li. 

Soit .,'J) o € 
-+M.-+0 

2 
une 0-présentation, et posons encore 

z0 = Ker c 

Lemme. 

, = zon.,'l} o 
p 

Il existe m tel qu'on ait, Vp~O : ~ z0 = z0 

p m m+p 
En passant au gradue associé, il suffit en effet de prendre 

pour m le sup. des degrés d'un système de gén-érateurs de z0 

(détails laissés au lecteur). 

P d ,, t 1 th" ' our emon rer e eoreme, prenons un m ayant la proprié-

té du lemme. 

Il suffit de trouver une 1-présentation telle qu'on ait 

en effet, on aura, pour tout p~O 

0 9 0 z = z m m 

= ~ zo ~ o' et d'autre part, = z 

!D 
p 

0 1 0 1 

Z cZ 
rn m+p 

0 Z
o r, 
m 

t ure induite 

p m p m 

d 9 où o' zo z = • m+p m+p 

est un module de type 

pa.r la multiplication 

des génére.t eurs de zo 
m 

est de degré m • 

t 2,1 

fini sur 
.... gauche a 

et soit 

a( m 1) ZO t ..-+. ZO on a ~ = , e comme ;u = 
t o m p m 

zo 
m+p 

a($ 
1

) = z0 
; d 1 ou le résultat. 

évidemment 

cr (pour la struc-

cr) . soient par 
' 

a le matrice 

, on a aussi 
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Définissons maintenant, par récurrence, la notion de 

-présentation k-bonne (k~p-1) 

a) Si k<p-1, on dira que la p-prêsentation est k-bonne si 

la (p-1)-présentation qu'elle définit est k-bonne 

b) Si k=p-1 , on dira qu'elle est (p-~-bonne si elle est 

(p-2)-bonne et si la 1-présentBtion de zk- 2 qu'elle définit 

est 0-bonne. 

De mime on d[finira une résolution k-bonne ; si elle l'est pour 

tout k, on dira simplement "bonne". 

Du théor~me pr~c6dent, on déduit imm6diatement que, si ~ est 

noethérien, toute p-présentation (p~l)-bonne {en particulier, 

toute 0-présent.ation) se prolonge en une bonne résolution. 

Reprenons maintenant une 1-présentation; avec les notations 

précédentes, posons 

R 
M = !D 

0 /z 0 
• p p p ' 

,eo <'t\to 
::Jj -+ ;.v 
p p-1 

définit par passage au quotient des l'application 

applications 

en général) 

(ln première étant injective, mais non la seconde 

M 
1 

-+- M et r,1' -+- M' dont nous dêsi gnerons 
p- p -p-1_ p 

les conoyaux 

M' = © M' ) 

respectivement par M et 
p 

M-, • M = (±) M 
p ' p 

est ~uni naturelleroent d'une structure de 
p 

que le lecteur explicitera • 
.., 

(resp. 

.©-module, 

CoI!lme z0 
c:. z0 

p p ' 
M est un quotient de M' · et pour que 

p p ' 
la présentation soit 0-bonne, il faut et il suffit que l'appli-

cation M' --+- M soit bijective pour p assez grand. 
p p 

Prenons maintenant une p-prêsentation et désignons par K" 

le complexe non augmenté associé ; soit 

"restreint au degré r" : 

r ... m - ••• -m 
0 p 

K' le complexe K" 
r 

on a une suite exacte O -+- K" __..,. K" -+ Kr.+l _._ 0 (en définis-
r r+l 

sant K;+l de manière évidente). 
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Prenons la suite exacte de cohomologie : 

J -

a} on a une suite H (K')-+ H (K"+ 1 }--+ H (K 1 )-. 0 
o r o r o r+ 

Si la p-prés~ntation est 0-bonne on a, pour r assez grand 

M = H (K) et de m@me pour r remplac6 par r+l; donc, on a r o r 
Mr+l = Ho(K;+l) • 

b) Si elle est 

H (K"} = H (K" 
1

) = 0 
q r q r+ 

(p-1)-bonne, on aura pour r assez grand 

(l~q~p-1) ; en utilisant ce fait (et, pour 

q~l , le fait que est injectif}, on voit qu'on a: 

H ( K' ) = o • q · r+l 

Par conséquent, le complexe 

.e 
0 ~ en P ~-"'~ ---,,- o!.I __,...... ••• 

r-m - ••• -m 
0 1) 

sera acyclique en dimensions 

général). Désignons par 1° 

p-présentation (i.e. ladite 

-1,0, ••• ,p-l (mais non p en 

le complexe augmenté défini par la 

présentation munie de O-+< à son 

extrémité gauche). Le résultat précédent peut s'exprimer en disant 

que le gradué associé 1• (on gradue M par les M ) 
r 

a sa 

cohomologie en dimensions -1,0, ••• ,p-l concentrée dans les bas 

degrés : nous dirons que, pour ces dimensions, il est "asympto

tiquement acyclique". 

R6ciproquement, prenons, pour p~2 une p-pr~sentaticn de 

M, et supposons que, pour l~q,p-1 on ait H (f") = O pour 
q r 

tous les r assez grands ; en notant qu'on a M' = H (K") , on 
r o r 

trouve par la suite exacte de cohomologie que l'application 

M; -+- M;+l est injective pour r assez grand ; d'autre part, 

on voit facilement qu'on a : Ker(M' ~ M ) = lim Ker(M' -+ M' ) 
r r --+ r r+p 

d'où le résultat. P 

Appliquan~ ~nsuite la suite exacte d8 cohomologie, on trouve 

que, pour q=l, ••• ,p-2 , l'application canonique 

H (K") - H (K' .} est bijective pour r assez grand ·, passant q r q r+I 
à la limite inductive, on a H (K') = H (K") = O , puisque K" 

q r q 



- 17 -

provient d'une p-présentation. 

En particulier, avec des définitions évidentes, on trouve 

le résultat suivant : 

Théorème 3. 

Pour qu'une résolution soit bonne, il faut et il suffit que 

le complexe (non augnenté) f,rudué ~ssocie soit asymptotiquement 

acyclique en dimensions ~l. 

3 - symbole. 

Soit p un idéal premier de ~ ne contenant pas l'idéal 

engendré po.r ~
1

, ... , ~n ; il revient au même de dire que C p 

contient des polynômes homogènes de degré arbitrairement grand. 

Soit M un ~-module â gauche, soit K" une bonne résolution de 

M (suppos6e exister), et soit K0 le gradu~ associé~ K • 

Localisons cette situation par rapport à p 

Théorème 4. 
K

0 est une résolution de M" • p p 

Soit en effet ~ un cycle de K
0 

; en multipliant tt par un 
p 

polynôme homogène b, t, de degré assez grand, on trouvera (théo-

rème .3) q_ue b a est un bord ; dm et= b- 1 (ba) est aussi .un bord. 

Ceci montre que K 0 

- p 
est acyclique en dimension >0. Le fait 

que H (K 0

) 

0 p = M est laissé au lecteur (la démonstration est p 
analogue). 

Soit 3p/p ~P 

complexe, 

Hom_ (K" 
~ p , 

le corps résiduel de 

qu'on appelle 

groupes de cohomologi8 sont elors 

Ext~ (M , m / p ~ ) 
~p p p p 

Théorème 5. 

fJ: • On peut considérer le 
p 

p-symbole de 1· ; ses 

Les assertions suivantes sont équivalentes 

1. Le p-synbole de K 0 est acyclique en toutes dimensions 



- 18 -

2. Il est acyclique en dimension 0 

3. M~ = {O} 

Il est évident que 3) ? 1) => 2). Le fait que 2) =9 3) résulte 

du lemme suivant conséquence immédiate du lemme de Nakayama : 

Lemme. 

Soit A un anneau local, m son idéal maximal et E un 

A-module de type fini. Si HomA(E,A/m) = {o} on a E = {O} • 

Exem12le. Soit À e (Cn , À ::;o t et soit ( À) l'idéal de ;J:) formé 

des f ( X t 5) tels que f(O,i\.)=O • Le complexe symbole est alors 

• • • 
e. 

(les éléments des a 1 sont ici des matrices à une colonne, sur 

lesquelles les a opèrent à gauche) 

Dire qu'il est acyclique en degré O signifie simplement que 

a
0

(0,À) est injectif (ceci vrai aussi, naturellement, dans le 

cas général). Si cette propriété a lieu, le théor~me 5 montre 

que ce.complexe est acyclique en toute dimension. Les experts en 

équations aux dérivées partielles verront tout de suite l'appli

cation possible aux systèfues elliptiques. 

4 - Existence de solutions formelles. 

Nous nous placerons ici dans le cas où O = a; [Lx1 , ••• ,xn)] • 
Soit M un m-module à gauche de type fini et K• une résolution 

de M. En faisant opGrer ~ de la maniêre usuelle sur les 

"fonctions" [opération notée (a,f) f-+ a.(f)) , on fait de cr un 

m-module à gauche. Le problème de l'existence des solutions for

melles pour les équations avec second membre revient, comme nous 

l'avons vu au §1, à étudier les groupes de cohomologie du 

complexe Hom.~/K0 ,rr) , qui sont égaux aux Ext~(M,cr} • 
Remarquons maintenant qu'on a des isomorphismes canoniques 

Hom!D(~,O) ~ Hom0 (~,œ) (~ considéré comme quotient de ~ par 

son idéal maximal), le dernier isomorphisme étant celui qui est 

défini par l'accouplement ftx ô ~ ~ : (a,f) ~ a(f)(O) • 
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Appliquant cet isomorphisme à une résolution de M, on trouve 

des isomorphismes canoniques, où M est considéré comme 0-module 

par 1' isomorphisme cr -::t :D 
0 

ExtJ(M,O) ~ Ext~(M,~) • En particulier 

Théorème 6. 

Si M est libre sur O on a, pour P)l : Ext~(M,ô') = 0 

L'hypothèse sera vérifiée en particulier dans le cas sui

vant : on se donne une 0-présentation de M, définissant une 

filtration de M par des Mk (notations du §3) ; et l'on 

suppose ceci 

a} 

b) 

Mk 
0 

Pour 

est libre sur 0 

k>k , les M sont libres sur o k 
(j 

(ces conditions sont à rapprocher des "conditions de régularité" 

du chapitre I). 

Si l'on prend pour a l'anneau des séries convergentes 

(au lieu des séries formelles), Quillen a démontré, en utilisant 

la théorie de Cartan-Kahler que sous les hypothèses a) et b) 

précéd~ntes, on a encore Extp(M,~) = 0. A noter que ce cas est 

plus difficile que le cas des séries formelles, car on n'a pas 

ici l'isomorphisme Hom.m(ro,cr)-::: Hom
0

(©,a:) (le premier terme est 

l'anneau O des séries convergentes, tandis que le second est 

l'anneau des séries formelles!). Quant au cas où cr= l'anneau 

des germes de fonctions c=, on sait que les conditions a) et b) 

sont loin de suffire pour qu'on ait le résultat désiré (même s1 

M admet une résolution de longueur 1 : contre-exemples de 

Hans Lewy et de Hormander), et que la question est incomparablement 

plus difficile. 



CHAPITRE III - La résolution de Spencer 

§ 1 - Quelques notations 

Soit X une variété de dimension n (c= ou ana.lytique 

réelle) de faisceau structural ~ (nous nous intéresserons parfois 

à des situations "ponctuelles"; (:f sera. elors un anneau de 

germes, ou même de séries formelles). 

~ est le faisceau des germes d'opérateurs différentiels 

sur X; il est filtré par les $k, k~0 , faisceaux des germes 

d'opérateurs dé degré ~ k 

m = U 
k ;>O 

les Jk étant munis de leur structure de 0-module à gauche. La 

composition des opérateurs différentiels 

munit $ d'une structure de faisceau d'anneaux non commutatifs. 

0 s'injecte dans ~ 1 une fonction pouvant être considérée 

comme opérateur de degré 0 ; :1J est ainsi muni de deux struc

tures de ~-module filtré, une à gauche, et une à droite. Lorsque 

nous écrirons un produit tensoriel comportant ~ en facteur 1 

pour savoir quelles structures de 6-module interviennent, nous 

adopterons les mêmes conventions que pour les produits tensoriels 

faisant intervenir J (cf. chapitre I). 

Nous identifierons ~
1

/o à T, faisceau des germes de sec

tions du fibre t~ngent à X. Les deux structures de O-module sur 
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!D1 donnent, par passage au quotient, la même structure sur T. 

D'autre part, T s'injecte dans $ 1 , un champ de vecteurs 

étant considéré comme un opérateur de degré l de la façon usuelle. 

Cette injection est un morphisme pour la structure de 0-module à 

gauche de $
1

• 

Nous désignerons par .al le quotient $ /~ 1 • Les deux m m m-
structures de d--module induites par celles de ~ y coïncident. 

m 
:D sera le gradué associé au module filtré 5J 

Dans la situation 11:pqnctuelle" (O' est un anneau de germes ••• ) , 

~ est isomorphe à une algèbre de polynômes O [s_, ... , ~n] • 

Soit E un fibré vectoriel(l) sur X. Nous désignerons 

par ~(E) le faisceau des germes d'opérateurs sur E , à valeurs 

scalaires 

!D(E) = U D) (E) 
k 

k~o 

On vérifie que !bk(E) 

fibré dual de E , et 

est isomorphe à 

.!l\ étant muni, 

de sa structure de 0-module à droite. 

Plus généralement, le faisceau 

rateurs différentiels de E dans F 

!li t::'I E* E* étant le 
k ~O ' 

suivant nos conventions, 

des germes d'opé-

F sont deux fibrés 

vectoriels sur X ) , de degré ,6. k , est isomorphe à F@~k®E,,. , 

l'opérateur différentiel associé à f ©a© e9<· ( f es F , a = .'.!>k , 

e~ E E*) étant celui qui transforme la section e de E en la 

section a{<e*,e>).f de F. 

Remarquons au passage que .m® E et E ®ID sont deux être 

tout à fait différents ; le premier est le faisceau des opéra

teurs sur E*, à valeurs scalaires ; le second est le faisceau 

des opérateurs sur le fibré lx, à valeurs dans E. 

(1) Nous désignerons un fibré vectoriel et le faisceau de ses 
sections par la même lettre en laissant le lecteur interpréter. 
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§ 2 à Introduction 

Nous nous intéresserons à une situation du type suivant 

a est une section au-dessus de X du faisceau d'opérateurs

~(E,F} , et nous voulons étudier le faisceau des sections de 

E annulées par a. 

Par composition à droite, a définit un morphisme de 

~-modules à gauche 

dont nous appelons M le conoyau. Appliquons le foncteur 

Hom_w(.,cr) à la suite exacte 

Nous obtenons la suite exacte 

(où E désigne le faisceau des germes de sections de E) ; 

cette suite nous montre que Hom~(M,O') est le faisceau de solu

tions à étudier (cf. chapitre II, §1). 

Dans la suite, nous partirons d'un ~-module à gauche M, le 

loi de ~-module sur M étant contenue dans le morphisme e de 

la suite 

et nous chercherons à prolonger cette suite en une résolution de 

M D 

§ 3 - Recherche d'une résolution de M 

Considérons le ~orphisme 

D SJ ® !Dl ® M -+- :JJ ® M 

a @ ~ @ m 1--+- aE;; © m - a @ E;m 
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Si ~ est de degré O , l'image de a®~©m est O • Par passage 

au quotient, nous en déduisons un morphisme 

(donné par la même formule si nous considérons que T est in-

jecté dans S) ) 
l 

Plus généralement, fabriquons les morphismes 

D 

Nous affirmons que la suite 

. . . . . 

est une résolution de M. 

On vérifie facilement que D0 D = 0 

Le complexe(*) est fibre par les complexes 

• • • • • 

(p~O; si k<O , on pose ~k = 0). Le noyau de l'injection de 

{*p-1) dans (•p) est le complexe 

- n d d -
(+p) 0 -!,,- SJ (i)I\ T®M ~ •••• -+ !1J ©M 4 0 , 

p-n p 

où l'opération 
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est définie par 

Si M est localement libre sur a, le complexe {+p) est 

acyclique cela résulte de l'acyclicité du complexe 

•••• 

{ d é t an t d ê fini c omm e on 1 e pense ) • 0 r , 1 a fibre en x <= X du 

:~::: ::•::~:éau4f~i;r:~: .~: ~i:Jql:e::ac;x:e:
0
~0~:;ôm::th::0-

système de coordonnées locales de X au voisinage de x. Le 

complexe (x p) est un complexe de Koszul sur un anneau de poly-
.... sait qu'un tel complexe est acyclique (c'est le dual nomes ; on 

8-complexe considéré au chapitre I, §3b) • 

Il résulte tous les complexes {-,tp) ont la ... 
en que meme 

cohomologie, soit une cohomologie nulle puisque (*O) est le 

complexe acyclique: 

id 
0-+ !P ® M'=M .--+-M-+ 0 

0 r:, 

Le complexe (~) , limite inductive des (*p) , est donc exact. 

§ 4 - Résolution d'un module M filtré 

Nous supposerons maintenant M filtré par des Mk (k~O), 

et nous allons filtrer en conséquence la résolution trouvée pour 

M. Nous ferons dès le départ deux hypothèses sur la filtration 

de M: 

1) pour tous k , .e, positifs ou nuls : .mk Me, c Mk+e 

2) pour k supErieur a un k
0

, Mk engendre M sur m. 

Le complexe (*) est filtré par les complexes 

D -+ ••••• 

du 
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Le complexe gradué associé à cette filtration a pour composantes 

homogènes : 

•••• 

où 0 

est défini par 

Ce dernier complexe est le tensorisé par !l> d'un complexe que 

nous écrivons : 

•••• 

Nous allons montrer que, sous certaines hypothèses, les complexes 

(k+) sont exacts, pour k assez e;rand. !D étant libre sur r:f , 

les complexes (kx) seront aussi exacts. Les complexes (k*) 

auront donc à partir d'un certain rang une cohomologie constante, 

donc égale à celle de leur limite inductive {,it) , donc nulle. 

Nous aurons ainsi trouvé de nouvelles résolutions de M , moins 

volumineuses que la résolution du §3 (susceptibles par exemple 

d'être de type fini). 

Pour étudier la cohomologie de (k+) , plaçons-nous dans 

les germes en un point x de X, Rappelons que 

• • • 

Désormais, nous omettrons les indices x. 

a) Premier système d'hypothèses 

de type fini sur s5 • 
cr est noethérien, M est 

Soit ~ un élément de T = !ll1 , Ncus utiliserons l'opération 
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définie par: 

On vérifie(d'abord sur les éléments décomposés) la formule 

d'homotopie 

ô(t x} = tx - ~A 6x 
f\ 

Cette formule montre que, si x est un cycle, ~x est un bord. 

On en déduit que, si x est un cycle, et a un élément homogène 

de ~ , de degré >O , alors ax est un bord. 

Appelons Z l'ensemble des cycles de APT®M. L'opération 
- p 

6 étant ~-linéaire et homog~ne, M étant de type fini sur ~, 

qui est noethérien d'après le théorème de Hilbert, Z est un 
p 

i-module gradué, homogène, de type fini. Soit {z.}. I un sys-
1 le:: 

tème (fini) de générateurs homogènes de Z , et h le plus 
p 

grand degré de ces opérateurs, Soit z un élément de Z , 
p 

homogène, de degré strictement supérieur à À • On a 

où les a.. 
1 

z = I 
icaI 

a. z. , 
l l 

sont des éléments homogènes de - , S:> , de degre >O • 

Le cycle z est donc un bord, et nous avons montré la nullité 

de la cohomologie de (k+) pour k>À+n. 

b) Deuxièl!le système d'hypothèses : cr= C 00
, les Mk sont 

libres de type fini au-dessus d'un voisinage de x. 

Calculons d'abord la valeur en xe.X de la suite de S-

cohomologie, c'est-à-dire travaillons, non pas avec cr , mais 
X 

avec son quotient par son idéal maximal, qui est œ. Ce dernier 

est noethérien et la démonstration du a) peut être reproduite : 

la valeur en x de la ô - cohomologie est nulle en degré assez 

grand. 
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Nous nous plaçons maintenant, non plus dans les germes, 

mais au-dessus d'un voisinage ouvert n de x. L'espace 

fPT©Mk étànt libre de type fini sur f:f (si n est F...ssez 
-p 

petit), il est isomorphe à l'espace des sections au-dessus de n 

d'un fibré vectoriel E de base X, Les applications ô 
k,p 

étant cr-linéaires, (k+) est le complexe des sections au-dessus 

de n d'un-complexe de fibrés 

(k.)0--+-Ek ,L._E -4 ,n k,n-1 • • • • 
ô 
->- Ek ~ 0 ,o 

Nous avons en fait dfmontré que, au point x, la suite des fibres 

~ • , • , -+ E, (X) -+ 0 
K,O 

est exacte. On en déduit alors que le complexe des sections de 

(k,) est exact, si Q est assez petit (raisonnement classi1ue~. 

Remarque 1 (de caractère pratique) : sur la liberté (locale) des 

Mk et Mk (leur type étant supposé fini) 

a) 

Mk est 

Si les Mk sont localement libres pour k>k
0 

, et s1 

localement libre, alors Mk est localement libre pour 
0 

k~k • 0 ~, Supposons la ô-cohomologie concentr~e en degré 

Si les Mk sont localement libres pour k -n,k<k , ils 
0 0 

k<k 
0 

le sor:i.t 

pour tout k~k -n • Démontrons par exemple que Mk 
0 

est locale-
0 

ment libre. La suite (de sections au-dessus d'un ouvert 

X) : 

ô 

-----
-+ •••• 

de 

--+- 0 

a une cohomologie nulle en tout point. Les npplications ô sont 

donc de rang constant (du moins les n-1 premières, qui sont des 

morphismes de fibrés) ; la dernière application ô est surjective, 

donc Mk est localement libre. 
C 
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Remarque 2 sur les filtrations possibles de M. 

Soit a un E-F opérateur différentiel, de degr~ ~r; 

soit M le conoyau du norphisme 

a .9) ( F) -+ 1'( E) 

Appelons N l'image de ce morphisme. 

On peut filtrer N à l'aide de la filtration de ID(E) : 

puis filtrer M en posant 

M = 9J (E)/N 
k k k 

C'est ce que nous appellerons la bonne filtration de M (cf. 

chapitre II). 

On peut aussi considérer les opérateurs 

et appeler M~+r le conoyau et N~+r l'image de ak+r. Il 

existe alors une application naturelle, iq, de M~ dans M~+l , 

sans que cette ~pplication soit nécessairement une injection ; 

qu'elle en soit une équivaut à: 

N' n :1) (E) = !l' • 
q+l q q 

Nous appellerons alors M;+l le conoyau de 

Avec les M~, on peut se livrer à des 

à celles décrites avec la bonne filtration 

particulier des opérateurs 

ô 

1 • 
q 

opérations analogues 

Mk. On définit en 
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Nous allons les utiliser pour donner un critère pour l'injec

tivité de 1 
q 

ThéorèI:1e : 

Supposons remplies les trois hypothèses : 

1) m1 N~ = N~+l (le premier membre est toujours inclus dans le 

second) 

2) ik-l est une injection 

3) la suite 

est exacte, 

Alors, ik est une injection. 

Remarque :jusqu'ici, Nk' et M' n'€taicnt d~finis que pour 
k 

k>r. Pour o,k<r , on prendra pour Nk n'importe quel sous-

module de ~k(E) , pourvu que soient remplies les conditions : 

et nous poserons Mk = ~k(E)/Nk. Pour k<O , nous poserons 

Mk = 0. 

D€monstration du thfor~me Par d~finition de M' , la suite 

0 --+ N' -.;. !ù(E) ➔ M' -+ 0 

est exacte. Ecrivant la suite exacte de &..cohomologie, sachant 

que la 6-cohomologie de ~(E) est nulle, et tenant compte de 

l'hypothèse 3), nous déduisons l'exactitude de la suite 

( 2) 

Soit b un élément èe 

Nous allons montrer qu'il appartient à Nk: 
Puisque b <=.Nk+l :: ..'Z>1 Nk (hypothèse 1)), on a 
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b = C + ? 'v b. 
ûX. J. 

1 J. 

Puisque b G !Dk ( E) , si b. 
1 

désigne la partie d'ordre k 

de b. , on a 
1 

1 Z> 
b . 0 - = ax. 1 

1 

Ceci exprime que l ê>v 0 b . .s T ©N' est un cycle pour la 
X. l. a 

3-cohomologie, donc un borà d'après l'exactitude (2) ; nécessai-

rement : 

Alors 

b. = I 
1 

v 
ôx. 

J 

C •• 
l. J 

b! = b. - l 
]. 1 

<) 

ÙX. 
J 

C •• 
]. J 

C .. E Nk' l lJ -

C .• 
l. J 

C •. 
J l. 

est un ~l~ment de 
é) 

Nk.-n.:Dk-l(E), donc de Nk-l (hypothèse 2)) ; 

b ! 
1 

a pp art i ent à donc 

est un élément de 

b = C + l 
., 

ê) X. 
]. 

b ! 
1 

N' · ceci démontre le thêor~me. k ' 

Remarque 3 : Ln résolution de M 

• • • • 

(dans la mesure où c'est une résolution), filtrée grâce à la 

filtration de aJ , n'est pas une bonne résolution : la suite 

eraduée associée est 

• • • • 

Elle est obtenue à partir de la suite 



• • • • 
d _..w_.o, 
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qui est exacte, en tensorisant à droite par des modules de plus 

en plus grands : elle ne peut donc être exacte. Nous allons 

construire une deuxi~me suite de Spencer, qui donnera de bonnes 

r€solutions de M. 

§ 5 - Deuxième suite de Spence_r. 

Nous reprenons un ~-module à gauche 

Mk, k ► O • Considérons le diagramme 

M, filtré perdes 

aug) A PT® Mk 

1T t 
~®/\PT @Mk 

i î 
$@APT ©Mk-1 

où D est le premier opérateur de Spencer (§3) , et o l'opéra-

teur introduit au §4. 
Posons 

:I> étant libre, .$@'-t':p,k est le sous-module de 

des éléments dont l'image par D appartient à 

:D ®/\PT® Mk formé 

i ( ~®A p-lT@ r,tk) • 

A l'aide de D, on fabrique naturellement un opérateur 

D' 

tel que 

D'D' = 0 

D'où le complexe : 

D' D' 
O ~ !D@e k -,./JJ®'e 1 k __. •••• n, n- , 

Si la première suite de Spencer est exacte en .ID® APT ®Mk , 
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cette deuxième suite de Spencer est exacte en .!l®~,k : en effet, 

on a gardé tous les bords de !D ® APT @Mk , mais on a peut-être 

supprimé des cycles. 

Démontrons que cette nouvelle résolution de M: (a.,ans la 

mesure où c'en est une) est bonne, c'est-à-dire asymptotiquement 

acyclique, après filtration sur le premier facteur: le deuxième 

complexe de Spencer est filtré par les complexes 

Le complexe gradué associé a pour composantes 

où l'opérateur d' est obtenu par passage au quotient à partir 

de l'opérateur d. 

Chaque <t? est défini par une petite suite exacte 
p,k 

la notation Z(APT®Mk) désignant l'ensemble des cycles de 

APT©Mk pour la 5-cohomologie. Nous pouvons donc injecter dans 

le complexe (*) le complexe 

• • • • 

qui est le tensoris6 ~ droite par M d'un complexe de Koszul 
k-1 

sur un anneau de polynômes, déjà rencontré ; (x) est donc acyclique 

si Mk-l est libre. 

Le quotient de(*) par (x) est le complexe 

Nous avons affaire à un complexe double, borné dans les deux 

sens 



J 
O O O - ::De,® tlT ®Mk 

.J. f> 
p-1 

!ll.e, @A T @Mk+l 
,S, 

f 
._4 .:i,t+l@ Ap-lT ® !:,\ -+ •.. 

t 6 

~ .;Ot-+l © i\p .. 2T @Mk+l ➔ • • • 

t . 
Les deux différentiations sont liées par la relation 

d S + lld = 0 • 
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Si les Mk sont libres, les lignes sont exactes. Si k est 

assez grand, et avec quelques hypothèses étudiées au §4, les 

colonnes sont exactes. Il est alors connu que les complexes de 

cycles pour la S-cohomolagie ferment une suite exacte pour la 

d-cohcmologie. D'où l'exactitude de(+), qui, jointe à celle 

de(~), donne l'exactitude de (*), et dênontre la bonté de le 

deuxi~rne résolution de Spencer de M. 

§ 6 - Relations avec le chapitre I, et la thGorie des noyaux. 

a) Reprenons, dans le cas trivial, la suite de Spencer du 

chapitre I 

par composition, on en déduit une application 

Mais si E est un fibré vectoriel, m(E) = !:D©E,l( ; et Jk* = !Dk , 

donc (A PT-k@ Jk) * = A PT® :bk ; on trouve donc une application 

que nous noterons désormais n~, et dont on vérifiera facilement 

que c'est. dans le cas oa M = m, celle qui a ~t~ not~e D au 

Si maintenant nous nous donnons un fibr€ vectoriel E et 
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un ~-module M, quotient de ~(E) , muni de sa bonne filtration, 

on posera 

()k = Home-(Mk,1") (en particulier, s1 

~-k e s t 1 c fi br ê du a 1 de M ) · c ' e s t .., k ' 

Mk est localement libre, 

un sous-faisceau de Jk(E) 

qu'on pourrait appeler "solutions formelles d'ordre k du sys-

tème d'équations défini par M". Lorsque les Mk sont locà.le!llent 

libres de type fini, les applications ~k+l ~ ;k seront sur

jectives (puisqu'on a muni M d'une bonne filtration), et les 

hypothèses de régularité du chepitre I, §6 seront satisfaites ; 

d'autre part (sous les hypothèses de régularité) on voit facile-

âént que si l'on a !:Dl Mk = Mk+l , on a. (J 1 ® 4>k) nJk+l(E) = 4,k+l 

(utiliser chap.I, §6, exemple I). les deux points de vue se re

collent donc relativement bien, à ceci près que celui développé 

au chapitre 3 est plus riche : deux systènes différents peuvent 

evoir les m@mes solutions formelLes, sans coincider (et mine sans 

avoir, p. ex, les mêmes solutions distributions, exemple 

prendre les équations d'ordre O: xf = 0 et f = 0) 

X=IR ; 

b) Rappelons enfin que nous avions défini au chapitre I la 

différentielle de Spencer com.!'.le provenant de d sur un produit 
X 

XxY • Nous allons ~aintenant utiliser cette définition, et la 

dualité que nous venons d 9 obtenir, pour interpréter D~ au 

moyen de la théorie des noyaux. 

S0it X une variété orientée, de fibré cotangent T~; 

X. Déqignons pnr AnT~ est le fibré des formes volu~es de 

t{ APT~) l'espace des sections C
00 

sur X du fibré des p-formes. 

Cet espace, en tant ~u'espace vectoriel réel, a pour dual 

~• ( 1lT@ AnT ) , espace des sections distributions à support compact 

du fibré APT Ci> t\nT"lt • Précisons qur::l est 1 1 accouplement entre ces 

deux espaces : soit w(x) une section de APT~ , a(x) une 

section distribution de APT , dx une forme volune ; w(x) a(x) 

est un courant de degré O , w(x) a(x) dx est un courant de 

degré n (à support compact), et nous posons : 

<w(x), a(x) dx> = f ;(x) a(x) dx 
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Remarquons que, grâce au produit intérieur, APT ©AnT~ est 1s0-

,1n-r, 
raorphe à 11 .l:"T" • 

La différentielle extérieure : 

admet une opération dunle : 

ou d* 

Sous cette deuxième forrie, d* s'explicite par le même formule 

que d. Dans la première forme, d~ est définie explicitement 

par 

où 0(~) désigne l'opération dérivée de Lie par rapport au 

c h ari p s . [ E,: i E. t ( T ) , n E. t' L'I n T -lf)] 

Soit Y un deuxième cxenplaire de la variété X. 

Nous associerons à un opérateur K è.e ê,(Y) de.ns t:(X) un 

noyau sur x~Y , c'est-à-dire une section distribution du fibré 

sur x~Y image réciproque du fibré des formes volumes sur Y 

{section à support prorre en y) 

Kf(x) = Jy f{y) K(x,y) dy 

Aux opérateurs différentiels, sont associés des noyaux dont le 

support est la diagonale de XxY (ils annulent une puissance de 

l'idéal de dffinition de cette diagonale). Plus génfralement, 

©@APT s'injecte dans l'espace des noyaux K(x,y) dy , courants 

de degré O en x , en y , sections distribution de APT©AnT,J/', 
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!Il@/IPT@!D s'injecte dans l'espace des noyaux K(x,y,z) dy dz , 

courants de degré O en x , en y, sections distribution de 

APT@AnT .. , et, en z , sections distribution de AnTi'r. 

La différentielle d• par rapport~ le seconde variable y 

nous donne un op~rateur 

qui n'est autre que l'opérateur de Spencer n~, d~ns le cas 

M = ~. V€rifions-le pour p=l : soient a et b deux ~1€ments 

de.~ , auxquels sont associés les noyaux a(x,y) dy , et 

b(u,v) dv 

forme dy 

respectivement. Nous pouvons toujours supposer que la 

~st invrriantc par le champ de vecteurs ~ • A 
'ù X . 

1 

l'élément a@.2-@b vx. de $ © T ®~ , est associé le noyau 
1 

v a ( x, y) b (y, z ) dy d z • 
"'Yi 

A l'élément (a_]._®b - a©-2-b) de 
'i)X. vX. 

1 1 

:J) Œ)~ , qui n'est a.ut re que D ( e G;)-2..... Qb), est associé le noyau 
~x. 

1 

r "üa _û l _ - ô y . ( x , y ) b ( y , z ) ~ . a ( X , y ) v y . b ( y , z ) ~ dy d z 
1 1 

- - ù~- [a(x,y) b(y,z)j dy dz ~ 
1 

qui est bien égal à d;jt f-2....@a(x,y) b(y,z) 
y ~Y-

1 

dy dz] . 
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