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CHAPITRE 5. 

HOMOLOGIE THEORIE 

-:-

HOMOLOGIE DES COMPLEXES SIMPLICIAUX. 

Définition (complexe de chaînes orienté) 5.1. 

Soit un complexe simplicial K 

a) Etant donné un k-sim~lexe (de dimension k) 

on définit une relation d'équivalence sur l'ensemble ordonné des sommets de 

s 

si a est une yermutation paire (i.e. : de signature 

classes d'équivalence sont notées (p
0 

, p
1 

, ••• , Pk] 

E(a) = + 1). Les 

et chaque classe est 

appelée k-simplexe orienté de K. A chaque k-simplexe <S> correspond donc 

un k-simplexe oriente si k = 0 et deux k-simplexes orienté si k < 0) . 

b) Soit C· (K) le groupe abélien libre engendré Jar les q-simplexes orientés 
q_ 

Ci q_ de K avec la relation 

et désignant les deux orientations possibles de (lorsqu'elles 

existent) 
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Donc C (K) = 0 
q si q < 0 et C (K) 

q 
est un groupe abélien 

libre de rar,g égal au nombre d.es 

Si I KI = ~ C (K) = 0 
q_ 

q-simplexes d.e K si k ~ 0 

q f 'Z 

c) On définit un opérateur bord d : c· (K)-c 1(K) par 
q q q-

d [Po, P 
1 

, ••• , 1> J = ~ (-1 l [p
0

, P 
1 

, o o. , f> .. , •• op ] 
q q. O~)~q _ l_ q_ 

où [p
0

,p
1
,.oo,i\,• 0 •,Pq_] = [P 0 ,i\,• 00 ,Pi_ 1 ,Pi+ 1 '°•·,Pq]. 

;Cet 'opéra teu.r bord,, défini sur les géné:rateurs de ë (K,) s I étend à tout q 

C (K) car 
q_ 

si désignent les deux orientations de 

rifiera par le calcul qu'on a bien 

d d := 0 
q q+1 

d) Le complexe de chaînes libre C(K) = fë~(K) 

de chaines orient6 de K o 

L'homologie de ce complexa de chaines noté 

est appelée homologie orientée de K 

d } 
q 

e) Il est parfois utile d'ajouter des générateurs à 

de considé!'er C (K) engendré par les 
q 

aq. Le lecteur vé-

est appelé complexe 

C (K). Si on convient 
q 

[Po, o •• , Pq] (po ' 0 0 C ' pq sommets distincts ou non d 1un simplexe) 

où [Po,•·•• pq] - 0 si ·ies . pi ne sont pas tous -.1istincts 



défini en a) s'ils le sont 

le lecteur vérifiera qu'on ne change pas la définition de d 
q 

Proposition 5.2. 

Etant donnés deux complexes simpliciaux 

simpliciale : 

cp:K ->K 
1 2 

elle induit une transformation de chaînes c(cp) telle que 

et la correspondance cp-> C(cp) est fonctorielle (covariante). 

Preuve ; laissée au lecteur. 
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Il faut remarquer que l'on a besoin de 5.1. d) pour que la définitd..on de 

C(cp) soit correcte car les cp(pi) ne sont pas nécéssairement distincts 

Remarque 5.3. 

Dans le complexe simplicial S des faces 

de 

cycle (ce qui se visualise par une boucle en dimension 1) mais aussi un 

Par contre dans le complexe S des faces propres de S , ce cycle rt 1 est 

pas un bord, donc {a} est un générateur de H
1

(K)" 

Ceci donne au lecteur l'idée intuitive que H (K) 
q 

est engendré par les trous 
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de dimension q de K (-dans S le trou de dimension 1 correspond à 

Le lecteur pourra exercer ce raisonnement sur un complexe simplicial quelconque 

Proposition 5o4o 

C(K) est un complexe augmenté 

Une ~ugmentation est donnée par; c ~ c
0

(K)-'> Z 

pour tout sommet p de K 

Preuve ~ 

Pour tout générateur [p
0 

, p
1
] de C

1 
(K) , on a 

Définition (complexe de chaînes ordonné) 5o5o 

Au complexe simplicial K nous allons associer un nouveau complexe de chaînes 

dont l'intérêt sera de servir dnintermédiaire entre le complexe de chaînes 

orienté et le complexe de chaînes singulier que nous déf.inirons plus loin 0 

a) Un q-simplexe ordonné est une sui te ordonnée de (q ;1-, 1) sommets 

appartenant à un même simplexeo 

On note un tel simplexe ordonné ~ (p
0 

, ••• 9 pq) o 

Dans ce cas, la définition dnun q-simplexe ordonné permet la répétition des 

sommets. 

b) .Soit C (K) 
q 

le groupe abélien libre engendré par les q•-simplexes ordonnés 



de K si q_ ~ 0 et C (K) = 0 q_ si q_ < 0 

On définit un opérateur bord d C (K) ➔ C 1(K) 
q_ q_ q_-

(le ~-
1 

signifie toujours qu'on ôte p_) 
1 
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par 

Il est évident ici q_ue d 
q 

est bien défini puisque défini sur une base 

de C (K) q_ et on montre comme pour 5.1. que 

d d = 0 
q+1 q 

c) Le complexe de chaînes libre C(K) 

de chaînes ordonné de K. 

= { C (K) 
q 

d } 
q 

est appelé complexe 

Son homologie est appelée homologie ordonnée de K et est notée 

H(C(K)) = H(K) 

Comme ci-dessus, on a les deux propositions suivantes 

Proposition 5.6. 

Etant donnés deux complexes simpliciaux K
1 

simpliciale 

et et une application 

elle induit une transformation de chaînes c(~) définie par 

c(q,)(po , ••• , P) = (cp(p ), •.. , cp(p )) 
q O q 

et la correspondance est fonctorielle (covariante). 
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Proposition 5. 7. 

C(K) est un complexe augmenté : 

Une augmentàtion E: c0(K) - 2 est donnée par 

pour tout sommet p de K 

Remarque et définition 5.8. 

a) Ce qu'on a dit jusqu'à présent sur les complexes simpl~ciaux aurait pu 

être dit sur les complexes abstraits (au sens du chapitre III). Mais il est 

évident que ceux-ci non d'intérêt que dans la mesure où ils sont munis d'une 

topologie convenable, ce qui n'est pas fait dans ce cours. 

b) Nous allons cependant définir les composantes connexes d'un complexe abs

trait A (qui correspondent aux composantes par arcs de leurs réalisations) 

p et p' sont dits être connectés, s'il existe p
0 

= p ,p
1 

p = p' 
n 

tous sommets de A, tels que (pi , pi+
1

) soit un simplexe de A· pour tout 

i 

c) Pour un tel complexe (abstrait ou simplicial) K dont les composantes 

connexes sont (Kj)jEI , on a d'après 4.33 

Théorème 5. 9. 

C (K) = 
p 0 

jEI 
C (K.) 

p J 
donc H (K) 

p 
H (K.) 

p J 

Soit K un complexe simplicial, de la forme 

K - K' * p - 0 

où K' est un complexe simplicial et un sommet de K • 

Alors C(K) est un complexe de chaînes augmenté acyclique. 
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Preuve : 

Nous allons utiliser 4o45 en montrant que .i::: induit une équivalence de 

chaînes 

Soit -i;
1 où Z7 == 0 

q q -1= 0 définie par 

-i;o(n) "q = 0 

On a 

L'application D C (K) - C 1(K) 
q q+ 

défini.e par 

est une homotopie entre IdC(K) et -i;
1

-i; 

D 

Corollaire 5.10. 

Soit un simplexe S de dimension n 

On a iÏ Cs)= o 
q 

pour tout q 

Définition (transformation acyclique) 5o 11 o 

Etant donnés un complexe simplicial (ou abstrait) st un complexe de chaînes 

augmenté par e: C ~ une transformation 

est di te transformation acyclique, si à chaque simp:l.ex:e S ( K 

un sous-complexe de C tel que; 

a) Pour tout S ( K r(s) est acyclique, et augmenté par E: 

r(s
1

) est un sous-complexe de r(s) . 

r associ.e 
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Théorème 5.12. 

Soit un complexe simplicial (ou abstrait) K , un complexe de chaînes C' 

et une transformation acycliQue r. Alors il existe une transformation de 

chaînes, uniQue à une homotopie près -r : C (K) - C' telle Que : 

Le sup~ort de -. soit inclus dans r. 

i.e. a) pour tout simplexe 

-. (p
0 

, ••• , p) E c (r(s)) 
Q Q Q 

b) -. soit algébriQue 

i.e. si E est l'augmentation de C(K) définie par E(p) = 1 pour tout 

sommet p 

Preuve ~ 

Existence 

et E' l'augmentation de C' 

E:'-r = € 
0 

1) en dimension O: 

Comme r est acyclique, pour tout sommet p de K , par définition a) 

E::1 1 co(r(p)) est surjectif 

donc il existe zP E c
0

(r(p)) tel Que 

est défini par '"o(p) = (zp) sur la base de c
0

(K) 

donc partout par extension et vérifie 

2) Supposons définie pour tout p < Q , satisfaisant à a) et b) 



(q > o) 

C (K) _d__,. 
q C 1(K) -q-

C' 
q-1 

Soit .cr = (p
0 

, ••• , p ) E C (K) 
q q 

d = 
CJ 

-i; d = q-1 CJ 
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1: 1 (po '· • · ' il· '· • · P ) q- l q 

D'après l'hypothèse a) supposée pour ( q-1 ) : ,: 
1 
d E C 

1 
[ r (cr)] • 

q- CJ q-

Or -i; définie jusqu'à (q-1) est supposée être une transformation de Chaînes 

donc vérifie 

d 0
,: 1(dcr) = (,: 2)(da) =. (5 = 0 q- q- q-2 

i.e. 1: 
1
da E z .

1
(r(a)) = B 

1
(r(a)) 

q- q- q-

car r(a) est acyclique 

donc ,: da = d 1 z z E C (r(a)) 
q-1 (5 (5 q 

Posons ,:p(a) = z 
(5 

SIIV.. 

,: défin~e base de C (K) s'étend à C (K) e:f vérifie q q q 

d',: = C d q q,,1 
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Unicité : 

Soient satisfaisant à a) et b) 

1~ En dimension 0 

Soit un sommet p de K. 

et 

est un cycle de r(p) qui est acyclique c'est-à-dire 

un bord. 

On définit alors D 
0 

D (p) == z 
0 p 

C (K) -> C' par 
o 1 

sur une base de C (K) 
0 

On a donc pour tout sommet p de K 

2) Suppopons que D soit défini sur 
p 

tel que 

et ( 1 ) 

Soit 

D 
p 

C (K)-> C! 
p p+1 

d!D + D d == • - •' p p-1 p p 

, ••• , p ) E C (K) 
q q 

.a - .!a - D 1 da E c (r(a)) 
q- q 

C (K) 
p 

pour tout p < q 

D (cr) E C 
1

(r(a)) 
p p+ 

(q_ > o) 

les deux premiers termes y appartiennent d'après a) et le troisième d'après 

l'hypothèse de récurrence (2) vérifie 

D da == q_-1 
D 

1 
(p , ••• , p. , ... p ) 

q- 0 l q_ 

mais r est une transformation a_çycliq_ue et 



(p , ••. ·,. 
0 

A p.,ooo, 
_l 

p ) ~ (p ••• p ) 
q O q 

r(p 
0 

, ••. fi .... p ) c r(a) 
l q 

enfin D 
1 
da € C ( r( a)) 

q- q 

D'après l'hypothèse (1) 

d'D 
1

(da) + D 2d(da) = ~(dcr) - ~ 1 (da) 
q- q-

donc: 

Comme précédemment ~ 

Il existe donc 

D 
1
da € z (r(a}) = B (r(a)) 

q- q q 

z€C 1
\

1 a q+ 
tel que 

~a - ~•a - D da= d 1 za q-1 

Nous définissons D sur une :base de C (K) par 
q q 

D (a)= z 
q 0 

Il est evident alors que D vérifie l'hypothèse d'induction pour 

Nous avons donc montré par induction que 

Corollaire 5.13. 
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p ~ q • 

Etant donné un complexe simplicial (ou abstrait) K on a l'isomorphisme 

H(K) ~ H(K) 

Plus précisèment C(K) et C(K) sont équivalentes. 

Preuve: 

Nous. allons montrer que la transformation de chaînes 
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'C ~ C(K) ---> C(K) définie par 

est une équivalence de chaînes. 

Le fait que ce soit une transformation de chaînes est visible, 

Pour définir une inverse ~ ~ C(K)---> C(K) de " nous choisissons un 

ordre total arbitraire sur l'ensemble des sommets de K, et nous appelons 

chaîne normale toute chaîne C = r, n. o. 
l l 

de C(K) pour laquelle l'ordre 

de chaque simp~exe ordonné a. est celui induit par l'ordre total choisi. 
l 

Il est donc clâir que si c est normale, de aussL 

Si C(K) est le groupe des chaînes normales, on a 

-.j C' (K) est bijective. 

On définit T= [ -r: 1 C ' (K) r 1 

-c est une transformation de chaîne en 

pour tout c C ë (K) 

(;c est normale, donc d;c aussi et i;(di;ê) =d-i;1;C ::;;: dê) 

Soit r la transformation acyclique 0 K •➔ C(K) 0 

r(s) = c(s) (complexe de chaînes ordonné de s) 

vérifient les conditions du théor~me 5.12 donc 

or 

Donc -i; est une équivalence de chaînes, 
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Remarque: les deux complexes de chaînes C(K) et ë(K) ayant la même homologie, 

H(K) désignera dès maintenant cette homologie. 

Théorème (relation avec la contiguité) 5014. 

Soient deux complexes simpliciaux K
1 

ciales 

et deux a~plications simpli-

dans une même classe de contiguité (cf. 3.46). 

Alors 

et 

Preuve : 

C (cp) 

ë(qi) 

C(cp') 

c (cp') 

c(K
1

) _, C(K
2

) d'une iJ!lart 

C(K) - ë(K) d'autre part sont homotopes. 
1 2 

Comme l'homotopie est une relation d'équivalence nous pouvons supposer q_ue 

cp est contigue à cp'. L'homotopie de C(cp) et C(cp') est donnée par 

D(p , •.• ' p) = 
0 q 

Celle de c(~) et C(cp1
) s'en déduit par 5.13. 

Théorème 5o 15. 

Si K est un complexe simplicial (ou abstrait) non vide, connexe, 

Alors H (K) = ~ 
0 

Preuve: 

Soit ~ l'augmentation de C(K) 

sommet p • 
0 

Pour chaque sommet p. 
l 

,,, 
(H (K) = 0) 

0 

pour tout p). Fixons un 

il existe un chemin d'arête de à 



q auquel correspond une chaîne ci E C 
1 

(K) 

{En.(p.)} 

telle que 

Unechaîne de H (K) 
0 

Mais alors le cycle 

s'écrit avec 
l l 

e(E n. (p.))= l'. n. = 0 
l l l 

l'. n. (p.) 
l l 

est aussi un bord car 

d(E n.c.) =En. (p.) - l'. n.(p) = l'. n. (p.) 
lJ. J. l J. 0 l J. 

donc 
fJ 
H (K) = 0 

0 

Corollaire 5.16. 

de. = 
l 
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Pour tout complexe simplicial K , H (K) 
0 

est un groupe libre de rang 

égal au nombre de composantes connexes de K (non vides). 

Preuve : Evidente d'après 5.8 et 5.15. 

Définition (homologie relative) 5.17. 

Soit un complexe simplicial (ou abstrait) K et un sous-complexe L. 

a) On appelle homologie orientée relative de K par rapport à (ou modulo) 

L , l'homologie de ë(K)/ë(L) et on la note 

H(ë(K)/ë(L)) = H(K,L) 

b) On appelle homologie ordonnée relative de K par rapport à L , l'homolo-

gie de C(K)/C(L) et on la note 

c) Pour l'une ou l'autre des théories on définit comme ,lU chapitre IV l'homolo-
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gie relative de K modulo L à coefficients dans G et à valeurs dans 

G et on note ces gro-µ.pes 

H(K,L; G) H(K,L; G) 

* H (K,L; G) 

d) On a évidemment H(K,~) = H(K) ÎÏ(K,~) = H(K) 

Lemme 5. 18. 

Soit un complexe simplicial (ou abstrait) K, un sous-complexe L et un 

groupe G 

Alors on a les suites exactes 

i* p* 
- H (L) - H (K) ---::-> H (K,L) q q q 

d* 
-- H (L) -q-1 

i *($!;)1 
- H (L ; G) __. H (K ; 

q q 

p~1 
G) - H (K,L • G) L H (L 

q ' ' q-1 

et de même en homologie orientée. 

Preuve : 

De la suite exacte : O - C(L) i_ C(K) P_ C(K)/c(L) - 0 

Le complexe de chaînes C(K) étant libre, on déduit les suites exactes 

0 - C(L)@ G - C(K)@G - C(K)/C(L) €) G - 0 

0 - Hom(C(K)/C(L), G) - Hom(C(K), G) - Hom(C(L), G) - 0 

Il suffit de leur associe.r leurs sui tes exactes d'homologie. 
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Théorème 5.19. 

Etant donné un complexe simplicial (ou abstrait) K et un sous complexe L, 

on a les isomorphismes 

Preuve g 

H(K,L) ~ H(K,L) 

H(K,L,; G) ~ H(K,L G) 

H*(K,L; G) ~ïî*(K,L; G) 

L'équivalence de chaînes 

équivalences de chaînes 

définie en 5013 induit des 

Hom( -c ,G) : Hom(C(K) ; G) ___, Hom(C (K) G) 

On ne va donc traiter que le premier résultat 9 les autres se résolvant par 

le même procédé. 

-c induit le diagramme commutatif 

_,. H (1)-
q H (K)-q 

H (K,L) -> 
q H /1)-q+ H /K)-q+ 

s l'{;* sl'C* 1 'C* s l "* s l'{;* 

_, H (1)-
q Hq(K)-- H (K,L)-q H /1)-q+ H (K) -

q;+ 1 

On sait d'après 5.13 que •* est un isomorphisme entre les homologies 

absolues. 

Le résultat se déduit donc du lemme des cinq_ (4.36)a 
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Définition (caractéristique d'Euler) 5.20. 

a) On appelle 
ième 

q nombre de Betti du complexe simplicial K, le rang 

de H (K) 
q 

(qui est de type fini) 

b) On appelle 

H (K,L) 

ième 
q nombre de Betti de la paire (K,L) , le rang de 

q 

c) On appelle caractéristique d'Euler de K, le nombre 

dimK 
X. (K) = E b. (K) 

1. 
b. (K) 

1. 

.ième 
1. ·-· nombre de Betti de K 

i=O 

Proposition 5.21. 

dimK. 
E 

Preuve: 

On remarquera que x(K) est aussi 

x(K) = Tr Id*= Tr Id 

d'après 4.80. 

Remarque on a de même 

Corollaire 5. 22. 

dim K 
x(K) = E 

i=O 

dim K . 
x(K,L) = E (-1)1 

a. 
1. 

p : rang de 

p (ë. (K)) 
1. 

où a. 
1. 

est le nombre de i-simplexes de K - L. 



Application: 5. 23. 

Soit S un n-simplexe. On a les résultats suivants 

Preuve: 

On a 

donc 

H (s s) = { O q ! n 
q ' Z q = n 

ë. (s) = c (s) 
q q 

ë (s)/ ë (s) = q q 

q = n-1 
sinon 

ou q = 0 

si q ! n 

0 q /, n 
'l q = n 

donc ~ (s,~) = H (s,§) = {z0 

q q 
q /, n 
q = n 
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,., 
Comme H(S) = 0 d'après 5.15 de la suite d'homologie réduite 

- II (s) = 0 - H (s,s) - H 
1 
(s) q q q-

,., 
- H (s) = 0 

q-1 

(le lecteur vérifiera qu'une aug:fuentation n'affecte pas l'homologie relative) 

on déduit : 

H 1(s) ~ H (s,s) 
q- q 

ce qui nous donne le second résultat. 

Définition (suite de Mayer-Vietoris) 5.24. 

Nous allons construire des suites exactes de complexes de chaînes qui nous 

donneront de puissants moyens de calculer l'homologie à partir d'homologie 

déjà connues. 
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Etant donnés des sous-complexes CI et C" d.'un complexe de chaîne et les 

transformations de chaînes : 

i C' n C" _, C' © C" 

j C ' © C Il -> C ' ffi CIi 

définies par: i(c) = (c, -c) et j(c' , c") = c' + c" 

on a la petite suite exacte 

0 -> C' 0 C" 
i - C' (±)C" i_. (C' + C") _, 0 

à laquelle correspond la suite exacte d'homologie : 

i* j* d* 
-> H (c 1 n C") - H (c 1

) ©H (c 11
) - H (c 1 + C") -q q q q 

H (C1 f' C") 
q-1 

appelée suite de Mayer-Vietoris des sous-complexes C' et C" 

Proppsition 5.25. 

a) Etant donné un complexe simplicial K et deux sous-complexes K
1 

et 

on a la suite de Mayer-Viétoris : 

i* j* d* 
-> Hq(K/\ K2 ) - H/K 1) Œ)Hq(K) - H/K 1 U K2 ) - Hq_/K

1 
() K2 ) 

b) Si le complexe est augmenté, on a la suite de Mayer-Vietoris réduite de 

et ,, dès que 

* c) Etant données deux paires simpliciales (K
1 

, 1
1

) et (K
2 

, 1
2

) 

dans K, on a la suite de Mayer-Vietoris relative de et 

* voir définition en 5.26. 



Preuve 

a) On a 

Soit 

j* 
1

1
) Œ)Hq(K

2 
, 1

2
) -

d* 
Hq (K

1 
V K

2 
, 1

1 
V 1

2
) - Hq__

1 
(K1n K

2 

C(K1 fi K) = c(K1) () c(K2) 

C(K
1 

U K) = C(K
1

) + C(K
2

) 

Ki c K V K 
i 2 

On a la suite exacte 

il suffit d 1 en prendre la suite de Mayer-Vietoris. 

En particulier 
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b) La condition Kin K
2 

f 0 est evidemment nécessaire pour parler de 

"' H(K/) K
2

) • 

Mais alors on a le diagramme commutatif 
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2:_ c/K1) @Co (K2) L C (KO K) 

o l~ 2 

-o 

a 
lcE,E) 

~ @i ê' 

où a(n) = (n, -n) ~(n, rn) = n + m 

(2) 

qui vous permet de prolonger (1) en 

o -➔ c (K n K ) ~ 4 (K ) Œ) c (K ) 
1 2 1 2 

L C(K V K ) -➔ 0 
1 2 

---o 

c) Le lecteur montrera à titre d'exercice que si on a les suites exactes de 

groupes ~ o-➔ c ~c Lc-o 
1 2 3 

et 0-➔ C! 
1 

! f-<I c! 
a C ; • C ' l-'_2 _ _, C ' -➔ 0 

2 3 

avec c3 c c
3

, on a la suite exacte : 

a 

-

c/c, 
2 

a , ~ désignant les homomorphismes indu~ts par a et ~ o Ici on écrit la 

suite exacte (1) pour K
1 

et K
2 

puis pour 1
1 

et 1
2 

on en déduit la 

suite exacte 

_;)__, 

dont il suffit de prendre la suite de Mayer-Viétoris. 

Définition 5.26 (excision). 

Etant donné un complexe simplicial K et des paires simpliciales (K
1 

, 1
1

) 
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et (K
2

,1
2

) (une paire simpliciale est un couple de sous-complexes (K: ,1 1 ) 

où i: 1 1 c K1 est une application simpliciale), l'inclusion 

est appelée excision si 

Théorème 5o27o 

K -
1 

Une excision i entre paires simpliciales (K
1 

, 1
1

) (K
2

, 1
2

) induit un 

isomorphisme de leurs groupes d:homologie relative 

Preuve : 

Puisque i est une excision K = K lJ 1
2 2 1 

1
1 

= K n 1 
1 2 

D'après 4.3 on a~ 

Remarque 5o28o 

Tout ce que nous avons dit concernant les suites de Mayer-Vietoris et 1iexci

sion fut fait sur les chaines ordonnéeso Il est clair, je pense, qu!on aurait 

pu aussi bien prendre les chaînes orientées. 

a) Etant donnée une transformation acyclique r: K-> C on sait d'après 

5.12 qu'il lui correspond une transformation de chaînes •: C(K)-> C 
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algébrique et de sup~ort dans r , unique à une homotopie prèso 

On définit donc r* ~ H(K) - H(c) 

comme l'homomorphisme induit par -r; 

Remarque on laisse au lecteur le soin de définir de même 

* * * r g H (K) -H (c) 

b) Etant donné un complexe simpL_cial K , nous noterons Kn la subdivision 

barycentrique d'ordre n 

c) Soit Sd la transformation acyclique 

définie par~ Sd(S) = C(Sds) 

(elle est acyclique d'après 5.9 puisque SdS = b(S) * SdS) 

Proposition 5030. 

Etant donné un complexe simplicial K, Sd induit un isomorphisme de 

groupes dghomologie 

Preuve : 

On définit la transformation acyclique r par 
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S1 E 1 
K '' 

(s est toujours bien défini car {s 0 t s1 c S 1 l est fini, non vide et réticu-

Soit -. une transformation de chaînes : C(K) - c(K 1
) ayant son support dans 

Sd et algébrique, et ~: C(K
1

) - C(K) 

r 

1) ~-. t:: IdC(K) 

-.(s) E C(Sds) donc 

donnés de Sds 

Or ~(a.) E c(r(a:)) c c(s) 
l l 

donc ~-.(s) E c(s) 

E n. a. 
l l 

(car 

vérifiant les mêmes propriétés pour 

où les (5. 
l 

r(a.) ~ s) 
l 

sont des simplexes or-

-.-. et IdC(K) ayant tous deux leurs supports dans la transformation acycli
de 

queV K;y: S - c(s) , et étant algébriques vérifient d'appès 5.12 

Soit y la transformation acyclique de K1 
y s

1 
- C(sdS) 

s1 cS'l 

IdC(K 1) ont leur support dans 

D' après 5 o 1 2 

On en déduit donc 

y et sont algébriques. 

où 



Corollaire 5.31. 

= Id 
H(K1) 
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Pour le complexe simplicial K, on a aussi les isomorphismes 

* * n H (K; G) ~ H (K ; G) 

Lemme 5. 32. 

Nous avons montré en 3.52 que si K est un complexe simplicial , et 

il existe une approximation ~i~pliciale de i 

À est algébrique et a son support' dans la transformation acyclique de K1 

r: s1 
- c(s) 

En particulier 

Théorème 5. 33. 

Etant donnés deux complexes simpliciaux K
1 

et 

continue 

A l'approximation simpliciale cp ~-K2 

cp*Sd~: H(K1) - H(K2) 

, èt .. une application 

, on associe l'homomorphisme 

Cet homomorphisme (défini pour toute f d'après 3.43) ne dépend que de f 

et on le note f*· • 



Preuve : 

Soient deux approximations simpliciales cp: K~ -K 
2 

et 

1) m =no D'après 3o47 cp et qi sont contigues d'après 5.14 

2) m > n 

Soit À. 
m 

: K1 

m 
cpÀ. : K - K 1 2 

donc 

une approEimàtion simpliciale de i 

est approximation simpliciale de 

(cpÀ.) * = <li* d'après 1 ) 

m-n 
(V_k = cp*À.* 11.*Sd* = Id 

f. = f 
l 

5. 31 et 5. 32. 
H(K~) 

Corollaire 5.34. 

d'après 

La corresp9ndance f - f* est fonctorielle covariante 

i.e. 

et vérifie la propriété suivante : 

Preuve : 

a) La correspondance des Id est évidente 
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Soient 
f - f,g continues 

Soit <p . Kn --+K une approximation simpliciale de f et . 
2 3 

<), : 
m 

K1 
--+ Kn une approximation simpliciale de g soit enfin À. Kn --+ K 

2 2 
2 

une approximation simpliciale de i
2 

~ IK~I c IK
2

1 

On a 

(d'après 5.32) 

donc 

D'après 3,48 il existe des approximaticns sim~liciales <p, de f et 

<j, , de g ~, <), K~--+ K
2 

dans une même classe de contiguité. Le 

résultat suit donc 5.14. 

CGrollaire 5. 35. 

Si deux complexes K
1 

alors 

et ont des espaces de même type d'homotopie 

Preuve : 
f 

Il existe f,g IK1l~IK2i telles que f O g ~ 

g 
• On applique donc 5,34. 
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Définition 5.36. 

Pour un 2olyèdre X, il existe une traingulation (K,f). On définit son 

homologie par: 

H(X) = H(K) 

Cette définition est bonne car deux triangulations sont homéomorphes donc 

du même type d'homotopie ; cependant H(X) n ° est défini qu 1 à un isomorphism.e 

près. 

b.J2.Plica tian 5.37. 
';ff q = 0 

H (Dn) = ! 0 q 0 q 

,z q = 0 ou q = n 
H (sn) = i{ 

0 sinon q 

Théorème 5. 38. 

~, n 
S n'est pas un rétract de D 

Preuve Par l'absurbe. 

n n-1 
r g D - S ri= 

On en déduit le diagramme commutatif g 
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Or Id 0 

Théorème 5.39. 

Si m ! n mm et JR.n ne sont pas du même type d 1homtopie (et à fortiori 

ne sont pas homéomorphes). 

Preuve ~ Par l'absurde 

Si Rm et JR_n étaient du même type d'homoxopie, il en serait le même de 

leurs compactifiés d'Alexandroff 

or 

COMPLEMENTS ALGEBRIQUES. 

Définition (cône d 9 a~plications). 5.400 

a) Soit une transformation de chaînes ~: C - cv • Le cône d'application de 

~ est le complexe de chaînes C = {ë , d} défini par: 
q q 

et d (c,c 1 ) 
q 

C =C Œ)C' 
q q-1 q 

b) Le lecteur vérifiera qu'on défini bien un complexe de chaînes qui est libre 

dès que C et C1 le sont 

Théorème 5. 41. 

Une transformation de chaînes est une équivalence de chaînes si et seulement si 

son cône d'application est contractile. 



Preuve: 

a) Si ri;: C - C' est une équivalence, il existe -r;1 , D,D1 

C1 
- C D 

Soit défini par D(c,c') où 

-- --En effectuant les calculs on obtient dD + Dd = Id_ 
C 

donc D : Id_ :::. 0 
C C 
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tels que 

b) Soit D une contraction de 

les équations 

C et définissons à priori D,D1
1 -r;1 par 

(D(c) , 

- D1 (c 1 )) = D(o,c 1 ) 

) = i5(c,o) 

Il est immédiat de vérifier qu'on a 

de degré 1 , D 1 : C 1 
- C I de degré 1 

ce sont des coordonnées de D(O,.) ou 

-r;1 : C1 - c de degré O, 

(tous étant homomorphismes puisque 

i5(.,o) qui en sont) 

est une transformation de chaînes: 

car ( -r; 1 d I c 1 , - DI d I c 1 ) = ÏÏ( o , d I c 1 ) = Dd ( o , c t ) 

or Dd ( o, c 1 ) + dD( o, c 1 ) = ( o, c 1 ) 

donc Î>d(o,c 1 ) - (o,c 1
) - (-d-i;1 c 1 

, -r;-r:1 (c 1
) - d 1 D'c') 



L'équation ci-dessus nous donne par sa seconde coordonnée 

3) D 

on a 

ou 

Dd + àD = Id_ 
C 

donc D(-dc, ~(c)) + d(D(c), ) = (c,ü) (en (c ,O)) 
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En prenant la première coordonnée et en faisant.: (- de ~(c)) = (dc,O)+(O,~(c)) 

- Ddc + ~u~(c) - dD(c) = c 

ou Dd + dD = ~v~ - Ide 

Corollaire 5~·42. 

Une transformation de chaînes entre complexes libres est une équivalence si et 

seulement si son cylindre d'application est acyclique" 

Preuve g Combinez 4.44 et le théorème précédento 

Proposition 5.43. 

Etant donnée une petite suite exacte de complexes de chaînes 

o-c 1 a_,,c ~-c"-o 

a) C' est acyclique si et seulement si 

b) C est acyclique si et seulement si 

c) C" est acycliquè si et seulement si 

H(C) "'H(C 11
) 

H(C11
) ~H(C') 

H(C1 ) ~H(C) 



d) Si deux quelconques des complexes sont acycliques, il en est.de même 

du troisième. 

Preuve conséquence immédiate de la suite exacte d 0homo1ogieo 

Lemme 5.44. 

Soit une transformation de chaînes -i;: C ➔ C1 

d'application de ~ 

On a la suite exacte 

➔ H (e) 
q 

Preuve : 

H (e 1 ) ➔ H (e) ➔ H 
1

(e) ➔ 
q q q-

et soit C le cylindre 

Soit a ; C 1 ...., e définie par a(c 1 ) = (o,c 9 ). Cette transformation de 

chaînes fait.de en un sous-complexe de e et comme C - C + ::1 

q q-1 (ï 

on a 

ë /en i C 
q_ q q_-1 

L'opérateur bord de ce quotient, induit par d , corresp:'nd. par 1 1 i.somor-

phisme à -d sur C (donc H (ë en) :::,H (c)) • On obtient donc la suite 
q+ 1 ' q_ 

exacte com1ae suite exacte d 'homolGgie de 

0 ➔ C 8 ➔ C -> ë/c n ➔ 0 

après avoir remplacé H 
1
(ë,c 1 ) 1'1H (c) 

q_+ . q 

Il reste à vérifier que l'on obtient -i;* comme homomorphisme de connectj_::m ~ 

ce qui est laissé au lecteure 
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Théorème 5.45. 

Si C et C1 sont des complexes de chaînes libres, une transformation de 

chaînes est une équivalence de chaînes si et seulement si 

Preuve: D1 après 5.42 '& est équivalence si et seulement si C est acyclique 

et ceci équivaut d'après 5.43 et 5.44 isomorphisme. 

HOMOLOGIE SINGULIERE. 

Définition 5.46. 

a) On se place sur l'espace métrique Rll'î. Soit p
1 

le point 

On appelle simplexe standard de dimension 
IN" 

q de 'R , le simplexe 

engendré par 

b) Soit 

par 

Plus simplement 

l'application linéaire définie sur les sommets 

j < i 

j ) i 

est la f,ace de opposée à 

1 < Po , P1 , • • • , ~. , 0 
• • P > 1 

J. . q 

p. , soit 
J. 
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c) On vàrifiera la relation évidente pour 

j i-1 = e · e 
q+2 q+1 

Définition (Simplexe singulièr~ 1--2.!.i7• 

Soit un espace topologique X 

a) Un q-simplexe (q ~ 0) singulier cr dé X est une application continue 

b) Si q > 0 et 0 < i 

simplexe singulier noté 

< q 

(i) 
cJ 

, on appelle 

et défini par 

(i) i 1 a = a o e l':,. q- - X 
q 

Proposition 5048. 

Si q > 1 et O , i < j ~ q , alors 

Définition (homologie singulière) 5.49. 

.ième 
l face de le (q-1) 

a) le complexe de chaînes singulier de l'espace topologique X est défini 

par 

où 6 (x) = o 
q 

si et 6 (x) 
q 

libre engendré par les q-simplexes singuliers de X 

et d (a) = 
q 

est le groupe abélien 

si q ~ 0 



b) A chaque application continue 

tion de chaînes 
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, on associe la transforma-

définie par A(f)(a) = f o a pour tout q_-simplexe a et la correspon~ 

dance est fonctorielle covariante 

i.e. 

A(fog) = A(f) o ~(g) 

c) V homologie de A(X) est appelée homologie singulière de 1 u espace X , et 

notée 

H(X) = H(A(X)) 

d) A chaque application continue f X->Y corres~ond l'homomorphisme 

H(X) _, H(Y) 

et la correspondance est fonctorielle covariante 

e) Soit A un sous-espace de X et i: Ac X alors 

A(i) ; MA)-> A(X) est un monomorphisme q_ui nous permet d'identifier b.(A) 

à un sous-complexe de A(X). 

Cas particulier 5.50. 

X= {x} 
0 



Dans ce cas 

Preuve 

A (x) ~ 2' 
q 

H (X) 
q_ 

pour tout q 

d est l'homomorphisme nul 

6. - 6. 2q 2q_-1 
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z 
= { 

0 

6. 
2q_ + 

et un isomorphisme 

(tous les simplexes sont identiques donc il suffit de compter do avec 

(i) ( 0) 
0 = 0 pour tout i 

on a donc soit do= 0 

L'homologie est donc facile à calculer. 

Lemme 5. 52. 

Le complexe de chaines singulier est uù- complexe de chaines augmenté. L'augmen-

tation E est définie par do) = 1 pour tout O simplexe o 

Lemme 5. 53. 

Si X est un sous-espace d'un espace euclidien, étoilé autour de 

6(X) est un complexe de chaînes augmenté acyclique. 

X 
0 

, alors 

Preuve : On suppose sans restriction q_ue X 
0 

est l'origine 0. Définissons un 

homomorphisme : 

par où 
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et vérllifions que ~ est inverse de la transformation s ~ L(X) - Z 

- 0 

o- 0 .--. z.- 0 

2) Soit D. A(X) - L(X) 

défini par~ 

tel que 

D(a) (tp + (1 - t)a) = (1 - t) a(a) 
0 

t s I 

On vérifiera que pour 

q = 0 = a 

donc dD + Dd = 

et D 

Nous allons développer une théorie des transformations acycliques analogue à 

celle utilisée pour montrer l'invariance par homotopie pour les complexes 

simpliciaux. Comme on s'en doute ceci peut être relié par une théorie commune9 

celle des modèles acycliques, que le lecteur avide d 1 abstraction pourra recher

cher dans un ouvrage spécialisé (spanier par exemple)a 
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Définitions (transformations acycliques) 5.540 

Soit un espace topologique X. 

a) Une transformation acyclique r: (x) - C où C est un complexe de 

chaînes augmenté, est la donnée pour chaque 

soue-complexe de C : r(cr) qui vérifie : 

• r(o) est augmenté et acyclique • 

q-simplexe singulier cr d'un 

pour 0 < i < q il existe une transformation de chaînes algébrique 

q 
: r(c/) - r(cr) ri. 

l 

pour 0 ~ j < i~ q on a l.e diagramme commutatif 

r [(/j))(i-1)] 

q-1 
rii- ➔ r(o(j)) 

r-1 ln; Y)j 

q 

[ cr (i)] 
ri 

i 
•T(o) r 

b) Une transformation de chaînes ~: L(X) - C a son support dans r ~ 

si pour tout q-simplexe singulièr cr 

et si elle vérifie 

pour q = 0 

le diagramme suivant est 

commutatif. 

C 
0 

z 



• pour q > 0 

~4(a) = d~(a) = E (-1)i 
o~i~q 
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Intuitivement, on a introduit 
q 

'l'J. 
]. 

afin d' "emboiter" le complexe r(a(i)) 

dans r(a) ; la dernière condition demande simplement que cet 11 emboimement 11 

commute avec l'opérateur bord. 

c) Une homotopie (entre chaînes) D 

tion de degré 1 

D t:i. (X) -> C 
q q+1 

~ ~~ 1 portée par 

qui à chaque q-simplexe a associe une chaîne 

D(a) € r(a) 

telle que 

dD(o) + Dd(a) = dD(a) + E 
O~i~q 

r est une applica-

En reprenant l'idée intuitive donnée ci-dessus, on voit que D doit commuter 

avec les "emboitements" 

Théorème 5. 55. 

Etant donnés un espace topologique X, un complexe de chaînes augmenté C , 

et une transformation acyclique 

r : X -> C 



Alors il existe une transformation de chaînes 

't: t.(X)...,, C 

unique à une homotopie près, telle que son support soit dans r " 

Preuve identique à celle de 5.12. 

Définition (r) 5.56. 

Une transformation acyclique r: X...,, C induit un homomorphisme 

r* : H(X) ...,, H(C) 

défini par 

't désignant la transformation de chaînes induite par r . 

Théorème 5.57. 

Etant donnés un espace X et les applications continues 

définies par 

h (x) = (x,o) 
0 

Ces applications induisent des transformations de chaînes homotopes 

Preuve : 

1) Définissons une transformation acyclique r 

f: X...,, t.{X XI) 
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Etant donné un q-simplexe o, il induit l'application 

donc le transformation de chaînes : 

Le complexe b(bq x I) est augmenté et acyclique d'aFrès 5e53. Il en 

est donc de même de son image par t(o,i) (la vérifiaction est facile). 

On définit ni 
w:tl ➔ D.qxI 

sur les générateurs 

le lecteur vérifiera que 

2) Montrons que t(h) 
0 

en prenant les coordonnées] par 

îJ~ vérifie les conditions requises. 
l. 

et t(h
1

) ont leur support dans r 

b(h) o =ha= (a,O) 
0 0 

Ces deux quantités sont dans r(a) car 

(o,O) = 6.(a,i) 

(a,1) = t(o,i) 

'où 

Comme t(h ) 
0 

et t(h
1

) vérifient évidemment les deux conditions requises, 
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elles ont leur support dans r et d'après 5.55 

Corollaire 5;5s. 

Si f f 
0 ' 1 

X__, y sont deux applications continues homotopes, alors 

Preuve ~. 

Soit F:f
0

~f
1

• 

Donc f = Fh f = Fh 
0 0 1 1 

Définition (homologie relative) 5.'59! 

a) Une application entre paires f : (X,A) __, (Y ,B) est une a_t1plication 

f : X--> Y dont la restriction à A vérifie 

b) Deux applications continues f
0

, r
1 

: (X,A) __, (Y,B) 

F réalisant l'homotopie et sont notées 

F : t :::. f
1 .. 0 

s'il existe F: (X,A) x I __, (YB) 

F(x,o) '= f (x) 
0 

F(x,1) == f
1

(x) 

continue telle ~ue 

sont dites homotopes, 
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(rappel; (X,A) XI= (x XI 'A XI)) 

c) Etant donnée une paire (X,A) on définit l'homologie relative de X 

modulo A comme 

H(X,A) = H(A(X)/M) 

et 

On remarquera qu'on peut comme en 5.17 identifier 

avec H(X) 

On remarquera de même que l'homotopie F f ~ .. f o .. 1 pour deux applications 

s'identifie de f
0 

, f
1 

~X---" Y • 

d) Une application f (X,A)---" (Y,B) induit un homomorphisme 

et la correspondance est fonctorielle covariante 0 

Théorème 5.60. 

Si sont holilllltopes, alors 

Preuve: 

Soit F ~ (x X I A XI) ---" (Y,B) réalisant l'homotopie. 

Posons A X I) définies par: 
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On a la diagramme commutatif dont les lignes sont exactes 

,!).(X)/ D.(A) 

lD.(h) 
0 _,, b(A x I) _,, D.(X XI)_,, t(X X I)/D.(A XI)_,, 0 

qui nous permet de définir 

par passage au quotient de h ~ h 
0 1 

et 

Remarque : Cette propriété que le foncteur homologie ne dépend que des classes 

d'homotopies est l'une des plus importantes de la théorie de l 1 homologieo 

Définition (caractéristique:~ 1Euler) 5061. 

On suppose H.(X,A) 
]. 

a) Le rang de H. (X,A) 
]. 

La torsion rç(H.(X,A)) 
J. 

4. 14) en 

-r(H. (X,A)) = Œ) 
J. 

de iype finÎ pour tout i. 

est appelé 
.ième 
i nombre de Betti de 

peut (et de manière unique) être décomposée 0,1 après 

avec • n. divise n. 
1 

, pour tout L 
J. J.+' 
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La sui te (n
0 

, n
1 

, ••• ,7) 

de torsion de (X,A). 

.èmess 
est appelée suite des i coefficients 

b) La caractéristique d'Euler de H(X,A) est appelée caractéristique 

d'Euler de (X,A) et est notée 

x(X,A) = x(H(X,A)) 

Remarque 5.62. 

a) ~q est connexe par arcs, donc aussi pour tout q-simplexe a 

est l'ensemble des composantes connexes par arcs de X, alors 

~(x) = e ~ex.) 
jO J 

b) L'ensemble {K où K 
a 

décrit l'ensemble des sous-espaces 
(X 

compacts de X, ordonnés par inclusion et où 

un système inductif et on a 

Théorème 5. 63. 

X= Lim (K 
a 

forme 

a) L'homologie singulière d'un espace X est la somme directe de l'homolo

gie de ses composantes connexes par arcs (xj)jEJ 

H(X) = (j;) 
jEJ 

H(X.) 
J 

b) L'homologie singulière d'un espace X est isomorphe à la limite inductive 

de l'homologie singulière de ses sous-es~aces compacts (K , i R) 
ex al" 
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H(X) ~ Lim - {H(K ) 
ex icxp*} 

Preuve conséquence immédiate de 4.33. 

Lemme 5.64. 

Si X est un espace topologique non vide et connexe par arcs alors 

Preuve Soit un point X E X ' 
et w un chemin de X à X 

' 
pour tout 

0 X 0 

X E X • Comme /:,. 1 est homéomorphe à I il existe un 1-simplexe (J 
X 

(image de w par l'homéomorphisme) tel que . 
0 

X 

(o) 
(5 

X 
X / 

1
) = x (en identifiant un o-sim_t>lexe avec son image). 

X 0 

Une chaîne de 6 (x) s'écrit 
0 

de points. 

}:: n X 
X 

Si c'est un iliycla , on a: E(En x) 
X 

dI:n a 
X X 

I;n X 
X 

Corollaire 5.65. 

I:nx =Enx 
X O X 

donc Ë (x) = o 
0 

où n 
X 

En = 0 
X 

0 sauf pour un nombre fini 

mais alors d51 est un bord car 

ou H (X)= Z 
0 

Pour tout espace topologique X, H (X) 
0 

est un groupe abélien libre, dont 

le rang est égal au nombre de composantes connexes par arcs non vides de X 0 

Preuve évident d'après 5.63 et 5.64. 

Définition (simplexe linéaire) 5.66. 

) U . 1 . 1· ~ •• Aq ~ An a n simp, exe singu ier v w ~ w est dit affine si 



a(Ea.p.) = Ea. a(p.) 
]. J. ]. ]. 

a. E I 
]. 

Ea. = 
J. 
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Si a est affine, il en est de même de ses face 
(i) 

a • L'ensemble des 

simplexes linéaires dans t,.n engendre un sous-complexe t,.1 (1:,.11
) de t,.(t,.11

). 

Un simplexe linaqire a étant entièrement déterminé par les 

le noterons 

a= (a(p ), •.. ,a(p )) 
0 q 

et on a d (x , ••• , x ) = E·(-1 l (x • • • ~. • .• x ) 
0 q O J. q 

b) Le barycentre b(t,.n) nous permet de définir un homomorphisme de degré 1 

par 

Lemme 5. 67. 

X ) 
q 

La transformation de chaines c:: t,.1 (1:,.n) ➔ :l est une équivalence de 

chaînes et si -i; : Z ➔ /:,.1 (t,.n) est la transformatiàncde chaînes définie par 

alors c: o -i; = Id
2 

Preuve : 

1) Il suffit de voir que E 0 

2) 

et d~ (x ••• X ) + ~ d (x ••• X ) = (x ' ••• ' X ) n o q n o q o q 
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Définition (sd) 5.68. 

a) Etant donné un espace X, on définit la transformation de chaînes algé

briq_ue 

sd 1::,(x) _, 1::,(x) 

par induction 

q = 0 sd 1::, (x) _, 1::, (x) 
0 0 0 

q > 0 

{ Sd(a) = t::,(a)(sd(Id!::,q_)) 

Sd(Id q_) = ~ (Sd(sd(d(Id ))) 
l:, q_ 1::,q 

b) On définit la déformation: 

par induction 

q = 0 

q > 0 

Lemme 5.69. 

D : t.(X) _,, !.:.(X) 

D = 0 
0 

Soit f: X_,, Y continue. Alors on a les diagrammes commutatifs 

Sd t(X) t(f) ~ 6(X) 

l A(f) 

!.:.(Y) 

lA(f) lA(f) 

t(Y) __!._,, t,(Y) 



Preuve : 

t.(f) D(a) = t.(f) t.(a) D(Id ) = 6(f o a) D(Id ) = D t.(f)(a) 
l:.q l:.q 

Théorème 5.70. 

Sous les hypothèses précédentes : 

Preuve : 

q = 0 

q > 0 

dD(cr) + Dd(a) = 0 = a - Sdcr 

On veut prouver que 

Donc en simplifiant que 

dD(a) + Dd(a) = a - Sda 
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car la 

première expression est obtenue à partir de la seconde en composant par !:.(cr). 

Or dD(Id n) + Dd(Id ) = d~ (Id n) - d~ - d~ Dd(Id ) + DdidA 
1:.~ 6q q !J.~ q q l:.q u 

la définition de D(Id ) 
l::iq 

car 

L'hypothèse d'induction appliquée 

dDd Id + Dadid · · ;:;:, .dld ·. - sd did An 

!:. q .!J.q !:. q u ~ 

donne 



Donc 
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dD(Id ) + Dd(Id ) 
t:5 t:,,q_ 

= d~ Id + ~ d(Id ) - ~ sdd(Id q_) - d~ Sd(Id ) q_ t:,,q_ q_ t:,,q_ q_ /::,, q_ t:,,q_ 

d'après 5o67 et la définition de sd(Id q_)• 
/::,, 

Ce q_ui achève la démonstration. 

Définition (maille) 5.71. 

Lorsque X est un espace métrique, on définit la maille d'une chaîne 

C E t:,, (X) par 
q_ 

maille(c) = sup{diam a(t:,,q) 1 n ~ o} 
a 

On remarquera l'analogie avec la maille d 1un complexe simplicial. 

Lemme 5.72. 

t:,,n est un espace métrique (muni de la métrique d' induite par celle de RN) 

et on a la relation 

maille(Sdc) ~ 
q+1 

q_ 
maille(c) 

pour toute chaîne c E l:.1 (t:.n) 
q 

Preuve i 

Il suffit bien sûr de se restreindre au cas ou C est un q-simplexe a, 

affine. 

Par une preuve analogue à 3.31 , le lecteur montrera que si C5 = (x , 0 •• , X ) 
0 . q 

et b(a) 



on a 

d(b(a) ~ E t.x.) < 
1 1 

pour toute combinaison convexe des x. 
1 

q 
q+1 

maille (a) 

( Et . =' 1 , t . ). 0 ) • 
1 1 
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D'après 5.71 la maille de Sda est obtenue soit entre deux points de 

Sd(da) , soit entre b(a) et un de ces points. Donc g 

maille (Sda) < sup(_:!__
1 

maille (a) , maille (Sd(da)) 
q+ 

= ...i..
1 

maille (cr) 
q+ 

en supposant par induction que : maille Sd(da) ~ q- 1 maille(da) 
q 

donc Sd(da) ~ q!i maille(a) 

On définit les transformations de chaînes algébriques itérées de Sd par 

Sd1 = Sd 

Corollaire 5074. 

Pour tout c E t;V (t;n) 
q 

maille(Sdm(c)) ~ 

Définition (~(U)) 5.75a 

m > 1 

(Ï
1

)m maille(c) 
q+ 

a) Soit un espace topologique X et U = {A} une collecti0n de parties de 

X • 

On appelle ~(u) le sous-complexe engendré par les simplexes a /;;q ~ X 



tels qu 1 il existe A€ U et 

On a effectivement un sous~complexe de t:,,(X) car 

b) Sdt:,,(u) C 1:,,(u) 

Db(U) c t:,,(U) 
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Soit U = {A} une collection de parties de l'espace X tel que 

U = {int A} soit un recouvrement de X. 

Alors pour chaque q-si~?.lexe cr de X , il existe m ~ O , noté m(o) , 

tel que 

Preuve 

,.,. ' .., .. 
-1 q {cr (int A)jA € U} est un recouvrement ouvert de !:,, , compact, auquel 

correspond donc un nombre de Lebesgue À (cf. 3.43). 

m (Ci) = inf { m j ( ...:L.
1 
t i dam 6. q ~ À } 

q+ 

D'après 5. 74 , maille; (Sdm(o)(Id q) ~ À 

!:,, 

Donc chaque simplexe de Sdm(a)(Id ) 
Âq 

Sdm(o) = 6.(cr) Sdm(Id ) € t:,,(U) 
l:,,q 

Théorème 5. 77. 

a son image dans un o- 1 (intA) et 

Soit U = {A} un recouvrement de X tel que U = {int A} soit aussi un 



recouvrement de X. Alors l'inclusion 

i : Â ( U) C Â (X) 

est une équivalence de chaînes. 

Preuve : 

On remarquera d'abord 

Définissons 

et 

m(a) = o < ~ a E t.(u) 

m(a(i)} ~ m(a) 

D t.(x) _, t.(x) par 

D(a) = o <=> a E t.(u) 
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(a q-simplexe) 

dD(a) + Dd(a) = dD( E 
o~j~m(a)-1 

sdj(a))+ E (-1)iDE_ .(i) sdj(/) 
o~i~q ~J~m~ -1 

or dD + Dd = Idt.(x) - Sd 

= a - Sdm(a)(a) - E 
o<i<q 

Posons ~(a)= -dD(a) - Dd(a) + a 

(-1)i E.. Dsdj(/) 
m(i·)<j<m(a)-1 

Le calcul précédent montre que ~(a) E t.(U) pour tout simplexe de X. On 

définit donc une transformation de chaînes algébrique : 

~ : t.(X) -> t.(U) 
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qui vérifie 

D i o ,: ... Idl1(X) 

Théorème (excision) 5.78. 

Soit un espace X et U c A ex tel que 

U C int(A) 

Alors l'inclusion: (X - U, A.- U) c (X,A) induit un isomorphisme sur 

l'homologie singulière. 

Preuve : 

On a int (x - u) :J X - Ü :J X - intA 

Soit U = {X - U ,AJ • Alors int(X - U) intA = X et on applique 5.77. 

t1(u) = 6(X - u) + 6(A) c 6(X) 

est une équivalence de chaînes. 

On a le diagramme commutatif 

6(X)/6(A) 

1/ 
t1(A) + dx-u) /t1(u) 

où j (A,A (x-u)) '-- (x,x;_u) 
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i,i' étant induit par des inclusions. 

D'après l'exactitude de la suite d'homologie et le lemme des cinq, l'équi-

valence 6(X-U) + 6(A) c 6(X) induit un isomorphisme 

i est un isomorphisme d'après 4.3 , donc i* aussi et 

j* H(X - U, A - U) ~ H(X,A) 

Définition (couple excisif) 5.79. 

a) Nous dirons ½u'un couple (x
1
,x

2
) de parties de X est excisif si l'in

clusion de chaînes 

induit un isomorphisme de groupes d'homologie. 

En particulier si x1 \) x2 - intx IJ X x1 u intX X x2 
, le covple 

1 2 1u 2 

(x 1 9x2) est excisif comme on le voit en appliquant 5.77 au recouvrement 

{x1, x2} de X1l/ X2 . 

b) Nous dirons que le couple de paires est excisif 

sont deux couples excisifs. 

Proposition (suites de Mayer-Viétoris) 5.80. 

a) Etant donné un couple excisif (x
1
,x

2
) on a la suite exacte de Mayer

Viétoris 



- 260 -

où 

pour 

b) Si de plus x
1
n x

2 
t ~ , on a la même suite en homologie réduite 

~ iÎ (x ) '+'H (x ) ~ É (x û x ) d* (',) - ~/x1 x2) q 1 \'./ q 2 q 2 - Hq_/X/1 x2) 

suite exacte relative de Mayer-Vietoris 

Preuve : 

a) On a toujours 

Il suffit donc de prendre la suite exacte d'homologie associée à la suite 

exacte (cf. 5.24). 

b) se traîte de même en prolongeant comme en 5.25. 

c) Il suffit pour compléter ce qui précède de voir que 

induit un isomorphisme en homologie. Or c'est une conséquence du lem11ie des 



cinq puisque le résultat est vrai pour 

6(i
1

) + 6(X
2

) c 6(X
1
U X

2
) 

6(A
1

) + 6(A2) c 6(A1U A
2

) 
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Il suffit donc de prendre la suite exacte d'homplogie associée à 

qui est exacte d'après 5025. 

Application 5081. 

Pour n > 0 

Preuve: 

Soient p et 

q=O ou q_=n 

sinon 

p' les pôles Nord et Sud de Sn 

Sn - {pj et Sn - {p' l sont contractiles donc 

(Sn - {p} , Sn - {p'}) est un_couple excisif puisque formé de deux ouverts 

on applique la suite de Mayer-Vietoris correspondante, ce qui donne 

Or a le type d'homotopie de 
n-1 s (en déformant le longdes 
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n-1 
méridiens, on trouve que S est un rétract de déformation fort de 

Donc 

Or s0 = {41,1} 

et par induction 

et le résultat s'ensuit 

Lemme 5.82. 

z 
0 sinon 

q=O 
sinon 

Si K
1 

est un sous~complexe d'un complexe simplicial K et S un simplexe 

de K tel que l K
1 

1 11 1 S 1 = 1 S 1 

alors ( 1 K~ 1 , 1 si ) est un couple excisif • 

Preuve : 

Soit x
0 

€ <S> - x
1 

= IK
1
l ü (lsl - {x

0
}) a le type d'homotopie de IK

1
i 

puisque !K1\ en est un rétract de déformation 

D'après 4.3. 

et 

Par âpplication du lemme des cinq 
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car lsl est un rétract de déformation de V. 

Une seconde ap 1:ilication du lemme des cinq à 

~ t.(x1 ) + t.(lsl) - Li(x1) + t.lsl/t:i(x )- o 
n n 1 

donne 

car le couple (x
1
,jsl) est excisif d'après 5.79 , et que 

x1 u I si = IK11 ù I si 

donc H (blK1l + t.lsl/t.lK1l) .:i H(IK1lvs, x1) 

Une troisième application du lemme des cinq donne 

car IK
1

1 est un rétract de déformation fort de x
1 

et une quatrième 

application 

-> H/IK1I) 
1s 

_, Hq (1K11) 

permet d'affirmer que la flèche centrale est un isomorphisme, donc que 



- 264 -

Remarque : Les applications ne portent pas de nom car il est bien entendu qu'à 

chaque fois ce sont celles induites par les inclusions naturelles. 

Définition 5.83. 

On définit la transformation de chaînes 

pour le complexe sim~licial K , en associant au complexe ordonnée ( p ' ••• ' 
0 

le q-simplexe affine (p, ••• ,p). 
0 C]_ 

Lemme 5.84. 

Pour un simplexe X , v indµit un isomorphisme du groupe d'homologie ordonnée 

de S dans le groupe d'homologie singulière de jsj • 

Preuve : On sait que n(s) = o = H(lsl) 

Il suffit donc de voir que sous 1 1,isomorphisme 4. 38 se réduit à un 

isomorphisme 

Or c'est IdZ' 

Théorème 5.85. 

Etant donnée une paire simpliciale (K,L) la transformation de chaînes v 

induit un isomorphisme de l'homologie ordonnée de (K,L) et de l'homologie 

singulière de (!KI ,ILI) 

V* : H(K,L) ~ H(IKI ,111) 

Preuve : 
1) Résolvons le problème pour un complexe K , tout d'abord. Nous,. allons 
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procéder par induction sur le nombre n de simplexes de K. 

n = 0 K = S où S est un 0-simplexe. Le résultat suit 5084. 

n > 0 SuJJposons q_ue v* est un isomorphisme pour tout complexe à moins 

de n simplexes. 

Soit S un simplexe de K de dimension maximale K - <S> = L est un 

sous-complexe de K à (n-1) simplexes 

H(s) i H(I si) 

D'après 5.84. ~* H(S) ~H(jsj) 

Il reste à appliq_uer la suite de Mayer-Vietoris de ( 1 Li), 1 sj ) (q_ui est un 

couple excisif d'après 5.82) en homologie ordonnée et en homologie singulière 

et le résultat est une conséq_uence du lemme des cinq_. 

2) Le résultat général suit 1) par nouvelle application du lemme des cinq_. 

Théorème 5.86. 

Pour toute paire simpliciale (K,L) v est une éq_uivalence de chaînes 

Preuve C1 est ici q_ue nous utilisons le puissant théorème 5.45. 
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Remarque 5.87. 

a) Le lecteur pourra démontrer q_ue pour un complexe simplicial connexe 

où [rr1 , rr1] est le commutateur de rr1(IKI ,po) 

(un élément de rr
1

(!KI )~ p
0

) est la classe d'un chemin d 0 arête auq_uel on 

fait correspondre la somme de ses arêtes dans H
1

(K) , et cette correspon

~ance a ~our noyau [rr
1

,rr
1
]). 

b) Le même résultat est vrai pour un espace connexe par arcs X 

H1 (x) 'N rr1 (X,xo) /[rr1 
' rr1 J 

mais la démonstration est considérablement; p~us compliq_uée (isomorphisme de 

Hurewicz). 

CARACTERI~ON AXIOMATIQUE DE L'HOMOLOGIE ET DE LA COHOMOLOGIE. 

Nous allons, pour terminer le chapitre, donner une caractéristation axiomati-

que d 9une théorie de l'homologie créée par Eclenberg et Stèenrod. 

Ce recueil d'axiomes correspond aux théorème précedemment démontrés en ce 

q_u'ils sont la matière minimale capable de démontrer toutes les autres pro

priétés" Leur importance tieni donc au fait qu'ils constituent la connaissance 

élémentaire exigible pour utiliser ce puissant outil de l'homologie. 

Axiomes diune théorie de l'homologie 5.88. 

Une théorie de l'homologie (H,d) à coefficients G est un foncteur covariant 

H de la catégorie des paires topologiq_ues dans la catégorie des groupes gradués 



i.e. • Pour toute paire (X,A) H(X,A) est un groupe gradué 

H(X,A) = (f) 
qEZ 

H (X,A) 
q 
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• Pour toute f (X,A) - (Y,B) continue, il existe un homomor-

phisme H(f) 

qui vérifie 

H(f) H(X,A) - H(Y,B) 

{H(Id(X,A) = IdH(X,A) 

H(fog) = H(f) o H(g) 

et en un homomorphisme d de degré - 1 

tel q_ue • d (X,A) : H (X,A) - H 1(A) q q q-

d(YB) H(f) = H(f!A) d(XA) 

pour toute f ~ (X,A) - (Y,B) continue èt sous l'isomorphisme : 

A= (A,~) Le couple (Hd) étant astreint à vérifier les axiomes suivants 

a) Axiome d'homotopie : 

b) Axiome d 1 exactitude. 

Pour toute paire (X,A) i et j désignant les inclusions 

i : Ac X ; j : X c (X,A) 

on a la suite exacte : 

ri,\ H(i) H(j). 
He h) q - H (x) q -, H (x,A) 

q q q 
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c) Axiome d'excision. 

Pour toute paire (X,A) si U est un ouvert de X tel que Û c intA 

alors l'injection 

j (x - u' A - u) ~ (X,A) 

induit un isomorphisme 

H(X - U, A_ U) ~H(X,A) 

d) Axiome de dimension. 

Pour tout espace P réduit à un point 

H (p) 
q 

0 

G 

si q -J. o 

si q =.0 

Nous avons remarqué en 4.56 qu'une transformation très simple existe entre 

complexes de chaînes et complexe de cochaînes. On aurait donc pu établir de 

façon similaire toutes les propriétés d'une théorie de la cohomologie. 

L 1 importance de la cohomologie que le lecteur a pu percevoir au chapitre IV, 

par l'application du foncteur Hom, ne tardera pas à se faire connaître da

vantage s 1 il veut pousser un peu l'étude homologique. 

Nous allons donc terminer en énonçant les axiomes d'une théorie de la 

cohomologie. 

Axiomes d'une théorie de la cohomologie 5.89. 

* * Une théorie de la cohomologie à coefficients G, (H ,d) consiste en un 

* foncteur contravariant H de la catégorie des paires topologiques, dans 

la catégorie des groupes 6 radués 
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* ioeo • Pour toute paire (X,A) , H (X,A) est un groupe gradué 

• Pour toute f: (X,A) ..... (Y,B) continue, il existe un homomorphisme 

* * * H (f) : H (Y,B) - H (X,A) 

q_ui vérifie 

{ 

H*(rd(x A)) = Id *( ) 
, H X,A 

* * * H (fog) = H (f) o H (f) 

et en un homomorphisme d* de degré 1 

tel q_ue : o 

d*(XA) : H*(A) - H*(X,A) 

\ dq_(XA) Hq_(A) ..... Hq_+1 (X,A) 

ldq_(X,A) H*(f(A)) = H*(f)dq_(Y,B) 

Le couple (H*,d*) étant astreint à vérifier les axiomes suivants 

a) Axiome d'homotopie : 

b) Axiome d 1 exactitude: 

Pour toute paire (X,A) , i et j désignant les inclusions i =Ac X 

j : X c (X,A) son a la suite exacte : 

c) Axiome d'excision: 

Pour toute paire (X,A) , si U est un ouvert de X tel q_ue U c int A, 



l'inclusion 

induit un isomorphisme 

H*(j) : H*(X,A) ~ H*(X-U, A-U) 

d) Axiome de dimension: 

Pour tout espace P réduit à un point 

q = 0 

q /: 0 

Remarque 5.90. 
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a) 1 1homologie singulière constitue une théorie de l'homologie (avec coef

ficents Z'; ou G en prenant H(X,A; G) 

b) la cohomologie singulière de (X,A) à valeurs dans G définie comme la 

cohomologie du complexe de cochaines 

est une théorie de la cohomologie à coefficients G. 



CHAPITRE VIo 

HOMOLOGIE APPLICA.TIONSo 

THEOREME du POINT FIXE., DEGRE TOPOLOGIQUE,, 

Soit une paire (X9 A) où A est un rétract de X,, 

Alors 

Preuve i ACX 

On a par hypothèse 

d'homologie 

i* est injectif et lmd* 

On a donc la suite exacte 

i* 

ri= Id 
A 

= Ker i* == o .. 

j* 
0 ~ li (A) ---+ H (X) ~ 

q q 

et le résul tad> est évident d iaprès 4,,4,, 

602., Théorème,, 

H (X, A) 
q 

car 

S
n n+1 

n ~est·. jamais un retract de D " 

Preuve i 

Sinon 

or et 

d* 
~ 

6030 Corollaire., (Théorème du point fixe de Brouwer)., 

0 

Utilisons la suite 

Toute application continue 
n n 

f: D ~ D a un point fixe., 

Preuve; 

On a vu au chapitre I: 

Sn rétract de Dn+1 ~ Il existe f ~ Dn+1 ---)>Dn+ 1 continu sans point fixe., 

Nous allons maintenant étendre cette étude aux polyèdres compacts., 



6o4~ Défini-tion (nombre de Lafschetz)o 
-:._ 272 -

Etant donnée une application continue f: X~ Xi l~espace X étant suppoeé 

avoir une homologie de type fîtii (cfo 4079 1 4~8ô)w on définit le nombre~e Lefschetz 

de fr par g 

À(f) :,;: Tr(f ) 
* 

À(f) est up. nombre entier (pourquoi?) 

605-0 Remarques 

a) Si f et g sont homôt.opes ,-. (f) ~ ). (g), 

b) Si f est une application constante 

c) Â (Id ) = x(X)., 
X 

Preuve i 

a) f* = g* 

b) Soit (X ) 
j j ~I 

les composantes par arcs de X 

f(x) = X X €X 
0 

En dimension 0 ' H .(X) ~ ~ et f* : 0 

0 0 

la base canonique (a.). ·e.J telle que 
l. J 9J 

J 
Tr f* z= 1 

0 

Pour n # 0 H (X) ~ H (X) 
n n 

n 

c) évident diaprès la définition (cfo 4020) 

tant Id* par la matrice unitéo 

6060 Théorème du point fixe de Lefschetzo 

où X €. 
0 

ZJ 

a11 = 1' 

car b 
n 

X 
0 

'i7 a pour matrice dans 

a .. = 0 sinon 
lJ 

est Tr f* 
n 

en représen-

Soit un polyèdre compact X et une application continue f X~ Xo 



Preuve ~ 

On peut se restreindre à X= !Kj où K est un complexe simplicial., Nous 

allons supposer que f n~a pas de point fixe et nous prouverons qu 1alors 

comme !KI est compact, il existe a> 0 tel que 

À (f) = 0 

(sinon on aurait (x) 
n 

telle que d(x 9 f(x )) < 1 
dont il suffirait d 1 extraire 

n n n 

une sous suite x 
n. 

J 
point de convergence 

telle que 

x E jKj 

(x ) et 
n. 

J 
vérifierait 

(f(x )) convergent 
n. 

J 
f(x) = X )o 

Soit K1 une subdivision de K telle que 

maille (K 1 ) <. j 

; mais alors le 

et K1 n une subdivision barycentrique de KV telle qu~il existe une approximation 

simpliciale 

de 

Comme cr<x) et f(x) 

On en déduit 

car sinon 9 on aurait 

<p . Kin_ .. --,. :Ki 

f IKvnl 
' " 
~ jKv j 

sont dans un m~me simplexe 

jcp(s)l f' jsj =~ 

X "' <p(y) et 

(par définition 

2a 
d(y, f(y)) .=. d(x~ y)+ d( q>(y), f(y)) < J 

Le théorème 5oJJ., nous a permis de définir f* par 

Posons 

et soit ~ la trahsformation de 

chaînes 

définie au théorème 5.,12 pour la transformation acyclique Sdno 

de <r) 9 on a 
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On a 

et (f * = [ t ( C <p)] o 

* 
On sait donc que la transformation de chaînes -c. C ( <p) a une trace nulle ; car 

pour tout simplexe ordonné Cï c::; C( f) ( cr) est une chaîne ordonnée qui ne conti:eni 

pas cr puisque C( '\' ) ( c,) est disjointe de (î " Donc d I après 4o80 

Or nous permet d 1 identifier H(KV) par 

car daaprès 4o75 la trace n'est pas affectée par un isomorphismeo 

6070 Corollaire (Téorème de point fixe de Brouwer généralisé)., 

Toute application continue dvun polyèdre compact contractile dans lui-rn~me a 

un point fixeo 

Preuve ~ 

Comme X est contractile Â (f) = 1 car f "'cteo 

Remarque g 

Le résultat est faux pour un polyèdre non compact (translations dans Rn)◊ 

Etant donnée une application continue f 

On appelle degré de f, 1vunique entier 

deg f = Tr f* o 

n 

C1 est-à-dire le seul entier qui vérifie 

Sn -- Sn elle induit 

"' n (z€H (S ))o 
n 
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6o9c Remarques g 

a) Si f '::! g deg f -- deg g 

b) deg(f o g)= deg f o deg g 

c) L~application antipodale A de Sn vérifie : deg À = (-1 )n+ 1 

d) On a toujours la relation 

60100 Corollaire 0 

Pour n pair 1 il n 1 existe pas dtapplication continue n Sn f : s ~ 

telle que x et f(x) soient orthogonaux (pour le produit scalaire de ~n+
1

) 

pour tout Xo 

Preuve g par 1 1absurdeo 

Soit une telle f., Alors on définit H : f ·"' Id par 
Sn 

F(x, t) =- (1-t) f(x) + tx 

Il (1-t) f(x)+ txj 

car la condition d'orthogonalité implique 

Il ( 1-t) f (x) + tx 11
2 = ( 1-t / + t 

2 
-/4 0 pour t € I 

Donc Â(f) = À (Id ) 
Sn 

c-:c 1 + (-1 )n 2 

et d 1 après 6.,6 f a un point fixe f(x) -· X ce qui est en contracdiction avec 

le fait que f(x) 
0 

est orthogonal à 

6.11. Définition et propositiono 

0 

X o 
0 

0 

a) Un champ de vecteurs tangents à Sn est une application continue 

telle que x et f(x) soient orthogonaux pour tout Xo 

b) Si n est pa±r 6010., affirme qu'il n 1 existe pas de champ de vecteurs tangentE 

, Sn a qui ne s'annule pas (sinon. 

orthogonal à x 9 pour tout x)o 

et 
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c) Si n est impair, un tel champ existe, par exemple 

(n = 2m - 1) 

6.120 Définition: (suspension). 

a) Etant donné un espace topologique X, on définit la suspension de X par 

S(X} = X x I/R 

où R est l'identification de tous les points (x, 0) d'une part, 

de tous les points (x, 1) d'autre part. 

b) Etant donnée une application continue f 

de f par 

X~ X, on définit la suspension 

6.130 Lemme. 

Pour n ~ 0 

6014 .. Théorème. 

S (f) : S (X) -, S (X) 

S(f)[z, t] = [f(z), t] 

S(Sn) est homéomorphe à Sn+l. 

Soit une application continue f •. Sn ~ Sn t 11 ~ e e que 

Alors si f' 

Preuve: 

(E: = î x € Sn 

n-•1 n-1 s ~ s 

xn 2:_ 0 ; E~ = f x € Sn I xn ~ 0} .. 
désigne l'application induite par f sur son équateur 

deg f = deg f' • 

On peut trianguler Sn de telle manièrê que En et En d t à d correspon en es 
+ 

JS,OUs-complexes. 

En effet 
n-1 s 

pour triangulation de 

• 
a pour triangulation S où S est un n-simplexe. On prend 

et le joint du pôle nord e 
+ 

et du pôle sud e 
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avec ce complexe. 

Utilisons do~c la suite de Mayer-Vietoris de 

• 
C = C(e * S) + + C == C(e * S) 

0 ~ H (S ) ~ 
n n 'I' · --, 0 

0~ 

• • 
car H(C) = H(C) = 0 car le+* sj et le * si sont contractiles et 

+ - -
deg f = Tr(f*h) = Tr(~- 1 f 1 (p) 

*n = Tr(f' ) *n = deg f 1 • 

6.15. Corollaire. 

deg S(f) = deg f. 

6.16. Corollaire. 

Il existe des application f . Sn~ Sn de tous degrés. . 

Preuve 

f définie par f(z) = zp est de degré; P• 

n > 1 On utilise 6.15. par induction. 

THEOREMES lS SEPARATION SUR Sn. 

Si A 
n k 

S est un plongement de I, 0 ~k~ n. 

Alors 
n 

H(S - A)= O. 
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Preuve par induction sur k 

k = 0 A est donc un point et , , IRnQ est homeomorphe a Donc H (Sn - A)= o. 

k ) 0 Supposons le résultat vrai pour k u L. k et soit A un prolongement de 

Ik = Ik--l x I par 

~ 
k-1 

I X I~ A 

$ (Ik-1 1 AU:::;~ (Ik-1 1 1] ) Soient A = X [0 1 2]) 9 X [ 2v 1 1 • " Alors 

À u AU 
1 1 

,1. k-1 1 
A

1 
f'I A u "'" w ( I X - ) o 

1 · 2 

est le plongement de Ik-l et par hypothèse 

A
1 

et A1 étant images de compacts sont fermés dans Sn (qui est séparée) et 

. n . n 
(S - A1v S - A1) est un couple duouverts donc excisifo Considérons leur suite de 

Mayer-Vietoris réduite 

flJ n ,.1 n 
Hq (S - A1) $ H4(S - A1) -~ 

,.., n 
H. (S - A f'I A') -- 0 

q 1 1 

H (Sn - A)~ Îf (Sn - A) EB Hq(Sn - A1
1)9 

q q 1 

Soit 
N Il 

z € H (S - A) non nulo 
q 

Par l'isomorphisme 9 i.l lui correspond soit soit Soit par 

exemple 

On recommence avec A
1 

au lieu de Ao On obtient donc une suite d 8 ensembles 

emboités 

telle que; 

a) L1 inclusion 

b) n A 
ne!N n 

( Sn - A . 9 i .. 
1 

) 
J JJ 

où 

n n 
i . S - A C S - A. vérifie z /:- 0 dans 

J J 
k-1 

est un plongement de I o 

i .. i 
JJ 

: Sn - A. C Sn 
J 

n 
Lim (S - A., 
-➔ J 

- A.u 
J 

i .. g) = 
JJ 

est un système inductif et 
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Eh utilisant 4o33o et la condition b) 

~ n N n 
Lim ( H ( S - A . ) i .. 

1 
*) = H ( S - {) A . ) = 0 

~ q J JJ q J 

D1après la caractérisation 4o17o la condition a) est impossible car si i*z -· 0 

"' n dans Lim (H (S - A.) i ) 
-➔ q J jj °* ~ 

alors il,existe m tel que im* z = 0 dans 

N n 
H (S - A )o 

q m 

L8 hypothèse quvil existe z f:. 0 dans est donc fausse et 

6-0180 Corollaire (d 1Alexandre) 

Soit un sous-espace B de .Jlongement de 
k S pour O Lk L. n-1o 

Alors 

Preuve g par induction sur k 

q = n - k - 1 
q_tn-k-1 

k = 0 B consiste en un ensemble de deux points distincts 

k 0 

est homéomorphé à, fRn - f x
1
J donc à 

H (Sn - B) ~ fZ 
q_ to 

Supposons le cor;ollaire vrai pour ki 

n-1 
S et 

q = n -1 
q ;if n - 1 

< ki et 

B = A
1 

U A
2 

où Al et A2 correspondent par 

Alors Al et A2 sont des plongements de I~ et 

B un plongement de 

le plongement à Ek 
+ 

A
1 

n A
2 

à k-1 s -0 

Sk 

et Ek 

n n 
(S - A19 S - A

2
) est un couple dvouverts, donc excisifo Considérons sa suite de 

Mayer-Vietoris réduite; 

-➔ 
..., n "' n 
Hq+l (S - (A

1 
(\ A2 )) ~ Hq (S - B) ---.i» 

Hq_ (Sn - A
1

) E9 Hq (Sn - A
2

) -~ 

D8après 60170 9 aux extrémités les groupes sont nuls et 

0 



est un plongemeJr.It de 
k-1 

s ' on utilise 1 1hNPothèse d 1 induction 

60190 Théorème (de Jordan-Brouwer) 

q_+1 = n - k 
q_+1 /:. n - k 

Un plongement $ de 
n-1 s Sn ' separe Sn en deux composantes connexes 

J ·(sn-,1,J dont '!' est la frontière communeo 

Preuve 

étant un plongement de 
n-1 

s 9 

H (Sn - ~ (Sn-1)) = a' 
0 

d'après 6,,18 

Donc Sn -- J ( Sn~ 1 ) ' d t U t V - '!' possede eux composan es connexes par arcs e o 

Or c 1est un ouvert de Sn 9 donc un espace localement connexe par arcso Posons 

U /1 V C B x€Uf'V 

si x E Sn - B :ouvert 9 il existe Vx voisinage ouvert de x, 

V CU 
X 

ou V CV, ce qui est contraire à l'hypothèse 
X 

B C U ('IV X€ Bo 

n 
V C S - B, donc 

X 

V un voisinage de x dans Sn o V n B 
X X 

est un voisinage de x dans 

B soit A C V (\ B 
X X 

un voisinage de x homéomorphe à 

H(Sn - (B - A))= 0 
X 

Sn - (B - A) est connexe par arcso Soient p ~ U, q ~ V 
X 

n-1 
I ' 

et 

dans B 

w un chemin de 

p à q dans Sn - (B - A )o w rencontre nécessairement A (sinon il serait dans 
X X 

Sn,_ B un chemin de p à q) 0 Le point w(t) 
0 

où t 
O 

- inf { t € I l w(t) t u} 
est dans U, le point où 4 v} est dans Vo. 

Donc dans V x 9 il existe x
1 

€. U et et X é:. u n Vo 
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60200 Théorème (d 1 invariance des ouverts de Brauwer)o 

Soit un ouvert U de Sn et un plongement 

Alors ~ (U) ~ V est aussi un ouvert de Sno En particulier toute application bijec

tive et continue de Sn dans Sn est un homéomorphismeo 

Preuve g 

Soit y€ V, et x € U tel que y= h(x)o Soit A un voisinage de x dans U 

homéomorphe à Ino Soit B le bord de A B est homéomorphe à n-1 s 

A 1 - h(A} 

Diapre' s 6 ~ 17 o Sn - A I t t d 1 ' 6 1 9 Sn B e ' d d . - es connexe par arcs e apres o - passe e e1 

composantes connexes par arcs 

t tl t d Sn_B,. son connexes 9 ce son es composan es e 

(A1 - B 1 ) est donc ouvert dans Sn (car Sn est localement connexe par 

arcs) et y E A1 - B 1 CV. 

Donc V est voisinage de chacun de ses pointso 

60210 Remarq_ueo 

On appelle noeud un plongement de s1 3 dans 1R, o On en déduit un plongement 

~ de s1 dans sJ en composant par u:? C sJ 

H (SJ ci ( s 1)) 't: q 

q = OÎ) ou q ·- 1 

si.non o 

Donc 1 1homologie ne permet pas de distinguer le noeuds par contre~ on se rendra 

deux noeuds ci - contre 
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DECOMPOSITION CELLULAIRE, 

60220 Définition (adjonction decellule) 

On d:it que l 1 e:s.pace X est obtenu par adjonction de 

sous-espace fermé A (n ~ 0) si les conditions sui.vantes sont réalisées : 

a) Pour tout j E Jn, 
n 

e . est un aous--espace de X 
J 

b) En posant 

c) 

on 
e. 

J 
·-· 

u 
j 

n 
e. tî A 9 

J 

(e~ 
J 

-
n 

e.) 
J 

J j u pou!' j 1 

on) ("\ ( e~ o 
,,n ) e. ·- e. u 

J J J 

d) Pour tout j 9 il existe une appl:i.c2,tion 

telle que f. (Dn) = e~ 
J J 

et que 

f. l (Dn - sn•-1) 
J 

soit un homéomorphismeo 

= ~ 

( n oll) 
e.; e. 

J J 

On note X= AU Dn U Dn U ooo U Dn U 0-00 
f1 f2 fj 

60230 Définition (complexes cellulaire)o 

Un complexe cellulaire est un espace topologique X muni d 0une suite de 

sous-espaces (X ) 
n 

(squelettes de X) qui vérifie: 

a) X 
0 

est un ensemble de points 

au 

b) pour n ~ 1 X 
n 

est obtenu à partir de par adjonction de n-cellules 

(par les applications 

c) X= U X 
n 

n 

60240 Définitionso 

a) Un sous-complexe Y d 0un complexe cellulaire X est un sous--espace 

qui est un complexe cellulaire et tel que 

y - y(\ X (n é IN) 
n n 

Y C X, 
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b) On appelle décomposition cellulaire d 1un .. espace topologique X la donnée d Vun 

structure de complexe cellulaire pour Xo 

c) Un complexe cellulaire est dit fini si 

{e; 
1 j €J~ n ê [N J l n 

Dans ce cas 9 n existe n tel que X:;-_, X 
n 

X 
0 

est 

est fini et si 

finio 

(n = dim X) o 

Remarque~ e~ 1 j E J 9 J . n 
est une partition de 

60250 Exemples de décompositions cellulaires .. 

Exemple 1 Sn 

Il suffit de prendre z 

où 

Exemple 2 Dn 

X 
0 

X 
n 

f 
0 

-- f xo} uf 
Dn 

0 

(Dn~ sn-,1) ~ 

(x 
0 

point de 

(Dn 9 { x
0 
f ) 

x,, 

pense. évident à chacun que ; D On obtient donc . n 

Dn :=: {xol uf Dna•,1 uld Dn" 
0 

Exemple 3 P (IR) o 
n 

P (IR) est définie par le quotient de Sn par la relation antipodale R,, Soit 
n 

pn la projection canonique 

pl (IR) 

P (Œf n ) 

~ p (IR) 
n 

{x
0

} UP n
1 

0 

.. P 
1 

(IR) U 
n- p 

n-1 

Ces relations sont évidentes g la première identifie le bord s0 
de 

et rappelle la relatJ on 1\onnue ~ P
1 

(fR) ~ S 
1 

; la seconde consiste à faire 

à X 
0 

1 3 identification antipodale pour les points de Sn non situés sur son équateur d 8abo 

q.00/0•-0, 
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( ce qui donne un hémisphère ou ver+ d.on-". homé0r.iorphe à int Dn) puis 1 1 identification 

sur 1zéquateuro 

On obtient donc par .:nd·c1ct'OU;; la dé::-omposition :: 

p (IRJ 
n 

Exemple 4 p (C~ 
n 

On définit de mlm8 

a:n+l (muni. de le, norme, 

par la rel~t1on R: 

2 
D U ooo U 

Pn,-1 

p (a;· n. J ,,omme le quotient de L, 
lzl 2 

1 z, 1
2 

+o o o+ jzn+1 /2? où 

z R z 1 <--) 3 O 

sphère unité de 1vespace 

z = (z,,ooor zn+1) ) 

i6 , 
z = e z • 

(De même que p (RJ 
n 

peut aussi ~tre défini comme 1 1 ensemble des directions de droites 

de Rn muni d 1une topologie ccnvenable. P (a:j peut être 
n 

directions de d:r'..1., tes complexes mun.' d 1une topologie) o 

Soit 

Or 

En écr1vant 

la projection cenon1que 

z 
J 

u + iv _ 
J J 

2-----; n f = \. u
1 

, v
1 

,. o o o ___ J 

Donc L--: n es+, homéom:.rphe s. s2n+l 0 

-➔ p ( <C) 0 

n 

lz !2"1] n+1 

un+1 

De même la boule unité B
0 

d9 (l!n est, homé'.)m,:Jrphe s. n2n., 

Après composition par 1 1homéomor-phisme~ on pose, 

On a 0omme précédemment 

n - 0 

n > 1 

p' ,, s2n+1 --~ 
Il 

p ( Il! j Ixo 1 0 

p (a:) ,- p n«l ( q; J n 

P ((l;Jo 
n 

U V 

pn-1 

D2n 

constd••• comme l'espace de~ 



- 285.-

Car on définit le diagramme commutatif 
j D2n 

où i [(z 19 ooo 9 zn)J = [(0) 1 z19 ooo 9 zn)J 

@ (u1o,V19009U 9V') "" [(/1-,lzl 2
o u1+iv'1 qoo;U +iv )] ·n · n n ' · ' 1 · n n l d> 

'n 

(avec lzl 2
"' lu

1
+iv

1 
/
2 

+ooo+ (u _+iv 12 ) 
• u • • n n ~ 

i P (œ) 
n 

Alors (Pn(œ) v pn-1(œ)) vérifie 

C) 1 (D2n "' S2n-1) ~ (D2n ·-· S2n-1) ~ p (C) p (œ) 
·n · n - n-1 

est un homéomorphisme (dont le lecteur trouvera la réciproque en remarquant qu'il 

existe pour tout élément, de un représentant dont la première coor-

donnée est réelle .strictement pos:itive)o 

On a donc défini par induction la décomposition 

n .. · { } 2 p cœ; ~ X u U D u 000 u ij 
0 p p 

o n"-1 

D2n 

Exemple 5 ., Complexe simpLLi:lialo u 

La suite des squelettes K(i.) de K nous donne celle des squelettes 

j K(i) j pour la décomposition cellulaireo En e.ffet on obtient K(i) à partir de 

K(i-1) en ajoutani;, les i-simple:x:es de K qui sont homéomorphes à Dio 

Exemple 6 Variété orie.ntable de dimension 2. 

Nous avons vu au chapitre III qu 0 on les obtenait par identification sur les 

polygones à 4n ar~tes et en ôtant 1°Jntérieur 

de on obtient un bouquet B 
211 

de 

Alors la déeompositLon est la sui.vante 

2n cercleso 

M2 = f x o 1 U f 1 D 1 u Q.QQ U D
1 

U D
2 

f2 f 
n 1 

où f. 
1 

identifie les deux points de s 
0 

et f applique S 

b 
n 

a1 

p 

sur le bord de 
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Exemple 7 g Variété · non orientable de dimen::':.ion 2-o 

C1 est ::ette fo:is par identification 3ur un polygône 

P à 2n a,rates quvon obtient ces variétés"' Mais alors on ôte 

de même 1 ° intérieur de p et on nbtient un bouquet B 
Il 

de n cercles, donc la 

D
1 

U D
2 

f 

oà f. 9 f ont la mime signification que dans l'exemple 6a 
l. 

X est un 0omplexe ~gllulai.re de 
sard 

dimension finie,, 
J 

Alors 

.- X ,, {~ H ~X 9 1 J '·• q n n-, 
0 

n 

( on rappelle qui cm. a noté J P .ein2emble d I indice des n-cellules) 
n. 

Preuve: 

Soit 
n 

p. E:: int e. 
J J 

j €. .J 
n " On voit que X 

n-1 
est un 

nous permet d 1assoc:Lsr UU6 su:it,e f.l:Jmcte {cfo 4a65) donc une suite exacte d 0homologie,, 

Soit B.,jE.J 
J n 

H (X f X -· P) ~ 
g_ Il ll 

H (X 9 X 
1

) ~ H (X . .? X -P) a 
q n n,~, q n n 

une boule de neutre p,i' homéomcrphe ' Dn a et telle que 

et SO.t t B. a 

J 

On peut appliquer le théorème dVexcL-<i.on (5,,78) c::a.r U C int(X ·~ P) 
Il 

et 

H (X X ,~-P) ,·.•··• H ·~ u X ,~ p => U) 
q nv Il q 9 

Il 

,_ H ( u B j g 
u (B, p.)) 0 

q Jn Jn J J 
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Or cette union est di'.sJointe et d 8 après 5o62o 

H (X ).1 X ,~. P} r,:::, EB H (B __ 9 B . = p.) 
q n n j~J q J J J 

n 
Or d'après 5o23 {®t une appLi1;:;ation fa,,üle du lemme des cinq) 

q "-'' n 

q ,1 Il 

ce qui achètt, la p:reuveo 

60270 Corollaireo 

Peux un t:<o:mpl.:exe 2;ellulaire X de dimension finie 9 et un groupe G 

ra,d Jn 
n 

H (X X G) r,,:6 
q ··-~ 

q n» Il·•1 {. q n 

Hq'i'X 1:card Jn q n 
X G)~ -

"- n" n=1 
8 

t q Il 

P:r-euve ~ 

On applique la for-mule de,s -:.,:::efV- ients universels 4,,68 et 4o72 

H~X. X 
1

) est librea 
n" n•-

G) N H (X 9 X 
1 

) E& G 
q n n-• 

60280 Lemme,, 

Preuve 

n ) 0 

Pour un. ,iompLexe -::ellulaJ:n?. X de dimension finie on a 

H (X 
g_ n 

Le résultat est vraio 

G) 0 

pour tout q > n 

Suppr.,sons le résul:tat w-rai pour tout m ~ n,, La sui te d ~homologie du 

<eouple exc:s.if (X y X ) donne g 
· n n---1 



H (X ) ~ H (X , X 
1

) -➔ 
q n q n n-

Or par induction si q > n 

Donc H {X)= O& 
q n 

On agit de même avec coefficients. 

6.,29., Lemme. 

Pour un complexe cellulaire X de dimension finie 1 1homomorphisme naturel 

(induit par X C X } 
n n+1 

H (X ) ~ H (X 
1

) 
q n q n+ 

est un isomorphisme pour tout q < n. 

Le même résultat est vrai pour : 

H (X ; G) ~ H (X 1 q n q n+ 
G) 

* i G). 

Preuve~ 

Considérons la suite de Mayer-Vietoris du couple (X; X 
1

) 
Il n+ 

H 
1 

(X 
1 

, X ) --7' H (X ) --:;, H (X 
1 

) -·➔ 
q+ n+ n q n q n+ 

H (X 
1

, X ) " 
q n+ n 

Les deux groupes extrêmes sont nuls d 1après 6.26 car 

et q+1 4 n + 1. 

L 1 inclusion i X 
1 

C X induit un isomorphisme 
q+ 

Preuve i 

D~après 6.,29., 

i* : H (X 
1 

G) ~ H (X, G) 
q q+ q 

* i 

H (X 
1 

) ,;i<t H (X 
2

) ~ ••• ?ofl H (Xd. X) - H (X) ,, 
q q+ q q+ q lm q 



- ~89 -

Nous avons donc les éléments nécessaires pour établir une récurrence et calculer 

ainsi par induction l'homologie des complexes cellulaires••• tous sauf.le moyen pra-

tique de calculer Hn_1 (Xn et H (X),. 
n n 

Ce problème sera réglé si nous connaissons l'effet sur l'homologie de l'adjono-,. 

tion d'-une n-cellule.o 

6.,31 .. Théorème .. 

Soit un espace topologique X et un sous-espace fermé A tel que 

Alors 

Preuve: 

( n n-1) L'application :f i D , S ~ (X, A) induit un homomorphisme des suites exactes 

d'-homologie réduite 

t . h" .a j (Dn -- Sn-1) es un isomorp 1sme car ~ est un 

homéomorphisme., 

Remarque: 

f* est un isomorphisme 

H (Dn n- 1 ) H (X A) n ,s ~ nt 

car est un homéomorphisme .. 

En effet, soit B=fx,Dn j jxj >½} et O=îxE.Dn J jxJ>i} .. 
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D'après le lemme des cinq 

car B est un voisinage de 

n-1) 

n-1 s est rétract de déformation (on dit parfois un 

collier de S o 

Par excision de C (CC B) 

H (Dn
1 

Sn-1}~ H (Dn~ B)~H (Dn - C, B - C)o 
n n n 

De m~me 
H (X, A) ~ H (X~ f(B)) r,:::} H (X ~ f(C), f(B) - f(C))" 

n n n 

Or f est un homéomorphisme sur (Dn - C) 

n 
(D - C, B - C) ~ (X-f(C) 9 f(B) - f(C)) 

donc n n-1\ n ( H (D ~ S =1,;:.:, H (D _, C9 B-C) ~ H (X - f(C) 9 f(B) - f(C)) ~ H X, A) 
n n n n 

,V 

- coker d* ::cc H (A}/ r4 H (A)/ 
n-•1 n-1 f H (Sn-1) 

lm d* * n-l 

en composant par les deux isomorphismeso 

niautre part on extrait la suite exacte : 

N 

0 ---:,. H (A) -+ 
n 

N n-1. 
Ker f*C. Hn_

1
(s )?/,~est libre, donc la suite 

tv fV 

0 ~ H (A)~ H (X)~ Ker f* -~ 0 est scindable ce qui donne le second résultat. 
n n 

6o.32.o Corollaireo 

Si 

Alors 
N 

H (X)~ H (A) Ei)Ker f 1* 
n n 

N ( n-1 ) l'i'\ t:\ 1 H,v ( sn-1 ) Hn_1 S \'Pooo q-1Ker fq* n- 1 

Preuve: Evidenteo 

60330 Corollaireo 

Soit B le bouquet de n cercles attachés en;x 
n o 

H (B ) ,x, 'lf1" 
1 n 



Preuve ~ 

uf nu u ooo u nu 
1 fn 

où 

f 1 
,vH (So) 

i* 0 

donc K f H,v ( so) ~ .,,, er _* a 
]_ 0 

et le résultat suit 60320 

603.40 Applicationso 

Nous allons calculer 1 8homologie des exemples 60250 

a) Variété orientable de dimensio~ 2o 

U D
1 

U D
2 

f2n f 
ou 

Nous savons qu 8un générateur de H
1

(s
1

) est le simplexe r:r qui à 

(e ~ e2GT"i6) un "tour de cercle" --,, donc 

et 

f*(o-) = a1 + b1 -

1 
H

1
(s) = 0 

H (M
2

) ~ a' 
0 

H (M2) M 'lfn 
1 

H2(M2) ~ ~ 

a
1 

- b
1 

+o. o+ = 0 

1 
1 1 

Ker f* , H
1
(s) = H

1
(s) 

H (M
2

) = 0 q ,/:, 0~ 1 9 2 
q 

b) Variété non orientable de dimension 2o 

On a de même 

1 
A 

( <:r défini ci-dessus)o 

Soit la base de 

---29J -

associe 



Alors 

et 

c) P (R) o 
n 
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H1 ( B n) /f j H ( S l) "' c 1 'l,{ +" o "+ c n-1 'l,{ + ( c 1 +o " "+ c n) 'li/ 
* 1 2(c 1+u+cn)7/ 

~;n.-1 
~ :& ($) z, 2'/1 

Ker f* j H1(s
1

) ~,o 

H (M
2

) ~ Z 
0 

2 n~1 
H

1 
(M ) ~ Z (3:) Z/ 

2Z 

H (M
2

) ~ 0 q t O, 1 
q 

H (P (IR)) .-=: 0 
q n 

H (P (IR)) - 0 
q n 

71 

0 ~ q ~ n q pair 

q = n n impair 

~/ 0 < q < n q impair. 
27' 

Par inductiono Cu est· vrai pour n :::;: 1 et n '"' 2,, 

Supposons que 

et 

Or 

Donc 

H (P 
2 

(IR)) = 2 'li 
{ 

71/ 0 < q < 2n q 

q n O sinon 

{

'B/ 0 < q <. 2n-2 
H (P (~) ~ 21 

q 2n,-1 ~ q "'' 2n,-, 1 

0 sinono 

H2n (P 2n+1 (IR)) ~ H2n (P 2n OR)) = O 

H2n+1 (P 2n+1 (IR)) ~ Ker p2n * # Zo 

impair 

q impair 

Ce qui donne le passage de (2n) à (2n+1) 

Hq(P2n+1(R)) ~i:2~ 
O<q<2n 

q = 2n+1 

Sinon,, 

q impair 



- 293 -

Il reste à voir ce quuest 1uhomomorphisme ~ 

2n+1. 
p 2n+1 * g H2n+1 (S ) ~ a' -➔ H2n+1 (P 2n+1 (R)) ~ ~ 

ouest la multiplication par 2 9 ce qui nous donne 

Il ne nous reste donc plus quuà justifier 1uaffirmation précédente au sujet de 

p
2

n+l *i et pour cela nous allons employer une méthode qui pourra ~tre reconduite 

chaque fois quion cherchera à calculer f* pour employer 6.,31., 

Pn+1 Sn+1 ~ pn+1(1R) 

(cf., 6., 14) et P 
1

(,a} ~ P (IR) U Dn+l., 
n+ n p 

n 

Nous allons considérer successivement oes restrictions 

Sn) -➔ (Pn+1(IR)9 Pn(IR)) 

Sn) -➔ (Pn+ 1 (lR)9 Pn(IR)) 

On définit les deux diagrammes commutatifs 

Pn+1 
(P 

1 
(IR) " P (IR)) n+ " n l proj 

(P 
1

(1R)/ ,pt) 
n+ P (IR) 

n 

Le passage au quotient est clair dans 

f+9 f - fi définis naturel1ement de 9 pour que 

En+t = s u Dn+1 p 1 (IR) =P (IR) UfV 
Dn+1 

n f- n+ n 

En+1 
+ 

(fU 

p 
n+1 

= s 
n 

= pn) 

)" (P n+1 (IR) ' p n (IR)) 

l proj 

(P 1(R)/ ,pt) 
n+ P (R) 

n 

fi îz 
(Sn+1' pt) 

s 1 obtiennent à partir 

U Dn+t 
f+ ' 

par compactification. 

Il est clair 9 je pense 9 que ces trois applications sont des homéomorphismes par le 

fait que f+ 9 f~ 9 fU soient des homéomorphismes relatifs (ioeo leur restriction: 

à Dn+1 
Sn est un homéomorphisme)o 
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On déduit donc les diagrammes commutatifs suivants 

Pn+1* 
H 

1
(P 1(1R)p P (R)) 

n+ n+ J! n 

p (IR) 
H ( n+1 /p (IR)pt) 

n+1 Il 

Id 

H (En+1 
p 

Sn) n+1* H 
1 

( P 
1 

(IR) v P (IR) ) 
n+1 - 9 '?' n+ n+ n 

J) 
P Ji (IR) En+1 p 

n+1* H ( n+l /p (IR)~ pt) H 
1

( - / pt) - ) 

n+_ îi Sn, 
n+1 Il ' 

fs f* 

H ( on+1 t) "* H (Sn+1 pt) n+1 9 p n+1 9 

Il reste cependant à justifier la commutativité dans les carrés inférieurs,, 

0 ' 1 (En+1 - Sn) 
r a Pn+1 " + - et correspondent ~ar 

respectivement Id et À (application antipodale) 
sn+1 sn+1 

(par construction de P 
1

(1R))o Il suffit alors de completer ces applications dans 
n+ 

le compac~ifié de Dn+l 0 

Choisissons un générateur 1 de H (Sn+l pt) 
n+1 9 

-:'+ -U •~· 
pond donc par f* 9 f* 9 f* des générateurs dans 

+ A chacun de ces générateurs correspond par les flèches un générateur: e , e 1 , e 

dans Hn+l(E:+
1

9 Sn) 9 Hn+l(Pn+ 1 (lR), Pn(IR)) 

est une somme de simplexes "rf de En+l/ 
+ Sn 

-+ (car e par exemple 

à chacun desquel.s correspond un simplexe 

- de En+l 
cr + " Le bord de + 

e 9 somme des (j' 9 est dans 



de H (En+1 Sn) 
n+1 + 9 cVen est un générateur (sinon ;t- n 1en serait pas un)o 

L.llapplication pn+ 1* dans les deux cas est caractérisée par un entier + a ou 

a tel que 

Pn+1*(e-) - a eUo 

Les seconds diagrammes montrent <1Jairement que + a et a sont respectivé~ent les 

degrés de Id et À 

+ 
a :=ac 1 

Enfin 9 à montrer H (Sn+1) + -il nous reste quuun générateur de est (e + e ). 
n+l 

Il est facile dRimaginer une triangulation de sn+1 symétrique rapport ' par a 

1uhyperplan (x = 0),;, (Il suffit de prendre deux (n+2) simplexes s1 et s2 n 

(simpliciaux) et de les coller sur une face s0
),, 

Soit f:Z:: nO"' o·J = e+ la génération de est la 

somme-des faces non collées de s
1

) 0 Alors 

d L ncr <Y e. Hn (Sn)" 

Soit la symétrie par rapport à 1 1hyperplan (x 
n 

Il est clair, je 

pensep que 't ( o-) J "" e - et que 

d(L no-t ( o-)) = + d(L ncr-cr-) 

(sinon on écrit plus précisement g sont les faces de 

Donc e + + e - a pour représentant L no- (o- + ~ (J") qui est un cycle de 

car 

De plus cien est un générateur (évident)o Donc 

P g H (Sn+l) ~ H 
1

(P 
1

(R)) est caractérisé par la donnée 
n+1* n+1 n+ n+ 

+ - [ n+2] Pn+l*(e + e) = 1 + (-1) eU9 



Ou par isomorphisme canonique 

Ceci nous redonne le résult~t évident 

que nous cherchions g 

P (1) = 0 et celui, beaucoup moins évident 
2n* 

P ( 1 ) :::'. 2o 
2n+1 * 

Le lecteur démontrera à t,itre du exercice le résultat suivant., Le .procédé 

est encore le m~me9 mais les calculs sont très simpleso Enfin~ tout ceci est donné 

dans le cadre de 1 1homologie 9 mais le lecteur pourra vérifier que la formule des 

coefficients universels et les théorèmes précédents lui per~èttent de calculer de 

mime la cohomologiea 

H (P (a!)) ~1~ 
q n 0 

si O ~ q f: 2n q pair 

sinono 

HOMOLOGIE et COHOMOLOGIEo 

6a35a Définition (Variété)o 

Une variété topologique V de dimension n est un espace topologique tel 

que pour tout x f V il existe un voisinage 

un. homéomorphisme de V 9 
X 

soit avec 

V et une application 
X 

cD qui est 
lx 

L 1 ensemble dV=îx EV lcrx g Vx~~ m.:J est appelé.bord de Vo 

Nous terminerons ce cours en donnant quelques importants théorèmes sans 

démonstrationso 

60360 Théorèmeo 

Si X et Y sont deux complexes cellulairest et si la cohomologie de X 

est sans torsion pour tout degréo 



Alors 

Ifl(X X Y ; G) ~ © [Hi(X 
i+j=n 

60370 Définition (orientation)o 
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G)] 

a) Une 0111ientation d 1une variété V au point x E: V est le choix dvun générateur 

b) Une orientation de la variété V au voisinage de x é:. V est le choix d 1un 

générateur de H (Vi, V - V) 
n X 

(Il est clair~ je pense que cette orientation ne dépend pas du choix de V pourvu 
X 

qu vil soit homéomorphe à (Rn ou à /R: ) o 

c)On dit que la variété V est;orientable 9 s 1 il existe un choix compatible 

d 1orientation de chaque pointo 

ioeo Si f(x) désigne cette orientation en xl) et si x et y sont dans 

la même composante par arcs~ quel que soit le chemin ~ de x à y et le recou-

vrement de ses points par des V i z 
1 1orientation induite en y par 

{car _µ(x) induit une orientation au voisinage de x)o 

60380 Théorèmeo 

p(x) est JJ-(y) 

Si V est orientable et compacte de dimension n 1 il existe une unique 

classe U E: H. (V) (classe fondamentale de V) telle qu 1 en tout point x EV, 
1·v n 

l8inclusion i ~ V C(V, V - {x}) induise une orientation compatible y(x) = i*n( fv)" 

60.3-9* Théorème de dualité de Poincaré,., 

a) Si V est une variété sans bord orientable et compacte de dimension n, il 

existe un isomorphisme 

H (V • G) ~ Ifl-q(V • G) 
q ' ' 

b) Si V est une vat±été orientable et compacte de dimension n, on a les 

H (Vl) dV ; G) /}:;:!/ Hn-q(V G) 
q 

H (V; G)~If1-q(V 9 dV G),, 
q 
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